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RESUMO

WAIDEMAM, L. Analise dindmica de placas delgadas
utilizando elementos finitos triangulares e retangulares.
153 p. Dissertacdo (Mestrado em Engenharia Civil) -
Faculdade de Engenharia de Ilha Solteira, Universidade

Estadual Paulista, Ilha Solteira, 2004.

Este trabalho tem como objetivo principal analisar o
comportamento dindmico de estruturas laminares planas com
carregamento perpendicular ao plano médio, em particular
as placas delgadas, utilizando-se, para 1isso, a teoria
cldssica de flexdo de placas e a discretizacdo estrutural
feita com os elementos finitos triangulares e
retangulares trabalhando em conjunto e em separado.

Na deducdo das matrizes de rigidez e de massas dos
elementos finitos em questdo utiliza-se a formulacdo com
parémetros generalizados e com coordenadas homogéneas,
cujas funcdes aproximadoras contém nove e doze mondmios,

respectivamente, extraidos do polinémio algébrico cuUbico

” A\Y ”

em “'x e % Para a consideracdo do amortecimento
utiliza-se o Método de Rayleigh e para a integracéao
numérica ao longo do tempo utiliza-se o Método de
Newmark, via algoritmo previsor / corretor.

Ao final deste sdo elaborados varios exemplos
elucidativos visando uma analise quantitativa e

qualitativa dos resultados obtidos.

Palavras-chave: Dinédmica estrutural; Comportamento
estrutural de placas delgadas; Método dos elementos

finitos; Teoria cléssica de flexd&o de placas.
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ABSTRACT

WAIDEMAM, L. Dynamic analysis of thin plates wusing
triangular and rectangular finite elements. 153 p.
Dissertacdo (Mestrado em Engenharia Civil) - Faculdade de
Engenharia de Ilha Solteira, Universidade Estadual

Paulista, Ilha Solteira, 2004.

In this work the dynamic behavior of plane laminate
structures, with load applied perpendicularly to the
middle plan, has been analyzed. The classic theory of
bending plates and structural subdivision - done with
triangular and rectangular finite elements working
together as well as in separate - are used to study thin
plates.

The formulation employing generalized parameters and
homogeneous coordinates, using approximating functions
containing nine and twelve terms starting from the cubic
algebraic polynomial in Cartesian coordinates "x" and
"y", 1is used to obtain the stiffness and mass matrices
for the triangular and rectangular finite element,
respectively. The Rayleigh Method 1is used to take into
account the structural dumping while the Newmark Method
is used to perform the numeric integration in the time,
by means of predictor / corrector scheme.

Additionally, several elucidating examples are

elaborated in order to analyze the final results.

Keywords: Structural dynamics; Structural behavior
of thin plates; Finite Element Methods; Classic theory of

bending plates.
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CAPITULO 1 - INTRODUCAO

1.1 - Tema e motivacéao

A andlise do comportamento estadtico e dinédmico de
sistemas estruturais ¢é, sem duvida, um dos principais
objetivos almejados pelo Engenheiro de Estruturas.

Através da analise estrutural pode-se quantificar a
magnitude dos esforcos internos e dos deslocamentos que
se manifestam em qualquer sistema estrutural gquando o
mesmo & submetido a um carregamento arbitrario. Tal
procedimento deverad fornecer uma ampla gama de resultados
numéricos compativeis com o carregamento aplicado, cuja
avaliacdo de forma qualitativa permitird a sua utilizacédo
na elaboracdo do projeto estrutural do sistema analisado.

Em geral as estruturas s&o analisadas supondo-se as
forcas atuantes aplicadas muito lentamente. Tal hipdtese
€ a base da anédlise estdtica sendo apropriada para o
tratamento de ag¢des invariantes no tempo, como por
exemplo, o peso préprio.

No entanto, nos casos em que as acgdes varidveis no
tempo estdo presentes os efeitos dinédmicos podem ser
importantes, devendo ser considerados no projeto. Como
exemplos desses carregamentos podem ser citados, entre
outros, a 1ncidéncia do vento sobre edificios altos,
sismos, frenagem / aceleracdo de veiculos em pontes e
movimentos de pessoas (caminhar, pular, dancar) sobre uma
laje.

Com a disseminacdo da informatica ocorrida no final
da década de 1980, e principalmente em funcdo do aumento
vertiginoso da capacidade de armazenamento, gerenciamento
e processamento de dados apresentado pelos computadores

de pequeno porte, o Engenheiro de Estruturas passou a ter
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acesso a equipamentos e programas computacionais que
possibilitam uma andlise estrutural baseada em modelos
mais refinados, proporcionando um aumento da
confiabilidade e diminuigcdo de custos dos projetos e das
construcdes.

Paralelamente a essa evolucdo pesquisas no campo dos
materiais de construcdo civil vém sendo realizadas e
materiais cada vez mais resistentes tém sido
desenvolvidos.

Os processos de calculo mais evoluidos aliados aos
materiais mais resistentes ©propiciam a execucdo de
estruturas cada vez mais esbeltas e flexiveils, sendo
essas mails susceptiveis as acgbes varidveis no tempo.
Dessa forma uma anadlise dindmica mais acurada em tais
sistemas estruturais torna-se imprescindivel.

Para o caso particular de pisos de edificacgdes, a
tendéncia ¢é projetd-los com vd@os cada vez maiores,
ocasionando problemas de vibracdes causados por
excitacdes ritmicas associadas a movimentacdo de pessoas.

J& had algum tempo o Método dos Elementos Finitos vem
sendo largamente empregado, dentre outras Aareas, na
andlise dinédmica de estruturas. A sua rapida aceitacéo
deve-se, principalmente, a obtencao de resultados
satisfatérios para problemas de &rdua resolucdo por
outros meios.

Os métodos finitos permitem expressar a solucédo
exata dos sistemas continuos de uma forma aproximada,
através da utilizacdo de sistemas discretos que contém um
numero finito de graus de liberdade.

Entende-se por meio continuo o meio resultante da
distribuicdo homogénea da matéria no volume. Fisicamente,

a hipdétese do continuo consiste em abstrair-se da
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composicdo molecular da matéria que compde o meio, e da
sua conseqiente descontinuidade.

O sistema estrutural ¢é definido como sendo uma
estrutura fisica qualquer composta por uma série de
elementos estruturais adequadamente associados, formando
um conjunto resistente. Esses elementos sdao corpos
sb6lidos elédstico-deformaveis, com capacidade de receber e
transmitir esforcos de uma forma geral.

Deste modo, pode-se dizer que um sistema estrutural
é continuo desde gque o menor elemento estrutural retirado
do sistema possua as mesmas propriedades fisicas
especificas e que ndo haja descontinuidade no conjunto.

Em funcdo dessa continuidade os sistemas estruturais
continuos possuem um numero infinito de graus de
liberdade, fato este que dificulta a resolucdo do
problema.

Para contornar tal problema, empregam-se métodos
numéricos que transformam um sistema estrutural continuo
em um sistema estrutural discreto, através da divisdo do
modelo geométrico dos elementos estruturais em pequenas
regides chamadas de elementos finitos, sendo essas
interconectadas entre si para formar o) conjunto
estrutural. Esse processo de discretizacdo é um dos
conceitos necessadrios para a formulacdo do método dos
elementos finitos.

Dentro desse contexto, o presente trabalho tem como
tema principal a andlise estrutural dindmica de placas
delgadas, utilizando-se elementos finitos triangulares
combinados com elementos finitos retangulares, através da
teoria classica de flexdo de placas.

Com a motivacdo de formar uma biblioteca de
softwares para analise estrutural, desenvolveu—-se um

programa computacional, em linguagem  FORTRAN, que
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contemple as analises estatica e dindmica de placas
delgadas de comportamento linear, permitindo, sempre gue
possivel, realizar a comparacdo do comportamento estatico

e dindmico de tails sistemas estruturais.

1.2 - Objetivos

Este trabalho tem por objetivos:

» apresentar, de forma clara e concisa, o}
desenvolvimento matemdtico do modelo estrutural
referente aos elementos finitos triangulares e
retangulares e efetuar e} acoplamento destes
elementos na andlise dinédmica estrutural de placas

delgadas, através da teoria classica de flexdo de

placas;
» elaborar um programa computacional didéatico,
modular, flexivel e de facil utilizacéo e

manutencdo, que contemple as analises estatica e

dindmica de placas delgadas de comportamento linear;

» analisar qualitativamente e quantitativamente o
comportamento estdtico e dindmico de placas delgadas

de comportamento linear.

1.3 - Apresentacgédo

Neste capitulo procura-se apresentar uma visdo geral
de todo o trabalho, descrevendo-se, para 1isso, tema e
motivacdo, os objetivos do trabalho e, finalizando, uma

descricdo sucinta dos capitulos subseqgiientes.



An&dlise dindmica de placas delgadas utilizando elementos finitos triangulares e retangulares 5

No capitulo 2 sé&o apresentadas algumas consideracdes
sobre a andlise estrutural dinédmica utilizando o método
dos elementos finitos.

No capitulo 3 apresentam-se as equacdes de Newmark
para integracdo numérica ao longo do tempo e o algoritmo
numérico a ser usado para resolucdo do processo de
integracdo da equacdo do movimento. Neste capitulo faz-se
também a caracterizacdo da matriz de amortecimento.

No capitulo 4 procura-se fazer uma descricgdo da
teoria cléssica de flexdo de placas, bem como apresentar
a equacdo diferencial do movimento das placas.

No capitulo 5 elabora-se a matriz de rigidez
eladstica wutilizando-se a formulacdo com coordenadas
homogéneas para o elemento retangular, bem como a matriz
de massas. O mesmo é feito para o elemento triangular no
capitulo 6.

No capitulo 7 sdo apresentados 0s aspectos
computacionais relativos ao programa computacional
desenvolvido, ou seja, esquema dgeral de calculo e
descricdo das sub-rotinas.

J& no capitulo 8 sé&do apresentados exemplos relativos
a andlise estatica e dinédmica de placas delgadas com
comportamento linear.

Por fim, no capitulo 9, sdo apresentadas as
conclusdes do trabalho e algumas propostas para

desenvolvimento em trabalhos futuros.
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CAPITULO 2 - ANALISE DINAMICA VIA METODO DOS
ELEMENTOS FINITOS

Uma andlise estrutural dindmica deve ser entendida
como sendo uma andlise de estruturas sujeitas a aplicacéo
de carregamentos dindmicos, ou seja, carregamentos cuja
magnitude, direcdo e/ou posicdo variam com o tempo. Desse
modo, a resposta estrutural ao carregamento dinadmico
também varia com o tempo, e isto faz com que esse tipo de
problema se torne relativamente mais complexo do due
problemas que envolvam apenas carregamentos estaticos.

Assim é evidente que um problema dindmico ndo pode
ter uma solucdo simples como um problema estdtico possui.
Complementando, em problemas dindmicos n&do se estabelece
uma Unica solucgdo correspondente para todo tempo, mas sim
se busca um “histdérico de resposta”.

Uma distincdo mais fundamental entre problemas
estadticos e dindmicos reside no fato de que, no primeiro
caso os esforcos internos e as deformacdes dependem
apenas de como e onde o carregamento estd aplicado pelos
principios estabelecidos pelo equilibrio de forcas, e no
caso de problemas dinédmicos os esforcos internos e as
deformacdes dependem, como serd visto adiante, ndo sé6 do
equilibrio das forcas externas, mas também das forcas de
inércia resultantes da aplicacdo do carregamento. Forcas
de inércia sdo forcas que se opdem a aceleracdo de uma
estrutura quando a mesma estd sujeita a acdo de um
carregamento dinémico.

Dentro deste contexto deve-se, entdo, buscar métodos
que fornecam os requeridos histdédricos de deslocamento. Em
muitos casos, uma andlise aproximada envolvendo apenas um

numero limitado de graus de liberdade fornece uma
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exatiddo suficiente e assim, o problema pode ser reduzido
a determinacéo de um histdérico temporal dessas
componentes escolhidas do deslocamento. E o caso dos
sistemas discretos.

As expressdes matematicas que definem os
deslocamentos dindmicos sdo chamadas de equacdes do
movimento das estruturas e a solucdo dessas equacdes
fornece os exigidos histdédricos de deslocamento.

Em um procedimento de analise dinédmica estrutural a
formulacdo das equacbdes de movimento é talvez a fase mais
importante e também a mais dificil. Desse modo, varios
métodos diferentes sdo aplicados para a formulacdo dessas
equacdes, sendo os conceitos fundamentais de alguns deles

descritos a seguir.

2.1 - Principio de D’Alembert

As equacgdes de movimento de qualquer sistema
dindmico podem ser expressas pela segunda Lei de Newton
que estabelece que a forca atuante em uma certa massa “m”
é igual a taxa de alteracdo da quantidade de movimento.

Assim:

P(f)_a m- (2.1)

o\ o

onde:

p(t): forca aplicada na massa;

”

u(t): deslocamento da massa “m”.



An&dlise dindmica de placas delgadas utilizando elementos finitos triangulares e retangulares 8

Para varios problemas estruturais tratados
dinamicamente pode-se admitir gue a massa ndo varie com O

tempo, e assim a equagdo (2.1) pode ser escrita como:

o°u
or’
p(t)=mii(t)
p(t)—mii(t )=0 (2.2)

p(t)=m-

Neste caso o produto “mi(t)” ¢é chamado de forca de
inércia resistente a aceleracdo da massa.

O principio de D’'Alembert diz que uma massa sujeita
a uma aceleracdo desenvolve uma forca de inércia que é
proporcional e oposta a ela.

Devido ao fato de expressar as equacdes de movimento
como equacdes de equilibrio dinédmico, esse método é um
dispositivo muito conveniente em problemas de dinédmica
estrutural. Se uma forca de inércia é introduzida, a
expressdo da equacdo do movimento se torna meramente uma
expressdo de equilibrio de todas as forcas atuantes na

massa.

2.2 - Principio dos Trabalhos Virtuais

A\Y 44

Dado um sistema estrutural submetido a “n” esforcos

externos “F”, o mesmo estard em equilibrio estéatico se:
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Introduzindo-se um deslocamento virtual “&u”, sendo
este infinitesimal, cinematicamente compativel com o
sistema estrutural e na direcdo dos esforcos externos,
pode-se calcular o trabalho wvirtual realizado pelo

sistema através de:

n
5”7:§:}§éhj (2.3)

J
O Principio dos Trabalhos Virtuais - P.T.V. -

estabelece que se um sistema em equilibrio, sob a acdo de
um conjunto de forcas, for sujeito a um deslocamento
virtual, o trabalho virtual realizado pelas forcas ¢&

igual a zero.

oW =0

5Wﬂ=§:f}5ﬂj=0
J

Assim, uma vez identificadas todas as forcas
atuantes nas massas do sistema, incluindo-se as forcas de
inércia definidas em concordédncia com o principio de
D’Alembert, descrito no item 2.1 deste trabalho, as
equagcdes de movimento podem ser obtidas pela introducgdo
de deslocamentos virtuais correspondentes a cada grau de
liberdade, sendo o trabalho wvirtual realizado igual a

zero, como segue:

é'W:i(Fj—mjiij)&uj:O (2.4)
J
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Uma vez sujeito a acdo de esforgcos externos, um
sistema estrutural desenvolve esforgcos internos que atuam
em oposicdo a acdo aplicada. Esses esforcos podem ser
representados pelo modelo reoldgico ilustrado na figura

2.1.

Lllsls Lisiiss

Fr Fp
Mola [ Amortecedor

m m

«t «f
Figura 2.1 - Modelo reoldgico.

No modelo, as forgcas restauradoras, representadas
por uma mola, surgem com o propdsito de restaurar a
estrutura no seu estado inicial de equilibrio.

Concomitantemente, as forcas dissipadoras,
representadas por um amortecedor, surgem com o propdsito
de dissipar a energia do sistema estrutural real.

Sendo assim, a equagdo (2.4) pode ser reescrita da

seguinte forma:

n
J

Como os deslocamentos virtuais s&do arbitrérios,

obtém-se:

n n n n
ZFJ (t):ZFRj+ZFDj +ijiij (2.5)
j j j j
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2.3 - Métodos de discretizagcdo do continuo

Com o recente progresso influenciado pelo réapido
desenvolvimento das técnicas computacionais, a resolucédo
de problemas de forma mais exata e o emprego de métodos
numéricos ficaram mais acessiveis.

Fala-se atualmente em “discretizacdo do continuo”
como a ferramenta mais universal para a resolucdo de
sistemas mecédnicos continuos.

Os métodos de discretizacdo permitem expressar de
forma aproximada a solugdo de sistemas continuos contendo
um numero infinito de graus de liberdade por meio de
sistemas discretos contendo um numero finito de graus de
liberdade.

Dentre os métodos de discretizacdo, um dos mais
eficientes e mais utilizados atualmente ¢é o chamado
Método dos Elementos Finitos - MEF.

O primeiro passo na aplicacdo do MEF é dividir a
estrutura em um numero apropriado de elementos com
tamanho adequado. Os deslocamentos dos pontos nodais séo,
entdo, generalizados em func¢ao das coordenadas da
estrutura. Desse modo, os deslocamentos da estrutura
podem ser expressos em funcdo dos deslocamentos dos
pontos nodais por meio de um arranjo apropriado de
funcdes, chamadas de fungdes interpoladoras. Via de
regra, tais fung¢gdes podem descrever qualquer curva dgue
seja internamente continua e que satisfaca as condicgdes
de deslocamento geométrico impostas pelos deslocamentos
nodais.

Em geral, a utilizacdo adequada de tais funcdes
fornece um eficiente processo para expressar 0s
deslocamentos nodais do sistema estrutural discreto em

funcdo dos deslocamentos dos elementos finitos.
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2.4 - Conceitos da Mecénica dos Sélidos Deformaveis

2.4.1 - Esforgos atuantes em um sistema estrutural

devidos ao meio externo

Dado wum sistema estrutural arbitrdrio, conforme
ilustra a figura 2.2, pode-se isolar um cubo
infinitesimal com volume Y“dV,” de qualquer parte do
sistema, com a finalidade de se analisar os esforcos

atuantes no mesmo, de acordo com os itens subseqgiientes.

Figura 2.2 - Sistema estrutural arbitrdrio.

O sistema estrutural estd referido a um sistema tri-
ortogonal de eixos globais “(XY,Z)”, sendo “u”, “v” e “w”
as componentes de um deslocamento qualgquer nas direcdes
“x”, YY" e “Z”, respectivamente. Organizando-se na

forma matricial, tem-se:

uT:{u v ow) (2.6)

~

sendo que tais componentes de deslocamento sdo funcdes
dependentes do sistema de coordenadas e expressas por

“u=u(xY,2)", “v=v(XY,Z)" e “w=w(XYZ)".
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2

O volume total do sistema estrutural é definido pela
letra “V” e o volume de cada elemento é definido por
“v,”. J& a superficie do sistema ¢é definido pela letra
“§”, sendo essa subdividida em:

» superficie na qual os deslocamentos sdo conhecidos

NS,

» superficie na qual oS esforcos atuantes sao

conhecidos “S,”.

2.4.1.1 - Esforcos volumétricos

Os esforcos volumétricos s&o aplicados em todos os
pontos do material e tem dimensdo de forga por unidade de
volume. Em geral sdo provenientes do campo gravitacional,
mas também podem ser provocados por campos magnéticos,

elétricos, etc. Logo, sobre cada elemento diferencial de

volume “dv,” atuam as componentes dos esforcos
volumétricos, que organizadas na forma matricial
resultam:
i |
p =NV, T (2.7)
~ Ve

2.4.1.2 - Esforgos superficiais

Os esforcos superficiais sé&o aplicados de forma
distribuida nas superficies externas dos elementos e tem
dimensdo de forca por unidade de 4&rea. Esses podem ser
provenientes da acdo do vento, da sobrecarga, etc. Logo,

sobre cada elemento diferencial com area externa “dS,”
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atuam as componentes dos esforgcos superficiais, que

organizadas na forma matricial resultam:

pT ={Sx Sy Sz} (2.8)
~ Se

2.4.1.3 - Esforcos concentrados

Os esforcos concentrados sdo, geralmente, aplicados
nos ndés dos elementos e tém dimensdo de forca e de forca
vezes unidade métrica, visto qgue os momentos sdo
incluidos nesta categoria. Esses podem ser provenientes
das reacdes das vigas ou pilares, carregamentos pontuais,
etc. Logo, sobre cada né de um elemento finito atuam as
componentes dos esforcos concentrados, que organizadas na

forma matricial resultam:

pT:{Cx C, C, } (2.9)
~C

2.4.2 - Forgcas atuantes em um sistema estrutural

devidas ao movimento

2.4.2.1 - Forgas inerciais

Considerando-se, agora, que o cubo infinitesimal de
volume “dV,”, «cuja densidade especifica ¢é “Yp”, seja
acelerado nas direcdes “X”, “Y” e “Z”, entdo as forcas
inerciais podem ser obtidas pela segunda lei de Newton,

conforme visto no item 2.1 deste trabalho.
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Desse modo, as forgcas 1inerciais por unidade de
volume nas direcgdes das coordenadas “X”, “Y” e “Z”, sé&o

dadas na forma matricial por:

p=p(xy,z) { v p=pii (2.10)

Cabe ressaltar que as forcas inerciais atuantes no
elemento infinitesimal sdo aplicadas no contorno gue
define o elemento como um todo. Logo, a estrutura sofre
uma distribuicdo de forcas na direcdo oposta ao vetor da

\\ 77

aceleracao i do elemento, fazendo com que as forgas

inerciais tenham sentido contrario a direcéo do

movimento.
2.4.2.2 - Forgas dissipativas

A formulacdo <consistente de um mecanismo que
considere as forcas dissipativas é de dificil elaboracéo,
visto que tais forcas podem ser oriundas do arrasto
aerodindmico, da friccdo interna e das microfissuras que
ocorrem no interior do material estrutural. Essa
dissipacdo de energia se dé&, geralmente, na forma de
calor e/ou som, fazendo com que a amplitude da vibracéao
diminua ao longo do tempo.

Em face a esta dificuldade, formalmente pode-se
admitir, de uma forma bastante simplista, que todos os
elementos do sistema estrutural estejam submetidos aos
efeitos de um amortecimento  viscoso uniformemente

distribuido, de tal forma que as forcas dissipativas por
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unidade de volume nas direcdes das coordenadas “X”, “r”

e “Z"”, possam ser definidas de forma anadloga a equacgdo

(2.10), por:
u
P p=tlxy.z) v p=p i (2.11)
- w
onde “u” é o pardmetro de amortecimento viscoso do

material estrutural.
Como o elemento infinitesimal se move com uma

N -

velocidade u em uma dada direcdo, entdo as forcas

dissipativas serdo aplicadas na direcdo oposta ao sentido

do movimento do mesmo.

2.4.3 - Forcas restauradoras

As forcas restauradoras podem ser entendidas como
sendo a reacdo interna do sistema estrutural a acdo de um
carregamento externo.

Para a obtencdo de tais forcas, inicialmente
considera-se o elemento genérico extraido do sistema
estrutural mostrado na figura 2.2. Efetuando-se um corte
perpendicular ao seu eixo, devem aparecer forgas dque
traduzem a acdo nas partes separadas para dJue essas
continuem em equilibrio.

Essas forcas estdo distribuidas sobre toda a secédo
transversal, sendo a forca por unidade de area denominada
tensédo.

Generalizando-se tal conceito, entende-se por tensédo

a forca por unidade de &rea, com componente na direcédo
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perpendicular a secdo transversal, chamada de tenséo
normal, e componente contida no plano, chamada de tensdo

tangencial ou cisalhante, conforme ilustra a figura 2.3.

yz dz
‘EXZ
z
Oy
Txy Tyx
y oy dx
X
dy
Figura 2.3 - Tensbes atuantes em um cubo infinitesimal.

Desse modo, o tensor das tensdes pode ser exXpresso
em funcdo das suas componentes nas direcdes dos eixos

AN} 44 ANY ” AN 4

locais “x”, “y” e “z” como segue.

h% z Txy Txz Tyz] (2.12)

No caso das deformacdes, a variacdo de comprimento
que ocorre em uma fibra qualgquer por unidade de
comprimento é chamada de deformacdo linear ou especifica
e a variacdo dos angulos retos iniciais entre as linhas
imaginarias do sélido é chamada de deformacdo tangencial
ou cisalhante. Sendo assim, as componentes do tensor das

deformacdes podem ser explicitadas como segue.

T
€ :[‘9x 8y €z yxy Vxz yyz] (2.13)

~
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As forcas restauradoras podem, agora, ser obtidas
fazendo-se o produto das tensdes pelas respectivas “areas

de atuacdo”. Sendo assim, tem-se:

prQdedZ
(2.14)
<pxy:TxyfbﬂdZ

De modo andlogo pode-se chegar a contribuicdo das

demais componentes das tensdes normais e tangenciais.

2.4.3.1 - Trabalho virtual realizado pelas forgas

restauradoras

Como visto no item 2.2 deste trabalho, o trabalho
virtual é dado pelo produto da forca pelo deslocamento
virtual imposto.

Sendo assim, de acordo com a equacdo (2.3) pode-se

escrever:
oW =o,.-dy-dz-ou,

onde “éu,” é a componente do deslocamento virtual na

AN} 44

direcdo “«x

Mas

o€, =

X

Ol = ou,=o¢,-dx
dx
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Dessa forma obtém-se o trabalho virtual realizado

AN} 44

pela parcela “o,” das tensdes normais.

oW =c-dy-dz-0¢,.-dx

De modo andlogo chega-se a contribuicdo das demais
parcelas das tensdes normais.
Do mesmo modo pode-se, agora, quantificar o trabalho

A\Y ”

virtual realizado pela parcela Ty das tensdes

tangenciais. Assim tem-se:

oW =1,,-dy-dz-ou,

onde “é&u,” €& a componente do deslocamento virtual na

AN} 4

direcdo “y”.
A  figura 2.4 ilustra a deformacdo tangencial

provocada pelo deslocamento virtual.

-

1/ /
/

/ /

y dy

Figura 2.4 - Deformacdo tangencial provocada por um deslocamento

virtual.
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Assim:

ou
1807 xy :d—xy = Ouy, =0y,,dx

Dessa forma o trabalho virtual realizado pela

parcela “r,” das tensbes tangencials pode ser obtido

por:
oW =t,,,-dy-dz-0y,,-dx

Analogamente obtém-se a contribuicdo das demais
parcelas das tensdes tangenciais.

Por superposicdo dos efeitos, chega-se a equacédo do
trabalho virtual total realizado pelas forcas
restauradoras em todo o volume do elemento através da

seguinte equacéo:

ow=\| o¢’ o-dVe (2.15)

Ve =~ ~

onde as parcelas das tensdes estdo organizadas no tensor

“o” e as deformacdes virtuais no tensor “sel”.
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2.4.4 - Relagdes cinematicas

No estudo da deformacdo de um sélido eldstico seré
presumido gque had restricdes para impedir seu deslocamento
como corpo rigido, de tal forma que nenhum deslocamento
de particulas do sélido é possivel sem que este sofra uma
deformacdo. Inicialmente, somente pequenas deformacdes
sdo consideradas de tal modo que a relacdo entre

deformacdes e deslocamentos pode ser expressa Como segue.

ou
E=—
Oox
Lo
Y ay
ow
£, =——
0z
(2.16)
ou Ov
7/xy:_ ~
oy Ox
_ou ow
xz Oz Ox
_ov o
yz 0z Oy

2.4.5 - Relagdes constitutivas

As equagles que definem a relacdo entre tensao e
deformacao sao chamadas de relacdes constitutivas.
Admitindo-se material isdétropo com comportamento eldstico
linear, as relacgbdes constitutivas sdo dadas pela Lei de

Hooke generalizada.
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€y Zé:ﬂx —I)(O'y +O'Z )
T :
€y ZE_O'y —z)(ax +o, )
o Zé:O' —U(O'x +O'y )
(2.17)
2(1+v)
Vxy= E Txy
21+
y)CZ: (E U)TXZ
2(1+v)
yyz:: E Tyz

onde “E” e “w” sdo caracteristicas fisicas do material,
denominadas respectivamente por mbédulo de elasticidade

longitudinal e coeficiente de Poisson.

2.4.6 - Condicgdes de contorno

A primeira condicéao de contorno do sistema
estrutural é dada em funcdo da vinculacdo do sélido com o
meio externo, sendo portanto conhecidos os valores dos
deslocamentos na superficie “§,”.

A segunda condigdo de contorno é dada em funcgdo do
carregamento externo aplicado, uma vez que na superficie

“S,"” os valores dos esforcos atuantes sdo conhecidos.
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2.5 - Formulacdo do Método dos Elementos Finitos

Conforme foi visto no inicio deste capitulo, a idéia
badsica do Método dos Elementos Finitos consiste em
utilizar como pardmetros as variaveis nodais de um numero
finito de pontos previamente escolhidos, denominados
pontos nodais ou, simplesmente, nbs.

A\Y ”

Efetuando-se tal procedimento, os deslocamentos Yy

de um elemento finito podem ser escritos em funcdo dos

deslocamentos nodais “g” através da utilizacdo de

funcdes de forma apropriadas. Essa relacdo matricial é

definida por:
u=¢d (2.18)

onde “¢g ” €& a matriz que contém as funcdes de forma e

relaciona os deslocamentos que ocorrem ao longo do eixo
longitudinal com os deslocamentos nodais do elemento.
Sendo assim, derivando-se tal equacdo em relacdo ao

tempo, obtém-se as seguintes relacdes basicas:

u=e¢d (2.19)

Lz=¢f’ (2.20)

validas admitindo-se a hipdtese de pequenas rotacdes.
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Organizando-se as equacdes (2.17) na forma

matricial, obtém-se a seguinte equacéo:

o=E¢ (2.21)

onde “E” é a matriz que contém os coeficientes elédsticos

do material estrutural, expressa pela relacdo apresentada

a seguir.

I1-v D ) 0 0 0
) 1-v ) 0 0 0
I1-v 0 0 0
1-2v
E=— £ Lo 0 0 > 0 0 (2.22)
~ (1+ov)1-2v) 1=
0 0 0 0 0
0o 0 0 0 [=2v
L 2

Colocando-se as equacdes (2.16) na forma matricial,

obtém-se a seguinte equacédo:

e=Lu (2.23)

onde A é a matriz que contém os operadores

diferenciais, dada por:
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9 0
Ox
0 jz 0
Oy
9
%z PR 0z (2.24)
— — 0
oy Ox
9 4, 9
1974 Oox
g 2 0
| 0z Oy

Substituindo-se a equacgdo (2.18) na equacdo (2.23),

obtém-se:
e=Lod
ou
e=Bd (2.25)
onde
§=€¢ (2.26)
2.6 - Equagdo do movimento para um sistema

estrutural discreto

2.6.1 - Equagdo de equilibrio via P.T.V.

A equacdo do equilibrio que governa a resposta
dindmica de um sistema estrutural discreto pode ser

obtida utilizando-se o Principio dos Trabalhos Virtuais
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para estruturas em movimento, conforme visto no item 2.2
deste trabalho.

Aplicando-se, entéo, um deslocamento virtual e
lembrando-se que tal sistema estd submetido as forcgas
descritas nos itens 2.4.1, 2.4.2 e 2.4.3, obtém-se, a
partir da equacdo (2.5), a equacdo de equilibrio para um

elemento genérico do sistema, dada por:

nc

5gT]%%dV%+- ou’ pg,dSe+ 5g?1%3=

J T Se ~ ~

i (2.27)
[ .7 T T
oc adVe+| ou uudVe+| ou piidVe

JJVe — = Ve ~ ~ Ve ~ ~
onde

ouy: é& o tensor dos deslocamentos virtuais;

Sg: é o) tensor das deformacdes virtuais
correspondentes a “doy”;

o: €& o tensor das tensdes restauradoras;

Oy, * é o tensor de deslocamentos virtuais

correspondentes aos pontos onde os esforcos do vetor

ANY ”

Do’ sdo aplicados;

nc: é& o numero de pontos nodais do elemento.

A equacdo (2.27) fornece na primeira parte da
igualdade o trabalho dos esforcos externos, dado pelo
produto dos esforcos atuantes no elemento com 0Os
respectivos deslocamentos virtuais. J4 a segunda parte da
igualdade fornece o trabalho total interno dado pelo

produto entre as deformagdes virtuais e as tensdes
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restauradoras, e pelo produto das forgas 1inerciais e
dissipativas com os respectivos deslocamentos virtuais.

Para a obtencdo da equacdo geral do movimento de um
sistema estrutural discreto, substituem-se as equagdes
(2.18), (2.19), (2.20), (2.21) e (2.25) na eqguacgao
(2.27), resultando:

sd' ¢" p,dVe+ S5dT¢TpSedSe+
Ve =~ ~ ~ e = 9~ ~
5€.TPC1':

1

+| 8d" ¢ upddve+| sd’¢" ppddve
Ve ~ ~ ~ Ve ~ ~ ~

Sd"B"EBddVe (2.28)

Ve ~ -

Colocando-se o0s deslocamentos nodais virtuais em

evidéncia e rearranjando-se a equacdo (2.28), obtém-se:

~ Ve~ ~

sd" j ¢ pydVer| ¢' psdSe+ pe-
Se~ ~ ; ~

I B EBdVe-d—| ug” pdved- p¢T¢dVe-c‘i}:o
Ve™ ~ Ve ~ ~ ~ Ve ~ ~ ~

Para que o produto dado na equagdo anterior seja
nulo, tendo em vista que os deslocamentos nodais virtuais
sdo arbitrdrios, ou seja, ndo todos nulos, € necessario

que seja mantida a seguinte igualdade:
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Ve ~ ~ Se ~ ~

¢" pr.aves| ¢ psdSe+ pe,
i (2.29)
. BTEBdVe-d+j 1" pdved+| po” pdved
~ Ve ~ ~ ~ Ve ~ ~ ~

Ve~ ~ 7

A expressdo (2.29) fornece a equacdo do movimento
para um elemento finito genérico, gque escrita de forma

simplificada resulta:

fr(t)=kd+cd+md

md-+cd+kd=fg(t) 2.30)
onde:
m=| p¢’ pdVe (2.31)
~ J Ve ~ o~
c=| ug’ pdve (2.32)
~ JdVe ~ ~
k=| B'EBdVe (2.33)
T dVem T
nc
T T
Je(t)=| ¢ ppdVet+| ¢ psedSe+chi (2.34)
~ Ve ~ ~ Se ~ ~ ; ~
2.6.2 - Equagdo geral do movimento
Segundo Argyris et al. (1991), para todo o sistema

estrutural discreto utiliza-se o processo de expansdo e
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acumulac¢cdo, obtendo-se, finalmente, a equacdo geral do

movimento dada pelo sistema de equacdes:

MD+CD+KD=F(t) (2.35)

Cabe ressaltar que na equacdo anterior os esforcgos

externos “fFp” dependem apenas do tempo. Ja a matriz de

rigidez “K”, a matriz de massas “M” e a matriz de
amortecimento “C” vdo permanecer constantes durante todo

0 procedimento de integracéo.
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CAPITULO 3 - INTEGRACAO NUMERICA DA EQUACAO
GERAL DO MOVIMENTO

3.1 - Métodos de integragdo numérica

Uma vez obtida a equacdo geral do movimento para
sistemas lineares, deve-se agora partir para a resolucédo
da mesma visando obter os deslocamentos, as velocidades e
as aceleracdes requeridas dos pontos nodais da estrutura.

Sua solucédo pode ser obtida via métodos numéricos ou
entdo por meio de sua resolucgdo analitica.

As hipdbdéteses béasicas utilizadas para a geracdo de
sistemas lineares constituem uma poderosa ferramenta na
obtencdo de solucgdes numéricas. Elas permitem, por
exemplo, a utilizacdo do principio da superposicdo dos
efeitos. Tais hipdéteses sdo dadas pelas relagdes lineares
entre carregamento x deslocamento e tensdo x deformacdo.

Dentre os métodos numéricos destacam-se os métodos
de integracdo direta e as técnicas de superposicdo modal.
Por sua vez, os métodos de integracdo direta classificam-
se em métodos explicitos e implicitos.

Os métodos explicitos permitem expressar oS

deslocamentos finais “D,”, do intervalo de tempo “nAt”,

em funcdo da histdéria temporal anterior, ou seja, em
funcdo dos deslocamentos finais e suas respectivas
derivadas temporais referentes aos intervalos de tempo

“@—DAt” e anteriores, conforme a equacdo (3.1).

Dn:f Dn-I’Dn-]’Dn-I’Dn-Z"" (3.1)

~
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-

J& os métodos implicitos permitem expressar o0s

deslocamentos finais “D,”, do intervalo de tempo “nAt”,

em funcdo dos deslocamentos finais e suas respectivas
derivadas temporais referentes ao intervalo de tempo

“(n-1)Ar” e anteriores, e das derivadas temporais dos

deslocamentos “D,” que, a principio, né&o s&o conhecidas.

Os métodos implicitos podem ser expressos pela equacéo
(3.2), e, entre eles, destacam-se o processo de Newmark e

O processo previsor - corretor.

n-1-

~

D=fD B DD, . 3.2)

Existem ainda os chamados métodos implicitos -
explicitos, que wutilizam os métodos explicitos para
resolver uma sub-regido especifica do sistema estrutural
e o0s métodos implicitos para resolver o restante.

Os métodos implicitos possuem, essencialmente, duas
vantagens quando comparados com os métodos explicitos:
elevada exatiddo e estabilidade numérica melhorada. No
entanto, a desvantagem dos métodos implicitos reside na
necessidade de ter que se resolver o sistema de equacgdes
a cada iteracdo que ©ocorre durante o processo de
integracdo para cada intervalo de tempo “nAr”.

Na seqiiéncia deste trabalho abordar-se-a o método

implicito de Newmark.
3.2 - Equagdes de Newmark

Os métodos implicitos, conforme visto no item

anterior, estao fundamentados no conhecimento das
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derivadas temporais dos deslocamentos finais “D,"”

referentes ao intervalo de tempo “nrAt”.

Uma vez que essas derivadas temporais ndo sao
conhecidas, os seus valores podem ser estimados, conforme
serd visto nos itens subseqgiientes, utilizando-se as

chamadas equac¢des de Newmark.

3.2.1 - Aceleracdo constante durante o intervalo de

tempo

Assumindo-se que a aceleracdo durante o intervalo de
tempo “nAt” seja igual a uma constante dada pela média
entre a aceleracdo do inicio do intervalo e do final do

intervalo, seu valor pode ser estimado por:

b(f):% B +b,

A\Y ”

onde T é uma varidvel de tempo auxiliar, wvariando de
zero até “Ar”.
Integrando-se duas vezes em relacdo a variavel “¢”,

tem-se:

~

DD, | Byt Dy

~ ~ ~

. 1. .
D(z)=D, (+D, , T+ D,+D, , |
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Calculando-se as varidveils ao final do intervalo de

tempo, com “r=At"”, e reorganizando-se o resultado, obtém-

se:
. . 1 .. 1 ..
D, =D, (+ 1— |AtD, +=AtD,
-~ 2 2
(3.3)
. 1 1 9 1 9
D, =D, \+AtD, (+ == |At*D, +=At*D,
-~ s 2 4 ~ 4 -
3.2.2 - Aceleragdo variando 1linearmente durante o
intervalo de tempo
Uma outra forma de estimativa ¢é assumir que a
aceleracdo durante o intervalo de tempo “nAt” varie

linearmente entre a aceleracdo do inicio do intervalo e

do final do intervalo. Assim:

B(T):Dn—l_i_ Dn_Dn—l i

~

Analogamente ao item anterior, obtém-se:

2
. . .. .. .. T
l?(r)zDZ_l+Dz_12'+ Dy=Do |y
. . 2'2 .o . 2'3
D\t =D, .+D t+D,6 —+ D —-D, {|—
N( ) Zl Zl Zl 7 ,ﬁ Z 1 6t
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Calculando-se as varidveils ao final do intervalo de

tempo, com “r=At"” e, reorganizando-se o resultado, obtém-

se:
. . 1 .. 1 ..
-~ 2 2
(3.4)
. 1 1 9 = 1 9
D,=D, (+AtD, \+ —— |AF* D, +-Af*D,
-~ - 2 6 - 6 N
3.2.3 - Equagdes generalizadas
Conforme visto nos itens 3.2.1 e 3.2.2, as equacdes
finais (3.3) e (3.4) sdo praticamente as mesmas,

diferenciando-se apenas pelos coeficientes numéricos que
aparecem multiplicando determinadas parcelas.

Dessa forma, as respostas encontradas podem ser
unificadas, resultando as equacgdes generalizadas de

Newmark expressas por:

~ ~

~ ~ ~

onde “y” e “B” sdo conhecidos como parametros de

Newmark.

Sendo assim, para aceleracdo constante durante o
intervalo de tempo utiliza-se “y=}é” e “ﬂ=}£", e para
aceleracdo variando 1linearmente durante o intervalo de

tempo adota-se “7=}§” e “ﬂ=}g”.
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Por meio das equacgdes (3.5) pode-se calcular o valor
dos deslocamentos e das velocidades ao final do intervalo
de tempo. No entanto, os valores das aceleracdes do final
do intervalo permanecem ainda indeterminados. Tal

problema sera contornado no decorrer deste trabalho.

3.3 - Algoritmos numéricos para resolugdo de

sistemas de equag¢des lineares e nao-lineares

No presente trabalho a equacdo geral do movimento
gerada resulta um sistema de equacgcdes lineares que pode
ser resolvido pelos procedimentos j& mencionados no item
3.1. J& para problemas ndo-lineares fisicos e/ou
geométricos, surge a necessidade de se resolver sistemas
de equacdes ndo-lineares, onde se deve, obrigatoriamente,
utilizar algoritmos numéricos, pois a solucdo de tais
sistemas sé é possivel com a aplicacdo de procedimentos
incrementais e/ou iterativos.

Assim sendo, destacam-se, na seqléncia, oS
principais processos numéricos relacionados com o assunto
em questdo, visando tornar o procedimento de resolucgdo a
ser utilizado no presente trabalho o mais abrangente

possivel.

3.3.1 - Processos iterativos

Para o0s casos em gque a equacdo geral do movimento de
um sistema estrutural resulte um sistema de equacdes ndo-
lineares, um procedimento iterativo deve ser adotado
visando encontrar a sua solucéo.

A primeira relacdo importante para descrever tal

procedimento é dada pelo equilibrio diné&mico ao longo de
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cada intervalo de tempo “Ar”, representado pela equacgdo
(2.35).
Em uma primeira analise os valores de deslocamentos

“D,” sdo teoricamente estimados e, dessa forma, a

equacgcdo (2.35) pode ndo ser totalmente satisfeita. Sendo
assim, calcula-se, entdo, o “residuo” provocado pelos
deslocamentos estimados através de uma adaptacdo da

equagdo (2.35), como segue:

~

R| D, |=F;(t)}-M D,~CD,-KD, (3.6)

~

sendo “R[Dk]” o referido residuo das forgas dinamicas

teoricamente ndo equilibradas em funcdo dos deslocamentos

previstos “ D, ”.

A condigdo de equilibrio ao final do intervalo de

tempo “nAt” é dada por:

~

R Dk+ADk :O (3.7)

onde “AD,” & o acréscimo de deslocamentos que

teoricamente ocorre durante o intervalo “nAr”.

Dessa forma, pode-se calcular o acréscimo de
deslocamentos para o intervalo de tempo “nAt” de modo que
a condicdo dada pela equacdo (3.7) seja satisfeita. A
descricdo detalhada desse procedimento serd fornecida no

item 3.4 desse trabalho.
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3.3.2 - Processo incremental

O procedimento incremental consiste na aplicacéo
gradual do carregamento externo no sistema estrutural,
através de pequenas parcelas do carregamento total. Em
geral, associa-se este procedimento a um pProcesso

iterativo.

3.4 - Método de Newmark para integragdo numérica ao

longo do tempo

A idéia Dbésica do método é dada pela previsdo do
valor das aceleragdes ao final do intervalo de tempo que
se deseja conhecer. Com 1isso, aplicando-se as equacgdes
generalizadas de Newmark, pode-se prever, também, o valor
dos deslocamentos e das aceleracdes ao final do mesmo
intervalo de tempo.

Tal processo serd descrito em detalhes nos prdéximos

itens deste trabalho.

3.4.1 - Equacionamento basico

Expandindo-se a equacédo (3.7) pela relacdo de Taylor

e desprezando-se os termos de ordem superior, obtém-se:

OR| D,
R| D, +AD, |=R| D, |+—>~ZAD, =0
i ~k Nk Nk oD, Nk

~

~
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ou simplesmente,

OR| D,

__N~JAD =Rl D (3.8)
oD, ok k

~

~
~

Derivando-se o residuo, dado pela equacdo (3.6), em

relacédo aos deslocamentos “D,”, obtém-se:

OR| Dy | 0Fg(t) oD, oD, oD,
/e~ M= = K= (3-9)
oD, oD, ~0D, ~0D, -~0oD,

~ ~

Como os esforcos externos sao dependentes apenas do

tempo tem-se:

OFg(t)
—=0 (3.10)
0D,

~

Alterando-se apenas 0s indices das equacdes

generalizadas de Newmark dadas pelas equacdes (3.5), tem-

Se:

Dk :Dk—l +(1—7)Atbk_1 +}/AtDk

(3.11)
Dk :Dk—l +AtDk_1 +(%—ﬂjAt2 Dk—l +ﬁAt2 Dk
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Derivando-se as equagdes (3.11) em relacdo a “in"

obtém-se:

oD,
—=yAt (3.12)
oD,
oDy oD, |
%;,BAtz ou ——=——p (3.13)
8Dk aDk ﬂAt

Ja a derivada de “D,” em relacdo a “D,” pode ser

expressa pelo produto de duas derivadas, ou seja:

oD, 0D, oD,
. _7
pAL* Pt

=—F———=yAt
oD, 0D, oD,

Substituindo-se as equacdes (3.10), (3.12) e (3.14)

na equacédo (3.9) obtém-se:

OR| D,
~\ 1 ¥
Nl Mt C 1K
6Dk ~ ﬁAt ~ ﬁAt ~

~

Dessa forma, substituindo-se a equacdo anterior na
equacdo (3.8), obtém-se a equacdo que fornecerd o

acréscimo tedrico de deslocamentos “AD,”, dada pela
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equacgao (3.15), que serda wutilizado na correcdo dos

deslocamentos que ocorrem ao longo de cada iteracédo.

M—c? ik'AD,=R D, (3.15)

- /%Stz ~ BAt ~

~

3.5 - Algoritmo numérico para resolugdo do processo

O conhecimento prévio das condigdes iniciais do

problema no instante Y“t=0"”, ou seja, os deslocamentos

“D,” e velocidades “D,” é o ponto de partida para dar

inicio ao processo de integracdo. Com isso, pode-se obter

as aceleracdes “ﬁo" utilizando-se a equacgao de

equilibrio (2.35) da seguinte forma:
.o _1 .
Dy=M"{ F(0)-CDy—K D,

Feito isso, deve-se, entédo, fazer uma previsdo das
aceleragdes, dos deslocamentos e das velocidades para o
primeiro intervalo de tempo “uAr”, com “k=n=1",
utilizando-se as equacdes generalizadas de Newmark como

segue:

Dk :Dn—l

~

D,=D, +(1—y)AtD, | +yAtD,

Dk:Dn—l—I_AtDn—l—i_ %—IB Atzljn_1+ﬂAf21jk
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Com essa primeira aproximacdo calculam-se as forcgas
inerciais, dissipativas, restauradoras e,
conseqientemente, o residuo das forcas dindmicas néo
equilibradas através da equacéao (3.6). Em seguida
calcula-se o acréscimo de deslocamentos por meio da
equacao (3.14).

Com o valor do acréscimo de deslocamentos “AD;”,

faz-se uma correcdo nos valores dos deslocamentos:

Dk :Dk'l'ADk
~ (corrigido) ~ ~

Com o auxilio da equacdo (3.14) pode-se fazer o
cdlculo do acréscimo da velocidade wutilizando-se a

seguinte equacédo:

Dk :Dk+LADk
~ (corrigido) ~ At

J& para correcdo das aceleracgdes, com auxilio da

equacdo (3.13), utiliza-se a seguinte equacéo:

Dk :Dk +LAD]€

2
~ (corrigido) ~ IBAt ~

E importante salientar que o valor de cada intervalo
de tempo “At” deverd permanecer constante ao longo de
todo o processo de integracéo.

Apresenta-se na figura 3.1 um diagrama de blocos

contendo apenas o eqguacionamento basico onde se pode
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visualizar

de forma global todos os

anteriormente.

Figura 3.1 - Diagrama de blocos do método de Newmark.

passos

fornecer p/ t=0 = Dy € Do

\4

k = 1, n° de \\\\u

intervalos <

descritos

de temoo

Dk = Dn_1+ AtDn_1+ (; — ﬂ\JAtz Dn—l + ﬂAtz ﬁk

Dy =D, +(1=9)AtD, _+ A D,

A4

R[ij = Fz(nAt)—~ M D,— CD,— K Dy

A 4

M- el 4k ADk:R(ij

~ /%312 A./iﬁt ~ ~

A4

Dk =Dk+ADk

. . }/
D, =D, +—AD
AN Ve

D, =D, + AD
hﬁ Nk At2 ,f
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Uma vez descrito todo o processo de integracdo da
equacdo do movimento, é necessario que se faca, agora, a
descricdo das matrizes que sado fundamentais para a
realizacdo do processo.

Dessa forma, a caracterizacdo das matrizes de
rigidez e massas serd vista de acordo com cada elemento.
J& a matriz de amortecimento serd objeto de discussdo do

préximo item deste trabalho.

3.6 - Matriz de amortecimento

Em principio a matriz de amortecimento elemental

A ”

¢” pode ser obtida de forma andloga a matriz de massas

ANY ”

elemental m’”, visto gque a Unica diferenca existente

entre as equacgdes (2.31) e (2.32) reside nos pardmetros
que multiplicam o produto entre as funcgdes de forma de
cada elemento.0 grande obstaculo estd relacionado com a
determinacdo da magnitude do parémetro de amortecimento

A\Y 44 A\Y ”

viscoso 7, do material, sem o qual a matriz c fica

indeterminada. Segundo Cook et al. (1989), tal
procedimento ¢é impraticavel, pois as propriedades de
amortecimento dos materiais nd&o sdo suficientemente
definidas para que se permita uma andlise deste tipo.
Para contornar tal problemadtica wutiliza-se neste
trabalho, dentre os métodos existentes, o método de
amortecimento modal, também conhecido como amortecimento
Rayleigh, onde o amortecimento viscoso é introduzido por
meio de fracdes especificas do amortecimento critico,

conforme serd visto no item 3.6.1.
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3.6.1 - Amortecimento Rayleigh

De acordo com Clough et al. (1975), o amortecimento
Rayleigh é definido pela combinacdo linear entre as

matrizes de rigidez e de massas, sendo dado por:

Ej:/lmj\f+ﬁklf (3.16)

onde A" e Y47 sdao constantes da matriz de
amortecimento e quantificam a proporcdo existente entre
as matrizes de massas e de rigidez, respectivamente.

A relacgdo entre as constantes de amortecimento “4,”
e “1,”, considerando-se uma fracdo do amortecimento
critico “¢” para uma dada freqiiéncia natural de vibracéo

“w”, é dada por (Cook et al., 1989):

§l:% /Ika)i+/1—m (3.17)

Q;

Dessa forma, as constantes de amortecimento podem
ser determinadas utilizando-se fracdes do amortecimento
critico para duas diferentes fregliéncias naturais de

vibracdo, conforme ilustra o seguinte sistema:

| Zé Ay 00 +n

oy

1
&r=—| L4, +Z—m
2 a)z
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Desenvolvendo-se o sistema (3.18) obtém-se:

A 250,410,

(03 -0t )
(3.19)
1 L2010, (§02—&r0)
m
(03 -0t )
Segundo Cook et al. (1989) os valores das

freqiéncias naturais sd&o usualmente tomados da seguinte
forma: para “w” adota-se a menor freqiiéncia natural de

A\Y ”

vibracéao da estrutura e para @, adota-se uma

freqiéncia relacionada com o carregamento externo de
maior importédncia. Brasil (1990) propde utilizar para
“w,” a freqléncia subseqgliente a “w;”.

Com relacdo as fracdes do amortecimento critico, as
mesmas sdo dadas em funcdo do tipo de material e do tipo
de sistema estrutural empregado, lembrando-se que o0
amortecimento critico é dado pela relagdo “§&=1".
Portanto, para estruturas convencionais o valor de “§&” é
sempre menor que a unidade (amortecimento subcritico),
sendo que para estruturas de aco adota-se 05%<¢;<50% e

para estruturas de concreto adota-se 2,0% <& <15,0%

(Rodrigues, 1997).

3.6.2 - Freqiiéncias naturais de vibracéo

Dado um sistema estrutural com comportamento linear,
livre de carregamentos externos dependentes do tempo e
desprovido de qualquer tipo de mecanismo de

amortecimento, pode-se particularizar a equagdo (2.35)
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que rege o comportamento dindmico estrutural da seguinte

forma:

MD+KD=O (3.20)

onde “0” é& o vetor nulo.

A solucdo analitica da equacdo (3.20) é dada pela
equagdo (3.21), sendo que esta descreve um movimento

harménico de todos os pontos nodais do sistema.

D=X senwt (3.21)

Nesta equacdo, “X” é um vetor, também chamado de

autovetor, formado pelas maximas amplitudes dos
deslocamentos nodais, e “w” é um escalar que quantifica
a freqgiiéncia natural de vibracdo da estrutura.

Os valores de “w” para diferentes modos de vibracédo
devem ser determinados uma vez que, conforme o item
2.6.4, sdo necessarios para a obtencdo da matriz de
amortecimento do sistema estrutural.

Sendo assim, substituindo-se a solugdo dada pela
equacao (3.21) na equacdo de vibracéao livre sem

amortecimento (3.20) tem-se:

(—MXa)erKX)Sena)t:O



An&dlise dindmica de placas delgadas utilizando elementos finitos triangulares e retangulares 47

Para que tal produto seja nulo, uma vez que a
parcela “senwt” pode assumir qualquer valor, é necessario

que seja mantida a seguinte igualdade:
2
MXo =KX (3.22)

Multiplicando-se ambos os membros por “Kk'7, obtém-

se:
(K_leX:XA (3.23)
onde “A” é o autovalor dado por:

A=—2 (3.24)

De acordo com Grad et al. citado por Rodrigues

(1997), para a obtencdo dos autovetores “X” e do

autovalor “A” empregando-se a equacdo (3.23), pode-se

utilizar o método de Householder, visto que o produto

“K'M” resulta em uma matriz ndo simétrica.

Aplicando-se a decomposicdo de Cholesky na matriz

“K"”, tem-se:

K=I'L (3.25)

onde “L” é uma matriz triangular superior ndo singular.
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Utilizando-se a matriz “L” ©para transformar os

autovetores tem-se:

X=LX (3.26)

ou

X=L_1X (3.27)

~ ~

-1
Multiplicando-se a equacdo (3.22) por “[LT} ”oe

utilizando-se as equacgdes (3.24) e (3.27) obtém-se:

-1 -1
[LT} ML_IX:[LT] KL'XA (3.28)
Substituindo-se a equacgao (3.25) na equacgéao

anterior, obtém-se:

-1
[LT} ML 'X=XA (3.29)

-1
Segundo Bathe (1996), o produto “{LT} ML resulta

uma matriz simétrica, permitindo-se a wutilizacdo do
método de Jacobi que ¢é indicado para a obtencdo dos
autovalores e autovetores de tal matriz.

Uma vez obtido cada um dos autovalores “A”, pode-se
calcular as freqgiiéncias naturais circular de vibracdo da

estrutura através da equacédo (3.30)
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(3.30)

sendo as freqgliéncias naturais circulares de vibracédo

“w;”, dadas em rad/s, relacionadas com as freqgliéncias

naturais de vibracéao “j}", dadas em Hz, através da

equacdo (3.31).

f':@ (3.31)
L2r
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CAPITULO 4 - TEORIA CLASSICA PARA FLEXAO DE
PLACAS

4.1 - Generalidades

Placas sdo elementos estruturais simétricos em
relacdo a um plano médio, cuja dimensdo normal a esse
plano, chamada espessura, é pequena em relacdo as demais.
As placas tém a particularidade de serem solicitadas por
esforcos externos normais ao plano médio, conforme
Martinelli et al. (1986).

As placas podem ser classificadas com base na

A\Y 44

relacéo “}é", onde “t” é a espessura e “a” é& o menor dos

vdos da placa.

Neste trabalho trabalhar-se-a com a teoria cléssica
(ou teoria de Kirchoff) aplicavel no estudo da flexdo de
placas delgadas wusuais que, segundo Martinelli et al.

(1986), apresentam relacao “}2” da ordem de }é a }%0.

Como exemplo de placas delgadas usuais citam-se as lajes
de pontes, as lajes de edificios e obras especiais como

lajes de barragens.
4.2 - Hipdteses

Segundo Martinelli et al. (1986), as hipdteses

admitidas na teoria cléssica para flexdo de placas séo:

» material elédstico seguindo a lei de Hooke;
» pequena espessura da placa;

» pequenas deformacdes e deslocamentos;
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» deslocamentos horizontais despreziveis dos pontos do
plano médio;

» retas normais ao plano médio da placa permanecem
normais a esse plano apds a deformacdo (Hipdtese de
Navier) ;

A\Y ”

» tensao o, (tensdo normal ao plano da placa)

A\Y 4

desprezivel quando comparada aos valores de o, e

ANY 44

Gy .

4.3 - Deslocamentos e deformagdes

A figura 4.1 ilustra o deslocamento de um ponto
situado sobre uma normal ao plano médio da placa e

AN} 44

distante de “:z” desse plano.

L o X
- - I —
z]— » P
Z
Figura 4.1 - Deslocamento de um ponto situado sobre uma normal ao

plano médio da placa.

Pela teoria cléassica de flexdo de placas tem-se que
pontos situados na superficie média (z=0) movem-se apenas
na direcdo “z” quando a placa se deforma. Uma linha reta
perpendicular & superficie média antes do carregamento
permanece reta e perpendicular a mesma apds o)

carregamento (linha OP - O’P’).
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Um ponto “P” situado a uma distdncia “z” da
superficie média possuil deslocamentos “u” e “w” nas
diregdes “x” e “y”, respectivamente. Admitindo-se que o
deslocamento “w” seja funcdo de “x” e “y”, pela figura

4.1 tem-se:

ow
U=—z1gp=—z——
ox

Analogamente,

ow
y=—z.—

oy

Para o estado de tensdes em questdo, as equacdes

(2.16) ficam reduzidas a:

_ou OV
& oy Ox

Dessa forma pode-se escrever:




An&dlise dindmica de placas delgadas utilizando elementos finitos triangulares e retangulares 53

4.4 - Tensdes e esforcos solicitantes

A figura 4.2 ilustra as tensdes atuantes em uma
placa de espessura “t” e de dimensdes “dx” e “dy” sujeita
A)Y 4

a um carregamento dinédmico “g¢” uniformemente distribuido

em toda a &rea.

q(t) X

P

Txz
\ Ox
Y/ Txy
Tyz Oy Tyx
Z
Figura 4.2 - Tensbes e esforcos atuantes em uma placa plana.

A\Y 44

As tensdes normais o,

e A\Y o ”

) variam linearmente

em “z”, dando origem aos momentos “M,” e “My”,

A\Y 4

respectivamente. A tensdo tangencial Ty também varia

ANY 44

linearmente em z"”, dando origem ao momento torgor

A\Y ” ANY ” A\Y ”

“M, ”. Tais tensdes, “o,”, “o,” e “r,”, assumem valores

iguais a zero na superficie média da placa. A tenséo

A\Y 44

normal o, é considerada desprezivel em comparacdo com

A\Y ” ANY 4

ANY ”
o, oy

e “r,".

A\Y ”

Ja as tensdes tangenciais “r,,

W ”
e T oy

variam de forma quadratica em z e sdao usualmente

A\Y ” A\Y ”

pequenas quando comparadas com “o,”, o,

A\Y 44

e V",
A figura 4.3 ilustra os sentidos das tensdes

atuantes na Dborda superior e Dborda inferior de um

elemento da placa plana.
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t/2
~ //
~__ -
//L\\ /2
y X
z
Tyx Txy
Ox
Gy Xz
Tyz E
Figura 4.3 - Tensdes atuantes em um elemento da placa.

Dessa forma, os esforcos solicitantes por unidade de

comprimento podem ser definidos como sendo:

As figuras (4.4) e

(4.5)

ilustram

sentidos

positivos dos momentos e esforcos cortantes atuando no

plano médio da placa, bem como seus incrementos.
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Y/ —~——— MY + Ofdy dy
/ oy
My » Myx g
yx + 3y 24
Figura 4.4 - Momentos atuando sobre o plano médio de um elemento de

placa.

I~

dy ‘ ‘Qx+6Q—xdx
0x

N

Y/ }Qy,rf@Q_dey

Figura 4.5 - Esforg¢os cortantes atuando sobre o plano médio de um

elemento de placa.

Conforme visto no item (2.4.6) e para o estado plano
de tensdes em questdo, as relacdes tensdo-deformacdo para

um material elédstico linear podem ser escritas como:

o, =%<€x +og,, )
o, —Lz(ey +ve, )



An&dlise dindmica de placas delgadas utilizando elementos finitos triangulares e retangulares

56
Dessa forma obtém-se:
o= E-z 82w+1)82w
=0’ ax? 8y2
o E-z 82w+1)62w 3
Gy 8y2 ox?
E'Z( 0w
Txy_
]+vk8x6y
Substituindo as equacdes (4.3) em (4.2) obtém-se:
2 2
M.=—p| ° ;V+ua >
ox oy
2 2
M= 40"
oy ox
(4.4)
2
M, =D(1-v oW
OxOy
2
M, =—D(1-v ow
OxOy
onde
Et
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4.5 - Equilibrio de um elemento de placa

Observando-se as figuras (4.4) e (4.5) e
desprezando-se o0s termos de ordem superior, podem-se
obter as relacdes de equilibrio entre os esforcos
solicitantes que seguem.

N _ o,

= Equilibrio das forgas na direcdo “:z

0 2
(a&-dx)d)& &-dy dx+q-dx-dy=p-t-dx-dy-a—w
ox oy ot’

ou

2
E3 5y o

N o,
.

=& Equilibrio de momentos em torno do eixo “x

8M M,
dx+ dx |dy+Q,,-dx-dy=0
8y
ou
oM, oM
0, =" i (4.6)
Y oy ox

A\ .

= Equilibrio de momentos em torno do eixo “y

M X
X.dy |dx—Q, -dy-dx=0

(aM
Oox

2 -dxjdy+
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ou

oM
x=8Mx+ = (4.7)

ox oy

Substituindo-se as equacbes (4.7) e (4.6) em (4.5)

tem-se:

0*M, 62M +82My 0°M,, 02w

—ph
ol oxdy ot oty Lo
2 2 2 2.,
aMx—Za Mxy+a My—,oha (4.8)
o> oxoy oy’ orr

Substituindo-se (4.4) em (4.8) tem-se, por fim, a

equacdo diferencial do movimento das placas.

o'w  o*w o'w 0w o*w o’w
D[ ]—D{w s [F2D(1-v)———5=ph———q

ox? ax26y2 ! axley’ ox2oy ot
o'w _ o'w a4w 1 o°w
YRR N P T e e I h— (4.9)
ox”  ox“Oy° Oy D o’

4.6 - Condicdes de contorno

4.6.1 - Borda simplesmente apoiada

Considerando-se uma placa retangular simplesmente

apoiada ao longo de uma borda paralela ao eixo “yp”, sem

momento externo aplicado, onde x=a, 0s momentos fletores
“M,” e os deslocamentos serdo nulos ao longo de toda a

borda. Assim, em x=a:
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-0 07w GZW_O

ou simplesmente
2
0w

w=0 =()
o’

~e

4.6.2 - Borda engastada

A\Y ”

Para o caso onde a borda paralela ao eixo “y”, em

ANY ”

x=a, é engastada, o deslocamento “w” e o giro sido nulos.

Assim, em x=a:

i
S
Il
S

A\Y 4

e a reacdo “r " se reduz a

4.6.3 - Borda livre

Se a borda da placa em x=a estiver 1livre e sem
carregamento externo, ¢é natural assumir que ao longo
desta borda ndo had momentos fletores, momentos torcores e

também esforcos cortantes. Assim:

M _.=0

X

Alxyzo ;o Oc=0

~e

Segundo Timoshenko & Woinowsky-Kriger (1959) apenas

duas condig¢des de contorno sdo necessarias para a



An&dlise dindmica de placas delgadas utilizando elementos finitos triangulares e retangulares

60

completa determinacdo de “w” através da equacdo (4.9).

Sendo assim, o momento torcor “M,,"” pode ser associado ao

esforco cortante “Q,” como segue:

Assim sendo, tem-se que:

3
TV (2-0) 2 g
ox Ox0y

e da condigdo de momento “M, =0":

o’w 0w
724'1)72:0
ox oy
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CAPITULO 5 - ELEMENTO FINITO RETANGULAR
5.1 - Relagdo geral entre coordenadas

Considere-se inicialmente o) elemento finito

representado na figura 5.1.

®

Figura 5.1 - Elemento finito retangular.

O elemento é composto por quatro nds, apresentando

em cada ndé trés graus de liberdade, sendo duas rotacdes e

uma translacdo. A translacdo ¢é denotada por “w” na
A\Y

direcdo “z”, a rotacdo em torno do eixo “x” & denotada

por “6¢,” e sobre o eixo “y” por “¢,”. A direcgdo positiva

destas rotagdes é dada pela regra da mdo direita. A

figura 5.2 ilustra os graus de liberdade.

W3
oy, b, o,

W2

- 0
9Y1 exz J Yz

Figura 5.2 - Graus de liberdade.
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Considere-se, agora, um sistema de coordenadas

cartesianas “(¢7)” adimensionais com origem no vértice 1

do retédngulo, conforme ilustra a figura 5.3.

@ ®

n
:
@ ¢ @ %,

Figura 3.3 - Sistema de coordenadas adimensionais

Dessa forma, as coordenadas adimensionais podem ser

definidas como sendo:

5.2 - Funcgdes de forma
De acordo com o tridngulo de Pascal e adotando-se

uma variacdo quadratica, obtém-se a funcdo interpoladora

na sua forma explicita:

W(f, 77):0‘1 +0‘25+053’7+05452 +0€5f’7+0‘6’72 +0‘7f3

+agE ntagln’ +ougn’ +ay ooy i

Na forma matricial:
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onde

vl & & o E oot P En o

T
a :[0‘1 &, a3 a4 Os 0O 0O7 Og Og Oy O 0‘12]

As rotacdes em torno dos eixos “auxiliares” “(£&7)”

sdo dadas por:

a B
chin}=}éino:a2+a4§+2a5n+a7§2+2a8§n+3a9n2+1y0§3+3a”§n2
Gm(én

o<

N

=, +2a35+0c477+3a652 +2a7é‘n+a8n2 +30c10§277+a”713

0,(En)=

Na forma matricial:

%o
oy
ar
3

n & & ot & Eyoat o & 24
10 ¢ 29 0 & 2p 3P & el (5.2)
0 n

a
0 37 2n qt 0 37 a6
7

ag
Qg

0]

95

ou
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Substituindo-se os valores das coordenadas nodais na

equagcdo (5.2), tem-se:

= para o nd 1, com “é=p=0":

I 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
;=0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
- I 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

= para o né 2, com “é=1" e “p=0":

I 1 01 0 0 1 0 0 0 0 0
o,={0 0 1 0 I 0 0 I 0 0 I 0
- I 02 00 3 00 0 0 0

= para o ndé 3, com “é=p=1":

1111111111
;=0 01 01201 2 313
- 10210321031

= para o ndé 4, com “éE=0" e “p=1":

I 01 0 0 I 0 0 0 0 0
=0 0 1 0 0 2 0 0 0 3 0 0
- I 0 0 1 0 0 0 I 0 0 1
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pode-se escrever:

Dessa forma,

S

TSI ESCEFSES
S oo oS ~mnm~o S ~
S SO D~~~
S ST TSI~ NS~
S ST ST SIS~~~
S SO D~~~
ST ST~ ST N~ NSO
S TSI~ ~ NS
S S~ ~N~—~ O ~
ST~ N~ NS
S ~~N O © ~N~N O ~N~ ~ O ~ ~ C©
SO ~N NN NSO N~
~N OO~ SN~ D
[l
WAD%QHW Wka%uﬁw Wvﬁmﬁ&% W.Q%HH%

ou

w g
.

Invertendo-se a matriz

-2 3
-1

-3 0
-1

-1

0o -1 -3 0 =2
-3

-1

3

0o -3 -2 0

2

0o -1 -2 0

2

-1

-2 0
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Sabendo-se que

_ow 8w8§ ow On 19
oy 0F oy on oy bt

_Oow_ow 85 ow 877 1
Y= ~0y
ox 85 ox 877 ox a

pode-se escrever:

wi] 1 00 00O0O0O0O0O0O0 0](w
0: | 10 b 000000000 0|06
6,10 0a 0000000O0TO0O|6
w, [ 100 O 1T 0000 O0O0O0 0f[w
6110 00 0Hb OO0 OO0 0 0f[6
0,1 100000 a 00000 0[]0,
wy [0 00O OO 10000 0|]w
6:110 0000 00HL0O0O0 0|6
6,110 000000O0a000]|6,
ws [ 1OO 0000 O0O0O0 1 0 0w
6:1 10 000000000 b 0|6
6,/ 1000000O0O0GO0O0O0 allb,
ou

o=z-d

Como
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tem—-se:
-1
a=A -z-d

Voltando em (5.1):

Finalmente:

w=¢-d

~ ~
~

As doze funcgdes contidas em Y“¢” sdo descritas a

seguir:

¢(5,77):[¢1 G P s Ps b6 P71 P P9 Do I ¢12]

sendo

h=2n-Ne-1) Jegm)-£2-? |

#,=—b(n-1)(E-1)n
p3=—a(n-1\&E-1)&
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(. 2,2 3,1
$4=2(n 1)5(77 +E7¢ 277)

Ps :b(ﬂ—l)z én
po=—a(n-1)&"(&-1)

¢7=2§n[ £ (é+n)—ﬂ

dy=b-n"E(n-1)
po=anE*(E-1)

¢1o=277(§—1)[ e —%n}

d=—bn’ (E-1)n-1)
ho=ané(E-1y

5.3 - Matriz de rigidez

De acordo com a equacdo (2.33), a matriz de rigidez

é dada por:

k= J' B EBdVe
Ve ™

Tendo em vista a teoria cléssica para flexdo de

placas, tem-se:

=—2z-
Fxy OxOy
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Assim, de acordo com a equacgdo (2.23):

2

=—Z _—

y ay2
7/ Xy

Em termos adimens

1.9

N a’ 5522
PR S S S
Yy b2 6n2
7xy 7 62

ab 0507

Assim o wvetor “L”,

fica reduzido a:

ionais:

10
a’ o&?
10t
b* on?
2 8

ab 8&on

descrito pela equacdo (2.24),
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ou, simplesmente,

L=—2z-1

~ ~

Substituindo-se na equacdo (2.33) tem-se:

/f:jVe_Z.({,?)T,@_(_Z).(g.?j.dr/e
o] [ {19 ofee)ea
i=p(1#) {10

Dessa forma, pode-se escrever:

t3 1 1 T
gl oo sl oo

Para o caso particular das placas para o estado de

tensdes em questdo, a matriz “E” representada pela

equacdo (2.22), fica reduzida a:

I v O
E:1E21) I O
S %0 0w
onde
l-v
L=
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Partindo-se, entdo, da equacdo (5.3)

forma explicita da matriz de rigidez.

1
~ 60ab ~ | . N o~
onde
3
E-t
D= 5
12-il—u )
[z 0 0 0]
0O z 0 O
X=|~ = - -
- 10 0 z O
0O 0 0 z
1 0 O
z={0 b O
0 0 a
[ 240 Sim.
0 0
120 0 80
=240 0 -120 240
0 0 0 0 0
b2 120 0 40 =120 0 80
ﬁf_p -120 0 -60 120 0 -60 240
0 0 0 0 0 0 0 0
60 0 20 -60 0 40 -120 0 80
120 0 60 =120 0 60 =240 0 120 240
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
| 60 0 40 -60 0 20 -120 0

0

40 120 0 80|

chega-se a

(5.4)
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[ 240
120 80
0 0 0
20 60 0 240
60 40 0 120 80
o000 0 00
2=PpP
- 120 60 0 —240 —120 0 240
60 20 0 120 40 0 —120 80
o 0 0 0 0 0 0 0
240 —120 0 —120 —60 0 120 —60
20 40 0 60 20 0 60 20
0o 0 0 o0 0 0 0 0
120
60 0
60 60 0
120 -60 0 120
60 0 0 60 0
|0 0 0 0 60 0
STli20 0 0 -120 0 60 120
O 0 0 0 0 0 -60 0
0O 0 0 60 0 0 -60 60
120 0 —60 120 0 0 —I120 60
O 0 0 0 0 0 60 0
60 0 0 0 0 0 0 0
336
24 32
24 0 32
336 24 -24 336
24 32 0 24 32
e
471336 24 24 -336 -24 24 336
24 8 0 24 -8 0 24 32
24 0 8 24 0 -32 -24 0
336 —24 24 336 24 -24 -336 24
24 -8 0 24 8 0 24 -32
24 0 32 24 0 8 -24 0

Sim.

0

0 240

0 -120 80

0 0 0 0]
Sim. i

0

0 120

0 -60 0

0 60 —60 0]
Sim. ]

32

24 336

0 -24 32

-8 24 0 32]
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sendo

5.4 - Matriz de massas

A matriz de massas, de acordo com a equacdo (2.31),

é definida por:
m=| p?T?dVe
mas

dv,=t-d4

onde “t” é a espessura da placa.

Assim:
m=p-t| ¢ -¢-dA
- £ o

Em termos das coordenadas cartesianas adimensionais

“(En)”, a matriz de massas é dada por:

k ptabj j¢ -@-d&-dn (5.5)
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Partindo-se

da

equacao

(5.5)

e

efetuando-se a

integragcdo no dominio do elemento chega-se a matriz de

massas na sua

3454
461b
461a
1226
1995
ptab —274a
7725200 394
—_116b
1164
1226
_274b
| 199a

80b?
63ab
1995
40p°
—42ab
1166
—30b>
—28ab
274b
—60b>
42ab

forma explicita.

80a’
274a
42ab
—60a>
116a
—28ab
—304?
1994
—42ab
404?

3454
461
—46la
1226
-274b
-199a
394
-116b
116a

80b>
—63ab
274b
—60b>
—42ab
1166
—30b?
28ab

804>

~1994
42ab
404>

~116a
28ab
~304?

3454
—461b
—461a

1226
-199b

274a

80b>

63ab

~1995
405°
—42ab

Sim.

80a’

—274a 3454
42qb  —-461b
—60a®>  46la

80b°
~63ab  80a” |
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CAPITULO 6 - ELEMENTO FINITO TRIANGULAR

6.1 - Relagdo geral entre coordenadas

Considere-se, inicialmente, o) elemento finito

representado na figura 6.1.

Y ~
-~
~

X <:> ////

Figura 6.1 - Elemento finito triangular.

O elemento é composto por trés ndbds, com trés graus
de liberdade por nod, sendo duas rotacdes e uma
translacdo. A translacdo é denotada por “w” na direcédo

A\Y 44 A\Y 44

z”, a rotagcdo em torno do eixo “x” é denotada por “4.”

A\Y 4

e sobre o eixo “y” por “¢,”. A direcdo positiva destas

rotacdes é dada pela regra da mdo direita. A figura 6.2

ilustra os graus de liberdade.

0x

3

Figura 6.2 - Graus de liberdade.
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A formulacdo do elemento triangular, como serd vista
adiante, torna-se possivel e de maneira mais simplificada
quando se utiliza um sistema de coordenadas homogéneas.
Sendo assim, considere-se o elemento apresentado na

figura a seguir:

]

Y © _
4 "
X
Figura 6.3 - Sistemas de coordenadas

Sendo esse tridngulo referido ao sistema cartesiano

\\ 44 AN} 44

X e y”, adota-se um sistema de coordenadas obliquas

“(52,53)" com origem no vértice 1 e um eixo auxiliar “x”

também com origem no vértice 1 e paralelo a “x”.
Considerando-se um ponto “P” qualquer, a posigdo

deste em relacido ao vértice 1 serd dado por “&,p, &3p” .

A\Y ”

A soma das projecdes dessas coordenadas sobre X

resultara:
xp=¢,pcost,+< 3pcost;

Definam-se as seguintes coordenadas adimensionais:

l]2 113

<2

44

com “[,” e “3” iguails aos comprimentos dos lados 12 e 13

respectivamente.
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Para o ponto “P” tem-se:

5213 =¢ 2P112 e E3P =¢ 3Pl]3

A\ .

Introduzindo-se na expressdo de “xp

xP:52[-)]]2005‘92"'53})113005‘93

xp=Eyp(xy—x; Hé3p(xs—x;)

Uma vez que “P” é um ponto genérico, pode-se dizer

que para qualquer ponto:

x=x,+&5(xy—x &5 (x3—x;p)

Além do sistema obliguo j& usado, com vértice no nbd
1, poderia ser usado um outro sistema alternativo com

vértice no ndé 2, como mostra a figura 6.4.

S|
w

o

£,

Figura 6.4 - Sistemas de coordenadas obliquas.

Definam-se as coordenadas adimensionais:

G,

123 l]2

¢3=
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Pode-se escrever com base na geometria,

figura 6.4:

l15 :52 +El +E3cos,81 +E3cos,82
1252 +EI +E3cosﬁ1 +E3cosﬁ2

hZ

[ /
1=8,+& 1+ E cosp+-22Ecosp,
l;5 l15

]:ij +52 +f—3(113COSﬂ1 +123COSﬂ2)
12

N o,
.

Substituindo (6.1) na expressdo de “x

x=x (& +E+E & (0 —x) &5 (x5 —xp)

x=x1§1+x2§2+x3§3

De modo andlogo pode-se mostrar que:

Y=y &1+y25+y3¢;

Agrupando-se 0s resultados obtidos

matricial tem-se:

nNrr 1 1]
X =l Xg X7 X3 52
y) Wi o y2 y3](Ss

segundo a

(6.2)

forma
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ou
1 &
x =1 52
Y <3
que invertendo:
¢ 1
52 :T_] X
<3 y

Assim, tem-se:

</ ; XpV3—X3Y2 Ya—V3 X3—Xx ||/
¢ Yy X3V;=X1¥3 Y3=YV; X;—=X3 [§X
¢3 X1 Yor=X2Yp YVi—=YV2 Xo=X; ||V

onde “4” é& a area do tridngulo que pode ser calculada

por:
Det Z =(X,)3 X3, +X1 =X, =X, V3-X3Y, )=24

Chamando-se

A;=X; Vi —Xk)
VM =YVi—Vk

Kl’ll- :.Xk _xj'
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com os indices variando ciclicamente, ou seja:

P/i=1—j=2, k=3
P/i=2—> j=3, k=I
P/i=3— j=1, k=2

chega-se a relacdo geral:

¢ :i(al— +ml-x+nl-y) (6.4)

Os valores das coordenadas nos nés e ao longo dos
lados do elemento assumem os valores ilustrados na figura

6.5.

_~ © (X,,Y,)

X (1,0,0)

Figura 6.5 - Coordenadas dos pontos nodais.

6.2 - Fungdes de forma

Segundo Venéncio Filho (1975a), o) campo de
deslocamentos para o elemento em questdo é representado

A\Y ” A\Y ”

pelo polindmio algébrico em “x” e “y”, sendo dado por:

w:|_] X y x? yZ Xy X3 x2y xy2 y3}{a}

onde “{a}” possui dez elementos.
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Como o elemento possuili apenas 9 graus de liberdade,

um dos termos entre “x%y” e “mﬁ” deveria ser eliminado,

fato este que levaria a perda de simetria do polindmio.

Tocher, citado por Venédncio Filho (1975a), propds

w_ 2

combinar os termos x‘y e “xy em um Unico termo

“&%Hxﬁ)”, mas neste caso o desenvolvimento do elemento

A\Y ” A\Y ”

ficaria comprometido quando o0s eixos x e y
coincidissem com os lados do elemento. Utilizando -se
coordenadas homogéneas esse problema desaparece.

Holand & Bell, também citado por Vendncio Filho
(1975a), wusaram o seguinte campo de deslocamentos para

A\Y 4

w’” em coordenadas homogéneas:

W:[fz Cr €3 CiSr €263 628
e2-cie,) (ee2-c,) (ec?-c2e Mo

(6.5)

onde “{a}” possui nove elementos.

A funcéao de deslocamento da equacgao acima
corresponde a um polindémio incompleto de 3° grau em
coordenadas homogéneas “ &7, “&”7, “&”. O termo ausente é
“&:587, o qual corresponde a deslocamentos nulos nos
lados do elemento, sendo, consegiientemente, associado ao
deslocamento de um né interno.

Sendo assim, partindo-se da equacdo (6.5) pode-se

escrever:

WELE) & )mapéy +anéy +anEs+aaéi b +auéa by +asEi s

vagl6e2-826 bay (6262 -2 e lis2? -2
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Na forma matricial:

onde

vk & & ae o an (GE-ds) led-ga) ad-gea)

T
o =loy oy ay a3 ay a5 o5 o o]

~

A\Y ”

A rotacdo no eixo x”, em funcdo das coordenadas

adimensionais, é expressa como:

_ow&1.8rE5) ow 8, ow 8¢,  ow &5
OclCréncs)= oy 0¢ dy o5 oy o¢; oy

Assim:

1
0, =ﬂ[nz oy 0300 H(Eony+Emy og HEsny +Eons oy H(Esn +Ems )as+

+[(§22 =2£1¢5 }’1 +(25152 —512 }72 ]‘0‘6 +[(532 2,83 )”2 +(25253 —522 )”3 ]‘0‘7 +
+[(25351 ~¢3 )’71+(512 —-2¢35¢) )’73 ]‘0‘8]

De forma anédloga

1 ;
0, :z[”% g +myap+mzon+HEomy+Emy yog+HEsmy+Emy Yay HEsm +Ems Yos+

+[(522 =2¢1$5 )’"1"‘(25152 -7 )’"2 ]% +[(532 —2¢,¢3 )’”2 +(2§2§3 -&3 )"’3 ]a7 +
+K2§351—5§)”1*(55—25351>"3]a8]

Reunidos na forma matricial:
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)
aj
a;
as
Oy
a
0. t=pd ? (6.7)
X

~ | Cg
a7
ag
a9

0]

Qg

ou

O=@-0.

~ ~
~

Substituindo-se os valores das coordenadas nodais na

equacdo (6.7), tem-se:

= para o nd 1, com “g=1" e “&E=5=0":

24 0 O O O O 0 0 O

1
nl n2 i’l3 n2 O n3 —n2 0 i’l3

=04

~

ny nmy, ms my 0 msy  —my 0 nsy
|:> para o) né 2, com \\52:111 e \\51253:0"

1O2AOOOOOOO

¢1 =ﬂ n n, n; m ns 0 n —H3 0

ml m2 m3 ml m3 O ml —m3 O
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= para o nd 3, com “&=1" e “E=£5=0":
O 0 24 0 0 O 0 O 0
1
A= 0 np nm 0 np —n
- mp mp niy 0 nmy, m 0 nmy, —m
Dessa forma, pode-se escrever:
wy (24 0 0 0 0 0 0 0 0 | lo 2
04 n n, ny ny 0 ny -n, O ny ||l
0, mo mp, my my 0 my -my 0 my |lay
W, 0 24 O 0 0 0 0 o
1
0)62 :ﬂ nm 15 nj n nj 0 n —hj3 0 ay
0)/2 my m, msy my ms 0 my —my 0 (ZS
w3 0 0 24 0 0 0 0 O
03(3 n; ny nj 0 n, n; 0 ny -m 057
0)/3 _ml my My 0 m, my 0 my —ml_ Qg
ou
d=A-a
Isolando-se “a”
1
o=A "-d (6.8)
sendo:
2 0 0 0 0 0 |
0 2 0 0 0 0
0 0 2 0 0
1 0 —I’}’Z3 7’13 0 m3 —l’l3 0 0 0
A7 =0 0 0 0 om0 m om
0 my —ny 0 0 0 0 —my ny
-2 nsy —nj 2 nsy —ny 0 0 0
L my —ny 0 0 0 -2 my —7’12_




Substituindo-se a equagcdo (6.8) em (6.6):

W=y -o
-1
w=y-A -d
tem-se:
w=¢-d

As nove funcdes contidas em Y“¢” sdo descritas a

seguir:

HEEHEES b & b b5 b b b bl

~

sendo
h=6-683 06 ast-234)
b= sy tmdsdom (63 -5 om 367 -3 )

Py Z% n36167 —Np836] — 713 (51522 —51252 )‘”2 (53512 —53251 )]
bi=5+lE G328 He i -235)
bs= o mcir-mrtyms 663 -2 b (6632365 )

Joms o msdia tmérts—ns 683626 (6T -3 )
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b=&+e3-ge Heet -2
I méay-msdom (6,63 -636 Jem 652234,

b= [mértyimist (6 -8 mlest -2

6.3 - Matriz de rigidez

De acordo com a equacdo (2.33), a matriz de rigidez

é dada por:

k=| B"EBdVe

~ Ve~ ~ ~

Tendo em vista a teoria classica para flexdo de

placas, tem-se:

Assim, conforme a equacdo (2.23):

e=L-u
_ i _

2

o) | %

(c,'y =—Z —2 [W]

Oy

7xy a2
.ﬁxay_
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Em termos das coordenadas homogéneas:
[ 2 2 2 2 2 2 1
mlza—z mga—z+m§a—2+2m1m2 ———+2mm; +2mymy v& -
oj 0¢; 3 0¢,0¢ 0¢,0¢;3 08,085
Ex - o2 o2 2 a2 2 a2
&, p=m—>" nz +n§ >+n §—2+2n1n2 — +2nn; —+2nyn3——— [W]
44 oct Teed T o 0¢10&, 8c,0¢; 08,083
Vxy P pe 52 5 52 22
2mn—+m +mzn;——+\mn,+m-Hn +\mn;+msn +\monz;+mszn
_[11(3{]2 22652 336g3(12 21)@(13 31)@(23 32)@]_
sendo o vetor “L7”, descrito pela equacéo (2.24),
reduzido a:
i 2 2 2 2 2 2 ]
m12 0 2 0 +m32 0 +2m;m, +2m;my +2mymy 0
af] Yoe2 7 a2 08¢0, 0¢10¢3 06508
2 2 2 2 2 2
L—%- n2 0 ng 0 n32—2+2n,n2 +2n;n; 0 +2nyn3 0
~ 44 84‘1 652 03 6{184‘2 0¢,0¢3 08,085
82 82 82 ( 82 ( 62 ( 62
24 mynj—s+myny—+mzny—+(mny+myn; }———+(mnz+mszn; | ————+(mynz+mzn, ——
i 6512 5{2 653 0&,0&, 0&,0&5 0&,0¢5 |
ou, simplesmente,
L=—"2 ]
< 447 -
Substituindo-se na equacdo (2.33) tem-se:

T
":I _Z (14 .E
~ Jve 447 ¢ ~
1 /2 5 T
kz_.jj 214 B
~ 164* Y4 - ¢ ~

3
k: % !
~ \ 164

14 |-dVe

I-¢ | dz-dA

. {1é

[-¢ |-dA
12)J4 ~?
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ou

k= 16A4 jf (&.6,,¢5)dA (6.9)

Para o caso particular das placas para o estado de

tensdes em questdo, a matriz “E” representada pela

equagcdo (2.22), fica reduzida a:

1 v O
E=E2010
Nl_UOO,u
onde
1-v
IL[:

2

De acordo com Brebbia & Connor (1973) a integral
descrita pela equacgdado (6.9) pode ser resolvida

substituindo-se “¢&;” e “d4” por:

¢3=1-¢=¢;
dAZZAdCf] d§2

Dessa forma a integral torna-se:

152

k:( ! jﬁ I f(éf)df -dé (6.10)
- \164* )\ 12 0 PRamRETRe
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Ou entdo, de uma maneira simplificada, pode-se
resolver a mesma integral dada por meio do seguinte

procedimento numérico:

o il k]
i gi gk = I oy (6.11)
.“Aé[ =2 (i+j+k+2)

Sendo assim, partindo-se apenas da equag¢do (6.10),
ou entdo da equacdo (6.9) com o auxilio de (6.11), chega-

se a matriz de rigidez em sua forma explicita:

k=%-D-K
~ 8A ~

onde

Et

1)212i1—02)

e “K” é& uma matriz 9x9 simétrica que, devido a sua

extensdo, é apresentada em forma de anexo.
6.4 - Matriz de massas

A matriz de massas, de acordo com a equacdo (2.31),

é definida por:

m= J‘ pd" p-dV,
SN P
mas
dV,=t-dA

onde “f” é a espessura da placa.
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Assim:
m=p-t ¢T-¢-dA (6.12)
- PR

Partindo-se da equacdo (6.12) e efetuando-se a
integracdo no dominio do elemento, do modo descrito no
item anterior, chega-se a matriz de massas na sua forma

explicita.

_ p-t-AM
~ 30240 ~

onde “M” ¢é uma matriz simétrica e seus elementos sédo

dados por:

1)=—408m, +228m,
9,1)=408n,—228n,
2,2)=93(m3 +m3 J-114m,m,
3

,2)=—93(m2n2 +m3n3 )+57(m2n3 +m3n2 )
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M (4,2)=228m,—-408m;,

M (5,2)==75m3 +39(mymy+myms }-33mym,
M(6 2)=75m3n3 —39(m2n3 +m3ny )+33m2n2
M (7,2)=408m,—228m;,

M (8,2)==75m3 +39(mymy+mym; )-33mym;
M (9,2)=75m,ny —39(myny +m,n J+33msn,
M(3 3)=93(n32 +n§ )»57n2n3

M (4,3)=408n;—228n,

M(S 3)=75m3n3 —39(m3n2 +myny )+33m1n2
M (6,3)=—75n% +39(nn3 +nyn3 )~33mn,
M(7,3)=—408n, +228n,

M (8,3)=75m,ny —39(myny +myny J+33myn;
M(9,3)=—75n3 +39(n;ny +n,13 )-33n15

M (4,4)=5808

M (5,4)=624(m5—m,)

M (6,4)=624(n, - )

M(7,4)=2136

M (8,4)=—228m, +408m,

M (9,4)=228n,-408n,

M(5,5)=—114mymy +93(m? +m?
M(6,5)=57(myny+myn, )-93(myny +myn, )
M (7,5)=—408m, +228m;

91
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M (8,5)=—75mi +39(mymy+mym, )~33mym;
M(9 5) 75myn;— 39(m1n2 +m3ny )+33m3n2
M(6.6)=—114mn;+93(n +n3 )

M (7,6)=408n, —228n,

M (8,6)=75myn,—39(m ny +myn; )+33m,n,
M(9,6)=—75n; +39(n1n3 +1yhy )-33n,15
M(7,7)=5808

M (8,7)=624(~m, +m,)
M(9,7)=624(ny—n,)
M(88)=—114mymy+93(m? +m3 )

M (9,8)=57(myny +myn, )-93(myny +myny)
M(9.9)=—114nn,+93(n3 +n7 )

92
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CAPITULO 7 - ASPECTOS COMPUTACIONAIS

7.1 - Generalidades

A fim de ilustrar o funcionamento do software
desenvolvido no decorrer da pesquisa em questao,
apresenta-se neste capitulo uma visdo geral do cdbddigo
computacional referente a implementacdo do método de
Newmark na anédlise dindmica de placas.

Merece destaque o c¢bédigo relativo ao céalculo
propriamente dito, wvisto que os cbédigos relativos a
leitura e saida de dados e outras sub-rotinas auxiliares
que fazem parte do programa ndo possuem papel relevante
no contexto deste trabalho.

Devido a sua constituicdo modular, o programa
apresenta subsidios para sua répida e facil modificacéo a
fim de que possa ser utilizado na analise 1linear de
outros elementos estruturais. Destaca-se também a
simplicidade de insercdo de novos elementos finitos e,
até mesmo a implementacdo de modelos de célculos de
estruturas ndo-lineares, sem que haja a necessidade de

grandes modificag¢des no cdéddigo principal.

7.2 - Esquema geral de calculo

O fluxograma referente ao esquema geral de célculo é
ilustrado na figura 7.1, sendo que cada bloco contém o
nome de uma sub-rotina especifica, cuja funcdo é descrita
no item 7.3 deste trabalho.

Cabe ressaltar dque este esquema de calculo é
genérico, o que permite realizar andlises estédticas ou

dindmicas de placas delgadas utilizando-se elementos
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finitos triangulares e retangulares atuando isoladamente

ou em conjunto.

&

'

| MATRIZ RIGIDEZ GLOBAL

!

| MATRIZ MASSA GLOBAL |

'

| FREQUENCIAS NATURAIS

¢

| MATRIZ AMORTECIMENTO GLOBAL |

!

1, N° DE
INTERVALOS
DE TEMPO

{

INCREMENTAR FORCA

!

PREVISOR D _V_A

v

FORCAS INERCIAIS

'

| FORCAS AMORTECEDORAS |

!

| FORCAS RESTAURADORAS

!

| CALCULO RESIDUO

!

MATRIZ GLOBAL ESTRUTURA

'

| CONDICOES CONTORNO |

i

| RESOLUCAO SISTEMA GAUSS

'

CORRETOR D V A

'

MOMENTOS NODAIS

'

ARMAZENA RESULTADOS FINAIS

r

Figura 7.1 - Fluxograma do esquema geral de cdlculo.
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7.3 - Descricdo das sub-rotinas

A descricdo das funcdes de cada sub-rotina contida

na figura 7.1 é apresentada a seguir.
= Sub-rotina “MATRIZ RIGIDEZ GLOBAL”

Calcula a matriz de rigidez global “K” da

estrutura, a partir da matriz de rigidez dos elementos
retangular e triangular fornecida nos itens 5.3 e 6.3

deste trabalho.
= Sub-rotina “MATRIZ MASSA GLOBAL”

Calcula as matrizes de massas dos elementos
retangular e triangular, dadas nos item 5.4 e 6.4 deste

trabalho, e elabora a matriz de massas global “M” da

estrutura.
= Sub-rotina “FREQﬁENCIAS NATURAIS”

Calcula os valores das freqiiéncias naturais de
vibracdo da estrutura necessdrias para a elaboracdo da

matriz de amortecimento.

44 AN} 44

Os wvalores de Yo e o sdo obtidos conforme

descrito no item 3.6.2 e, com o auxilio das equacgdes

(3.19), calculam-se os parametros “4,” e “A4.”.

= Sub-rotina “MATRIZ AMORTECIMENTO GLOBAL”

Calcula a matriz de amortecimento global “C” da

estrutura, conforme visto no item 3.6 deste trabalho.
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= Sub-rotina “INCREMENTAR FORCA”

Esta sub-rotina tem a funcdo de atualizar o valor

das forgcas externas “Fp” para cada intervalo de tempo

“nAt".

= Sub-rotina “PREVISOR D V_A”

Realiza a previsdo das aceleracdes “D,”, dos

deslocamentos “D,” e das velocidades “D,” conforme visto

no item 3.5 deste trabalho.

= Sub-rotina “FORCAS INERCIAIS”

Calcula o wvalor das forcgas inerciais através do

produto matricial “MD, ”.

= Sub-rotina “FORCAS AMORTECEDORAS”

Calcula o valor das forcas amortecedoras através do

produto matricial “CD, ”.

= Sub-rotina “FORGCAS RESTAURADORAS”

Calcula o valor das forcas restauradoras através do

produto matricial “KD; ”.
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= Sub-rotina “CALCULO RESIDUO”

Calcula o valor do residuo das forcas dindmicas néo

equilibradas “R(ij” com auxilio da equacdo (3.6).

= Sub-rotina “MATRIZ GLOBAL ESTRUTURA”

Monta a matriz global da estrutura dada pela

equacao:

G:M1 +CL v K

~ ~ /%ﬁtz -/%Sf ~

= Sub-rotina “CONDICOES CONTORNO”

Aplica as condicdes de contorno na matriz de rigidez

global utilizando-se a técnica do numero grande.
= Sub-rotina “RESOLUGCAO SISTEMA GAUSS”

Resolve o sistema de equacgdes fornecido pela equacéo
(3.15) utilizando-se o método de Gauss (Soriano, 1981).

Com isso obtém-se o acréscimo de deslocamento “AD, ”.

= Sub-rotina “CORRETOR D V_A”

Realiza a correcdo dos deslocamentos “D,”, das

velocidades “Dk” e das aceleracdes “Dk", conforme visto

no item 3.5 deste trabalho.
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= Sub-rotina “MOMENTOS NODAIS”

Calcula os valores dos momentos nos ndés. Tendo em
vista a descricdo dos momentos feita no item (4.4) deste

trabalho, as equacdes (4.4) podem ser resumidas em:

_ _ _azy
M. 1 v 0 ox* 1
2
M,=Djv 1 0 |4 -0W  ‘=DE—¢
1-v oy -z
Mo |00 57| 202
- e Oxdy |
mas
e=Bd
logo
M, 1
M, t=D-E-—B-d
~ Z ~ o~
M,,

Dessa forma os momentos nodais podem ser calculados
a partir dos deslocamentos nodais, sendo os valores das

coordenadas definidas de acordo com o nd em questdo.

= Sub-rotina “ARMAZENA RESULTADOS FINAIS”

Esta sub-rotina tem a funcdo de armazenar O0sS
resultados obtidos no intervalo de tempo “rAt”, tais como
deslocamentos, velocidades e aceleracdes, necessarios

para a integracdo do préximo intervalo de tempo.
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CAPITULO 8 - ANALISE NUMERICA

8.1 - Generalidades

O objetivo deste capitulo é analisar o comportamento
estdtico e dinédmico de placas delgadas de comportamento
linear. Para tal s&o apresentados, a seguir, varios
exemplos elucidativos, sendo a simulacdo numérica de tais
elementos estruturais efetuada no programa computacional
desenvolvido. A precisdo dos resultados é aferida tendo
como base de comparacdo solucgdes analiticas e numéricas
fornecidas por outros pesquisadores.

Por fim procurou-se efetuar uma andlise quantitativa
e qualitativa dos resultados obtidos para cada exemplo

estudado.

8.2 - Exemplo 1 - Placa quadrada

Este exemplo ¢é composto por uma placa quadrada
sujeita a uma forca “F” igual a 1000 kN concentrada em

seu ponto central, conforme ilustra a figura 8.1.

! 500 L//////// em "cm"

Figura 8.1 - Placa quadrada.
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As caracteristicas fisicas do material sdo dadas

por:

E=25x10° kN/em”’ ; ©=0,20

A discretizacdo da placa é efetuada utilizando-se
400 elementos retangulares e 800 elementos triangulares
dispostos em malhas de 20 x 20 e 40 x 40 elementos,
respectivamente.

Foram simuladas duas condicdes de contorno
diferentes: todos os bordos simplesmente apoiados e todos
os bordos engastados.

Os resultados obtidos sdo comparados com 0s valores
fornecidos por Danson (1980), gque apresenta resultados
tebricos e numéricos obtidos wvia método dos elementos
finitos e de contorno.

As curvas dos deslocamentos e dos momentos “Alw”

referentes a linha central (y=250cm) sdo apresentadas na

seqliéncia.

Deslocamento (mm)
o

x (m)

e==Tedrica ===MEC (Danson, 1980) ===Malha retangular ===Malha triangular

Figura 8.2 - Deslocamento do eixo central considerando-se os bordos

simplesmente apoiados.
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400

350

300 /‘

J
y/4

100
N //////,
0

-50

Myy (kNm/m)

x (m)

e==Tebrica ====MEC (Danson, 1980) ===Malha retangular ===Malha triangular

Figura 8.3 - “Alw,” atuante no eixo central considerando-se os

bordos simplesmente apoiados.

Deslocamento (mm)
N
o

x (m)

«==MEC (Danson, 1980) ===MEF (Danson, 1980) ===Malha retangular ===Malha triangular

Figura 8.4 - Deslocamento do eixo central considerando-se os bordos

engastados.



An&dlise dindmica de placas delgadas utilizando elementos finitos triangulares e retangulares 102

350

300 //
250 //
~ 200 /
G ///
€
Z
¥ 150
3
= 100
50
0 ///
-50 ‘ ‘ ‘ ‘
0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5
x (m)
«==MEC (Danson, 1980) ===MEF (Danson, 1980) ===Malha retangular ===Malha triangular
Figura 8.5 - “Alw,” atuante no eixo central considerando-se os

bordos engastados.

Analisando-se os graficos ilustrados nas figuras 8.2
e 8.3, que tratam do comportamento da placa considerando-
se o0s bordos simplesmente apoiados, verifica-se que as
curvas obtidas utilizando-se a discretizacéo com
elementos triangulares foram praticamente idénticas a
resposta via discretizacdo com elementos retangulares.
Tal caracteristica também é verificada para a condicdo de
bordos engastados.

Em se tratando dos resultados obtidos considerando-
se o0s bordos simplesmente apoiados percebe-se que o0s
valores obtidos neste trabalho apresentam-se muito
préximos do resultado tedbrico, apresentando, inclusive,
“melhores” resultados nos bordos quando comparados com OS
obtidos por Danson (1980) via método dos elementos de
contorno.

J& quando se considera a placa totalmente engastada

verifica-se que as curvas de momento “M, ” apresentam a

mesma tendéncia até um valor de x préximo a 2,0 metros,
sendo que, a partir deste wvalor, assumem comportamentos
totalmente diferentes. Tal fato ndo ocorre com as curvas

de deslocamentos.
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8.3 - Exemplo 2 - Influéncia das malhas

A placa deste exemplo possuil vdos com dimensdes

A\Y ”

iguais a a”, espessura igual a “t” e um carregamento

A\Y ”

g” agindo de forma uniforme em toda a sua area.

A placa possui, como caracteristicas fisicas, médulo
de elasticidade longitudinal igual a “E” e coeficiente
de Poisson igual a 0,25.

Visando estudar a influéncia da discretizacdo da
malha nos resultados finais foram simuladas placas
discretizadas com 4, 16, 64 e 256 elementos retangulares
e 8, 32, 128 e 512 elementos triangulares.

Inicialmente faz-se um estudo da placa com todos os
bordos simplesmente apoiados. Os resultados obtidos séo
apresentados na seqgiiéncia Jjuntamente <com os valores

fornecidos pelas tabelas de Bares (1972), tendo fatores

de multiplicacdo iguais a “mﬁ/Eﬁ” para os valores de

AN} 2 ”

deslocamentos e “gqa para os de momento.

0,046

4;::555:? —
0,045

0,044 /

0,043

0,042

Deslocamento

0,041

0,040

0,039

0,038 T T T T T
0 100 200 300 400 500

N° de elementos

=8—)Malha retangular =#=Malha triangular ==Bares (1972)

Figura 8.6 - Deslocamento do ponto central considerando-se os bordos

simplesmente apoiados.
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0,050

0,048 ‘

0,046

Momento

0,044

=y
0,040 T T T T T
0 100 200 300 400 500

N° de elementos

=®=Malha retangular =#=Malha triangular ==Bares (1972)

Figura 8.7 — Momento atuante no ponto central considerando-se os

bordos simplesmente apoiados.

As figuras 8.6 e 8.7 ilustram a influéncia da malha
na resposta final da anédlise. Em ambos o0s casos
verificam-se que a maior discretizacg¢do da malha conduz a
resultados mais prdéximos do resultado fornecido por Bares
(1972), verificando-se também que malhas discretizadas
com elementos retangulares convergem para a resposta
final com um menor numero de elementos gquando comparadas
com malhas compostas apenas por elementos triangulares.

Uma segunda andlise é efetuada tendo a placa todos
0s bordos engastados. Os resultados de deslocamento do
ponto central, momento atuante no centro do vao e momento

no bordo sdo apresentados nas figuras que seguem.
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0,0170

0,0165 1

0,0160

0,0155

Deslocamento

//

0,0150

0,0145 «-____________-. —

0,0140 T T T T T
0 100 200 300 400 500

N° de elementos

=®—)Malha retangular =#=Malha triangular ==Bares (1972)

Figura 8.8 - Deslocamento do ponto central considerando-se os bordos

engastados.

0 100 200 300 400 500
-0,015 T T T T T

-0,020

i

-0,030

Momento

-0,035

-0,040

-0,045

N° de elementos

=®—Malha retangular =¢=Malha triangular ==Bares (1972)

Figura 8.9 - Momento atuante no ponto central considerando-se o0Os

bordos engastados.
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0,055

0,050

0,045 °

If% -
A

0,030

Momento

0,025 /
¢

0,020

0,015 T T T T T
0 100 200 300 400 500

N° de elementos

=®=Malha retangular =#=Malha triangular ==Bares (1972)

Figura 8.9 - Momento atuante no bordo considerando-se os bordos

engastados.

A mesma tendéncia observada nos resultados obtidos
para a placa simplesmente apoiada ¢é também verificada
quando se considera a placa totalmente engastada.

Neste Ultimo caso verifica-se que a resposta final
para o valor de momento no centro da placa diverge
levemente do resultado fornecido por Bares (1972), sem
contudo comprometer a qualidade e a credibilidade da
resposta obtida. J& com relacdo ao momento no bordo da
placa verifica-se que oS valores apresentam uma
consideravel diferenca, o que leva a concluir gque, em se
tratando dos bordos da placa, os elementos utilizados
neste trabalho n&o fornecem resultados préximos ao valor
fornecido por Bares (1972).

Visando estudar o comportamento dos elementos
finitos triangular e retangular trabalhando em conjunto,
considerou-se a mesma placa discretizada com dois tipos
de malhas diferentes: malha 1 tendo elementos
retangulares adjacentes aos bordos e 0s demais
triangulares e malha 2 tendo os elementos dispostos de

maneira i1nversa ao da malha 1, ou seja, elementos
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triangulares adjacentes aos bordos e elementos
retangulares completando a discretizacédo.

Também nestes casos foram simuladas as duas
condig¢des de contorno utilizadas na discretizacdo da
anterior. As respostas obtidas sdo apresentadas nas
figuras subseqgiientes.

0,046
—
0,046 ”/’—77 =
N //;’//,,,—__._
Q
g 0,045 //
g 0,
Lol
Q
S
z,) 0,045 ‘/
(=]
0,045 /
0,045 p
0,044 T T T T T

Figura 8.10 - Associacdo de elementos:

100

200

300

N° de elementos

=4-Malha 1 =®=Malha 2 ===Bares

deslocamento do ponto central

400

(1972)

500

considerando-se o0s bordos simplesmente apoiados.

0,046

0,045 —%
0,044
o
&
g 0,043
o
=
0,042
0,041
————, —
0,040 ‘ ‘ : :
0 100 200 300 400 500
N° de elementos
=$=Malha 1 =@=Malha 2 ===Bares (1972)
Figura 8.11 - Associag¢do de elementos: momento atuante no ponto

central considerando-se os bordos simplesmente apoiados.
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0,0162

0,0160

0,0158 \
0,0156
0,0154 \
0,0152

0,0150 \\
0,0148 \\

0,0146 \‘\\\
0,0144

—

Deslocamento

0,0142 T T T T T
0 100 200 300 400 500

N° de elementos

=#=Malha 1 =@=Malha 2 ===Bares (1972)

Figura 8.12 - Associag¢do de elementos: deslocamento do ponto central

considerando-se os bordos engastados.

0 100 200 300 400 500

-0,015

~0,020 I——— —

-0,025 7

[ 4
o]
&
qE.l -0,030
o
=
-0,035
-0,040
-0,045

N° de elementos

=$=Malha 1 =@=Malha 2 ===Bares (1972)

Figura 8.13 - Associacdo de elementos: momento atuante no ponto

central considerando-se os bordos engastados.
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0,055

0,050
0,045

——

0,035

Momento

0,030

0,025

0,020

0,015 T T T T T
0 100 200 300 400 500

N° de elementos

=#=Malha 1 =@=Malha 2 ===Bares (1972)

Figura 8.14 - Associag¢do de elementos: momento atuante no bordo

considerando-se os bordos engastados.

Analisando-se as curvas da anadlise contendo
elementos triangulares e retangulares trabalhando em
conjunto, verifica-se que os resultados obtidos por meio
da malha 2 aproximam-se mais “rapidamente” do resultado
fornecido por Bares (1972) quando comparados com OS
valores fornecidos pela malha 1. Isso se deve
principalmente ao fato da malha 1 possuir uma maior
quantidade de elementos triangulares em relacdo a malha
2.

Além disso nota-se que as curvas apresentam a mesma
tendéncia j& observada, ou seja, resultados mais prdéximos
do wvalor fornecido por Bares (1972) quanto maior a
discretizacdo utilizada. Sendo assim pode-se concluir que
o0 acoplamento entre os elementos finitos foi corretamente

implementado no programa computacional desenvolvido.
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8.4 - Exemplo 3 - Exemplo de um transiente

Neste exemplo considera-se uma placa quadrada

simplesmente apoiada sujeita a um carregamento “P()”

variando com o tempo, conforme ilustra a figura 8.15.

! 80 L//////// em "cm"

Figura 8.15 - Placa simplesmente apoiada com carregamento “P(t)”.

O carregamento “P()”, que possui médulo igual a 20
kN, atua sobre o eixo de simetria da placa e move-se do
ponto “4” ao ponto “B” com velocidade constante igual a
153,7 m/s .

Os parédmetros fisicos do exemplo s&o:

E=69x10° kN/em® ; y=2,57022x107 kN/em®> ; v=033

A discretizacdo da placa é feita utilizando-se 64 e
128 elementos retangulares e triangulares,
respectivamente. A curva do deslocamento do ponto central
da placa em funcédo do tempo é apresentada na figura 8.16,

juntamente com a curva fornecida por Garzeri (1991).
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Deslocamento (mm)
o
o

-1,5 T T T T
0,0 1,0 2,0 3,0 4,0 5,0 6,0

Tempo (ms)

=—Garzeri (1991) ===Retangular ===Triangular

Figura 8.16 - Deslocamento do ponto central em fung¢do do tempo.

Analisando-se o grafico ilustrado na figura 8.16
verifica-se que as curvas fornecidas pelo software
desenvolvido apresentam-se praticamente idénticas a curva
fornecida por Garzeri (1991), o que vem validar a correta
implementacéo da analise dindmica no programa
desenvolvido.

Uma segunda analise ¢é efetuada introduzindo-se o
amortecimento no sistema. Neste caso as freqgliéncias
naturais e o0s modos de vibracdo da estrutura foram
obtidos inicialmente. Sendo assim, os dois primeiros
modos de vibracdo da estrutura sdo ilustrados nas figuras

subseqlientes.

Figura 8.17 - Primeiro modo de vibracdo da estrutura.
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Figura 8.18 - Segundo modo de vibragdo da estrutura.

As duas primeiras freqgiiéncias naturais circulares de
vibracdo da estrutura obtidas para as diversas malhas

foram organizadas na tabela 8.1.

Tabela 8.1 - Freqiiéncias naturais de vibracgdo.
Freqiiéncia Malha retangular Malha triangular
Wy (rad/s) 1200, 01 1198,13
W, (rad/s) 2986, 62 2971,60

Inicialmente fez-se um estudo com as fracdes de
amortecimento critico “&” e “&”7 iguais a 12,5%. Uma
segunda analise foi efetuada com os pardmetros iguais a
50,0%. Os graficos tempo x deslocamento em funcgdo da

discretizacdo da placa sdo ilustrados nas figuras 8.19 e

8.20.
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N N n N /

Deslocamento (mm)
o
o

\, o\ N

V V V V

-2,0 ‘ ‘ ‘ ‘
0 5 10 15 20 25
Tempo (ms)
—0% =—12,5% =50, 0%
Figura 8.19 - Tempo x deslocamento do ponto central considerando-se

a discretizacdo com 64 elementos retangulares.

0,0 -

|\ \\vf =1 \]

Deslocamento (mm)

-2,0 T
0 5 10 15 20 25

Tempo (ms)

-—=0% ==12,5% ==50,0%

Figura 8.20 - Tempo x deslocamento do ponto central considerando-se

a discretizagdo com 128 elementos triangulares.

Os deslocamentos méaximos obtidos para cada tipo de
andlise e discretizacdo da placa sdo apresentados na

tabela 8.2.



An&dlise dindmica de placas delgadas utilizando elementos finitos triangulares e retangulares 114

Tabela 8.2 - Deslocamentos mdximos para os diversos tipos

de andlise.

Deslocamento maximo (mm)
Tipo de analise

Malha retangular Malha triangular
Sem amortecimento 2,288 2,302
§1=§2:12,5% 1,973 1,985
61=6,=50,0% 1,457 1,465

As figuras 8.19 e 8.20 ilustram o comportamento
dindmico da estrutura com e sem amortecimento. A
discretizacdo efetuada <com elementos retangulares e
triangulares produziu respostas praticamente idénticas,
conforme pode ser observado pelas curvas e pelos valores
maximos de deslocamento.

Em se tratando da andlise dinédmica sem amortecimento
observa-se que, durante o periodo de aplicacdo do
carregamento (0<t<5ms), o deslocamento atinge o seu valor
maximo. Para tempos superiores a 5 ms os deslocamentos
passam a oscilar em torno de zero, uma vez dJue O
carregamento ndo atua mais sobre o sistema.

Tal caracteristica também pode ser verificada nas
curvas onde hé& a presenca do amortecimento. Neste caso,
os deslocamentos atingem “picos” inferiores aos obtidos
pela andlise sem amortecimento e, posteriormente, oscilam
até estabilizarem-se em valores iguais a zero.

Ainda com relacdo a andlise com amortecimento, &
interessante notar a influéncia das taxas de
amortecimento no comportamento final do sistema. Quanto
menor a taxa, maior o deslocamento maximo atingido e
também maior o tempo necessdrio para que O Sistema se

estabilize em um valor constante.
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Cabe aqui ressaltar a potencialidade do programa
computacional desenvolvido. Através do mesmo é possivel
efetuar andlise estdtica ou dindmica, esta Ultima com ou
sem amortecimento. Os carregamentos podem ser aproximados
por funcgdes seno, co-seno, exponencial e outras funcdes
matemdticas, bem como combinacdes entre as mesmas, além
de permitir ao usudrio a escolha entre discretizacédo
elaborada com elementos retangulares ou triangulares

atuando isoladamente ou em conjunto.

8.5 - Exemplo 4 - Exemplo de aplicacgéo

Neste exemplo procura-se fazer um estudo sobre o
capitulo de ac¢des dindmicas e fadiga da nova norma NBR
6118:2003, que foi inserido devido a atual tendéncia de
se projetar estruturas com elementos estruturais cada vez
mais esbeltos e flexiveis, tornando-as mais susceptiveis
as acdes variaveis no tempo.

Em tal capitulo recomenda-se que Y“para assegurar O
comportamento satisfatdério das estruturas sujeitas a
vibracdes deve-se afastar o maximo possivel a freqgiiéncia
prépria da estrutura (f) da frequéncia critica (f,;) due
depende da respectiva edificacdo”. Para tal essa norma
prescreve que “f” seja maior que “12f,;”, onde os
valores de “f,;” estdo relacionados na sua tabela 23.1,

sendo, para o caso particular de pisos de escritdérios, um
valor entre 3 Hz e 4 Hz. Seguindo tal recomendacdo ficam
0s ©projetistas estruturais dispensados da verificacéo
dinémica de tais elementos estruturais.

Em sua versdo anterior, a NBR 6118:1980 estabelece,

em seu item 4.2.3.1 - C, que para lajes macigas
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retangulares fica dispensado o calculo das flechas quando
a altura util “d” ndo for inferior ao valor fornecido

A\Y ”

pela equacédo (8.1), onde “I” é o menor vao da laje, Wy
é um parédmetro dependente das condicdes de bordo, dado

A\Y ”

pela tabela 2 da norma, e “y3” é um pardmetro dependente

do aco empregado.

/
d>—— (8.1)

_‘//2"//3

J& Machado (1989) propds trabalhar com os valores de
altura Util “d” dados pela equacdo (8.2). Nesta equacéo,
os valores para a altura Gtil s&o dados em centimetros e

os valores dos vados em metro. Para n utiliza-se o

numero de bordos engastados.

d=(25-01n )" (8.2)

sendo

Cabe ressaltar que ao valor obtido para a altura
util da laje devem ser acrescentados o valor do
cobrimento e a metade do didmetro da armadura de flexédo
utilizada. Para os casos comuns de lajes no interior de
edificios usualmente acrescenta-se um centimetro ao valor
de “d”.

Neste contexto procura-se neste exemplo fazer um
comparativo entre as espessuras determinadas por meio das

recomendacdes descritas anteriormente e, além disso,
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fornecer aos calculistas estruturais limites minimos de
espessura de diversos tipos de lajes macicas, armadas em
cruz, comumente utilizadas em edificios, permitindo,
assim, a dispensa da verificacdo dindmica estrutural de
tais elementos.

Dessa forma, para cada laje estudada, determinam-se
os valores das espessuras com ©O auxilio das equacdes
(8.1) e (8.2) e, para a recomendacdo dindmica, utiliza-se
a discretizacdo com 25 elementos finitos retangulares
dispostos em uma malha de 5 x 5 elementos.

Utiliza-se, inicialmente, um concreto cujas

caracteristicas fisicas sdo dadas por:

fo=2,0 kN/em?
E. =950010- 1., +8)"4)=2000,0 kN/em’

y=251 07 kN/em’
v=0,2

sendo o valor de “E,,” calculado de acordo com o CEB
(1978) .

Posteriormente verifica-se também a recomendacéo
dinémica para dois outros valores de resisténcias de
concreto: 30 e 40 MPa. Também nestes casos os valores do
médulo de elasticidade longitudinal foram determinados em
concordédncia com o CEB (1978).

Para as armaduras de flexdao utilizam-se barras de

A\Y ”

agco CA 50A, o que leva a um pardmetro “y3;” igual a 25.

As dimensdes das lajes estudadas seguem o padréo
ilustrado na figura 8.21, sendo, no estudo, admitidas

lajes quadradas com relacdo entre os lados “/[ 7 e “[”
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igual a unidade e lajes retangulares com a dimensdo “/,”
igual ao dobro de “/.” (relacdo maxima para lajes macicgas
armadas em cruz). Tais condig¢des levam a pardmetros “y,”

iguais a 1,5 para as lajes quadradas e 1,1 para as lajes

retangulares.

Figura 8.21 - Disposi¢do geométrica das lajes.

O primeiro modo de vibracdo para lajes quadradas é

ilustrado na figura 8.22.

Figura 8.22 - Primeiro modo de vibracdo para lajes quadradas.

Os wvalores para a espessura obtidos para lajes
quadradas considerando-se a resisténcia do concreto igual

a 20 MPa s&o apresentados na tabela 8.3
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Tabela 8.3 — Valores de espessuras obtidos para lajes

quadradas com f, =20MPa .

Espessura (cm)
Vaos (m) d= ! d=(25-01n)" | [>12-f,. £ (H2)
Va3

4,0 x 4,0 12,0 8,0 3,0 5,7
5,0 x 5,0 14,0 10,0 4,0 4,9
6,0 x 6,0 17,0 12,0 6,0 5,1
7,0 x 7,0 20,0 13,0 8,0 5,0
8,0 x 8,0 22,0 15,0 11,0 5,3
9,0 x 9,0 25,0 17,0 13,0 4,9
10,0 x 10,0 28,0 19,0 16,0 4,9
11,0 x 11,0 30,0 20,0 20,0 5,1
12,0 x 12,0 33,0 22,0 23,0 4,9

As relacdes entre espessura X Vvao para as diversas
resisténcias de <concreto estudadas, obedecendo-se a

recomendacdo dindmica, sdo apresentadas na figura 8.23.

/

Espessura (cm)

4,0 x 4,0 50x50 60x60 7,0x70 80x80 90x290 10,0 x 10,0 11,0 x 11,0 12,0 x 12,0

Vaos (m)

=fck = 20 MPa*===fck = 30 Mpa ===fck = 40 MPa

Figura 8.23 — Relagcdo espessura x vdo de lajes quadradas para

diversos valores de resisténcia de concreto.
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Seguindo-se o mesmo padrao, apresentam-se na

obtidos

seqiéncia 0os resultados para as lajes

retangulares estudadas.

Figura 8.24 - Primeiro modo de vibracdo para lajes retangulares.

Tabela 8.4 - Valores de espessuras obtidos para lajes

retangulares com f, =20MPa .

Espessura (cm)

Vaos (m) J> [ d=(5-01n)" | 312 f o £ (Hz)
Vo3
2,0 x 4,0 8,0 6,0 2,0 6,9
2,5 x 5,0 9,0 7,0 3,0 6,6
3,0 x 6,0 12,0 9,0 4,0 6,1
3,5 x 7,0 14,0 10,0 5,0 5,6
4,0 x 8,0 15,0 11,0 6,0 5,5
4,5 x 9,0 17,0 12,0 8,0 5,4
5,0 x 10,0 19,0 14,0 9,0 4,9
55 x 11,0 21,0 15,0 11,0 5,0
6,0 x 12,0 23,0 16,0 13,0 5,0
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Espessura (cm)

—

2,0 x 4,0 2,5x50 3,0x60 3,5x7,0 40x80 45x090 50x10,0 55x11,0 60 x 12,0
Vaos (m)

e==fck = 20 MPa===fck = 30 MPa===fck = 40 MPa

Figura 8.25 - Relacdo espessura x vdo de lajes retangulares para

diversos valores de resisténcia de concreto.

Analisando-se os resultados apresentados, verifica-
se que as espessuras obtidas por meio da recomendacgdo
descrita no item 4.2.3.1 - C da norma NBR 6118:1980, gue
prevé a dispensa do calculo de flecha, sdo muito
superiores aos valores obtidos pela recomendacdo da nova
norma NBR 6118:2003 que prevé a dispensa da verificacéo
da andlise dindmica.

J& os valores obtidos através da proposta feita por
Machado (1989) apresentam a mesma caracteristica descrita
no paragrafo anterior, porém com valores um pouco mais
préximos da espessura que dispensa a anadlise dindmica
estrutural.

Conclui-se, assim, que as lajes dimensionadas
seguindo as recomendacdes da NBR 6118:1980 e de Machado

(1989), satisfazem a recomendacdo dindmica da nova norma,
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ndo sendo necessario, portanto, uma andlise dinémica
estrutural em tais elementos.

Por fim, apresenta-se a equacdo deduzida (8.3) que
fornece valores minimos aproximados para espessura de
pisos macicos de edificios, armados em cruz, com todos os
bordos, no minimo, apoiados, de modo a garantir, de
acordo com a norma NBR 6118:2003, a dispensa da analise
dindmica estrutural, sendo que, nesse caso, a verificacdo

da flecha se faz necesséaria.

1\ (1 1 !
| - .[y | — |
590) 1, 495 0,90

onde “E” ¢é dado em kN/cm® , M7 em metros e “¢” em cm,
sendo

Eg: médulo de elasticidade longitudinal de

referéncia igual & 2900 kN/em®;

lp: vao de referéncia igual a 1 metro;

1,21, .

Visando 1ilustrar os modos de vibracdo de lajes
quadradas e retangulares apresentam-se, na seqgiéncia, os
quatro primeiros modos de vibracdo para tais elementos

estruturais.
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(c) (d)

Figura 8.26 - Laje quadrada: (a) Primeiro modo de vibrag¢do; (b)
Segundo modo de vibracdo; (c) Terceiro modo de vibracdo,; (d) Quarto

modo de vibracdo.

(c) (d)

Figura 8.27 - Laje retangular: (a) Primeiro modo de vibracdo; (b)

Segundo modo de vibrag¢do; (c) Terceiro modo de vibrag¢do,; (d) Quarto

modo de vibracdo.
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CAPITULO 9 - CONSIDERAGCOES FINAIS

9.1 - Conclusdes

O presente trabalho teve como objetivo principal
analisar o comportamento linear estatico e dinédmico de
placas delgadas sob a oéptica do método dos elementos
finitos. Para isso utiliza-se a discretizacdo estrutural
feita com elementos finitos triangulares e retangulares
atuando isoladamente e em conjunto.

Em uma primeira etapa procurou-se estabelecer toda a
teoria referente ao assunto em questao. Foram
apresentadas algumas consideracgdes sobre a anélise
dindmica estrutural via método dos elementos finitos, o
método de Newmark para integracdo numérica da equacdo do
movimento e uma breve descricdo da teoria cléssica de
flexdo de placas. As matrizes de rigidez elédstica e de
massas dos elementos finitos +triangular e retangular
foram elaboradas utilizando-se a formulacdao com
coordenadas homogéneas e a matriz de amortecimento
caracterizada por meio do método de Rayleigh.

Uma vez estabelecida toda a teoria, desenvolveu-se
um programa computacional que contempla diversos tipos de
analise numérica, possibilitando caracterizar amplamente
o comportamento estrutural de tais sistemas.

Neste contexto, os problemas que foram desenvolvidos
no capitulo 8 indicam, por exemplo, dque, apesar da
utilizacdo de elementos de concepc¢do simples, bons
resultados foram alcancados quando comparados aos obtidos
por outros pesquisadores. Apenas em se tratando de placas

engastadas, os resultados levaram a conclusdo que tais
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elementos ndo fornecem valores precisos de momentos nos
bordos.

A influéncia da maior discretizacdo da malha na
precisao dos resultados finais ficou evidenciada,
indicando, ainda, que malhas compostas somente por
elementos retangulares fornecem bons resultados com uma
menor quantidade de elementos quando comparadas as malhas
compostas apenas por elementos triangulares. Tais
resultados comprovam a melhor aproximacdo do elemento
retangular, uma vez que este utiliza um polindmio de grau
mais elevado como sua funcdo aproximadora.

Tal fato também ficou demonstrado nos resultados
obtidos com os dois elementos atuando em conjunto. Neste
caso os resultados finais sdo intermedidrios aos obtidos
utilizando-se os elementos de forma individual.

Os problemas relativos a andlise dindmica com
amortecimento demonstraram a importédncia da correta
caracterizacdo dos pardmetros de amortecimento “¢;”, uma
vez que esses possuem influéncia direta nos deslocamentos
maximos e no tempo de estabilizacdo dos mesmos.

Por fim, o estudo baseado no capitulo de acdes
dinémicas e de fadiga da nova norma NBR 6118:2003, além
de gerar uma equacdo dque fornece valores minimos de
projeto aos calculistas estruturais, permitiu concluir
que lajes dimensionadas segundo a recomendacdo da sua
versdo anterior, a NBR 6118:1980, estdo dispensadas da
andlise dinémica.

Sendo assim o autor deste trabalho espera ter
cumprido todos os objetivos propostos inicialmente e,
além disso, ter contribuido, de alguma forma, para o
aprimoramento da analise de estruturas usualmente

empregadas na Engenharia Estrutural.
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9.2 - Propostas de desenvolvimento

Neste item procura-se apresentar algumas propostas
de desenvolvimento visando o prosseguimento das
pesquisas, uma vez que tal trabalho estd inserido dentro
de um contexto mais extenso.

Como perspectiva imediata pode-se sugerir o)
desenvolvimento e a insercdo de novos elementos finitos
no software desenvolvido, como, por exemplo, elementos
retangulares de oito ndés e triangulares de seis noés.

Como perspectiva futura sugere-se o estudo de outras
teorias de flexdo de placas, possibilitando, assim, uma
gama maior de relacdo espessura / vdo de placas a serem
analisadas.

Ainda como perspectiva futura pode-se propor a
incorporacdo de outros tipos de sistemas estruturais e,
ainda, a consideracdo de ndo-linearidades, fisica e/ou
geométrica, uma vez que O programa desenvolvido apresenta

subsidios para uma rapida e facil modificacéo.
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ANEXO

Coeficientes da matriz de rigidez do elemento finito

triangular para placas delgadas.

K(l,l) = - (2/3)n32n1n2 + (4/3)n12n2n3 - (2/3)n22n1n3 -
(2/3)m32m1m2 + (4/3)m12m2m3 - (2/3)m22m1m3 + (2/3)n12n32 - (2/3)11131’12
+ (2/3)n:°n® - (2/3)n:°ns + (2/3)ns’n,? - (2/3)ns’ny - (2/3)nin,” +

(2/3)m’ms® - (2/3)m’m; + (2/3)mi’mp® - (2/3)mi’msy + (2/3)ms’my” -
(2/3)ms’my - (2/3)mmy° + ny* + (1/3)ns* + (1/3)n* + m* + (1/3)ms’
+ 0 (1/3)m"  + pl+ (4/3)mni® 4+ (4/3)mi’n® + (4/3)mi’ns® 4
(4/3)m’ni® - (4/3)m’nsni - (4/3)mins’ms + (4/3)mi’nsn; -
(4/3)msny’m; - (4/3)ms’nyins + (4/3)mani’mp - (4/3)mi’nony -
(4/3)miny’m, - (4/3)mpni’m; - (4/3)my’nin, + 4mi°ni? + (4/3)ms’ns® +
(4/3)m22n22 + (4/3)minsmyn; - (4/3)mnsmen, + (4/3)msnimin, -
(4/3)msnimen; - (4/3)minomsns - (4/3)menimsns + (8/3)msnsmen,] + v[-
(2/3)m’nin; - (2/3)m’mins - (2/3)ms’nin, - (2/3)ms’ning
(2/3) m1m2n12 - (2/3) m1m2n32 - (2/3) m1m2n22 - (2/3) m22n1n2 -
(2/3)my’niny - (2/3)mmsn,® - (2/3)mmsns® - (2/3)mmsn,” + 2mp°n,” -
(2/3)mi°ns% - (2/3)mi°ny® - (2/3)ms’ni® + (2/3)msns® + (2/3)ms’n,? -
(2/3)my°n.2  + (2/3)my’ns?  + (2/3)my’n,?  + (8/3)mmynin,  +
(4/3)mmyninsy + (4/3)mmsnn, + (8/3)mmsnins]

K(1,2) = + (1/12)m’ms’m, -  (1/12)my’my’ms; - (1/6)ms’mim, +
1/4m*m, + (1/6)ms'my, - (1/6)ms’my? - (1/12)m’mi® + (1/6)mo’my® -
(1/6)my'ms + 1/4n:"m, - (1/6)n,'ms - 1/4n:my - 1/4m;’m; +
(1/12)ms°mi? +  (1/2)ns%n,msn; -  (1/6)nn,ns’my, +  (1/3)ni°n,nsm, -
(1/2)n’nsmen; + (1/6)ninsny’ms = (1/3)ni’nsnpms + (1/6)ns’my  +
(1/6)mmy°ms - 5/12n:°n,°ms - (1/3)n:°noms + 5/12n;°ns’m,
+(1/3)n°nam; - (1/6)ns’np’ms — (2/3)ns’meny + 0 (2/3)minp’ms -
(1/12)n,%n;%m, +  (1/6)n,°ns’my, +  (1/12)n5°n;%ms - m;°n;’m;  +
m;%n;%m, + (2/3)m;°ns%m, + (1/3)ms’n;%m, - (2/3)m°nimsn, +
(2/3)m’nimpns - (1/3)minsmsn, - (1/3)me’nimin, + (1/3)mi’nompns -
(2/3)mi’ny’ms - (1/3)m’ni’ms + (2/3)ms%ns’me - (2/3)mp’ny’ms 4
(1/3)m,°nminy — (4/3)mns’msm, + (1/3)ms’nymon, - (1/3)ms’ninsm, +
(4/3)mn’mom; + (1/3)my°nin,ms — (1/3)my’nimsns — (2/3)ms’nsmon, +
m3°nsmin; - (1/3)my’n;min; + (2/3) my’n;msans - m,’n,m;ns3 +
(1/3)ms’nsmin,]  + o[+ (1/2)n:’m’m, - 1/4n,°ms’m, + 1/4n;°my’m; -
1/4n°mi’m,  +  (1/3)n3°ms’m, - (1/6)ns’my’ms - (1/12)n,°mp°m, +
(1/6)n,’ms’m, - (1/3)n’my’ms  +  1/4m°ny’ms  + (1/2)ms’n,n; -
(1/6)mmy’ns® -  (1/2)my°nsn;  +  (1/6)mms’n,® - (1/2)m°nims  +
(1/12)ns’my"ms - (1/3)my’nomsny - (1/6)ms’n, - (1/12)my’ni®  +
(1/6)m,°n3?  +  (1/12)ms®ni? - (1/6)n’mmems - (1/6)nin,ms’m, -
nn,mmms  +  (2/3)nn,mms 4+ (1/6)nmmems + (1/3)ninsmi‘m, -
(2/3) n1n32n32m2 + ninsmmems  + (1/6)ninsmy’ms  + (1/3)mimy’nsn; -
(1/3)mims“nzn; ]

K(1,3) = + (5/12)m’my’ns + (1/3)mi°myns - (5/12)m°ms’n, -
(1/12)ms’mi’ns - (1/12)ns5°n? - (1/6)m’ms’n, - (1/6)ms'n, +
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(1/6)my'ny - (1/4)m'n, + (1/12)my’mi’n, -  (2/3)mm’ns -
(1/3)m°msn,  +  (2/3)mims’n, - (1/4)mi*n,  +  (1/6)n3’nmin, +
(1/6)m5’mynsy - (1/6)mmsmy’ns — (1/12)n:°ns’n, + (1/12)n:%n,’n; -
(1/6)nin’ny + + (1/2)m’msmin; - (1/2)ms’momns - (1/3)m“momsn, +
(1/6)mmyms’n, + (1/3)m°msmpns - (1/6)ns*n, +  (1/6)ns’n,?  +
(1/12)n,°ny? - (1/6)ny,’ns?  +  (1/6)n,'ns +  (1/4)ni'ns + pl-
(2/3)ms’ni’n,; - (1/3)m’ns’n; + (1/3)mi“ny’ny - (1/3)mins‘mpn, -
(2/3)ms°ns’n, +  (2/3)my°ny’nsy +  (2/3)msns’men, + (1/3)minymsns -
(2/3)mzn,"msns - (1/3)mpni’noms + (1/3)mins’men: - (2/3)msn“min,  +
(1/3)msni’nsm, - (1/3)min,’msn; + (2/3)my’ni’ns + min;°ns - m;°n;°n, +
(2/3)mn;’nam; + (1/3)msns’nom; + (1/3)meny’ming - (4/3)my’nonsng +
(4/3)m32ﬂ3n2nl - m3n32m2n1 - (1/3) m2n22m1n3 + m2n22m3n1 -
(1/3)msnsmin;] + v[- (1/6)mmsn,’ns - (1/12)n3°my? - (1/12)ms%n;%ns
- (1/3)n5’ms’n, +  (1/3)n,’my’ny +  (1/6)ns’my® - (1/6)n,°ms?  +
(2/3)ns’msmin, - (2/3)n2myming +  (1/12)n°mi? - (1/6)nin,m,ns +
Nnin,MmomyNs - (1/3) n1n22m3m1 - NiNsMsmynN, + (1/3) n12m2m1n3 -
(1/3)n;’msmin, + (1/3)ninsmom; + (1/6)ninsms’n, + (1/6)mmensn, +
(1/6)ms°n,’ns  +  (1/12)m’ni’n, -  (1/6)nins’my® +  (1/4)n:’ms’n, -
(1/2)n’mi’n; - (1/4)min’ny - (1/4)n’m’ns +  (1/6)mny’my® -
(1/6)my’ns’n, +  (1/2)n,’msmi - (1/2)ns’memy + (1/4)ns’mi’n,  +
(1/4)m*ns + (1/2)m;°n:°ns]

K(1,4) = + (4/3)nsnin, - (2/3)n:°nons - (2/3)n,’nins +
(4/3)ms’mm, - (2/3)m°moms — (2/3)my’mims — (1/3)n:°ns®> + (2/3)n:°n,
- (1/3)nm’n® - (1/3)ns%n? + (2/3)min,” - (1/3)mi’ms® + (2/3)mi"my
- (1/3)m’my? - (1/3)ms’my® + (2/3)mmy° - (1/2)nm* + (1/6)ny* -
(1/2)n* - (1/2)m* + (1/6)ms* - (1/2)m* + pl- (4/3)mi’ny® +
(2/3)mns’m, + (2/3)ms’nin, - (2/3)mn,’ms - (2/3)m,°niny -
(4/3)my*n* - (2/3)mi’nsn, - (2/3)msni’my, + (4/3)mi’nyng 4
(4/3)mny’m, + (4/3)myni’m; + (4/3)my’nin, - 2m°ni? + (2/3)ms’ns® -
2m,°n,” - (2/3)minsmyn, - (2/3)minsmyn; - (2/3)m3nimin, -
(2/3)m3nmyn, + 2min,msns + 2menimsns — (4/3)msnsmen, + (4/3) mpn.myn;
- (4/3)minmsns] + v[+ (2/3)mi’nin, + (2/3)ms’nin, + (2/3)mpmeni’ +
(2/3)mmyns®  +  (2/3)mmun,” + (2/3)m’nin,  -mi’n® - (1/3)m’ns?
+m;%n,? - (1/3)msn? + 0 (1/3)msns? - (1/3)ms’ny? 4muing? -
(1/3)m22n32 _mzzﬂzz - (8/3)mimpnin, - (2/3)mumeniny - (2/3)mmsnin, -
(2/3)ninompms + (2/3)mmsnans — (2/3)mmpnyns + (2/3) ninsmoms]
K(1,5) = - (1/4)n’n’my - (2/3)n’nomins - (1/2)nins’nom;  +
(1/2)ninsn’m; - (5/6)m’ms’my  + (1/12)m°my’ms; +  (1/6)ms’mm, -
(1/4)m°my*  +  (1/4)m°ms®  +  (1/4)n°ns’m; + (1/3)mi°mems  +
(1/6)mms"m,” - (1/6)ms’my® - (1/6)m'ms — (1/6)ny'ms - (1/4)n:‘ms -
(1/4)m*ms  +  (1/12)ms°m® - (1/6)ns’nomsn; +  (1/6)ninsn,’ms -
(1/3)n;°nsn,ms + (1/3)mm,’ms - (5/12) ni%n,’ms + n;°noms -
(1/6)ns’ny’ms  +  (1/12)ns°n’ms +  (1/12)my’'m; - (1/12)ms'm;  +
(1/12)n5"m; + (1/3)ns’nom; + (1/3)nmins - (1/12)ns'my + p[-my°n;’ms
- (1/3)m°ns’m; - (1/3)ms°ny"m;  +mi°nanims -minsmsmen;  +
(1/3)msnimenom; + 2mpni’mims + (2/3)minimsn, - (4/3)mi’nimens -
m12n3m3n2 - (2/3) m32n1m1n2 + (2/3)m12n2m2n3 - (1/3)m12n22m3 -
(2/3)m’ni’ms - (2/3)m’n’ms + (1/3)m’nimins + (2/3)mins’msm,  +
(1/3)ms°nimen, - (1/3)msninsm, +  (2/3)min’moms -  (2/3)ms’nsmen, +
(1/3)ms’nsmin,  + (2/3)m,°n,miny  + (1/3)ms’nsmyn;  -mi’nimen,  +
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(1/3)mnsmenems + (1/3)mp’no’my - (1/3)mens’my] + o[+ (1/4)mi’ns® -
(2/3)m’n,ns + (1/4)mims®n? - (1/3)mi’msnpns - (1/4)mi’nn? 4+
(1/3)mi’monons - (1/4)n’m’mi + (1/6)n’mymi - (1/6) ns’ms’my  +
(1/4)n:’m’ms - (1/6)nsm’m; - (1/6)ns’m’ms - (1/3)n’m’ms  +
(5/12)m’ny’ms - (1/6)ms’non; + (1/6)mims’n,? - (1/2)mni’ms  +
(1/12) ns’m;’ms +m;°n,msn; - (1/6)ms°n,? + (1/12)ms°n;? +
(1/6) ns’mymoms  —-nin,mmoms  + (1/3) n°mimoms  — (2/3)nnsmmyms  +
(1/6)ninsm’ms + (1/6)mmy’nsn; - (1/2)mms’n,n; +  (1/3)mmen;’m; +
(1/3)ms’n,mins + (1/3)my°nomins]

K(1,6) (5/12)m’my’ns - mi"mens - (1/12)ms’mi’ns - (1/12)ns°n,?
+ (1/6)my'ny - (1/6)ns’min, + (1/6)ma’my’ns - (1/6)mmsmy’ns +
(5/6)n:°ns’n, - (1/3)n:’nens - (1/12)ni’nons - (1/3)min’ng -
(1/6)nin,’n3> +  (1/6)ms’momns  +  (1/3)m%msmons  +  (1/6)ns’n,?2  +
(1/4)n:°n® + (1/6)nx*ns + (1/4)mi*ns - (1/4)n:’ns® + (1/4)ni'n; +
(2/3)m’msmyn; - (1/2)mimy’msn; + (1/2)mmsmen;  + (1/4)mi’mp’n; -
(1/3)ms’men; - (1/3)m’msn; - (1/4)mi’ms’ni - (1/12)np'ni -
(1/12)my*n;  + (1/12)ns'n; + (1/12)ms*ny + pl+  (1/3)ms’nin, +
(1/3)m°ns’n, + (2/3)m;%n,’ny - (1/3)mns’myn, -  (1/3)msnimyn,ns +
(2/3)my’n>’ns  +  (2/3)msns’men, - (1/3)minonsmen; - (2/3) menitnoms
+myn;’min, +minsn,msn; - 2m;°nsnin, +  (2/3)mins‘myn; + (4/3)msnilmin,
+msni’nsm, - (1/3)miny’msn; + (1/3)mp’ni’ns  +mp‘ni’ns  -msn;‘mins -

(2/3)m1n12n3m2 + (1/3) m3n32n2m1 - (2/3)m22n2n3n1 (2/3) m32n3n2n1
(1/3)m3n32m2n1 - (2/3) m2n22m3n1 - (l/3)m3n32m1n1 - (1/3)m22n22n1 +
(1/3)ms°ns’n;] + o[- (1/12)n5’m® - (1/12)ms’ni’ns + (1/3)n’mp’ns +
(1/6) n3’my” - (1/3) nin,my°ns +tnin,memins - (1/6) nin,"msm; +
(2/3)ninsmsmin,  —Ni mymins - (1/3)ninsmi’n, + (1/2)nins’mem; -
(1/6)ninsms’n, +  (1/6)ms’n,’ny - (1/6)nins’my® +  (1/6)ni’my’n, -
(1/4)m:i’ny’ns - (5/12)n:’my’ns  +  (1/4)nin’mi? +  (1/6)ns’momy -
(1/6)mmsn,*ng  + (1/2)m n12n3 - (1/4)ninsm® - (1/6)m’ny’ny  +
(2/3)n’msm;  + (1/4)n’mp® - (1/4)n’ms® - (1/3)ns’mamen; -
(1/3)n"nomsmy; - (1/3)n’mampn; + (1/3)ni”nsmsmy + (1/6)ms’ns’ng ]
K(1,7) = - (2/3)ns’nin, -  (2/3)ni°nons + (4/3)n,’nins -
(2/3)ms’mim, (2/3)m’mems  +  (4/3)m’mms - (1/3)ni°ns? -
(1/3)n:°n,® + (2/3)n:i°ns = (1/3)ns®n® + (2/3)ns’ng - (1/3>m12m32 -
(1/3)m’m® + (2/3)m’ms - (1/3)ms’m® + (2/3)m’my - (1/2)ny" -
(1/2)n:* + (1/6)n* - (1/2)ym* - (1/2)ms® + (1/6)m* + u[—
(4/3)m 2 4 - (2/3)mins'm; - (2/3)m'min, + (2/3) mln22m3 +
(2/3)m 2D1D3 - (4/3)m;°ns’ + (4/3)m;°nsn, + (4/3)mins’ms -
(2/3) “nsn, + (4/3)msni’my + (4/3)ms’nins - (2/3)msni’my, - 2ming? -
2ms’ns? + (2/3)mu’n,? - (2/3)mynsmen; 4+ 2minsmon, - (2/3)msngmin,
2msnimyn,  — (2/3)mn,msn; - (2/3)mynimsns - (4/3)msnsmyn, -
(4/3)mn,mon; + (4/3)minmsns] + v[+ (2/3)m°nins + (2/3)ms°nins +
(2/3)my’nins +  (2/3)mmsn;® +  (2/3)mmsns® + (2/3)mimsn,?  -mi‘ng’
+m’ns® - (1/3)mi’ny® +my’ni® -mi’ny® - (1/3)ms’n® - (1/3)mp’ny” -
(1/3)m’ns®  +  (1/3)m’n,® - (2/3)mmenin; (2/3)mmsnin, -
(8/3)mimsnins  + (2/3)ninomems - (2/3)mimsn,ns  + (2/3)mumpnpns -
(2/3)ninsmpms]

K(1,8) = - (1/4)n’n’mi + (2/3)n:°nomins - (1/2)nins’nom;  +
(1/2)nnsn’m; - (1/12)m%ms’m, +  (5/6)m’my’ms - (1/3)ms3’mm, -
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(1/4)m;° m2 + (1/4)m’ms® + (1/4)n’ns’m - (1/3)mi’mpms
(1/6)mms? m2 + (1/4)m*m, + (1/6)ms'm, - (1/12)my’my® + (1/6)m,’ms?
+ (1/4)n;'my, - (1/6)nin,ns’m, + (1/3)n:°nynsm, +  (1/6)n,%nsmon;  +
(1/6)n3'm, - (1/6)mm,’ms + (5/12)n:°ns’m, - n;°nsm, - (1/12)n,%n;’m,
+  (1/6)ny’ns’m, +  (1/12)my*m; - (1/12)ms'm;  +  (1/12)n.'my -
(1/3)n3° nzml - (1/3)n’mn; - (1/12)ns'my  +  pl+m’nim, +
(1/3)m;° n3 m, + (2/3)ms°ni’my, +mp‘nsnims — (1/3)mpnsmsmon; + msngmpn,m;
- 2mpni’mims + (4/3)mi’nimsn, - (2/3)mi‘nimons - (2/3)mi°nsmsn, -
(1/3)ms°nimin, +m;°n,mons + (1/3)m;°ny’ms + (1/3)m,°n;’ms +
(2/3)ms’nsa’m; + (2/3)m’niminy - (2/3)mns’msm; - (2/3) miny’mems  +
(1/3)m’ninms - (1/3)mp’nimsns - (2/3)ms’nsmin, - (1/3)mp°nomin;  +
(2/3)m22n2m3n3 - (1/3)m22n2mln3 - m12n1m2n2 - (1/3)mnsmenom;  +
(1/3)m,°n, ml - (1/3)ms’ns’my] + v[- (1/3)m;? m3n2n3 + (1/3)m;%myn,ns
- 1/4)nl m; my +  (1/6)n’my’m;  + 1/4)ml ns® +  (2/3)mi’nons  +
(1/4)m1m3 nl - (1/4)m’ny - (1/6)nyms'my  +  (1/2)ni’mi’m, -
(1/4)n;,°ms m2 - (5/12)ns"m’m, + (1/3)ns’msm, - (1/12)n,°mi’m, +
(1/6)n,° m3 mz + (1/6)m’ny’ms -  (1/6)mm,°ns® + (1/6)my,°nsn; -
(1/12)my,°ni?  +  (1/6)my°ns® - (1/3)ns’mmems - (1/6)nin,ms’m,  +
(2/3) ninymymyms - (1/6) n,’mimyms -ninsm;’m, + niNsmim,ms +
(1/2)mmy’nsn; - (1/6)mms’n,n; - (1/3)mmeni’ms - (1/3)ms’n,ming -
(1/3)m,°n,min;]

K(1,9) = - «(5/12)m’ms’n, -  (1/6)my’ms’n, -  (1/6)ms*n, -
(1/4)n:*n, + (1/12)my°m;%n, + m;°msn, - (1/4)min, + (1/3)ns’nin, +
(1/12)n:ns’n, +  (1/3)ni°nons - (5/6)ni’n,’ns  +  (1/6)nin,’ns  +
(1/6)nn,’n3> - (1/6)mmsmn, - (1/3)m°mymsn, +  (1/6)mimms®n, -
(1/6)ns'n, + (1/4)n:°n,® + (1/12)n,’n* - (1/6)n,’ns® - (1/4)n.°ns* -
(2/3)m’mymon; - (1/2)mmy’msn;  +  (1/2)mms’mon; +  (1/4)m°m,’n, +
(1/3)ms’mpn;  + (1/3)my’msny; - (1/4)mims®ny - (1/12)ny'n, -
(1/12)my*n;  + (1/12)ns*ny +  (1/12)ms*ny + pl-  (1/3)ms’ni’n, -
(2/3)mi°ns’n, - (1/3)mi’n.’ny +  (1/3)msnmimenons -  (2/3)ms’ns’n,  +
(1/3)mn,’msns — (2/3)mpn,’msn; — mnoNamen; — MeNi homs + moni’mpn, +
(1/3)mnsn,msn;  +  2m;°nsnin, +  (1/3)mins’mon;  + (2/3)msni‘min,  +
(2/3)msni’nsm, - (2/3)min,’msn; - (1/3)m,’ni’ns - mi’ni’n, — msn;°mins
- (4/3)mni’nsm, + (1/3)mun’min; + (2/3)my’nonsn; + (2/3)ms’nsnon; +
(2/3)msns’men; - (1/3)men,’mins +  (1/3)mun,’msn; - (1/3)my°n,n, +
(1/3)ms’ns’ny] + vl- (1/3)ns’ms’n, - (1/6)n’ms® +  (1/12)n.°m” +
(1/6) n1n2m22n3 - (2/3)nin,memin; - (1/2) n1n22m3m1 -  ninsmsmine  +
n;’msmin, + (1/3)nnsmi’n, +  (1/6)nns’mom;  +  (1/3)ninsmsn,
(1/6)mmns’n, + (1/12)m,°ni%n, + (5/12)n:°ms°n, - (1/2)n,°m°n, -
(1/6)n;’my’ns  +  (1/6)nn’ms? +  (1/4)nin,’m? -  (1/6)m,°ns’n, -
(1/6)n’msmy  +  (1/4)ns’mi’n, - (1/4)mns’m® - (1/6)m’n.’n; -
(2/3)n;°msm,  + (1/4)n;°my,> - (1/4)n;°ms?  + (1/3) ny’msmon,; -
(1/3)n;°nomsm, + (1/3)n’msmen; + (1/3)ni%nsmsm, + (1/6)ms’ns?ng]
K(2,2) = - (1/12)n'mms - (1/2)ns’my?n; +  (1/6)m°my’ms®  +
(3/4)n’ms’n;”  + (1/6)n:°m’ns + (3/4)n:“m’ns® - (1/2)n’mi’n; +
(1/2) nymsnins’m, - (4/3)nymsn;’nsm, + (1/2) ny’msnsmyn, +
(1/12)n’msni’mp; - (1/6)n"msns’my - (1/3)ni’menoms + (1/12)ny'my® +
(1/12)m*m,*  +  (1/12)ms'my? - (1/6)ms’my°>  +  (1/12)my'ms? 4+
(1/12)n,'ms*  +  (1/12)n3'my®  +  (1/12)m’my’ms - (1/6)mi mums®  +
(1/12)ms’momy? = (1/12)my*mems +  (1/12)ns®moni®ms - (1/3)nsmeni"ms +
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(1/6)nms’ni® - (1/6)m’mp’ms +  (1/12)n:*ms® + (1/12)mi’ms® + pl-
(2/3)msm;’n,nim, —  (2/3)my noms’ns + (1/3)me’n.’ms? + (1/3)ms’ns’my? -
my’mins’ms  + (1/3)m°nimy’ns  +  msmin,nsm, - (4/3)msm;°n,mons -
(1/3)msmy?n;’m; - (1/3)min;’ms’m, + (1/3)m°nims’n, -  (1/3)my’n;’msm,
-ms’miny’m, 4+ my’minsnoms + (1/3)mpmimstnsm, - (2/3)mi’nimsmons  +
(1/3)mnm’n,ms + (5/6)m’mi°ns® + (1/3)m°ni?ms® + (1/3)mi’ni’my? +
(5/6) ms°m;°n,? + (1/3)ms°my*n;?] + L[+ (1/12)m5’myn,? +
(1/6) namy’nim;® - (1/2)nsmp’nims® +  (1/3)nsmp’nimims +  (1/2) nsmy°nims
- (1/12)n’my’mi? + (1/6)ns’my’ms? - (1/6)ns’m’ms - (1/2)n,ms’nim,”® +
(1/6) n,’ms’m,® -  (1/6)n:’my’ms? + (1/12)n:°my°ms +  (1/6)n°my’my° -
(1/6)n;°my’myms - (1/3)nymsnim;’m, + (1/2)no,ms’nim, +  (1/3) noms?nimym,
+ (1/12)n%msm;’m, - (1/6)n°ms’m, - (1/6)mmms®ni? — (1/6)m;°mn;’m;
- (1/3) nsmyn m; *ms + (1/12) ns’m,m;m; + (1/6) n,msnym;? -

(1/12) n)%ms%mi? + (1/6) m%ms®n;?]

K(2,3) = - (1/12)ns"myn, - (1/12)n:*myn, - (1/24)n,°msn,® +
(1/12)n2’msns? - (1/24)mi’my’ns - (1/12)n."msns + (1/6)n’msng’ +
(1/12)n5’men,? - (1/12)mi“men, +  (1/4)nmsnins + (1/24)mi’msn, -
(1/24)n,’mon,’ns — (1/4)n,°msnins® - (1/12)n,°msn;’ns + (1/4)ns’mynin,
- (1/4)n3’mynin,? - (1/12) m;%moms°n, - (1/4)ms’my’min; +
(1/4)ms’mymin, + (1/4)mm,’msns — (1/12)m°my’msns - (1/24)m,°msm;°n,
- (1/49)m’my’min, - (1/12)ny’mens®n, + (1/6)mi’my’ns + (1/12)ms’my’ns
- (1/12)ms*men, - (1/12)mo’msns + (1/12)m’ms’n, - (1/24)mi°ms’n, +
(1/6)m’msn, + (1/24)mi*mpns +  (1/24)n:'msn, +  (1/24)n:‘myn; -
(1/24)n3’mon® +  (1/6)ns’meyn;® - (1/12)mi*msns - (1/12)ni*msns -
(1/24)ms°mym;°n; - (1/24) n;’msns’n, + ni- (1/3)m;°n;’myn, +
(1/3)mn;’m°ns + (1/2)msmn,’mons + (1/3)msmi’n,’n; - (1/6)msm;’n,’n;
- (1/2)ms’min,’ns + (2/3)ms’min,’n; - (1/2)my’mins°n, -
(1/6)m,m;°ns’n, + (2/3)my’mins’n; + (1/2)mymins’msn, -
(4/3) mominsn,msny + (1/2)msmy’nin,ns - (1/6)msmy’ni°ns +
(1/2)ms’myninsn, - (1/6)ms’myn;°n, - (1/6)mnim,°n,ns +
(1/6)m;°n;’msn, + (1/3)mn;’ms°n, - (1/6)mnims’nsn, -
(1/6)msns’mmn; + (1/6)m°n,°mons + (1/3)mymins’n; - (1/3)m°n;’msns
- (1/2)myn,"ms°n; + (1/3)msns’m,’n, - (1/2)msns’m,°n; -
(1/3)ms°ns’myn, - (1/6)myn,"msmin, + (1/3)myn,"ms°ns -
(1/3)m,°ny’msns] + o[+ (1/12)m’myns®n, - (1/24)mi°myny’ny +
(1/12)ms’m,n;%n, - (1/6)ms°myns’n, + (1/4)ms’mynin,ns +
(1/12)ms’mon,’ns + (1/4)mmmsns’n, — 2mymymsnin,ns + (1/4)mm,msn,®ns
- (1/24)my*msn;%n, + (1/12)my’msns°n, + (1/4)m,’msnin,ns -
(1/6)m’msn,’ny - (1/6)m°myni?n, - (1/24)n,’msmy? - (1/4)n,°msm; -
(1/24)n:’my>ns - (1/4)n.’ms’n; - (1/4)ns’m’my - (1/4)ns’my’ny  +
(1/12)n,°ms® + (1/12)n:°my° +  (1/6)n’my’mins + (1/6)n,°msnim;® +
(2/3)n’ms’nim; +  (2/3)ny’mp’nimy - (1/24)ni’ms’n, - (1/24)ns’momp? +
(1/12) n;’msmy’ns + (1/12)n;%msm;%n, + (1/6)n,°ms’min, +
(1/12) ny’msm;°ns + (1/12)n;%mom;°ns + (1/6) ny’mynim;” -
(1/6)n;’msmi’ns - (1/24)m;°msns’n, - (1/24)ms’mpn;®ns]

K(2,4) = + (1/3)n’msnins -  (1/6)n:°msnons - (1/6) mi’ms’my
(1/12)m’mp’ms - (1/6)mg’mm, - (1/12)ms’my®  +  (1/4)mp’my  +
(1/4)n"ms + (1/6)m’ms + (1/6)m’ms - (1/3)m’mems + (5/6) mims’m;”
- (1/12)m*m, + (1/12)ms'm, + (1/4)m’m® - (1/4)my’ms® -
(1/12)n:*m,  +  (1/6)m3’mi? +  (1/2)nin,nsmy, - (1/2)ni%n,nsm,  +
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(2/3)ny°nsmyn;  + (1/12)n3*m, - (1/3)mmy’m; - (1/3)n°nsm,  +
(1/4)n’ni’m; - (1/4)nns’m; +  (5/12)n’msmi® +  (1/6)nomsnins® -
ny’msn; - (1/12)ny’msns® - (1/3)ns’men; + (1/6)ni’msns®  + pf-
(1/3)m;°n;%m, +m,n,%ms + (1/3)ms’min,? + (1/3)m,’mins? -
(1/3)mnsmsmen; - (1/3)msnimenom; — (2/3)men;’mms - (2/3)minimyns —
(1/3)ms’nimin, - (1/3)m’nomens + (2/3)mi’no’ms + (1/3)mp’ni’ms +
(1/3)ms’ns’m; - (2/3)m’mimins - (2/3)minsmsm; - (1/3)ms’ninsm, -
2miny’moms - (2/3)mp’nin,ms + my’nimsns + (1/3)ms’nsmin, + myln,ming -
m’nymsn;  + (4/3)my’nymins + 0 (2/3)minims’ns + 0 (2/3)m’ni’ms 4
minsmenoms  + (2/3)mi’mynin, - (1/3)ms’nsmen,] 4+ [+ (1/6)n’my’ -
(5/12) n12m22m3 +  (1/2)n*msmy® - (1/12)ns*my’ms +  (1/6)n.ms’ny -
(1/6)m; m3n2n3 - (1/6)m’mynons -  (1/6)n:’m’m, - (1/6)n;°ms’m, +
(1/6)n5° ms m2 +  (1/4)n*mi’m, - (1/4)n*ms’m, - (1/4)mi’ny’ms  +
(1/6)m1m2 n o+ (2/3)my’nsn; + (1/4)m’ni® - (1/4)my’ns® -
(1/6)n; mlmzmz + (1/2)mnmsm;  + minommems - (1/3)n’mimems -
(1/3)ninsm;? mz - (1/3)mm,%nsn; - (1/3)mmeni’ms +  (1/3)n;°msmi? +
(1/6)m;° m3n3 +  (2/3)mmemsn,ns - (1/3)nsmynims® - (1/12)n%ms® +
(1/3)nsmy’nims — nymsznim,”]

K(2,5) = - (1/24)n) msm; - (1/24)n:*myms - (1/4)m’my’ms® -
(1/4)n,’ms? nl - (1/6)n,’ms’n; - (1/24)mm,°ms° - (1/12)n,msnins’m, +
(1/3) n2m3n1 n3m2 + (1/4) ny,’msnsm,n; + (1/24) n,’msn;’m, -
(1/12) n,? MmN ‘m, + (1/6)n:°meyn,ms -  (1/12)ms’my° +  (1/12)my'ms® +
(1/12)n,* m3 + (1/8)m’my’ms - (1/24)m’mems® + (1/8)my’memy” -
(1/24) m1 m2m3 + (1/24)ns’myni’ms - (1/6)nsmyni’ms -  (1/6)n.ms’ni® +
(1/8)m; m2 ‘m + (1/8)mi"mpy’ms  + (1/12)ni'ms®  + (1/12)mi'ms® -
(1/6)n, m3m1n3 - (1/12)n:%myn’m; + (1/6)n,°msnim; +  (1/24) ns’myny’my
+ (1/6)ns’mynmy + (1/24)ni’msn’my - (1/12)mi°my’® - (1/12)mi°ms’ -
(1/24)m2 msm; - (1/24)ms'mem; - (1/24)ns'mem; - (1/12)ni’menomins +
(1/3)n, m3n1mln3 - (1/12) nsmpniny’my - (2/3)ns’myninom; +
(1/4)n; m3n2mln3 - (1/12) n,msnins’my + (1/24) ny*msns’my +
(1/24)n,’myns’my + (1/6) n3’mynim,; - (1/12) n:’msns’m; + pi+
(1/3)m3m1 nznlmz - (l/3)m22n2m32n3 + (l/3)m22n22m32 + (1/3)m22m1n32m3
- (1/6)mi’nimy’ny - (2/3)ms"minomn; + (1/3)ms’minonsmy, 4
(1/6)m32m22n1n2 + (1/3) m3m22n12m1 - (2/3)m1n12m32m2 + (1/6)m12n1m32n2
- (1/6)m°n:"msm, - (2/3)ms"min,’m, - (1/6)ms’my°nin;  +
(1/3) m;’minsn,ms + (1/3) mnims”nsm, + (1/3)m;°nimsmyns +
(1/3 )m1n1m22n2m3 - (2/3)my’m’ns® + (1/3)m°ny’ms® - (1/6)msmy’nyns -
(1/3)m;’nims? n3 - (1/3)mi’nimy’n, - (1/6)my’mi’nsn, +  (1/3)memi“ns’ms
+ (1/3)msm;? nz m2 - (1/6)my’n’msm; - (1/6)ms’ns’mom; +  (1/6)msm;%n,?
+ (l/6)m3 m,’n;?] +  vu[+ (1/24)m5°myn, %2 - (1/3) nsmy’nimyms  +
(1/4)nsmy’nims - (1/12)ns’mp’ms - (1/6) noms’nimy” + (1/8) ns’mpy’mims +
(1/6)n, m32m22 - (1/12)n:"my’ms% + (1/24)n:’my°’ms + (1/8)n:’my°mims +
(1/6) n2m3nlml ’m, - (1/12) nyms’nym, + (1/3) nyms’nimym, +
(1/8)n, m3m1 mz - (1/24) n22m32m1m2 - (1/12) n22m33m2 - (l/24)m1m2m32n12
- (1/12)m1 m2nl “ms - (1/6) nsmynim;“ms + (1/8) ns’mym;°ms -
(1/6) nyms” nlml - (1/12)n’ms’my” + (1/6)m’ms™ny® - (1/12)n°my’m; +
(1/24)n5? m ml - (1/12)m:mpny? + (1/24)n’ms’mi +  (1/24)mi°msny? -
(1/12) n, m3m2 ml + (1/6) n2m3n1m22m1 - (1/12) n3m23n1m1 -
(1/12) m1 *myn,ns + (1/6)ms’myn,om;ns - (1/3) m;°mymsn,ns -
(1/6)m,? m3n2mln3 - (1/12) n,ms’nymy - (1/12) n3’mms?m; +
(1/6)n3m2n1m3 ml + (1/4)m’msnons + (1/24)m°myns? - (1/12)n°ms’my -
(

1/12)m1 msnsy ]
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K(2,6) = - (1/6)n,’msni® - (1/24)mi’my®ns - (1/12)n.*msns -
(1/24)n,°msn;° + (1/12)n3°men,? + (1/3)n’msnins + (1/24)n;%mon,’ns -
(1/24) ny’msnins? - (1/12) ny*msn;°ns - (1/12) ns’mynin, -
(7/24) n3’m,nin,? + (1/12) ms’m,%myns - (1/12)mim,’msns -
(1/12)m’my’msns + (1/3)n.°mens®n, - (1/12)ni menons — (1/6)mi°my’ns +
(1/12)ms’myns - (1/12)mp'msns + (1/12)mi°ms’ng + (1/24)mi’mpyns  +
(1/24)n:"mons - (5/24)ns°moni? + (1/8)nsmeni® - (1/12)mi’msns -
(1/12)n14m3n3 - (1/24)m’mm’ns + (1/3)mi°msmons +  (1/12)n:°msns’n,
- <1/12)nl msn,ns + (1/24)n'msn; + (1/12)n°mon,” + (1/12)m°my°n; +
(1/8)ms’my,°n; - (5/24)ms°my%n; +  (1/24)my*msn; +  (1/24)n3'myn;  +
(1/24)ms* mznl + (1/12)n:°msns? + (1/24)m°my’msn; - (1/12)mmy°msn; +
(1/3) mym,” m3 ng - (7/24) m;’myms”n, - (1/12)mimyms°n, + ni-
(1/6)mn;’my%ns + (1/3)msmny’mens + (1/6)msmi’ns’ns — (1/3)ms’min,?n;
- (1/2)m,’mins°n, - (1/3)mm;*nsnin, - (1/3)mm;%ns’n, +
(1/3) my’mins°n; + (1/6) mym;ns’msn, + (2/3) myminsn,msng +
(1/6)msm;’ni’ns - (1/2)ms’meminsn, + (1/3)ms’meni’n, - (1/2)mini’ms’n,
+ (1/3) ml2n1m3n2n3 + (1/6)mnims°nsn, - (1/2)msns’myming +
(1/6)m°n.’mons +  (1/3)momi’ns’n, - (1/3)mi%nimsns + (1/3)men,’ms®n;
+ (1/3)msns’my°n, - (1/6)msns’m,’n, - (1/3)myn,’msmin; -
(1/3)m°n,’msns +  (1/6)my%n,’msn; +  (1/6)ms’ns’men; -  (1/6)msmy’ni’n,
- (1/6)ms’myn;°ny  + (1/3)mn;’m,’n, + (1/3)mn;’ms°n;] + v[-
(1/12)m;“mynin,n; - (1/24)m;"myn,"ns - (1/3)ms°myni°n, -
(1/12)ms’mynin,ns + (1/12)ms’mon,°ns + (1/3)mmomsnin,ns -
(1/12) mimymsn,’ns - (1/6)my"msn;’n, + (1/3)my’msnynyns -
(1/6)my’msn,’ns + (1/24)n:’my’ns - (1/24)n,’ms’n, + (1/12)n33m22m1 -
(7/24)n’m,°n; + (1/12)n5’m,° - (1/6)n:’my’min; - (1/24)n,° m3n1m1 -
(1/3)ns"my’nim; + (1/12)n:’ms’n, - (1/24)ns’memi? + (3/4) ni’msmy’ns +
(1/3) ni°msmymins + (1/12) n,’msm;°ns + (1/12) nl2m2m1 ns -
(1/12) n,msnim;°ns + (1/8) ns’mynim;? - (1/6)n:°msm;°ns -
(5/24)ms’myni®ns + (1/12)n:°my° + (1/12)mi?mpny’ng, + (1/8)ms’monz?ng -
(1/12)mm,msn,’n; + (1/12)my’msn,’n; - (5/24) n3*my’msn; +
(1/12)ms’mons?ng - (1/12)mumemsns®ng + (1/24)n°my’ms - (7/24) ni myms?
+ (1/12)n:°ms® + (1/12)mi’msns®ng]

K(2,7) = + (1/3)n’msn, - (1/2)n’msnins +  (1/2)n:°msnyns  +
(1/12)m’ms’m,  +  (1/6)m’mp’ms  +  (1/3)m’mm,  +  (1/4)ms’my” -
(1/12)my'ms - (1/12)n,'ms + (1/12)mi*ms + (1/12)n:'ms + (1/3)m;’mems
- (5/6)mims’m,” - (1/6)m‘m, - (1/4)ms'm, - (1/6)my’m*  +
(1/12)m°ms* - (1/6)m'my -  (1/4)m’m® - (1/3)mnens®m,  +
(1/6)ni’nonsmy - = (1/6)no’nsmeny - (1/4)ns'm; + (1/6)mmp’ms -
(5/12)n:°ns’m; - (1/6)n2’mi’my  + (1/12>n22n32m2 - (2/3)npmsning®  +
(1/3)n2’msn; +  (1/4)n,’msns®  + ns’mpny; - (1/4)n’msns®  + pl-
(2/3)m’ni’m; - (2/3)m’nm; - (1/3)ms’ni’m - (1/3)mp’n’my -
(1/3)ms’mn,® - (1/3)my’mins? + (1/3)mnsmsmen; +  (1/3)msnimenom; +
(2/3)myn;’mims +  (2/3)m°nimsn, + (1/3)m°nsmsn, + (2/3)ms’nimin,
m;°ns’m, + (1/3)m,°nimins + 2myns’msm, + (2/3)ms°ninsm, +
(2/3)min’mms +  (1/3)my’minoms - (2/3)mp’nimsns - (4/3)ms’nsmin, -
(2/3)m’nymin; + (1/3)mp’namsn; - (1/3)m’namins - minims®ng
(1/3) m12n12m3 - MmiN3MyNoMms - m32m2n1n2 + m32n3m2n2] + L[+
(1/6)m°msn,ns +  (1/3)mi%n,msn; + (1/6)n%my’ms - (1/6) n2mamy?  +
(1/4)n5°my*ms - (2/3)n,ms’n; +  (1/6)m%mynons - (1/3)n;%m;m, +
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(5/12)n:’ms*m,  + (1 ’m, -
(1/12)n,’ms*m, - ((1/%?1;;; Tuz - (15%113211313%212 AR
(1/3)ns’mimyms - (1/3)n1nzr§21n + (1 N 2 P
(1/3)mims’n,n; + (1/3)m1mzr112m2 + (l(/é6)n22 o (1/8) s !
(2/3)m1m22n3n2n3 + Nnsm,nms’ ’ + (1/4))rr1112rr[1:13r3nl . (1/4)m1212n31’1332 _
(1/2)nsmy’nims +  (1/3) nomsnimy” - (1/6)n22m3%m13] A )
K(2,8) = - (1/4)m*m)y’ms® - 4
(1/24)m;* m3m2 - (l/é4)lm224nr1n33m + ((ll//284)ng mgml C
(1/24)m3 my’m; +  (1/8)ms’m,’m 1+ (1/4) " o 4 Qrenmem -
(1/6)n;°myn,ms  + (l/24)n32m2111 ‘my + (1n/2I€TS13nln3 m23 o /3] namny e -
(1/8)m1m3m2 + (l/8)m12m33ml ~ (1/24)n}r‘512r11m3 AL
(1/12)m,’ m3 - (1/24)m13m22n21 - (1/12)m3 s CoGmne -
(1/6)n:"my’ns +  (1/12)n:"m,” ~ (1/12 3)m§ I L
(1/12)ni%msnsm; + (1/24)n;%msny’m;  + ()ln}llré13 4_ 2<l/l2)n12m3n3m1n2 !
+ (1/24) n,’msn;’m, - (1/12);2mn e (1/123)H22m3n32m2
(1/12)n’mon’m; + (1/6)n, msnim +2 (31/351421nl 2 ' 2 (176) 0 homi2s !
- (1/24)n3*mom; + (1/4)n12mnmn e (21/6)n33m2ﬂ2m1
(1/12)n3m2n1n22m1 + (1/3)n321mr21r21n11 - (215 ne manmyns K
(1/24)n,? msn my o+ (l/24)n2mr212lm2 l + (l/l32)n2m3n1n32ml !
(1/6)m*nims’n, + (1/3)m1n12m321m 2—3 (11/6) z (%/6)% e om o
+ (1/3)m3 Nn3m,m;ny + (1/32)mnm2n L (2/23)m3n32m22m1
(1/6)m,” nzmg nl + (1/3)myn,’ms’m i 3(?L/éml z J; (/e e .
- (1/3)my” n2m3 1 + (l/3)m32n32rr112 - (1/)3mZ mrn, Goim
+ (1/6)my’m;°ns? - (2/3)m22m1n3m32n + (1/6)m12nﬂ23 o 2m e
- (2/3) msmy?n;%my + (l/3)m1m n,? N 21/6)m32m22n12
(1/3)m°nimy’n, + (l/3)m3m22nnm3-ll— 2(1m/23 -; 2 (21/3)m1 s
+ (1/3)ms’myninsm; + (i/23)1m2m ’ns’m I r_n ey (1/26)2m22m12n3n2
(1/3)m n1m2m3n3] + L[+ (1/24)IT113IT31 32 I, an o :
(1/12)n:’my’ms? - (1/6) nomsnimi’m, + (31/2;)l g (172810, e
+ (1/8) n,’msm;’m, + (1/8) n,’ms’m et i - (1/3) nan s
(1/12)m’mynyms - (1/12) ny’ms’m 2— 3(11/r§22 ;r 2(1/8)mlm2m32n12 .
- (1/6) nsmy’nims? + (l/:;)rzlmznm e
(1/24)n;’my’mims - (1/6)n3m22nm23f (11/1H613 2+2 2(1/6)n2m3n1m22m1 _
(1/12)ns'my’mi” + (1/24)n32m231}nl+ (1/6 AN 2l
(1/24)m;’msn,” + (1/6)m12m3n3m21n - (1/)123 o (o) o
- (l/l2)m23m3n32 + (1/241)m3mn2 Ttz b <lé24)n22m33m1
(1/6)nsmynims’m; — (1/12)n,ms’nim 2— 3(i/lZ . 2 3<l/l2)m2 oym p
- (1/12)n2 2mam,2m, + (1/4)I1n3mr1r1 e (21/12)m13m2n22
(1/3)m; m2m3n2n3 + (1/6)m2m111 o i (L7E) s Janaiing R
1720y momd] 2 M3NoMiN3 - (1/12) ny’myms°my +
K(2,9) = - (5/24)n,’msn,? 2 3
(1/12)n;* mzl’lz - (1/1)2)2n34inr;2 +- ((11//81)2n2 m43f11 L
(1/12)m,’ms’n, + (1/24)n:"msn, - (1/12 )3ml A e S
(7/24)n,’msnins® + (1/3)n,°msni’ns + (1)/r312 e g e
- (1/12) ni’myns®n, - (1/123)n3mn e <1/224)n32m2n1n22
(1/12)ms’momin, - (1/24)my’msm;°n Ji (2151'1132 ; 2 (1/12)m, men . i
+ (1/12)m’ms’n, - (1/6)n33m2r11122— (1/24)mz2m3 5 ", e
(1/12)n:’msnons - (1/24)mi’ms®n, + s e " (L/2a)m, mn e
°n, (1/24)m;*msn, - (1/6)mi"ms’n, +

4
&;g;lI)nn; m3n, + (1/12)n134m2n22 + (1/12)m*m,°n; - (5/24)ms’m,’n; +
(1/12);H31;n12+ (1/24)m22m32nl + (1/24)n5*myn;  + (1/24)r113341r12r11 +
1"msns” - (7/24)mi mp msng; - (1/12)m1m23m3n1 + (1/3)m1m52£32n
1
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+ (l/24)m12m2m32n1 - (1/12)mimoms°n;  + pni- (1/2)mn,’my°ny  +
(1/6)m3m1n2 myns - (1/3)msm;°n,%ns + (1/3)ms’min,’n; +
(1/3)mym;? nn:n; + (1/6)mym;°ns’n, - (1/3)my’mins’n; +
(1/3)mymins’msn, + (2/3)myminsn,msn; + (1/3)msmy’ni°ns +
(1/6)ms m2n12n2 + (1/6)my’minsn,n; - (1/2)my’n,msnsn, +
(1/3)msm;°n, nl + (1/6)m’ni’msn, - (1/3)mini’myn, +  (1/3)meny’msnsg
- (1/3)mns’mpn, - (1/2)m’mun’ns - (1/6)ming’ms’n, -
(1/3)m°nimsn,ns - (1/3)msnsmymin; - (1/6)mn,’ms°n, +
(1/3)msns’my’n; - (1/2)meny’msmyn; +  (1/6)my°nymsny + (1/6) msnsmyn;
- (1/6)msm,*ni°n, - (1/6)ms’myn;°ny  + (1/3)min’my’n,  +
(1/3)min;’ms®ns] + v+ (1/12)mi’myns,®n; + (1/12)n,°m5° -
(1/12)m;%m,n n,ns + (3/4)ms5’myn;%n, + (1/3)ms’mynqn,ns +
(1/3)mmomsnin,ns - (5/24) m,’m3n;°n, - (1/12) my’msnin,ns +
(1/12)n:’my’ns - (7/24)n°ms’ny - (1/24)ns’my’n; - (1/3)n.’msnim;, -
(1/24)n,°msm,® + (1/12)n°ms’m; - (1/6)ms’mons®n, +  (1/3) mumemsni®n, -
(1/12)mm,msns’n, + (1/12)m,’msnsn, + (1/8) n,’msnim;? +
(1/12)m;%msn,°n, + (1/24)n,°m5°n, - (1/3)n:°msmy’ns -
(1/12) n,msnim;°ns - (1/24) ns’mynim;? - (1/6)n:’ms’min, -
(1/6)ms’myn;i’ns - (1/24)m;"msns’n, - (1/6)mi°myni°n, +
(1/12)m:’myns®n, + (1/12)n:°my° - (5/24)ms’mons?n, - (1/12) mimemsn, n;g
+ (1/12)my’msn,’n; + (1/8) ns’my’msn, + (1/12)ms’myns’n; -
(1/12)mimymsns®ng, - (7/24)n:°my’ms + (1/24)n:°myms® + (1/12)n:°ms° +
(1/12)m12m3n32n1]

K(3,3) = + (1/12)m"'n,® + (1/6)mi’ns’my -  (1/12)mi’nsn,  +
(1/12)n2 n3 +  (3/4)m’my’ns® - (1/2)mmy’ns®  + (1/6)mi°ny’ms -
(1/6)n, n3 +  (1/12)n’ms*  +  (3/4)m’ms’n? - (1/2)mimsn.? +
(1/12)ns’my,* + (1/12)n,'ns® + (1/2)mimensnyms® - (4/3)my°msn,mpns  +
(1/2)m1m3n2n3m2 - (1/12)n:'nons + (1/12)m*ns® - (1/6)n:°n.’ns +
(1/12) n;? n2 n3 - (1/6)n:’ns’n, + (1/12)n:°ns’n, +  (1/6)n.°nsn,® -
(1/6)nsmy’noms® - (1/3)mi°nomens + (1/12)mi%nonsme? + (1/12)mi’n,? -
(1/3)m;°nsmsn, + (1/12)m;%nsn,ms? + (1/12)n:n5? + -
(4/3)n12n3m2n2m3 + m2n3n22n1m3 - m22n32n2n1 - m32n22n3n1 + m3n2n32n1m2
(2/3)msnz’ns’m; - (1/3)mi’noni®ns - (1/3)mi’n’nins + (1/3)mi’ni’ns® -
(1/3)n2n32m12n1 + (1/3)n22n32m12 - (2/3)m1n2n12n3m2 + (1/3)m1n22n12m3
+ (1/3)mn,’ninsm, - (2/3)mn;’nsnoms + (1/3)mn;°ns’m, +
(1/3)mnins’msn, + (1/3)m%n,%n.? + (5/6)n:°n’ms? + (5/6) n;°ns’m,? +
(1/3 )mfnfnf +  (1/3)m’n’ns®]l + 0 vl- (1/3)ni’nsmimpn,
(1/6)m’n,%nsn; - (1/6)m°ns’no,n; - (1/6)ni°nsmi’n, + (1/12)n;°n,nsm,?
+ l/2)mlm2n3 n2 + (1/12)n,n3°mp? +  (1/3)mmsn,’nan; - (1/6)n,°nsms®
+ 1/6)n2 03 my? + (1/6)ns’my’n,® - (1/6)nsmy’n, - (1/12)n:°ny’ms° +
(1/12)m;%n,°n; - (1/6)m;%n,%ns® + (1/6)m°n.%ni? - (1/12)n:%ns’m,° +
(1/12)n,? n3n2m3 + (1/2)n,°nymms — (1/2)n.%ns’mms +  (1/6) ni°ns’mym,
- (1/2) n2 n3 “mym, + (1/6)n:°n,’mims - (1/3) nynsn;’mims +
(1/6)m°ns’ni? + (1/3) nonsmpmyn; ]

K(3,4) = + (1/12)n,’n5® +  (1/4)n,°ns® - (1/12)n,n3*  +

(1/4)n,ms’m,> - (1/4)n'ns - (1/4)m’n,my®  +  (1/12)n:*n, -
(1/4)n:%n,>  +  (1/12)n:%nsn,® +  (1/6)n:°ns’n, +  (1/3)n,°nsn; -
(5/6)n,°n3°n;  +  (1/3)mms’n, +  (1/3)m;°msn, +  (1/12) namy’ms? -
(5/12) naym,m;? +  mmyn; + (1/6)n,n3°n; + (1/12)m;*n, -
(1/2) m1m32n2m2 - (2/3) m1m3n2m22 - (1/3) m1m22n3m3 + (1/2) m12n2m2m3 -
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(1/12)n,ms* - (1/4)nsmy* - (1/6)mi’nsms®  +  (1/6)mi°nsmems -
(1/6)m14n3 - (l/6)m1m2n3m32 - (1/6) n12n33 + (1/3) n2n3n13 - (1/6) n14n3
+  pl- (1/3)nmins’m’® - (4/3)mn’mam; + (1/3)miminsmsn, 4
(2/3)miny’nims + (1/3)mnins’m, - mn,’nim, + 2n;nsm,°n, - ninsmymsn, -
(2/3)n,ns’mm, - n)’nymms + (2/3)n,°nsmim, - (1/3)ms%n,%n;  +
(1/3)mnnsmen, + (2/3)nynsm’n; + (1/3)n,ns?mms — (1/3)nins’moms +
(1/3)n;°n,msm,  + (2/3)nin,ms’ny - my’nsn,® - (1/3)ms°nyns? +
(2/3)n;°n,msm; - (1/3)n,’nsm? + (1/3)m;°nyn;®  +  mynsny’ms +
(1/3)mns’n,ms - (2/3)ninsmy”® - (2/3)mi’ni’ns - (2/3)minns’ms]  +
v+ (1/12)n’my® - (1/6)mmns® - (1/6)n,’nims® + (1/4)n,’ms® -
(1/4)m°n,® —  (2/3)nynsnimems +  (1/3)n,nsnm? - (1/2)n,°nsm,?  +
(1/4)n,n3°m,> - (1/4)n:’n,my,> + (1/6)n.%n,moms + (1/6)n;°nsmeyms +
(1/12)n,%nsms?  +  nylnsmm,  + (5/12)no?nsmi? 4+ (1/6)n,nsnms®  +
(1/3)n,nsnmy?> -  nonsnpmm, - (1/2)nons’mm,  + (1/6)n,ns’m? -
(1/6)n,ns’ms>  +  (1/6)n:°nomi® - (1/3)mimsn,’ns - (2/3)mmsn,’ -
(1/6)m°ns>  +  (1/3)mmsn,’n; - (1/3)mi°nsni? - (1/6)n:°nsmy’®  +
(1/3)mmsnyns® + (1/4)n°nsmy” + (1/3)mimsnyn;”]

K(3,5) = + (1/24)nsm)’m; + (1/12)n.°ns’ms -  (5/24)n,°ns’my  +
(1/24)n,* Jnainy - (1/12)n,nsm; - (1/12)n,°nsnim; + (1/3)n,°ns’nim; +
(1/12)n,%n5° nimy - (1/12)n,°nsn’ms - (1/12)n,°nsnims - (1/24)n;°n,’ms
+ (1/8) nz ns’my - (7/24) nyms’mym,” + (1/3)m;’ms*n,m, -
(1/12)m;°m,? nam + (1/24) n:°n,*nsmy - (1/12) n,ms’mim, +
(1/24)mi*n,m, m3 - (1/12)m’nomems +  (1/3)nsmy’mims + (1/12)mi nom,?
+ (1/12)n2m3 m> - (1/6)m’my’ns + (1/12)n:°n,’m; - (1/6)n;°n,’ms +
(1/8)my n2m3 - (1/12)n,ns°nimy + (1/24)n,ns'mp - (1/24)n,ns?ni’ms +
(1/3)n,n3n;°ms - (7/24)n:%n,mins® + (1/24)n;n,ms + (1/24) n,my'my
(1/12)n,* nams (1/12)n:’ns’m; + (1/12)m°nsms? = (1/12)mi*nsms
(5/24)m’msn, - (1/24)mi°nsmy® - (1/12)mmpnsms + (1/12) my’mgnsms?
+  (1/24)mi*noms - (1/24)nsm’mims® - (1/12)nsmp'ms + u[-
(1/2) nin,’ms’m, + (1/3)m,°ns’n,m; - (1/2)myns’n,mims +
(1/6)ms°n,nsmyn; - (1/6)ms’n,%nsm; + (1/6)ms’n,ns’m; +
(1/3)my°nsn,msn; + (1/6)my°nsn,’m; - (1/2)nin,ms’min; -
(1/6) nns’mi’ms + (1/3)ni%noms’my + (1/6)m°noni’ms +  (1/6) nins’mymims
- (1/3)m;°ni%nsm; + (1/3)m;°nins’m; - (1/6)m;°n,nims -
(1/3)mn,n;’myms + (1/3)mi°n’nim, + (1/3)nin’ms’m; - (1/3)n;°n,msm,
+ (1/6) n;°nsm,%ms - (1/3) ninsmy’min; - (1/2)m°nins’m, +
(1/6) ny’nsm;’ms + (2/3) nynsmimymsng - (1/6) ny’nsm;’m, +
(1/3) n2n32m12m2 - (1/3) n11’132H122ml + (l/3)m1n12n3m2m3 - (1/3) m22n3n22m3
+ (1/3)ms°n,°nsm, ] + v[+ (3/4)m;’msn,’ny - (1/3)mms’n,%n; -
(1/3)m°mons’n, + (1/12)n,°ms°n; - (5/24)n’ms’nsmy - (1/6)mi°n,’nims
- (1/6)m12m2n3n22 + (1/12)n%nsmm,® + (1/12)mi°ny° + (1/3) n,’nsmimoms
+ (1/12) nz ’m;° - (1/12) nin,mimyms + (1/12) ni*n,mim,? +
(1/12) n2n3 ’m, m3 - (1/12) n,ns’mymoms - (1/24)n;%n,my’ms +
(1/8) nons’mm,” - (1/12) nynsnim,°ms + (1/3) nznsnimimyms -
(1/12) nzngnlmlmg - (1/6)ny’namy’ms + (1/24)mi’ny,’ms + (1/24)m;°n,’ns
- (7/24) n,°ms’m; + (1/3)m;°nsnin,ms + (1/12)n3my,°n;’ms +
(1/12) n,ms’mins® + (1/8)mims’n,ni® - (5/24)m°msn,ns® - (1/24)n,ms’n;?
+ (1/12) ml ‘n,ni’ms - (1/12)mim,nsn;’ms - (1/24)n5’m’m; -
(7/24)m,’ n2n3 + (1/12)m:’myns® + (1/12)mins® - (1/6)ni’nsmi’ms  +
(1/12)n:’nsmims® - (1/24)n°nsmim,” - (1/12) npnsnimims?)
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K(3, 6)

+

1/4 m1 m2 n3
1/24) n1m3 n;
1/4 m1 n3m2m3n1
1/12) n, n3
(1/24) m’ms’nyn,
1/8)n;°n,’n; +
1/8)n:°ns’n,
1/24)m;’ms°n,n, -

+

2/3) mlm3 nzmznl
1/24 ) ml n2n3m2

_.|_

1/24)m1 n3n2m3
1/6 m3n1 ns m2

/3) m3n22n32m2
/3)non; m121’11
(1

/6)1n,°ns ml

/3)minin;’msn,
/6) ny,’n3’mim,
/3) my"ns’n,’]
/12) m12n33n1

+

)n2n3 n1m2 24
1/3 m1m3n2 nsn,

1/12) ns m2 DQ
1/24) nl Sn,ms?
1/6)n,° n3m2m3nl
1/6)n,n; m2m3nl

_.|_

+
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(
(
+
(
(
(
N
(
(
(
(
(1
(2
+
+
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(1/24)n5’m’n; -
(1/6)ny’nsmmyn; +

K(3,7)
1 /12) n2m32m22
1/6)n,°n,’
5/6) n,’ns’n,
5/12)m;°nyms®

+

(1/24) nsmy nlm32

(2/3 mz 1’13 npn,

(1/3)mn,’nynsm,

n
(1/24)n;°nsm,”
(l/24)m12n32n2n1
(1/8) n12n2n3m22
(1/24)niny’ms”
(1/12)n:°nsmy?
(1/12) ni*ns’my?

(1/6) ny’ns’mm,

(1/8) n22n33n1

(1/6) mm,’ns”

(1/12)m1m2n3n1m32
(1/3) mimy°nsmsn;  +
(1/12)m1m2n3n2m32
(1/6) nyms’
(1/8)n:"ny’n;s
(1/24)nins"n,
(1/24)nsmy*n; -

+

(1/
(1/12)

_.|_

+

)
L[+ (1/
)

(1/1

(1/12)

(1/4)n,°nsymims
(1/12) nin;’myms
(1/12) ny’nom,”
(1/3)n,ns’mimon; -

(1/4)n,°n3’
(1/12)n,'ns

(1/6) 11121131122
(1/3)m;°myns

(1/3)mim,°n;

(1/6)m; nsmsn,
(1/24)n,’ns*n; +
(1/3) m32n121’131’12
(1/3) m32n221’131’11
(1/6)m;°nyny°ny +
(1/3)msn;*ns’my
(1/6)men;°n,’
(1/3>m1n12n3n2m3
(2/3) n2n3 ‘minim,
(1/3)mn,’mn,?

(1/6) m13n32m2
(1/12)n:°n5°
_.|_

(l/3)m12m3n2m2n3

(1/24)n:"n,ns
(1/24)nmn,'n; -

(1/4)n,°ns’n?  +
(1/12) nsmy°noms?

12)m;’m,%n,n;
m1m22n2m3n1

+
mpng

+ (
(1/12)n;%ns?
(l/6)m32n1n32n2

+ (1

(1/3)mn,n;*nsm,
(1/3)my"n;"nyn;
_I_

_I_

ms +

(2/3) n:"ny’ms’
6) N1 nsmimyn, +

(1/3) n,nsni’myms
2) n3m22n1n22

(1/12) n23n3m32
+ (1/24)m’n,’ns
+ (1/4)n;’nsmoms

nins’n,ms’ +

(1/12)n;°n,mom;

+ (1

(1/6) nynsn;’mims

+

(1/12) n,°n5?
(1/6)m;°n,m,?
(1/12) n12n32n2
mims°n,
(1/3)n,nsn;°

_I_

1/6)m°n, + (1/3)mms’n,m, + (1/6)mmsn,m,® +
1/6)m’nomoms  +  (1/4)n.ms®  +  (1/12)nsm,*  +
1/2)m%nsmoms = (1/12)mi*ns  + (2/3) mumynsms?
1/12)n:*ns + pl+ (1/3)ninsmy® + (1/3)nin.’msm, -
- (2/3)mnns’m; + (2/3)min’nim, -

1N3MeM3Ny +
2/3)ms’n;’n,
2/3) nyns’mims

+
) —
1/3)my’nsn,?
1/3)n;na’m” -
1/4)ns’my)*  +
1/6)min,®> +
2/3) npnsnimyms

(
(
(
(
(
(
(
(
(1/3)min,’nims
n
(
(
(
(
(
(
(

n2n32m1m2

(1/3)ms’ny’ny
(2/3) n;*nsmomy
+ m32n2n32

_I_

+ (2/3)

(1/3) n;’nsmyms
(2/3) mlmzl’133
(1/6)ns’my’n;
(1/6) n2n3n1m22

(2/3)n’nsmim; - —

(1/3)mininsmen,

+  (4/3)nins’moms

m12n2n12

(1/3)m;°ni°n;

(1/12)n,°m5?
(1/3)m1m2n32n1
(1/6) n22n3m22

+

_.|_

(l/ 6) m1m23n3n1 +

(1/3)mi°ny*ning +

(1/12)mm,ns’n, +
_.|_

(1/24)m;*nsn,
(1/12)ny°n5°

(1/24) m12n3n1m22

(1/12) ns’m,*
+
+ (1/12)m“ny?
(1/24)n’ns’n,
(1/6)mnims’n,
(1/6) nsmy’msn;
1/6)m; nomyns

( 1 / 12 ) m12m2n2n1m3
(1/12)n:’n,’

_|_
/3)m3n2n321’11m2
(l/3)m12n12n32

(1/6) mn;*ns’m,
(1/6)n,’ns’mims
(1/6)n;°ns’m,%+
(1/8)mi°n,*n3n;
(1/12)m1m2n33n1
(1/12)n:°nsm;°n,

+

(1/24)n,n5°m;?
(1/6) n32TT122DQ2
(1/12)m;%n,’ns?
(1/8) n,’n3n,ms?

(1/8) ny’nsnyms?
(1/6)n:°ns’mm,

2
/6) nynsmynims
+

(1/12)m;°n,°n; ]

(1/4) nyns*
(1/6)n:'n,
(1/6) n23n3n1
(1/4) nsm;’ms’
(1/3) n2n33n1
(1/2) mimy°nsms
(1/4) m12n3m32
(1/4)n,°ns’
(1/3)mninsmsn,
(2/3)ninsm,’n,
(1/3) n,’nsmim,
(2/3)n,nsmi°n;
2n;n,ms°ns

_I_
+

+

(1/3)myn3ny ms — myns’noms
+ V[

m1n1n32m3]

(1/4) n;°nyms?
Nonsngmpms

( 1/ 12 ) n2n32m22

_.|_

( 1 / 4 ) m1m3n2n3m

(1/6)m;°ns’n,’

o+ +

+
+
_|._

(1/12)m;%nsnims?

_I_
+

+ ul-
(1/3)m2n3n22n1m3

(1/6)min,’n;’ms
(1/6)my°nin,’n;

+
_I_

+
+

I+ + 4+ +

+ +

+ +

+
+
+
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(1/6)n:"nomy” - (1/6)ni"nomems - (1/6)n°nsmems - (1/3) ny°nsmm,
(1/4)ny’nsms® - (1/3)n’nsmm, - (1/6)nx"nsmy® - (1/3)npnsnims® -
(1/3)nnsnimy® + (1/3)npns®mm,; - (5/12)nons®m® + (1/2) nonsms® +
(1/3)n;’n,m;®>  +  (1/2)mmsn,®ns  +  (1/6)mmsn,°  +  (1/4)m°ns® -
(1/6)m;°nsny? + (1/4)n:°nsms® - mymsnyns’]

K(3,8) = + (1/24)nm’'m;y + (1/8)n.’ns’my + (1/24)n,'nsmy

(1/12)n°nsnim; + (1/3)n.%ns’nimy - (5/24)n,°ns%m; - (1/24) noms’mm,?
- (1/12)m;%msn,m, + (1/3)m;°my’nsm; - (7/24)n:°n,’nsm; +
(1/3)n,ms’mim, + (1/12)mi’nomy’ms - (1/12)mi°nomems - (1/12) nsmy’mims
+ (1/12)m°nomy? - (5/24)m°my°ns + (1/12)n%n,’m; - (1/24)m;°n,ms° -
(1/12)n,ns’nim; + (1/24)n,ns*m; + (1/24)n:°n,mins® + (1/24)n,ms'm; +
(
(

1/12)n°ns’my + (1/12)mi°nsms® - (1/6)mi°ms’n, +  (1/8)mi°nsmy’® -
1/12)m°mensms + (1/24)m°monsms? - (7/24) nsmp’mims® + (1/3)n;°nonsm,
(1/12) nons’ni’m, - (1/12)n,ns'm, + (1/12)n,°ns’my, +  (1/12) nam,’ms?
- (1/12)noms'm, + (1/24)n.*nsm, - (1/6)n:°ns’m, - (1/24)n:°ns’m, +
(1/24)m;*nsmy, - (1/12)nons’nim, + (1/12)n,%ns’nim, - (1/24) n,°nsmen;?
- (1/12)n1*n,m, - (1/12)my*n,m,  + upl- (1/6)my’ns’nom; +
(1/3)ms’n,nsmyn; + (1/3)ms%n,%nsm; + (1/6)ms’n,ns’m; -
(1/2)mynsn,?myms + (1/6)my’nsn,msn; + (1/6)m,°nsn,’m; -
(1/3)minms’mins - (1/6)nonsmms + (1/3)mi’ninsms - (1/2)mi’ny’nims
+ (1/3)min,n;myms + (1/3)m;°ny’nim, - (1/3) nin,’ms’m; +
(1/6) n;’n,msm, + (1/6) nin,’msmim, - (1/3) n;’nsmy’ms -
(1/2) ninsmy’min, - (1/6)mi’nins’my + (1/3) n;’nsm;’ms +
(2/3) nynsmymymsng - (1/6) ny’nsm;’m, + (1/6) nyns’my’m, +
(1/3)nns’m’my - (1/3)mn;°nsmems + (1/6)m;%n;%nsm, — (1/2)n;ns’my’ms
- (1/3)ms’nyns’m, + (1/3)my’ns’n,ms - (1/3)m;’nyn;’m, +
(1/3) n;°nsmy’m; ] + - (1/3)m°msn,°ns + (3/4)m’myns?n, +
(1/8)n’ms’nsm; - (5/24)mi°monsny? + (1/12) nonsmm? + (1/12)mi°n,° -
(1/12) n,*nsmym,ms - (1/12)ninymimems - + (1/12) ny?nymim,? +
(1/3) n,ns’mymoms - (5/24) n,ns’mym,? + (1/3)n,nsnimmoms -
(1/12)n,nsnimim,® + (1/12)mi%n’ms - (7/24)m;°ny’ns - (1/24)n,°ms’my
+ (1/12) n,ms°myns? - (1/24)mims°n,n;? - (1/6)m;°msn,ns? -
(1/12)mmonsnims - (7/24)n3°my’m; + (1/24)m;°nons? + (1/24)m;°myns°
+ (1/12)m;°n5® + (1/12) n,%nsmyms? + (1/8)n:°nsmim,? -
(1/12) nynsnimims® + (1/12) ny’nsms’m, - (1/6) n,ms’myns° -
(1/24)n,°nsms’m, + (1/12)n5°my° + (1/12)m%nsmony® - (1/6)mi°ns’nim, +
(1/12)ns’my’n; - (1/24)nsmy’ni? + (1/12)ni°noms’m, - (1/12)n,nsnims®m,
- (1/6)m12n2m2n12 + (1/3)m12n2n1n3m2 - (1/3)m1m22n32n1]
K(3,9) = + (1/12)n:*n,* - (1/12)n:°n,® + (1/6)mms’n,n, -
(1/24)n:*nsn, + (1/24)nsmpy’nims® + (1/24)mi°nonims® - (1/24)n.*nsng +
(1/12)n.*ns* - (1/12)n.°ns® - (1/24)n.ns'ng - (1/12)n:°ns’® -
(1/24)n,ms'n, - (1/12)mmensnims®> + (1/8)n;°ns’n, - (1/12)m’n,nim,’
+ (1/8)n;°ns’n, - (1/4)n;°n,%ns? - (1/12)mi°nsnims? -
(1/12)m;%nsmomsn; + (1/24)m;%nsn,ms? + (1/6)mi°nsmsn, - (1/24)m;*nsn,
+ (1/24)m°nsnimy”> + (1/8)n:°ny’ns + (1/8)n,°ns’n; - (1/24)n,°ns’n; -
(1/24)n:°n,’ny - (1/6)n’ms’my -  (1/6)mi°n.’ms - (1/4)mi’n,’my? -
(1/24)nsmy*n;  +  (1/12)n’ms* +  (1/12)mi*n,® +  (1/6)mm,°nsn; -
(1/6)m13m2n3n2 - (l/6)n2m33m2n1 + (1/24)n2m32n1m22 + (1/6)n3m23m3n1 -
(1/12) nsmy’n,ms? + (1/24)nsmy’m;°n, - (2/3) mm,’nsmsn; +
(1/4) mymynsn,ms> + (1/3) m;°mynsmsn, + (1/3) mms’n,m,n; -
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2/3)n;°n; m2

(
(
(
(
(1
(2
(1

1/6

(
+
(
+
(1/1
(1/3
_I_

(
(
(

1 / 12 ) m1m3n2n1m2

1/3)m3n2n3 nlmz
1/6)msn,’ns; ml
(2/3)m;°n,’nin;

(1/6) m32n2n32n1]
)m1m2n3n1n22
(1/24)m,’

1/3)mimyns’nin, +

(1/8) ni°n,nsms?

2)m1m2n3 n,

)n,” n2n3m2m3 +
(1/6)n;*nsmmsn;
(1/6) ny’ns’myms +
(1/12) n°nsms?

1 /12) n12n22m32

+ (1/6)n,*ns’m?

+

/6)mns’ny,’m; +  (1/6)n;"ny’ms’

/3) nin,’ms’n; (1/6)mi°n,°n3n,
(1/6)mn;’ns’m, +

/3)mpns’ny’ms + (1/3) ny’noms’ng

+ vl[-
+
n33n2

_I_

_I_

(1/12) nam,’mimsn,
+
(2/3)msn,’nsmin,
(1/3)n)’nsmy’n,
(1/6)my’nsn,’n;
(1/3)msn,’nsmyn; +
(1/3)mini°nsnoms +

+

(1/3)mn;ns’msn,
(1/6) n;°ns’moms
(1/12) n33m22n2
(l/4)m1m2n33n2
(1/12)m1m3n23n1
(1/6) m1m31’121’111’132
(1/12) n,ns’nyms?
(1/12)my’nsn;’n,
(1/12)ny°nsms”
(1/12) n:’nom,”
(1/4)n’nympms -
(1/6) n,"ns"ms”

(1/6) n,’nsmymsn; -
(1/24)n;°nsm,”
(1/8) n,ns’nim,”
(1/24)n,°nsm,?
(1/12)n,’nsmims

_.|_
(1/3)m;’n,’n,?
+

+

_I_
+

+

_.|_

+

_I_
_I_

(1/4)m;°nymymsn;

_I_
(1/6) n:°n,’msm,

(1/6) n:°n,’msm;

(1/3)mn,’n;’m,

+

(1/3)my;’ns’n,n;

(1/3)ms”n,’ns’

(1/3)monsny’min,

(

(1/6) m1m2n3n12n2

1 / 3 ) n1n22n3m1m3

(1/24) n,°ms’n,

(1/12)m12n33n1 +

(1/24) n;’nyms?

(1/6) nyns’mymsn;

_I_

(1/12) n,%nsm;?

(1/12) 1122113111“122

1/24) nin,’nsms’ + (1/8) n;°nynsm,” - (1/24)nin,°nsm;°
1/24)n5’my’ny]

K(4,4) = + (1/3)ns* + n,* + (2/3)n’ns? + m? + (1/3)ms"
(1/3) ml‘* (2/3)ms’m, (2/3)m’m; - (2/3)m;’ms (2/3)m;’m,
(2/3)m’ms* + (2/3)m’my® - (2/3)ni’n, + (2/3)nmi’ns® + (1/3)n;?
(2/3)n 3 - (2/3)nn5° (2/3)n2°’n1 + (2/3)n.*ni? +  (2/3)my’ms?
(2/3)n2n3n1 + (4/3)n,’nsn; - (2/3)nin,ns? - (2/3)ms’mim,
(2/3)m’mms  +  (4/3)mm’ms + pl- (4/3)men’my (4/3)m;"non,
(4/3)m,° n2n3 - (4/3)mun,’ms  + (4/3)mpnsmn, + (4/3)m;°n,?
(4/3)m’n:*  +  (4/3)msnpmen; - (4/3)mini’m; - (4/3)miming
(4/3)mimmens - (4/3)mimimsn; - (4/3)msns’m; - (4/3)ms’nang
(4/3)m3n3m1n2 - (4/3)msnsmpn; + (4/3)msns®  + (8/3)mynimsns
(4/3)m°n.? + 4m’ny® + (4/3)ms’ny® + (4/3)mp’nsn; + (4/3)msn’mg
(4/3)m;"ns"] + v+ (8/3)mymsn;n; (2/3)my’nyns - (2/3)memsng”
(2/3) mymsn,? + (2/3)ms’ns? (2/3)m;°nin, - (2/3)ms’nin,
(8/3)mmynin, - (2/3)m32n2n3 - (2/3)m1m2n12 - (2/3)m1m2n32
(4/3)m1m2n2n3 - (2/3)m’n,ns = (2/3)m%n,® + (4/3)mumsnin,
(2/3)m2m31’13 - (2/3)m’min, - (2/3)mmn,’ - (2/3)my’ns’
(2/3)m,°n;? + 2m,’n,? - (2/3)msn,? + (2/3)ms’ni? + (2/3)mi’ns’
(2/3)m,*n,?]

K(4,5) = - (1/3)nin,’nsm (1/3)n,%nsnm;  +  (1/12)m;%m,’ms
5/12)n,’ns’m; - (1/3)n.°nim; (1/12)my°ms’m;  +  (5/12) ni°n,’ms
1/3)nin’ms - (1/4)my’my (1/12)m;°my,? - (1/12)ms’m,”
1/2)ns°nin,ms +  (1/2)n:%nonsmy + (1/12)n°min,® - (1/12)ns’msn,?®

1/4)myms +

1/6)m;*m; +
1/6)n;"m;
m12n1m2n3

(1/3)m;"nsmsn;

(
(
(
(
+
(
(

(1/6) n1D2mln32

(1/6)m2m33m1 -

(1/6)ms’m;”
(1/6)ns'm;

(l/3)m12n1m3n2
+ (1/3)ms’nmyn;

(1/4) n24m1 +
(2/3)ni’nom;
(1/6)ms"m; -

(l/6)n12m1n32

+

+
(4/3)m1n12m2m3
+ (1/3)ms’nsmin,

_|_

(1/4)n'ms -
(2/3) nyns’m;
(1/6)m’°ms?

pi+

+

(1/6)m; myms
(1/6) ns’n;’ms
(4/3)m3n32m1m2
(l/3)m12n1m2n2
(2/3)my’nmin;

pni-

+
+

(1/3)mn,n;’nsm,

(1/3)m;°nins’n,

(1/3)mn;’ns"ms

_I_

(1/12 ) m12n231’11

(1/8)m121’132n1n2

(1/12) n;°nsm,ms
(1/6) n,°n,"m,”
(1/6) n1°ny’mims

+

_I_

_I_

(1/6)nzn3n; ms

+

+
+
_.|_
+
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(2/3)m22n2m3n1 —

(1/3)my*nimyn - 2
(2/3)m22D12m3 _ mzznzzm 1_1 3 (12/3)2m1 nomons — m32r13m2r11 n
(1/3)m’n, ms - (1/3) Ju (2/3)my*n3y'my - (1/3) ms2n,2
(1/3)m12n2m3n3 ~ 2m3 1’12m211’112 + (2/3)m32n3mlnl _ (2/3)m32 2 My +
(1/3) menmn (2/3)ms°ns“m;  + (2/3)m’n,’ms 4 12n112n3n3 +
(1/3)mj2mznzn2] : U[; (1/3)m2£n32n1n2 - nonsmpmpm; - (1/3)m2 ne -
(1/12)n12mlm2§ _ (i/lg))ilfzhm; m; + ninpmimpmz - (1/4)22rzlr;m21;nz J_r

m 1

(1/2)ms’mn, + (1/2)m33 ’ms + (1/4)ns’mm,” 4 (1/4)mznfn32
(2/3) nynamyms? - (2/3 1 nzng - (1/4)m;°msn,% - (1/12);131 22 -
(1/2) m2man,’ - )n12n2m1 m; + (1/6)nin,mms® - (1/6 ’ n22 i
1 2 2% (1/2)my’min,” +  (1/6)m 2 ) nonsmi“my +
(1/6)mi“myns - (1/6)myms®n,? smsmyns® = (1/6) mympn;”
(1/3)memins?  + 1/ zmg n21 - (1/6)n;’mms®  + (1/6)122 12m3 +
(1/12 33 ( 3)myn;“ms _ (1/6)m3 5 niy“m;“ms -

) M1 2" ] 113 + (1/6)ms°n,” +
K(4,6) = + (1/12) n,ns>
(51 minin, - (1/12)n0nd - (1/4)m'ns +  (1/3)m’mon; -
(1/6)m34nl N (l/6)n3 12r12 - (1/12)m121’]1m22 _ (2/3)m3mn
(1/2)m%momsn;  + Cnst o+ (1/6)n'm o~ (1/6 el T

3 341 (1/6)m; n1m32 — P 5 ) Mimonqms _

(2/3)mlmn. 4+ (1/12) namtmy? (1/12)n:%nsn,%2 +  (1/12)n,%n3?
(5/12) my’ms%n, - (1/6)§mr212“3 - (1/3)mm,’n; + (1/6)nin ;21 :
(1/6)m12n3m32 N (1/6) 22 3 Ng - (1/3)mlm22n3m3 _ (1/4)n3 14
(1/6)1’1121133 _ (l/6) ) m; NsMmpms - <1/6)m141’13 + (l/Z)mm 3m22 _
+opl+ (1/3)men,’ hins + (L/3)mmiman, 5 (L/4)n0'n; + (1/4)m'n,
(1/3 . 2)m2n1 noms - (1/3)myn.2m,n 3 5 1 (1/4)m; " ny

ynins?m,?  +  (2/3)myn,? 212 mng2n,ms + me2n,’
1 2 m’msns 4+ (2/3)ms’ns’ 20z’
(1/3)min,nims +  (1/3 2 sns’n + 0 (2/3)niny’

(2/3) 0, ymininsm, - (1/3)n,ns5 1N msmy -+
yn nsmm,  + (2/3) ma’n,? ons’mm; - (1/3)n.’nsm
(1/3) n,? me?ny?n; + (4/3) nonsmg? 2 ot

1°NsMmomy; = (1/3) nyns? nami’n; + nony‘mim +
(1/3)mn 2noma - 21 3 MMy = (4/3) nin,ms’n - 2 . 2
3 NoM3 (1/3)ni“nsmoms - 5 3 2243 553 my; Nnsny +
(2/3)mln,n, - (1/3)m’n,’ 2M3 (2/3)m:’ni°ns - (2/3)mnins’ms -
(2/3)m 2 yme’ni’ns] 4 v+ (1/12)n5'mg” F
2M3N N3 - nanpymmpn n’m’ 4+ (1/2)mmons’ -
(1/3)m32n1n32 _ <l/4)2 12 2 32 - (1/12)1’113m22 + (1/6)m2r11 2 23
(1/2)n;°m,m _ ms’nin,® - (1/12)m’nin® + l21n3 *
1 2513 (1/6)n2nm2 3 2 (1/4)nl H3m22 -
(1/6)mmn2 1R + (1/6)1’11m2 - 2 2
1Mensz Ny + Npnsnamemsy - 2 3 (1/4)ns"mp"n; -
(1/6)n;°nymems + (2 P (1/2)nynsm,”  + (1/3 2
2 3 ( /3) n; nzmpm + 2 2 ) N1 npmyms +
(1/4)n, n3m12 - (1/6) 22 (1/12) n;"nsms” = (l/3)n2n
(1/6) nnslmy? - (1/6n2n32n1123 + (1/6)nynsnim® - (1/3)n2n 23m1m2 *
(1/2)my°nin,” ym’ns® - (1/3)mi’nsn® - 213 Ml *
2 niny” + (1/3)m2m3n1n22] 3t (1/6)n; n3m32 n
K(4,7) = - (1/2)ns® - (1/2)n,"
n - 2
A/2)m + (1/6)m’ + (2/3)mim (1/3)n"ns® - (1/2)m;' -
(1/3)m’m,? - ym’m;  + (2/3)m’m; -
12m22 (1/3)n12n32 + (1/6)n 4 2 m3 (1/3)m22m32 —
(1/3)1’12 n; _ (1/3 s 5 1 + (2/3)n23n3 + (2/3 3
)m1 ms + 2 )n2n3 -
(2/3)mmns - (2/3)ms? (4/3)n,nsn; - (2/3) n,nsn ~
(4/3)mo’nonsy  + (4/3;Tlrf1mlr2rl2 o (4/3)mmems - (2/3) mimy’m 3+1
(2/3)man,mon, - (4/ Ny my = (2/3)mynsmin, + (4/32 3 nl+
+ (4/3)m 2; 3)minpmen; + 2minimens + 2mpnamsn ) menmsn
(4/3 3 N3Ny - (2/3) msnsmin, N 5 /3 1Nimsn, + (4/3)m31’132m2
yminimsns + (2/3)m;°n;? 2.2 (2/3)msnsmony - 2ms’ns’?
(2/3) myn,°m, _ (2/31 1 - 2my,’n,® - (4/3)ms’n,® + (2/3) 3 B3 -
(2/3 2 )my,“nsn; - (2/3) msn,m _ m;“npns +
Ty (2/3)menins] + ul- (8/3)mmn (4/3)m;’ns* -
! —
(2/3)m212n3n1 +(2/3)mmsny” - mi’na® 4 (2/)3m2m§n2n3 t(2/3)m;’nons 4
ym?n,ns - (1/3)mi%n,? )ms“nons - (2/3)mimpnons +
(2/3)nin,mm; — Lz B (2/3)mymsnin,  + (2/3 L
1m3 (2/3)n,nsmms + my’ns® - (1 5 ) MoMsn3 +
3 (1/3)m’ni® = mp’ny® + me’ny’
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(2/3)mymsnqns
(1/3)m;’n;?]

K(4,8)

1/4)m’m,°> +

(1/4) n,’myns?

(1/3)mmy’ms -

_|_

(1/3) nln22n3m1

+  (1/3)ns’nim,

(2/3)mmynqns

(1/3)“1321112

(1/4)my’ms?

(5/12) ny*ns’m; + no’nsm; +

(

- (1/4)m’'m; + (1/12)m’my® - (1/6)ni°npnsmy  +
(1/6)m’myms®  +  (1/3)myms’m; - (1/4)ny'm; +
(1/6)m;°myms - (1/2)nynsmeni® +  (1/2)n,ns°nm, -
(1/6)ms'm; - (1/6)m’ms® - (1/6)ns'my - (1/6)n.“mins® +

(1/12)n:*m,

(1/3)m;°ns”

(5/6) m12m22m3

(1/12) n;’min,?
(1/6) nin,mns’
(2/3) n,’ninsm,

+  (1/12)n3'm,

_.|_

+

(1/12) my’ms’my

+
+

(1/4) n,’myn;?

(1/12)my*m, + (1/12)ms'm, + (1/3)n:°nsmy + upl+  (2/3)msns’mm, +
(1/3)m’mmpns - (1/3)mi’mimsn, + (2/3)mini’mems + (1/3)mi°nimpn, +
(2/3)my°nsmsn; + (1/3)ms’n,men; + (1/3)mpnsmymsn,  + mpnimpn,  +
(2/3)my’nomins + 2mpny’mims - (4/3)mp°namzn; - minompmsn; - mp°nimins -
(2/3)m°n,mony  + (2/3)ms°nsmon; - (1/3)m’ni’ms - my’n,’m; -
(1/3)m22n32m1 - (2/3)m32n22m1 - (1/3) m12n22m3 +  (1/3)mpnimimsns -
(2/3)m;°nimsn;y  + (1/3)m;°n,msns - (2/3)ms’ns’m; - mnsmsn, -
(1/3)m°nmy, + (1/3)ms?ns’m,] + v+ (1/4)m°n? + (1/4)m°myn,? -
(1/4)m,ms°n,?  +  (1/6)mems’nin, +  (1/3)mimomsn,” nonsmpm,ms  +
n,nsmm,”> - (1/2)m’mpnons - (2/3)ninommems - (1/6) ni’mp’ms +
(1/12)n’mm,® +  (5/12)n’mm,®  +  (1/4)ms’min,® -  (1/6)mi°nyns  +
(1/6) nin,mims®> -  (1/2)m’mn,® + (1/3)memsmins® +  (1/6)mmyni’ms +
(1/6)m’myns® - (2/3)my°nins - (1/6)m°myni® +  (1/6)my’myns® -
(1/6)n;’mims® - (1/3)ms°mins® - (1/6)m°ns? - (1/3)mm,°nin; +
(1/3)m°ninsm,  +  (1/3)my’msnins  +  (1/3)msninsm, - (1/4)m°ns?  +
(1/12)my’n,?]

K(4,9) = + (1/4)n.°ns° (1/12)n,ns* +  (1/4) n,ms’my? m,’msn; -
(1/4)m°nm,? (1/12)n:°n,* - (1/12)m’nimy®  +  (1/6)my*ng  +
(1/6)n:°ns?  +  (1/6)nsn; - (1/6)mmynims®  +  (1/6)mi’mpmsn,  +
(1/12)n:*n, - (1/4)n:’n>  +  (1/6)m’nims®  +  (5/6)ni°nsn,® -
(1/6)n;°ns’n, -  (1/3)n,’nsn; - (1/12)n,°ns’n; - (1/3)mms’n, -
(1/6)nynsni®  +  (5/12)mpy’ms’n; - (1/3)nuns’ng + (1/12)mi*n, -
(1/2)mms’n,m, +  (2/3)mmsn,my’ +  (1/2)m°n,mems - (1/12)n,ms* -
(1/3)m’msn,  +  (1/3)mumy?msn;  + (1/4)ny'ni +  (1/4)my’n; + pl+
(2/3)nins’my? +  (2/3)muni’noms - (1/3)mni‘myn, - (1/3)mini’n,ms +
m,’n,’n,; + (2/3)mn;’msn;  + (2/3)ms°ns’n; (2/3)niny’msm, -

(1/3)mininsmsn, + mn,’nims - mynynim,

(2/3) n22n3m1m3 +
2

(2/3)nynsmy“n,

mpNinsmen;
2/3) n1n2m32n3
1/3)n;°nymyms +
(1/12) ny’my?
1/12)m;°nin,?
1/6) n;,°ms°
NyN3NnMyMs
(1/2) n;°nmoms

(
(
- +
( +
( —

_I_

(1/3) n21’132mlmz -

(1/3)m;°ny’n; +

(1/4)m;°n,°
(1/3) nynsnim,”

(l/3)m32n2n32

(1/6)m;°nins?

(1/6) n;’mym;
_I_

(1/6) n22n3m12

(1/6)n,ns’mm, - (1/6)n,ns’ms®  +
(2/3)mmsn,® - (1/3)n’mimsn, +
(1/2)m22n1n22 - m2m3nln22]

+
+
(

1
(
(

(1/3) n1n22m1m3

2n1n3m22n2
2
(4/3) ny"nszmim,

(2/3) nyns’mims - +
+ (l/3)m12n2n12
(1/3)my’ni%ns] + v

(1/3)ms’ninsy’
(1/4) n,’my?
/4)ns"my’n,
1/4) n2n32m22
1/3) nynsnims’
(1/6) n12n2m12

(1/3)ninsmymsn,

(1/3)ms°n,’n;
(1/3) n12n3m2m1
+ m2n3n22m3

[+

_.|_

(5/12)ms*nin,?
(1/6) n;’n,ms?
(1/6)mmns’n;
(1/4) n’nym,”
(1/6) n2n3n1m12
(1/3)mimsn, ns
(1/3) mmsn,ns’

+

(2/3)nin,mimyns

+ + +

+ +



An&dlise dindmica de placas delgadas utilizando elementos finitos triangulares e retangulares 146

K(5,5) = - (@/6)mm’ms® - (1/12)mn’m; + (1/6)nin’ms®  +
(3/4)n:°n’ms?  +  (1/6)n’nsmy® - (1/12)mm’'ms - (1/6)mi“my’ms  +
(1/6)m’my’ms*> - (1/6)n:msmins® +  (1/12)n:'ms® +  (1/12)m%ns* -
(1/2)m*ns’n, - (1/2)n:"ms’n, +  (1/12)mms’my® + (1/12)mi’msm,” -
(4/3)n°nsmnms  +  (1/12)m;%n,* + (1/12)m’my,* +  (3/4)n,%ns’m;?
(1/3)ny°nsmms - (1/3)nin’msm; + (1/12)ms%n.* + (1/12)mp'ms®  +
(1/12)m*ms* - (1/6)m’ms®  +  (1/12)m’ms*  +  (1/2)ni’msnonsmy +
(1/2)mins*ninoms + (1/12)mins’msn,? + 0 (1/12)ni’msmin,® + pl-
(2/3)m°nims’ny +  (1/3)m°ms’ns® + (1/3)mi°ni’ms? +  (1/3)my’ms’nin, -
(1/3)mms’n,’m, - (1/3)m°msny’m, + (1/3)m°my’nsn, + (5/6)my’ms’n,® -
(2/3)m22m3n1m1n2 - (2/3)m1m22n3m3n2 + (1/3)m12m32n22 - (1/3)m1m22n22m3
+ (5/6)m;’my’ns® -  (4/3)mmy’nsmsn; + (1/3)mi’my’n,? 4+ mums’nsmen;
(1/3) m1m32n3m2n2 + (1/3) m12n1m3m2n2 - m1n12m32m2 - m12m3n32m2 +
m’nimsmons + (1/3)mms®n,?] + v+ (1/3) nynsmi?mems — (1/3) nonsmim,’ms
- (1/6) m°nymoms - (1/6)mn,’m,’m; + (1/6) ninyms’m,? +
(1/6)n,nsmi’my? + (1/6)mi’n’my® - (1/3)mnmsmim,’ -  (1/6)mmoms®n,?
+ (1/3) nin,ms’mim, + (1/6)ms°n,’m,? - (1/12)mi%ns’m,? -
(1/12)n’ms’my? + (1/12)mi’ny’ms - (1/2) nonsmi’ms? + (1/2) npnsmi’ms +
(1 /2)nln2m33m1 - (1/2)nin,ms’mi? + (1/12)mins’my’ms + (1/12)n;°msmm,?
+ (1/12)m3 nz m - (1/6)m’ny’ms® - (1/6)m’nsms; - (1/6)n.’my’my +
(1/6)n"ms"m;” + (1/6)m;°ns’ms”]

K(5,6) - "‘ (1/4)mmms’n; - (1/24)mn,’ni’ns - (1/4)n,°nymsns® -
(1/4)n,ns’miny® - (1/12)m;*msns + (1/12)m°ms’n; + (1/12)m;°ms’n; -
(1/12)mms*n; - (1/24)m°msnimy” - (1/4)m°ms’mon; — (1/4)m°ms’mons —
(1/24)mms° n3m2 - (1/24)msn,’nins® - (1/24)m°my’ns - (1/12)mm,’n,
- (1/24)mins’n,? + (1/6)n:°n’ms + (1/6)n.’ns’my - (1/24)n:°msn,® -
(1/12)min,* ni + (1/24)mn,'n;s + (1/6)m’my’n; - (1/24)my’ms’n, -
(1/12)m1m2 ms’n; - (1/12)m’my’msns + (1/6)my’msng + (1/24)my*msn; +
(1/4)m°mymsns +  (1/4)mins’nin, - (1/12)msny’ns - (1/12)my'msns +
(1/24)mym,* ny + (1/24)msnz*ny - (1/12)n:’msny’ns - (1/12)mins’ng +
(1/12)m1n3 n1 + (1/12)n:’msns? - (1/12)ni*msns + (1/4)n:°msnns -
(1/12) n,*ns*myn; + ni+ (1/2)mn;’msnsm, - (1/2)min;’ms°n, -
(1/6)mn,° m3m2n2 + (1/2)m°nimsn,ns + (1/2)mmsns®nim, -
(1/2)m’msns’n, - (1/6)mmsns’mon, + (2/3)myms’ni’n, + (1/6)m,°msn,?n,
- (4/3)mmsn,ninsm, - (1/6) m1m32n22n1 + (1/3)m22m3n12n2 +
(1/3)mems’ny’n; - (1/6)mp’msni®ns +  (1/6)mimp’n’ns - (1/6)mi’msns’ng
- (1/3)mm,’ny’n;  + (1/3)m;’mpny’ny + (1/3)mm,’ns’n, -
(1/3 )m22m3n22n3 + (2/3)m12m2n321’12 - (1/6)m1m22n32n1 + (1/2)m1m32n3n1n2
- (l/3)m1 n,’msns + (1/3)mn;"ms°ns - (1/2)m;’myns’ng +
(1/3)m m3n3 n; - (1/3)m1m32n321’11 - (l/6)m12m2n2n1n3 - (1/2)m2m32n121’13
- (1/6)mmi’n,nins]  + v+ (1/12)mms’nin,® + (1/4)m’msninons -
(1/24)mms°n,’ns + (1/4)mmsnin,ns + (1/12)m;%msn,’ns -
(1/24)m’msnin,® +  (1/12)mmy’ny?ns - (1/6)mmy’nin,” - 2mim,msniNans
+ (1/12)msn.’nimy® + (2/3)ni’noms’m, - (1/4) ni’noms® + (1/6) ni’nomsm,?
+ (1/6)m’ny’myns - (1/24)m;°n,’ny + (1/12)mi°ns® + (1/12)n;°ms° +
(2/3)n,ns’mi’m, + (1/6)nns’mm,® - (1/6)my’msn,’ns — (1/24)mm,’ni’n;
+ (1/12)mm,°nins® + (1/4)mmymsnins? + (1/4)mm,msn;°ns +
(1/6 )m32n22m2n1 - (l/24)m33n22n1 - (1/4)1121132ml3 - (1/24)n13m3m22 -
(1/4 n13m32m2 - (1/6)n;’msmi’ny - (1/24)mins’my® + (1/12)mims°ni’nsy +
(1/12)m;? m3n1n3 + (1/12)my’msni’ns - (1/24)my’msnins® - (1/4)mi°ns’m,
- (1/6) m1n3 n;ms ]
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K(5,7)= - (1/6)nin,’nsmy -  (1/6)mi"my’ms - (1/3)mm,’ms  +
(5/12)n,’ns*mi - (1/12)m’ms’m; + (1/6)mp'my  +  (1/6)mimy®  +
(1/6)n:°nynsm; + (1/6)n%mn,®  + (5/6)m%moms® - (1/3)mms’my;  +
(1/6)n’'m;y  +  (1/3)nmnpmyns® - (1/6)m’mems + (1/12)m;*ms
(1/4)m;’ms®>  +  (1/4)msn.’ns? - (1/12)msn,* - (1/4)n.°msns? +
(1/12)n1"ms - (1/12)my'ms + (1/4)my’ms® - nons’my + (2/3) ninmsns? +
(1/2)n:nmsns - (1/2)miny’msns + (1/4)ms*mp - (1/12)m°ms® -
(1/3)n:’noms = (1/3)ming’ms + (1/4)ns'mp - (1/12)mi’muns® + pl-
2msns’mim,  + (1/3)m’nimens - (1/3)minimsn, - (2/3)myn;‘myms
(2/3)m12n1m2n2 - (l/3)m22n3m3n1 - (2/3)m32n2m2n1 - (1/3)mynsmimsn, -
(2/3)men’mims - (2/3)my’nomsn; - (1/3)minomemsn; - (1/3)mi°nomens +
(4/3)ms’nsmen; + (2/3)my’ny’m; + (2/3)mp’ny'm; + (1/3)ms’ny’mg
(2/3)mms’n,n; - minimsny + (1/3)mi%ni’m; + mums’non; + (1/3)mi’mons?
+ (1/3)myms’ni® + mynimmsns - (1/3)mi’nimsns + (2/3)mi’nomsns 4+
my’ns’m;  +  mms®npns - (1/3)my’m3n,”] + v[- (1/3)myms°nyn, -
(1/3)mm,msn,? +  nonsmmems  + (1/6)n.’mm,> - (1/4)n’mm,° -
(5/12)ms’min,>  +  (1/6)mi°n,ns +  (1/3)nminomims® + (1/3)mp’miny® -
(1/3)memsmins® -  (1/6)mmeni’ms - (1/4)n.°ms® +  (1/6)n.°ms’m, +
(1/4)my’msns? - (1/3)ninomsmi® - (1/3)ninomsmy® +  (2/3)nin,ms’ -
(1/6)msn’my®  +  (1/4)ms’n,? - (1/4)mi°msns®  + (1/2)mimsnons -
mims“non; + (1/6)mi’msn® - (1/6)mi’msn,®  + 0 (2/3)mimemsning -
(1/12) n’mms®  + (1/2)ms’mins® - (1/12)m’ns® - (1/6)mm’nins -
(1/6)my’msnins + (1/6)m;’ny”]

K(5,8) = + (1/8)mm’m® - (1/24)mn’ms - (1/6)n’nm’ -
(1/24)mmy'ms - (1/24)m’my’ms - (1/4)m’my’ms® - (1/12)ni°msmins® +
(1/12)m*ns* - (1/6)mi°ns’n, - (1/24)m*msm,  +  (1/8)mims’my?  +
(1/8)m;°msmy® + (1/8)mims’m, — (1/12)n,nsmimoni® + (1/3)nyns?mpnim, —
(2/3) n;’nymsnsm, - (1/12) nin,msmyns> + (1/4)mn,*ninsm, +
(1/3)n*nsminims - (1/24)n:*msm, +  (1/12)mi’n* +  (1/12)m°my* -
(1/4)n,°ns’m? - (1/12)msn’ninsm, - (1/24)mins'm, + (1/6)n,°nsmms; -
(1/6)nin,’mam; - (1/12)m°ms® +  (1/12)m’ms® - (1/12)n:°msnpnsmp  +
(1/4)mns’nin,ms + (1/24)mins’msn,® + (1/24)n;°msmin,® — (1/24)m; msm,
- (1/24)mms'm, - (1/12)m°my° - (1/12)m°ms® +  (1/6)n,ns’mim, +
(1/6)ni’nomsmy = (1/12)miny’mens® + (1/24) min’mens® + (1/6) ni’mansm,
+ (1/24) n;’msmyns? + (1/24)mins°myn;® - (1/6)mns’nim, +
(1/24)msn,’myn;? - (1/12)msn,’myns? + ni- (1/3)m;°nims°n; +
(1/3)m°ms%ns® - (1/6)m’ms’nin, + (1/3)mms?n,’m, -  (2/3)my’monsmsn,
- (2/3)m’msnz’m; 4+ (1/6)m’my’nsn, - (2/3)mp’ms’n; 4
(1/3)m%msnimin, + (1/3)mmy?nsmsn, + (1/6)m°ms’n,? — (1/6)mmy’n,’ms
+ (1/6)m’my’ns? - (1/3)m’my’non; + (1/3)mo’msn;’m; - (1/6)my°ms’ninsg
- (1/3)my’ms’nyns - (1/6)m’my’nsn; + (1/3)mmy’ns’ms +  (1/3)m;°m,’n,?
- (1/6)m;°nims°n, + (1/3)mms’nsmyn; + (1/3)mimsnsmyn, +
(1/3)m°nimsmen, + (1/3)min’ms’m, + (1/6)m;°ms’nsn, - (2/3)mp°msns’m,
+ (1/3)m’nmsmpns — (1/6)mms’ns’my; - (1/6)mi’ni’memp]  + 0 v[-
(1/3)mim;’msn;n; + (1/4)mim;’nins + (1/3) nynsm;“myms +
(1/6) n2n3m1m22m3 - (1/12) n12m3m12m2 - (1/12)m1n32m32m2 -
(1/12) nynsm;°my + (1/6) nynsmims’m, + (1/6)nin,msm;’m, -
(1/12) nin;ms°m, - (1/24)m;°ny’mym; - (1/12) myn,"m,°ms -
(1/6)n,nsm°my® = (1/12)m°ny’m, + (1/6)mi%n,’my? - (1/12)m,’msnins -
(

1/6) n1n2m3m1m22 + (1/8) m1m2m32n22 - (1/3) n1n2m32m1m2 +
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(1/6)m’msninsmy - (1/6)mms’ninsm; - (1/12)mi’ns’my® + (1/24) mi ny’ms
- (1/6) n2n3m1 2m4? - (1/12) n,nsm;° ms + (1/4) nin,ms’m; -
(1/24)m;°ns m2m3 + (1/8)mnsmy’ms + (1/8)n:"msmimy” + (1/8) ny’ms’mim,
+ (1/24)ms’n’m; - (1/12)mi’ny’ms? - (1/12)mi°ns’ms - (1/12) ni’ms’my
+ (1/6)m12n32m32 + (1/24)n:’ms’my + (1/24)m°ns’m, - (1/12)mumy°nq? +
(1/24)mimy,°ns? + (1/24)m°msn.® - (1/12)ms’nn’my, - (1/12)my°msns?]
K(5,9) = - (1/12)mmyms®n; - (1/12)min,’nins + (1/12)min.?ni’ns -
(7/24)n,°n,msns? - (1/24)n,ns’min,? + (1/12)m°ms’n; - (1/12)mms’n,
- (1/24)m;’msnim,® + (1/12)m;’ms’mon;  + (1/24)msn,’nins? -
(1/12)m1m2 n. - (1/6)mnsn,® + (1/8)n:°n’ms -  (1/24)n,°ns’m; -
(5/24)n;° m3n2 - (1/12)mny'n; + (1/12)msn,°ns? + (1/12)m°my%n, +
(1/12)m,? m; n, + (1/24)n:*msn, - (1/24)my’ms’n; - (1/12)mm,’ms°n; -
(1/6)m,° m3 ng + (1/24)my*msn; - (5/24)m:°ms’n, - (1/12)mi°memsn, +
(1/3) my’mymsn, - (1/12)mm,ms°n, - (7/24)m;%m,*msn, +
(1/24)mm°nms? + (1/12)mn,’ni® + (1/3)mm,°msn; + (1/24)mns‘n, +
(1/24)mms*n, + (1/24)mi*msn, + (1/3)mins’nin, - (1/12)nin,’msns +
(1/24)msn,* n1 + (1/8)mi’ms’n, +  (1/3)n:’msny’ns - (1/12)mins'ng  +
(1/12)n:°msns® - (1/12)n:’msnons - (1/12)n.*ns’min, -+ pl+
(1/6)m1n1 msnsmy - (1/6) m1n12m32n2 - (l/2)m1n12m3m2n2 -
(1/2)m°nimsno,ns + (1/3)mmsns’nim, + (1/3)m;°msns°n, -
(1/3) mmsns?myn, + (1/3)mms°n;°n, + (1/6)my°msn,?n, +
(2/3)mimsn,ninsm, + (1/6) mms*n,°n; + (1/3)my’msn;°n, -
(1/6)mms’n,’n; - (1/3)my’msni’ns + (1/3)mmy’nonins + (1/3)my°msn,’ns
- (1/3)mm,°n,’n; - (1/2)m’myn,’n; - (1/3)m"myns°n,  +
(1/6)mm,°ns’n; - (1/3)my’msninsn, + (1/3)mn;’ms’ns — (1/3)mms’ns®ng
+ (1/6)m;’myn,nins - (1/2) myms®n;%ns + (1/6)m°n;%msn, +
(1/3 )mzm32n22n3 - (1/6)mms’n,’ns + (1/3)m“men,’ny - (1/6)mi’msns’n,
+ (1/6) m1m3 n’n,] + v+ (3/4)mms’nin,® - (1/12)mi’msnin,ny -
(1/6)m1m3 n, n3 + (1/3)mms’nin,ns - (1/12)mm,°nin,ns -
(1/3)m;’msn, n3 - (5/24)m;’msnin,? + (1/3)mymymsnin,? -
(1/6)mm,” nlnz + (1/3)mmymsnin,ns + (1/12)msn,°nim,? -
(1/3)n:° n2m3 m, -= (7/24)n:°n,ms> + (1/8)n:’nymsmy’ + (1/12)m°ny%ns +
(1/12)n:°ms® - (1/24)n,nsmim,® — (1/12)my°msnin,ns + (1/12)mumy°nins’
- (1/12) m1m2m3n1n32 - (1/6)ms°ny’myn, + (1/24)m5°n,’n, -
(1/24)nQn3 m° - (1/24)n;°msmy? + (1/12)n:°ms’m, + (1/12)mi°msnins®
(1/24)m,? m3n1n3 - (1/6)mns’nims® + (1/12)m°n,® + (1/12)ms’n,° -
(1/12)mymmsn;°n, + (1/12)mm,°ni%n, - (7/24)m°n’ms + (1/24)min,’ms?
+ (1/12)myns®n,ms> + (1/8)m°nsmsn, + (1/12)m;%ms3n;°n, -
(5/24)mms°ni°n, + (1/12)m,%msnons® — (1/12) mpmemsnsns?]

K(6,6) = + (3/4)m’m:’n,® + (3/4)m’my’ns® - (4/3)mimy°nsmsn;  +
(1/2)m’nimsmens + (1/2)mums’nsmn; - (1/3)nsmp’msn; - (1/6)n,°ns’ng —
(1/12)ny*nsn;  +  (1/6)n:°n,’ns® -  (1/6)ni°n.’ns - (1/12)nimy'ns +
(1/12)n5*ns*  +  (1/12)n:%n*  +  (1/12)n’my*  +  (1/12)ns°m* -
(1/6)n:°ns®  +  (1/12)n:%ns* +  (1/12)mi*ny® - (1/3)nmy°mins  +
(1/6)n’m;’ms + (1/6)ns’my’m; + (1/12)n:’n.’ns - (1/6)m’nims’ns +
(1/12)n:%ms*  +  (1/12)nins°n® - (1/2)mi°mpns? - (1/2)moms’ni?  +
(1/12)n:n5° + (1/12)my’ms°nyins, + (1/12)m;°m,°nsn; + -
(2/3)msn,’ninsm, - (1/3)nins’my’n, - (1/3)my’nin,’ns + (1/3)mn,’mons’
+  (1/3)m°n3%n,® - mynimi®ng + mynsinino,ms + (1/3)nonsmpmong’ -
(2/3)mn,’ninsm, - (1/3)n:%nsmy’n, + (1/3)msny’mo,n;® + nimsn,nsm; -
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(4/3)n,°nsmnims - ng° 2
(5/6)n22n32m121 3+ (1/31 DQIBZ’E 1213 , +o(1/3)nnm? + (5/6)nin’ms’ 4+
(2/3) ny’msmyns? ymy’ni’n,® + (1/3)m’ni’ns® + (1/3)ms’ni’ns® -
(1/6 12 3211123 + (1/3)n1n2m3m2n32] + v+ (1/6) 2 22
)ns'mp’n,? + (1/2)mmsni’ng = (1/2 2. 2 N1 Mz N2 +
(1/2) mymyns® 3 )memsni’ns® - (1/2)mmens’n,® +
mons’n; + (1/12)n:°mynsy - 2 2 2 et B
(1/6)m’ns’n;® - (1/6 20 0 (1/6)nm’m;’ns® —  (1/12)ni°ms’n,” +
(1/12) mi’ns*ny? (1/6))m:L SR (1/6)n:’ms’ny  +  (1/6)ni’ms’ns® -
- n _
+ (1/3) mm,ns’nin g 1My N, ns (1/6)n;°my’n,ny +  (1/6)mimns’n,?
(1/3)momsnin 21’13 . 2_|_ (1/3)m1m22n3n1n22 - (1/6) n32m22n1n2 _
(1/12)nm% 22 ’ (143)2m2m3n1 N2ns + (1/6)mymsn 2n,? +
me’np’ns + (1/12)na’m®ng + (1/12)mi’nsniny?] L
K(6,7) - - )
(1/2;m3r12n (1/6) mamsnymy® = (1/3)mama’nymy = (1/2)m’monsmy -+
minm, ¢ (L/6)nmmms - (1/6)nimin. iams
(1/4)nin; + (1/3)m;° ynim,'my* +  (1/12)n;°n3® -
(1/3)m1m23n3 + (1/121) 1;12D32 2_ (2/3)m1m2n23m32 — (1/12)m14n3 n
(1/4)n,%ns° - (1/12)n,* mzTmg 3(1/4)m1 nsms? - (1/6)nin,t +
— (1/4)n22n3 _ (l/énl 23 2+ (1/36)n1 npns + (1/12)n3m24 — (1/4)nm4
(5/8) nin? 3 )n,°n,? + mymon; + (1/12)n.%ns + (1/6)n,? 1
yn:’ns’n, +  (1/3)n.°nsn 575 3 )ni°nsn,” -
(5/12)m,°ms?n,  + 203 ;L +  (1/12)n’ns’n; - (1/4)nsmp’ms® -
(2/3)n2r213mj2nl .\ <l(/l3/)3>n2r213 n; - (l/6)m24n1 + l’l[_ m321'111’132 +
1 m _
(1/3)mnam? -  (1/3 2n12n2£n3 (2/3)myn;’nom; - (2/3)my’nin,® -
2 2 )niny’my®  +  (1/3)my’nsny® - 2 P
(2/3)nin,"ms - (2/3) 1,2 M2 N5t (1/3)n:"nyms _
(1/3)n12n2m3m1 N n 1 I213m2m3 -  mpn3npmsz + (1/3)mynin,msn; -
(2/3)n22n o 3 4 1NomMms3 2n3 + (1/3)m2n1n2m1n3 - n,N3m;Mmsn +
[Pl (4/3)n,ns’mims +  (2/3)m.’nin,ns + (301
(1/3)n"nsmms -+ (1/3 2 23 (2/3)neny"mimy - +
) yn.°nsmom; + (2/3)nins’moms - 5
(1/3)m’ni’ns +  (1/3)myny? 2 T Mafs maMy - =
2 n;“nsms  + msninsmy] + v[- 1 >
(1/3)mm,nsn, + (1/6)n 2 (1/2)mymsn;“ns  +
mmsnns’ - (1/6 102 1103 + (1/6)ninnsmi” - (2/3)ninpnsmims +
(1/12)n’my® - (1>mzm3r211 . (1/4)n’ms’n; - (1/2)nmms’ns®  +
(5 /12)n1m23n32 n (16/)6Tf)11nn23 1’122 - (1/6)m121’131’112 + (1/12)1’{1121,132nl +
(1/4)m’ns® 4 (1/3)m1mznm§1 2 _ (21/3)m1n;2n:§3 +  (1/3)mmns’n, +
(1/6)1’12 n3m2 - <1/4)H3Hf22 + ]_( /6)1’211 m22 - (1/6)n1n22m12 +
(1/3)mmns’n; - H2H3U1Hfzm32 + (1(/3/)4)m3 1’111'122 - (/4 n’nams’ -
(1/6)mmsn,’ns - (1/3)m’nyn,%] nonsnim”  + (1/3)npnsnims® 4+
K(6,8) = + 3
(1/1£) n)zn32mm , (1/3()1I;111H;2;T13 n14 + (1/3)miny’nins - (1/24)min,’ni’n; +
7= m;m + 2
+ (1/12) my2msn,my> < 3 M (21/224)n3m2 mims? - (1/12) nsm,’mims
(5/24)n:°ns’m 3~|-l y 2 (31/24)m1 M3 MMy + (1/12) nsmy’ms’ -
(1/2 )D14n3m2+ (1(/12/48)111 1'213 m22 + (1/24)nns'm, + (1/24)D24I133m .
3 1
h (1/3)n2n ynin,’myns® - (7/24)n.%n,’nsm, - (1/12)n:°n,n
1 2I13 “m, - (1/12) 3 1 N3y
(7/24)m;? m2nm + (1/3 22 NifzNs My + (1/12)n:°ny"m, -
ams” ymlmy’nams - (5/24)m°my’ns + (1 52
(1/8)n3m2 ml + (1/24)n 4 21 2 3 ( /12)n1m2 mq +
(1/12)mmn; - (1/24) ame'm + o (1/12)np'na'me 4 (1/12)ni'ngm -
(1/12)m’nsmoms  + (1/24?1;]341’?21 _+ (11/6)1’12 n32r4nl - (1/12)mny’n; -
(1/12)m°nams® — (1/12)mm12 Y2 (1/24)nims'm; - (1/6)mp’ms’ny +
_ (l/lZ)mn3 e M3 Ny = (1/24)m23m32n1 - (1/12)m1m23m31’11
ns’nin, - (1/1 L
(1/2)m1n12m3n3m2 o T (l / 2)m123 ! (1/12) n221'132m1n1 + u[_
2 5 (1/6)min,“msmyn, + (1/6 2
(1/2)m1 msnsn, - 1 2 2 ) My “Nimsn,ns -
(1/6) m1m32n22n1 B (l/2)é1 2/3)mzzm3 ninp + , (2/3)mmsn,ninsm, n
- (1/3) mm,’n,’ ’msni‘n, + (1/3)my’msni’ns - (1/3)mi’msn,’n
1My Ny 1y + (1/3)m12m2n 2n + ) 12 32 13
( 2 23 (1/3)m;“myns“n; +

1/6)mm,*ns? - 2 2
1My ns ng (1/3)mms’nang - (1/2)m2mn,nins + (1/3)mms?n,’ns
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- (1/6) n;°nsmy’m; + (1/3)mynin,’mims + (1/3)m,°n;%nmy
(1/6) n1n32m22m3 + (1/6) m22n3n22m1 - (1/6) m22n32n2m1 + (1/3)m221’132n2m3
- (1/3) nin,ms’myn; - (1/3)mynsn,’mms + (1/6)m;°n;’nsm, +
(1/3)nin,ms’min; - (1/6)m;’°nins’m, + (1/3)m;°nins’ms +
(1/6)ms° nln3 ’m, ] +  vu[+ (1/12)mms°nyn,? - (1/24)mms’n,’n; -
(1/12) mms? nln2n3 + (1/3)mm,’nin,ns - (1/12) mimomsnqn,” -
(1/6)mm°nin,® + (1/3)mmomsningns — (1/24)m’n’ns —  (1/6) npns’mym,?
+ (3/4) mlmz ’nins? + (1/3) mpmymsn;ns’ - (1/24)m5°n,’myn, +
(1/12)n,ns°m° + (1/12)n°msmy® - (1/24)n;°ms’m, - (1/6)my’msnins® -
(1/6)m1n3 nlmg + (1/12) ny’nsms’m, - (1/12)nin,nsms’m, +
(1/8)n; m3 n3m2 + (1/12) nims’myns? + (1/12)m;%nsmyn;? -
(5/24)m;*ns? nimz - (7/24)m°ns’my, + (1/24)mimy’ns® - (7/24)n°my°ns +
(1/24)n1m2 n3 + (1/12)n°m,® - (1/3)m%msni’ns - (5/24)mm,’nsn,® -
(1/3)m; m2n3 n, - (1/12) ny’nsmymyms + (1/8) n,°nsm;’m, +
(1/12)n2*nsmm,? = (1/12)ninonsmim, + (1/12)niny’mi’m, + (1/12)mi°ns’
+ (1/12)n5’my° + (1/12)n:°nsmims® - (1/12)ni°nsmimyms]

K(6,9) = - (1/4)mym:’n? + (1/3)mmy’nsmsn; - (1/12)mp’nimsmyns +
(1/4)mms? nazn; + (1/6)m;°mynsn, - (1/12) nimy,’mi°n, +
(1/24) n3m2 ’m;°n, - (1/12)mm,nsn,ms? + (1/24)nim,°n,ms° +
(1/6)mms> nlnz - (2/3) m;’mynsmsn, + (1/3)myms’nimin, -
(1/12) n3m2 mlm3n2 - (1/12)mymsnim;°n, + (1/4) nimy’mimsn, -
(1/12)n:°n,° + (1/24)mi*nsnoms® - (1/24)nims*n, +  (1/6) nsmy’msn,  +
(1/24)n1m3 ml n, - (1/6)nms°mn, + (1/8)n,°ns’n; - (1/24)n,°nsn; -
(1/4)n;° r12 ny? - (1/24)n:°n)’ny; - (1/24)nm’'ns - (1/24)m;nsn, +
(1/6)m; n3m3n2 +  (1/12)n:’n,* +  (1/12)n:"my* - (1/12)n:°ns®  +
(1/12)nl n3 - (1/24)n:"nsn, - (1/24)nins*n, - (1/6)nimy’mins -
(1/6) n;°m,>ms -I- (1/8)n;°nyns® = (1/24)n:%n,ns® +  (1/8)n:°n,’n; -
(1/12)n3m2 n2m3 - (1/12)m’nims’ns - (1/12)n,°ns® + (1/12)n:’ms* +
(1/8)ninsn,® - (1/6)mums’ni? + (1/24)my’ms’nins + (1/24)mi’my’nsng +
pi+  (1/3)msn’ninsme + (1/3)nins’mn; - (1/6)m’ning’ns -
(1/6)mn,’myns’ + (1/3)n,ns’m;°n, + (1/3)mns’nin,ms +
(1/3) n2n3mlm2nl + (1/3)mn,*ninsm, - (2/3)n;°nsm,’n,
(1/6)mns’ mznl - (2/3)n;’nymsnam, +  (1/6)n;°msmons® + (1/6) msn,’myn;?
+ (1/3)n:’mynpnsm; - (2/3)ni’nems®ns + (1/6)ni°ns’my® + (1/6) ni’ny’ms’
- (2/3)n"ns"m” + (1/3)my’ni’ny,® + (1/3)ms°ni®ns® + (1/3)ny’nsmy’ng
(1/3)miny’mpeni® - (1/6)n’msmin,” - (1/3)ni’msmins® - (1/6) mins’msn,’
+ (1/3) n1n22m32n3 - (1/3)msn,’myns? - (1/6)m°n;%nsn, +
(1/3) n1n2m3m2n3 - (1/6)ms°nins°n,] + v+ (1/24) n,°>nsm,? -
(1/12)nin,’mi? - (1/12)memsni®n, + (1/24)nin’ms? + (1/4)nin’mims -
(1/12)ny’nsmims - (1/3)miny’nsmims + (1/6) ni’mp’n,” - (1/6) mins“mimsn,
+ (1/6) nl2n3m1m3n2 - (1/12)nims°nony® - (1/12)m:’°nsni’n,  +
(1/6 )m2m3nln2n3 + (1/6)mmynsni’n, - (1/12)mmynsn, — (1/12)n;°my’n,
+ (1/24)mi’ns’n, + (1/24)n:°ms°n, - (1/12)mymsni’ns - (1/6)memsng“ns®
+ (1/4)m1m2n3 ny + (1/24)n:°’my’ns - (1/12)n:°my’ns® - (1/12)n:°ms°n,?
- (1/12)m;° ng nl - (1/12)n:’ms’ns + (1/6)ni’ms®ns® - (1/12) mm,’n;’n;

(1/24)n:’m’n,ns - (1/3)mmens’nin; - (1/6)mumpnsnin,® 4

1/8) ns"my’nin, + (1/6)mymsnin,’n; + (1/3)mymsn;“n,ns -

(
(1/6)mmsn;°n,? = (1/12)n,°nsms® - (1/12)n3°mp?n, + (1/8)n;ms’n,%n; +
(1/24)n3m,%n; + (1/8)mi%ns’nin, + (1/8)m;%nsnin,” — (1/24)n;’ms’n,ns]
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K(7,7) = - (2/3)n,’ns + (2/3)ny,*ns* - (2/3)n:°ns + (2/3)n:%n,? +
(2/3)n:°n32 = (2/3)n,n3° - (2/3)n,nsni? + (4/3)n,ns°n; + (1/3)nt +
(1/3)n,* + n3* + (1/3)m* + (1/3)m* + my* - (2/3)mms® - (2/3)mi’°ms
+ (2/3)m’my? + (2/3)m’ms? - (2/3)my’ms + (2/3)m’ms® - (2/3)mms’

- (2/3)Ym%myms - (2/3)mmamy® 4+ (4/3)mms’m, - (2/3)nins’ -
(2/3)ninzn,® + pl- (4/3)mmmens - (4/3)mnmsn, - (4/3)men,mn; -
(4/3)myn,msn;  +  (4/3)monsmsn; + (4/3)msn,myns + (8/3)minimon, -
(4/3)mn;’m; - (4/3)my’npns; - (4/3)meny’ms + (4/3)mens'my 4
(4/3)ms°n,n; - (4/3)m°nins + (4/3)mi°ni? + (4/3)mp’n,? + (4/3)my’ns?
+ (4/3)ms’ny? + (4/3)mins® + (4/3)ms’ni? + 4mstns® - (4/3)manstmy -
(4/3>m32n3n1 - (4/3)many'm; - (4/3)ms’nan,]  + v+ (2/3)mi’n” +
(2/3)m°n,” + (2/3)m’ni” +  (2/3)m’n,® + 2ms’ns® - (2/3)mp’ns® -
(2/3)m 2 - (2/3)m#n* - (2/3)mmsns® - (2/3)momsns® -
(2/3)m 2n1n3 - (2/3)ms°nyny (8/3)mmsning  + (4/3)mmsnyng  +
(4/3)m2m3n1n3 + (8/3)mymsnyng — (2/3)m°n3? - (2/3)m°nin; -
(2/3)m°nyns - (2/3)mmsn;® - (2/3)mmsn,? - (2/3)m,’niny -
(2/3)m’nons - (2/3)memany® - (2/3) momsn,”]

K(7,8) = - (1/12)mms’m, - (1/6)mi'm,  + (1/6)m’myt -
(1 /6>mz3ml2 + (1/6)m’'m; + (1/12)m°ms® - (1/4)ms'm; + (1/6)m;’myms
- (1/6)m,° mmg + (1/12)m’ms’m; - (2/3)n.’nsmy +  (5/12) n,’ns’m;  +
(1/6)n,° mlnz + (2/3)n’nam; - (5/12)nmens® - (1/3)nins’mp -
(1/6)n,° mznl +  (1/12)n’myns® + 0 (1/4)ms'my - (1/4)n3'm, -
(1/12)m;°ms? - (1/12)n:°mns®  +  (1/4)ns'my  +  (1/3)ns’n,m;  +
(1/3)nins’n,m;  +  (1/2)n,°ninsmy,  +  (1/6)n*m; +  (1/6)n,nsmon,® -
(1/3)n2n3 nimy; - (l/2)n12n2n3m1 - (l/6)n1n3m1n22 - (1/6)n14m2 + pl+
(2/3)ms°ny%m; + (1/3)mu%n,msns —  (2/3)ms’nsmen; + (2/3)msnsmin,  +
(2/3)m°nimyn,  + (1/3)m°nimons  + (4/3)mn;’mym; -  milnimsn, -
(1/3)m°nsmon, +  (1/3)mi°nsmsn, + (1/3)ms’nimin, -  (2/3)m°n,min; -
(1/3)m22n2m1n3 + m’n,msn; - (4/3)meny’mims - me’n’my - (2/3)mi’ni’m,
- (1/3)m’n’my, - (2/3)msnitmy, + (2/3)mp’ny’m; + (1/3)mu’nstmp -
(1/3)m°nimsny +  my’nsmgp + (1/3)my°nsmin; - (1/3)my’nsmsn;
(1/3)ms’nomen;] + o[- (1/12)n’mms® - (1/3)n’mi’my +  (1/6) ni’mm,”
+ (1/4)n’ms’m; - (1/6)n mmem; + (1/6)nnsmi’my - (2/3)npnsmm,” +
nonsmmems + (1/6)mi°n,” - (1/6)my’ni” + (1/12)my’ns® + (1/3) nonsmimy’
- (1/2)m’nons - (1/6)m’msny” - (1/4)ns’mimy” - (1/4)n’mims®
(1/2)ns’mims® - (1/2)ns"me’m; +  (1/6)ni’mimems  + (2/3)ninsmy’mp, -
(1/6) n1n3m1m22 - (1/3) n1n3m32m2 - ninzmpmyMms - (1/6) n22m12m2 +
(1/3)n’mm,°  +  (1/12)n*ms’m, +  (1/4)ns’m’m, - (1/12)m;°ns? -
(1/3)m°msnins + (1/3)m%msnons + (1/2)mo’nins + (1/6) my’msn;?]
K(7,9) =+ (1/6)n,’n,> = (1/6)n,'n; + (1/6)n:*n, - (1/6)n:°n,? -
(1/12)n,°ns? + (1/6)mi*n, - (1/6)my'n. + (1/4)ms*n, - (1/3)ms’myn; +
(1/3)ms’mn, - (5/12)ms?nimy? +  (2/3)mo’msn; - (1/12)mo’n,ms’  +
(1/6)m’m;°n, +  (5/12)mi%n,ms> -  (2/3)mi°msn, - (1/6)m°nm,? -
(1/6)n:’n,ns + (1/12)ni’npns® - (1/12)n’ns®ni + (1/6)n’nsng -
(1/4)n3*n, + (1/3)mms’min, -  (1/3)mms’men; - (1/6)memsmi’n, +
(1/2)m’mymsn;  +  (1/4)ns'n, - (1/4)my'n; +  (1/12)m’nimy® -
(1/2)m22m1m3n2 + (1/6)m1m3n1m22 + (1/12)11131132 + ul+ (l/3)m32n12n2 -
(2/3)m22n32n1 - (1/3)m32n22n1 - (1/3)m1n32n1m2 - m2n22n3m1 -
(1/3)mn;%n,ms  + (1/3)min;’msn; - (2/3)mn;’myn, + myn;’nsm, -
(4/3)m°nin,ns  + (2/3)m°n.%n, - (2/3)m,°ny%*n; - msnsn,  +
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(2/3)m°nsn, - (1/3) 2
msn, mn;  + 2
(1/3)myns?nom, + (1/3 3z Ny (1/3)msn;"myn, - (1/3)msni’nsm, +
5 ymsn,?nsm;  +  (1/3)men,n 5
(4/3)m,“n,nins  + (2/3)mans’nom; - (2/232 1IT13é + (2/3)myn;’min;  +
(1/3)m21’122m3n3] + v[- mymsnin,ns - (1/6 )m323 mm; + msnny -
(1/6)my’nin,ns - 1N2l3. )momsni‘n, + (2/3)memsnin,’ +
(1/12)m;°npns®  +  mimsnin 2
(1/3)mmsnons® +  (1/6)mmsnin,” - (1/61 nens o (1/3)mo"nin,®  +
(1/3)m’ni’n; - (1/6)mi’niny® - (l/)inzl nlgznf - (2/3)mmsni’n, +
(1/6)1’113m22 n <1/3)n22n3mlm 2 B (1/3 2)1’12 ms + (1/6)n23m12 -
(1/6)n,’nsm® - (1/3) n32m2m3n N l/);l nngmBZ + (1/6)n:’nsmy?® -
(1/2) nimoms = (1/4)m,2 301 ( ynslnm,? - (1/2)n, myms
2 ym’nons® 4 (1/6)my’ny? ;s
(1/2)ms’npny® - (1/4)ms’nin, - (1/2 2 (1/4)ms’nin;® -+
(1/12)m;°nins?] : ( ) ns"nims +  (1/12)n:’ms®  +
K(8,8) = +
(1/6)n,ns’my? - 3
(1/2) nmamming? + 23 12 (1/3)nins’mem;  +  (1/12)myni’mins® +
Dlammomm, N2 (1/2)mni%n,nsm; +  (3/4)n,°n3%m;?
(1/2)m%n,°ns + (3/4)n:2nsm2 - (4/3 2n2 ns’m? - (1/2)n:°nsmy® -
(1/12)m:%n* +  (1/1 > s )nins’men,m; - (1/6)mpny’men,” +
3 2)ym’n:* 4+ (1/12)mi’nst + 2
(1/3)nons’mm,  + (1/6) nins’my®  — (1/1 Y mnsd (1/12)mn;'mens’ =
(1/12)mmy’ms® - (1 al 2)mns'm; -~ (1/6)mmy’ms® 4+
: (1/12)mms*m, - (1/6)m°ms° 5
(1/12)m’°ms’my  + (1/12)m’ms* - (1/6 3 m32 + (1/6)m’ms’my®  +
(1/12)m14m22 + (1/12)m34m22 n (1/12 ) )inl my + <l/12)m12m24 +
(1/3)m1m22n2m n — 2.2 LIRS + H[_ (1/3)m12m2n32m +
22225 MMz Ty M3 + m; “mynqm 2 ’
(1/3)m’m’n,®  +  (1/3)my’ms’nins - (41/3 .- 3?2 toompimsumin, 4
(2/3)m1m32n2m2n3 + (1/3)m12m22n 32 + (5/6 )m§m32n1£n1n2 - m12m3n22m2 -
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