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Resumo

O problema de dimensionamento de lotes € um problema de otimizacao da producao,
em que o objetivo é planejar a quantidade de itens a ser produzida em vérias, ou unica,
méquinas em cada periodo ao longo de um horizonte de tempo, de modo a atender uma
demanda e otimizar uma funcao objetivo. Este trabalho aborda o problema de dimen-
sionamento de lotes em um tnico estagio em um ambiente com méquinas paralelas dis-
tintas. Cada item pode ser produzido em qualquer méaquina, acarretando um tempo de
preparagao que é gasto antes de comecgar a produgao. O objetivo do trabalho consiste
em obter limitantes inferiores de boa qualidade para este problema. Para tanto, é desen-
volvido um método de solugao baseado numa reformulacao do problema e na relaxacao
lagrangiana de um conjunto de restricoes. Alguns resultados computacionais sao apre-
sentados comparando o método proposto com um trabalho da literatura, bem como, sao
apresentadas algumas propostas futuras para a continuidade do trabalho.

Palavras-chave: Dimensionamento de Lotes; Mdquinas Paralelas; Relaxa¢ao La-
grangiana; Limites Inferiores.



Abstract

The lot-sizing problem is a production optimization problem, where the objective is to
plan the quantity of items to be produced in multiple, or single, machines in each period
over a time horizon, in order to satisfy a demand and optimize an objective function.
This work addresses the single stage parallel machine lot-sizing problem. Each item can
be produced on any machine, and incur a setup time before to start the production.
The objective of this work is to obtain lower bounds of good quality for this problem. A
solution method is developed based on a reformulation of the problem and the Lagrangian
relaxation of a set of constraints. Some computational results are presented comparing
the proposed method with a method from the literature, and, some future researches are
proposed.

Keywords: Lot-Sizing; Parallel Machines; Lagrangian Relaxation; Lower Bounds.
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Capitulo 1

Introducao

Com o crescimento da produgao e da concorréncia no mercado, as indistrias tém
buscado agilidade e flexibilidade para se adaptarem as novas exigéncias e ampliar o seu
potencial. Para tanto, ter um bom gerenciamento, tornou-se um fator primordial para

suportar e sobreviver a estas novas exigéncias.

O planejamento da producao em industrias, que envolve a producao de diversos itens
utilizando varias maquinas, é uma tarefa complexa e precisa ser realizada rotineiramente.
Deve-se ressaltar que a natureza combinatoria de tais problemas os torna de dificil solugao
do ponto de vista da complexidade computacional e exige o desenvolvimento de complexas

ferramentas matematico/computacionais para sua solugao.

Este trabalho aborda o problema de dimensionamento de lotes que se enquadra no
planejamento tatico da produgao em que decisoes de médio prazo sao tomadas. O pro-
blema de dimensionamento de lotes é um problema de otimizacao da producao, em que o
objetivo é planejar a quantidade de itens a ser produzido em véarias, ou tnica, maquinas
em cada periodo ao longo de um horizonte de tempo, de modo a atender uma demanda
e otimizar uma funcao objetivo. Segundo Bahl et al. (1987), o problema de dimensio-
namento de lotes pode ter um tnico estidgio ou miltiplos estiagios de planejamento. Um
sistema tem um tunico estagio quando os itens a serem produzidos sao independentes, isto
¢, um nao depende do outro para ser produzido. Nos sistemas com multiplos estagios
um item final possui itens componentes, cuja producao ou compra, também deve ser

planejada.

O problema estudado neste trabalho, envolve o planejamento da producgao de miltiplos
itens em um unico estagio composto de méquinas paralelas distintas com capacidade

limitada. Os itens podem ser produzidos em qualquer uma das méaquinas e para iniciar
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a producao de um item utiliza-se um tempo de preparacao da maquina utilizada. O
problema com méquinas paralelas pode ser encontrado em muitos ambientes de producao,
tais como industrias farmacéuticas (Feyten e Lietaert 1983), na produgao de placas de
plastico (Mergaux e Wassenhove 1984), no engarrafamento de liquidos e outros (Carreno

1990).

Dentre os estudos de dimensionamento de lotes que consideram um ambiente de pro-
dugao em méquinas paralelas, poucos consideram além dos custos, tempos de preparagao
das méquinas, o que segundo muitos autores aumenta a complexidade destes proble-
mas. Neste trabalho, é estudado o problema de dimensionamento de lotes capacitado
em maquinas paralelas considerando os tempos de preparacao das maquinas. A intencao
deste trabalho é estudar e encontrar bons limites inferiores para estes problemas, para
tanto uma nova formulagao é proposta e os limites inferiores sao gerados através da re-
laxacao Lagrangiana, de tal maneira que, diferente da maioria dos trabalhos que utilizam
a decomposicao tradicional, ou seja, por itens, utilizamos a decomposi¢ao por periodos
seguindo as idéias de Jans e Degraeve (2004) que fazem o mesmo para o caso com uma
méquina. Cabe ressaltar a importancia de se estudar e obter bons limites inferiores para
estes problemas devido sua grande complexidade computacional, podendo assim, diminuir

consideravelmente as adrvores de solugao dos algoritmos exatos.

Este trabalho estd dividido da seguinte forma. No Capitulo 2, é feita uma revisao
e discussao sobre os modelos de problema de dimensionamento de lotes. Os problemas
sao definidos e modelados para um tnico item e multiplos itens e, ainda, com e sem res-
tricoes de capacidade. No Capitulo 3, sao apresentados os principios teéricos da relaxagao
Lagrangiana, bem como, o método de otimizacao do subgradiente. No Capitulo 4, apre-
sentamos uma breve revisdo do trabalho de Toledo e Armentano (2006) e a formulagao
proposta neste trabalho que utiliza a técnica de relaxacao Lagrangiana e a decomposicao
por periodos. No Capitulo 5, sdo apresentados os testes computacionais. A conclusao de

nosso trabalho e idéias para trabalhos futuros sao apresentadas no Capitulo 6.
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Capitulo 2

Problemas de Dimensionamento
de Lotes

2.1 Introducao

O problema de dimensionamento de lotes é um problema de otimizagao, que surge no
planejamento da produgao e consiste em definir a quantidade de itens (produtos finais) que
serao produzidos, e em quais periodos de um horizonte de planejamento finito, de modo
que satisfaga algumas restrigoes, como por exemplo, capacidade de producao e demanda

pré-estabelecida, e minimize o custo total de produgao.

Os primeiros estudos de problemas de dimensionamento de lotes ocorreram com o
Economic Order Quantity (EOQ) em 1913 (Harris 1990), que consiste num modelo sem
restricao de capacidade e com um tnico item. A demanda é estacionaria, ou seja, ocorre
continuamente com uma razao constante. Os periodos de tempo s@o continuos e o hori-
zonte de planejamento é infinito. E possivel resolver este problema otimamente por uma

expressao analitica.

Posteriormente, surgiram modelos que tentavam se ajustar cada vez mais a realidade.
Em 1950 surgiu o Economic Lot Scheduling Problem (ELSP) (Elmaghraby 1978; Zip-
kin 1991) que considera restrigoes de capacidade e varios itens. A demanda também é
estacionaria e os periodos de tempo sao continuos com um horizonte de planejamento

infinito.

O proximo avancgo se deu no sentido de considerar a demanda dindmica. Surge entao
o modelo de Wagner e Whitin (1958) que tem como caracteristicas diferenciais o fato
de se tratar de um modelo que assume um horizonte de planejamento finito dividido em

varios periodos discretos, sendo que a demanda é dada a cada periodo e pode variar, ou
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seja, tem-se uma demanda dindmica. Atualmente, os modelos que consideram demanda

dindmica continuam sendo estudados, considerando-se diferentes caracteristicas.

Quando se considera restricoes de capacidade, uma questao historicamente abor-
dada na literatura é a existéncia, ou nao, dos tempos de preparagao. Quando custos
de preparacao sao considerados e os recursos de producao sao limitados, Florian et al.
(1980) mostram que encontrar a solu¢do 6tima para o problema com um tnico item e
uma tdnica maquina é um problema NP-dificil. Sabe-se que o problema com tempo de
preparacao nao é somente uma simples extensao do problema com custo de preparacao,
pois uma vez modificado o nimero de preparagoes no plano de producao, nao é alterado
somente o custo, mas também o nivel de capacidade utilizada. Essa caracteristica torna
bastante dificil encontrar solugoes factiveis para o problema (Trigeiro 1987). Alguns au-
tores sugerem que os tempos de preparacao ja estao implicitamente incluidos nos custos de
preparacao (Maes et al. 1991) nao sendo necessério incorporé-los ao problema. Contudo,
em varios sistemas com restricao de capacidade, um dos fatores mais criticos do problema
de dimensionamento de lotes é o tempo de preparac¢ao e nao seu custo (Billington et al.
1983). Kuik et al. (1994) destacam que a representagao dos tempos de preparacao através
dos custos pode levar a uma traducao pobre do consumo dos recursos, questionando a

validade de tal substituicao, principalmente em sistemas em que 0s recursos sao escassos.

Revisoes bibliogréaficas de problemas de dimensionamento de lotes sao encontradas
em Billington et al. (1983), Bahl et al. (1987), Maes e Wassenhove (1988), Goyal e
Gunasekaran (1990), Kuik et al. (1994), Drexl e Haase (1996), Karimi et al. (2003),
Brahimi et al. (2006) e Jans e Degraeve (2007).

Nas proximas segoes, discutimos algumas formula¢oes mateméaticas para problemas

de dimensionamento de lotes e métodos de solucao encontrados na literatura.

2.2 Dimensionamento de Lotes com Unico Item

Nesta secao sao apresentados alguns modelos e variacoes do problema de dimensiona-
mento de lotes para a produgao de um tnico item. O objetivo é determinar os periodos em
que teremos producao e a quantidade produzida em cada periodo, minimizando o custo
total de produgao. Uma revisao bibliografica recente deste problema pode ser encontrada
em Brahimi et al. (2006).

Considere os seguintes dados:
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e T'=1{1,2,...,m} namero de periodos;

e v¢;: custo unitario de producao no periodo ¢;

e sc;: custo de preparagao para a producao no periodo t;
e hc;: custo unitario de estoque no periodo t;

e d;: demanda no periodo t;

e (Clap,: capacidade da méquina no periodo t;

e sdy.: soma da demanda do periodo ¢ até o periodo k.
Variaveis de decisao:

e 1;: unidades produzidas no periodo t;
e s;: quantidade em estoque no final do periodo t;

e y;: Variavel binaria, indicando a produg¢ao ou nao no periodo t.

2.2.1 Problema de Dimensionamento de Lotes Unico Item sem
Restricao de Capacidade

Formulacao do Problema:

Min Z hecesy + Z vy + Z SC1Yy (2.1)
t=1 t=1 t=1

Sujeito a :
St—1 ‘l— Ty — St = dt Vt - T (22)
v € {0,1} VteT — (2.4)
xy>0es >0 vteT (2.5)

A fungao objetivo (2.1) minimiza a soma dos custos de produgao, estoque e preparagao
dos m periodos. A restrigao (2.2) garante o balanceamento de estoque, ou seja, a quan-

tidade produzida num periodo mais a quantidade de estoque disponivel no inicio, menos
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o que sobrar em estoque no fim do periodo deve ser igual a demanda do periodo. Ja
as restrigoes (2.3) sao as restri¢oes de preparo, que permitem a produgdo no periodo ¢
somente se houver preparo no periodo ¢. As restri¢oes (2.4) e (2.5) sa@o os dominios das

varidveis.

Um método de resolugao para esse problema é dado por Wagner e Whitin (1958),
onde os autores apresentam um algoritmo de programagao dinamica, baseado numa pro-
priedade de otimalidade do problema em que s;_1x; = 0, ou seja, se produz somente
quando o nivel de estoque for zero. Wagner e Whitin (1958) propdem um método para
resolver este problema otimamente em tempo polinomial. Evans (1985) propoe um al-
goritmo com a mesma complexidade do algoritmo de Wagner e Whitin (1958), porém,
testes computacionais mostraram que o algoritmo de Evans (1985) é muito eficiente. Em
trabalhos mais recentes, Federgruen e Tzur (1991), Wagelmans et al. (1992) e Aggarwal e
Park (1993) apresentam novos algoritmos de menor complexidade para resolver este pro-
blema. Ainda relacionado ao modelo (2.1) — (2.5), Zangwill (1969) representa o problema
como um problema de fluxo em redes, Barany et al. (1984a) apresentam um conjunto
de desigualdades ((1,5)-desigualdades) que descrevem o envoltério convexo deste modelo,
Barany et al. (1984a) reformulam o modelo como um modelo de localizagao de facilidades
e Eppen e Martin (1987) reformulam o modelo como um problema de caminho minimo.
Ambas as reformulacoes descrevem o envoltorio convexo do problema e, a equivaléncia de

tais reformulagdes ¢ analisada em Denizel et al. (2008).

2.2.2 Problema de Dimensionamento de Lotes Unico Item Ca-
pacitado

Em alguns casos nao é possivel admitir que a capacidade de produgao seja ilimitada
ou grande o suficiente para produzir qualquer quantidade desejada, e é preciso consi-
derar restricoes de capacidade no modelo. Um dos primeiros trabalhos com problemas
de dimensionamento de lotes capacitado foi apresentado em Florian e Klein (1974), neste
também é desenvolvido um algoritmo para resolver este problema. Em Brahimi et al.
(2006) é feita uma revisao sobre métodos e algoritmos de solugao. Revisdes mais gerais

podem ser encontradas em Karimi et al. (2003).

Formulagao matemética: idéntico ao modelo inicial (2.1) — (2.5), apenas é atribuido

o valor de capacidade do periodo t (Cap;) e adicionado a restrigao abaixo no modelo:

xy < Capy VteT (2.6)
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2.2.3 Problema de Dimensionamento de Lotes Unico Item com
MaAquinas Paralelas

No problema de dimensionamento de lotes com tnico item em méquinas paralelas
tém-se que, em cada um dos periodos do horizonte de planejamento, virias méquinas
estao disponiveis para a producao do item. O objetivo é minimizar a soma dos custos
de producao, preparacao e estoque, atendendo a demanda sem atraso. O item pode ser
produzido em qualquer uma das méaquinas que sao nao idénticas, isto €, podem ter seus

custos de preparacao e producao distintos.

Tendo como base o problema de dimensionamento de lotes com apenas uma méaquina,
Toledo (1998) estendeu a propriedade de Wagner e Whitin para o caso com méaquinas
paralelas. Esta propriedade caracteriza os pontos extremos do conjunto de solugoes do
problema e permite generalizar o algoritmo proposto por Evans (1985) para o caso de

maquinas paralelas.

Considere os seguintes dados:

J ={1,2,...,r} numero de maquinas;

vcje: custo unitario de produgao da méquina j no perfodo ¢;

scj;: custo de preparagao para a produgao da maquina j no perfodo t;
e hc;: custo unitario de estoque no periodo t;

e d;: demanda no periodo t;

sdy: soma da demanda do periodo t até o periodo k.

Variaveis de decisdo:

e z;;: unidades produzidas na maquina j no periodo ¢;
e s;: quantidade em estoque no final do periodo t;

e y;;: Variavel bindria, indicando a producao ou nao na méaquina j no perfodo t.

O problema de dimensionamento de lotes em méaquinas paralelas com tnico item pode

ser escrito da seguinte maneira:
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Min Z Z(scjtyjt +vexi) + hegsy (2.7)
t=1 j=1 t=1
Sujeito a :
S¢—1 + Zl'jt — St = dt VteT (28)
j=1
Tt — Sdtmyjt S 0 VJ € J,t eT (29)
v € {0,1} Vi e Jt e T(2.10)

Este problema consiste em minimizar uma fungao objetivo concova sobre um conjunto de
restrigoes convexas. Sabe-se que, o minimo deste problema ocorre num ponto extremo,
e portanto, a solucao sera composta por no maximo tantas varidveis nao nulas quantas

forem suas restrigoes.

Observando cada umas das restrigoes (2.8), conclui-se que, se d; > 0 entao ou s;_1 > 0
e/ou xj; > 0 para um ou mais j € {1,...,r}. Isto significa que ou a demanda no periodo
t & atendida pela produgao no proprio periodo ¢ em uma ou mais maquinas e/ou pelo
estoque proveniente do periodo ¢-1. Dado que existem somente m restri¢oes e portanto no
méaximo m varidveis nao nulas em um ponto extremo, exatamente uma das variaveis s;_
ou z;; para um unico j € {1,...,7} pode ser positiva. Entao todo ponto extremo satisfaz

a seguinte propriedade:

St—1Tjt = O, VJ S J,t eTl

Como veremos, o problema de dimensionamento de lotes com tinico item em méaquinas
paralelas sem restricao de capacidade surge como um subproblema da relaxacao La-
grangiana relativa as restri¢oes de capacidade do problema com véarios itens e restricao de

capacidade.

2.3 Dimensionamento de Lotes com VAarios Itens

Nesta secao sera considerado que todos os problemas sao capacitados. Cabe observar

que, em geral, se a capacidade for ilimitada, um problema com varios itens pode ser
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decomposto em problemas de um tnico item. Assim, é possivel resolver o problema, com
varios itens utilizando métodos de solugao desenvolvidos para problemas com um tnico
tipo de item, ou seja, as tinicas restri¢oes nos modelos que ligam os itens sao as restrigoes de
capacidade. Entretanto, quando as restri¢coes de capacidade sao consideradas, é necessério
o desenvolvimento de métodos especificos para o problema com varios tipos de itens. Em
Kuik et al. (1994) e Bahl et al. (1987) sao feitas boas revisoes sobre estruturas, modelos
e métodos para o problema de dimensionamento de lotes varios itens. Uma revisao mais
detalhada pode ser encontrada em Maes e Wassenhove (1988), onde ha uma revisao de
heuristicas, relaxagoes e métodos. Jans e Degraeve (2007) também fazem uma revisao de

métodos de solugao.

2.3.1 Problema de Dimensionamento de Lotes Varios Itens Ca-
pacitado

Paralelamente ao trabalho de Wagner e Whitin (1958), Manne (1958), considera o
problema com demanda dindmica, varios itens e restrigoes de capacidade. O autor propoe
um modelo de programagcao linear em que se considera explicitamente todos os possiveis
planos de producao com base nos possiveis planos de preparagao. Lambrecht e Vander-
venen (1979), Bitran e Matsuo (1986) e Degraeve e Jans (2007) discutem a formulacao
proposta por Manne (1958). Drzielinski e Gomory (1965), utilizam geragao de colunas
para tratar a grande quantidade de variaveis da formulac¢ao proposta por Manne (1958),
de fato, tal formulacao trata-se do problema mestre para a decomposicao de Dantzig-Wolfe
(Dantzig e Wolfe 1960) de uma formulagdo com menor ntumero de variaveis. Dzielinski e
Gomory (1965) observam ainda que os subproblemas que devem ser resolvidos para gerar

colunas sao equivalentes ao problema estudado por Wagner e Whitin (1958).

Degraeve e Jans (2007) mostram que a decomposi¢ao proposta por Manne (1958) tem
uma deficiéncia estrutural e nao explicita todas as possiveis programacoes de maquinas,
concluindo, que na verdade, fornece apenas um limite inferior para o problema. O con-
junto de solugoes factiveis para a formulagao de Manne com restri¢oes de integralidade, é
apenas um subconjunto das solugoes factiveis para o problema inteiro original. A principal
razao para esta deficiéncia, é que a solugao para os subproblemas, isto é, uma nova coluna,
consiste tanto das variaveis de preparacao quanto das variaveis de producao, e na formu-
lacao de Manne, as decisoes de preparacao determinam automaticamente, as decisoes de
producao de acordo com a propriedade de Wagner-Whitin, o que nao explicita todas as

possiveis programacoes de maquinas, nao obtendo assim, uma formulagao semelhante ao
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problema original, como proposto por Dantzig e Wolfe (1960).

O modelo que sera apresentado a seguir, ¢ um modelo monoestégio com restrigoes
de capacidade e considera tempo e custo de preparagao (setup) e uma dnica maquina.

Considere os seguintes dados.

e [ ={1,2,...,n} numero de itens;

e d;;: demanda do item 7 no periodo ¢;

e sd;;: soma da demanda do item 4, do periodo ¢ até o periodo k;
e hcy: custo unitario de estoque do item 7 no periodo ¢;

e sc;: custo de preparo do item ¢ no periodo t;

e wvcy: custo de producao do item 7 no periodo ¢;

e fc;: custo unitario de estoque inicial para o item 4;

e st;;: tempo de preparo do item 7 no periodo ¢;

e vt tempo de producao do item ¢ no periodo t;

Capy: capacidade da méquina no periodo t.

Variaveis de decisao:

e 1;;: unidades produzidas do item ¢ no periodo t;
e y;;: variavel binaria, indicando a produgao ou nao do item ¢ no periodo t;
e s;: estoque do item ¢ no final do periodo t;

e s;o: quantidade de estoque inicial para o item i;

Com isso, obtém-se o seguinte modelo (CL):

Min Z feisio + Z Z(Scityit + veaTi + heysi) CL (2.12)
=1

i=1 t=1
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Sujeito a :
Sit—1 + Tit = dit + Sit Viel,teT (2.13)
Tit < SditmYit Viel,teT (2.14)
> (stiyie + vtiwi) < Cap, Vt € T (2.15)
=1
yir € {0,1}, x>0, s3>0, $0>0, 8m=0 Viel,teT (2.16)

A fungao objetivo (2.12) minimiza os custos totais de preparagdo, produgao, estoque e
estoque inicial. As restrigdes (2.13) garantem o balanceamento de estoque. Para evitar
problemas infactiveis o modelo considera a possibilidade de estoque inicial, contudo o
custo fc; para este estoque é muito grande, assim s;q terd valor diferente de zero apenas
quando o problema nao tiver solugao factivel (Vanderbeck 1998). Nao existe preparo para
o estoque inicial. Em seguida, temos as restri¢oes de preparo (2.14) e as limitagoes de

capacidade (2.15). Finalmente, em (2.16) tem-se a definigdo dos dominios das variaveis.

Podem ser encontrados na literatura métodos exatos e heuristicos para resolver pro-
blemas monoestagicos considerando uma tnica méaquina, sendo que, a maioria desses
trabalhos nao consideram tempos de preparacao. Dentre os trabalhos em que se de-
senvolveram métodos exatos sem considerar tempos de preparacao estao: Barany et al.
(1984), Evans (1985), Eppen e Martin (1987) e Hindi (1995). Existem varios trabalhos
em que se desenvolveram procedimentos heuristicos para resolver o problema monoesta-
gio, tnica maquina, sem tempos de preparagao: Chen e Thizy (1990), Singh e Rajamani
(1991) e Kirca e Kokten (1994). Vale observar que, devido a complexidade do problema, os
procedimentos exatos resolvem apenas problemas pequenos, enquanto os procedimentos

heuristicos fornecem solugoes para problemas de maior porte.

Dentre os métodos exatos para problemas que consideram tempos de preparacao,
podemos destacar os seguintes trabalhos: Diaby et al. (1992) que desenvolvem um método
branch-and-bound. Souza e Armentano (1994) resolvem o problema com limita¢ao nas va-
riaveis de produgao utilizando o algoritmo exato de Roy (1983). Armentano et al. (1999)
representam o problema como uma rede generalizada e utilizam um algoritmo branch-
and-bound. Belvaux e Wolsey (2000) e Belvaux e Wolsey (2001) desenvolvem um pacote
(baseado no método branch-and-cut) para modelagem e resolugao de problemas de dimen-
sionamento de lotes e van Vyre e Wolsey (2006) utilizaram este pacote e reformulagdes
estendidas para resolver o mesmo problema. Degraeve e Jans (2007) e Pimentel et al.

(2010) desenvolvem métodos branch-and-price.
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Dentre as varias heuristicas que consideram tempo de preparacao nao nulo e uma
tnica maquina destacam-se: Trigeiro et al. (1989) que desenvolvem um método heuristico
que consiste em relaxar as restricoes de capacidade aplicando a técnica de relaxacao
Lagrangiana. Em seguida, se a solucao for infactivel, um método de factibilizacao é
aplicado, o qual, transfere producao entre periodos na tentativa de factibilizar a solucao
(heuristica Lagrangiana) e, finalmente, os multiplicadores duais sdo atualizados utilizando
o método do subgradiente (Held et al. 1974; Camerini et al. 1975). Lozano et al. (1991),
propoem um algoritmo similar ao proposto por Trigeiro et al. (1989). Araujo e Arenales
(2000), fizeram uma modificagdo no método desenvolvido por Trigeiro et al. (1989) e
obtiveram uma melhoria em alguns resultados computacionais. Jans e Degraeve (2004)
apresentam um método para obter limitantes inferiores para o problema com tempo de
preparacao. Denizel et al. (2008) desenvolvem uma heuristica de arredondamento e Sural

et al. (2009) também utilizam relaxagdo Lagrangiana para resolver o problema.

2.3.2 Problema de Dimensionamento de Lotes varios Itens em
MaAquinas Paralelas

Para a formulacao matemaética utilizamos os mesmos dados e variaveis para o problema
com uma unica maquina, descrito na Secao 2.3.1, entretanto com um indice j a mais, por
exemplo, z;;; ¢ a quantidade produzida do item ¢ na maquina j no periodo ¢. Os nomes

dos outros dados e variaveis seguem esse mesmo raciocinio.

Formulagao matematica (CLM).

Min Z fCiSi() + Z Z Z(scijtyijt + Ucijtxijt> + Z Z hcz‘tsit CLM (217)
i=1 i=1 j=1 t=1 =1 t=1
Sujeito a :
k
Siem1+ > wije = dip + s Vie It €T(2.18)
j=1
Tije < SdimYije Viel, je JteT(2.19)
Z(Stijtyijt + Utijtxijt) < C(lpjt V] - J7t - T(220)

i=1
Yijt € {0, 1}, Tijt Z O, Sit 2 O, Si0 2 O, Sim — 0 Vi € I,j € J,t S T(221)

As restri¢oes sao similares as do modelo (CL) descrito por (2.12) — (2.16). Seja v

o valor 6timo da fungao objetivo da formulacao C'LM e Uy o valor 6timo da relaxagao
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linear. Na literatura, sao encontrados poucos trabalhos que consideram o ambiente de
produgdo com maquinas paralelas. Lasdon e Terjung (1971) propoem uma heuristica
para o problema discreto de dimensionamento e seqiiencialmente de lotes para maquinas
paralelas idénticas sem tempo de preparacao de maquina. Neste problema somente um
item pode ser produzido por méaquina por periodo e a producao deve utilizar toda a
capacidade disponivel. Salomon et al. (1991) também estudam este problema analisando

sua complexidade e alguns algoritmos de solucao.

Carreno (1990) propds uma heuristica de lote econémico para méquinas paralelas
idénticas considerando os tempos de preparacao das maquinas. Sao testados problemas

envolvendo 100 itens e 10 maquinas em baixos tempos computacionais.

Em Sabbag (1993) foi proposta uma heuristica para resolver o problema de dimensio-
namento de lotes em maquinas paralelas nao idénticas considerando os tempos de prepara-
¢ao das maquinas. A heuristica parte de uma solucao inicial infactivel e busca a factibi-
lidade através da transferéncia de quantidade de producao entre os periodos e entre as
maquinas. A seguir é aplicado um passo de melhoria visando obter uma solugao de
melhor custo. Problemas com 100 itens, 6 maquinas e 24 periodos foram testados em
tempo computacional razoavel. Kang et al. (1999) consideram o problema em méaquinas
paralelas e custo de preparacao dependente da seqiiéncia e propoem um método baseado
em geracao de colunas e branch-and-bound. Adicionalmente, adaptam o método para

resolver alguns problemas reais de forma heuristica.

Derstroff (1995) resolve o problema de dimensionamento de lotes em maquinas pa-
ralelas através da técnica de relaxagao Lagrangiana. Em um primeiro passo o modelo
¢é resolvido com as restricoes de capacidade relaxadas, em seguida os multiplicadores
Lagrangianos sao atualizados e finalmente uma solugao viével é criada deslocando-se uma
determinada quantidade de producao entre os periodos e as maquinas. Sao testados pro-
blemas com 20 itens em 5 niveis de producao, 16 periodos e 6 maquinas, dos quais até

duas podem ser utilizadas em paralelo.

Ozdamar e Birbil (1998) abordam um problema de dimensionamento de lotes em
méquinas paralelas com tempos mas sem custos de preparacao. Além da capacidade
regular, cada méaquina tem permissao para usar uma determinada quantidade de horas
extra com um determinado custo. O modelo nao permite a divisao de lotes, ou seja, a
quantidade total de producao de um item por periodo deve ser produzida em uma tnica
maquina, portanto, apenas uma das maquinas paralelas pode ser usada para produzir

um determinado item especifico por periodo. Trés heuristicas hibridas semelhantes sao
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desenvolvidas para resolver o problema, em que, um algoritmo de busca Tabu é utilizado
para melhor as solugoes e torna-las factiveis. Sao resolvidos problemas com até 20 itens,

6 periodos e 5 maquinas.

Belvaux e Wolsey (2000) descrevem uma modelagem genérica e um sistema de otimiza-
¢ao que é capaz de resolver uma ampla classe de problemas de dimensionamento de lotes
incluindo os casos especiais com varios itens, maquinas paralelas e véarios periodos. Os
problemas sao resolvidos por rotinas do pacote de otimizacao XPRESS-MP. Além disso,
uma heuristica primal pode ser integrada no processo de solucao, os autores resolveram

um grande nimero de instancias tomadas da literatura.

Toledo e Armentano (2006) consideram o problema com varias méquinas, relaxam
as restricoes de capacidade e propoem uma heuristica Lagrangiana para a resolucao do
problema. A solucao inicial é obtida por meio da minimizagao do problema Lagrangiano,
normalmente infactivel, realiza-se deslocamento da producao entre periodos e maquinas
na tentativa de factibiliza-la, deslocando a producgao que excede a capacidade, procurando
solugoes factiveis que minimizam o custo. Na sua tese de doutorado Toledo (1998) apre-
senta dois algoritmos branch-and-bound para resolver este problema de forma exata. O
primeiro algoritmo baseia-se numa formulacao de programagao inteira mista com rela-
xacao Lagrangiana das restri¢coes de capacidade do problema. O segundo foi desenvolvido
a partir da representacao do problema como uma rede generalizada e relaxacao linear. Os

dois algoritmos exatos sao utilizados para resolver apenas instancias pequenas.

2.3.3 Reformulagao do Problema de Dimensionamento de Lotes
em Maquinas Paralelas

O problema de dimensionamento de lotes em méaquinas paralelas pode ser reformulado
usando a abordagem de redefinigdo das varidveis proposta por Eppen e Martin (1987).
A motivacao para estudar esta abordagem decorre dos resultados obtidos por Jans e
Degraeve (2004) que mostram que para o problema de dimensionamento em uma méquina,
os limites inferiores resultantes da decomposicao por periodos utilizando esta reformulacao
sao melhores que os obtidos utilizando a decomposicao por item da formulacao original.

Para a reformulacao defina os seguintes parametros:

cvijue: custo de produgao e estoque total para produzir o item 7, na maquina j no

periodo t para satisfazer a demanda dos periodos ¢ até k
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ko s—1
= UcijtSditk + Z Z hciudis

s=t+1 u=t

ciy: custo de producao e estoque total para que o estoque inicial do item i satisfaca

a demanda dos periodos 1 até o periodo t

t s—1
= feisdiy + Z Z heiyd;s

s=2 u=1
Temos também as seguintes novas variaveis para o modelo:

24,0 fracao do plano de producao do item 7 na méquina j, em que a producao no

periodo t satisfaz a demanda do periodo t até o periodo k

wy: fracao do plano de estoque inicial do item 7 em que a demanda é satisfeita para

os primeiros ¢ periodos

Entao, a reformulacao denotada por EMM é a seguinte:

Min Z Z ClipWi + Z Z Z 5CijtYijt + Z Z Z Z UtV EMM  (2.22)
i=1 t=1 i=1 j=1 t=1 i=1 j=1 t=1 k=t
Sujeito a :
1= szk + Z Z ZU; 51,k Vi € 1(223)
k=1 j=1 k=1
r t—1 r m
W; ¢—1 + Z Z ZUi,j,k,tfl = Z Z ZUijtk \V/Z c I,t S T/{l}(224)
j=1 k=1 j=1 k=t
szijtk < Yijit Viel,je JteT(2.25)
k=t
Z StijtYije + Z Z Vtijisdikzvijue < Capjy Vj € J,t € T(2.26)
i=1 i=1 k=t
yije € {01}, wy >0 Viel,je J(227)
20506 > 0 Viel,je JteT VkeT k>1t(2.28)

A fungao objetivo (2.22) minimiza a soma dos custos de estoque inicial, preparagao,
produgao regular e custos de estocagem. As restrigoes (2.23) e (2.24) definem as restri¢oes
de fluxo para a rede de caminho minimo. Para cada produto, uma unidade de fluxo é

enviada & rede, impondo que a demanda de cada produto tem que ser satisfeita sem
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atraso. As restrigdes (2.25) forgam a preparacao para cada item a ser produzido. As
restrigoes de capacidade (2.26) limitam a soma total dos tempos de preparagao e produgao
pela capacidade disponivel em cada periodo e em cada méaquina. As restrigdes (2.27) e
(2.28) definem o dominio das variaveis. Sejam vgprps o valor 6timo da func¢ao objetivo
da reformulagdo de Eppen e Martin (2.22) — (2.28) e g 0 valor 6timo da relaxagao

linear.

A Figura 1 representa as restri¢oes de fluxo para um problema com trés periodos para
um item e uma maquina especifica. A primeira restrigao (2.23) é representada pela Figura
2: um fluxo de uma unidade entra no n6 1 e os arcos de saida sao as variaveis de producao
para o perfodo 1 2w, k = 1,2,3, e as varidveis de estoque inicial w;, k& = 1,2,3.
Algumas varidveis tém a mesma origem e destino, por exemplo, zv;;1; e w;. H&, no
entanto, uma importante distingao, pois, as restri¢oes de capacidade (2.26) e preparagao
(2.25) valem apenas para as variaveis de produgao zv;;1 € ndo para as variaveis de estoque
inicial w;;. Para os nos dois e trés, temos as restri¢oes de conservacao de fluxo (2.24) que
sao representadas pelas Figuras 3 e 4: as somas dos fluxos de entrada em um no, devem

ser iguais as somas dos fluxos de saida. A restricao para o noé final, impoe que a soma dos
3

fluxos de entrada, w;s + g ZVijkm, deve ser igual a um. Essa restri¢ao nao ¢ representada

k=1
no modelo (2.22) — (2.28), pois é redundante.

As correspondéncias entre as variaveis do modelo EMM com a formulacao original
CLM (2.17) — (2.21) séo as seguintes:

m
Tijp = Z sditkzviﬁk Vi € [,] € J,t eT
k=t
m
Si0 = Z Wi Sy Viel
t=1

Para este modelo, as variaveis zv;j, podem ter valores fracionédrios. A interpretacao
para um valor fracionario, por exemplo, 0.3 para uma variével zv;;,, ¢ a seguinte: produzir
no periodo t, na maquina j, 30% do total da demanda do periodo ¢ até o periodo k. Esta
producao é utilizada para satisfazer 30% da demanda em cada um dos periodos ¢ até k.
Portanto, para o periodo k& produzimos 30% da demanda d;; no periodo ¢ e essa parte é

mantida em estoque até o periodo k.
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ZVij13

Figura 1: Representagao da rede de um item, uma maquina e 3 periodos.

ZVij13

3
Figura 2: Representagao da rede para o periodo 1: 1 = Z(w”“ + 201 k)
k=1

3
Figura 3: Representacao da rede para o perfiodo 2: w;; + 2v;11 = E 29k
k=2

ZVij12

Figura 4: Representagao da rede para o periodo 3: w; + Z = 2V;j33.
k=1

2.3.4 Exemplos Numericos

Vamos ilustrar a reformulagao com um exemplo pequeno, as Tabelas 1 e 2 contém os

parametros para um problema de dimensionamento de lotes em maquinas paralelas com
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tempos de preparacao para 2 itens, 2 maquinas e 3 periodos.

item1/maql | item1/maq2 | item2/maql | item2/maq2
vei; 70 60 50 45
SCij 20 15 15 10
Stij 10 9 5 4
fei 999 999 999 999

Tabela 1: Parametros para um exemplo pequeno: custos e tempos

periodo 1 | period 2 | periodo 3
capi 120 120 120
capat 120 120 120
dyy 170 20 100
doy 180 40 100

Tabela 2: Parametros para um exemplo pequeno: capacidade e demanda

O valor 6timo para as variaveis zv;j, ¢ apresentado na Tabela 3, em que a primeira
coluna relaciona as variaveis e a segunda seus respectivos valores 6timos. As demais
varidveis que nao aparecem na Tabela 3 tém valor zero e por isso nao foram incluidas. Os
custos para a produgao e estoque (cv;ju, € ciy) sao calculados de acordo com a formula
que foi apresentada no inicio da Se¢ao 2.3.3. A quantidade produzida associada & variével
254, € dada pelo valor dessa varidvel multiplicado pela soma da demanda do periodo ¢
até k. O custo de produgao para uma varidvel é igual a o seu valor 6timo multiplicado
pelo custo dos parametros. Para o item 1, a solucao 6tima indica que temos 21 unidades
de estoque inicial, 149 unidades produzidas na maquina 2 no periodo 1, 20 na méquina 2
no periodo 2 e 100 na maquina 2 no periodo 3. Para o item 2, produzimos 115 unidades
na maquina 1 e 65 unidades na maquina 2 para o periodo 1, 40 na méquina 2 para o
periodo 2 e 100 na méquina 2 para o periodo 3. O custo total para esta solucao para o

item 1 é igual a soma dos custos (37.113,28) mais custo de preparacao (3 x 15), portanto,

um total de 37.158,28. Para o segundo item o custo total ¢ 15.019,11.

Considerando a formulacao CLM para este exemplo, obtemos a Tabela 4, que mostra
as variaveis de producao, preparagao e estoque que nao tem valor zero e seus respectivos

custos na fungao objetivo.
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Variavel | Valor 6timo | Parametros(cv e ¢i) | Total produzido | Custos
Wiy 0.1235 169830 21 20979
Y121 1 - - 15

201911 0.8764 10200 149 8939.28
Y122 1 - - 15
2ZU1929 1 1200 20 1200
Y123 1 - - 15
201233 1 6000 100 6000
Ya11 1 - - 15
2U9111 0.6388 9000 115 5749.2
Y221 1 - - 10
Y222 1 - - 10
2U99299 1 1800 40 1800
Y223 1 - - 10
2U99233 1 4500 100 4500

Tabela 3: Solugao 6tima para o exemplo formulagao EMM

e Comparagao entre as formulagoes

Afim de comparar as duas formulacoes, resolvemos 10 exemplares maiores com o

CPLEX 12.2 (tempo limite de 120 segundos). Os exemplares tem 25 itens, 18 periodos
e 6 maquinas. Os custos e parametros foram gerados randomicamente com distribui¢ao
uniforme, a forma de geragao e os intervalos sao descritos na Se¢ao 5.1 do Capitulo 5 de

resultados computacionais e sao exemplares da classe CNSBTB.

Os resultados contidos na Tabela 5 mostram que, apesar das formulagoes serem equi-
valentes, a relaxacao linear da formulacao EMM é mais apertada se comparada com a
formulacao CLM com uma diferenca aproximadamente de 11%. Existe também uma
diferenga grande no nimero de cortes gerados para as formulagoes, uma vez que em todos
os exemplares para a formulagao CLM foram gerados mais que 1000 cortes, enquanto para
a formulacao EMM esse ntimero nao passou de 43 para todos os exemplos. Esta grande
diferenca é mantida se compararmos os numeros de nos analisados nas arvores de solucao,
sendo que enquanto o total de nés analisados para os 10 exemplares com a formulacao

CLM foi de quase cinquénta mil (49.823), para a formulacdo EM M foram analisados

apenas 23.731, ou seja, menos que a metade deste valor.
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Variavel | Valor 6timo | Custos
S10 21 20979
Y121 1 15
191 149 8940
Y122 1 15
1922 20 1200
Y123 1 15
123 100 6000
Y211 1 15
T911 115 5750
Y221 1 10
T921 65 2927
Y222 1 10
9929 40 1800
y223 1 10
9293 100 4500

Tabela 4: Solucao 6tima para o exemplo Formulacao CLM

Os tempos de solucao confirmam a importancia da qualidade dos limites inferiores

no ambito de obter solugbes factiveis e/ou 6timas, enquanto para a formulagao CLM o

CPLEX nao conseguiu provar a otimalidade para 4 dos 10 exemplos, para a formulacao

EMM este valor caiu para 2, além disso, em todos os casos que ambas as formulacao

encontraram as solucoes 6timas, a formulagao EMM foi sempre mais eficiente computa-

cionalmente.
Formulagao CLM Formulagao EMM
Exemplos | Rel. Linear cortes n6s | Tempo | Rel. Linear cortes n6s | Tempo
CNSBTBO | 68445,33 1433 11089 | 120,00 75707,05 19 2485 | 52,25
CNSBTB1 | 70396,56 1636 2920 | 31,98 78937,93 28 1136 | 23,73
CNSBTB2 | 71966,76 1833 3157 | 58,48 81087,50 28 652 13,44
CNSBTB3 | 70045,26 1586 3284 | 120,00 78759,82 24 4490 | 120,00
CNSBTB4 | 75306,44 1767 5960 | 120,00 83850,01 21 4565 | 120,00
CNSBTB5 | 71910,98 1599 2258 | 58,14 80404,57 43 1008 | 36,22
CNSBTB6 | 68839,45 1282 571 10,47 75985,29 11 6 2,67
CNSBTB7 | 68162,64 1624 10816 | 120,00 77171,15 15 7279 | 66,09
CNSBTBS8 | 67108,51 1503 9106 | 76,16 74651,48 18 2010 | 29,22
CNSBTB9 | 71884,89 1541 662 20,19 80872,55 18 150 5,80

Tabela 5: Formulacao CLM x EMM
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Capitulo 3

Método de Solucao: Relaxacao
Lagrangiana

3.1 Introducao

Este capitulo é baseado principalmente em Carvalho (2001), Maculan e Fampa (2006)
e Kitamura (2009).

A Relaxacao Lagrangiana é uma das técnicas mais aplicadas e que tem uma grande
importancia no ambito de resolver problemas de programacgao inteira. O seu sucesso
deve-se ao fato de permitir obter, em certas condigoes, formulagoes mais fortes ou de
fornecer de uma forma muito eficiente limitantes muita vezes de melhor qualidade do que
os obtidos com a relaxacao linear. O objetivo deste capitulo é apresentar e discutir os
conceitos tedricos que existem por traz desta técnica, bem como, apresentar o método do

subgradiente.

A técnica de relaxacao Lagrangiana consiste em dualizar parte das restrigoes dos pro-
blemas, que sao integradas na fun¢@o objetivo. A principal ideia é tirar partido da facili-
dade de resolucao dos problemas que tém apenas as restri¢oes "faceis" (sem as restrigdes
que foram dualizadas na fungao objetivo). Em vez do problema original, resolve-se um
modelo em que hé restrigoes que sao relaxadas, no sentido em que nao se impoe explicita-
mente que essas restricoes sejam cumpridas. Em vez disso, tenta-se forcar indiretamente
o cumprimento dessas restri¢oes, impondo uma penalidade na funcao objetivo quando

elas nao sao respeitadas.

No ambito de se obter bons limitantes com a técnica de relaxagao Lagrangiana, tem-
se como principal objetivo otimizar o problema dual lagrangiano (que seré definido nas

proximas segoes), para isso, podem ser usados varios métodos, neste trabalho focalizamos
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o método do subgrandiente (ver por exemplo, Held et al. (1974), Fisher (1985) e Camerini
et al. (1975)).

A aplicagao da relaxacao Lagrangiana junto com o método do subgradiente tém suas
vantagens e desvantagens. A relaxacao Lagrangiana fornece a cada iteracao um limite
inferior sobre o problema original, porém nenhuma solucao primal esta disponivel. Além
disso, ha problemas com a convergéncia do método do subgradiente. Normalmente o algo-
ritmo é interrompido ap6s um nimero fixo de iteracoes, sem a garantia de ter encontrado
o valor 6timo do problema dual Lagrangiano (Fisher 1985). No entanto, a otimizagao do
subgradiente é barata computacionalmente e facil de implementar. Nas proximas segoes

veremos esta técnica de forma mais detalhada.

3.2 Relaxacao Lagrangiana

A relaxacao Lagrangiana é uma técnica usada para resolver problemas de otimizacao
em que as restrigoes tém uma estrutura de que se pode tirar partido. Acontece frequente-
mente que é possivel re-arranjar as restricoes de um problema em vérios conjuntos, de
forma a fazer sobressair uma estrutura especial. De fato, problemas muito dificeis de
otimizacao sao muitas vezes formulados com varios conjuntos de restrigoes. No entanto
se o problema tivesse apenas um subconjunto de restri¢oes, ele seria muito mais facil que
o problema original, ou seja, a conjuncao das varias restricoes é que o torna dificil. Em
linhas gerais, o método relaxa parte das restricoes, que sao integradas na funcao objetivo,

mantendo outras restrigoes com uma estrutura mais simples que o conjunto inicial.

Considere o problema (P) definido por:

zp = min clx (3.1)
sujeito a:

Alz < by Complicadas (3.2)

(P) A%z <by Simples (3.3)

v e Zn (3.4)

onde: Al € R A2 € RmX b€ e by € R,

Antes de formalizarmos as ideias de relaxacao Lagrangiana, veremos o conceito de
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relaxagao. Para tanto, Considere o problema de programacao inteira (P) definido acima,

e denotado de forma equivalente por::

zp=min{f(zx)=c'z:x€F}

(P) onde

F:{IEZﬁ:Alebl,AQbeg}

Definigao: Uma relaxacao de P é qualquer problema de minimizagao:
(RP) zr = min{fr(x) : © € Fr}

Com as seguintes propriedades:

(R1) FC Fg

(R2) f(x) > fr(x) Vo € F

Existem varias técnicas de relaxagao de um problema de programagao inteira. Dentre
elas, tem-se a relaxagao Lagrangiana a qual, geralmente, é aplicada quando a matriz de
restrigoes apresenta uma caracteristica especial, tendo um grupo de restrigoes faceis e
outro grupo de restricoes complexas. Cabe observar aqui que existem muitos problemas

que apresentam estas caracteristicas.

Considere novamente o problema P dado em (3.1) — (3.4), a idéia da relaxagao La-
grangiana é relaxar as restrigdes complicadas (3.2) colocando-as na fung¢ao objetivo como
uma "penalizacao". Assim, a relaxacao Lagrangiana do problema P, com relacao ao con-
junto de restrigoes complicadas é definida associando a este conjunto um vetor A > 0,
denominado de multiplicador de Lagrange ou variaveis duais. O problema Lagrangiano

obtido utilizando a técnica de relaxagao Lagrangiana para o problema P é dado a seguir:

zre(A) = min{z(\,z) = "o + \T(Alz — b))} (3.5)
RL()) sujeito a:
S SLR = {ZC € Zﬁ C A%z < bg} (36)

onde \ € %Tl
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A partir da defini¢do de relaxacdo, demonstra-se facilmente que RL(A) realmente é
uma relaxagao de P. O problema RL(A) nao contém as restrigoes complicadas, as quais

foram incluidas na fungao objetivo como uma "penalidade", AT (A'x — b,).

A qualidade de uma relaxacao de P, pode ser avaliada pela proximidade do valor
da funcao objetivo desta relaxagao e do valor da funcao objetivo do problema original
P. Assim, voltando ao problema Lagrangiano, como se trata de uma relaxacao de P e
o problema é de minimizacao temos que zgrr(A) < z,. O maior dos limitantes inferiores
disponivel da familia infinita de relaxagoes { RL(\)}a>0 € zrr(A*), onde A\* é uma solugao

6tima do seguinte problema:

(DL) Zpr, = Maxy>o02rL(\) (3.7)

O problema DL é chamado dual Lagrangiano com relacao as restricoes Alx < by.

Observe que, se zp = zpy, entao zp representa o valor 6timo para a fungao objetivo do

problema original P e, a solucao x* associada a zp representa a solucao 6tima do problema

P.

Exemplo 3.1. (Arenales et al. 2006) Para uma primeira ilustracao da técnica de

relaxacao Lagrangiana, consideremos o exemplo dado a seguir:

Zp = min — 5x, + To (3.8)

sujeito a:
Txy — 5xy < 13 (3.9)
T1,T2 € ZJr (311)

Consideraremos, as restri¢oes (3.9) e (3.10) como restri¢oes complicadas e simples
respectivamente. O ponto 6timo para este problema é z* = (3 2), cujo valor da solugao
é —13.

Apliquemos a relaxacao Lagrangiana, ou seja, vamos relaxar a restricao complicada

na fungao objetivo utilizando um multiplicador Lagrangiano A > 0 como penalizador:
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ZRL()\) =min — 5.771 + o + )\(71’1 — 5.1'2 — 13) (312)
sujeito a:
X1, Lo GZ_:,_,)\ZO (314)

Reorganizando os termos da fungao objetivo, ficamos com o seguinte problema relax-

ado:

sujeito a:
Ty, T2 EZ+,)\ZO (317)

Analisemos os valores das solugdes do problema inteiro (zp) e da relaxacao La-
grangiana (zgz(A)) para dois pontos fixos x = (1 1) e 2* = (3 2) e diferentes valores

para o multiplicador Lagrangiano \:

1| o | A | 2p(2) | ZrA (2, N)
3124 ] -13 -189
3122 | -13 -101
312105 -13 -35
312102 -13 -21.8

11 1] 4 -4 -104

1] 1] 2 -4 -54
111105 4 -16.5

11 11]02] 4 -9

Tabela 6: Diferentes solugoes para o problema P e para o problema Lagrangiano

Podemos observar que a qualidade do multiplicador Lagrangiano A, tem uma grande
influéncia na qualidade do limite inferior gerado pela técnica de relaxacao Lagrangiana,
o que para este exemplo fica claro quando observamos a diferenca entre os valores dos

limites inferiores gerados com os valores de A =4 e A = 0.2.
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3.3 Teoria da Dualidade Lagrangiana

E apresentada nesta secdo a teoria geral sobre as propriedades que podem ser explo-
radas utilizando a técnica de relaxagao Lagrangiana, bem como as relagoes que podem
ser tiradas sobre o valor do problema original (zp), da relaxacao Lagrangiana (zrp()\)) e

do dual Lagrangiano (zpy) apresentados na se¢ao anterior.

A técnica de relaxacao Lagrangiana pode ser utilizada para a obtencao de limitantes
(limites inferiores para os problemas de minimizagdo), que em geral sdo melhores que
os limitantes encontrados pela relaxacao linear. Sabe-se que a obtencao de bons limi-
tantes tem grande importancia na busca por solugoes 6timas ou factiveis quando traba-
lhamos com algoritmos exatos, pois permitem varias podas na arvore de solucao, fazendo
assim, com que os tempos de solucao dos problemas sejam muito inferiores se comparados
com os mesmos problemas utilizando limitantes de pior qualidade. Portanto, apresentare-

mos um estudo tedrico sobre essa importante técnica de obtencao de bons limitantes.

Teorema 3.1. (Dualidade Lagrangiana Fraca) Para qualquer escolha do vetor de multi-
plicadores de Lagrange A > 0, tém-se que zrp(\) < zp.
T

Demonstracao: Suponhamos que z* seja uma solucao 6tima de zp, isto é, zp = ¢’ z*.

Sabemos também que zpr(\) < cfa* + N(Alz* — by), como A > 0 e Alz* — b, <0, entdo

podemos escrever:

(V) < Tt 4 AA b)) < Pt =z W

Esta propriedade nos diz que, como afirmado no inicio da segdo, zgr(A) é um limite
inferior de zp. Geralmente, fixado um valor para A, pode-se resolver P, por exemplo, por
algum método enumerativo . O interesse principal é obter um valor para A especifico.
Deseja-se encontrar um A 6timo tal que a solucao da relaxagao Lagrangiana, que é um
limitante inferior para P, seja o mais proximo possivel (ou igual) do valor da solugao 6tima
de P. Para isto, basta maximizar os limitantes inferiores, uma vez que, pelo Teorema 3.1,
este nunca serd maior que a solucao 6tima zp. Assim, o foco principal da relaxacao

Lagrangiana esta em resolver o problema dual Lagrangiano.

Resolver o dual Lagrangiano é determinar o valor de A para o qual a funcao La-
grangiana ¢’z + AT(A'z — b;) toma o valor méximo. Assim, deve existir pelo menos
um valor \* para o qual o problema Lagrangiano toma o maior valor possivel e que

deve ser igual ao valor 6timo do problema dual Lagrangiano, isto é, zp;, = zgr(A\*) =
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maxy>o{zrr(N\)}. As seguintes observagdes ainda podem ser consideradas: O dual La-
grangiano fornece o valor de A* 6timo, bem como a melhor solugao Lagrangiana zgy(A*);
A* pode assumir valores diferentes para o(s) mesmo(s) valor(es) 6timo(s), zpr, que é o

limitante inferior mais proximo (ou igual) a zp.

Corolario 3.1. Para qualquer escolha do multiplicador Lagrangiano, X > 0, tém-se

que zpr, < zp.

Demonstragao: Pela estrutura do problema dual (DL) e pelo Teorema 3.1, zgr(\) < zp

acontece para todo A factivel, em particular, para maxy>o{zrr(A\)} = zpr. O que implica

diretamente que zpy, < zp K.

Em otimizacao linear é correto afirmar que a solucao 6tima dual é sempre igual a
solu¢do otima de seu proprio problema primal, ou seja, se denotarmos por (PL) um
problema de otimizagao linear e por (D) seu dual, tém-se que zp = zpr. Entretanto,
esta afirmacao nao é sempre vélida para problemas de otimizagao inteira; em particular,
aplicar a relaxagao Lagrangiana ao problema primal implicara na fungao objetivo de (DL),
um incremento AT (A'x — b;), ndo necessariamente igual & funcio objetivo de P. Torna-se
entao natural o questionamento da existéncia de condicoes para que a solucao 6tima do
dual Lagrangiano, zpy, = zrp(A*), seja igual a solugao 6tima do problema primal, zp, em
otimizagao inteira, isto é, quando zp = zgrp(\*). Esta idéia é formalizada com o resultado

a seguir.

Teorema 3.2 (Geoffrion, 1974). Tem-se que z, = zpy, se, e somente se, existem \* > 0

ex* € S tais que satlisfazem as sequintes condigoes:
i. zrp(N*) = z(A*, %), x* € Jtima para o problema Lagrangiano RL(\).
it. Ata* < by , x* € factivel para o problema original P.
iti. (\)T(Arx* — by) = 0 satisfaz as condigoes de folgas complementares.
Tem-se entao que x* é uma solugao 6tima do problema original P se satisfaz as trés

condigbes. No entanto, se satisfaz somente (i) e (i), tem-se que z* é uma solugao e-6tima

para o problema original P, em que € = zgp(\*) — zp.

Demonstragao: Para provar este resultado, serda mostrado que zp = zgp(A*). Por

hipotese, tém-se A* > 0 e x* satisfazendo (i), (ii) e (ii7).

Por (i) e pelo teorema Teorema 3.1, z* ¢ 6tima para zgr(\*) e
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zre(\) = ot + ()T (A'a* — b)) < zp (%)
Por (iif),

o+ (W) (A" — b)) =cTa* = cTa* < 2p (¥%)

(& /

v~

=0

Por (ii), «* é factivel a P implica em
cl'a* > 2p (%% %)

Por (%) e (x * %), obtém-se:

isto ¢, x* é solugao 6tima para P implicando em zgr,(\*) = zp I

Isto quer dizer que se, para determinado A, a solugao 6tima da relaxagao Lagrangiana
(que é a solugao o6tima do dual Lagrangiano) for factivel e satisfizer as folgas comple-
mentares, entao podemos afirmar se tratar de uma solugao 6tima também para o problema
primal, ou seja, zp = zpr. Como nem sempre tais condi¢oes sao satisfeitas, o interesse
recai sobre a obtencao de A que fornega para a relaxacao Lagrangiana o limitante inferior
mais proximo possivel do valor 6timo do problema primal P. O exemplo abaixo ira ilustrar

o ultimo resultado.

Exemplo3.2.: (baseado em Kitamura (2009)) Resolver o seguinte problema uti-

lizando relaxagao Lagrangiana.

zp = min — 3x; — 41, (3.18)
sujeito a:

6x1 + 225 < 3 (3.19)

ox1 4+ 629 < 6 (3.20)

T1,T2 € {0, 1} (321)

Aplicando a relaxagao Lagrangiana nas duas restrigdes obtemos o seguinte problema:
ZRI, = min — 3%1 — 4LU2 + )\1(6LE1 + 2:62 — 3) + )\2(5LE1 + 6252 — 6)

sujeito a: z1, 22 € {0,1}
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podendo ser reescrito por:
ZRL — min (-3 + 6)\1 + 5)\2)1'1 + (—4 + 2)\1 + 6)\2)1'2 - 3)\1 — 6)\2

sujeito a: x1,x9 € {0,1}

Se tomarmos A = (1,1), obtemos:
zrr(1,1) = min 8xy + 4xs — 9

sujeito a: x1, 29 € {0,1}

A solucdo para este problema sera zj = x5 = 0. O valor zg.(1,1) = —9 nao é igual
a zp, pois, apesar dos itens (i) e (i) do Teorema 3.2 estarem sendo satisfeitos (devido a

factibilidade de z* em P), as folgas complementares de (iii) ndo sao satisfeitas:

N (Az* —b) = (1 1)(<§ 2) (8)—(2)):—97&0

Assim, o que se pode afirmar é que para A = (1,1), * = (0,0) fornece um limite
inferior para P.

3 2

Entretanto, ao tomar A; = 0 e Ay € [, 5], obtém-se = XA = \* 6timo e z*, que é

solucdo 6tima de zrp(A*) , também 6tima para zp. Por exemplo, se \* = (0, %) entao:

2rr(0, %) =min 0.25z; —0.125 — 3.9

sujeito a: x1, 22 € {0,1}

A solugao para este problema sera z* = (0, 1) com valor zgy(0,1) = —4, que ¢ factivel

a P e satisfaz as folgas complementares:

o 3(13) (0)-(2) -

Logo, os trés itens do Teorema 3.2 sao satisfeitos e * = (0, 1) é solugao 6tima para P
com zp = —4. Observe que os tnicos pontos factiveis sao (0,0) e (0,1). Como a fungao

objetivo é de minimizagao entao (0, 1) ¢, de fato, a solugdo otima de P.

A necessidade de que encontrar bons limitantes (o mais proximo possivel da solugao
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6tima) para um problema primal depende de uma boa escolha de A é constatada pelo
Exemplo 3.2. Tal fato remete a necessidade de se resolver o problema dual lagrangiano, que
fornece o valor dos multiplicadores Lagrangianos 6timos, bem como a melhor aproximacao

para o problema primal, P.

Algumas propriedades foram desenvolvidas para auxiliar na resolucao de certos pro-
blemas duais Lagrangianos, uma delas, chamada propriedade de integralidade, é descrita
na préoxima se¢ao. Porém, tal propriedade é melhor entendida quando sao fornecidos pré-
requisitos envolvendo relagoes existentes entre os limitantes inferiores fornecidos pelas
diferentes relaxagoes e problemas duais (mesmo que a propriedade de integralidade nao

seja necessariamente verificada). Sendo assim, considere o resultado a seguir.

Para o proximo Teorema, definimos: S um conjunto de restri¢oes qualquer, S, com as

restrigoes de integralidade relaxadas. Por exemplo, P(S) = relaxacao linear de P.

Teorema 3.3. 2p(S) = 2p1(5)) < 2zrL(N)(S) < zpr(9)

A demonstragao deste teorema encontra-se no trabalho de Geoffrion (Geoffrion 1974).

O fato de zp(S) = zpr(S)) implica diretamente que resolver o dual Lagrangiano com o
conjunto de restrigoes, S, relaxado nao é mais eficiente do que resolver a relaxagao linear
de P. zpr(S)) < 2rr(M\)(S) < zpr(S) implica que o multiplicador 6timo para zgz(S),
embora nao necessariamente 6timo para Zp(g), fornece ao menos e, possivelmente, um

melhor limitante, ou tdo bom quanto, zp(.S).

3.4 A Propriedade de Integralidade

Um elemento chave do desenvolvimento de Geoffrion (Geoffrion 1974) em dualidade

Lagrangiana para problemas de otimizacao inteira é a propriedade de integralidade na

relaxagao Lagrangiana. Como citado na se¢ao anterior, considere P(S), a relaxagao linear

do problema P:

(P(S)) min Tx

sujeito a: Az < b,z €S
Onde S = {z > 0: A%z < by}.

Definigao 3.1: O problema Lagrangiano (RL(X)) possui a propriedade de integrali-
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dade se zgrr,(A(S)) = zrr(A(S)) para todo A > 0, isto é, se a relaxacdo Lagrangiana pode

ser resolvida como um problema de otimizacao linear, para todo \ escolhido.

Isto que dizer que se uma relaxagao Lagrangiana para o problema P possui a pro-
priedade de integralidade entdo o limitante fornecido pela relaxacao linear de RL()\) é
igual aquele fornecido pelo proprio RL(A). Logo, nao sera necessério resolver o problema
Lagrangiano, que geralmente possui maior complexidade computacional, para obtencao
de melhores limitantes para P; basta resolver sua relaxacao linear, RL(\(S)), como um
problema de otimizacao linear. Neste caso, resolver RL()) ao invés de RL(A(S)) serd a
melhor opgao exclusivamente nos casos em que RL(A(S)) é muito grande e, geralmente,
dificil de ser resolvido em um tempo computacional vidavel. O significado geométrico
da propriedade de integralidade é que os limitantes fornecidos por estes dois problemas,
Zrr(A(S)) e Zrr(A(S)), sdo iguais, pois os pontos extremos da regido factivel de RL(\)
sao todos inteiros, isto é, a regiao factivel de RL(A) , S, é um poliedro de pontos extremos

inteiros.

Uma andlise sobre os limitantes fornecidos por P(S) e por DL, quando ¢é satisfeita a
propriedade de integralidade para RL(\), também pode ser estabelecida. A solugao 6tima
de problemas de otimizacao inteira sao sempre dados por pelo menos um dos vértices do
maior politopo de pontos inteiros que esta contido ou é igual & sua regiao de factibilidade,
S. Se S coincide com este politopo entao, como visto acima, a propriedade de integralidade
é satisfeita e pode-se desprezar as condi¢oes de integralidade de z, obtendo assim, o

seguinte problema Lagrangiano equivalente:

(RLY()\) = RL(\))  min clo + \T(A'z — by)

sujeitoa: x €S

Sera provado que zp(S) = zp(5), ou seja, que o problema dual Lagrangiano e a relax-
acao linear fornecem o mesmo limitante superior para P, isto é, possuem a mesma solucgao
6tima, desde que o problema Lagrangiano possua a propriedade de integralidade. Observe
que foi demonstrado anteriormente zpr(S) = zgr(A*(S)), onde A\* é o multiplicador dual

6timo de RL(\) .

Teorema 3.4. Quando RL(\) possui a propriedade de integralidade entio zp(S) =
ZDL(S).

Demonstragao: Pelo Teorema 3.3, sempre ¢é satisfeita a desigualdade:
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zp(S) < zpr(S)  (¥)

Além disso, de acordo a definigao de relaxagao apresentada na Segao 3.2, o problema
Lagrangiano RL'()), , que possui a propriedade de integralidade, ¢ uma relaxagao do
problema P(S). Entdo, verifica-se zk;(\) < zp(S), VA > 0. Em particular, também é
valido para A = \*:

2pr(S) = 2 (X°) < 2p(S)  (+%)

De (%) e (), conclui-se a demonstragao do teorema. l

O Teorema 3.4 é importante, pois indica que se RL()A) possui a propriedade de in-
tegralidade entao o dual Lagrangiano nao fornece um limitante mais eficiente do que
aquele fornecido pela relaxacao linear. Portanto, pela Definicao 3.1, bem como pelo
proprio Teorema 3.4, resolver o dual Lagrangiano quando RL(\) possui a propriedade
de integralidade sera a melhor opgao apenas caso P(S) ou RL(A(S)) sejam problemas
complicados de serem resolvidos; encontrar solu¢ao dual Lagrangiana, em geral, possui
maior complexidade computacional que encontrar solugao para uma relaxacao linear. Na

proxima secao serd apresentado o método do subgradiente, utilizado para encontrar os

multiplicadores Lagrangianos 6timos e solu¢oes 6timas para DL.

Por outro lado, ha situacoes em que os limitantes fornecidos pela relaxagao La-
grangiana sao de melhor qualidade do que os dado pela relaxacao linear dos problemas.
Quando o problema Lagrangiano nao tem a propriedade de integralidade, o modelo de
relaxacao Lagrangiana corresponde a uma formulagao mais forte do que o da relaxagao

linear.

Quando se escolhe um modelo de relaxagao Lagrangiana, devemos ter em mente que o
problema Lagrangiano deve ser de muito mais facil resolu¢ao que o problema original. Nao
faz sentido escolher problemas Lagrangianos de muito dificil resolu¢cao. No entanto, ha
normalmente vantagens em aceitar problemas Lagrangianos que nao tenham a propriedade
de integralidade desde que sua resolugao nao seja muito dificil. Os beneficios obtidos
pela melhor qualidade dos limitantes, em relacao a uma escolha em que o problema
Lagrangiano tem a propriedade de integralidade e mais facil de resolver, pode ser de fato,

muito compensador.
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3.5 Meétodo de Otimizacao do Subgradiente

Quando se tem o problema dual Lagrangiano (DL), varios métodos podem ser usados
para se obter a melhor aproximagao para a solugao A*. O mais utilizado tem sido o método
de otimizagao do subgradiente o qual tem produzido bons resultados (Held et al. (1974)
e Camerini et al. (1975)). Este método, quando utilizado para a resolu¢ao do problema
dual Lagrangiano consiste num processo iterativo que, através de um conjunto inicial de
multiplicadores de Lagrange, gera uma seqiiéncia de multiplicadores cujo limite tende a

solugao do problema dual Lagrangiano.

O método do gradiente é bem conhecido na literatura e é utilizado para otimizar
fungoes que sao diferenciaveis em todos os pontos de seu dominio. Sabe-se, por definigao,

que o gradiente de uma func¢ao no ponto x é dado por:

Orte) 01(e) | 0Jta)
Oxry = Oxy = Oz,

Vf(x) = (

e aponta para onde a fungao f(z) cresce. Cada parcela 85—?

representa a derivada
parcial da fungao f(x) em relagao a x; no ponto x. Assim, para problemas de minimizagao
da fungao objetivo f(z) de um dado problema, —V f(x) aponta para onde tal fungao

decresce seu valor.

Analogamente a Valério de Carvalho (Carvalho 2001), para um dado ponto = e uma
dire¢do d, tal que que —V f(z).d > 0, a idéia da otimizagao pelo método do gradiente
baseia-se no fato de que um pequeno passo, de valor t, dado na direcao d produz uma

solugao com menor valor para a funcao objetivo, isto é, para o ponto y = x + td, tem-se
que f(y) < f(x).

O método de otimizacao do subgradiente ¢ uma adaptagao do método do gradiente
para fungoes nao diferenciaveis em todos os pontos do dominio. Para problemas duais de
minimizagao, a idéia do método é considerar passos tomados, ¢, na direcao negativa de
um subgradiente a fim de que os valores da relaxacao, que formam uma fungao convexa,
diminuam a cada iteragao. Antes de apresentarmos o método, definiremos subgradiente

e subdiferencial.

Definigcao 3.2. Um vetor v € R" é um subgradiente de uma func¢ao f : R" — R se
f(x) < f(2°) +~T(z — 2°) para todo z € R™.

Se a funcao f for diferenciavel em z°. entdo teremos apenas um subgradiente que sera
)
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igual ao gradiente de f em 2°.

Definigao 3.3. O subdiferencial O f(z°) de f em 2° € o conjunto de todos os subgra-

dientes de f em x°.

Se f é diferenciavel em z°, entao 9f(z°) = {Vf(z°)}, onde Vf(z°) representa o

gradiente de f em z°. Podemos notar também que dzgz () # 0.

O método de otimizacao do subgradiente fornece um multiplicador A\* para a relaxacao
atual em cada iteragao k, partindo de um vetor inicial A\ (por exemplo, o vetor nulo).
Como discutido anteriormente, atualizacao de cada multiplicador atual deve, portanto,
ser efetuada na direcao oposta a um subgradiente atual, s(\*), de acordo com um dado

passo, t;, da seguinte forma:
ML= 2\ s (W)

onde
26 — zrr(\")]p*
| s(A)F |2

ty =

O valor 7z, pode ser obtido pelo calculo da funcao objetivo resultante da aplicacao de
uma heurfstica, isto é, uma solugdo factivel para P; e 2z (\*) ¢ o valor da funcio objetivo
da relaxacdo utilizada, resolvida com o vetor A\* atual. Portanto, z, — zg(A\*) é obtido
como a diferenca entre um limitante superior e um limitante inferior para o problema
primal P. O parametro p* ajusta o tamanho do passo a medida que pretende-se escolher

com maior minucia os valores de \.

Observe que, para s(\)* ser um subgradiente valido, ou seja, apontar para onde a
funcao objetivo da relaxagao realmente decresce, 7z, deve ser uma funcao concava sobre
um problema dual de maximizagao (a relaxagao e o problema primal devem portanto, ser

um problema de minimizagao).

Variagoes do método de otimizagao do subgradiente acima, podem ser encontradas na
literatura. E o caso de Camerini et al. (1975) que sugerem modificacdes na atualizacio

do tamanho do passo t; em cada iteracao k.

3.5.1 Caracteristicas da Relaxacao Lagrangiana

Um dos resultados mais importantes sobre a relaxagao Lagrangiana é apresentado no

seguinte teorema.

Teorema 3.5. Sejam P o problema primal e RL a relaxagao Lagrangiana como definidas

anteriormente sobre o conjunto finito de restri¢oes S. Entdo, zgrr(\) € uma fungao de X,
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concava e linear por partes.

O teorema nao serd demonstrado, porém a demonstracao pode ser encontrada em

Gondran e Minoux (1979), pagina 497.

A fungao Lagrangiana é concava e, de fato, é nao-diferenciavel apenas nos pontos em
que a solugdo 6tima nao é tnica, isto ¢, onde as fungoes do tipo cfa? + AT (Alx; — by) se
cruzam. Em todos este pontos em que zgr(A) é ndo-diferenciavel, ndo existe gradiente
para a funcao; entretanto, um subgradiente sempre existe desde que a funcao Lagrangiana

tenha solucao 6tima.

Teorema 3.6. Alx — by é um subgradiente de zpr(\) em A°.

Demonstracao: Podemos escrever:

2N+ (A=) (A'r —by) =Tz + XA — b)) + (A= \O)(A'z — b)) =
=cx+ MA'w —b) > 2z (M) >0 W

O Teorema 3.6 fornece uma maneira de se obter um subgradiente de zz,(\) em um

dado ponto A.

Uma consequéncia imediata deste ultimo resultado é que qualquer solucao 6tima, x*,
fornece um subgradiente, (A'z —b;), para zzr(A\) sobre \*. Quando apenas um x* resolve
zrr(\*) entao existe apenas um subgradiente, (A'z — b;), sobre A\*. Caso contrério, se z}
pontos resolvem zgr(A*) entdo existem varios subgradientes para a fungao lagrangiana:
(A'zt — by), (A'ay — by),--- (A'z; — by) mais qualquer combinagao convexa entre estes
vetores. Observe que, como discutido anteriormente, (A'z — b;) ¢ sempre subgradiente
valido para zgrp(\) desde que a fungao lagrangiana é concava e, por isso, espera-se grande

aproveitamento na resolu¢ao de DL através do método de otimizacao do subgradiente.
Resolucao do Dual Lagrangiano Pelo método do Subgradiente

Passo 1:(Inicializacao): Escolha um ponto inicial A\* e faca k = 1.

Passo 2:(Relaxacao Lagrangiana) Resolva a relaxacio Lagrangiana RL(AF) obtendo

solucio 6tima 2% € S. Se (Alx*—b;) > 0e N*(Ala* —b,) = 0, pare; Teorema 3.2 satisfeito

k

com solucao 6tima z” resolvendo o problema primal P: zRL()\k) = ZpL, = Zp.
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Passo 3:(Atualizacdo e passo subgradiente) Faga A*™1 = A\* + #,s(\*) para t;, > 0.

onde ¢ = W. Faca k <— k 4+ 1 e volte ao passo 2.

Nao ha nada que garanta que a direcao do subgradiente seja uma direcao de subida,
por isso, a convergéncia do método depende essencialmente da escolha do tamanho do
passo tx. E possivel mostrar que o método converge se forem satisfeitas as seguintes

condigoes:

k—o0

k=1

Assim, no algoritmo acima usa-se um dos seguintes procedimentos para a escolha do

passo:
o

1— A série divergente Ztk — 00, tx — 0 quando & — oo. Esta escolha é
k=1

teoricamente correta, mais a convergéncia é muito lenta.

2— A série geométrica: t, = top¥, ou t; = % onde 0 < p < 2eZéum

limitante superior para o problema dual Lagrangiano.

Teoricamente, o algoritmo do subgradiente pode parar quando em alguma iteracao
k, encontrar s(\*) = 0 € 9zppr(\*). Mas esta situacio dificilmente acontecerd, por isso
adota-se um nimero maximo de iteracoes, ou um critério de parada baseado na nao

melhoria da soluc¢ao apés um certo ntmero de iteragoes.
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Capitulo 4

Limates Inferiores para o
Problema de Dimensionamento
de Lotes em Mdquinas Paralelas
e Tempos de Preparacao

O principal objetivo deste capitulo é apresentar e comparar a qualidade dos limites
inferiores obtidos com a relaxacao Lagrangiana, aplicada ao problema de dimensiona-
mento de lotes em maquinas paralelas. Para tanto, faremos uma pequena revisao do
trabalho de Toledo e Armentano (2006), que fornece limites inferiores utilizando a rela-
xagao Lagrangiana do problema, a partir da formulagao original CLM (2.17) — (2.21) e
as restrigoes que sao dualizadas na funcao objetivo sao as restri¢oes de capacidade (2.20)
(decomposicao por itens). Posteriormente descrevemos o método proposto neste trabalho
em que se utiliza a reformulacao EM M (2.22) — (2.28) baseada na redefini¢cdo de va-
riaveis proposta por Eppen e Martin (1987), em que as restrigoes dualizadas na fungao
objetivo, sao as restri¢oes de fluxos (2.23) e (2.24) (decomposigao por periodos). Por fim

sao apresentado alguns testes computacionais.

4.1 Relaxacao Lagrangiana Aplicada a Formulacao CLM
(Toledo e Armentano 2006)

Toledo e Armentano (2006), propéem uma heuristica para resolver o problema de
dimensionamento de lotes em maquinas paralelas (2.17) — (2.21), e o limitante inferior
utilizado nesta heuristica para o calculo dos gaps esté baseado na relaxacao lagrangiana

das restrigoes de capacidade (2.20) que sao dualizadas na fungao objetivo e as restri¢oes de
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preparacao, demanda e condigoes de integralidade sao colocadas nos subproblemas. Re-
laxadas tais restrigoes, o problema pode ser decomposto em um conjunto de subproblemas
de dimensionamento de lotes com tinico item em méquinas paralelas, que sao resolvidos
facilmente pela extensao do algoritmo de programacao dindmica de Wagner e Whitin

(1958) para o caso com méaquinas paralelas, proposto por Toledo (1998).

Considere os multiplicadores Lagrangianos j;¢, 7 = 1,...,7 e t = 1, ..., m associados as
restrigoes (2.20), este problema serd denotado por CLM/I/RL (pois utiliza-se a formu-
lagdo CLM, I porque sera feita a decomposigao por item e RL de relaxacdo Lagrangiana)

e pode ser formulado da seguinte forma.

T m m

Minfeisio + Z Z(Scijtyijt + veijiwie) + Z heirsi—
j=1 t=1 t=1
- Z Z pit(Capje — stijeyije — VtijiTije) (4.1)
j=1 t=1
Sujeito a :
Sit—1 + Z Tije = dit + Sit VieT (4.2)
j=1

Tijt < SditmYijt ViedJteT (4.3)
Yijt € {0,1}, x5 >0, 53¢ >0, 500>0, 55 =0 VieJteT (44)

Dizemos que as restri¢oes de capacidade foram dualizadas na funcao objetivo. Ainda

se denotarmos por vcrayi/rei(p) os valores da fungao objetivo (4.1) para cada item,
n

tem-se que o valor vorayr/rr(p1) = ZUCLM/[/RLi</L) fornece um limite inferior para

i=1
o problema original vcra. Deve-se determinar pj; que fornece o maior limite infe-

rior. A maximizacao de veray/i/re (1), ou seja, a solucdo do problema dual lagrangiano

(vermyrpr = max{veram/i/re(p)}) € feita através do método do subgradiente em que:

WMt = maz{0, 1, — ty(Capy, — Z StijeYije — Z VlijiTije) b
i=1 i=1

(Ub - UCLM/I/LR(MR»

n n

(Capjr — Z stij1Yije — Z Utijiije)”

t=1 =1 i=1

tk:Oé

Onde:
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pk ¢ o vetor de multiplicadores 5, na iteragao k.

Tijt € Yije sa0 as solucoes que minimizam a fungao dual com multiplicadores uk.
t determina o tamanho do passo (0 < o < 2).

ub é um limite superior para o problema.

Nos testes computacionais apresentados no Capitulo 5, os parametros utilizados sao
os mesmos que em Toledo e Armentano (2006), ou seja, o tamanho do passo na diregao
do subgradiente ¢ proporcional a um parametro «, que deve decrescer com o namero de
iteragoes (tx —> 0) e a regra utilizada para gerar uma sequéncia decrescente para « é
caracterizada pelos parametros (ayg, 7o, d, 7). Os valores de a sdo obtidos fazendo o = ay
por r = rq iteracoes. Entao estes dois parametros sao divididos por d, e a € mantido por
mais r iteragoes. Este processo é repetido até que r < r,, ap0s isso, a € dividido por d em
todas r,, iteracoes. O limite superior utilizado inicialmente no método do subgradiente é
um nimero grande qualquer, e em seguida, ¢ atualizado de acordo com a solugao factivel
encontrada. Os valores utilizados para os parametros sao (1.75,25,2,10) e s@o realizadas

150 iteracoes.

Deve-se observar que o trabalho de Toledo e Armentano (2006) néo se restringe a
obtencao de limitantes inferiores, mas sim, de uma heuristica Lagrangiana, em que a partir
de um limitante inferior infactivel para o problema original, é aplicada uma heuristica de
tranferéncia de producgao entre maquinas e periodos afim de obter uma solugao factivel.
No entanto, no ambito deste trabalho, estaremos interessados somente nos limitantes

inferiores fornecidos por Toledo e Armentano (2006).

4.2 Relaxacgao Lagrangiana Aplicada a Formulacao EMM

Nesta secao vamos apresentar uma nova relaxacao Lagrangiana baseada em Jans e
Degraeve (2004), em que se considera o modelo EMM (2.22) — (2.28) e as restrigoes
de fluxo (2.23) e (2.24) sdo dualizadas na fungao objetivo. O problema se decompoe
em subproblemas independentes, por periodos e por maquinas e contém as restri¢coes de
capacidade, preparacao e as condi¢oes de integralidade. Assim, os pontos extremos re-
presentam planos de producao a cada periodo e para cada maquina, ou seja, o nimero de
subproblemas esta vinculado ao niimero total de periodos e de maquinas. As colunas sao
os planos de produgao por periodos e méquinas, indicando, para cada periodo e méaquina

quais produtos sao produzidos e em quais quantidades. Todos esses planos de producao
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sao factiveis em relagao as restrigoes de capacidade. Além de Jans e Degraeve (2004) que
consideram o problema com uma tnica maquina, Diaby et al. (1992) testam esta decom-
posi¢ao por periodos, mas os autores consideram a formulagao C'L (2.12) — (2.16) em que
também se tem uma tnica maquina. De seus testes computacionais, concluiram que a
decomposi¢ao por item é superior & decomposicao por periodo para aquela formulacao.
Ainda para o problema com tnica maquina, esta decomposicao é discutida, sem testes
computacionais, para o problema de dimensionamento de lotes sem tempos de preparacao
em Chen e Thizy (1990). Pimentel et al. (2010) também fazem tal analise e chegam a
mesma conclusdo, Sural et al. (2009) também testam a decomposi¢ao por periodos para o
caso sem custo de preparacao e assim como Jans e Degraeve (2004) consideram uma refor-
mulagao do modelo (2.12) — (2.16). Neste trabalho, comecaremos da formula¢ao EM M
(2.22) — (2.28) e aplicaremos a decomposi¢ao por periodos e por maquinas, resultando
no limite inferior v/ p/rr (EMM/P/RL pois utiliza-se a formulagao EM M, aplica-se
a decomposi¢ao por periodos e a técnica de relaxacao Lagrangiana). Deve-se observar
que nao encontramos na literatura nenhum trabalho que considera a decomposi¢ao por

periodos para o caso de maquinas paralelas.

Na relaxagao Lagrangiana as restri¢oes (2.23) e (2.24) sao dualizadas na fungao obje-

tivo (2.22) com multiplicadores lagrangianos p;.

n s m T m

Min Z Z CliyWi + Z Z Z SCijtYijt + Z Z Z Z CU;5tk ZVijtk —

=1 t=1 i=1 j=1 t=1 i=1 j=1 t=1 k=t

n m I m
— E Pt ( g Wik + E E Ui g1k — 1)—
i=1 k=1 =1 k=1
n m r m r t—1
- E E pit( E E RVt — Wit—1 — E E Z'Uijk,tfl) (4-5)
i=1 t=2 j=1 k=t j=1 k=1

Apos reorganizar os termos da funcao objetivo, o problema de Lagrange torna-se:

n r m n m—1 n
Min E E E SCitYijt + E (clit — pig + Pig1) Wi + E (Clim — Dit)Wim +
i=1 j=1 t=1 i=1 t=1 i=1
n r m—1

+ Z Z Z - (CVijek — Pit + Dig+1) 2Vijen + Z Z Z(cvijtm — Dit) ZVijem + sz‘l (4.6)
i=1

i=1 j=1 t=1 k=t i=1 j=1 t=1
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Sujeito a :
Z Uitk < Yijt Viel jeJteT(4.7)
k=t
Z Stijtyijt + Z Z UtijtSdithUijtk S Capjt VJ € J,t eT (48)
i=1 i=1 k=t
yije €{0,1},  wy >0 Viel,jeJteT(4.9)
2050 > 0 Viel,je JteT YkeT, k> t(4.10)

O problema pode ser decomposto em subproblemas independentes para cada periodo

t.
n r n r m—1
Min Z Z SCijtYijt + Z Z(Cvijtk — Dit + Dijj41)2Vijekt+
i=1 j=1 i=1 j=1 k=t
+ Z Z(Cvijtm — pz't)ZUijtm (411)
i=1 j=1
Sujeito a :
Z StijtYije + Z Z VtjeSdigr 2, < Capjy Vje J(4.12)
i=1 i=1 k=t
Z ZUitk S Yijt Vi € ],j eJ (413)
k=t
Yijt € {0,1}, 2V > 0 VZGI,j eJ VkET,/CZt(414)

A funcao objetivo do tultimo periodo tem uma forma especial:

n T

Min Z Z SCiimYijm + Z Z(Cvijmm - pim)zvijmm (415)

i=1 j=1 i=1 j=1

As variaveis w;; estdo presentes na func¢ao objetivo do problema de Lagrange (4.6),
mas nao estao na func¢do objetivo do subproblema decomposto por periodo (4.11) porque
elas nao aparecem nas restricoes dos subproblemas. Para minimizar a funcao objetivo do
problema de Lagrange (4.6) o valor de cada variavel w;; ¢ determinada de acordo com a

seguinte regra de decisao:
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wi = 1 se (clyy — pi1 + Pirt1) <0, wy = 0 caso contrario Vi € 1,t € T /{m}(4.16)

Wi, = 1 se (Clim — pin) <0, Wiy, =0 caso contrario Vi e I (4.17)

Além disso, consideramos implicitamente a restri¢ao (2.23) da seguinte maneira: para
cada item, apenas a variavel de estoque inicial com o maior coeficiente negativo na funcao

objetivo igual a 1.

Para a resolucao do subproblema (4.11) — (4.15) decompomos novamente o problema

em subproblemas independentes para cada maquina j:

n m—1 n

Min Z SCijtYije + Z Z CUijtk — Dit + Dij+1)2Vijtke + Z(Cvijtm — Dit) 2Vijtm  (4.18)

i=1 i=1 k=t i=1

Sujeito a :
Z stijlie + Z Z Vtijisdikzva, < Capjy (4.19)
=1 k=t
Z 20tk < Yijt Viel (420)
k=t
Yije € {0, 1}, 20 > 0 Viel Vk e T, k> t(421)

Os subproblemas decompostos por periodos e por méaquinas podem ser resolvidos
pelo método branch-and-bound proposto por Jans e Degraeve (2004) e resumido na Segao
4.3. O problema Lagrangiano ¢é resolvido durante algumas iteragdes e os multiplicadores
Lagrangianos p; sao atualizados pelo método de otimizagao do subgradiente (4.22) e
(4.23). Seja pf os multiplicadores de Lagrange na iteragao k e seja (Y, 2vjy, wi) a
solugao oOtima para o problema Lagrangiano na iteracao . O valor 6timo da funcao
objetivo (4.6) para o problema Lagrangiano na iteracao x é vy p/re(pf). No calculo
de t (4.24), ub é o melhor limite superior e a tem valor inicial 1 e vai decrescendo sempre
que a solucao de Lagrange vgarar/p/re(pf;) nao for melhorada em um determinado niimero

de passos.
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ittt = maz{0, pf; — t(z wy, + Z Z 21— 1)} Viel (4.22)
k=1 j=1 k=1
T m r t-1
pirtt = maz{0, pf; — t(Z Z PV — Wigq — Z Z vajk,t—l)} vi,t/{1}  (4.23)
j=1 k=t j=1 k=1

a(ub — vy p/re(PS))

N

ty = 24)

n m r t—1

/
T m n m T m \
Z(Z Wiy, + Z e — 1)+ Z Z(Z Z e Z Z 20 1)”

i=1 k=1 j=1 k=1 i=1 t=2 j=1 k=t j=1 k=1

Para iniciar o método, fixamos as variaveis duais em zero (p% = 0) e o tamanho do
passo na direcao do subgradiente é proporcional a um parametro «, que deve decrescer
com o numero de iteracoes e a regra utilizada para gerar uma sequéncia decrescente
para « ¢é caracterizada pelos parametros (ayg, g, d). Os valores de « sao obtidos fazendo
a = qq e é diminuido progressivamente multiplicando-o por um parametro d, se a solugao
Lagrangiana vgya/p/rr nao for melhorada nas tltimas r = 7 iteragoes. Além disso, o
limite superior ub é um numero grande fixado. Os valores utilizados para os parametros

sao (1,50,0.7) e sao realizadas 5000 iteragoes do método.

Para qualquer conjunto de multiplicadores positivos py, o valor de veaay/p/rL (p)
fornece um limite inferior sobre o valor 6timo vgysps. O melhor limite inferior de Lagrange
possivel é chamado de Dual Lagrangiano: vgaa/p/pr = maxp,>o(Vemm/p/re(pf;)). Tem-

se as seguintes propriedades que relacionam os problemas duais Lagrangiano:

Propriedade 4.1. Vory < Yermy/1/pL = VEMM = VEMM/I/DL < VEMM/P/DL-

Demonstragao: A primeira desigualdade segue diretamente do Teorema 3.3. A equi-

valéncia entre vorarvyr/pr € Vemum € estabelecida pelo fato de que ambas as formulagoes
descrevem o envoltorio convexo do problema de dimensionamento de lotes em méquinas
paralelas com tunico item. Além disso, aplicar a decomposi¢ao por item na formulagao
EMM nao ira melhorar o limite inferior, pois os subproblemas tem a propriedade de
integralidade, isto estabelece a igualdade entre Ugasas € Ve 1 pr- Finalmente, aplicando
a decomposicao por periodos a formulacao EM M, resultara num limite inferior melhor

ou igual, ja que, o subproblema nao tem a propriedade de integralidade.

Propriedade 4.2. 5CLM S UCLM/P/DL S UEMM/P/DL-
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A primeira desigualdade segue novamente do Teorema 3.3. A prova para a segunda
desigualdade é semelhante a prova fornecida por Chen e Thizy (1990) para o problema
com tunica maquina sem tempos de preparagao. Um ponto factivel (zvjju, wir, Yije) do
modelo EM M com a decomposi¢ao por periodos satisfaz as restrigdes de fluxo (2.23) e
(2.24) e esta contido no envoltorio convexo de (2.25) — (2.28). O ponto corresponde no
espago (e, Sii, Sit, Yiji) ird satisfazer as restricoes de demanda (2.18) e estara contido no
envoltorio convexo de (2.19) — (2.21). O inverso nao ¢ verdadeiro. Detalhes desta prova

pode ser encontrado em Jans e Degraeve (2004).

4.3 Resolvendo os Subproblemas

Nesta secao, vamos discutir um algoritmo branch-and-bound especifico para resolver
o subproblema (4.11) — (4.14), maiores detalhes podem ser encontrados em Jans (2002).
A relaxacao linear do subproblema pode ser resolvida com um algoritmo para o problema
linear da mochila de miltipla escolha, este problema é uma extensao para o problema da
mochila binério, em que os itens sao divididos em algumas classes disjuntas. O problema
é escolher exatamente um item de cada classe para que o lucro total seja maximizado sem
exceder a capacidade da mochila, a relaxagao deste problema ¢ chamada de problema li-
near da mochila de multipla escolha (linear multiple choice knapsack problem (LMCKP)).
Sinha e Zoltners (1979) e Pisinger (1995) apresentam algumas defini¢oes bésicas e pro-
priedades para este problema. A relaxacao do subproblema (4.11) — (4.14) ¢ um LMCKP.
As restrigoes de preparacdo (4.13) tornam-se restrigoes de igualdade na relaxagao, pois,
as variaveis de preparac@o tem um custo sc;;; positivo e um tempo de preparacao (setup
time) st;;; também positivo neste problema de minimizagdo. Portanto, podemos subs-
tituir a variaveis de preparagao. O subproblema para o periodo ¢ e maquina j agora con-
tém as restrigdes de capacidade (4.26) e o limite superior generalizado derivado do limite

superior de uma das variaveis y;j; (4.27):

n m—1 n

Min Z Z SCijt + COjtk — Pit + pi,kJrl)ZUijtk =+ Z(Scijt + CVjtm — pit)ZUijtm (4-25)
i=1 k=t i=1
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Sujeito a :
Z (stije + vtiesdir) 2ijm < Capj (4.26)
i=1 k=t
> v <1 Viel (4.27)
k=t
2Vijtk Z 0 \4) el Vk S T,]{Z Z t (428)

As classes no LMCKP correspondem aos diferentes itens. As restri¢oes (4.27) podem
ser transformadas em restrigoes de igualdade de multipla escolha, incluindo uma variavel
artificial em cada classe com custo e utilizacao da capacidade igual a zero. Esta variavel

¢ a variavel de folga da restrigao original (4.27).

Jans e Degraeve (2004) desenvolveram um algoritmo branch-and-bound para resolver
o subproblema (4.11) — (4.14). Em cada no6 resolve-se um problema do tipo LMCKP.
Usamos um algoritmo guloso (Sinha e Soltners 1979) que resolve o LMCKP até a otima-

lidade. A estrutura LMCKP permanece apds as ramificagoes. Defina:

B1: conjunto dos itens para os quais a varidvel de preparacao é definida como um

durante a ramificacao.

BO0: conjunto dos itens para os quais a variavel de preparacao é definida como zero

durante a ramificagao.

NB: conjunto dos itens para os quais nenhuma decisao de ramificagao foi feito ainda,
= 1/{B1U B0}.

Depois de ramificar, o problema é o seguinte:

m—1
Min E SCijt + E E (CVijke — Dit + Tikg1) 2Vi5ek + E (CVijtm — Pit) 2Vijem +
i€B1 i€B1 k=t i€BI1

m—1
+ Z Z(scm + CUijtk — Dit + 7Ti,k+1)zvijtk + Z (SCi]’t + CUijtm — pit)Z’Uijtm (429)
1ENB k=t i€ENB
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Sujeito a :

Z Z(UtijtSditk)zvijtk + Z Z(Stijt + vt sdipr) 2 < Capjy — Z stije  (4.30)
i€B1 k=t iENB k=t i€Bl

> v < 1 Vie Bl,Yie NB  (4.31)

k=t
m

> v <0 Vi € BO (4.32)
k=t
20 > 0 Viel VkeT, k>t (4.33)

Para as variaveis de preparagao dos itens em que nenhuma decisao de partigao foi

feita ainda (i € NB), o valor das variaveis de preparagao ¢ calculado da seguinte forma:
m
szijtk = ¥;j¢+- Em uma solu¢ao 6tima do LMCKP ha, no maximo, uma classe com
k=t

variaveis com valor fracionario, chamada classe fracionaria e no méximo duas varidveis
sao fracionarias nesta classe (Sinha e Zoltners 1979). Portanto, existe no maximo uma
variavel y;;; fracionaria em qualquer né da arvore B& B, se existe tal variavel fracionaria
Yijt, primeiro investigamos o ramo onde esta variavel recebe valor um e depois o ramo onde
esta varidvel recebe valor zero e consequéntemente todas variaveis de producgao recebem
zero. Faz-se backtrack se uma solugao inteira é encontrada, e a estratégia utilizada para
selecionar o préoximo no a ser investigado é a de busca em profundidade. O problema tem

algumas propriedades especiais que ajudam a aumentar a velocidade do algoritmo:

1. Os coeficientes da capacidade vt;j1sdx: € stijr + vtijesdiy, em (4.30) s@o sempre po-
sitivos. Para a minimizagao de (4.29)—(4.33) em qualquer noé da arvore branch-and-bound,

todas as variaveis com os valores dos coeficientes positivos podem ser definidas como zero.

2. Na primeira etapa do algoritmo guloso, tem-se as varidveis ordenadas em cada
classe pelo aumento da utilizagao da capacidade. Entretanto, as varidveis zv;j;, dentro
de uma classe i para um periodo ¢, ja estao ordenadas (fracamente) pelo aumento da

utilizagao de capacidade:

Stijt + UtijtSditk; S Stijt + UtijtSdit,k+1 VkeT | t S k<m

3. Em outro passo do algoritmo guloso, tem-se que determinar para cada classe o

conjunto de varidveis LP-dominadas, isto é, variaveis que terao valor zero na solugao 6tima
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relaxacao linear. Para as demais varidveis em cada classe, calculamos o declive entre as
variaveis adjacentes em cada classe usando os coeficientes do custo e capacidade. Estes
calculos sao feitos no noé raiz, mas essa informacgao é armazenada e pode ser reutilizada
em outros noés da arvore. Somente quando a variavel de preparagao de um item especifico
toma valor um os coeficientes do custo e da capacidade sao alterados e nos temos que

fazer estes calculos novamente para esta classe.
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Capitulo 5

Resultados Computacionais

Neste Capitulo, inicialmente, sao apresentados os valores para gerar os dados do
problema de dimensionamento de lotes em méquinas paralelas e, posteriormente, sao a-
presentados os resultados computacionais dos limitantes inferiores encontrados utilizando
a relaxagao Lagrangiana aplicada a formulacaio EMM e C'LM e ainda os resultados
obtidos (limites superiores) pelo pacote de otimizagao CPLEX 12.2 (os problemas foram
modelados com o auxilio da linguagem de modelagem AMPL e o tempo maximo de pro-
cessamento fixado em 120 segundos). O procedimento descrito na Se¢ao 4.2 CLM/I/RL
foi implementado em Linguagem C (codigo fornecido pela prof. Dra Franklina Maria
Bragion Toledo, co-autora no trabalho Toledo e Armentano (2006)) e o procedimento
descrito na Secdo 4.3 EMM/P/RL foi implementado em linguagem Fortran. Todos os
testes foram realizados em um microcomputador AMD Turion 1.8 GHz com 3 GB de

memoria RAM e sistema operacional Windows XP.

5.1 Geracao de Dados

A geracao dos exemplares tera como base o trabalho de Toledo e Armentano (2006).
Para gerar e analisar os exemplares sao considerados trés fatores: custo de preparacgao,
tempo de preparacao da méquina e capacidade, onde, os custos de preparacao e tempo

de preparacao podem ser altos e baixos e a capacidade pode ser normal ou apertada.

O procedimento foi testado em um total de 2880 instancias divididas em 10 instancias
para cada configuragdo de ntimero de maquinas (r = 2,4,6), itens (n = 6,12,25,50) e
periodos (m = 6,12, 18). Dividimos estas 2880 instancias em 8 tipos diferentes de classes,

ou seja, realizamos 360 testes para cada classe sendo elas:
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e Capacidade normal, custo de preparagao baixo e tempo de preparacao baixo
(CNSBTB);

e Capacidade normal, custo de preparacao alto e tempo de preparacao baixo
(CNSATB);

e Capacidade normal, custo de preparacao baixo e tempo de preparacao alto
(CNSBTA);

e Capacidade normal, custo de preparagao altp e tempo de preparacao alto

(CNSATA);

e Capacidade apertada, custo de preparacao baixo e tempo de preparagao baixo
(CASBTB);

e Capacidade apertada, custo de preparacao alto e tempo de preparacao baixo
(CASATB);

e Capacidade apertada, custo de preparacao baixo e tempo de preparacao alto
(CASBTA);

e Capacidade apertada, custo de preparacao alto e tempo de preparacao alto
(CASATA);

Os parametros foram gerados em intervalos [a, b] com distribuigao uniforme e denotado
Ula,b):

custo de produgao (vc;;) U[1.5,2.5]

custo de preparacao (sc;;) U[5.0,95.0]

custo de estoque (h¢;) U[0.2,0.4]

tempo de produgao (vt;;) U[1.0,5.0]

tempo de preparacgao (st;;) U[10.0,50.0]

demanda (d;;) U[0,180]
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Para gerar exemplares com custos de preparacao alto multiplicamos os custos ge-
rados por 10, da mesma forma, para gerar exemplares com tempos de preparacao alto

multiplicaremos estes por 1.5.

A capacidade foi gerada de seguinte forma: a demanda de cada item e cada periodo é
dividida entre as maquinas e a politica lote-por-lote é aplicada a cada maquina. A média
¢é calculada sobre o nimero de maquinas e periodos, isso resulta na seguinte expressao

para a capacidade em cada periodo:

m s n

> S (ot + sty

t=1 j=1 i=1

Cap =
rm

Nesta expressao uma preparacao de todos os itens é reservada para todas as maquinas
e periodos, o que gera muita capacidade para cada periodo, principalmente para testes com
quatro e seis méaquinas. Testes iniciais realizados por Toledo e Armentano (2006) mostram
que utilizando esta capacidade as solugoes geradas utilizaram um nivel de capacidade
baixa, em média 70% e 65% para custos de preparacao altos e baixos. A fim de gerar
instancias com a utilizacao da capacidade em torno de 80% para 2, 4 e 6 maquinas, utiliza-
se 0 método dos minimos quadrados para ajustar uma expressao linear da capacidade em

funcao do nimero de maquinas:

Cap* = (1.18 — 0.07r)Cap

A capacidade apertada é obtida multiplicando C'ap* por 0.9. Para avaliar a qualidade dos

limites inferiores calcularemos os GAP da seguinte forma:

ZCPLEX — RRL
G i

ap = x 100

ZRL

onde:
zeprLex € o valor da solucao encontrada pelo CPLEX;

zgr limite inferior obtido com a relaxacao Lagrangiana;
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5.2 Resultados Computacionais

Nesta secao sao apresentados todos os resultados obtidos com a realizacao dos testes
computacionais, sendo que a primeira tabela (Tabela 7) resume a dificuldade para a
solugao dos problemas, que sao determinados pela quantidade de instancias em que o
CPLEX provou a otimalidade e a segunda tabela (Tabela 8) mostra um resumo (média)

dos resultados obtidos com a geracao de todos os exemplares.

A Tabela 7 apresenta a quantidade de instancias para cada configuragao, nimero de
periodos, méquinas e itens que o CPLEX provou a otimalidade no tempo méaximo de dois
minutos, para cada instancia, o que permite analisar a dificuldade em se obter solucoes
para os problemas conforme suas caracteristicas. Observa-se que para problemas com 6
periodos o CPLEX provou otimalidade para quase todas as instancias, por outro lado, para
os problemas com 18 periodos, na maioria dos casos o solver nao provou a otimalidade em
nenhum dos exemplos. Verificamos ainda que para os problemas com capacidade normal
com custos e tempos de preparacao baixos, o CPLEX provou a otimalidade em todas
as instancias em 58, 3% das configuragoes (porcentagem de configura¢oes com o nimero
10 na Tabela 7, que significa que o CPLEX provou a otimalidade em todas instancias
para estas configuragoes) e o CPLEX nao provou a otimalidade para nenhuma instancia
em 2,7% das configuragoes (porcentagem de configuragdes com o ntimero 0 na Tabela
7, que significa que a CPLEX nao provou a otimalidade em nenhuma instancia para
estas configuragoes). Entretanto, se considerarmos custos e tempos de preparagao alto
a porcentagem de configuragoes em que o solver provou a otimalidade para todas as
instancias cai para 13,8% e a porcentagem em que nao encontra nenhuma solucao sobe
para 47,2%. Considerando esta mesma anélise para o caso com capacidade apertada
encontramos 36, 1% e 5,5% para custos e tempos de preparacao baixos e 8,3% e 55, 5%
para custos e tempos de preparacao altos, o que mostra portanto, que a dificuldade dos
problemas aumenta quando considera-se problemas com capacidade apertada e custos e

tempos de preparacao altos.

Ainda analisando a Tabela 7, conclui-se facilmente que o aumento nos custos de
preparagao tornam os problemas mais dificeis se comparado com o aumento dos tem-
pos de preparacao. Pode-se concluir ainda que, dentre as oito classes de problemas, as
classes mais faceis e dificeis sao as CNSBTB e CASATA respectivamente, sendo que, se
considerarmos a porcentagem de configuragoes em que o CPLEX encontrou mais do que
a metade, ou seja 5, solucoes 6timas a diferenca é de 91,6% e 25,0%. Considerando os

exemplos que o CPLEX nao encontrou nenhuma solucdo 6tima a diferanca é de 2,7% e
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55, 5%, respectivamente.

Analisando a dificuldade em relagao as configuragoes dos exemplares (ntiimero de itens,
maquinas e periodos) verifica-se que a configuragao mais dificil é com 6 itens, 6 maquinas
e 18 periodos em que o solver nao provou a otimalidade e nenhum exemplar para todas
as 8 classes. A configuracao mais facil é a com 6 itens, 2 maquinas e 6 periodos em que,

para todas as classes, foi provada a otimalidade para todos exemplares.

m | r | n | CNSBTB | CNSATB | CNSBTA | CNSATA | CASBTB | CASATB | CASBTA | CASATA
6 10 10 10 10 10 10 10 10
2| 12 10 10 10 10 10 10 10 10
25 10 10 10 10 10 10 10 9
50 10 8 10 7 10 3 10 2
6 10 10 10 10 10 10 10 10
6 | 4] 12 10 10 10 10 10 8 10 9
25 10 8 10 8 10 5 10 4
50 10 3 10 4 10 0 9 0
6 10 9 10 8 10 9 10 8
6 | 12 10 7 10 6 10 5 10 5
25 10 8 10 7 10 4 10 4
50 10 3 10 4 10 1 10 1
6 10 8 10 6 10 5 9 5
2 | 12 10 6 9 5 9 5 8 5
25 9 3 9 0 8 0 7 0
50 10 0 10 0 7 0 7 0
6 8 0 8 0 7 1 5 0
12 | 4 | 12 8 2 8 2 6 3 7 2
25 10 1 10 2 8 0 7 0
50 10 1 10 1 8 1 7 0
6 5 0 3 0 1 0 1 0
6 | 12 8 0 7 0 6 0 6 0
25 10 0 9 0 6 0 8 0
50 10 0 10 0 9 0 10 0
6 8 1 7 1 6 1 7 1
2| 12 8 2 7 2 [§ 0 3 1
25 5 0 5 0 3 0 3 0
50 9 0 8 0 6 0 6 0
6 1 0 0 0 0 0 0 0
18 | 4 | 12 4 1 3 0 1 0 0 0
25 7 0 5 0 4 0 3 0
50 10 0 8 0 6 0 6 0
6 0 0 0 0 0 0 0 0
6 | 12 5 0 4 0 3 0 3 0
25 8 0 7 0 4 0 4 0
50 10 0 9 0 8 0 6 0

Tabela 7: Numero de solugoes 6tima encontradas pelo CPLEX

A Tabela 8 mostra a média de todos os gaps e tempos encontrados pelas duas for-
mulacoes para todos os tamanhos de acordo com os trés fatores abordados: capacidade,
custo e tempo de preparacao. Pode-se verificar que os maiores gaps e tempos de solucao
sao encontradas no caso de capacidade apertada, custo de preparagao alto e tempo de
preparagao alto (CASATA).

Observe que, apesar da razoavel diferenca entre os tempos, a reformulacao proposta
obteve limites inferiores bem melhores. Deve-se observar que, praticamente para todos os
testes os gaps encontrados para 25 e 50 itens (como pode ser visto nas proximas tabelas),

foram praticamente zero pelas duas abordagens. Portanto, décimos de diferenca na média
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geral podem dar uma falsa impressao de pequena melhora, o que nao se concretiza ao

analisarmos os resultados detalhadamente.

Ao analisar o resumo dos resultados contidos na Tabela 8, conclui-se que o método
proposto EM M /P/RL encontrou em média gaps 40% melhores que o método cléssico
CLM/I/LR, confirmando a qualidade dos limites inferiores obtidos com a abordagem

proposta.

A grande diferenca dos tempos computacionais entre os dois métodos explica-se pela
dificuldade dos subproblemas, enquanto para o método C' LM /I/RL os subproblemas séo
problemas de dimensionamento de lotes com tinico item sem restricao de capacidade, que
sdo baratos computacionalmente, para o método proposto EM M /P/RL os subproblemas

que temos que resolver sao problemas da mochila que sao caros computacionalmente.

CLM/I/LR | EMM/P/LR

Capacidade/Setup GAP | Tempo | Gap | Tempo
CNSBTB 0,53 0,88 | 0,27 | 10,03
CNSATB 3,73 1,25 | 2,89 | 15,55
CNSBTA 0,58 0,92 |0,23 | 10,64
CNSATA 414 | 1,30 |322| 1645
CASBTB 0,82 1,02 | 0,30 | 11,75
CASATB 5,02 1,49 | 4,04 | 20,07
CASBTA 1,12 1,09 | 0,47 | 13,55
CASATA 6,18 | 1,57 | 4,22 21,71

Tabela 8: Média de todos resultados

5.2.1 Resultados Detalhados para Cada Classe de Problemas

e (Classe CNSBTB

Podemos verificar pela Tabela 9 que, embora o método EMM/P/LR necessite de
mais tempo para encontrar os limites inferiores, estes, sao sempre melhores que limites
inferiores encontrados pelo método classico CLM /I/LR mesmo nos casos com 50 itens em
que o método classico encontra gaps muito pequenos. Os maiores gaps encontrados nesta
classe foram 3,14% e 1,54% para os métodos classico e proposto respectivamente. Os
gaps encontrados pelo método EMM /P /RL foi em quase todas as instancias metade do
valor encontrado por CLM/I/RL. Para esta classe de problemas exceto para configuragoes

com 6 periodos todos os gaps encontrados sao menores que um.

o Classe CNSATB
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CPLEX CLM/I/LR EMM/P/LR
m n LS Tempo LI GAP | Tempo LI GAP | Tempo
6 7742,39 0,13 7686,54 0,72 0,05 7710,36 0,41 0,63
12 | 14455,32 0,31 14430,54 | 0,17 0,06 14440,64 | 0,10 1,37
25 | 30288,44 2,17 30265,45 | 0,07 0,16 30274,38 | 0,04 3,79
50 | 58738,93 1,94 58724,77 | 0,02 0,35 58733,36 | 0,00 6,36
6 6724,21 1,49 6605,15 1,80 0,1 6675,77 0,72 0,91
6 12 | 13398,84 1,55 13343,35 | 0,41 0,14 13375,82 | 0,17 1,92
25 | 27059,14 1,19 27039,50 | 0,07 0,26 27053,41 | 0,02 3,81
50 | 55160,39 2,96 55151,44 | 0,01 0,53 55158,16 | 0,00 7,70
6 6888,13 4,11 6724,61 2,43 0,2 6798,84 1,31 1,17
12 | 12722,56 1,69 12674,13 | 0,38 0,21 12704,19 | 0,14 2,19
25 | 26328,44 1,19 26306,69 | 0,08 0,42 26319,36 | 0,03 4,25
50 | 51748,36 0,92 51737,48 | 0,02 0,78 51740,03 | 0,01 8,32
6 | 14914,52 11,47 14819,07 | 0,64 0,1 14874,98 | 0,26 1,60
12 | 28598,94 12,62 | 2854944 | 0,17 0,17 28575,46 | 0,08 3,54
25 | 60295,27 | 17,31 60272,41 | 0,03 0,34 60287,62 | 0,01 8,89
50 | 117560,30 | 4,63 117543,80 | 0,01 0,81 117555,50 | 0,00 | 14,08
6 | 13516,07 | 33,81 13274,35 | 1,82 0,27 13310,49 | 1,54 2,50
12 12 | 26492,78 | 2949 | 26391,39 | 0,38 0,41 26454,07 | 0,14 4,86
25 | 54228,53 13,67 | 54194,68 | 0,06 0,73 54216,74 | 0,02 9,65
50 | 108812,30 | 8,22 108792, 0,01 1,39 108805,30 | 0,00 | 18,31
6 | 13348,60 | 87,32 12998,38 | 2,69 0,48 13209,64 | 1,05 3,22
12 | 25280,80 | 39,26 | 25195,00 | 0,34 0,71 25247,63 | 0,13 6,02
25 | 52360,82 | 23,46 | 52320,16 | 0,07 1,25 52348,64 | 0,02 12,30
50 | 103527,30 | 5,33 103512,80 | 0,01 2,38 103523,50 | 0,00 | 22,87
6 | 22040,58 | 40,25 | 21906,50 | 0,61 0,19 21939,50 | 0,46 2,80
12 | 43067,71 34,81 | 42979,74 | 0,20 0,41 43037,81 | 0,06 6,82
25 | 8924532 | 66,12 | 89199,43 | 0,05 0,74 89223,88 | 0,02 18,58
50 | 176507,40 | 27,65 | 176479,40 | 0,01 1,36 176461,90 | 0,02 | 28,43
6 | 20396,34 | 116,25 | 20022,95 | 1,86 0,56 20091,03 | 1,51 4,51
18 12 | 39950,36 | 77,97 | 39805,60 | 0,36 0,87 39895,38 | 0,13 9,09
25 | 80882,78 | 56,53 | 80837,88 | 0,05 1,68 80869,69 | 0,01 17,91
50 | 162328,70 | 31,34 | 162309,20 | 0,01 3,23 162325,30 | 0,00 | 36,56
6 | 20019,78 | 120,16 | 19409,86 | 3,14 0,97 19752,90 | 1,35 6,03
12 | 38451,17 | 66,82 | 38314,37 | 0,35 1,58 38396,81 | 0,14 | 11,42
25 | 78785,89 | 47,46 | 7873585 | 0,06 2,74 78769,38 | 0,02 | 23,59
50 | 154684,20 | 17,52 | 154660,30 | 0,01 5,28 154678,20 | 0,00 | 45,25

Tabela 9: Resultados Computacionais(CNSBTB)
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Note que na Tabela 10 os gaps encontrados, principalmente, para 6 e 12 itens sao bem
maiores quando comparados com os da Tabela 9, chegando para 18 periodos, 6 maquinas
e 6 itens a 18,01% para o método classico e 14, 19% para método proposto. Observe ainda
que o CPLEX nao provou a otimalidade para a grande maioria das instancias com 12 e 18
periodos, em que os altos tempos computacionais mostram que em varios casos chegou-se
ao tempo limite de execugao do CPLEX que foi fixado em 120 segundos. Isso mostra
um aumento da dificuldade dos problemas nos casos em que aumentamos os custos de

preparacao.

Nesta tabela fica mais evidente a diferenca entre os limites inferiores em que na maioria
das configuragoes a reducao do gap gerado pelo método baseado na reformulacao foi
grande, observa-se também que os tempos computacionais aumentaram em relagdo a

classe anterior.
e Classe CNSBTA

Analisando a Tabela 11, concluimos que, diferente do custo de preparacao, o aumento
do tempo de preparacao nao dificulta significativamente os problemas, com isso obser-
vamos que os gaps encontrados como no caso CNSBTB voltaram a ser pequenos assim
como os tempos de solugao, sendo que os tinicos casos em que o CPLEX nao encontrou

nenhuma solugao 6tima foi para os casos com 18 periodos, 6 itens, 4 e 6 méquinas.

Para esta classe os maiores gaps encontrados para os dois métodos sao de 3,49% para
o classico e 1, 35% para o proposto, sendo que apenas em 2 das 36 possiveis configuracoes,
o método proposto encontrou gaps maiores que 1,00%, o que mostra a eficiéncia da técnica

para esta classe.
e (Classe CNSATA

Os resultados da Tabela 12 sao semelhantes aos da Tabela 10 em que foram encon-
trados gaps altos, um destaque em relagao a qualidade dos limites inferiores obtidos pelo
método proposto em relagao ao classico pode ser observado para o caso de 6 periodos, 2
maquinas e 6 itens em que o gap encontrado pelo matodo cléssico (8,17%) é maior que o

dobro encontrado pelo método proposto (3, 73%).

Para esta classe os maiores gaps encontrados foram de 22,60% e 20,28% para os
métodos CLM/I/RL e EMM/P/RL respectivamente. A quantidade de configuragoes
que o método proposto encontrou gaps maiores que 1,00% foi 16, muito maior que no

caso de apenas tempos de preparagao alto que eram somente 2.
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CPLEX CLM/TI/LR EMM/P/LR

m|r| n LS Tempo LI GAP | Tempo LI GAP | Tempo

6 | 13672,09 | 0,84 | 1285932 | 6,32 | 0,05 | 13202,48 | 3,43 | 0,82
2| 12| 24487,18 | 2,11 | 24090,94 | 1,64 | 0,08 | 24244,79 | 0,98 | 2,09
25 | 50844,82 | 13,13 | 50603,94 | 0,47 | 023 | 5069465 | 0,29 | 7,73
50 | 9774543 | 69,19 | 9763152 | 0,27 | 0,74 | 9779349 | 0,11 | 21,49

6 | 11063,14 | 4,86 | 1003400 | 10,24 | 0,11 | 10414,30 | 5,86 | 1,01
6 | 4|12 2051531 | 15,69 | 2005974 | 2,27 | 0,18 | 2027478 | 1,17 | 2,20
25 | 41019,17 | 48,61 | 4081845 | 049 | 0,38 | 40930,19 | 021 | 5,65
50 | 83486,66 | 98,40 | 83432,76 | 0,22 | 1,08 | 8351858 | 0,12 | 13,06

6 | 11491,80 | 45,85 | 999348 | 14,99 | 0,21 | 1035527 | 9,88 | 1,41
6| 12 | 1929097 | 49,66 | 18670,88 | 3,32 | 0,29 | 18943,39 | 1,80 | 2,59
25 | 39085,53 | 77,36 | 38816,75 | 0,69 | 0,58 | 38953.85 | 0,33 | 6,18
50 | 75626,90 | 99,18 | 75534,30 | 0,12 | 1,31 | 75593,80 | 0,04 | 11,66

6 | 2477537 | 48,87 | 2328343 | 6,40 | 0,16 | 23781,14 | 4,01 | 2,05
2| 12 | 44890,83 | 61,75 | 44282,30 | 1,37 | 028 | 44573,05 | 0,70 | 5,03
25 | 93932,73 | 100,41 | 93696,89 | 0,25 | 0,65 | 93838,40 | 0,10 | 18,48
50 | 181907,30 | 120,31 | 181708,30 | 0,10 | 1,51 | 181925,20 | 0,00 | 39,02

6 | 21566,95 | 120,12 | 10286,97 | 11,82 | 0,31 | 19654,85 | 8,86 | 2,89
12 4] 12| 39499.80 | 99,91 | 3850071 | 2,59 | 0,57 | 3882727 | 1,70 | 5,77
25 | 79294,56 | 113,50 | 78981,96 | 0,39 | 1,06 | 79150,66 | 0,18 | 13,17
50 | 159264,90 | 116,15 | 159026,40 | 0,14 | 2,15 | 159156,00 | 0,06 | 28,26

6 | 21870,09 | 120,10 | 18652,50 | 17,25 0,56 18765,88 | 14,19 4,08
6 | 12 | 37438,41 | 120,18 | 36201,58 | 3,41 0,99 36546,69 | 2,38 7,19
25 | 75838,95 | 120,30 | 75305,25 | 0,70 1,82 75582,08 | 0,33 16,36
50 | 147764,10 | 120,46 | 147581,10 | 0,12 3,45 147699,50 | 0,04 30,86

6 | 35624,26 | 111,24 | 33111,33 | 7,58 | 0,35 | 33152,60 | 6,93 | 3,31
2| 12 | 66086,89 | 104,51 | 65291,05 | 1,21 | 0,55 | 65699,10 | 0,58 | 8,21
25 | 136164,90 | 120,24 | 135641,80 | 0,38 | 1,14 | 135867,90 | 0,21 | 28,28
50 | 267087,30 | 120,33 | 266772,70 | 0,11 | 2,53 | 266968,00 | 0,04 | 68,73

6 | 32326,21 | 120,12 | 28672,58 | 12,74 | 0,66 | 28842,72 | 10,77 | 5,47
18 | 4| 12 | 59221,14 | 115,20 | 5743541 | 3,10 | 1,15 | 57766,87 | 2,45 | 10,68
25 | 117211,00 | 120,35 | 116669,90 | 0,46 | 2,12 | 116952,00 | 0,22 | 24,62
50 | 235106,90 | 120,60 | 234953,50 | 0,15 | 4,25 | 235151,30 | 0,03 | 54,29

6 | 33214,92 | 120,14 | 28145,79 | 18,01 | 1,20 | 28642,01 | 13,76 | 7,82
6| 12 | 56461,24 | 120,30 | 5434371 | 3,89 | 2,02 | 55037,62 | 2,52 | 13,19
25 | 113202,20 | 120,48 | 11224560 | 0,85 | 3,70 | 112650,30 | 0,48 | 30,38
50 | 219164,00 | 120,82 | 218897,80 | 0,12 | 6,78 | 219055,60 | 0,04 | 55,93

Tabela 10: Resultados Computacionais(CNSATB)




5.2

Resultados Computacionais

CPLEX CLM/I/LR EMM/P/LR
m n LS Tempo LI GAP | Tempo LI GAP | Tempo
6 7757,18 0,20 7695,62 0,80 0,05 7728,26 0,37 0,69
12 | 1447876 0,79 14445,53 | 0,23 0,07 14458,54 | 0,13 1,36
25 | 30316,67 2,20 30292,95 | 0,07 0,15 30301,93 | 0,04 4,02
50 | 58773,92 1,92 58755,59 | 0,03 0,42 58766,50 | 0,01 8,13
6 674277 2,45 6613,765 | 1,95 0,11 6690,09 0,78 0,96
6 12 | 13409,67 1,72 13353,45 | 0,42 0,14 13388,97 | 0,15 2,01
25 | 27070,69 1,93 27048,30 | 0,08 0,27 27064,36 | 0,02 4,23
50 | 55168,33 2,39 55158,94 | 0,01 0,19 55165,91 | 0,00 8,53
6 6905,19 4,53 6732,30 2,56 0,22 6833,99 1,04 1,21
12 | 12728,17 1,27 12678,15 | 0,39 0,23 12711,18 | 0,13 2,24
25 | 26338,03 2,04 26312,93 | 0,09 0,43 26327,40 | 0,04 4,48
50 | 51752,75 1,43 51741,53 | 0,02 0,8 51749,58 | 0,00 8,73
6 | 14941,45 7,35 14827,00 | 0,77 0,11 14898,46 | 0,28 1,74
12 | 28620,85 15,07 | 28570,66 | 0,17 0,2 28597,40 | 0,08 3,97
25 | 60326,18 | 24,21 60297,71 | 0,04 0,35 60314,14 | 0,01 10,45
50 | 117595,70 | 8,47 | 117575,40 | 0,01 0,86 117589,50 | 0,00 | 15,93
6 | 13551,82 | 37,96 13290,87 | 1,96 0,28 13449.,86 | 0,75 2,58
12 12 | 26520,41 31,25 | 26408,45 | 0,42 0,41 26478,70 | 0,15 5,08
25 | 54239,24 10,47 | 54207,21 | 0,05 0,79 5422896 | 0,01 10,32
50 | 108825,50 | 20,51 | 108802,80 | 0,02 1,75 108816,20 | 0,00 | 19,31
6 | 13382,38 | 100,12 | 13007,96 | 2,87 0,5 13223,32 | 1,20 3,27
12 | 25301,46 | 51,65 | 25204,66 | 0,38 0,73 25264,35 | 0,14 6,22
25 | 5237580 | 41,75 | 52329,61 | 0,08 1,36 52360,07 | 0,03 12,67
50 | 103533,00 | 6,63 103516,70 | 0,01 2,35 103528,80 | 0,00 | 23,50
6 | 22081,13 | 46,91 21925,32 | 0,71 0,21 22004,42 | 0,34 2,91
12 | 43110,97 | 48,22 | 4295794 | 0,35 0,41 43074,84 | 0,08 7,49
25 | 89283,51 67,26 | 89236,06 | 0,05 0,8 89261,62 | 0,02 | 20,69
50 | 176549,60 | 34,40 | 176519,30 | 0,01 1,66 176510,60 | 0,02 | 33,08
6 | 2044222 | 120,10 | 20045,14 | 1,98 0,56 20282,53 | 0,78 4,59
18 12 | 39991,93 | 94,14 | 39826,72 | 0,41 0,92 39928,37 | 0,15 9,38
25 | 80905,20 | 69,07 | 80854,75 | 0,06 1,65 80890,28 | 0,01 18,93
50 | 162347,20 | 45,93 | 162320,80 | 0,01 3,37 162340,90 | 0,00 | 37,96
6 | 20099,56 | 120,17 | 19421,69 | 3,49 0,91 19831,39 | 1,35 6,13
12 | 38475,32 79,21 38326,20 | 0,38 1,6 38418,68 | 0,14 | 11,63
25 | 78802,69 | 55,56 | 78747,17 | 0,07 2,83 78784,09 | 0,02 | 23,77
50 | 154693,60 | 23,74 | 154666,20 | 0,01 5,55 154686,20 | 0,00 | 44,73

Tabela 11: Resultados Computacionais(CNSBTA)




Resultados Computacionais

CPLEX CLM/TI/LR EMM/P/LR

m|r| n LS Tempo LI GAP | Tempo LI GAP | Tempo

6 | 1384747 0,93 12801,53 | 8,17 0,05 13348,71 | 3,73 0,87
2| 12 | 24758,92 3,86 24320,60 | 1,80 0,09 24490,48 | 1,09 2,29
25 | 51256,85 16,52 51018,63 | 0,46 0,23 51111,52 | 0,28 7,98
50 | 98530,26 62,47 | 98428,05 | 0,10 0,84 98599,23 | 0,10 | 28,32

6 | 11171,70 | 5,35 | 999758 | 11,74 | 0,11 | 10376,03 | 7,66 | 1,04
6 | 4| 12| 20591,66 | 12,70 | 20179,31 | 2,04 | 0,18 | 20369,20 | 1,09 | 2,35
25 | 41168,77 | 44,45 | 4095424 | 0,52 | 041 | 41071,33 | 0,23 | 6,13
50 | 8372905 | 95,02 | 83680,99 | 0,24 | 1,08 | 83769,63 | 0,13 | 14,29

6 | 11556,68 | 38,02 | 10076,09 | 14,60 | 0,21 | 10253,39 | 12,71 | 1,44
6|12 | 1935515 | 60,94 | 18716,41 | 3,41 | 0,30 | 19009,20 | 1,81 | 2,69
25 | 39153,19 | 69,64 | 3888853 | 0,68 | 0,60 | 39032,09 | 0,31 | 6,54
50 | 75746,05 | 96,20 | 75648,99 | 0,12 | 1,33 | 75709,97 | 0,04 | 12,09

6 | 25032,58 | 71,92 | 23192,69 | 7,93 | 0,18 | 2397513 | 4,41 | 2,22
2| 12 | 45163,22 | 74,35 | 4450152 | 1,48 | 028 | 4478176 | 0,85 | 542
25 | 94386,10 | 120,13 | 94127,97 | 0,27 | 0,65 | 94267,51 | 0,12 | 19,01
50 | 182686,80 | 120,24 | 18248820 | 0,20 | 1,57 | 182717,90 | 0,07 | 46,14

6 | 21708,21 | 120,09 | 1932502 | 12,32 | 0,33 | 19638,37 | 10,53 | 3,01
124 |12 39656,73 | 106,59 | 3857717 | 2,79 | 0,59 | 3891041 | 1,91 | 5,92
25 | 7947971 | 105,37 | 79116,16 | 0,45 | 1,13 | 79296,92 | 0,23 | 13,62
50 | 159464,20 | 112,88 | 159243,30 | 0,13 | 2,29 | 159383,10 | 0,05 | 30,18

6 | 22116,17 | 120,11 | 18693,52 | 18,30 0,58 18887,27 | 17,09 4,09
6 | 12 | 37489,30 | 120,17 | 36252,18 | 3,41 0,98 36568,21 | 2,51 7,34
25 | 75986,24 | 120,42 | 75380,71 | 0,80 1,91 75669,03 | 0,41 16,87
50 | 147890,70 | 120,42 | 147691,30 | 0,13 3,51 147813,30 | 0,05 32,23

6 | 35945,12 | 111,35 | 33052,56 | 8,75 | 0,36 | 3350222 | 7,29 | 3,44
2| 12 | 66311,99 | 110,00 | 65211,82 | 1,68 | 0,59 | 6594544 | 0,55 | 8,87
25 | 136573,50 | 120,24 | 136028,90 | 0,40 | 1,20 | 136280,30 | 0,21 | 29,86
50 | 267962,80 | 120,33 | 267502,70 | 0,17 | 2,89 | 267717,00 | 0,09 | 70,81

6 | 32597,09 | 120,09 | 28590,43 | 14,01 0,69 28675,40 | 13,67 9,58
18 | 4 | 12 | 59309,68 | 120,25 | 57331,39 | 3,45 1,21 57752,37 | 2,69 10,88
25 | 117351,50 | 120,36 | 116796,10 | 0,47 2,18 117082,60 | 0,22 25,47
50 | 235363,20 | 120,56 | 235190,40 | 0,17 4,47 235395,70 | 0,09 55,58

6 | 34119,67 | 120,13 | 27828,97 | 22,60 1,21 28365,75 | 20,28 | 8,08
6 | 12 | 56599,13 | 120,31 | 54393,68 | 4,05 2,06 54932,37 | 3,03 13,44
25 | 113318,80 | 120,48 | 112330,00 | 0,88 3,71 112744,10 | 0,50 | 30,94
50 | 219289,60 | 120,85 | 219011,50 | 0,12 6,93 219172,50 | 0,05 57,27

Tabela 12: Resultados Computacionais(CNSATA)
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e (Classe CASBTB

Na Tabela 13 em que comeca a anélise dos exemplos com capacidade apertada, obser-
vamos que para todos os exemplares os gaps com o método EMM /P /LR foram reduzidos
pela metade em relagao ao método classico, mostrando que para exemplos com capacidade

apertada a tendéncia é que a diferenca entre a qualidade dos limites inferiores aumente.

Entretanto, como no caso com capacidade normal, esta classe encontrou gaps muito
baixos sendo, a grande maioria, menor que um, e os maiores gaps encontrados pelas duas
abordagens foram 4,08% e 1,73% respectivamente. O CPLEX néo encontrou nenhuma

solugao 6tima para apenas 2 das 36 configuragoes possiveis.

CPLEX CLM/I/LR EMM/P/LR

m|r|n LS Tempo LI GAP | Tempo LI GAP | Tempo
6 7807,49 0,49 7725,00 1,06 0,08 7762,68 0,57 0,79
2|12 | 14510,3 0,42 14476,31 | 0,23 0,07 14495,40 | 0,10 1,89
25 | 30391,02 4,12 30321,69 | 0,22 0,20 30375,78 | 0,05 5,38
50 | 58862,85 4,63 58844,04 | 0,03 0,46 58852,47 | 0,01 10,26
6 6800,17 3,10 6603,56 2,97 0,11 6726,85 1,08 0,99
6 | 4] 12| 13452,95 2,65 13368,19 | 0,63 0,15 13425,20 | 0,20 2,11
25 | 27101,79 2,19 27074,01 | 0,10 0,31 27092,87 | 0,03 4,67
50 | 55198,16 6,12 55184,14 | 0,02 0,64 55194,56 | 0,00 9,00
6 6954,06 16,85 6729,79 3,33 0,23 6868,49 1,24 1,21
6 | 12 | 12755,61 2,61 12690,69 | 0,51 0,24 12730,96 | 0,19 2,33
25 | 26361,84 3,55 2632998 | 0,12 0,44 26349,56 | 0,04 4,80
50 | 51768,49 1,65 51753,15 | 0,02 0,89 51764,11 | 0,00 9,53
6 | 15035,89 15,49 14773,30 | 1,77 0,14 14956,09 | 0,53 1,92
2|12 | 28715,82 21,16 28593,27 | 0,42 0,27 28670,87 | 0,15 4,65
25 | 60424,38 47,92 60345,75 | 0,13 0,57 60409,77 | 0,02 12,99
50 | 117696,40 | 42,87 | 117670,70 | 0,02 1,01 117685,10 | 0,00 9,23
6 | 13658,76 55,24 13273,47 | 2,90 0,30 13533,48 | 0,92 2,59
12 | 4| 12 | 26593,90 57,45 26458,90 | 0,51 0,48 26545,65 | 0,18 5,38
25 | 54297.70 39,96 54246,50 | 0,09 0,88 54277,12 | 0,03 11,43
50 | 108865,70 | 36,38 | 108836,00 | 0,02 1,71 108853,00 | 0,01 22,49
6 | 13478,64 | 109,04 | 12963,82 | 3,97 0,57 13277,63 | 1,51 3,29
6 | 12 | 25357,04 54,75 25232,44 | 0,49 0,79 25310,82 | 0,18 6,42
25 | 52424,06 59,65 52368,02 | 0,10 1,54 52406,74 | 0,03 13,62
50 | 103559,20 | 20,53 | 103535,20 | 0,02 2,64 103551,90 | 0,00 24,68
6 | 22195,69 63,38 21929,01 | 1,21 0,25 22096,75 | 0,44 3,12
2| 12 | 43236,42 75,80 42925,60 | 0,72 0,50 43182,39 | 0,12 8,16
25 | 89427.47 | 95,96 89356,91 | 0,07 1,00 89387,02 | 0,04 | 24,14
50 | 176680,70 | 62,19 | 176642,20 | 0,02 1,94 176608,10 | 0,04 | 44,90
6 | 20592,25 | 120,18 | 20100,45 | 2,44 0,57 20373,28 | 1,07 4,63
18 | 4| 12 | 40128,42 | 114,05 | 39899.44 | 0,57 1,06 40037,45 | 0,22 9,90
25 | 80978,99 84,14 80912,38 | 0,08 1,83 80959,14 | 0,02 20,85
50 | 162415,10 | 68,21 | 162374,60 | 0,02 3,94 162399,20 | 0,00 | 44,75
6 | 20256,29 | 120,16 | 19461,13 | 4,08 1,04 19911,43 | 1,73 6,18
6 | 12 | 38543,23 91,56 38365,27 | 0,46 1,76 38483,23 | 0,15 11,93
25 | 78881,95 96,19 78789,90 | 0,11 3,22 78847,88 | 0,04 | 24,73
50 | 154728,00 | 60,30 | 154695,50 | 0,02 5,07 154719,40 | 0,00 | 47,95

Tabela 13: Resultados Computacionais(CASBTB)
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e (Classe CASATB

A Tabela 14 confirma a tese levantada na classe com capacidade normal de que o
aumento do custo de preparacao dificulta muito a resoluc¢ao dos problemas, pois o ntimero
de instancias em que o CPLEX encontra a solugao 6tima diminui significativamente e a
qualidade dos limites inferiores nas duas abordagens também diminui, principalmente

para os casos com 6 e 12 itens.

Os maiores gaps encontrados foram 24,26% e 24,20% para os métodos CLM/I/RL
e EMM/P/RL, respectivamente. Apesar desta diferenga ser pequena, em algumas confi-
guracoes as diferencas foram grandes como por exemplo 7,38% contra 4,03% para o caso
de 6 periodos, 2 méaquinas e 6 itens e 11,05% contra 4, 63% para 12 periodos, 2 maquinas

e 6 itens. O CLPEX nao encontrou nenhuma solucao 6tima em 19 configuracoes.

e (Classe CASBTA

Podemos verificar na Tabela 15 que exceto para o caso com 6 itens, ambas as for-
mulagdes encontram gaps abaixo de 1%, mostrando que ambas as abordagens encontram
bons limites inferiores para estes casos, porém as diferencas continuam grandes entre os
gaps, tanto que, em apenas uma configuracao o gap encontrado pelo método classico nao

é pelo menos o dobro do que o encontrado pelo método proposto.

e Classe CASATA

Por fim, encontra-se na Tabela 16 o maior gap entre todos os testes realizados que é
de 25,92% e 25,67% respectivamente para os métodos CLM/I/LR ¢ EMM/P/LR. Isso
ocorre para o caso com 18 periodos, 6 méquinas e 6 itens. Observe também que nesta
tabela encontramos as maiores diferencas entre os limites inferiores como por exemplo, na
configuragao com 12 periodos, 2 maquinas e 6 itens em que o método classico encontrou um
gap de 15,92% o proposto 3,99%. Pode-se observar também que, em 25 configuracoes, os
tempos do CPLEX foram maiores que 100 segundos, o que mostra que na grande maioria
dos casos para esta classe encontramos nenhuma ou apenas uma solugao 6tima utilizando

o CPLEX o que demonstra a grande complexidade desta classe de problemas.



Resultados Computacionais

CPLEX CLM/TI/LR EMM/P/LR

m|r| n LS Tempo LI GAP | Tempo LI GAP | Tempo

6 | 14381,95 1,72 13393,01 | 7,38 0,07 13824,49 | 4,03 0,94
2| 12 | 25373,76 4,79 24621,84 | 3,05 0,10 25082,83 | 1,15 2,75
25 | 52475,64 | 40,39 | 52149,19 | 0,62 0,29 52266,80 | 0,39 9,50
50 | 100666,50 | 101,28 | 100540,90 | 0,29 0,99 100693,50 | 0,14 | 32,82

6 | 11456,51 12,29 10018,98 | 14,34 0,12 10381,07 | 10,35 1,09
6 | 4| 12 | 20944,16 63,47 20364,43 | 2,86 0,22 20593,87 | 1,60 2,52
25 | 41631,63 89,98 41347.32 | 0,68 0,45 41490,14 | 0,34 6,90
50 | 84471,40 | 120,18 | 84377,69 | 0,11 1,29 84472,38 | 0,00 17,42

6 | 11804,57 | 41,07 | 1004512 | 17,51 | 0,23 | 10279,40 | 14,83 | 1,47
6|12 | 19561,76 | 68,32 | 18839,60 | 3,83 | 0,33 | 1915758 | 2,10 | 2,74
25 | 39460,65 | 95,62 | 39116,09 | 0,88 | 0,69 | 3927291 | 0,47 | 6,66
50 | 7612944 | 111,22 | 75993.83 | 0,17 | 147 | 76072,48 | 0,07 | 13,87

6 | 25083,26 | 87,49 | 2339771 | 11,05 | 0,20 | 24831,60 | 4,63 | 2,50
2| 12 | 4604747 | 86,94 | 4468444 | 3,05 | 034 | 4546559 | 1,27 | 6,53
25 | 95772,97 | 120,12 | 95262,02 | 0,53 | 0,88 | 95467.87 | 0,31 | 24,03
50 | 184950,70 | 120,23 | 184706,60 | 0,13 | 2,35 | 184878,40 | 0,03 | 59,41

6 | 22310,96 | 115,76 | 10629,26 | 13,70 | 0,35 | 1084132 | 12,49 | 3,06
12 4|12 | 40156,89 | 102,01 | 38818,50 | 3,44 | 0,66 | 3916054 | 2,54 | 6,30
25 | 80086,56 | 120,22 | 79541,38 | 0,68 | 1,33 | 7978422 | 0,37 | 16,46
50 | 160155,00 | 111,90 | 159886,40 | 0,16 | 2,62 | 160018,90 | 0,08 | 37,82

6 | 22946,90 | 120,07 | 18696,69 | 22,73 0,63 18754,09 | 22,35 4,40
6 | 12 | 38008,71 | 120,14 | 36417,64 | 4,36 1,08 36524,86 | 4,06 7,80
25 | 76470,26 | 120,28 | 75641,31 | 1,09 2,00 76017,84 | 0,59 18,18
50 | 148384,90 | 120,57 | 148057,40 | 0,22 3,79 148199,70 | 0,12 33,95

6 | 37035,01 | 114,39 | 33162,00 | 11,67 | 0,43 | 33794,12 | 9,59 | 3,86

2| 12 | 67435,82 | 120,10 | 6573542 | 2,58 | 0,80 | 66137,38 | 1,96 | 10,38
25 | 138155,20 | 120,23 | 137249,90 | 0,65 | 1,70 | 137565,90 | 0,42 | 39,68
50 | 270475,60 | 120,34 | 269851,40 | 0,23 | 3,86 | 270032,50 | 0,16 | 114,12

6 | 33548,32 | 120,08 | 28713,87 | 16,83 0,73 29128,15 | 15,17 95,80
18 | 4 | 12 | 60176,46 | 120,20 | 57806,86 | 4,09 1,37 57826,44 | 4,06 11,40
25 | 118069,80 | 120,33 | 117203,60 | 0,73 2,54 117544,30 | 0,44 28,61
50 | 236379,60 | 120,56 | 235943,00 | 0,18 4,96 236143,40 | 0,09 69,37

6 | 35041,17 | 120,12 | 281991 | 24,26 | 1,20 | 2821328 | 24,20 | 8,25
6| 12 | 57340,11 | 120,30 | 54601,02 | 5,01 | 2,35 | 55119,33 | 4,02 | 13,98
25 | 114116,20 | 120,50 | 112632,30 | 1,31 | 4,24 | 113166,20 | 0,83 | 32,96
50 | 219966,20 | 120,87 | 219412,40 | 0,25 | 7,19 | 219607,80 | 0,16 | 64,90

Tabela 14: Resultados Computacionais(CASATB)




5.2

Resultados Computacionais

CPLEX CLM/I/LR EMM/P/LR
m n LS Tempo LI GAP | Tempo LI GAP | Tempo
6 7835,24 0,40 711,14 1,60 0,08 7790,79 0,57 0,86
12 | 1454576 0,66 14439,16 | 0,73 0,09 1452441 | 0,14 2,28
25 | 30445,88 4,18 30360,88 | 0,27 0,23 30426,32 | 0,06 6,43
50 | 58936,84 7,42 58916,04 | 0,03 0,49 58926,22 | 0,01 12,57
6 6828,30 3,33 6619,03 3,16 0,13 6746,43 1,21 1,04
6 12 | 13489,14 6,83 13381,47 | 0,80 0,20 13446,86 | 0,31 2,23
25 | 27120,31 7,09 27087,00 | 0,12 0,34 27108,18 | 0,04 5,10
50 | 55212,66 13,35 | 55199,61 | 0,02 0,64 55209,21 | 0,00 | 10,49
6 6981,90 20,75 6743,38 3,53 0,23 6889,93 1,33 1,26
12 | 12765,74 3,03 12696,72 | 0,54 0,24 12740,64 | 0,19 2,41
25 | 26374,18 4,74 26339,02 | 0,13 0,45 26359,96 | 0,05 5,05
50 | 51775,64 3,92 51759,05 | 0,03 0,89 51771,28 | 0,00 9,92
6 | 15167,19 19,91 14816,75 | 2,36 0,15 15008,73 | 1,05 2,12
12 | 28773,61 35,39 | 28541,28 | 0,81 0,29 28714,64 | 0,20 5,12
25 | 60486,20 | 67,40 | 60391,81 | 0,15 0,69 60463,18 | 0,03 | 14,91
50 | 117775,80 | 51,15 | 11774750 | 0,02 1,17 117761,70 | 0,01 | 30,65
6 | 13696,88 | 73,40 13244,15 | 341 0,33 13573,13 | 0,91 2,68
12 12 | 26628,43 | 53,60 | 26483,71 | 0,54 0,52 26575,61 | 0,19 5,69
25 | 54326,77 | 59,62 | 54266,37 | 0,11 0,94 54302,71 | 0,04 | 12,27
50 | 108889,50 | 48,21 | 108854,30 | 0,03 1,73 108875,40 | 0,01 | 25,19
6 | 13535,00 | 109,10 | 12932,20 | 4,66 0,54 13312,55 | 1,67 3,38
12 | 25385,79 | 60,44 | 25247,12 | 0,54 0,78 25335,79 | 0,19 6,69
25 | 5244210 | 54,37 | 52383,08 | 0,11 1,58 52424.31 | 0,03 14,20
50 | 103571,90 | 20,15 | 103544,10 | 0,02 2,71 103564,20 | 0,00 | 26,36
6 | 23284,31 80,35 | 21959,17 | 6,03 0,27 22183,04 | 4,96 3,40
12 | 43310,55 | 96,11 | 42949,82 | 0,83 0,54 4324464 | 0,15 9,00
25 | 89507,75 | 91,56 | 89320,30 | 0,20 1,42 89457,12 | 0,05 | 27,86
50 | 176774,40 | 75,87 | 176731,60 | 0,02 2,21 176709,20 | 0,03 | 57,19
6 | 20659,59 | 120,12 | 20064,69 | 2,96 0,61 20423,83 | 1,15 4,75
18 12 | 40180,63 | 120,23 | 39933,38 | 0,61 1,08 40085,93 | 0,23 | 10,46
25 | 81019,56 | 101,52 | 80941,51 | 0,09 1,89 80991,77 | 0,03 | 22,00
50 | 162450,70 | 74,14 | 162403,20 | 0,02 3,92 162430,50 | 0,01 | 49,96
6 | 2034299 | 120,13 | 19372,54 | 5,00 1,02 19965,55 | 1,89 6,31
12 | 38581,94 | 98,15 | 38382,61 | 0,51 1,77 38511,13 | 0,18 | 12,27
25 | 78903,27 | 99,64 | 78808,16 | 0,12 3,17 78869,92 | 0,04 | 25,78
50 | 154743,40 | 62,31 | 154708,20 | 0,02 6,13 154721,60 | 0,01 | 49,85

Tabela 15: Resultados Computacionais(CASBTA)
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Resultados Computacionais

CPLEX CLM/I/LR EMM/P/LR
m n LS Tempo LI GAP | Tempo LI GAP | Tempo
6 | 14654,76 1,25 13028,03 | 1248 | 0,07 14077,25 | 4,10 1,03
12 | 25846,33 3,95 24876,94 | 3,89 0,12 25480,63 | 1,43 3,09
25 | 53194,92 | 4591 51688,29 | 2,91 0,32 52953,89 | 0,45 10,04
50 | 102070,40 | 113,28 | 101912,80 | 0,35 1,10 102109,60 | 0,16 | 30,88
6 | 11626,38 9,49 10139,84 | 14,66 | 0,14 10421,38 | 11,56 1,15
6 12 | 21112,92 | 56,86 | 20194,55 | 4,54 | 0,21 | 20717,81 | 1,90 | 2,62
25 | 41877,94 | 89,73 | 4154755 | 0,79 0,50 41695,29 | 0,43 7,94
50 | 84808,97 | 120,15 | 84728,47 | 0,31 1,35 84826,53 | 0,20 19,84
6 | 11912,87 | 46,98 9973,57 | 19,44 | 0,21 10405,38 | 14,48 1,50
12 | 19626,04 | 73,42 18894,15 | 3,87 0,34 19206,63 | 2,18 2,81
25 | 39563,88 | 91,19 | 39215,66 | 0,88 0,71 39376,86 | 0,47 6,99
50 | 76282,03 | 117,85 | 7613723 | 0,19 1,43 76229,45 | 0,06 15,44
6 | 26409,00 | 82,48 | 22780,69 | 15,92 | 0,21 25395,68 | 3,99 2,69
12 | 46459,27 | 80,22 | 44612,82 | 4,13 0,39 45840,77 | 1,34 7,02
25 | 96429,49 | 120,16 | 92673,45 | 4,05 1,03 96141,33 | 0,29 | 27,16
50 | 186411,10 | 120,24 | 186029,00 | 0,20 2,62 186225,80 | 0,09 75,47
6 | 22707,05 | 120,11 | 1924155 | 18,01 0,35 19993,12 | 13,57 | 3,17
12 12 | 40307,97 | 111,66 | 38931,92 | 3,53 0,70 39334,22 | 2,47 6,64
25 | 80348,69 | 120,30 | 79461,87 | 1,11 1,42 80003,10 | 0,43 17,76
50 | 160527,70 | 120,39 | 160185,30 | 0,21 2,86 160319,30 | 0,12 | 39,15
6 | 23329,34 | 120,10 | 18739,76 | 24,49 | 0,65 19131,86 | 21,93 | 4,57
12 | 38220,38 | 120,20 | 36416,03 | 4,95 1,15 36674,13 | 4,21 7,97
25 | 76582,67 | 120,33 | 75743,15 | 1,10 2,16 76134,29 | 0,58 19,21
50 | 148479,90 | 120,44 | 148204,30 | 0,18 3,92 148355,80 | 0,08 | 36,02
6 | 38503,40 | 115,74 | 33262,77 | 15,75 | 0,45 34595,40 | 11,29 | 4,05
12 | 67902,10 | 115,79 | 65591,97 | 3,52 0,84 67121,72 | 1,16 11,04
25 | 138857,10 | 120,29 | 136834,20 | 1,47 1,84 138280,70 | 0,41 | 42,81
50 | 271828,60 | 120,37 | 271191,10 | 0,23 4,39 | 271409,80 | 0,15 | 130,60
6 | 33924,38 | 120,11 | 28630,01 | 18,49 | 0,73 29060,25 | 16,73 | 5,89
18 12 | 60527,77 | 120,24 | 57127,63 | 5,95 1,41 58594,38 | 3,29 12,06
25 | 118219,40 | 120,35 | 117377,30 | 0,71 2,60 117734,60 | 0,41 30,00
50 | 236745,70 | 120,61 | 235889,90 | 0,36 5,18 | 236488,60 | 0,10 | 70,86
6 | 35520,03 | 120,15 | 28207,56 | 25,92 1,29 28263,98 | 25,67 | 8,50
12 | 57987,43 | 120,36 | 54668,55 | 6,07 2,38 55165,84 | 5,11 14,24
25 | 114320,30 | 120,53 | 112751,70 | 1,39 4,29 113302,00 | 0,89 | 34,17
50 | 220194,30 | 120,76 | 219572,30 | 0,28 7,34 | 219784,70 | 0,18 | 67,26

Tabela 16: Resultados Computacionais(CASATA)
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Capitulo 6

Conclusao e Trabalhos Futuros

Neste trabalho foi estudado um problema de dimensionamento de lotes capacitado
em maquinas paralelas. O trabalho foi inspirado em Jans e Degraeve (2004), em que
os autores analisam os limites inferiores do problema de dimensionamento de lotes com
uma méquina utilizando a relaxagao Lagrangiana. Jans e Degraeve (2004) propoem uma
reformulagao para o problema utilizando a ideia de redefinicao de variaveis proposta por
Eppen e Martin (1987) e relaxam as restriges de demanda do problema, propondo assim
uma decomposicao por periodos ao invés da decomposicao cléssica por itens e encontram

limites inferiores melhores comparados com a decomposicao cléssica.

A ideia foi extendida, no presente trabalho, considerando um ambiente com maquinas
paralelas. Foi utilizada a mesma ideia de redefinicao de variaveis proposta por Eppen e
Martin (1987) e foi proposta uma reformulagao para o problema com méaquinas paralelas.
Os limites inferiores foram gerados utilizando a decomposi¢ao por periodos e comparados
com os limites inferiores encontrados por Toledo e Armentano (2006) que utilizaram a

decomposicao classica por itens.

Os limitantes foram testados para diferentes tipos de problemas e os resultados foram
comparados utilizando como limite superior, solugoes encontradas pelo pacote de otimiza-
¢ao CPLEX 12.2. A formulacao proposta encontrou em todos os testes limites inferiores
melhores do que os gerados pela decomposigao classica apesar dos tempos computacionais
serem maiores, pois, enquanto na reformulacao proposta temos que resolver problemas da
mochila como subproblemas, na formulagao classica temos problemas de dimensionamento
de lotes com tnico item sem restricao de capacidade que sao baratos computacionalmente.
Observamos ainda que, para problemas com poucos itens os gaps sao maiores, sendo que
os maiores gaps encontrados em quase todos testes foram para a configuracao 18 periodos,

6 méquinas e 6 itens, entretanto, a medida em que aumentamos o numero de itens para
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50 os gaps encontrados sao sempre menores que um, ainda, como esperado, ao aumentar
o numero de itens e méquinas os tempos computacionais também aumentam chegando a

marca de 130 segundos com a formulagao proposta.

Tendo em vista estender o trabalho bem como melhorar os resultados computacionais

sugerimos como proximos passos:

e Desenvolver uma heuristica para a obtencao de solucoes factiveis. Para isso, ire-
mos extender e adaptar o método de solucao desenvolvido por Thizy e Wassenhove
(1985), para o nosso problema. O método original foi desenvolvido para o caso
com uma Unica méquina sem tempos de preparagao e consiste em uma heuristica
Lagrangiana com os seguintes passos: i-) A partir do problema original aplica-se a
técnica da relaxacao Lagrangiana as restrigoes de capacidade, obtendo varios sub-
problemas. Com as solugoes destes subproblemas (problema relaxado) gera-se um
limitante inferior para o problema original; ii-) A solugao do problema relaxado fixa
as variaveis y;;+ a 1 ou 0 indicando se ha ou nao preparacao de determinado item ¢
na maquina j em um perfodo ¢; iii-) Com as varidveis y;;; fixadas no passo anterior,
obtém-se um subproblema de fluxo de redes e este por sua vez gera uma solucao

factivel para o problema original que serd um limitante superior para o mesmo.

A adaptacao do método para o caso em que se tem tempos de preparacao nao é
direta, pois, podem ocorrer infactbilidades. No entanto, observa-se que diferente da
relaxacao Lagrangiana classica, em que as restricoes de capacidade sao relaxadas, na
relaxacao Lagrangiana proposta, relaxa-se as restri¢oes de fluxo e os subproblemas
que resolvemos apos se aplicar a relaxacao Lagrangiana tem como uma das restrigoes
a restricao de capacidade o que significa que os planos de produgao obtidos ao
fixarmos as varidveis y;;; respeitam as capacidades disponiveis, precisamos entao,
fazer com que as restrigoes de fluxo (que foram dualizadas na fungéo objetivo) sejam
satisfeitas, ou seja, precisamos atender a demanda pré-estabelecida. Para tanto,
transformaremos o nosso problema em um problema de fluxo de redes, utilizando
as ideias explicadas acima e ao resolver este problema a demanda estard sendo
atendida e teremos, assim, uma solugao factivel para o problema. Dependendo da
qualidade desta solucao factivel, uma heuristica de melhoria que transfere produgao

entre méaquinas e periodos podera ser desenvolvida.

L, .

e Para um possivel doutorado a ideia é implementar, para o problema de dimen-
sionamento de lotes em méquinas paralelas, métodos hibridos que consideram de-

composicao de Dantzig-Wolfe e relaxacao Lagrangiana, com o foco na discussao de
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como a relacao entre decomposicao de Dantzig-Wolfe e relaxacao lagrangiana pode
ser explorada para desenvolver algoritmos combinando os pontos fortes de ambos os

métodos.
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