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RESUMO

O controle chaveado pode ser eficientemente utilizado no controle de sistemas fuzzy Takagi-

Sugeno (T-S) incertos, que possuam funções de pertinência incertas e modelos locais conhe-

cidos. Como estes sistemas fuzzy podem representar exatamente uma classe de sistemas não

lineares incertos em uma região do espaço de estados, é interessante utilizá-los para descrever

sistemas não lineares, usando no projeto do controlador o modelo fuzzy que descreve exa-

tamente o sistema não linear. Porém, como a representação através de combinação convexa

obtida é válida apenas em uma região do espaço de estados, garantias de que o estado do sis-

tema permaneça nessa região devem ser obtidas. Neste trabalho são propostas condições que

garantem a estabilização local, com a especificação da taxa decaimento, de uma classe de siste-

mas não lineares contínuos no tempo, incertos e com saturação no atuador, utilizando o controle

chaveado. Os projetos dos controladores são realizados combase no modelo fuzzy T-S que re-

presenta exatamente o sistema não linear e os procedimentosde projeto fornecem uma região

na qual as condições iniciais devam estar, tal que, o sistemanão linear seja exatamente descrito

pelo modelo fuzzy T-S incerto durante toda a trajetória de estado do sistema e ainda que esta

trajetória permaneça dentro de uma região de operação previamente especificada. Em geral, o

controle chaveado não possui restrição na frequência de chaveamento dos ganhos, o que pode

levar aochattering, que se manifesta pelo chaveamento em frequência infinitamente rápida dos

ganhos de realimentação. Visando a eliminação dochatteringno controle chaveado, propõe-se

uma nova técnica de suavização do controle chaveado, o controle chaveado suave. Esta nova

lei de controle pode ser utilizada nas mesmas condições do controle chaveado e é baseada no

conceito do mínimo suave, definido neste trabalho. Além disso, são propostos procedimentos

de projeto que consideram distúrbios para ambas as leis de controle chaveada e chaveada suave.

Ademais, neste trabalho também se apresenta uma implementação da lei de controle chaveada

em um sistemaBall Balancerfabricado pela QuanserR©.

Palavras-chave:Sistemas não lineares incertos contínuos no tempo. Modelosfuzzy Takagi-

Sugeno. Controle chaveado.Chattering. Saturação no atuador.



ABSTRACT

The switched control can be efficiently used for controllinguncertain Takagi-Sugeno (T-S)

fuzzy systems, which have uncertain membership functions and known local models. Because

these fuzzy systems can exactly represent a class of uncertain nonlinear systems in a given

operation region in the state space, it is interesting to usethem to describe nonlinear systems,

performing the controller design based on a T-S fuzzy model that exactly describes the nonlinear

system. However, the perfect representation of the uncertain nonlinear system by the T-S fuzzy

model as a convex combination is only valid in the operation region. Therefore, it is necessary

to assure conditions such that the state of the system remains in that region. This work proposes

conditions to ensure the local stabilization, with decay rate, of a class of uncertain continuous-

time nonlinear systems with saturation on the actuator, using a switched control. The designs

of the controllers are performed based on the T-S fuzzy modelwhich exactly describes the

nonlinear system and the design procedures provide a regionin which the initial conditions

must be such that the nonlinear system is exactly described by the uncertain T-S fuzzy model

along the whole state trajectory of the system and this trajectory remains in a specified operation

region. Usually, the switched control has no bound on the frequency of the feedback gains

switching, and this can lead to chattering, which is manifested by infinitely fast frequency of

the feedback gains switching. In order to avoid the chattering in the switched control, this

work proposes a new technique to smooth the switched control, the smooth switched control.

This new control law can be used under the same conditions as the switched control and it is

based on the concept of smooth minimum, which is defined in this work. In addition, design

procedures considering disturbances for both switched andsmooth switched control laws are

proposed. Furthermore, in this work it is also presented an implementation of the proposed

switched control law in aBall Balancersystem manufactured by QuanserR©.

Keywords: Uncertain continuous-time nonlinear systems. Takagi-Sugeno fuzzy models. Swit-

ched control. Chattering. Actuator saturation.
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1 INTRODUÇÃO

A descrição de sistemas não lineares por modelos fuzzy Takagi-Sugeno (T-S) (TAKAGI;

SUGENO, 1985) possibilita representá-los como uma combinação de modelos locais, ponde-

rados por funções de pertinência. Esta representação é uma importante ferramenta que facilita

o uso de LMIs (do inglêsLinear Matrix Inequalities) (BOYD et al., 1994) no projeto de con-

troladores para estes sistemas. Uma revisão sobre os principais resultados do controle fuzzy e

perspectivas nesta área podem ser encontradas em Guerra, Sala e Tanaka (2015).

Um importante resultado para o uso do controle fuzzy em sistemas não lineares é apresen-

tado em Taniguchi et al. (2001), no qual é proposto um procedimento que permite obter um

modelo fuzzy T-S que representa exatamente uma classe de sistemas não lineares em uma re-

gião no espaço de estados. Esta representação exata permiteentão o projeto de controle para o

sistema não linear através de sua descrição pelo modelo fuzzy, desde que o sistema permaneça

na região do espaço de estados na qual o modelo foi obtido. Neste contexto podem ser apli-

cadas técnicas de controle que utilizam a Compensação Distribuída Paralela (CDP) (WANG;

TANAKA; GRIFFIN, 1995; WANG; TANAKA; GRIFFIN, 1996; TANAKA; IKEDA; WANG,

1998; TEIXEIRA; ŻAK, 1999; TEIXEIRA; ASSUNÇÃO; AVELLAR, 2003; FANG et al.,

2006; SANTIM et al., 2012; HAMDY; HAMDAN; IBRAHIM, 2014; HO; CHOU; CHANG,

2014; SADEGHI; SAFARINEJADIAN; FARUGHIAN, 2014), fazendo uso das funções de per-

tinência do modelo fuzzy na composição da lei de controle.

Quando o sistema não linear possui parâmetros incertos ainda assim pode-se obter um mo-

delo fuzzy que represente exatamente este sistema em uma região de operação, com o proce-

dimento mostrado em Santim et al. (2012). Contudo, com este procedimento, embora sejam

conhecidos os modelos locais, as funções de pertinência obtidas são incertas, dependentes dos

parâmetros incertos. Assim, técnicas que utilizam o conceito de controle CDP não podem ser

diretamente utilizadas, pois estas funções de pertinênciadependem de parâmetros incertos.

Por outro lado, a lei de controle chaveada proposta em Souza et al. (2014c) e Souza et al.

(2014b) não utiliza as funções de pertinência do modelo na estrutura do controlador, e então,

não necessita das expressões que definem as funções de pertinência para o cálculo do sinal

de controle. As condições de projeto são descritas em termosde LMIs e podem ser eficien-

temente resolvidas computacionalmente (GAHINET et al., 1994; STURM, 1999; EFBERG;

LÖFBERG, 2004).

Nesta abordagem de controle, assim como em Deaecto, Geromele Daafouz (2011), são

projetados vários ganhos de realimentação, sendo apenas umganho utilizado por vez, escolhido
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com base em uma lei de chaveamento que depende do vetor de estado do sistema controlado.

Um esquema que representa o uso do controle chaveado é mostrado na Figura 1. Neste esquema

uma planta cuja dinâmica é expressa pela equação ˙x(t) = A(α)x(t)+B(α)sat(u(t)), sujeita à

saturação no sinal de controle, encontra-se em malha fechada com uma lei de controle chaveada.

Observa-se na Figura 1 que o ganho de realimentaçãoKϕ utilizado é escolhido a cada instante,

entre os ganhosK1 atéKnr , através de uma lei de chaveamentoϕ(x(t)), dependente do estado

do sistema, que controla uma chave.

Figura 1 - Esquema de controle chaveado sujeito à saturação.

ẋ(t) = A(α)x(t)+B(α)sat(u(t))
x(t)

−K1

−K2

−Knr

ϕ(x(t))

sat(u(t))

Chave

u(t)

Fonte: adaptado de Deaecto, Geromel e Daafouz (2011).

A lei de chaveamento proposta em Souza et al. (2014c) e em Souza et al. (2014b) é tal que

minimiza a derivada da função de Lyapunov e está alicerçada no fato de que o mínimo de um

conjunto de números reais é menor ou igual que qualquer combinação convexa dos elementos

deste conjunto. De fato, parai ∈ {1,2, · · · , r} = Ir , sendoαi > 0 e
r

∑
i=1

αi = 1, tem-se que

min
i∈Ir

{ai}= α1min
i∈Ir

{ai}+α2min
i∈Ir

{ai}+ · · ·+αr min
i∈Ir

{ai}6 α1a1+α2a2+ · · ·+αrar =
r

∑
i=1

αiai.

A lei de controle chaveada (SOUZA et al., 2014c; SOUZA et al.,2014b) apresenta menor

conservadorismo quando comparada ao uso de um único ganho derealimentação, podendo

ser aplicada no controle de modelos fuzzy T-S incertos e também de modelos lineares com

incertezas politópicas (SOUZA et al., 2013). O exemplo a seguir ilustra o ganho de desempenho

que pode ser obtido ao considerar o controle chaveado em vista da realimentação de estado com

um único ganho (u(t) = −Kx(t)) em um sistema linear incerto e invariante no tempo (ALVES

et al., 2016c).

Exemplo: considere um sistema linear incerto e invariante no tempo com dinâmica descrita por



18

ẋ(t) = A(α)x(t)+Bu(t), (1a)

sendo

A(α) = α1

[

0 1

1 −1

]

+α2

[

0 1

−1 1

]

, B=

[

0

1

]

, α1,α2 > 0, α1+α2 = 1, (1b)

α1 e α2 parâmetros incertos e constantes. O objetivo deste exemploé projetar um controlador

que estabilize o sistema (1) e que tenha a menor norma euclidiana possível. Para a estabilização

deste sistema consideram-se os seguintes controladores:

(I) Controlador linear e invariante no tempo:u(t) =−Kx(t) =−
[

k1 k2

][

x1(t) x2(t)
]T

.

A dinâmica do sistema (1) em malha fechada com o controlador (I) é dada por

ẋ(t) = [A(α)−BK]x(t) =

[

0 1

α1−α2−k1 −α1+α2−k2

]

x(t) = Ā(α)x(t). (2)

Então, para que o ponto de equilíbriox(t) = 0 do sistema (2) seja globalmente e assinto-

ticamente estável,∆a = det
(

sI− Ā(α)
)

deve ser Hurwitz, sendo

∆a = s2+(α1−α2+k2)s+(−α1+α2+k1). (3)

A condição suficiente e necessária para que∆a dada em (3) seja Hurwitz é que, para todo

α1 e α2 definido em (1b),











α1−α2+k2 > 0
Pior caso−−−−−−−→

α1=0 α2=1
−1+k2 > 0→ k2 > 1,

−α1+α2+k1 > 0
Pior caso−−−−−−−→

α2=0 α1=1
−1+k1 > 0→ k1 > 1.

Assim, o limitante inferior da norma do ganho do controladordado em (I) tal que estabi-

lize o sistema (1) é o seguinte:

‖K‖2 =
√

KKT =
√

k2
1+k2

2 >
√

1+1=
√

2.

(II) Controlador Chaveado:u(t) =−Kϕx(t), ϕ = arg* min
i∈{1,2}

{−x(t)TPBKix(t)}.

Para o projeto deste controlador será utilizado o procedimento proposto em Souza et al.

(2014c). Então, considere uma candidata a função de Lyapunov V(x(t)) = x(t)TPx(t),

P = PT ∈ ℜn×n. Assim, para o sistema (1) e lei de controle (II) tem-se queV̇(x(t)) =

2x(t)TPẋ(t) = 2x(t)TP
[

A(α)−BKϕ
]

x(t). Observe que de (II),−x(t)TPBKϕx(t) 6

−x(t)TPB[α1K1+α2K2]x(t) = −x(t)TPBK(α)x(t), sendoK(α) = α1K1 + α2K2,

K1 =
[

k11 k12

]

, K2 =
[

k21 k22

]

, α1 eα2 > 0, α1+α2 = 1. Consequentemente,V̇(x(t))
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6 x(t)T
[

P(A(α)−BK(α))+(A(α)−BK(α))T P
]

x(t). Sabendo disto, inicia-se o pro-

jeto do controlador (II) com a análise da seguinte lei de controle:

u(t) =−K(α)x(t) =−(α1K1+α2K2)x(t) =−
(

α1

[

k11 k12

]

+α2

[

k21 k22

])

x(t),

(4)

sendoK1 e K2 os ganhos da lei de controle chaveada (II) (SOUZA et al., 2013). Com o

controlador (4), a dinâmica do sistema (1) em malha fechada éa seguinte:

ẋ(t) = [A(α)−BK(α)]x(t)

=

[

0 1

(1−k11)α1+(−1−k21)α2 (−1−k12)α1+(1−k22)α2

]

x(t) = Â(α)x(t).

Então

∆b = det
(

sI− Â(α)
)

= s2+[(1+k12)α1+(−1+k22)α2]s+[(−1+k11)α1+(1+k21)α2]. (5)

Uma escolha possível para os ganhos de realimentação tais que ∆b dado em (5) seja

Hurwitz é a seguinte






















1+k12 > 0→ k12 >−1→ k12 = 0,

−1+k22 > 0→ k22 > 1→ k22 = 1+δ , δ > 0,

−1+k11 > 0→ k11 > 1→ k11 = 1+δ ,
1+k21 > 0→ k21 >−1→ k21 = 0.

(6)

Uma vez utilizando a lei de controle chaveada (II) o sinal de controle seráu(t) =−K1x(t)

ou u(t) = −K2x(t), de acordo com a lei de chaveamentoϕ. Com a escolha de ganhos

dada em (6), a norma do controlador será max{‖K1‖2 ,‖K2‖2}= (1+δ ). Para encontrar

o menor valor deδ que faz com que o ponto de equilíbriox(t) = 0 do sistema (1) com

lei de controle (II) seja globalmente e assintoticamente estável é suficiente encontrar uma

matriz 0< P= PT ∈ ℜ2×2 tal queV̇(x(t))< 0, x(t) 6= 0. Isto acontece quando

PÂ1+ ÂT
1 P< 0,

PÂ2+ ÂT
2 P< 0,

(7)

sendo, de (4)-(6),

Â1 = A1−BK1 =

[

0 1

1 −1

]

−
[

0

1

]

[

1+δ 0
]

=

[

0 1

−δ −1

]

Â2 = A2−BK2 =

[

0 1

−1 1

]

−
[

0

1

]

[

0 1+δ
]

=

[

0 1

−1 −δ

]

.
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Resolvendo as LMIs (7), de modo a minimizarδ (busca linear) foi encontradoδ = 0,26 e

P=
[

0,7517 0,1714
0,1714 0,8760

]

. Portanto, a norma dos ganhos de realimentação para a lei de controle

chaveada é 1,26, menor do que a norma do controlador (I), cujo limitante inferior é
√

2.

A partir deste exemplo é possível observar o menor conservadorismo da lei de controle

chaveada frente à realimentação de estado com um único ganho. Ou seja, utilizando a lei de

controle chaveada (SOUZA et al., 2014c; SOUZA et al., 2014b)é possível obter melhores

índices de desempenho quando comparada à utilização de uma lei de controle com um único

ganho de realimentação.

Como o controle chaveado de sistemas não lineares através de modelos fuzzy T-S é depen-

dente do modelo utilizado, uma vez que ele descreve exatamente o sistema não linear através

de uma combinação convexa de modelos locais apenas na regiãode operação considerada, uma

condição para que a trajetória de estado do sistema permaneça nesta região de validade deve

ser obtida (ALVES et al., 2016c). Além disso, um problema bastante comum em aplicações

práticas é a saturação no atuador, que não é considerada no projeto do controlador chaveado

proposto em Souza et al. (2014c) e Souza et al. (2014b).

Ademais, com o uso da lei de controle chaveada pode ocorrer o fenômeno dochattering

(chaveamento em frequência infinitamente rápida entre os ganhos de realimentação (DEA-

ECTO; SOUZA; GEROMEL, 2014)). Ochatteringé um fenômeno geralmente indesejado em

sistemas físicos, pois pode causar danos aos equipamentos ou até mesmo excitar dinâmicas de

alta frequências que não foram modeladas. Várias estratégias foram desenvolvidas para evitar o

problema dochatteringem diferentes leis de controle, por exemplo, em controle comestrutura

variável (UTKIN, 1993; HSU, 1997; YOUNG; UTKIN; OZGUNER, 1999; FRIDMAN, 2003;

UTKIN; LEE, 2006; BOIKO et al., 2007; LEE; UTKIN, 2007; WANG; ADELI, 2012), em con-

trole adaptativo (GOLEA; GOLEA; BENMAHAMMED, 2002; HUANG; CHEN, 2006; HO;

WONG; RAD, 2009), e em controle chaveado de sistemas lineares(HETEL; FRIDMAN, 2013;

DUAN; WU, 2014; DEAECTO; SOUZA; GEROMEL, 2014).

Este trabalho apresenta contribuições ao controle chaveado de sistemas não lineares incer-

tos, propondo condições que garantam a estabilização localcom a especificação da taxa de

decaimento de uma classe de sistemas não lineares com saturação no atuador. O procedimento

de projeto fornece uma região no espaço de estados na qual as condições iniciais devam es-

tar, tal que, o sistema não linear seja exatamente representado pelo modelo fuzzy incerto que

o descreve como uma combinação convexa de modelos locais, durante toda a trajetória de es-

tado. Visando a diminuição dochatteringque pode ser apresentado pelo controle chaveado,

é proposto o controle chaveado suave, que utiliza o conceitode mínimo suave, definido neste

trabalho. Além disso, são propostas condições de projeto que consideram distúrbios casados

e não casados (ALVES et al., 2015; ALVES et al., 2016c; ALVES et al., 2016b) e apresenta-

se uma implementação da lei de controle chaveada proposta emum sistemaBall Balancer
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QuanserR©(ALVES et al., 2016a). Destaca-se que os projetos e simulações apresentados neste

texto foram todos realizados nosoftwareMatlab/SimulinkR©.

Acrescenta-se que embora as técnicas descristas neste trabalho sejam formuladas para sis-

temas não lineares incertos, elas podem ser diretamente adaptadas para o controle de sistemas

lineares incertos representados politopicamente (SOUZA et al., 2013), uma vez que as funções

de pertinência não são utilizadas na composição do sinal de controle. Além disso, nem as ex-

pressões das funções de pertinência, nem das derivadas destas, são utilizadas para provar os

resultados obtidos. Segue uma descrição dos próximos capítulos.

No Capítulo 2, baseado em Taniguchi et al. (2001) e em Santim etal. (2012), é apresentado

um procedimento para a descrição exata de uma classe de sistemas não lineares incertos por

modelos fuzzy T-S incertos. Os modelos assim obtidos possuem funções de pertinência incer-

tas (dependentes dos parâmetros incertos da planta), porémmodelos locais conhecidos. Este

procedimento de descrição serve como base para as leis de controle propostas e é adotado nos

capítulos seguintes.

Uma extensão do projeto de controle chaveado para sistemas não lineares incertos utili-

zando modelos fuzzy T-S (SOUZA et al., 2014c; SOUZA et al., 2014b), considerando a região

de operação e a possibilidade de saturação no atuador, é descrita no Capítulo 3. O procedimento

de projeto proposto fornece uma região positivamente invariante (BLANCHINI, 1999)E(P,1)
na qual, para todox(0)∈ E(P,1), o vetor de estado do sistema controladox(t), t > 0, permanece

na região de operação considerada para a obtenção do modelo fuzzy T-S que descreve a dinâ-

mica não linear. Em consequência, garante-se que o sistema não linear é exatamente descrito

pelo modelo fuzzy T-S, obtido pelo procedimento descrito noCapítulo 2, durante toda a trajetó-

ria de estado do sistema iniciada comx(0) ∈ E(P,1). Fato que é importante, visto que o projeto

do controlador é baseado no modelo fuzzy T-S. Os resultados apresentados neste capítulo foram

publicados em Alves et al. (2016c).

No Capítulo 4 mostram-se resultados de implementação da lei de controle descrita no Ca-

pítulo 3 em um sistemaBall BalancerQuanserR©, que apresenta não linearidade e saturação

no atuador (QUANSER INNOVATE EDUCATE, 2008a). Observou-se que a exigência de taxa

de decaimento mais elevadas possibilitavam a garantia de estabilidade para condições iniciais

x(0) com menores normas, e vice-versa, comprometendo, em um primeiro momento, a imple-

mentação do controle chaveado neste equipamento. De modo a conseguir bom desempenho do

sistema, permitindo conciliar condições iniciaisx(0) com maiores normas (exigindo para elas

menores taxas de decaimento) e maiores taxas de decaimento em regiões próximas à origem

(menores normas dex(0)), a teoria apresentada no Capítulo 3 foi estendida. Nesta extensão

é proposta a utilização de estágios no controle, sendo projetados controladores chaveados di-

ferentes para cada estágio e realizada a escolha do estágio (controlador utilizado) com base no

vetor de estado do sistema. Com este procedimento foram obtidos resultados de implementação
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satisfatórios, tendo sido esta abordagem publicada em Alves et al. (2016a).

Como uma estratégia para contornar o fenômeno dochatteringno controle chaveado

(SOUZA et al., 2014c; SOUZA et al., 2014b), no Capítulo 5 é descrito o controle chaveado

suave proposto em Alves et al. (2016c) que, assim como o controle chaveado, não faz uso das

funções de pertinência do modelo fuzzy T-S para sintetizar osinal de controle. A ideia básica

na proposta desta nova lei de controle está em representar a função mínimo, usada no controle

chaveado, através da função sinal. Tendo esta representação, adota-se uma aproximação suave

da função sinal: sgn(z) ≈ z/(|z|+ γ), comγ > 0 e suficientemente pequeno, para introduzir o

conceito de mínimo suave. Então, emprega-se este novo conceito de mínimo na lei de controle

chaveada, tornando-a suave, de modo a evitar ochatteringno sinal de controle. A principal

desvantagem desta abordagem é a garantia, apenas, da estabilidadeultimate bounded, assegu-

rando a convergência do estado do sistema para uma região em torno do ponto de equilíbrio e

não necessariamente ao ponto de equilíbrio (CORLESS; LEITMANN, 1981), frente à garantia

de estabilidade assintótica do controle chaveado (SOUZA etal., 2014c; SOUZA et al., 2014b).

Entretanto, esta regiãoultimate boundeddepende dos parâmetros de suavização, escolhidos

pelo projetista, e assim, pode ser tão pequena quanto se queira.

Interessante notar que, como a função mínimo é comumente utilizada em controle chaveado

(HETEL; FRIDMAN, 2013; SOUZA et al., 2014c; SOUZA et al., 2014b; DUAN; WU, 2014;

DEAECTO; SOUZA; GEROMEL, 2014) e a função sinal é geralmente utilizada em controle

com estrutura variável (UTKIN, 1993; HSU, 1997; YOUNG; UTKIN; OZGUNER, 1999; UT-

KIN; LEE, 2006; LEE; UTKIN, 2007; WANG; ADELI, 2012), a relação entre a função mínimo

e a função sinal oferece uma conexão entre essas duas teorias.

Uma classe de sistemas não lineares incertos com distúrbiosnão casados é considerada

no Capítulo 6. Nele são introduzidas condições LMIs para o projeto do controle chaveado, e

também chaveado suave, para esta classe de sistemas. Assim como nos capítulos anteriores,

assume-se a existência de saturação no atuador e o procedimento proposto fornece uma região

no espaço de estados para as condições iniciais do sistema não linear, na qual é garantida a

descrição exata do sistema não linear pelo modelo fuzzy T-S com combinação convexa de seus

modelos locais, utilizado no procedimento de projeto do controlador, durante toda a trajetória de

estado do sistema em malha fechada. Os resultados deste capítulo foram publicados em Alves

et al. (2016b).

Finalmente, no Capítulo 7 são apresentadas as conclusões relativas ao trabalho realizado,

as publicações originadas desta pesquisa e algumas sugestões para trabalhos futuros.

Notação:Os símbolos ‘ℜ’ e ‘Z+’ representam o conjunto de números reais e de inteiros positi-

vos, nesta ordem, assim comoℜn eℜn×m denotam o conjunto dos vetoresn×1 com elementos

reais e o conjunto das matrizesn×mcom elementos reais, respectivamente.MT indica a trans-

posta da matriz realM, bem comoM > (>) 0 e M < (6) 0 indicam queM é uma matriz
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simétrica e definida (semi-definida) positiva ou definida (semi-definida) negativa, respectiva-

mente. Define-se o conjuntoIr = {1,2, · · · , r}, r ∈ Z+. Denota-se o conjunto das combinações

convexas dos vetoresai , ∀i ∈ Ir , por co{a1, · · · ,ar}, sendo assim,a ∈ co{a1, · · · ,ar} se e so-

mente sea =
r

∑
i=1

αiai, αi > 0 e
r

∑
i=1

αi = 1. |z| representa o valor absoluto de um número real

z e ‖x‖ =
√

xTx denota a norma euclidina do vetorx∈ ℜn. M(l) representa al -ésima linha de

uma matrizM. diag{M1,M2, · · · ,Mn} denota uma matriz bloco-diagonal cujos elementos dia-

gonais sãoM1, M2, · · · , Mn. ‘arg*min
i∈Ir

{hi}’ é a notação utilizada para representar o menor índice

j ∈ Ir tal que, para o conjunto{h1, · · · ,hr}, h j = min
i∈Ir

{hi}; por exemplo, dado um conjuntoH =

{h1 = 3,h2 = 1,h3 = 6,h4 = 3,h5 = 1}, então arg*min
i∈Ir

{hi} = min{2,5} = 2. Iq corresponde

a uma matriz identidade de ordemq× q. Utiliza-se∏ · para representar o produtório entre

elementos; por exemplo, seja o conjuntoP = {p1, p3, p5}, então ∏
pi∈P

pi = p1p3p5. O conjunto

E(P,1) \ E(P,δ1) é formado pelos elementosx(0) tais quex(0) ∈ E(P,1) masx(0) /∈ E(P,δ1).

Por simplicidade de notação utiliza-seαi(·) = αi, µi(·) = µi , ϕ(·) = ϕ e σ(·) = σ .
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2 MODELO FUZZY TAKAGI-SUGENO DE UMA CLASSE DE SISTEMAS NÃO
LINARES INCERTOS

Neste capítulo apresenta-se brevemente a descrição exata de uma classe de sistemas não

lineares incertos através de modelos fuzzy Takagi-Sugeno (T-S) incertos. Os modelos obtidos

pelo procedimento descrito neste capítulo apresentam modelos locais conhecidos, embora suas

funções de pertinência sejam incertas (dependem dos parâmetros incertos do sistema), e servem

como base para as leis de controle propostas neste trabalho.Primeiramente são apresentados os

modelo fuzzy T-S propostos por Takagi e Sugeno (1985). Em seguida é exposto o procedimento

para a representação exata de uma classe de sistemas não lineares incertos por modelos fuzzy

T-S (TANIGUCHI et al., 2001; SANTIM et al., 2012). Por fim, o procedimento descrito é

utilizado na obtenção de modelos fuzzy T-S para um sistema bola-viga e para um levitador

magnético, ambos com parâmetros incertos, sendo os modelosobtidos utilizados no projeto de

controladores para estes sistemas em capítulos posteriores.

2.1 MODELOS FUZZY TAKAGI-SUGENO

Os modelos fuzzy T-S foram introduzidos por Takagi e Sugeno (1985). Eles consistem em

regras do tipo SE-ENTÃO, que descrevem localmente a dinâmica de um sistema, e no processo

de inferência utilizado para calcular a saída do modelo. Umaregrai de um modelo fuzzy T-S

pode ser descrita como

Regra i − SE: ℘1(t) éMi
1 e ℘2(t) éMi

2 e · · · e ℘np(t) éMi
np

ENTÃO:

{

ẋ(t) = Aix(t)+Biu(t)

y(t) =Cix(t),

(8)

sendo℘j(t), j ∈ Inp, as variáveis premissas,Mi
j o j-ésimo conjunto fuzzy na regrai. A propo-

sição fuzzy ‘℘1(t) éMi
1 e ℘2(t) éMi

2 e · · · e ℘np(t) éMi
np

’ é o antecedente da regra e a

dinâmica ‘ẋ(t) = Aix(t)+Biu(t) e y(t) =Cix(t)’ é o consequente da regra, sendox(t) ∈ ℜnx o

vetor de estado do sistema,y(t) ∈ ℜny a saída do modelo local,u(t) ∈ ℜnu a entrada do sistema,

Ai ∈ ℜnx×nx, Bi ∈ ℜnx×nu, Ci ∈ ℜny×nx. Os modelos locais utilizados como consequente podem

variar, por exemplo, a saída do modelo local pode incluir matriz de transmissão direta.

O modelo fuzzy T-S completo é obtido através de um processo deinferência. O primeiro

passo desse processo de inferência é calcular o grau de ativação de cada regrai a partir das

variáveis de premissa. SendoMi
j(℘j(t)) ∈ [0,1] o grau de pertinência da variável de premissa
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℘j(t) ao conjuntoMi
j , o grau de ativação dai-ésima regra é calculada como

µi(℘(t)) =Mi
1(℘1(t))×Mi

2(℘2(t))×·· ·×Mi
np
(℘np(t)), (9)

sendo℘(t)=
[

℘1(t) ℘2(t) · · · ℘np(t)
]T

e ‘×’ o operador de multiplicação. Assimµi(℘(t))∈
[0,1], poisMi

j(℘j(t)) ∈ [0,1] ∀ j ∈ Inp.

Sejanr o número de regras que compõe o sistema fuzzy T-S. A saída finaldo sistema fuzzy,

que é uma representação da dinâmica da planta, é inferida como a soma ponderada dosnr

modelos locais, usando como ponderação o grau de ativação decada regra. Assim, utilizando

por conveniência de notaçãoα(z(t)) = α, tem-se, paranr regras do tipo (8), que a descrição

completa do sistema fuzzy é dada por

ẋ(t) = A(α)x(t)+B(α)u(t)

y(t) =C(α)x(t),
(10)

sendoα =
[

α1 α2 · · · αnr

]T
,
[

A(α) B(α) C(α)
]

=
nr

∑
i=1

αi

[

Ai Bi Ci

]

, αi o grau de

pertinência normalizado da regrai, calculado por

αi =
µi(℘(t))

∑nr
k=1 µk(℘(t))

. (11)

A partir de (11) tem-se queαi > 0, poisµi(℘(t)) ∈ [0,1] ∀ i ∈ Inr , e que
nr

∑
i=1

αi = 1. Estas

propriedades serão relevantes para as demonstrações dos teoremas.

2.2 REPRESENTAÇÃO DE SISTEMAS NÃO LINEARES INCERTOS ATRAVÉS DE MO-
DELOS FUZZY T-S

O modelo fuzzy T-S apresentado na Seção 2.1 é uma importante ferramenta na descrição

de sistemas não lineares. Esse tipo de modelo pode fornecer uma aproximação da dinâmica não

linear (TEIXEIRA; ŻAK, 1999; GAO et al., 2012), ou até mesmo descrever o sistemade ma-

neira exata, através de uma combinação convexa dos modelos locais, em uma região compacta

do espaço de estados (TANIGUCHI et al., 2001). A modelagem exata é utilizada como base

para os resultados deste trabalho e será descrita a seguir, considerando os métodos apresentados

em Taniguchi et al. (2001) e Santim et al. (2012). Como será visto, essa metodologia permite

obter a saída do sistema fuzzy (10) e suas funções de pertinência normalizadas (11) sem des-

crever as regras do modelo fuzzy T-S, e consequentemente, sem definir os conjuntos fuzzy do

antecedente de cada regra fuzzy (8).
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Considere uma classe de sistemas não lineares descrita por

ẋ(t) = A(z(t))x(t)+B(z(t))u(t), (12)

sendoz(t)T =
[

x(t)T νT
]

∈ ℜnx+nν , x(t) =
[

x1(t) · · · xnx(t)
]T

∈ ℜnx o vetor de estado

e νT =
[

ν1 · · · νnν

]T
∈ ℜnν um vetor cujas componentesνi são os parâmetros incertos

de (12), u(t) =
[

u1(t) u2(t) · · · unu(t)
]T

∈ ℜnu o vetor de controle,A(z(t)) ∈ ℜnx×nx e

B(z(t)) ∈ ℜnx×nu. Denota-se porai j (z(t)) e blk(z(t)) os elementosi j e lk deA(z(t)) e B(z(t)),

respectivamente, podendo estes serem constantes ou funções lineares/não lineares contínuas de

z(t).

Para a manipulação dos elementosai j (z(t)) oublk(z(t)) que não são constantes conhecidas

(que dependem dez(t)), assume-se que o vetor de incertezasν ∈ V ⊂ ℜnν , sendoV um con-

junto compacto, e que o sistema deva permanecer em uma regiãode operação descrita por um

conjunto compacto no espaço de estadosx(t) ∈ X ⊂ ℜnx. O conjunto compacto considerado

como região de operação será (KLUG et al., 2015; KLUG; CASTELAN; COUTINHO, 2015)

X △
=
{

x(t) ∈ ℜnx : |N(h)x(t)|6 φh, h∈ Inh

}

, (13)

sendoN =
[

NT
(1) NT

(2) · · · NT
(nh)

]T
∈ ℜnh×nx e φ =

[

φ1 φ2 · · · φnh

]T
∈ ℜnh conhecidos.

Defina o conjuntoS =X ×V. Então, para os elementosai j (z(t)) eblk(z(t)) que são funções

contínuas dez(t) (isto é, não são constantes conhecidas), tem-se (SANTIM et al., 2012)

a1
i j = min

z(t)∈S
ai j (z(t))6 ai j (z(t))6 max

z(t)∈S
ai j (z(t)) = a2

i j

b1
lk = min

z(t)∈S
blk(z(t))6 blk(z(t))6 max

z(t)∈S
blk(z(t)) = b2

lk

e pode-se escrever

ai j (z(t)) =
2

∑
ℓa
i j=1

ξ
ℓa
i j

i j (z(t))a
ℓa
i j

i j , a1
i j 6 ai j (z(t))6 a2

i j ,
2

∑
ℓa
i j=1

ξ
ℓa
i j

i j (z(t)) = 1, ξ
ℓa
i j

i j (z(t))> 0 (15a)

blk(z(t)) =
2

∑
ℓb
lk=1

ζ ℓb
lk

lk (z(t))b
ℓb
lk

lk , b1
lk 6 blk(z(t))6 b2

lk,
2

∑
ℓb
lk=1

ζ ℓb
lk

lk (z(t)) = 1, ζ ℓb
lk

lk (z(t))> 0,

(15b)

sendo

ξ 1
i j (z(t)) =

a2
i j −ai j (z(t))

a2
i j −a1

i j

, ξ 2
i j (z(t)) =

ai j (z(t))−a1
i j

a2
i j −a1

i j

, (15c)

ζ 1
lk(z(t)) =

b2
lk −blk(z(t))

b2
lk −b1

lk

, ζ 2
lk(z(t)) =

blk(z(t))−b1
lk

b2
lk −b1

lk

. (15d)
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Sejam os conjuntos de pares ordenados dados porPA = {(i, j)|ai j (z(t)) é uma função con-

tínua dez(t) (não é uma constante conhecida) emA(z(t)) de (12)} e PB = {(l ,k)|blk(z(t)) é

uma função contínua dez(t) (não é uma constante conhecida) emB(z(t)) de (12)}. Defina as

matrizesAi j ∈ ℜnx×nx tais que seus respectivos elementos(i, j) sejam iguais a 1 e os outros

sejam 0, eBlk ∈ ℜnx×nu tais que seus respectivos elementos(l ,k) sejam iguais a 1 e os outros

sejam 0. Então o sistema (12) pode ser reescrito como

ẋ(t) =

(

Ã+ ∑
(i, j)∈PA

ai j (z(t))Ai j

)

x(t)+

(

B̃+ ∑
(l ,k)∈PB

blk(z(t))Blk

)

u(t), (16)

sendoÃ∈ ℜnx×nx e B̃∈ ℜnx×nu, matrizes cujos elementos(i, j) e (l ,k) são os elementos cons-

tantes e conhecidos (independentes dez(t)) emA(z(t)) e B(z(t)) de (12), ou 0, caso(i, j) ∈ PA

ou (l ,k) ∈ PB, respectivamente.

A partir de (15) e (16) chega-se em

ẋ(t) =



Ã+ ∑
(i, j)∈PA





2

∑
ℓa
i j=1

ξ
ℓa
i j

i j (z(t))a
ℓa
i j

i j



Ai j



x(t)

+



B̃+ ∑
(l ,k)∈PB





2

∑
ℓb
lk=1

ζ ℓb
lk

lk (z(t))b
ℓb
lk

lk



Blk



u(t). (17)

Defina como fatores de agrupamento

ξ̂i j = ∏
(p,q)∈PA
(p,q) 6=(i, j)

[

ξ 1
pq(z(t))+ξ 2

pq(z(t))
]

∏
(r,s)∈PB

[

ζ 1
rs(z(t))+ζ 2

rs(z(t))
]

= 1 (18a)

ζ̂lk = ∏
(p,q)∈PA

[

ξ 1
pq(z(t))+ξ 2

pq(z(t))
]

∏
(r,s)∈PB
(r,s) 6=(l ,k)

[

ζ 1
rs(z(t))+ζ 2

rs(z(t))
]

= 1 (18b)

ψ = ∏
(p,q)∈PA

[

ξ 1
pq(z(t))+ξ 2

pq(z(t))
]

∏
(r,s)∈PB

[

ζ 1
rs(z(t))+ζ 2

rs(z(t))
]

= 1. (18c)

Dados (17) e (18), pode-se escrever

ẋ(t) =



ψÃ+ ∑
(i, j)∈PA

ξ̂i j





2

∑
ℓa
i j=1

ξ
ℓa
i j

i j (z(t))a
ℓa
i j

i j



Ai j



x(t)

+



ψB̃+ ∑
(l ,k)∈PB

ζ̂lk





2

∑
ℓb
lk=1

ζ ℓb
lk

lk (z(t))b
ℓb
lk

lk



Blk



u(t). (19)

Em (19) aparecem todas as combinações de∏
(i, j)∈PA

ξ
ℓa
i j

i j (z(t)) ∏
(l ,k)∈PB

ζ ℓb
lk

lk (z(t)), ℓa
i j ∈ I2
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e ℓb
lk ∈ I2. Com o objetivo de efetuar mudanças de variáveis convenientes, considere bije-

ções de contagemcA : PA → InA e cB : PB → InB, sendonA e nB os números de elementos

ai j (z(t)) e blk(z(t)) em (12), respectivamente, que são funções contínuas dez(t) (não são

constantes conhecidas). Para realizar uma mudança de variáveis, considere as combinações

∏
(i, j)∈PA

ξ
ℓa
i j

i j (z(t)) ∏
(l ,k)∈PB

ζ ℓb
lk

lk (z(t)) e os valores deℓa
i j e ℓb

lk dispostos em uma tabela, como apre-

sentado na Tabela 1. Nesta tabela os pares ordenados são taisque(l ,k) e (p,q) ∈ PB e pela con-

tagem realizada foi definido quecB(p,q) = 1 ecB(l ,k) = nB, da mesma forma,(i, j) e(r,s)∈PA;

cA(r,s) = 1 ecA(i, j) = nA. Em outras palavras, foram inicialmente considerados todos os ele-

mentos pertencentes aPA ePB e, posteriormente, todas as combinações dos valores mínimos1

e máximos2 destes elementos, resultando em 2nA+nB linhas na Tabela 1.

Note que na Tabela 1 as primeirasnA colunas da direita para a esquerda correspondem a

elementos dePA, assim como as colunas deℓb
lk até ℓb

pq correspondem aosnB elementos no

conjuntoPB. Além disso, a variáveln, que funciona como índice dos modelos locais, é uma

função dos valores deℓa
i j e ℓb

lk, definida por

n= 1+ ∑
(i, j)∈PA

2(cA(i, j)−1) (ℓa
i j −1

)

+ 2nA ∑
(l ,k)∈PB

2(cB(l ,k)−1)
(

ℓb
lk −1

)

. (20)

Tabela 1 - Combinações para mudanças de variáveis.

n ℓb
lk|cB(l ,k) = nB · · · ℓb

pq|cB(p,q) = 1 ℓa
i j |cA(i, j) = nA · · · ℓa

rs|cB(r,s) = 1
1 1 · · · 1 1 · · · 1
2 1 · · · 1 1 · · · 2

...
...

...
...

...
...

2nA 1 · · · 1 2 · · · 2
1+2nA 1 · · · 2 1 · · · 1

...
...

...
...

...
...

2nB+nA 2 · · · 2 2 · · · 2

Fonte: próprio autor.

Por exemplo, sejaPA = {(1,1),(1,2)} e PB = {(1,1),(2,1)}, cA(1,1) = 1, cA(1,2) = 2,

cB(1,1) = 1 ecB(2,1) = 1, nA = nB = 2, então a partir de (20)

n= 1+
[

2(cA(1,1)−1) (ℓa
11−1)+2(cA(1,2)−1) (ℓa

12−1)
]

+ 22
[

2(cB(1,1)−1)
(

ℓb
11−1

)

+2(cB(2,1)−1)
(

ℓb
21−1

)]

= 1+
[

21−1(ℓa
11−1)+22−1(ℓa

12−1)
]

+ 22
[

21−1
(

ℓb
11−1

)

+22−1
(

ℓb
21−1

)]

= 1+[(ℓa
11−1)+2(ℓa

12−1)]+ 22
[(

ℓb
11−1

)

+2
(

ℓb
21−1

)]
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e para a última linha da Tabela 1 tem-se que

n= 1+[(2−1)+2(2−1)]+ 22 [(2−1)+2(2−1)]

= 1+1+2+22+23 = 1+1+2+4+8= 16.

Então para descrever (19) como (10), considere o índicen e os valores deℓa
i j e ℓb

lk corres-

pondente a cada linha da Tabela 1 e utilize a seguinte mudançade variáveis:

αn(z(t)) = ∏
(i, j)∈PA

ξ
ℓa
i j

i j (z(t)) ∏
(l ,k)∈PB

ζ ℓb
lk

lk (z(t))

An = Ã+ ∑
(i, j)∈PA

a
ℓa
i j

i j Ai j

Bn = B̃+ ∑
(l ,k)∈PB

b
ℓb
lk

lk Blk.

(21)

Observe que comoξ
ℓa
i j

i j (z(t))> 0 eζ ℓb
lk

lk (z(t))> 0 (15), tem-se queαn(z(t))> 0 (21). Além

disso, a partir de (18), tem-se que

2(nA+nB)

∑
n=1

αn(z(t)) = ∑
ℓa
i j∈{1,2}
ℓb
lk∈{1,2}

{

∏
(i, j)∈PA

ξ
ℓa
i j

i j (z(t)) ∏
(l ,k)∈PB

ζ ℓb
lk

lk (z(t))

}

= ψ = 1.

Note também que o índicen na mudança de variáveis (21) pode ser diferente de acordo

com a escolha das funções de contagemcA : PA → InA e cB : PB → InB, mas sempre resulta no

mesmo número de modelos locais, tendo as funções de pertinências as mesmas propriedades.

No exemplo a seguir ilustra-se o procedimento descrito nesta seção para a representação de

um sistema não linear incerto por um modelo fuzzy incerto (suas funções de pertinência são

dependentes dos parâmetros incertos da planta).

Exemplo: seja um sistema não linear descrito por







ẋ1(t)

ẋ2(t)

ẋ3(t)






=







10 a12(z(t)) a13(z(t))

0 a22(z(t)) 0

−1 5 0













x1(t)

x2(t)

x3(t)






+







b11(z(t))

0

1






u(t), (22)

sendoz(t) =
[

x1(t) x2(t) x3(t) ν1 ν2

]T
, ν1 e ν2 os parâmetros incertos do sistema (22).

Com os elementos constantes e conhecidos das matrizes de estado e de entrada de controle em

(22), e zerando os demais elementos, definem-se

Ã=







10 0 0

0 0 0

−1 5 0






e B̃=







0

0

1






. (23)
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Admite-se que, durante a operação da planta (22), o vetor de estado do sistemax(t) ∈ X e

queν =
[

ν1 ν2

]T
∈ V, X ∈ ℜ3 eV ∈ ℜ2 conjuntos compactos e conhecidos. Assim, define-

seS = X ×V e encontram-se os máximos e mínimos das não linearidades e incertezas de (22)

como segue

a1
12 = min

z(t)∈S
a12(z(t))6 a12(z(t))6 max

z(t)∈S
a12(z(t)) = a2

12,

a1
13 = min

z(t)∈S
a13(z(t))6 a13(z(t))6 max

z(t)∈S
a13(z(t)) = a2

13,

a1
22 = min

z(t)∈S
a22(z(t))6 a22(z(t))6 max

z(t)∈S
a22(z(t)) = a2

22,

b1
11 = min

z(t)∈S
b11(z(t))6 b11(z(t))6 max

z(t)∈S
b11(z(t)) = b2

11

e assim

a12(z(t)) =
2

∑
ℓa
12=1

ξ ℓa
12

12 (z(t))a
ℓa
12

12 ,
2

∑
ℓa
12=1

ξ ℓa
12

12 (z(t)) = 1, ξ ℓa
12

12 (z(t))> 0,

a13(z(t)) =
2

∑
ℓa
13=1

ξ ℓa
13

13 (z(t))a
ℓa
13

13 ,
2

∑
ℓa
13=1

ξ ℓa
13

13 (z(t)) = 1, ξ ℓa
13

13 (z(t))> 0,

a22(z(t)) =
2

∑
ℓa
22=1

ξ ℓa
22

22 (z(t))a
ℓa
22

22 ,
2

∑
ℓa
22=1

ξ ℓa
22

22 (z(t)) = 1, ξ ℓa
22

22 (z(t))> 0,

b11(z(t)) =
2

∑
ℓb
11=1

ζ ℓb
11

11 (z(t))b
ℓb
11

11 ,
2

∑
ℓb
11=1

ζ ℓb
11

11 (z(t)) = 1, ζ ℓb
11

11 (z(t))> 0,

sendo

ξ 1
12(z(t)) =

a2
12−a12(z(t))

a2
12−a1

12

, ξ 2
12(z(t)) =

a12(z(t))−a1
12

a2
12−a1

12

,

ξ 1
13(z(t)) =

a2
13−a13(z(t))

a2
13−a1

13

, ξ 2
13(z(t)) =

a13(z(t))−a1
13

a2
13−a1

13

,

ξ 1
22(z(t)) =

a2
22−a22(z(t))

a2
22−a1

22

, ξ 2
22(z(t)) =

a22(z(t))−a1
22

a2
22−a1

22

,

ζ 1
11(z(t)) =

b2
11−b11(z(t))

b2
11−b1

11

, ζ 2
11(z(t)) =

b11(z(t))−b1
11

b2
11−b1

11

.

Considerando a dinâmica (22), tem-se os conjuntos de pares ordenados correspondentes aos

elementos não constantes e conhecidos deste sistema,a12(z(t)), a13(z(t)), a22(z(t)) eb11(z(t)),

dados por:PA = {(1,2),(1,3),(2,2)} ePB = {(1,1)}. EntãonA = 3 enB = 1 e pode-se definir

as bijeções de contagemcA(·) ecB(·) como:cA(1,2) = 1, cA(1,3) = 2 ecA(2,2) = 3; cB(1,1) =

1. Deste modo, a tabela para mudança de variáveis correspondente a este exemplo fica como

disposto na Tabela 2.



31

Tabela 2 - Exemplo de combinações para mudanças de variáveis.

n ℓb
11 ℓa

22 ℓa
13 ℓa

12
1 1 1 1 1
2 1 1 1 2
3 1 1 2 1
4 1 1 2 2
5 1 2 1 1
6 1 2 1 2
7 1 2 2 1
8 1 2 2 2
9 2 1 1 1
10 2 1 1 2
11 2 1 2 1
12 2 1 2 2
13 2 2 1 1
14 2 2 1 2
15 2 2 2 1
16 2 2 2 2

Fonte: próprio autor.

Observe que o índicen em cada linha da Tabela 2 é calculado, utilizando (20), como

n= 1+ ∑
(i, j)∈PA

2(cA(i, j)−1) (ℓa
i j −1

)

+ 2nA ∑
(l ,k)∈PB

2(cB(l ,k)−1)
(

ℓb
lk −1

)

= 1+
[

2(cA(1,2)−1) (ℓa
12−1)+2(cA(1,3)−1) (ℓa

13−1)+2(cA(2,2)−1) (ℓa
22−1)

]

+23
[

2(cB(1,1)−1)
(

ℓb
11−1

)]

= 1+
[

2(1−1) (ℓa
12−1)+2(2−1) (ℓa

13−1)+2(3−1) (ℓa
22−1)

]

+23
[

2(1−1)
(

ℓb
11−1

)]

= 1+[(ℓa
12−1)+2(ℓa

13−1)+4(ℓa
22−1)]+8

(

ℓb
11−1

)

(26)

e para a primeira linha da tabela, usando (26), tem-se

n= 1+[(1−1)+2(1−1)+4(1−1)]+8(1−1) = 1.

Analogamente, a partir de (26), para a segunda linha da tabela tem-se

n= 1+[(2−1)+2(1−1)+4(1−1)]+8(1−1) = 2

e assim por diante.

Os modelos locais do sistema fuzzy T-S incerto, que exatamente descreve a dinâmica (22)

emS através de uma combinação convexa, são obtidos utilizando (21), (23) e as linhas 1 até 16
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da Tabela 2. Com isto, utilizando a linhan= 1 tem-se

A1 = Ã+ ∑
(i, j)∈PA

a
ℓa
i j

i j Ai j = Ã+a1
12A12+a1

13A13++a1
22A22

=







10 0 0

0 0 0

−1 5 0






+a1

12







0 1 0

0 0 0

0 0 0






+a1

13







0 0 1

0 0 0

0 0 0






+a1

22







0 0 0

0 1 0

0 0 0







=







10 a1
12 a1

13

0 a1
22 0

−1 5 0






,

B1 = B̃+ ∑
(l ,k)∈PB

b
ℓb
lk

lk Blk = B̃+b1
11B11

=







0

0

1






+b1

11







1

0

0







=







b1
11

0

1






,

sendo os demais modelos locais, de 2 até 16, obtidos pela mesma regra e seguindo as demais

linhas da Tabela 2.

Para determinar as funções de pertinência normalizadas incertas, pois dependem dos parâ-

metros incertos da planta (22), utiliza-se (21), e assim

αn(z(t)) = ∏
(i, j)∈PA

ξ
ℓa
i j

i j (z(t)) ∏
(l ,k)∈PB

ζ ℓb
lk

lk (z(t))

= ξ ℓa
12

12 (z(t))ξ ℓa
13

13 (z(t))ξ ℓa
22

22 (z(t))ζ ℓb
11

11 (z(t)), (27)

resultando, para as duas primeiras linhas da Tabela 2, que

α1(z(t)) = ξ 1
12(z(t))ξ

1
13(z(t))ξ

1
22(z(t))ζ

1
11(z(t)),

α2(z(t)) = ξ 2
12(z(t))ξ

1
13(z(t))ξ

1
22(z(t))ζ

1
11(z(t)),

sendo as demais funções de pertinência normalizadas, deα3 até α16, calculadas de maneira

análoga, seguindo as linhas da Tabela 2 e a regra dada em (27).

Observe que as funções de pertinência normalizadasαn(z(t)) (27),n ∈ I16, dependem dos

parâmetros incertosν1 e ν2 do sistema (22) e por esta razão não estão disponíveis para compor

o sinal de controle.
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2.3 EXEMPLOS

Nesta seção exemplifica-se o procedimento para a obtenção deum modelo fuzzy T-S que

descreve exatamente o comportamento de um sistema não linear incerto, apresentado na seção

anterior. As descrições obtidas a seguir são utilizadas no projeto do controle chaveado e cha-

veado suave descritos nos Capítulos 3 e 5, respectivamente. Omodelo do sistema bola-viga

também é utilizado no Capítulo 6, no qual projetam-se controladores considerando uma classe

de distúrbios não casados na dinâmica deste sistema.

2.3.1 Descrição em modelo fuzzy T-S de um sistema bola-viga

A dinâmica do sistema bola-viga, representado na Figura 2, tem modelo matemático (MAR-

QUEZ, 2003, p. 26) dado por












ẋ1(t)

ẋ2(t)

ẋ3(t)

ẋ4(t)













=













0 1 0 0

0 0 a23(z(t)) a24(z(t))

0 0 0 1

0 0 0 0

























x1(t)

x2(t)

x3(t)

x4(t)













+













0

0

0

1













u(t), (28a)

sendoz(t)T =
[

x(t)T νT
]

, o vetor de estadox(t) =
[

x1(t) x2(t) x3(t) x4(t)
]T

no qual

x1(t) = r(t)− ν2 é a diferença entre a posição da bolar(t) e a posição desejadaν2, medida

em metros (a posição desejada é incerta e pertencente a um intervalo conhecido). Para lidar

com esta situação valeu-se de procedimento análogo ao procedimento apresentado em Santim

et al. (2012) para um levitador magnético.x2(t) = ṙ(t) é a velocidade linear da bola, medida em

metros por segundo,x3(t) = θ(t) é o ângulo da viga, medido radianos, ex4(t) = θ̇(t) é a velo-

cidade angular da viga, medida em radianos por segundo,ν1 = mr2/(Jb+mr2) é um parâmetro

incerto que depende do raior, da massam, e da inérciaJb da bola eu(t) é o torque aplicado na

viga. ν =
[

ν1 ν2

]T
é o vetor de parâmetros incertos. As funções não lineares em (28a) são

a23(z(t)) =
−ν1gsen(x3(t))

x3(t)
, a24(z(t)) = ν1x1(t)x4(t), (28b)

comg= 9,81 m/s2 sendo a aceleração da gravidade.

Considere que durante a operação do sistema é exigido quex(t) ∈ X em (13), sendo esti-

puladosnh= 4,N= I4, a matriz identidade de ordem 4, eφ =
[

1,5 2 π/6 2
]T

. Sejaν ∈V =
{

0,656 ν16 0,75,−0,46 ν26 0,4
}

. Então, para o vetorz(t)= [ x1(t) x2(t) x3(t) x4(t) ν1 ν2 ]
T ,

define-seS = X ×V como

S =
{

z(t) ∈ ℜ6 : −1,56 x1(t)6 1,5, −26 x2(t)6 2, −π
6
6 x3(t)6

π
6
,
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Figura 2 - Ilustração do sistema bola-viga.

θ(t)

r(t)
u(t)

Fonte: adaptado de Marquez (2003).

−26 x4(t)6 2, 0,656 ν1 6 0,75, −0,46 ν2 6 0,4} . (29)

Paraz(t) ∈ S dado em (29), a partir de (28b), encontra-se

a1
23 =−7,35756 a23(z(t))6−6,0891= a2

23, a1
24 =−2,856 a24(z(t))6 2,85= a2

24

e a partir de (15) pode-se escrever

a23(z(t)) = ξ 1
23(z(t))a

1
23+ξ 2

23(z(t))a
2
23, a24(z(t)) = ξ 1

24(z(t))a
1
24+ξ 2

24(z(t))a
2
24, (30a)

sendo

ξ 1
23(x(t)) =

a2
23−a23(z(t))

a2
23−a1

23

, ξ 2
23(z(t)) =

a23(z(t))−a1
23

a2
23−a1

23

, (30b)

ξ 1
24(z(t)) =

a2
24−a24(z(t))

a2
24−a1

24

, ξ 2
24(z(t)) =

a24(z(t))−a1
24

a2
24−a1

24

, (30c)

e tendo como propriedades
2

∑
ℓa
i j=1

ξ
ℓa
i j

i j (z(t)) = 1, ξ
ℓa
i j

i j (z(t)) > 0 ∀ (i, j) ∈ PA = {(2,3),(2,4)}.

Observe que, neste exemplo,PB =∅.

A partir de (18) tem-se os seguintes fatores de agrupamento:

ξ̂23 = [ξ 1
24(z(t))+ξ 2

24(z(t))] = 1 (31a)

ξ̂22 = [ξ 1
23(z(t))+ξ 2

23(z(t))] = 1 (31b)

ψ = [ξ 1
23(z(t))+ξ 2

23(z(t))][ξ
1
24(z(t))+ξ 2

24(z(t))] = 1. (31c)

Então, como apresentado em (19), pode-se reescrever (28) daseguinte maneira

ẋ(t) =



ψÃ+ ∑
(i, j)∈PA

ξ̂i j





2

∑
ℓa
i j=1

ξ
ℓa
i j

i j (z(t))a
ℓa
i j

i j



Ai j



x(t)+ψB̃u(t), (32)

sendoÃ=

[

0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0

]

e B̃=

[

0
0
0
1

]

.
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Definindo a função de contagemcA(·) como:cA(2,3) = 1 ecA(2,4) = 2 e fazendo a seguinte

mudança de variáveis, como sugerido em (21),

α1(z(t)) = ξ 1
24(z(t))ξ

1
23(z(t)), α2(z(t)) = ξ 1

24(z(t))ξ
2
23(z(t)),

α3(z(t)) = ξ 2
24(z(t))ξ

1
23(z(t)), α4(z(t)) = ξ 2

24(z(t))ξ
2
23(z(t)),

(33)

chega-se no modelo descrito em (10), sendonr = 4, nx = 4, nu = 1 e matrizesAi e Bi, i ∈ Inr ,

como segue:

A1 =









0 1 0 0

0 0 −7,3575 −2,85

0 0 0 1

0 0 0 0









, A2 =









0 1 0 0

0 0 −6,0891 −2,85

0 0 0 1

0 0 0 0









, A3 =









0 1 0 0

0 0 −7,3575 2,85

0 0 0 1

0 0 0 0









,

A4 =









0 1 0 0

0 0 −6,0891 2,85

0 0 0 1

0 0 0 0









, eB1 = B2 = B3 = B4 =
[

0 0 0 1
]T

.

(34)

2.3.2 Descrição em modelo fuzzy T-S de um levitador magnético

Seja um levitador magnético cujo esquemático é apresentadona Figura 3. A dinâmica deste

sistema é descrita por (MARQUEZ, 2003; ALVES et al., 2016c)
[

ẋ1(t)

ẋ2(t)

]

=

[

0 1

a21(z(t)) a22(z(t))

][

x1(t)

x2(t)

]

+

[

0

b21(z(t))

]

u(t), (35a)

sendo

a21(z(t)) =
gς (ςx1(t)+2ςν1+2)

(1+ ς (x1(t)+ν1))
2 , a22(z(t)) =− τ

ν2
, b21(z(t)) =

−ϑ ς
2ν2(1+ ς (x1(t)+ν1))

2 ,

(35b)

z(t)T =
[

x(t)T νT
]

, x(t)T =
[

x1(t) x2(t)
]

, x1(t) = x̌1(t)− ν1 a diferença entre a posição

da bola: ˇx1(t), e a posição desejada para a bola:ν1 (incerta), ambas medidas em metros; e

x2(t) a velocidade da bola, medida em metros por segundo. Os parâmetros sãog = 9,8 m/s2

a aceleração da gravidade,ϑ = 0,460 H,ς = 2 m−1, τ = 0,001 Ns/m eν2 é a massa da bola

(medida em kg), que é incerta. Define-se o vetor de incertezasνT =
[

ν1 ν2

]

. O sinal de

controle éu(t) = i(t)2− i0(ν)2, sendoi(t) a corrente elétrica ei0(ν) a corrente necessária para

manter a bola em uma posição desejadaν1, tal que

i0(ν)2 =
2ν2g
ϑ ς

(1+ ςν1)
2 . (36)

Suponha que a região de operação, dada como uma restrição de projeto, seja dada em (13),
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Figura 3 - Sistema levitador magnético.

i(t)

ν1

x̌1(t)

m= ν2

0

Fonte: adaptado de Marquez (2003).

sendoN = I2, a matriz identidade de ordem 2,φ =
[

0,11 1,5
]T

, e que o vetor de parâmetros

incertosν ∈ V =
{

ν ∈ ℜ2 : 0,056 ν1 6 0,1, 0,056 ν2 6 0,1
}

. Então, define-sez(t)T =
[

x(t)T νT
]

e o conjuntoS = X ×V como

S =
{

z(t) ∈ ℜ4 : −0,116 x1(t)6 0,11, −1,56 x2(t)6 1,5, 0,056 ν1 6 0,1,

0,056 ν2 6 0,1} . (37)

Admitindo quez(t) ∈ S em (37), a partir de (35b) e (36), encontra-se

a1
21 = 25,46726 a21(z)6 50,1136= a2

21, a1
22 =−0,026 a22(z)6−0,01= a2

22,

b1
21 =−11,88026 b21(z)6−2,2813= b2

21, 1,28896 i0(z)
2
6 3,0678.

(38)

e a partir de (15) pode-se escrever

a21(z(t)) = ξ 1
21(z(t))a

1
21+ξ 2

21(z(t))a
2
21, a22(z(t)) = ξ 1

22(z(t))a
1
22+ξ 2

22(z(t))a
2
22, (39a)

b21(z(t)) = ζ 1
21(z(t))b

1
21+ζ 2

21(z(t))b
2
21, (39b)

sendo

ξ 1
21(x(t)) =

a2
21−a21(z(t))

a2
21−a1

21

, ξ 2
21(z(t)) =

a21(z(t))−a1
21

a2
21−a1

21

, (39c)

ξ 1
22(z(t)) =

a2
22−a22(z(t))

a2
22−a1

22

, ξ 2
22(z(t)) =

a22(z(t))−a1
22

a2
22−a1

22

, (39d)

ζ 1
21(z(t)) =

b2
21−b21(z(t))

b2
21−b1

21

, ζ 2
21(z(t)) =

b21(z(t))−b1
21

b2
21−b1

21

, (39e)

e assim
2

∑
ℓa
i j=1

ξ
ℓa
i j

i j (z(t)) = 1, ξ
ℓa
i j

i j (z(t)) > 0 ∀(i, j) ∈ PA = {(2,1),(2,2)} e
2

∑
ℓb
lk=1

ζ ℓb
lk

lk (z(t)) = 1,

ζ ℓb
lk

lk (z(t))> 0 ∀(l ,k) ∈ PB = {(2,1)}.
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Considerando (18) e (39) tem-se os seguintes fatores de agrupamento:

ξ̂21 = [ξ 1
22(z(t))+ξ 2

22(z(t))]× [ζ 1
21(z(t))+ζ 2

21(z(t))] = 1 (40a)

ξ̂22 = [ξ 1
21(z(t))+ξ 2

21(z(t))]× [ζ 1
21(z(t))+ζ 2

21(z(t))] = 1 (40b)

ζ̂21 = [ξ 1
21(z(t))+ξ 2

21(z(t))]× [ξ 1
22(z(t))+ξ 2

22(z(t))] = 1 (40c)

ψ = [ξ 1
21(z(t))+ξ 2

21(z(t))]× [ξ 1
22(z(t))+ξ 2

22(z(t))]× [ζ 1
21(z(t))+ζ 2

21(z(t))] = 1. (40d)

Então, como apresentado em (19), pode-se reescrever (35) como

ẋ(t) =



ψÃ+ ∑
(i, j)∈PA

ξ̂i j





2

∑
ℓa
i j=1

ξ
ℓa
i j

i j (z(t))a
ℓa
i j

i j



Ai j



x(t)

+



ψB̃+ ∑
(l ,k)∈PB

ζ̂lk





2

∑
ℓb
lk=1

ζ ℓb
lk

lk (z(t))b
ℓb
lk

lk



Blk



u(t). (41)

sendoÃ=
[

0 1
0 0

]

e B̃=
[

0
0

]

.

Definindo as funções de contagemcA(·) ecB(·) como:cA(2,1) = 1 ecA(2,2) = 2; cB(2,1) =

1, é possível fazer a seguinte mudança de variáveis, como sugerido em (21),

α1(z(t)) = ζ 1
21(z(t))ξ

1
22(z(t))ξ

1
21(z(t)), α2(z(t)) = ζ 1

21(z(t))ξ
1
22(z(t))ξ

2
21(z(t)),

α3(z(t)) = ζ 1
21(z(t))ξ

2
22(z(t))ξ

1
21(z(t)), α4(z(t)) = ζ 1

21(z(t))ξ
2
22(z(t))ξ

2
21(z(t)),

α5(z(t)) = ζ 2
21(z(t))ξ

1
22(z(t))ξ

1
21(z(t)), α6(z(t)) = ζ 2

21(z(t))ξ
1
22(z(t))ξ

2
21(z(t)),

α7(z(t)) = ζ 2
21(z(t))ξ

2
22(z(t))ξ

1
21(z(t)), α8(z(t)) = ζ 2

21(z(t))ξ
2
22(z(t))ξ

2
21(z(t)),

(42)

e chega-se no modelo (10), sendonr = 8, nx = 2, nu = 1 e matrizesAi eBi, i ∈ Inr ,

A1 = A5 =

[

0 1

25,4672 −0,02

]

, A2 = A6 =

[

0 1

25,4672 −0,01

]

,

A3 = A7 =

[

0 1

50,1136 −0,02

]

, A4 = A8 =

[

0 1

50,1136 −0,01

]

,

B1 = B2 = B3 = B4 =

[

0

−11,8802

]

, B5 = B6 = B7 = B8 =

[

0

−2,2813

]

.

(43)

Observação 1.Importante notar que, neste exemplo, a partir de(35)B(α) = B0g(z(t)), sendo

B0 =
[

0 −1
]T

e g(z(t)) =
ϑ ς

2ν2(1+ ς (x1(t)+ν1))
2 > 0 para todo z(t)∈S, z(t) 6= 0. Define-se

g0 = max
z(t)∈S

{g(z(t))}= 11,8802.
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2.4 COMENTÁRIOS

O procedimento descrito neste capítulo permite a representação de sistemas não lineares

incertos através de modelos fuzzy T-S incertos, que possuemfunções de pertinência dependen-

tes dos parâmetros incertos do sistema, mas com modelos locais conhecidos (TANIGUCHI et

al., 2001; SANTIM et al., 2012). Quando o vetor de estado do sistema está na região de ope-

ração estabelecida e os parâmetros incertos estão nas faixas de valores estipuladas, a descrição

exata é dada pela combinação convexa dos modelos locais. Comoas funções de pertinência

obtidas podem ser incertas, elas não estão disponíveis ao controlador e não podem ser usadas

diretamente na lei de controle. Este cenário, entretanto, éadequado ao uso da lei de controle

chaveada (SOUZA et al., 2014c; SOUZA et al., 2014b), que não utiliza as funções de pertinên-

cia do modelo fuzzy na composição do sinal de controle.

Os modelos fuzzy T-S incertos obtidos para o sistema bola-viga e também para o levitador

magnético serão utilizados nas Seções 3.3 e 5.4 para a demonstração da eficiência das leis de

realimentação chaveada e chaveada suave.
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3 CONTROLE CHAVEADO SUJEITO À SATURAÇÃO PARA SISTEMAS NÃO
LINEARES INCERTOS USANDO MODELOS FUZZY T-S

Neste capítulo estende-se o projeto de controle chaveado apresentado em Souza et al.

(2014c) e Souza et al. (2014b), considerando a região de operação em que o sistema não linear

deve operar e a possibilidade de saturação no sinal de controle. Inicialmente são apresentados

alguns conceitos preliminares necessários ao desenvolvimento da teoria e em seguida os resul-

tados principais e exemplos de aplicação desta lei de controle nos sistemas bola-viga e levitador

magnético, já modelados através de sistemas fuzzy T-S incertos na Subseção 2.3.

3.1 CONCEITOS INICIAIS

Sejam matrizesHk =
[

HT
k(1) HT

k(2) · · · HT
k(nu)

]T
∈ ℜnu×nx, k ∈ Inr , uma matriz definida

positivaP = PT ∈ ℜnx×nx, um vetor conhecidoρ =
[

ρ1 ρ2 · · · ρnu

]T
∈ ℜnu, ρl > 0, l ∈

Inu, e um escalarδ > 0 também conhecido. Definem-se os conjuntosL(Hk) e E(P,δ ) como

segue (HU; LIN; CHEN, 2002a; CAO; LIN, 2003):

L(Hk)
△
=
{

x(t) ∈ ℜnx : |Hk(l)x(t)|6 ρl , l ∈ Inu,k∈ Inr

}

, (44)

E(P,δ ) △
=
{

x(t) ∈ ℜnx : x(t)TPx(t)6 δ
}

. (45)

Define-se o conjunto de matrizesD como (HU; LIN; CHEN, 2002a; CAO; LIN, 2003)

D △
=
{

D ∈ ℜnu×nu : dii = 0 ou 1 edi j = 0 ∀i 6= j
}

, (46)

sendodi j , ∀(i, j) ∈ Inu × Inu, os elementos da matrizD. Assim, o conjuntoD em (46) possui

2nu matrizes. As matrizes que compõem este conjunto serão denominadasDs, s∈ I2nu . Por

exemplo, paranu = 2, tem-seD =
{

D1 =
[

1 0
0 1

]

,D2 =
[

0 0
0 1

]

,D3 =
[

1 0
0 0

]

,D4 =
[

0 0
0 0

]}

.

Baseado em Boyd et al. (1994), Hu, Lin e Chen (2002a), em Alves et al. (2016c) é enun-

ciado o lema que se segue, fornecendo uma condição suficientetal que, se satisfeita, assegura

E(P,δ )⊂ L(Hk).

Lema 1 (ALVES et al., 2016c). Dados os conjuntosE(P,δ ) em (45) e L(Hk) em (44). A

condiçãoE(P,δ )⊂ L(Hk) é assegurada se

[

ρ2
l δ−1 Gk(l)

GT
k(l) X

]

> 0 (47)
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for satisfeita para todo(k,l) ∈ Inr × Inu, sendo X= P−1 e Gk(l) = Hk(l)X.

Demonstração.Pré- e pós-multiplicando (47) por diag{1, P}, sendoPT = P = X−1, e apli-

cando o complemento de Schur com respeito a primeira linha e coluna, encontra-se

P−HT
k(l)ρ

−2
l δHk(l) > 0, (48)

P> HT
k(l)ρ

−2
l δHk(l),

x(t)TPx(t)> x(t)THT
k(l)ρ

−2
l δHk(l)x(t).

Considerandox(t) ∈ E(P,δ ) tem-sex(t)TPx(t)6 δ e assim

δ > x(t)TPx(t)> ρ−2
l δx(t)THT

k(l)Hk(l)x(t),

ρ2
l > x(t)THT

k(l)Hk(l)x(t). (49)

Portantox(t) ∈ L(Hk) e, consequentemente,E(P,δ )⊂ L(Hk).

3.1.1 Descrição da saturação do sinal de controle por uma combinação convexa

Nesta subseção apresenta-se uma interpretação da descrição da saturação do sinal de con-

trole por uma combinação convexa. Esta descrição utiliza osconjuntosD em (46) eL(Hk) em

(44), tendo sido apresentada em Hu, Lin e Chen (2002a), Hu, Line Chen (2002b) e Cao e Lin

(2003).

Admita um sinal de controleu(t) ∈ ℜnu. Então a saturação do sinal de controle é dada por

sat(u(t)) =
[

sat1(u1(t)) · · · satnu(unu(t))
]T
, (50a)

satl (ul (t)) = sgn(ul (t))min{ρl , |ul (t)|}, (50b)

sendoρl > 0, ∀l ∈ Inu, um valor conhecido. Uma componente satl (ul (t)) da saturação no sinal

de controle, descrita por (50b), é ilustrada na Figura 4. De (50b) e da Figura 4 observa-se que

satl (ul (t))6 ul (t), ul (t)> 0 e satl (ul (t))> ul (t), ul (t)< 0. (51)

Observação 2.Para todo x(t) ∈ L(H) e para cada componentesatl (ul (t)) descrita em(50b)

do vetorsat(u(t)) em(50a)tem-se que

satl (ul (t)) = θl1(t)ul (t)+θl2(t)H(l)x(t),
2

∑
i=1

θli (t) = 1, θli (t)> 0, i = 1,2. (52)

Demonstração.Considere o conjuntoL(H) definido como em (44), sendoHk = H ∈ ℜnu×nx,

ou seja, uma única matrizH; e uma componente satl (ul (t)) dada por (50b). O ponto chave
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Figura 4 - Representação de satl (ul (t)) em função deul (t).

ul (t)

ul (t)

ρl

ρl

−ρl

−ρl

satl (ul (t))

Fonte: próprio autor.

desta demonstração é mostrar que satl (ul (t)) sempre assume valores entreul (t) e H(l)x(t) para

x(t)∈L(H) em (44). Assim pode-se representar satl (ul (t)) por uma combinação convexa como

apresentado em (52). Sejax(t) ∈ L(H) em (44), de (50b) e da Figura 4, seguem as possibilida-

des:

(i) Para−ρl 6 ul (t) 6 ρl tem-se que satl (ul (t)) = ul (t) e assim satl (ul (t)) = θl1(t)ul (t)+

θl2(t)H(l)x(t) com

θl1(t) = 1 e θl2(t) = 0, (53a)

portanto, para−ρl 6 ul (t)6 ρl , θl1(t)+θl2(t) = 1, θl1(t), θl2(t)> 0.

(ii) Paraul (t)> ρl , satl (ul (t))= ρl e assim, comoH(l)x(t)6 ρl , pode-se dizer que satl (ul (t))=

θl1(t)ul (t)+θl2(t)H(l)x(t), sendo

θl1(t) =
satl (ul (t))−H(l)x(t)

ul (t)−H(l)x(t)
e θl2(t) =

ul (t)−satl (ul (t))
ul (t)−H(l)x(t)

, (53b)

logo, paraul (t)> ρl , θl1(t)+θl2(t) = 1, θl1(t), θl2(t)> 0.

(iii) Paraul (t)<−ρl , satl (ul (t))=−ρl e, comoH(l)x(t)>−ρl , pode-se dizer que satl (ul (t))=

θl1(t)ul (t)+θl2(t)H(l)x(t), sendo

θl1(t) =
H(l)x(t)−satl (ul (t))

H(l)x(t)−ul (t)
e θl2(t) =

satl (ul (t))−ul (t)
H(l)x(t)−ul (t)

, (53c)

e assim, também paraul (t)<−ρl , θl1(t)+θl2(t) = 1, θl1(t), θl2(t)> 0.

A demonstração da Observação 2 está concluída.
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A partir da Observação 2, reescreve-se (50a) como

sat(u(t)) =









sat1(u1(t))
...

satnu(unu(t))









=









θ11(t)u1(t)+θ12(t)H(1)x(t)
...

θnu1(t)unu(t)+θnu2(t)H(nu)x(t)









. (54)

Agora definaDl ∈ ℜnu×nu como sendo a matriz com seu elemento de índicell igual a 1 e

os demais elementos nulos, ou seja,

Dl =









d11 · · · d1nu
...

. ..
...

dnu1 · · · dnunu









∈ ℜnu×nu, dll = 1, dl j = 0 se j 6= l . (55)

A partir de (54) e (55), e sabendo queH =
[

HT
(1) · · · HT

(nu)

]T
∈ ℜnu×nx, pode-se escrever

sat(u(t)) =









sat1(u1(t))
...

satnu(unu(t))









=









θ11(t)u1(t)+θ12(t)H(1)x(t)
...

θnu1(t)unu(t)+θnu2(t)H(nu)x(t)









= θ11(t)D1u(t)+θ12(t)D1Hx(t)+ · · ·+θnu1(t)Dnuu(t)+θnu2(t)DnuHx(t), (56)

pois, de acordo com a definição (55),Dl é uma matriz quadrada de ordemnu×nu cujo elemento

(l ,l) é igual a 1 e os demais são nulos.

Sejam os fatores de acoplamento dados por

θ̂l (t) = ∏
i∈Inu
i 6=l

[θi1(t)+θi2(t)] = 1, (57)

que foram inspirados na descrição de sistemas não lineares por modelos fuzzy exposta na Se-

ção 2.2. Então pode-se dizer, a partir de (56) e (57), que

sat(u(t)) = θ̂1 [θ11(t)D1u(t)+θ12(t)D1Hx(t)]+ · · ·+ θ̂nu [θnu1(t)Dnuu(t)+θnu2(t)DnuHx(t)]

=

[

∑
l i∈I2

(

nu

∏
i=2

θi l i(t)

)]

[θ11(t)D1u(t)+θ12(t)D1Hx(t)]+ · · ·

+

[

∑
l i∈I2

(

nu−1

∏
i=1

θi l i(t)

)]

[θnu1(t)Dnuu(t)+θnu2(t)DnuHx(t)] , (58)

sendo, por exemplo, paranu = 3, ∑
l i∈I2

(

nu

∏
i=2

θi l i(t)

)

= ∑
l2∈I2,l3∈I2

[

θ2l2(t)θ3l3(t)
]

= θ21(t)θ31(t)

+ θ21(t)θ32(t) + θ22(t)θ31(t) + θ22(t)θ32(t).
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Nesta etapa, inspirada na Tabela 1, elabora-se a seguinte tabela para mudança de variáveis,

sendo a ordem dos fatoresθi l i determinada pelo valor dei, e sendoi = 1 a coluna mais a direita

e i = nu a coluna mais a esquerda e antes do índices.

Tabela 3 - Combinações para mudanças de variáveis na descrição da saturação por uma combi-
nação convexa.

s lnu|θnu lnu l(nu−1)|θ(nu−1) l(nu−1)
· · · l2|θ2 l2 l1|θ1 l1

1 1 1 · · · 1 1
2 1 1 · · · 1 2
...

...
...

...
...

...
2nu 2 2 · · · 2 2

Fonte: próprio autor.

O índices é calculado utilizando a expressãos= 1+
nu

∑
i=1

2(i−1) (l i −1), l i ∈ I2, análoga à

(20). Com o auxílio da Tabela 3 utiliza-se a mudança de variáveis

λs(t) =

(

nu

∏
i=1

θi l i(t)

)

= θ1l1(t)θ2l2(t) · · ·θnulnu
(t), (59)

tendo como resultado, seguindo as linhas desta tabela, queλ1(t) = θ11(t)θ21(t) · · ·θnu1(t),

λ2(t) = θ11(t) · · ·θ(nu−1)1(t)θnu2(t), etc, atéλ2nu(t) = θ12(t)θ22(t) · · ·θnu2(t). Assim, colocando

os termosλs(t) de (58) em evidência, pode-se escrever

sat(u(t)) = λ1(t) [D1u(t)+D2u(t)+ · · ·+Dnuu(t)]

+λ2(t) [D1u(t)+D2u(t)+ · · ·+Dnu−1u(t)+DnuHx(t)]

+λ3(t) [D1u(t)+D2u(t)+ · · ·+Dnu−2u(t)+Dnu−1Hx(t)+Dnuu(t)]

+λ4(t) [D1u(t)+D2u(t)+ · · ·+Dnu−2u(t)+Dnu−1Hx(t)+DnuHx(t)]

+ · · ·
+λ2nu(t) [D1Hx(t)+D2Hx(t)+ · · ·+DnuHx(t)] .

= λ1(t) [(D1+D2+ · · ·+Dnu)u(t)]

+λ2(t) [(D1+D2+ · · ·+Dnu−1)u(t)+DnuHx(t)]

+λ3(t) [(D1+D2+ · · ·+Dnu−2+Dnu)u(t)+Dnu−1Hx(t)]

+λ4(t) [(D1+D2+ · · ·+Dnu−2)u(t)+(Dnu−1+Dnu)Hx(t)]

+ · · ·
+λ2nu(t) [(D1+D2+ · · ·+Dnu)Hx(t)] . (60)

Observe a relação entre oλs e os fatoresDk colocados em evidência em (60).Dk multi-

plica u(t) quandoθk1(t) é fator deλs, e multiplicaHx(t) quandoθk2(t) é fator deλs. Além
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disso
nu

∑
k=1

Dk = Inu, sendoDk, k ∈ Inu, definido em (55), e qualquer somatória de matrizesDk

corresponde a um elemento do conjuntoD em (46). Então utilizando as matrizes pertencentes

ao conjuntoD, pode-se escrever (60) como

sat(u(t)) = λ1(t) [D1u(t)+(Inu −D1)Hx(t)]

+λ2(t) [D2u(t)+(Inu −D2)Hx(t)]

+λ3(t) [D3u(t)+(Inu −D3)Hx(t)]

+λ4(t) [D4u(t)+(Inu −D4)Hx(t)]

+ · · ·
+λ2nu(t) [D2nuu(t)+(Inu −D2nu)Hx(t)] . (61)

e fazendoD−
s = Inu −Ds, u(t) =−Kx(t) tem-se finalmente

sat(u(t))= sat(−Kx(t))=
2nu

∑
s=1

λs
[

Ds(u(t))+D−
s (Hx(t))

]

=
2nu

∑
s=1

λs
[

−Ds(Kx(t))+D−
s (Hx(t))

]

,

(62)

que é a equação apresentada em Hu, Lin e Chen (2002a), Hu, Lin e Chen (2002b) e Cao e Lin

(2003).

Exemplo: sejanu = 2, então a partir da Observação 2 e de (55), pode-se escrever

sat(u(t)) =

[

sat1(u1(t))

sat2(u2(t))

]

=

[

θ11(t)u1(t)+θ12(t)H(1)x(t)

θ21(t)u2(t)+θ22(t)H(2)x(t)

]

= θ11(t)

[

1 0

0 0

]

u(t)+θ12(t)

[

1 0

0 0

]

Hx(t)+θ21(t)

[

0 0

0 1

]

u(t)+θ22(t)

[

0 0

0 1

]

Hx(t)

= θ11(t)D1u(t)+θ12(t)D1Hx(t)+θ21(t)D2u(t)+θ22(t)D2Hx(t). (63)

Utilizando (57) definem-se os seguintes fatores de agrupamento

θ̂1(t) = ∏
i∈I2
i 6=1

[θi1(t)+θi2(t)] = [θ21(t)+θ22(t)] = 1,

θ̂2(t) = ∏
i∈I2
i 6=2

[θi1(t)+θi2(t)] = [θ11(t)+θ12(t)] = 1,
(64)

e assim, a partir de (63) e (64) segue que

sat(u(t)) = [θ21(t)+θ22(t)] [θ11(t)D1u(t)+θ12(t)D1Hx(t)]

+ [θ11(t)+θ12(t)] [θ21(t)D2u(t)+θ22(t)D2Hx(t)]

= θ21(t)θ11(t)D1u(t)+θ21(t)θ12(t)D1Hx(t)

+θ22(t)θ11(t)D1u(t)+θ22(t)θ12(t)D1Hx(t)
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+θ11(t)θ21(t)D2u(t)+θ11(t)θ22(t)D2Hx(t)

+θ12(t)θ21(t)D2u(t)+θ12(t)θ22(t)D2Hx(t). (65)

Seguindo a mudança de variáveis descritas em (59), tem-se que

λ1(t) = θ21(t)θ11(t), λ2(t) = θ21(t)θ12(t), λ3(t) = θ22(t)θ11(t) e λ4(t) = θ22(t)θ12(t). (66)

Substituindo (66) em (65)

sat(u(t)) = λ1(t)D1u(t)+λ2(t)D1Hx(t)+λ3(t)D1u(t)+λ4(t)D1Hx(t)

+λ1(t)D2u(t)+λ3(t)D2Hx(t)+λ2(t)D2u(t)+λ4(t)D2Hx(t)

= λ1(t) [D1+D2]u(t)+λ2(t) [D2u(t)+D1Hx(t)]

+λ3(t) [D1u(t)+D2Hx(t)]+λ4(t) [D1+D2]Hx(t). (67)

Utilizando as matrizes do conjuntoD em (46) de ordem 2, tem-se queD= {D1,D2,D3,D4},

sendo

D1 =

[

1 0

0 1

]

= D1+D2, D2 =

[

0 0

0 1

]

= D2,

D3 =

[

1 0

0 0

]

= D1, D4 =

[

0 0

0 0

]

.

Então

D−
1 = I2−D1 =

[

0 0

0 0

]

= D4, D−
2 = I2−D2 =

[

1 0

0 0

]

= D3,

D−
3 = I2−D3 =

[

0 0

0 1

]

= D2, D−
4 = I2−D4 =

[

1 0

0 1

]

= D1.

Então, a partir de (67) tem-se

sat(u(t)) = λ1D1u(t)+λ1D−
1 Hx(t)+λ2D2u(t)+λ2D−

2 Hx(t)+λ3D3u(t)+λ3D−
3 Hx(t)

+λ4D4u(t)+λ4D−
4 Hx(t)

=
2nu=4

∑
s=1

λs
[

Dsu(t)+D−
s Hx(t)

]

.
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3.2 CONTROLE CHAVEADO DE SISTEMAS DESCRITOS POR MODELOS FUZZY T-S
INCERTOS COM SATURAÇÃO NO ATUADOR

Considere um sistema não linear sujeito à saturação nos atuadores cuja equação dinâmica é

dada por

ẋi(t) =
nx

∑
j=1

fi j (x(t))x j(t)+
nu

∑
k=1

gik(x(t))satk(uk(t)), i ∈ Inx, (68a)

satk(uk(t)) = sgn(uk(t))min{ρk, |uk(t)|}, (68b)

sendoxi(t), i ∈ Inx, as variáveis de estado,uk(t), k∈ Inu, os sinais de controle,fi j (x(t)), gik(x(t)),

funções não lineares que possuem parâmetros incertos, sendo estes em intervalos conhecidos, e

ρk valores conhecidos da saturação dos atuadores. Note que esta é uma representação equiva-

lente ao sistema (12), considerando saturação no atuador.

Utilizando o procedimento descrito na Seção 2.2, página 25,o sistema (68) pode ser exata-

mente descrito, em uma região de operaçãoX em (13), pelo modelo fuzzy T-S incerto

ẋ(t) = A(α)x(t)+B(α)sat(u(t)), (69)

sendoA(α) eB(α) definidos em (10), e sat(u(t)) definido em (50).

Neste seção estudam-se condições para que a lei de controle chaveada

u(t) = uϕ(t) =−Kϕx(t), ϕ = arg* min
i∈Inr

{x(t)TQix(t)}, (70)

sendo as matrizes de realimentaçãoKi, e matrizes de decisãoQi, i ∈ Inr , obtidas no procedi-

mento de projeto, garanta a estabilidade local do sistema (68) e (70) com certa taxa de decai-

mento.

Teorema 1(ALVES et al., 2016c). Dado um sistema não linear incerto e sujeito a saturação

no atuador(68) exatamente descrito por um modelo fuzzy T-S incerto(69) em uma região de

operaçãoX em(13), sendoρ ∈ℜnu, φ ∈ℜnh e N∈ℜnh×nx conhecidos, assim como as faixas de

valores para seus parâmetros incertos. Suponha a existência de matrizes simétricas0< X, Q̄i

e Z̄i ∈ ℜnx×nx, matrizes Gj =
[

GT
j(1) GT

j(2) · · · GT
j(nu)

]T
e Mj ∈ ℜnu×nx, e um escalarβ > 0,

tais que

AiX+XAT
i + Z̄i + Q̄i +2βX < 0, (71a)

Bi
[

−DsM j +D−
s G j

]

+
[

−DsM j +D−
s G j

]T
BT

i − Z̄i − Q̄ j 6 0, (71b)




ρ2
l G j(l)

GT
j(l) X



> 0,





φ2
h N(h)X

XNT
(h) X



> 0, (71c)
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sejam satisfeitas para todo i e j∈ Inr , l ∈ Inu, h∈ Inh, s∈ I2nu , Ds∈D e D−
s = Inu−Ds. Então, a

lei de controle chaveada(70)sendo Ki = MiX
−1 e Qi = X−1Q̄iX

−1, para todo i∈ Inr , aplicada

ao sistema(68) torna a origem um ponto de equilíbrio localmente assintoticamente estável com

taxa de decaimento maior ou igual aβ para todo x(0) ∈ E(P,1) em(45), sendo que P= X−1.

Além disso, x(t) ∈ E(P,1)⊂X , t > 0.

Demonstração.Adote como candidata a função de LyapunovV(x(t)) = x(t)TPx(t),P= PT ∈
ℜnx×nx,P> 0. Então, a partir do sistema (69) e lei de controle (70),

V̇(x(t)) = ẋ(t)TPx(t)+x(t)TPẋ(t)

= x(t)T [A(α)TP+PA(α)
]

x(t)

+sat(−Kϕx(t))TB(α)TPx(t)+x(t)TPB(α)sat(−Kϕx(t)). (72)

Assume-sex(t)∈L(Hk) definido em (44),k∈ Inu, entãox(t)∈L(Hϕ) e sat(−Kϕx(t)) pode

ser descrita pela combinação convexa (HU; LIN; CHEN, 2002a; CAO; LIN, 2003)

sat(−Kϕx(t)) =
2nu

∑
s=1

λs
[

Ds(−Kϕx(t))+D−
s (Hϕx(t))

]

, (73)

sendoϕ ∈ Inr , Ds ∈ D em (46),D−
s = Inu −Ds ∈ D, e λs > 0,

2nu

∑
s=1

λs = 1 (HU; LIN; CHEN,

2002a; CAO; LIN, 2003). Assim, a partir de (72) e (73),

V̇(x(t)) = x(t)T {A(α)TP+PA(α)
}

x(t)

+

{

2nu

∑
s=1

λs
[

Ds(−Kϕx(t))+D−
s (Hϕx(t))

]T
B(α)TP

}

x(t)

+x(t)T

{

PB(α)
2nu

∑
s=1

λs
[

Ds(−Kϕx(t))+D−
s (Hϕx(t))

]

}

. (74)

Pré- e pós-multiplicando (71b) porP= X−1 e fazendo as mudanças de variáveis

G jX
−1 = H j , M jX

−1 = K j , Zi = X−1Z̄iX
−1 e Qi = X−1Q̄iX

−1, (75)

para j = ϕ, tem-se

[

−DsKϕ +D−
s Hϕ

]T
BT

i P+PBi
[

−DsKϕ +D−
s Hϕ

]

6 Zi +Qϕ . (76)

Multiplicando (76) porαi , αi > 0,
nr

∑
i=1

αi = 1, e fazendo a soma dei = 1 aténr , e multi-

plicando o resultado porλs, λs > 0,
2nu

∑
s=1

λs = 1, e fazendo a soma paras= 1 até 2nu, conside-
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rando (69), encontra-se

2nu

∑
s=1

λs

{

[

−DsKϕ +D−
s Hϕ

]T
B(α)TP+PB(α)

[

−DsKϕ +D−
s Hϕ

]

}

6 Z(α)+Qϕ , (77)

sendoZ(α)=
nr

∑
i=1

αiZi. Note que, a partir da lei de controle (70),x(t)TQϕx(t)= min
i∈Inr

{x(t)TQix(t)}

6

nr

∑
i=1

αix(t)
TQix(t) = x(t)TQ(α)x(t). Então, a partir de (77) e (74),

V̇(x(t))6 x(t)T {A(α)TP+PA(α)+Z(α)+Q(α)
}

x(t). (78)

Pré- e pós-multiplicando (71a) porP= X−1 e fazendo as mudanças de variáveis (75), mul-

tiplicando o resultado porαi > 0,
nr

∑
i=1

αi = 1, e fazendo a soma dei = 1 atéi = nr , encontra-se

PA(α)+A(α)TP+Z(α)+Q(α)<−2βP. (79)

Uma vez que para se obter uma taxa de decaimento maior ou iguala β é suficiente que

V̇(x(t))6−2βV(x(t)) (BOYD et al., 1994), a partir de (78) e (79), esta condição é garantida.

Observando o Lema 1, paraδ = 1, a primeira desigualdade em (71c) asseguraE(P,1) ⊂
L(Hk). Então, para todox(0) ∈ E(P,1) tem-sex(0) ∈ L(Hk) e a descrição da função satura-

ção como combinação convexa (73) pode ser utilizada (HU; LIN; CHEN, 2002a; CAO; LIN,

2003); seguindo passos análogos ao da prova do Lema 1, a segunda desigualdade em (71c)

garanteE(P,1) ⊂ X . Como (71a) e (71b) asseguram queE(P,1) é um conjunto positivamente

invariante (BLANCHINI, 1999) para o sistema em malha fechada (69) e (70), esta é uma con-

dição suficiente para que toda trajetória iniciada comx(0) ∈ E(P,1) permaneça emX para todo

t > 0 (KLUG; CASTELAN; COUTINHO, 2015), pois durante a trajetóriade estado do sistema

V(x(t))6 1, parat > 0, ou seja, não deixa o conjuntoE(P,1)⊂ X . Deste modo o modelo (69)

descreve exatamente (68) parat > 0. Isto encerra a prova.

Em situações em que a matriz de entrada de controle é constante, as condições do Teorema 1

podem ser simplificadas como mostrado na próximo corolário.Vale observar que um modelo

fuzzy T-S incerto, que tenha uma matriz de entrada de controle incertaB(α) =
nr

∑
i=1

αiBi,
nr

∑
i=1

αi =

1, αi > 0 (69), sem saturação no sinal de controle, pode ser reescrito, utilizando variáveis de

estado adicionais, de forma que na nova descrição o sistema apresente uma matriz de entrada

de controle constantēB (BARMISH, 1983; SOUZA et al., 2014c).

Corolário 1 (ALVES et al., 2016c). Considere um sistema descrito por(69), sendo a matriz de

entrada de controle B(α) constante, ou seja B(α) = B. Neste caso, as LMIs(71a)e (71b)do
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Teorema 1 podem ser substituídas por

AiX+XAT
i + Q̂i +2βX < 0, (80a)

B
[

−DsM j +D−
s G j

]

+
[

−DsM j +D−
s G j

]T
BT − Q̂ j 6 0, (80b)

sendoQ̂ j = Q̂T
j ∈ ℜnx×nx para todo j∈ Inr , garantindo-se os mesmos resultados. Fazendo isto,

as matrizes da lei de controle(70)devem ser calculadas como Qi = X−1Q̂iX
−1 e Ki = MiX

−1.

Demonstração.ComoB(α) = B, consequentementēZi = Z̄ em (71a) e (71b). FazendôQ j =

Q̄ j +Z̄ as desigualdades (71a) e (71b) podem ser reescritas como (80a) e (80b), respectivamente.

Nestas condições, tem-se que arg* min
i∈Inr

{x(t)TX−1Q̂iX
−1x(t)} = arg* min

i∈Inr

{

x(t)TX−1[Q̄i + Z̄
]

×X−1x(t)
}

= arg* min
i∈Inr

{x(t)TX−1Q̄iX
−1x(t)}.

Caso as condições do Teorema 1 (ou Corolário 1) sejam satisfeitas, fica garantida a estabi-

lidade local, com taxa de decaimentoβ , do sistema não linear incerto (68) em malha fechada

com a lei de controle (70) para toda condição inicialx(0) ∈ E(P,1). Com isto, é interessante

exigir que um conjunto de condições iniciais de interesseX⊂ E(P,1) e, portanto, para qualquer

condição inicialx(0) ∈ X tenha-sex(0) ∈ E(P,1). SejaX= ϖ co{w1, · · · ,wnL}, ϖ > 0, então a

condiçãoX⊂ E(P,1) é assegurada caso
[

ϖ−2 wT
ℓ

wℓ X

]

> 0 (81)

seja satisfeita∀ℓ ∈ InL . Observe que qualquer elemento no conjuntoX pode ser escrito como

ϖw(θ) = ϖ
nL

∑
ℓ=1

θℓwℓ ∈ X, θℓ > 0 e
nL

∑
ℓ=1

θℓ = 1. Então, supondo (81) satisfeita para todoℓ ∈ InL ,

multiplicando as desigualdades porθℓ, θℓ > 0 e
nL

∑
ℓ=1

θℓ = 1, e aplicando complemento de Schur

com relação à segunda linha e coluna, encontra-se

ϖ−2−w(θ)TPw(θ)> 0,

sendoP = X−1, e segue queϖ−2
> w(θ)TPw(θ), então 1>

[

ϖw(θ)T]P[ϖw(θ)] e conse-

quentementeϖw(θ) ∈ E(P,1), qualquer que sejaϖw(θ) ∈ X. PortantoX⊂ E(P,1).

Observe que em (81),ϖ é um fator de escala do conjuntoco{w1, · · · ,wL} (BOYD et al.,

1994; HU; LIN; CHEN, 2002a; CAO; LIN, 2003), portanto,ϖ pode ser utilizado como uma

variável a ser maximizada (minimização deϖ−2) de forma a obter uma estimativa menos con-

servadora do conjunto de condições iniciaisE(P,1).

Ainda utilizando a teoria de conjuntos apresentada, é possível reduzir a norma dos ganhos

de realimentaçãoKi, calculados pelas LMIs do Teorema 1 (ou Corolário 1) através do aumento
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da regiãoL(Ki) em (44) na qual a saturação não ocorre. Isto pode ser feito selecionando um

escalarξ > 0 tal queE(P,ξ−1)⊂ L(Ki). Usando o resultado do Lema 1, isso acontece se

[

ξ ρ−2
l Mi(l)

MT
i(l) X

]

> 0 (82)

for satisfeita para todoi ∈ Inr e l ∈ Inu, cuja prova segue os mesmos passos da prova do Lema 1,

observando queX = P−1 eMi(l) = Ki(l)X (HU; LIN; CHEN, 2002a; CAO; LIN, 2003).

A diminuição na norma dos ganhosKi ocorre porque, sendo fixa a matrizP, quanto maior o

valor deξ−1 maior será a norma dex(0) admissível emE(P,ξ−1) em (45). A partir do Lema 1,

sendo satisfeita a desigualdade (82) tem-seL(Ki) ⊃ E(P,ξ−1), e portanto os estadosx(0) com

maiores normas emE(P,ξ−1) também pertencem aL(Ki). Pela definição (44) maiores normas

dex(0) ∈ L(Ki) resultam em menores normas dos ganhosKi , visto que|Ki(l)x(t)| é menor ou

igual a um valor constante (ALVES et al., 2016c).

Na Figura 5 apresentam-se exemplos de possíveis trajetórias de estado, sendox(t) =
[

x1(t)

x2(t)
]T ∈ ℜ2, para um sistema em malha fechada com controle projetado usando a teoria em

discussão neste capítulo. Observe queX ⊂ E(P,1) ⊂ X , ou seja, o conjunto de condições

iniciais de interesse está contido na região positivamenteinvarianteE(P,1), que por sua vez é

um subconjunto da região de operação estipulada para o sistema. Então para toda trajetória em

X, ou mesmo emE(P,1)\X, tem-se que a trajetória de estado é assintoticamente estável.

Figura 5 - Representação de possíveis trajetórias de estado edas regiõesX em (13),L(H j) em
(44),E(P,1) em (45) eX no planox1(t)×x2(t).

X
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X
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x2(t)

x(0)

x(0)

L(H j)

Conjunto relacionada

com a saturação

E(P,1)

Conjunto positivamente invariante

Fonte: próprio autor.



51

3.2.1 Tratamento de distúrbios ou incertezas no sinal de controle

Nesta subseção apresenta-se uma abordagem para suprimir uma classe de distúrbios, ou

incertezas, no sinal de controle. Para isto, considere uma classe de sistemas não lineares de

tal forma que possa ser descrita exatamente em uma região de operação pelo seguinte modelo

fuzzy T-S incerto:

ẋ(t) = A(α)x(t)+B(α)sat(u(t))+B(α)d(t), B(α) = B0g(z(t)) , (83)

sendod(t)∈ℜ um distúrbio ou incerteza tal queυ16 d(t)6υ2, z(t)=
[

x(t)T νT
]T

∈ℜnx+nν ,

x(t) ∈ ℜnx o vetor de estado eν ∈ ℜnν o vetor de parâmetros incertos,g(z(t)) > 0 para todo

x(t) 6= 0 e todoν admissível. Considere também a lei de controle chaveada

u(t) = sat0(uϕ(t))−υσ , σ = arg* min
i∈{1,2}

{−x(t)TPB0υi}, (84)

sendouϕ(t) a lei de controle definida em (70). A função de saturação sat0(·) é definida

por (50) e (68b), substituindoρl por ρ0(l) = ρl − max
i∈I2

{|υi |}. Note que, a partir de (84) e

de (50), para cada elementoul (t) do vetor de controleu(t) = [u1(t) · · · unu(t)]
T tem-se que

|ul (t)|= |sat0(uϕ(l)(t))−υσ |6 | sat0(uϕ(l)(t))| + |υσ |6 ρ0(l)+max
i∈I2

{|υi|}= ρl −max
i∈I2

{|υi|}+
max
i∈I2

{|υi |} = ρl . Portanto, a partir de (50), sat(ul (t)) = sat0(uϕ(l)(t))−υσ e assim, sat(u(t)) =

sat0(uϕ(t))−υσ .

Corolário 2 (ALVES et al., 2016c). Considere que as condições do Teorema 1 para o modelo

fuzzy T-S incerto(69) com lei de controle(70) sejam satisfeitas, substituindoρl por ρ0(l) nas

LMIs (71c), e que sejam obtidos Ki =MiX
−1 e Qi =X−1Q̄iX

−1 para todo i∈ Inr . Então, o ponto

de equilíbrio x(t) = 0 do sistema não linear incerto(83) com lei de controle(84) é localmente

assintoticamente estável para todo x(0) ∈ E(P,1) com taxa de decaimento igual ou maior que

β . Adicionalmente, x(t) ∈ X para todo t> 0.

Demonstração.Considerando como candidata a função de LyapunovV (x(t)) = x(t)TPx(t),

P= PT ∈ ℜnx×nx,P> 0. Então, com o sistema (83) e (50) usando a lei de controle (84),

V̇ (x(t)) = 2x(t)TPẋ(t)

= 2x(t)TP[A(α)x(t)+B(α)d(t)+B(α)
(

sat0(uϕ(t))−υσ
)

]

= 2x(t)TPA(α)x(t)+2x(t)TPB(α)sat0(uϕ(t))+2x(t)TPB(α) [d(t)−υσ ] .

A partir da prova do Teorema 1, substituindoρl por ρ0(l) nas LMIs (71c), e usando que

B(α) = B0g(z(t)), g(z(t))> 0 para todox(t) 6= 0,

V̇ (x(t))6−2βx(t)TPx(t)+2x(t)TPB0 [d(t)−υσ ]g(z(t)) . (85)
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Agora, note qued(t) pode ser reescrito como

d(t) = τ1(t)υ1+ τ2(t)υ2;
2

∑
i=1

τi(t) = 1; τ1(t),τ2(t)> 0; τ2(t) =
d(t)−υ1

υ2−υ1
; τ1(t) = 1− τ2(t).

Portanto, da definição (84) tem-se

x(t)TPB0d(t)−x(t)TPB0υσ = x(t)TPB0

2

∑
i=1

τi(t)υi + min
i∈{1,2}

{−x(t)TPB0υi}

6 x(t)TPB0

2

∑
i=1

τi(t)υi −x(t)TPB0

2

∑
i=1

τi(t)υi = 0. (86)

Comog(z(t))> 0 para todox(t) 6= 0 eν admissível, a partir de (85), (86), e do Teorema 1,

V̇ (x(t))6−2βx(t)TPx(t) =−2βV (x(t)), e assim conclui-se a prova.

3.3 EXEMPLOS

Nesta seção são realizados projetos de controladores chaveados para um sistema bola-viga

e para um levitador magnético. O projeto utiliza os modelos fuzzy T-S incertos destes sistemas

não lineares, já apresentados na Seção 2.3. Note que, emboraas funções de pertinência destes

modelos sejam incertas, o controle chaveado não utiliza estas funções para compor o sinal de

controle. Além disso, embora o modelo fuzzy T-S incerto represente, através de uma combina-

ção convexa dos modelos locais, exatamente estes sistemas apenas se o vetor de estado estiver

em uma dada região de operação, o procedimento proposto em Alves et al. (2016c) assegura

que, para condições iniciais em um conjunto determinado no procedimento de projeto, este

modelo represente exatamente o sistema não linear durante toda a trajetória de estado.

3.3.1 Controle chaveado de um sistema bola-viga

Considere o sistema bola-viga incerto e o modelo fuzzy incerto que exatamentente o des-

creve tendo como modelos locais (34), página 35. Utilizandoo Corolário 1, LMIs (80), e

as LMIs (71c), apresentadas no Teorema 1, com os parâmetros descritos na Subseção 2.3.1,

β = 0,5 e ρ = 10, LMIs (81) comnL = 2, w1 =
[

1 0 0 0
]T

, w2 = −w1 e ϖ = 11,1111

de modo a garantirx(0) =
[

±0,3 0 0 0
]T

∈ E(P,1), e LMIs (82) sendoξ = 20 (EFBERG;
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LÖFBERG, 2004; GAHINET et al., 1994), foram obtidos (ALVES et al., 2016c)

K1 =
[

−52,6713 −116,6699 478,6279 49,6337
]

,

K2 =
[

−62,2681 −135,4811 531,9596 53,6418
]

,

K3 =
[

−52,8564 −117,0102 482,0028 49,6054
]

,

K4 =
[

−62,0874 −135,1089 533,1827 53,6102
]

,

(87)

Q1 = 103×









−0,0515 −0,1198 0,5422 0,0551

−0,1198 −0,2770 1,2418 0,1264

0,5422 1,2418 −5,4574 −0,5630

0,0551 0,1264 −0,5630 −0,0559









, Q2 = 103×









−0,0592 −0,1341 0,5755 0,1311

−0,1341 −0,3028 1,2936 0,2857

0,5755 1,2936 −5,4657 −1,1262

0,1311 0,2857 −1,1262 −0,1198









,

Q3 = 103×









−0,0522 −0,1211 0,5658 0,0551

−0,1211 −0,2795 1,2912 0,1262

0,5658 1,2912 −5,7879 −0,5712

0,0551 0,1262 −0,5712 −0,0553









, Q4 = 103×









−0,0589 −0,1336 0,5930 0,1309

−0,1336 −0,3017 1,3311 0,2852

0,5930 1,3311 −5,7586 −1,1347

0,1309 0,2852 −1,1347 −0,1196









,

(88)

P=









9,4842 19,0225 −67,9201 −3,7665

19,0225 40,3360 −147,3595 −8,2128

−67,9201 −147,3595 578,9386 32,3451

−3,7665 −8,2128 32,3451 3,4375









. (89)

O sistema bola-viga em malha fechada com a lei de controle chaveada (70) foi simulado

usando a condição inicialx(0) =
[

0 0 0 0
]T

, ν1 = 0,72, os ganhos de realimentação (87) e

as matrizes de decisão (88). Na simulação foi utilizado, através de mudança de coordenada, uma

referência na posição para a bola deν2= 0,3 m no período 0 s6 t < 10 s,ν2= 0 m no período 10

s6 t < 20 s eν2 =−0,3 m no período 20 s6 t 6 30 s. Como a mudança na posição desejada

foi realizada após a estabilização do sistema, observe que de (28) x1(t) = r(t)− ν2, sendo

r(t) a posição da bola eν2 a posição desejada para a bola, que muda de maneira instantânea

em t = 10 s et = 20 s. Deste modo é possível calcular quex1(0) = r(0)− ν2(0) = 0− 0,3;

após a estabilizaçãox1(t) = 0, portantor(t) = ν2(t). Então, emt = 10, x1(10) = r(10)−
ν2(10) = 0,3−0, pois neste instante a posição da bola já havia estabilizado na posição desejada

anterior, que era 0,3 m. Novamente, emt = 20, x1(20) = r(20)− ν2(10) = 0+ 0,3. Com

isto, x(0) =
[

−0,3 0 0 0
]T

e x(10) = x(20) =
[

0,3 0 0 0
]T

. Segue que, usando (89),

x(0)TPx(0) = x(10)TPx(10) = x(20)TPx(20) = 0,8536, e assim,x(t) ∈ E(P,1), t > 0, para o

sistema em malha fechada.

A resposta temporal do sistema bola-viga em malha fechada, com lei de controle chave-

ada (70), é mostrada na Figura 6. Nela é possível observar o índice de chaveamentoϕ que

corresponde ao ganho de realimentaçãoKϕ que foi utilizado a cada momento.

A partir da resposta temporal na Figura 6 nota-se que a lei de controle (70) foi bem sucedida

em manter a bola na posição desejada. Entretanto, o sinal de controle apresentachattering, fato



54

que pode dificultar sua implementação em alguns equipamentos.

Figura 6 - Resposta temporal para uma simulação do sistema bola-viga (28) com malha fechada
utilizando a lei de controle chaveada (70): variáveis de estado, sinal de controle e
índice de chaveamentoϕ.
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Fonte: próprio autor.

3.3.2 Controle chaveado de um levitador magnético

Neste exemplo considera-se o levitador magnético descritona Subseção 2.3.2, e utiliza-se

o modelo fuzzy T-S incerto que o descreve exatamente na região de operação estipulada, cujos

modelos locais são descritos em (43), página 37. Observe queo sinal de controle neste caso é

dado poru(t) = i(t)2− i0(ν)2 (36) e quei0(ν)2 é incerto. Nas condições adotadas tem-se que

1,28896 i0(ν)2
6 3,0678. Assim, para a aplicação da lei de controle (84) utiliza-seυ1= 1,2889

e υ2 = 3,0678.

Resolvendo as LMIs (71) do Teorema 1, considerando o Corolário2, os parâmetros apre-

sentadas na Subseção 2.3.2,β = 2,5, ρ0 = 7,4, as LMIs (81), sendonL = 2, w1 =
[

0,1 0
]T

,

w2 = −w1 e ϖ = 1 (EFBERG; LÖFBERG, 2004; GAHINET et al., 1994), obteve-se (ALVES

et al., 2016c)

K1 =
[

−62,6618 −5,2544
]

, K2 =
[

−46,0755 −4,7746
]

,

K3 =
[

−62,6801 −5,2693
]

, K4 =
[

−45,9295 −4,7568
]

,

K5 =
[

−58,2540 −5,1285
]

, K6 =
[

−45,4165 −4,7358
]

,

K7 =
[

−58,1982 −5,1360
]

, K8 =
[

−45,6699 −4,7580
]

,

(90)
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P =

[

99,7420 3,4252

3,4252 0,6907

]

, Q1 =

[

0,0501 −4,8035

−4,8035 −115,2556

]

, Q2 =

[

0,0417 −3,2503

−3,2503 −124,2630

]

,

Q3 =

[

0,0498 −4,7923

−4,7923 −115,5678

]

, Q4 =

[

0,0418 −3,2415

−3,2415 −123,8489

]

, Q5 =

[

0,0433 −4,4734

−4,4734 −119,8390

]

,

Q6 =

[

0,0396 −3,1903

−3,1903 −123,6433

]

, Q7 =

[

0,0429 −4,4600

−4,4600 −120,1941

]

, Q8 =

[

0,0393 −3,2097

−3,2097 −124,4252

]

.

(91)

Na Figura 22 ilustram-se os conjuntosX , L(Hk) eE(P,1) obtidos para essa solução.

Figura 7 - ConjuntosX , L(Hk), E(P,1), para o levitador magnético (35).
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Fonte: próprio autor.

A simulação do levitador magnéticos em malha fechada com a lei de controle chave-

ada (84) utilizou os ganhos de realimentação (90) e matrizesde decisão (91), a condição ini-

cial x̌(0) = [0,09 0]T , ν1 = 0,06 m eν2 = 0,085 kg durante 0 s6 t < 2 s; ν1 = 0,075 m e

ν2 = 0,05 kg durante 2 s6 t < 4 s; eν1 = 0,05 m eν2 = 0,1 kg parat > 4 s. Em vista da mu-

dança de coordenadas utilizada para a alteração na posição da bola, que ocorre sempre após a

estabilização do sistema, encontra-se, observando (91),x(0)TPx(0) = 0,09,x(2)TPx(2) = 0,02,

x(4)TPx(4) = 0,06, e portanto, para o sistema controladox(t) ∈ E(P,1) para todot > 0.

A resposta temporal do levitador magnético é apresentada naFigura 8, na qual os índices

ϕ e σ indicam qual dos ganhosKi e υ j , respectivamente, são utilizados em cada instante. A

partir dessa figura observa-se que a lei de controle (84) foi capaz de manter a bola na posição

desejada ˇx1(t) = y(t) = ν1, após uma resposta transitória adequada, mesmo com incerteza no

sinal de controlei0(ν), dada em (36) (a massaν2 e a posição desejadaν1 são incertas). Nota-se

também na Figura 8 que a lei de controle chaveada apresentachattering, que pode dificultar sua

implementação em sistemas reais.

3.4 COMENTÁRIOS

Neste capítulo foram apresentadas extensões ao controle chaveado apresentado por Souza

et al. (2014c), Souza et al. (2014b), considerando uma região de operação para o sistema con-
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Figura 8 - Posição da bola ( ˇx1(t) = y(t)), velocidade da bola ( ˇx2(t)), sinal de controle (u(t) =
i(t)2− i0(ν)2), e índices de chaveamentoϕ e σ , para o levitador magnético (35) em
malha fechada com a lei de controle chaveada (84).
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trolado e também saturação no atuador. Observe que a região de operação no projeto do con-

trolador chaveado para sistemas não lineares é importante,visto que fora dessa região o modelo

fuzzy T-S incerto não representa exatamente o sistema não linear incerto inicial como combi-

nação convexa de seus modelos locais. Além disso, considerar a possibilidade de saturação

no sinal de controle aproxima o projeto do controlador de suaimplementação, uma vez que a

saturação é uma característica comum de sistemas de controle.

Note que a utilização das leis de controle chaveadas (70) e (84) acarretam em um maior es-

forço computacional que a utilização de um único ganho de realimentação. Entretanto, leis de

controle chaveadas podem ser satisfatoriamente implementadas (SOUZA et al., 2014a; ALVES

et al., 2016a). No Capítulo 4 será vista a implementação da leide controle chaveada, utilizando

o procedimento de projeto estabelecido neste capítulo, em um sistemaBall BalancerQuanserR©

e uma adaptação que foi necessária para que este sistema apresentasse bom desempenho (AL-

VES et al., 2016a).

Pelos resultados de simulação apresentados, observa-se que as leis de controle chaveadas

(70) e (84) podem apresentarchattering. Uma forma de superar esse problema está na utilização

do controle chaveado suave, apresentado no Capítulo 5.
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4 CONTROLE CHAVEADO LOCAL DO BALL BALANCER QUANSER R©

Este capítulo apresenta uma implementação prática dos resultados descritos no Capítulos 3

em um sistemaBall BalancerQuanserR©. De maneira diferente do apresentado em Souza et al.

(2014a), considera-se no procedimento de projeto do controlador uma região de operação para

o equipamento e também a saturação no sinal de controle, que épresente na implementação.

Em projetos iniciais de controladores para este equipamento, com a teoria apresentada no

Capítulo 3, observou-se que a exigência de taxas de decaimento elevadas possibilitavam a ga-

rantia de estabilidade para condições iniciais com menoresnormas, e vice-versa. No controle do

Ball BalancerQuanserR© necessita-se de uma taxa de decaimento relativamente alta para con-

seguir resultados satisfatórios de implementação, frentea distúrbios não modelados, ao mesmo

passo que é interessante garantir estabilidade para condições iniciais com maiores normas.

Deste modo, a teoria previamente apresentada no Capítulo 3 foi estendida, possibilitando

garantir maior taxa de decaimento em uma região “nas proximidades” do ponto de equilíbrio,

que contém estados inicias com menores normas, e com isto resultados satisfatórios de imple-

mentação foram obtidos. A metodologia apresentada neste capítulo foi publicada em Alves et

al. (2016a).

4.1 SISTEMA BALL BALANCER QUANSERR©

O sistemaBall BalancerQuanserR© possui uma placa montada sobre dois servomotores. O

objetivo é movimentar a placa através do acionamento dos servomotores de modo que uma bola

sobre a placa permaneça em uma posição específica ou percorrauma certa trajetória. A posição

da bola é medida por uma câmera localizada acima da placa. O sistema é integrado a um com-

putador que realiza o controle e para a implementação de controladores projetados em tempo

contínuo neste equipamento é utilizada emulação com período de amostragem suficientemente

pequeno. Uma foto do sistemaBall BalancerQuanserR© pertencente ao LPC - FEIS - UNESP é

mostrada na Figura 9 (a). Um esquemático do movimento no eixox é apresentado na Figura 9

(b). O acionamento do eixoy é análogo ao acionamento do eixox.

O movimento com relação a cada eixo é modelado pelo seguinte sistema dinâmico (QUAN-
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Figura 9 - SistemaBall BalancerQuanserR©. (a) Equipamento pertencente ao LPC - FEIS -
UNESP. (b) Esquema do movimento no eixox do sistema.
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Fontes: Arquivo do LPC - FEIS - UNESP - parte (a) e adaptado de Quanser Innovate Educate (2008b) -

parte (b).

SER INNOVATE EDUCATE, 2008a).
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


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
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
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




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




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
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
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
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
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
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
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




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











sat(u(t)) , (92)

sendof23(x3(t)) = kbb(sen(x3(t))/x3(t)), x1(t) = d(t), a posição da bola medida em metros,

x2(t) = ḋ(t), a velocidade linear da bola em metros por segundo,x3(t) = θ(t), a posição

angular do eixo do servomotor, medido em radianos,x4(t) = θ̇(t), a velocidade angular do

eixo do motor em radianos por segundo,u(t) representa a tensão aplicada no motor em Volts.

kbb =
(

2mbrarmr2
bg
)

/
(

L
(

mbr2
b+Jb

))

, sendog= 9,81 m/s2 a aceleração da gravidade, eJb =
(

2mb r2
b

)

/5. Os parâmetros do equipamento são os dados na Tabela 4.

Tabela 4 - Parâmetros do sistemaBall BalancerQuanserR©.

Descrição Valor
Beq Amortecimento referente ao motor 0,0844 Nms/rd
Jeq Inércia referente ao motor 0,0021 kgm2

Am Ganho referente ao motor 0,129 Nm/V
L Comprimento da placa móvel 0,275 m

rarm
Distância entre eixo da engrenagem de saída do servomotor e o ponto de
fixação da barra

0,0254 m

rb Raio da bola 0,0196 m
mb Massa da bola 0,003 kg

Fonte: Quanser Innovate Educate (2008b).

A região especificada para a operação de cada eixo doBall BalancerQuanserR© é repre-

sentada porX em (13), página 26, comnh = 4, N = I4, a matriz identidade de ordem 4, e
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φ =
[

φ1 φ2 φ3 φ4

]T
=
[

0,1375 0,3 π/6 π
]T

. A restrição para as variáveis de estado

foi especificada com base em restrições físicas do equipamento. Por exemplo, pela forma como

foi construído o sistemaBall BalancerQuanserR©, o ânguloθ(t), representado na Figura 9 (b),

deve ser tal que−π/6 rad6 θ(t) = x3(t) 6 π/6 rad (QUANSER INNOVATE EDUCATE,

2008a). Os sinais de controle enviados aos servomotores (umsinal de controle para cada servo-

motor) estão sujeitos à saturação com valorρ = 5 volts, utilizada para proteção do equipamento.

Foi admitida a possibilidade de perda de potência nos servomotores de 30%. Esta perda foi

modelada como um ganhokf no sinal de controle de tal forma quekf = 1 para o sistema sem

falha ekf = 0 para a falha total do sistema. Assim, na implementação foi utilizado o sinal de

controle sujeito à falha

uf (t) = kf u(t), (93)

sendou(t) o sinal de controle e a constantekf ∈ [0,7, 1]. Observe queBuf (t) = kf Bu(t) e

o parâmetro incertokf pode ser incorporado na matrizB, tornando-a incerta para o projeto

da lei de controle. Nestas condições encontra-se, para a região de operação especificada, que

1,23616 f23(x3(t))6 1,2944 e o sistema não linear de cada eixo do sistemaBall Balancer(92)

pode ser representado por um modelo fuzzy T-S incerto utilizando o procedimento descrito na

Seção 2.2, página 25, sendonx = 4, nu = 1, nr = 4 e

ẋ(t) =
4

∑
i=1

αiAix(t)+
4

∑
i=1

αiBiu(t), (94)

A1 = A3 =









0 1 0 0

0 0 1,2944 0

0 0 0 1

0 0 0 −35,0877









, A2 = A4 =









0 1 0 0

0 0 1,2361 0

0 0 0 1

0 0 0 −35,0877









,

B1 = B2 =
[

0 0 0 61,7544
]T
, B3 = B4 =

[

0 0 0 43,2281
]T
.

4.2 CONTROLE CHAVEADO APLICADO AO SISTEMA BALL BALANCER

Para as soluções das LMIs (71) propostas no Teorema 1, página46, usando os parâmetros

descritos na Seção 4.1,D = {D1 = 1,D2 = 0}, juntamente com as LMIs em (81) e (82) sendo

w1 =
[

0,1 0 0 0
]T

, w2 = −w1 e ξ = 20 (EFBERG; LÖFBERG, 2004; GAHINET et al.,

1994), foi observado que, devido às restrições impostas, quanto maior for a taxa de decaimento

menor será o valor deϖ tal queϖco{w1, · · · ,wnL} ∈ E(P,1). Na Figura 10 observa-se a evolu-

ção da variávelϖ (escala do conjuntoco{w1,w2}) em relação àβ (taxa de decaimento) neste

caso.

Intuitivamente, sex(0) tem norma pequena, então necessita-se de um sinal de controle pe-

queno (−Kσ x(t)) de modo que a trajetória de estado seja estável e convirja para o ponto de

equilíbriox(t) = 0. Por outro lado, quando a norma dex(0) é grande, entãou= −Kσ x(t) tem
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Figura 10 - Máximos valores de escalaϖ para diferentes valores de taxa de decaimentoβ para
o sistemaBall BalancerQuanserR©.
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Fonte: próprio autor.

valor elevado, fazendo com que o sinal de controle sature e então a saturação tem influência

na convergência da trajetória de estado. Observe quex(t)TPx(t) 6 λmax‖x(t)‖2, sendoλmax o

maior autovalor deP. Então, para aumentar‖x(0)‖ tal quex(0) ∈ E(P,1) é suficiente diminuir

λmax. Projetando as matrizes do controlador chaveado com as LMIsdo Teorema 1 e acrescen-

tando: X > aI4 e a > 0, sendoa ∈ ℜ uma variável eI4 a matriz identidade de ordem 4,λmax

pode ser minimizado com a maximização dea, pois os autovalores deX são iguais ao inverso

dos autovalores deP. Com esta estratégia e resolvendo essas LMIs utilizando os parâmetros

descritos na Seção 4.1,D = {D1 = 1,D2 = 0} e taxas de decaimentoβ = 0,5, 1, 1,5 e 2 foram

obtidos os respectivos valores mínimos deλmax: 0,2093, 2,8940, 28,7593 e 192,2425.

Para uma implementação com bons resultados noBall BalancerQuanserR©a taxa de de-

caimento necessita ser maior queβ = 1,8. Deste modo, para este sistema tem-se dois obje-

tivos conflitantes: aumentar a região para as condições inicias, para movimentar a bola por

trajetos maiores, e, ao mesmo tempo, conseguir uma taxa de decaimento relativamente ele-

vada. Apenas para exemplificar, apresenta-se na Figura 11 a posição da bola no plano para

o sistemaBall BalancerQuanserR© com lei de controle (70) projetado através das LMIs (71)

com os parâmetros já mencionados na Seção 4.1,D = {D1 = 1,D2 = 0}, β = 1,25, junta-

mente com as LMIs em (81) e (82) sendow1 =
[

0,1 0 0 0
]T

, w2 = −w1, ϖ−2 = 1,56 e

ξ = 20 (EFBERG; LÖFBERG, 2004; GAHINET et al., 1994). Neste contextoé assegurado

quex(0) = ±
[

0,08 0 0 0
]T

∈ E(P,1). Foi utilizada uma referência quadrada de 6 cm de

lado por meio de mudança de coordenada, resultando emx(0) =±
[

0,06 0 0 0
]T

.

Para conseguir resultados satisfatórios é proposto um sistema de controle utilizando está-

gios, cada um projetado com base no Teorema 1 e com exigênciasdiferentes de taxa de de-

caimento e “tamanho” do elipsóideE(P,1), medido porϖ em (81). Sendo assim, cada estágio

possui um conjunto de ganhos de realimentação e de matrizes de decisão. Cada conjunto de
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Figura 11 - Posição da bola no planoxydo sistemaBall BalancerQuanserR© em malha fechada
com a lei de controle (70) e com ganhos projetados paraβ = 1,25.
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ganhos de realimentação e matrizes de decisão é utilizado quando seu estágio correspondente é

ativo e são chaveados de acordo com a lei (70). Esta estratégia é detalhada na Seção 4.3.

4.3 ESTÁGIOS NO CONTROLE CHAVEADO

Considere dois projetos de controlador realizados com base no Teorema 1, com diferentes

exigências de condições iniciais e taxas de decaimento. No primeiro projeto, no qual é proje-

tado o conjunto de ganhosK1 e de matrizes de decisãoQ1, associado à função de Lyapunov

V1(x(t)) = x(t)TP1x(t), garante-se a condição inicial desejada e uma taxa de decaimento β1

menor que o necessário. No segundo projeto, estabelece-se oconjunto de ganhosK2 e de ma-

trizes de decisãoQ2, associado à função de LyapunovV2(x(t)) = x(t)TP2x(t), que asseguram

ao sistema controlado a taxa de decaimento desejadaβ2, porém não garantindo a estabilidade

para o estado inicial desejado. Note que é preferível a utilização do conjuntoK2, uma vez que

utilizando este conjunto de ganhos de realimentação é possível obter uma taxa de decaimento

maior.

Seguindo esta ideia, propõe-se o projeto das matrizes do controlador por estágios de acordo

com o algoritmo mostrado na Tabela 5.

Uma vez projetadas as matrizes dos controladores, determina-se o uso dos conjuntos de

ganho e matrizes de decisão de acordo com as funções de Lyapunov projetadas. A lógica de

ativação dos controladores é a seguinte: seV2(x(t)) 6 1 ative o estágio 2 e utilize a lei de

controle (70) com os conjuntosK2 eQ2; casoV2(x(t))> 1, masV1(x(t))6 1, ative o estágio 1

e utilize a lei de controle (70) com os conjuntosK1 eQ1. Nesta situação, a lógica de ativação
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Tabela 5 - Algoritmo para o projeto de controle chaveado usando estágios.

Passo 1: Estabeleça o conjuntoX de condições iniciais desejado, então resolva as LMIs de
projeto do controlador chaveado dadas no Teorema 1 juntamente com (81) utilizando uma taxa
de decaimentoβ1 > 0, que pode ser menor que a desejada, de modo que as LMIs de projeto
sejam factíveis. Com o resultado defina os conjuntosK1 =

{

K1
1,K

1
2, · · · ,K1

nr

}

, K1
i = MiX

−1,
e Q1 =

{

Q1
1,Q

1
2, · · · ,Q1

nr

}

, Q1
i = X−1Q̄iX

−1, e P1 = X−1. Se β1 for a taxa de decaimento
desejada, o procedimento de projeto termina.

Passo 2: Para o projeto do segundo estágio, estabeleça uma taxa de decaimentoβ2 desejada,
β2 > β1, e ajuste o conjuntoX de modo que as LMIs de projeto do controlador chaveado
dadas no Teorema 1 e por (81) sejam factíveis. Com a solução obtida, defina os conjuntos
K2=

{

K2
1,K

2
2, · · · ,K2

nr

}

, K2
i =MiX

−1, eQ2=
{

Q2
1,Q

2
2, · · · ,Q2

nr

}

, Q2
i =X−1Q̄iX

−1, eP2=X−1.

Fonte: próprio autor.

pode ser sintetizada pela seguinte lei de controle

u(t) =−Kι
ϕx(t), ι = arg*max

{

x(t)TPkx(t), x(t)TPkx(t)6 1
}

e ϕ = arg*min
{

x(t)TQι
jx(t)

}

.

(95)

Observe que as condições inicias devem pertencer ao conjunto E(P1,1) ou E(P2,1) e que

nestas condições o vetor de estado do sistema não deixará a região de operaçãoX , poisE(P1,1)⊂
X eE(P2,1)⊂X .

Neste contexto acontece, no máximo, uma troca de estágio atéo sistema atingir o ponto de

equilíbrio (veja ilustração de possível trajetória de estado na Figura 12). Casox(0) ∈ E(P2,1)

não ocorrerá troca de estágio, porque ambos os conjuntosE(P1,1) eE(P2,1) são positivamente

invariantes para o sistema controlado utilizando os respectivos conjuntos de ganhos de reali-

mentação e matrizes de decisão.

Figura 12 - Ilustração de uma possível trajetória de estado com troca de estágios parax(t)∈ ℜ2.
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Fonte: próprio autor.

Detalham-se agora os resultados obtidos no controle do sistemaBall BalancerQuanserR©
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utilizando estágios no controle chaveado. Neste projeto osvalores de taxa de decaimento uti-

lizados no projeto de cada estágio de controle foram escolhidos empiricamente com base em

testes realizados no equipamento, que sugeriram uma taxa dedecaimentoβ > 1,8 para o bom

desempenho do sistema em manter a bola na trajetória desejada. Resolvendo as LMIs (71) com

os parâmetros já mencionados na Seção 4.1,D = {D1 = 1,D2 = 0}, β = β1 = 0,8 para o pri-

meiro estágio (conjuntosK1 eQ1) e β = β2 = 2 para o segundo estágio (conjuntoK2 eQ2),

juntamente com as LMIs em (81) sendonL = 2, w1 =
[

0,1 0 0 0
]T

, w2 =−w1, ϖ = 1 para

o primeiro estágio
(

assegurando quex(0) =±
[

0,1 0 0 0
]T

∈ E(P,1)
)

eϖ = 11,1111 para

o segundo estágio; junto com as LMIs (82) sendoξ = 5 nos dois casos (EFBERG; LÖFBERG,

2004; GAHINET et al., 1994), encontra-seK1 =
{

K1
1,K

1
2,K

1
3,K

1
4

}

, Q1 =
{

Q1
1,Q

1
2,Q

1
3,Q

1
4

}

, e

K2 =
{

K2
1,K

2
2,K

2
3,K

2
4

}

, Q2 =
{

Q2
1,Q

2
2,Q

2
3,Q

2
4

}

, sendo

K1
1 =

[

37,1335 40,8541 12,7707 2,1861
]

, K1
2 =

[

36,9318 40,7140 12,8230 2,1818
]

,

K1
3 =

[

60,3955 54,9699 17,4896 1,8657
]

, K1
4 =

[

60,6123 54,9882 17,6589 1,8596
]

,

K2
1 =

[

208,4600 138,6943 37,5984 2,3416
]

, K2
2 =

[

207,5852 138,2461 37,5875 2,3440
]

,

K2
3 =

[

249,0018 160,8535 41,6335 1,9881
]

, K2
4 =

[

247,6551 160,0490 41,5052 2,0010
]

.

Q1
1 = 1010×









−1,4405 −0,6814 −0,1741 −0,0089

−0,6814 −0,3287 −0,0837 −0,0043

−0,1741 −0,0837 −0,0213 −0,0011

−0,0089 −0,0043 −0,0011 −0,0001









, Q1
2 = 1010×









−1,4405 −0,6814 −0,1741 −0,0089

−0,6814 −0,3287 −0,0837 −0,0043

−0,1741 −0,0837 −0,0213 −0,0011

−0,0089 −0,0043 −0,0011 −0,0001









,

Q1
3 = 1010×









−1,4405 −0,6814 −0,1741 −0,0089

−0,6814 −0,3287 −0,0837 −0,0043

−0,1741 −0,0837 −0,0213 −0,0011

−0,0089 −0,0043 −0,0011 −0,0001









, Q1
4 = 1010×









−1,4405 −0,6814 −0,1741 −0,0089

−0,6814 −0,3287 −0,0837 −0,0043

−0,1741 −0,0837 −0,0213 −0,0011

−0,0089 −0,0043 −0,0011 −0,0001









,

Q2
1 = 1012×









−1,1283 −0,6350 −0,1278 −0,0047

−0,6350 −0,3564 −0,0716 −0,0026

−0,1278 −0,0716 −0,0144 −0,0005

−0,0047 −0,0026 −0,0005 −0,0000









, Q2
2 = 1012×









−1,1283 −0,6350 −0,1278 −0,0047

−0,6350 −0,3564 −0,0716 −0,0026

−0,1278 −0,0716 −0,0144 −0,0005

−0,0047 −0,0026 −0,0005 −0,0000









,

Q2
3 = 1012×









−1,1283 −0,6350 −0,1278 −0,0047

−0,6350 −0,3564 −0,0716 −0,0026

−0,1278 −0,0716 −0,0144 −0,0005

−0,0047 −0,0026 −0,0005 −0,0000









, Q2
4 = 1012×









−1,1283 −0,6350 −0,1278 −0,0047

−0,6350 −0,3564 −0,0716 −0,0026

−0,1278 −0,0716 −0,0144 −0,0005

−0,0047 −0,0026 −0,0005 −0,0000









.

P1 =









99,9899 47,7021 11,8647 0,6213

47,7021 51,0308 9,5668 0,7395

11,8647 9,5668 5,6903 0,1976

0,6213 0,7395 0,1976 0,0571









, P2 = 103×









998,4794 535,3159 104,6737 3,8406

535,3159 331,6368 70,9738 2,5812

104,6737 70,9738 19,9274 0,7088

3,8406 2,5812 0,7088 0,0706









.

Os resultados de implementação do esquema de controle proposto para o eixox do sistema

Ball BalancerQUANSERR© são mostrados nas Figuras 13 - 18 (os resultados para o eixoy são

análogos e por isto foram omitidos). A posição da bola no plano, para o sistema controlado, é

mostrada na Figura 18. Observe que nesta implementação foi utilizado um quadrado com 9 cm
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de lado como referência, maior que o utilizado na implementação mostrada na Figura 11
(

foi

utilizada mudança de coordenada, resultando emx(0) =±
[

0,09 0 0 0
]T)

. A linha vertical

marcada como início da falha indica o momento a partir do qualfoi emulada uma falha que

diminuiu a potência dos servomotores em 30%, ou seja, o instante no qualkf instantaneamente

passa do valor de 1 para 0,7 em (93).

Figura 13 - Deslocamento medido no eixox do sistemaBall BalancerQuanserR© durante im-
plementação da lei de controle (95).
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Fonte: próprio autor.

Figura 14 - Variáveis de estado medidas no eixox do sistemaBall BalancerQuanserR© durante
implementação da lei de controle (95).
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Como é possível observar nos resultados apresentados nas Figuras 13 - 18 conseguiu-se

bom desempenho do sistema controlado com o uso de estágios nocontrole, mesmo com a

saturação no atuador e perda de potência nos servomotores. Comparando-se as Figuras 18 e 11
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percebe-se que houve um ganho de desempenho significativo quando utilizou-se a estratégia de

controle por estágios. Observe, a partir da Figura 14, que asrestrições de região de operação

foram atendidas durante toda a implementação, embora existam ruídos na implementação, como

observado nas funções de Lyapunov apresentadas na Figura 17.

Figura 15 - Sinal de controle definido por (95) utilizado no eixo x do sistemaBall Balancer
QuanserR© durante implementação.
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Figura 16 - Escolha dos ganhos de realimentação da lei de controle (95) para o eixox do sistema
Ball BalancerQuanserR© durante implementação.
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4.4 COMENTÁRIOS

Neste capítulo foram apresentados resultados de implementação do controle chaveado, com

projeto proposto no Capítulo 3, no sistemaBall BalancerQuanserR©. De modo a conciliar
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Figura 17 - Funções de Lyapunov utilizadas na escolha do controlador (variávelι em (95)) do
eixox do sistemaBall BalancerQuanserR© durante implementação.
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uma região com condições iniciais de maiores normas com uma taxa de decaimento adequada

quando o estado do sistema encontra-se “próximo” ao ponto deequilíbrio, foi proposta a uti-

lização de estágios no controle, projetando mais de um controlador e escolhendo qual será

utilizado com base nas respectivas funções de Lyapunov associadas. Os resultados no sistema

Ball BalancerQuanserR© mostraram o bom desempenho da estratégia proposta.

Como mostrado, o controle chaveado possibilita resultados práticos (SOUZA et al., 2014a;

ALVES et al., 2016a). Porém, como pode ser observado nos exemplos do Capítulo 3, como

não há restrição no chaveamento dos controladores, o mesmo pode acarretar emchattering, que

pode prejudicar a implementação desta lei de controle em alguns casos. A seguir, no Capí-

tulo 5 apresenta-se uma estratégia para suprimir ochatteringem controle chaveado baseada no

conceito do mínimo suave, que suaviza a mudança nos ganhos derealimentação.
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Figura 18 - Posição da bola no planoxy utilizando estágios no controle (95) do sistemaBall
BalancerQuanserR© durante implementação.
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5 O MÍNIMO SUAVE E O CONTROLE CHAVEADO SUAVE SUJEITO À
SATURAÇÃO DE SISTEMAS NÃO LINEARES INCERTOS DESCRITOS POR
MODELOS FUZZY T-S

No Capítulo 3 o controle chaveado (SOUZA et al., 2014c; SOUZA et al., 2014b) foi utili-

zado com sucesso no controle de uma classe de sistemas não lineares incertos com saturação no

atuador em uma região de operação. Apesar de bom desempenho,observou-se nos resultados

que o sinal de controle pode apresentarchattering. Mesmo sendo possível a implementação

desta lei de controle, como mostrado no Capítulo 4, um chaveamento excessivamente rápido no

sinal de controle pode prejudicar a implementação desta técnica de controle em certas aplica-

ções.

Neste capítulo apresenta-se a lei de controle chaveada suave proposta em Alves et al.

(2016c), que baseia-se no conceito de “mínimo suave” e pode ser utilizada para lidar com o

chatteringna lei de controle chaveada. Esta nova lei de controle pode ser aplicada nas mes-

mas condições da lei de controle chaveada e apresenta como inconveniente a garantia, apenas,

da estabilidadeultimate boundedfrente a estabilidade assintótica garantida pela lei de controle

chaveada. Entretanto, como será visto, a regiãoultimate boundeddepende de parâmetros de

suavização escolhidos pelo projetista e pode ser tão pequena quanto se queira.

No desenvolvimento deste capítulo utilizam-se as relaçõesentre as funções sgn(·) e sgn∗(·),
definidas a seguir:

sgn(z) =







0, sez= 0,
z
|z| , sez 6= 0,

(96)

sgn∗(z) =
z

|z|+ γ
,γ > 0; sgn∗(z) = sgn(z) seγ = 0, (97)

sendoγ um parâmetro de suavização.

5.1 CÁLCULO DO MÍNIMO UTILIZANDO A FUNÇÃO SINAL

Nesta seção a função mínimo é descrita utilizando a função sinal. Esta descrição é utilizada

para propor o conceito de mínimo suave e então este novo conceito é empregado na proposta da

lei de controle chaveada suave.

Lema 2 (ALVES et al., 2016c). O mínimo entre dois números reais pode ser calculado por

mi = min{a1,a2}=
a1+a2

2
+

a1−a2

2
sgn(a2−a1) . (98)
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Demonstração.A prova será feita por casos:

• Sea1 < a2 ⇒ a1−a2 < 0: mi =
a1+a2

2
+

a1−a2

2
(+1) = a1;

• Sea2 < a1 ⇒ a1−a2 > 0: mi =
a1+a2

2
+

a1−a2

2
(−1) = a2;

• Sea2 = a1 ⇒ a1−a2 = 0: mi =
a1+a2

2
+

0
2
(0) = a1 = a2.

Lema 3 (ALVES et al., 2016c). O máximo entre dois números reais pode ser calculado por

ma = max{a1,a2}=
a1+a2

2
+

a1−a2

2
sgn(a1−a2) . (99)

Demonstração.A prova é similar à prova do Lema 2.

Observação 3(ALVES et al., 2016c). O mínimo em um conjunto com n elementos pode ser

calculado utilizando a equação(98), observando que

min{U1,U2, · · · ,Un}= min{Un,min{U1, · · · ,Un−1}}, (100)

ou seja, o mínimo pode ser calculado recursivamente.

Seja a matrizQn
ϕ , tal quex(t)TQn

ϕx(t)=min
i∈In

{

x(t)TQix(t)
}

. Então, utilizandoUi = x(t)TQix(t),

i ∈ In, partindo de (98) e (100), tem-se

x(t)TQn
ϕx(t) = min

{

x(t)TQnx(t),x(t)TQn−1
ϕ x(t)

}

= x(t)T

[

Qn+Qn−1
ϕ

2
+

Qn−1
ϕ −Qn

2
sgn(Un−min{U1,U2, · · · ,Un−1})

]

x(t).

(101)

Portanto, a matrizQn
ϕ pode ser calculada como

Qn
ϕ =

Qn+Qn−1
ϕ

2
+

Qn−1
ϕ −Qn

2
sgn(Un−min{U1,U2, · · · ,Un−1}) , (102)

sendoQn−1
ϕ a matriz tal quex(t)TQn−1

ϕ x(t) = min
i∈In−1

{

x(t)TQix(t)
}

. Assim,Qn
ϕ pode ser recursi-

vamente calculada, definindoQ1
ϕ = Q1.

Aplicando esta metodologia de cálculo do mínimo à lei de controle chaveada (70), a matriz

de ganho de realimentaçãoKnr
ϕ associada aQnr

ϕ tal quex(t)TQnr
ϕ x(t) = min

i∈Inr

{

x(t)TQix(t)
}

pode
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ser recursivamente calculada por

Knr
ϕ =

Knr +Knr−1
ϕ

2
+

Knr−1
ϕ −Knr

2
sgn(Unr −min{U1,U2, · · · ,Unr−1}) , (103)

sendoUi = x(t)TQix(t), i ∈ Inr e Knr−1
ϕ a matriz correspondente aQnr−1

ϕ , sendo o caso base

K1
ϕ = K1.

Por exemplo, suponha que foram projetados 4 ganhos de realimentaçãoKi, i ∈ I4, e 4

matrizes de decisãoQi, i ∈ I4. Assim, o ganhoKϕ tal quex(t)TQϕx(t) = min
i∈I4

{

x(t)TQix(t)
}

pode ser calculado recursivamente usando (103), sendoUi =−x(t)TQix(t), como segue:

K2
ϕ =

(K2+K1)

2
+

(K1−K2)

2
sgn(U2−U1);

K3
ϕ =

(K3+K2
ϕ)

2
+

(K2
ϕ −K3)

2
sgn(U3−min{U1,U2});

K4
ϕ =

(K4+K3
ϕ)

2
+

(K3
ϕ −K4)

2
sgn(U4−min{U1,U2,U3});

uϕ(t) =−K4
ϕx(t).

(104)

5.2 O MÍNIMO SUAVE

Para se obter o mínimo suave aproxima-se a descontinuidade na função mínimo, resultante

da função sinal em (98) e (100), por uma função suave. Neste trabalho a função sinal sgn(·)
definida em (96) é substituída pela função sigmóide sgn∗(·) definida em (97), embora outras

aproximações sejam possíveis (ALVES et al., 2015). Na Figura 19 são mostrados os gráficos

das funções sgn(z) e sgn∗(z), sendoγ = 0,01, e é possível perceber como atua a suavização

proposta.

Figura 19 - Gráficos das funções sgn(z) (96) e sgn∗(z) (97),γ = 0,01.
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Fonte: Alves et al. (2016c).

Lema 4 (ALVES et al., 2016c). As funçõessgn(z) (96) e sgn∗(z) (97) satisfazem a seguinte
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igualdade:

sgn∗(z) = sgn(z)−sgn(z)
γ

|z|+ γ
. (105)

Demonstração.Note que, paraz= 0, a partir de (96) e (97), (105) é diretamente satisfeita. Para

z 6= 0 tem-se

sgn∗(z) =
z

|z|+ γ
=

z
|z| −

z
|z|

γ
|z|+ γ

= sgn(z)−sgn(z)
γ

|z|+ γ
.

Definição 1 (ALVES et al., 2016c). O “mínimo suave” entre r valoresmin∗{a1, · · · ,ar} é

definido recursivamente como

min∗ {a1, · · · ,ar}=
ar +a∗r−1

2
+

a∗r−1−ar

2
sgn∗ (ar −min{a1, · · · ,ar−1}) , (106)

sendo a∗r−1 = min∗ {a1, · · · ,ar−1} e o caso base definido comomin∗ {a1}= a1.

A partir da Definição 1, quandor = 2 encontra-se que min∗ {a1,a2} =
a1+a2

2
+

a1−a2

2
×sgn∗ (a2−a1), que é o resultado da substituição de ‘sgn(a2−a1)’ por ‘sgn∗ (a2−a1)’ na

equação (98).

De forma similar ao mínimo convencional, calcula-se a matriz Qn
ϕ∗ tal quex(t)TQn

ϕ∗x(t) =

min∗
i∈In

{

x(t)TQix(t)
}

a partir da Definição 1, recursivamente. Seguindo a mesma análise apre-

sentada para (101) e (102), tem-se

Qn
ϕ∗ =

Qn+Qn−1
ϕ∗

2
+

Qn−1
ϕ∗ −Qn

2
sgn∗ (Un−min{U1,U2, · · · ,Un−1}) , (107)

sendoUi = x(t)TQix(t) e Qn−1
σ∗ a matriz que satisfazx(t)TQn−1

ϕ∗ x(t) = min∗
i∈In−1

{

x(t)TQix(t)
}

. O

caso base é definido comoQ1
ϕ∗ = Q1.

5.3 CONTROLE CHAVEADO SUAVE PARA UMA CLASSE DE SISTEMA NÃO LINEA-
RES INCERTOS

Baseado no controle chaveado (70) e nos resultados que foram descritos nas seções anteri-

ores, em Alves et al. (2016c) é proposta a lei de controle chaveada suave

u(t) = uϕ∗(t) =−Knr
ϕ∗x(t), (108)

sendoKnr
ϕ∗ o ganho correspondente à matrizQnr

ϕ∗ (107), calculado em um conjunto de ganhos

de realimentação{K1, · · · ,Knr}, e Qnr
ϕ∗ calculada tal quex(t)TQnr

ϕ∗x(t) seja o mínimo suave

calculado para o conjunto
{

x(t)TQ1x(t), · · · ,x(t)TQnr x(t)
}

. Assim, o ganhoKnr
ϕ∗ é definido

como a seguir.
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Definição 2(ALVES et al., 2016c). Seja Ui = x(t)TQix(t), i ∈ Inr , então, de(107) e (108) a

matriz Knr
ϕ∗ correspondente a Qnr

ϕ∗ é recursivamente calculada usando

Knr
ϕ∗ =

Knr +Knr−1
ϕ∗

2
+

Knr−1
ϕ∗ −Knr

2
sgn∗ (Unr −min{U1,U2, · · · ,Unr−1}) , (109)

sendo Knr−1
ϕ∗ o ganho correspondente a Qnr−1

ϕ∗ , e tendo como caso base K1
ϕ∗ = K1.

Para exemplificar, novamente suponha 4 ganhos de realimentaçãoKi, i ∈ I4, e suas respec-

tivas matrizes de decisãoQi , i ∈ I4. Usando a Definição 2, comUi = x(t)TQix(t), o ganhoKnr
ϕ∗

correspondente à matrizQnr
ϕ∗ tal quex(t)TQnr

ϕ∗x(t) =min∗
i∈I4

{x(t)TQ1x(t)} é calculada de maneira

análoga a (104), substituindo sgn(·) por sgn∗(·), como segue:

K2
ϕ∗ =

(K2+K1)

2
+

(K1−K2)

2
sgn∗(U2−U1);

K3
ϕ∗ =

(K3+K2
ϕ∗)

2
+

(K2
ϕ∗−K3)

2
sgn∗(U3−min{U1,U2});

K4
ϕ∗ =

(K4+K3
ϕ∗)

2
+

(K3
ϕ∗−K4)

2
sgn∗(U4−min{U1,U2,U3}).

(110)

Lema 5 (ALVES et al., 2016c). O ganho Knr
ϕ∗,nr > 2, definido em(109)pode ser escrito como

Knr
ϕ∗ =

nr

∑
i=1

µiKi ,
nr

∑
i=1

µi = 1, µi > 0, i ∈ Inr , (111)

sendoµi , i ∈ Inr funções contínuas de x(t). Além disso, as funçõesµi, i ∈ Inr , nr > 2, em(111)

podem ser calculadas, usando Ui = x(t)TQix(t), da seguinte maneira:

µi =































nr

∏
l=i+1

p(l), i = 1,

q(i)
nr

∏
l=i+1

p(l), i 6= 1,nr ,

q(i), i = nr ,

(112a)

p(i) = 0,5+0,5sgn∗
(

Ui − min
j∈Ii−1

{

U j
}

)

, (112b)

q(i) = 0,5−0,5sgn∗
(

Ui − min
j∈Ii−1

{

U j
}

)

. (112c)

Demonstração.A demonstração será feita por indução.

Passo base:sejanr = 2,Ui = x(t)TQix(t), de (109) segue que

K2
ϕ∗ = 0,5(K2+K1)+0,5(K1−K2)sgn∗ (U2−U1) ,

K2
ϕ∗ = [0,5+0,5sgn∗ (U2−U1)]K1+[0,5−0,5sgn∗ (U2−U1)]K2. (113)
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Definindo

µ1 = 0,5+0,5sgn∗ (U2−U1) , µ2 = 0,5−0,5sgn∗ (U2−U1) , (114)

segue queK2
ϕ∗ =

2

∑
i=1

µiKi. Então, de (97), sgn∗ (U2−U1) ∈ [−1,1] é uma função contínua, im-

plicando que, de (113) e (114),µ1,µ2 ∈ [0,1] e também são funções contínuas dex(t). Portanto,

(111) é verdadeira paranr = 2.

Passo indutivo:sejanr > 2, nr ∈ Z+ e assuma que (111) é satisfeira paranr = m:

Km
ϕ∗ =

m

∑
i=1

µ̄iKi ,
m

∑
i=1

µ̄i = 1, µ̄i > 0, i ∈ Im, (115)

sendoµ̄i , i ∈ Im funções contínuas dex(t). Então, de (109), segue que

Km+1
ϕ∗ = 0,5

(

Km+1+Km
ϕ∗
)

+0,5
(

Km
ϕ∗−Km+1

)

sgn∗ (Um+1−min{U1, · · · ,Um}) ,

Km+1
ϕ∗ = [0,5+0,5sgn∗ (Um+1−min{U1, · · · ,Um})]Km

ϕ∗+

[0,5−0,5sgn∗ (Um+1−min{U1, · · · ,Um})]Km+1. (116)

Definindo
µ̄m+1 = 0,5−0,5sgn∗ (Um+1−min{U1, · · · ,Um}) ,

µ̄∗
m = 0,5+0,5sgn∗ (Um+1−min{U1, · · · ,Um}) ,

(117)

tem-se que, a partir de (115), (116) e (117),

Km+1
ϕ∗ = µ̄∗

mKm
ϕ∗+ µ̄m+1Km+1 = µ̄∗

m

m

∑
j=1

µ̄ jK j + µ̄m+1Km+1. (118)

Faz-se então a seguinte mudança de variáveis

µm+1 = µ̄m+1, µi = µ̄∗
m µ̄i , i ∈ Im. (119)

Portanto, a partir de (118) segue queKm+1
ϕ∗ =

m+1

∑
i=1

µiKi e, de (119), todas as funçõesµi são

contínuas. Além disso, de (119), (117) e (115),

m+1

∑
i=1

µi = µ̄m+1+
m

∑
i=1

µ̄∗
mµ̄i = µ̄m+1+ µ̄∗

m

m

∑
i=1

µ̄i = µ̄m+1+ µ̄∗
m = 1. (120)

Assim, (111) é verdadeira paranr = m+1 e, pelo princípio da indução matemática, (111) é

verdadeira para todonr > 2. Ademais, comōµi , i ∈ Im, µ̄m+1 e µ̄∗
m são funções contínuas, então

µi, i ∈ Im+1 também são funções contínuas.
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Agora, para o verificar o cálculo das funçõesµi, i ∈ Inr , nr > 2, em (111), a partir de (112),

observe o passo indutivo de (113)-(120). Paranr = 2, usando (112) encontra-se

µ1 =
2

∏
l=2

p(l) = p(2) = 0,5+0,5sgn∗
(

U2−min
j∈I1

{

U j
}

)

= 0,5+0,5sgn∗ (U2−U1) ,

µ2 = q(2) = 0,5−0,5sgn∗
(

U2−min
j∈I1

{

U j
}

)

= 0,5−0,5sgn∗ (U2−U1) ,

que é igual a (114). Considerando (112) verdadeiro paranr = m, tem-se que

µ1 =
m

∏
l=2

p(l),

µi = q(i)
m

∏
l=i+1

p(l), i = 2, · · · ,m−1,

µm = q(m).

(121)

Calculando as funções de ativação de ganhosµi , i ∈ Im+1 a partir de (119), tem-se que

µ1 = p(m+1)
m

∏
l=2

p(l),

µi = q(i)p(m+1)
m

∏
l=i+1

p(l), i = 2, · · · ,m−1,

µm = q(m)p(m+1),

µm+1 = 0,5−0,5sgn∗ (Um+1−min{U1, · · · ,Um}) = q(m+1),

ou seja,

µ1 =
m+1

∏
l=2

p(l),

µi = q(i)
m+1

∏
l=i+1

p(l), i = 2, · · · ,m

µm+1 = q(m+1),

que é o mesmo resultado encontrado pela aplicação da equação(112) paranr = m+1.

Importante observar que, pelo Lema 5,u(t) dado em (108) é uma lei de controle contínua

no tempo. Note também, que a partir do Lema 5,Knr
ϕ∗ é uma combinação convexa entre os

ganhosKi , i ∈ Inr .

Lema 6 (ALVES et al., 2016c). As matrizes Qnϕ e Qn
ϕ∗ definidas em(102)e (107), respectiva-

mente, são relacionadas por

Qn
ϕ∗ = Qn

ϕ +ϒn (122a)
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valendo a desigualdade

06 x(t)Tϒnx(t)6 (n−1)
γ
2
, n> 2. (122b)

Demonstração.A prova é realizada por indução.

Passo base:usando (107),n= 2,Ui = x(t)TQix(t) e (105), segue que

Q2
ϕ∗ =

Q1+Q2

2
+

Q1−Q2

2
sgn∗(U2−U1)

=
Q1+Q2

2
+

Q1−Q2

2

[

sgn(U2−U1)−sgn(U2−U1)
γ

|U2−U1|+ γ

]

.

Assim, de (102),

Q2
ϕ∗ = Q2

ϕ +ϒ2, ϒ2 =
Q2−Q1

2
sgn(U2−U1)

γ
|U2−U1|+ γ

.

Então,

x(t)Tϒ2x(t) = x(t)T
[

Q2−Q1

2
sgn(U2−U1)

γ
|U2−U1|+ γ

]

x(t)

=
U2−U1

2
sgn(U2−U1)

γ
|U2−U1|+ γ

=
γ
2

|U2−U1|
|U2−U1|+ γ

.

Portanto, 06 x(t)Tϒ2x(t)6 γ/2 e (122) é satisfeita paran= 2.

Passo indutivo:sejan> 2, n∈ Z+ e (122) verdadeira paran= m:

Qm
ϕ∗ = Qm

ϕ +ϒm, 06 x(t)Tϒmx(t)6 (m−1)
γ
2
. (123)

CalculandoQm+1
ϕ∗ , de (107), encontra-se

(

usandoU−
m+1 = Um+1−min

i∈Im
{Ui}

)

Qm+1
ϕ∗ =

Qm+1+Qm
ϕ∗

2
+

Qm
ϕ∗−Qm+1

2
sgn∗

(

U−
m+1

)

. (124)

Então, de (124), (123), (105) e (102),

Qm+1
ϕ∗ =

Qm+1+Qm
ϕ +ϒm

2
+

Qm
ϕ +ϒm−Qm+1

2
sgn∗

(

U−
m+1

)

=
Qm+1+Qm

ϕ

2
+

Qm
ϕ −Qm+1

2

[

sgn
(

U−
m+1

)

−sgn
(

U−
m+1

) γ
γ + |U−

m+1|

]

+
ϒm

2

[

1+sgn∗
(

U−
m+1

)]
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= Qm+1
ϕ +

ϒm

2

[

1+sgn∗
(

U−
m+1

)]

+
Qm+1−Qm

ϕ

2
sgn
(

U−
m+1

) γ
γ + |U−

m+1|
.

Assim,

ϒm+1 =
ϒm

2

[

1+sgn∗
(

U−
m+1

)]

+
Qm+1−Qm

ϕ

2
sgn
(

U−
m+1

) γ
γ + |U−

m+1|
.

Consequentemente, de (123),

x(t)Tϒm+1x(t)6 (m−1)
γ

2.2

[

1+sgn∗
(

U−
m+1

)]

+
γ
2

|U−
m+1|

|U−
m+1|+ γ

.

Note que

06 1+sgn∗
(

U−
m+1

)

6 2 e 06
|U−

m+1|
|U−

m+1|+ γ
6 1.

Portanto,

x(t)Tϒm+1x(t)6 (m−1)
γ

2.2
2+

γ
2
= m

γ
2

e (122) é verdadeira paran=m+1, finalizando a prova do passo indutivo. Então, pelo princípio

da indução matemática, (122) é verdadeira para todon> 2.

Com base na discussão realizada, o próximo teorema fornece condições para que a lei de

controle chaveada suave, definida em (108), sendoKnr
ϕ∗ o ganho correspondente à matrizQnr

ϕ∗,

definida em (109), garanta a estabilidadeultimate boundedlocal do sistema controlado (68) e

(108).

Teorema 2(ALVES et al., 2016c). Suponha que as condições do Teorema 1 (página 46) para o

sistema não linear incerto(68)exatamente descrito por um modelo fuzzy T-S(69)considerando

a lei de controle chaveada(70), sejam satisfeitas, e além disso exista matriz simétricaȲ > 0,

Ȳ ∈ ℜnx×nx, tal que

AiX+XAT
i + Z̄i + Q̄i +Ȳ < 0, (125a)





κ̄Ȳ X

X X



> 0, (125b)

sendoκ̄ = 2κ [(nr −1)γ]−1, 0< κ 6 1, eγ o parâmetro de suavização usado em(97)e também

em(109), sejam satisfeitas para todo i∈ Inr , e sejam obtidos P=X−1, Y=X−1ȲX−1, Ki =MiP

e Qi = PQ̄iP para todo i∈ Inr , nr > 2. Então, a lei de controle chaveada suave(108)aplicada

ao sistema(68) assegura a estabilidade ultimate bounded local do sistema controlado para

todo x(0) ∈ E(P,1).
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Demonstração.Adote como candidata a função de LyapunovV (x(t)) = x(t)TPx(t), P= PT ∈
ℜnx×nx, P > 0. DefinaV̇ϕ(x(t)) e V̇ϕ∗(x(t)) como a derivada temporal deV(x(t)) para o sis-

tema (69), com lei de controle (70), página 46, e (108), respectivamente. Note que, pré- e pós-

multiplicando a primeira desigualdade em (71c) por diag{1,P}, sendoP=X−1, fazendoH j(l) =

G j( j)P, depois multiplicando as desigualdades resultantes porµ j , j > 0,
nr

∑
j=1

µ j = 1, e somando

de j = 1 aténr , definindoHϕ∗(l) =
nr

∑
j=1

µ jH j(l), e então aplicando o complemento de Schur em

relação a primeira linha e coluna da desigualdade obtida, tem-seP−HT
ϕ∗(l)ρ

−2
l Hϕ∗(l) > 0 e

seguindo o procedimento em (48)-(49), da página 40, sabe-sequeE(P,1)⊂ L(Hϕ∗). De (111),

u(t) =−Kϕ∗x(t) =−
nr

∑
j=1

µ jK jx(t) e parax(t) ∈ E(P,1) tem-se que

sat(−Kϕ∗x(t)) =
2nu

∑
s=1

λs
[

Ds(−Kϕ∗x(t))+D−
s (Hϕ∗x(t))

]

.

Se (71b) é satisfeita parai e j ∈ Inr , e para todoDs eD−
s ∈D, então pré- e pós-multiplicando

(71b) porP= X−1, fazendo as mudanças de variáveis (75) e multiplicando as LMIs resultantes

por µ j (111), e fazendo a soma dej = 1 aténr , de (111) e (122a), segue que

PBi
[

−DsKϕ∗+D−
s Hϕ∗

]

+
[

−DsKϕ∗+D−
s Hϕ∗

]T
BT

i P6 Zi +Qnr
ϕ∗ = Zi +Qnr

ϕ +ϒnr , (126)

sendoHϕ∗ =
r

∑
j=1

µ jH j e Qnr
ϕ a matriz tal quex(t)TQnr

ϕ x(t) = min
i∈Inr

{

x(t)TQix(t)
}

. Consequen-

temente, seguindo o mesmo procedimento utilizado entre as equações (76) e (78), e conside-

rando (122b) do Lema (6), tem-se

V̇ϕ∗(x(t))6 V̇ϕ(x(t))+x(t)Tϒnr x(t)6 V̇ϕ(x(t))+
(nr −1)γ

2
. (127)

Portanto, a partir da prova do Teorema 1 e de (78), pré- e pós-multiplicando (125a) por

P = X−1 e em seguida multiplicandoαi e fazendo a soma dei = 1 aténr , de (127), sendo

Qi = PQ̄iP, Zi = PZ̄iP eY = PȲiP, segue que

V̇ϕ∗ (x(t))6−x(t)TYx(t)+
(nr −1)γ

2
. (128)

Assim,V̇ϕ∗ (x(t))< 0 se−x(t)TYx(t)<−(nr −1)γ/2, isto é, o conjuntoE(Y,(nr −1)γ/2)

é um limitante para a estabilidadeultimate bounded, pois sex(t) ∈ E(Y,(nr − 1)γ/2), então

x(t)TYx(t) 6 (nr − 1)γ/2 e não há garantias quėVϕ∗(x(t)) < 0. ComoY > 0 tem-se que

−x(t)TYx(t) 6 −ε ‖x(t)‖2
2 , sendoε o menor autovalor deY, que é positivo. Consequente-
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mente,

V̇ϕ∗ (x(t))6−ε ‖x(t)‖2
2+

(nr −1)γ
2

.

Finalmente,̇V (x(t))< 0 se−ε ‖x(t)‖2
2+(nr −1)γ/2< 0, ou

‖x(t)‖2 >

√

(nr −1)γ
2ε

.

Então, de acordo com Corless e Leitmann (1981) o sistema controlado éultimate bounded

estável. Pré- e pós-multiplicando (125b) por diag{P,P}, sendoP = X−1, aplicando o com-

plemento de Schur com respeito a segunda linha e coluna, e substituindo κ̄ = 2κ [(nr −1)γ]−1,

tem-se

2κ [(nr −1)γ]−1Y−PXP> 0,

x(t)T
{

2κ [(nr −1)γ]−1Y
}

x(t)> x(t)TPx(t). (129)

Sex(t) ∈ E(Y,(nr −1)γ/2), entãox(t)TYx(t)6 (nr −1)γ/2 e, de (129),

κ = 2κ [(nr −1)γ]−1(nr −1)γ/2> 2κ [(nr −1)γ]−1x(t)TYx(t)> x(t)TPx(t),

κ > x(t)TPx(t),

e assim, de (45), página 39, segue quex(t) ∈ E(P,κ). Então, como 0< κ 6 1, E(Y,(nr −
1)γ/2) ⊂ E(P,κ) ⊂ E(P,1), uma condição suficiente para que aultimate boundesteja contida

na região de operaçãoX (13). Além disso, a partir de (128) observe queV̇ϕ∗(x) < 0 sex(t) ∈
E(P,1) e x(t) /∈ E(Y,(nr − 1)γ/2). Note também que um valor pequeno deκ resulta em um

conjunto elipsoidalE(Y,(nr −1)γ/2) “pequeno”.

5.3.1 Tratamento de distúrbios ou incertezas no sinal de controle

Considere um sistema não linear incerto sujeito a incertezase/ou distúrbios casadosB(α)d(t)

descrito por (83), página 51, e a lei de controle chaveada suave robusta

u(t) = sat0(uϕ∗(t))−υσ∗, (130a)

sendouϕ∗(t) a lei de controle definida em (108),υσ∗ definido tal que−x(t)TPB0υσ∗ =

min∗
i∈I2

{−x(t)TPB0υi} e sat0(·) definido em (50) e (68b) substituindoρl porρ0(l)= ρl −max
i∈I2

{|υi |}.

Assim, usando a mesma metodologia empregada em (101), (102)e (107), de (105) e (106), tem-

se

υσ∗ =
υ1+υ2

2
+

υ2−υ1

2
sgn∗

(

Û1−Û2
)
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=
υ1+υ2

2
+

υ2−υ1

2

[

(

Û1−Û2
)

|Û1−Û2|+ γσ

]

,γσ > 0, (130b)

sendoÛi =−x(t)TPBυi.

Corolário 3 (ALVES et al., 2016c). Suponha que as condições do Teorema 2 para o sistema não

linear incerto(68)exatamente descrito por um modelo fuzzy T-S(69)com lei de controle(108),

substituindoκ̄ por κ̂ = κ [(nr −1)γ/2+ γσ g0]
−1 em(125b), sendo g0 = max{g(x(t))} e γσ o

parâmetro de suavização utilizado em(130b). Então, a lei de controle chaveada suave ro-

busta(130)assegura a estabilidade ultimate bounded local do sistema não linear incerto exa-

tamente descrito por(83)emX em(13)para todo x(0) ∈ E(P,1).

Demonstração.Adote como candidata a função de LyapunovV (x(t)) = x(t)TPx(t), P= PT ∈
ℜnx×nx, P > 0. DefinaV̇ϕ(x(t)), V̇ϕ∗(x(t)) e V̇ϕr∗(x(t)) como a derivada temporal deV(x(t))

para o sistema (69), com leis de controle (70), (108), e (130), respectivamente. Uma vez que,

da análise apresentada em seguida a equação (84), página 51,sat(u(t)) = sat0(uϕ(t))− υσ∗,

tem-se

V̇ϕr∗(x(t)) = 2x(t)TPẋ(t)

= 2x(t)TP[A(α)x(t)+B(α)u(t)+B(α)d(t)]

= 2x(t)TP
[

A(α)x(t)+B(α)sat0(uϕ∗(t))
]

+2x(t)TPB(α) [d(t)−υσ∗] .

A partir da prova do Teorema 2, substituindoρl por ρ0(l) nas LMIs (71c), eB(α) =

B0g(z(t)),

V̇ϕr∗(x(t))6 V̇ϕ∗(x(t))+2x(t)TPB0 [d(t)−υσ∗]g(z(t))

6 V̇ϕ(x(t))+
(nr −1)γ

2
+2x(t)TPB0 [d(t)−υσ∗]g(z(t)). (131)

Então, usandôUi = −x(t)TPB0υi e o parâmetro de suavizaçãoγσ em sgn∗
(

Û1−Û2
)

(97)

de (130b)
(

γσ é diferente deγ usado no cálculo deQnr
ϕ∗ eKnr

ϕ∗ em (107) e (109)
)

, segue que

min∗
i∈I2

{−x(t)TPB0υi}=
Û1+Û2

2
+

Û1−Û2

2
sgn∗(Û2−Û1)

=
Û1+Û2

2
+

Û1−Û2

2

[

sgn(Û2−Û1)−sgn(Û2−Û1)

(

γσ

γσ + |Û2−Û1|

)]

= min
i∈I2

{−x(t)TPB0υi}+
γσ
2

|Û2−Û1|
γσ + |Û2−Û1|

6 min
i∈I2

{−x(t)TPB0υi}+
γσ
2
. (132)
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Desta análise, o erro entre min∗
i∈I2

{−x(t)TPB0υi} e min
i∈I2

{−x(t)TPB0υi} é limitado. Por outro

lado, sejam os limitantesυ1 6 d(t)6 υ2, assim, da análise entre (85) e (86),

x(t)TPB0d(t)+min
i∈I2

{

−x(t)TPB0υi
}

6 0. (133)

Então, de (131), (132) e (133), e usando queg0 = max
z(t)∈S

{g(z(t))}, S= X ×V, chega-se em

V̇ϕr∗(x(t))6 V̇ϕ(x(t))+
(nr −1)γ

2
+ γσ g(z(t))6 V̇ϕ(x(t))+

(nr −1)γ
2

+ γσ g0.

Substituindoκ̄ em (125b) porκ̂ = κ [(nr −1)γ/2+ γσ g0]
−1 e seguindo o mesmo procedi-

mento usado na prova do Teorema 2, conclui-se que o sistema não linear exatamente descrito

por (83) realimentado utilizando a lei de controle (130) é localmenteultimate boundedestável

para todo estado inicialx(0) ∈ E(P,1). Observe que o limitante da regiãoultimate boundedde-

pende agora do distúrbio, valor deg0, e também do parâmetro de suavização utilizado no termo

afim da lei de controle (130), parâmetroγσ .

5.4 EXEMPLOS

Assim como na Seção 3.3, esta seção também apresenta projetode controladores para os

sistemas bola-viga e levitador magnético, mas desta vez utilizando o controle chaveado suave.

Novamente são utilizados os modelos fuzzy T-S incertos destes sistemas, sendo o procedimento

para a obtenção destes modelos descrito na Seção 2.3. Assim como para a lei de controle

chaveada projetada no Capítulo 3, a lei de controle chaveada suave não utiliza as funções de

pertinência do modelo, podendo estas serem incertas, além disso, também é estimada uma

região positivamente invariante dentro da região de operação, tal que para toda condição inicial

neste conjunto o modelo fuzzy representa o sistema não linear durante toda a trajetória de estado

como uma combinação convexa dos modelos locais.

5.4.1 Controle chaveado suave de um sistema bola-viga

Para o controle chaveado suave do sistema bola-viga utiliza-se os resultados apresentados

na Seção 5.3, que adiciona condições LMIs ao Teorema 1. Assim, resolvendo as LMIs (71c) e

(80), seguindo o Corolário 1, as LMIs (125) do Teorema 2, em conjunto com as LMIs (81) e

LMIs (82), com os mesmos parâmetros utilizados na Subseção 3.3.1 e acrescentandoκ = 0,03

e γ = 0,01 encontrou-se os ganhos de realimentação, as matrizes de decisão e a matrizP como
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segue:
K1 =

[

−20,2591 −51,9371 242,5577 38,0056
]

,

K2 =
[

−21,7239 −55,2260 252,0122 41,0675
]

,

K3 =
[

−20,3677 −52,1991 244,9355 38,1029
]

,

K4 =
[

−21,7227 −55,2215 253,2572 40,9959
]

.

(134)

Q1 = 103×









−0,0096 −0,0252 0,1233 0,0199

−0,0252 −0,0659 0,3219 0,0519

0,1233 0,3219 −1,5629 −0,2516

0,0199 0,0519 −0,2516 −0,0402









, Q2 = 103×









−0,0085 −0,0221 0,1061 0,0254

−0,0221 −0,0574 0,2753 0,0652

0,1061 0,2753 −1,3158 −0,3033

0,0254 0,0652 −0,3033 −0,0580









,

Q3 = 103×









−0,0095 −0,0248 0,1240 0,0195

−0,0248 −0,0649 0,3233 0,0509

0,1240 0,3233 −1,5946 −0,2507

0,0195 0,0509 −0,2507 −0,0393









, Q4 = 103×









−0,0083 −0,0217 0,1069 0,0253

−0,0217 −0,0565 0,2775 0,0649

0,1069 0,2775 −1,3519 −0,3055

0,0253 0,0649 −0,3055 −0,0579









.

(135)

P=









0,9742 2,3796 −10,2473 −1,2941

2,3796 5,9484 −25,9287 −3,2779

−10,2473 −25,9287 117,0832 14,8622

−1,2941 −3,2779 14,8622 2,3027









. (136)

A simulação do sistema bola-viga em malha fechada utilizou acondição inicialx(0) =
[

0 0 0 0
]T

, ν1 = 0,72, os ganhos de realimentação (134) e as matrizes de decisão(135). A

posição desejada para a bola foiν2 = 0,3 m durante 0 s6 t 6 10 s,ν2 = 0 m durante 10 s<

t 6 20 s eν2 =−0,3 m para 20 s< t 6 30 s. Como foi utilizada mudança de coordenada para

atingir a posição desejada, após a estabilização do sistema, foi possível calcular, usando (136),

quex(0)TPx(0) = x(10)TPx(10) = x(20)TPx(20) = 0,0877, consequentemente,x(t) ∈ E(P,1)
para todot > 0.

A resposta temporal fornecida pela simulação do sistema bola-viga realimentado com a lei

de controle chaveada suave (108) e (109), comγ = 0,01, é apresentada nas Figuras 20 e 21. Na

Figura 20 apresentam-se as variáveis de estado e o sinal de controle, e na Figura 21 mostram-se

as ativações dos ganhos de realimentaçãoµi , correspondentes a cada ganhoKi, como definido

no Lema 5, Equação (111).

Comparando os resultados apresentados pelos controle chaveado (70) e pelo controle chave-

ado suave (108) e (109), Figuras 6 e 20, respectivamente, nota-se que ambas as leis de controle

foram capazes de manter a bola na posição desejada. Entretanto, o sinal de controle quando é

utilizada a lei de controle chaveada apresentachattering(Figura 6), enquanto o sinal de controle

calculado pela lei de controle chaveada suave não apresentaeste fenômeno (Figura 20).
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Figura 20 - Variáveis de estado e sinal de controle da simulação do bola-viga (28) realimentado
com a lei de controle chaveada suave (108) e (109).
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Fonte: próprio autor.

Figura 21 - Ativação dos ganhos de realimentaçãoµi em (111) (correspondente aos ganhosKi),
i ∈ I4, da simulação do sistema bola-viga (28) realimentado usando a lei de controle
chaveada suave (108)-(111).
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5.4.2 Controle chaveado suave de um levitador magnético

Considerando o levitador magnético apresentado na Subseção2.3.2 e resolvendo as LMIs

(71), do Teorema 1, as LMIs (125), do Teorema 2, com os parâmetros descritos na Subse-

ção 2.3.2,β = 2,5, ρ0 = 7,4, κ = 0,0134,γ = 0,01, γσ = 0,003, as LMIs (81), comnL = 2,

w1 =
[

0,1 0
]T

, w2 =
[

−0,1 0
]T

e ϖ = 1, encontrou-se

K1 =
[

−63,0691 −5,3173
]

, K2 =
[

−41,4089 −4,2391
]

,

K3 =
[

−63,0636 −5,3162
]

, K4 =
[

−41,4110 −4,2393
]

,

K5 =
[

−57,5259 −5,0411
]

, K6 =
[

−40,4684 −4,1844
]

,

K7 =
[

−57,5203 −5,0399
]

, K8 =
[

−40,4728 −4,1847
]

.

(137)
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P =

[

99,8280 3,5006

3,5006 0,7172

]

, Q1 =

[

0,0430 −4,7032

−4,7032 −103,6242

]

, Q2 =

[

0,0333 −3,0154

−3,0154 −103,1202

]

,

Q3 =

[

0,0430 −4,7034

−4,7034 −103,6074

]

, Q4 =

[

0,0333 −3,0156

−3,0156 −103,1196

]

, Q5 =

[

0,0366 −4,3850

−4,3850 −107,1773

]

,

Q6 =

[

0,0314 −2,9301

−2,9301 −102,1229

]

, Q7 =

[

0,0366 −4,3854

−4,3854 −107,1546

]

, Q8 =

[

0,0314 −2,9304

−2,9304 −102,1338

]

,

(138)

e Y =

[

546,1958 20,9206

20,9206 4,7243

]

. Uma ilustração dos conjuntosX , L(Hk), E(P,1) andE(Y,κ̃), κ̃ =

(nr −1)γ + γσ g0, para esta solução, é mostrada na Figura 22.

Figura 22 - ConjuntosX , L(Hk), E(P,1) e E(Y,κ̃), κ̃ = (r −1)γ + γσ g0, para o levitador mag-
nético (35) realimentado com a lei de controle chaveada suave robusta (130).
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Fonte: próprio autor.

Na simulação do levitador magnético realimentado com lei decontrole chaveada suave

robusta (130) foram utilizados os ganhos de realimentação (137), as matrizes de decisão (138),

os parâmetros de suavizaçãoγ = 0,01 eγσ = 0,003 e assim como no controle chaveado (página

54) utilizou-seυ1 = 1,2889 eυ2 = 3,0678. A condição inicial ˇx(0) = [0,09 0]T , ν1 = 0,06

m e ν2 = 0,085 kg durante 0 s6 t < 2 s; ν1 = 0,075 m eν2 = 0,05 kg durante 2 s6 t < 4

s; eν1 = 0,05 m eν2 = 0,1 kg parat > 4 s. Em consequência da mudança de coordenada

utilizada após a estabilização do sistema, calcula-sex(0)TPx(0) = 0,09, x(2)TPx(2) = 0,02,

x(4)TPx(4) = 0,06. Portanto,x(t) ∈ E(P,1) para todot > 0.

A resposta temporal das variáveis de estado, o sinal de controle e as ativações dos ganhos

de realimentação de cada ganhoKi, υi, obtidas na simulação, são mostradas nas Figuras 23

e 24, respectivamente. Note que, a partir das respostas apresentadas, a lei de controle chaveada

suave foi capaz de manter a bola na posição desejada ˇx1(t) = y(t) = ν1 com erro adequado,

após a resposta transiente, mesmo com incertezas no sinal decontrole devido ao termo incerto

i0(ν) definido em (36) (ν1 e ν2 são incertos). Como pode ser observado na Figura 23, o sinal

de controle não apresentouchattering. Observe que, a partir de (130b), e fazendo uma análise
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análoga ao passo base na prova do Lema 5, página 72,

υσ∗ = ε1υ1+ ε2υ2, ε1,ε2 > 0, ε1+ ε2 = 1. (139)

Figura 23 - Posição da bola ( ˇx1(t) = y(t)), velocidade ( ˇx2(t)), e sinal de controle (u(t) =
i(t)2− i0(ν)2) do levitator magnético (35) em malha fechada com a lei de controle
chaveada suave robusta (130).
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Figura 24 - Ativação dos ganhos de realimentaçãoµi em (111), correspondentes aos ganhosKi,
i ∈ I8, e ε j , correspondentes aos valoresυ j (139), j ∈ I2, para o levitator magné-
tico (35) em malha fechada com a lei de controle chaveada suave robusta (130).
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5.5 COMENTÁRIOS

Neste capítulo foram apresentados os conceitos de mínimo suave (Seção 5.2) e controle

chaveado suave (Seção 5.3). Comparando-se os resultados apresentados nas Figuras 20 e 6

(página 54) e também as Figuras 23 e 8 (página 56), observa-seque as leis de controle chaveadas

suaves podem suavizar o sinal de controle sem perda significativa de desempenho do sistema

controlado. Note que a regiãoultimate boundeddepende dos parâmetros de suavização, que

podem ser escolhidos adequadamente pelo projetista.

Novamente, assim como no controle chaveado, as leis de controle chaveadas suaves (108)

e (130) necessitam de maior capacidade computacional que a utilização de um único ganho de

realimentação.
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6 CONTROLE CHAVEADO E CHAVEADO SUAVE PARA UMA CLASSE DE
SISTEMAS NÃO LINEARES INCERTOS SUJEITOS A DISTÚRBIOS

Neste capítulo apresentam-se condições LMIs que possibilitam o projeto de controle cha-

veado e chaveado suave de modo a garantir a estabilizaçãoultimate boundedde uma classe de

sistemas não lineares. Assume-se que o sistema esteja sujeito à saturação no atuador e deva per-

manecer em sua região de operação. Os resultados descritos aseguir foram publicados em Alves

et al. (2016b).

6.1 CONSIDERANDO DISTÚRBIOS NO PROJETO DO CONTROLADOR CHAVEADO
E CHAVEADO SUAVE

Considere um sistema não linear incerto com saturação no atuador e sujeito a distúrbios

persistentes e com amplitude limitadaw(t), sendo, sem perda de generalidade,w(t)Tw(t) 6 1,

descrito por

ẋi(t) =
nx

∑
j=1

fi j (x(t))x j(t)+
nu

∑
k=1

gik(x(t))satk(uk(t))+
nw

∑
l=1

hil (x(t))wl (t), i ∈ Inx, (140a)

satk(uk(t)) = sgn(uk(t))min{ρk, |uk(t)|}, (140b)

sendoρ =
[

ρ1 · · · ρnu

]

∈ℜnu, ρk > 0, um vetor conhecido. As funções não linearesfi j (x(t)),

gik(x(t)) e hil (x(t)) podem ter parâmetros incertos, desde que estes pertençam a uma faixa de

valores conhecida.

Seguindo um procedimento análogo ao mostrado na Seção 2.2, página 25, em uma região

de operaçãoX em (13) o sistema (140) pode ser representado de maneira exata pelo modelo

fuzzy T-S incerto (TANIGUCHI et al., 2001; SANTIM et al., 2012)

ẋ(t) = A(α)x(t)+B(α)sat(u(t))+E(α)w(t), (141a)
[

A(α) B(α) E(α)
]

=
nr

∑
i=1

αi

[

Ai Bi Ei

]

, (141b)

sat(u(t)) =
[

sat1(u1(t)) · · · satnu(unu(t))
]T

∈ ℜnu, (141c)

sendox(t) =
[

x1(t) · · · xnx(t)
]T

∈ ℜnx o vetor de estado,u(t) =
[

u1(t) · · · unu(t)
]T

∈ ℜnu

o vetor de controle,w(t) =
[

w1(t) · · · wnw(t)
]T

∈ ℜnw o vetor de distúrbio,Ai ∈ ℜnx×nx,

Bi ∈ ℜnx×nu eEi ∈ ℜnx×nw, α =
[

α1 · · · αnr

]T
∈ ℜnr , αi > 0 e

nr

∑
i=1

αi = 1, i ∈ Inr .
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Considere a lei de controle chaveada (SOUZA et al., 2014c; SOUZA et al., 2014b)

u(t) =−Kϕx(t); ϕ = arg* min
j∈Inr

{

x(t)TQ jx(t)
}

, (142)

sendoϕ o índice de chaveamento, que indica qual ganho utilizar paraa realimentação de estado

a cada instante, e a lei de controle chaveada suave (ALVES et al., 2016c)

u(t) =−Knr
ϕ∗x(t), (143)

sendoKnr
ϕ∗=

nr

∑
i=1

µiKi (111),µi calculados para que a matrizQnr
ϕ∗=

nr

∑
i=1

µiQi seja tal quex(t)TQnr
ϕ∗x(t)

= min∗
i∈Inr

{x(t)TQix(t)},
nr

∑
i=1

µi = 1, µi > 0.

A seguir são definidas condições LMIs que asseguram a estabilidadeultimate boundedlo-

cal do sistema (140), utilizando as leis de controle (142) e (143). Além disso, as condições

descritas também fornecem uma região positivamente invarianteE(P,1), tal que para toda con-

dição inicialx(0) nesta região, o sistema (140) é exatamente descrito pelo modelo (141) durante

toda trajetória de estado do sistema controlado.

Teorema 3(ALVES et al., 2016b). Considere o sistema não linear incerto, com saturação no

atuador e sujeito a distúrbios(140), e também uma região de operaçãoX em (13) na qual

este sistema seja exatamente descrito pelo modelo fuzzy T-Sincerto (141), sendoρ ∈ ℜnu,

N ∈ ℜnh×nx e φ ∈ ℜnh conhecidos. Se existirem matrizes simétricas0 < X ∈ ℜnx×nx, Q̄i e

Z̄i ∈ ℜnx×nx, matrizes Gj e Mj ∈ ℜnu×nx, constantes positivasγ, β , η e0< δ1 < 1, tais que

[

AiX+XAT
i + Z̄i + Q̄i +κX+2βX −Ei

−ET
i −η Inw

]

< 0, (144a)

Bi
[

−DsM j +D−
s G j

]

+
[

−DsM j +D−
s G j

]T
BT

i − Z̄i − Q̄ j 6 0, (144b)
[

ρ2
l G j(l)

GT
j(l) X

]

> 0, (144c)

[

φ2
h N(h)X

XNT
(h) X

]

> 0, (144d)

sendoκ =
(

(nr −1)
γ
2
+η

) 1
δ1

e Inw a matriz identidade de ordem nw, sejam satisfeitas para

todo i e j∈ Inr , l ∈ Inu, h∈ Inh, s∈ I2nu , Ds ∈ D em (46) e D−
s = Inu −Ds. Então, a lei de

controle chaveada suave(143), sendo Ki = MiX
−1 e Qi = X−1Q̄iX

−1 para todo i∈ Inr , torna o

sistema não linear incerto(140) localmente ultimate bounded estável para todo x(0) ∈ E(P,1),
além disso garante-se uma taxa de decaimento maior ou igual aβ para todo trajetória inicial

em x(0) ∈ E(P,1)\E(P,δ1) em(45) até atingir o conjuntoE(P,δ1), sendo P= X−1. Com isto,

observe que x(t) ∈ X para todo t> 0, sendoX a região de operação definida em(13).
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Demonstração.Adote como candidata a função de LyapunovV(x(t)) = x(t)TPx(t), 0< P =

PT ∈ ℜnx×nx. Assim, para o sistema (141) realimentado com lei de controle (143)

V̇(x(t)) = ẋ(t)TPx(t)+x(t)TPẋ(t)

= x(t)T [A(α)TP+PA(α)
]

x(t)+x(t)TPE(α)w(t)+w(t)TE(α)TPx(t)

+sat(−Kϕ∗x(t))TB(α)TPx(t)+x(t)TPB(α)sat(−Kϕ∗x(t)). (145)

Então, com o resultado do Lema 1, página 39, se (144d) é satisfeita para todoh ∈ Inh

entãoE(P,1) ⊂ X , da mesma forma, se (144c) é satisfeita para todoj ∈ Inr e l ∈ Inu, então

E(P,1) ⊂ L(H j). Consequentemente, parax(t) ∈ E(P,1), t > 0, segue quex(t) ∈ L(Hϕ∗),

sendoHϕ∗ =
nr

∑
j=1

µ jH j , Hϕ∗ =
[

HT
ϕ∗(1) · · · HT

ϕ∗(nu)

]T
e sat(−Kϕ∗x(t)) ∈ co

{

Ds(−Kϕ∗x(t))

+D−
s (Hϕ∗x(t))

}

(HU; LIN; CHEN, 2002a; CAO; LIN, 2003). Este fato segue da definição dada

em (44), página 39, pois
∣

∣Hϕ∗(l)x(t)
∣

∣=

∣

∣

∣

∣

∣

nr

∑
j=1

µ jH j(l)x(t)

∣

∣

∣

∣

∣

6

nr

∑
j=1

µ j
∣

∣H j(l)x(t)
∣

∣6max
j∈Inr

{∣

∣H j(l)x(t)
∣

∣

}

6

ρl , paral ∈ Inu. Portanto,

sat(−Kϕ∗x(t)) =
2nu

∑
s=1

λs
[

Ds(−Kϕ∗x(t))+D−
s (Hϕ∗x(t))

]

, (146)

sendoDs ∈ D em (46),D−
s = Inu −Ds ∈ D, e λs > 0 ∀s∈ I2nu ,

2nu

∑
s=1

λs = 1 (HU; LIN; CHEN,

2002a; CAO; LIN, 2003). Então, de (145) e (146),

V̇(x(t)) = x(t)T {A(α)TP+PA(α)
}

x(t)+x(t)TPE(α)w(t)+w(t)TE(α)TPx(t)

+
2m

∑
s=1

λsx(t)T
{

[

−DsKϕ∗+D−
s Hϕ∗

]T
B(α)TP+PB(α)

[

−DsKϕ∗+D−
s Hϕ∗

]

}

x(t).

(147)

Pré- e pós-multiplicando (144b) porP= X−1, fazendo as mudanças de variáveisG jP= H j ,

M jP=K j , PZ̄iP= Zi ePQ̄iP=Qi, multiplicando as desigualdades obtidas pelos corresponden-

tesµ j > 0, j ∈ Inr ,
nr

∑
j=1

µ j = 1 e fazendo a soma dej = 1 aténr , então, usando (111) presente

no Lema 5, (122a) do Lema 6, e (143), encontra-se

[

−DsKϕ∗+D−
s Hϕ∗

]T
BT

i P+PBi
[

−DsKϕ∗+D−
s Hϕ∗

]

6 Zi +Qnr
ϕ∗ = Zi +Qnr

ϕ +ϒnr . (148)

Multiplicando (148) porαi > 0, i ∈ Inr ,
nr

∑
i=1

αi = 1 e fazendo a soma dei = 1 aténr , e então

multiplicando as desigualdades resultantes porλs > 0, s∈ I2nu ,
2nu

∑
s=1

λs = 1, e fazendo a soma de
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s= 1 até 2nu,

2nu

∑
s=1

λs

{

[

−DsKϕ∗+D−
s Hϕ∗

]T
B(α)TP+PB(α)

[

−DsKϕ∗+D−
s Hϕ∗

]

}

6 Z(α)+Qnr
ϕ +ϒnr ,

(149)

sendo Z(α) =
nr

∑
i=1

αiZi. Observe que, em vista de (101), página 69,x(t)TQnr
ϕ x(t) =

x(t)TQϕx(t)= min
i∈Inr

{x(t)TQix(t)}6
nr

∑
i=1

αix(t)
TQix(t)= x(t)TQ(α)x(t). Assim, a partir de (149),

(147), e (122b),

V̇(x(t))6 x(t)T {A(α)TP+PA(α)+Z(α)+Q(α)
}

x(t)+2x(t)TPE(α)w(t)+(nr −1)
γ
2
.

(150)

Dada uma constanteη > 0, e comow(t)Tw(t) 6 1, tem-se a seguinte desigualdade (PE-

TERSEN, 1987),

2x(t)TPE(α)w(t)6
1
η

x(t)TPE(α)E(α)TPx(t)+ηw(t)Tw(t)

6
1
η

x(t)TPE(α)E(α)TPx(t)+η . (151)

De (150) e (151) tem-se que

V̇(x(t))6 x(t)T {A(α)TP+PA(α)+Z(α)+Q(α)
}

x(t)

+
1
η

x(t)TPE(α)E(α)TPx(t)+(nr −1)
γ
2
+η . (152)

Multiplicando (144a) porαi > 0, i ∈ Inr ,
nr

∑
i=1

αi = 1, e fazendo a soma dei = 1 aténr ,

aplicando o complemento de Schur ao resultado obtido, com respeito a segunda linha e coluna,

pré- e pós-multiplicando o resultado porP = X−1, e então fazendo as mudanças de variáveis

PZ̄iP= Zi ePQ̄iP= Qi , encontra-se

PA(α)+A(α)TP+Z(α)+Q(α)+
1
η

PE(α)TE(α)P<−κP−2βP, (153)

sendoκ =
(

(nr −1)
γ
2
+η

) 1
δ1

. Utilizando (152) e (153) tem-se que

V̇(x(t))6−κx(t)TPx(t)+κδ1−2βx(t)TPx(t). (154)

Portanto, para todox(t) /∈ E(P,δ1) ex(t) ∈ E(P,1), segue quex(t)TPx(t)> δ1. Consequen-

tementeV̇(x(t)) 6 −2βx(t)TPx(t) = −2βV(x(t)), garantindo uma taxa de decaimento maior

ou igual aβ (BOYD et al., 1994) para todox(t) ∈ E(P,1) \ E(P,δ1). Note que 0< δ1 < 1



90

e por istoE(P,δ1) ⊂ E(P,1). ComoP > 0 segue quex(t)TPx(t) 6 ε ‖x(t)‖2
2, sendoε > 0 o

menor autovalor deP, que é positivo. Assim, parȧV(x(t)) < 0, de (154) é suficiente que

−κε ‖x(t)‖2
2+κδ1−2βε ‖x(t)‖2

2 < 0, ou seja,

√

κδ1

(κ +2β )ε
< ‖x(t)‖2. Então, o sistema não

linear incerto (140) realimentado com lei de controle (143), sendoKi = MiP e Qi = PQ̄iP é ul-

timate boundedestável para todox(0) ∈ E(P,1) (CORLESS; LEITMANN, 1981). Finalmente,

note queE(P,1) ∈ X , uma condição suficiente para que toda trajetória de estado iniciada em

x(0) ∈ E(P,1) permaneça na região de operaçãoX em (13) para todot > 0 (KLUG et al., 2015;

KLUG; CASTELAN; COUTINHO, 2015).

Corolário 4 (ALVES et al., 2016b). Sendo satisfeitas as condições do Teorema 3 para o sis-

tema não linear incerto(140) para κ =
η
δ1

, η > 0 e 0 < δ1 < 1. Então a lei de controle

chaveada(142), sendo Ki = MiX
−1 e Qi = X−1Q̄iX

−1 para todo i∈ Inr , garante a estabilidade

ultimate bounded local do sistema não linear incerto(140)para todo x(0) ∈ E(P,1) tendo taxa

de decaimento maior ou igual aβ para todo x(0) ∈ E(P,1) \ E(P,δ1) até atingir o conjunto

E(P,δ1) em(45), sendo P= X−1. Adicionalmente, tem-se que x(t) ∈ X para todo t> 0, sendo

X a região de operação(13)do sistema não linear incerto.

Demonstração.As condições do Corolário 4 seguem das condições do Teorema 3,conside-

randoγ = 0 (pois no corolárioκ = η/δ1). Comoγ = 0, de (97), página 68, a função sgn∗(z) é

igual a função sgn(z). Assim, no caso da função mínimo suave min∗{a1, · · · ,ar} dada na Defini-

ção 1 é igual a min{a1, · · · ,ar} (ALVES et al., 2016c), a partir de (122) e (142),x(t)TQnr
ϕ∗x(t) =

x(t)TQnr
ϕ x(t) = x(t)TQϕx(t), sendoQnr

ϕ a matriz tal quex(t)TQnr
ϕ x(t) = min

i∈Inr

{

x(t)TQix(t)
}

, e

então, de (111) e (143),Knr
ϕ∗ = Knr

ϕ . Portanto, seγ = 0 então a lei de controle suave (143) é

equivalente a lei de controle chaveada (142) e a prova está terminada.

Observação 4(ALVES et al., 2016b). As desigualdades(144) são LMIs caso sejam dados

γ > 0, β > 0, η > 0 e0< δ1 < 1, além disso, é interessante encontrar o menorδ1 tal que(144)

sejam satisfeitas, pois o valor deδ1 é utilizado na definição da região de condições iniciais

x(0) ∈ E(P,1) \ E(P,δ1), na qual a taxa de decaimento é maior ou igual aβ . Assim, dadosγ
e β , o melhor valor deη e δ1 podem ser encontrados por uma busca unidimensional emη ,

resolvendo o seguinte problema de otimização

min
X,Qi ,Zi ,G j ,M j

δ1 s. a. 0< δ1 < 1, η > 0, X > 0 e (144), (155)

sendoκ =
(

(nr −1)
γ
2
+η

) 1
δ1

para o controle chaveado suave(143)ouκ =
η
δ1

se for utilizada

a lei de controle chaveada(142).

Assim como no projeto de controle chaveado e chaveado suave descritos nos Capítulos 3

e 5, respectivamente, é interessante assegurar que um certoconjunto de condições iniciais
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pertença ao conjunto positivamente invariante do sistema controladoE(P,1). Isto novamente

pode ser feito, para o conjunto de condições iniciaisX = ϖco{w1, · · · ,wL}, adicionando as

LMIs (81), junto às condições do problema (155).

6.2 EXEMPLO: SISTEMA BOLA-VIGA SUJEITO A DISTÚRBIO

Considere o sistema bola-viga descrito na Subseção 2.3.1 comacréscimo de distúrbios, de

modo que possa ser descrito pela seguinte dinâmica












ẋ1(t)

ẋ2(t)

ẋ3(t)

ẋ4(t)













=













0 1 0 0

0 0 a23(x(t)) a24(x(t))

0 0 0 1

0 0 0 0

























x1(t)

x2(t)

x3(t)

x4(t)













+













0

0

0

1













sat(u(t))+













0

ζ
0

0













w(t), (156a)

a23(z(t)) =
−ν1gsen(x3(t))

x3(t)
, a24(z(t)) = ν1x1(t)x4(t), (156b)

sendo suas variáveis de estado e parâmetros, incluindo região de operação e valor de saturação

no sinal de controle, já descritos na Subseção 2.3.1,u(t) ∈ ℜ o sinal de controle ew(t) ∈ ℜ um

distúrbio persistente e limitado em amplitude tal quew(t)Tw(t)6 1 para todot > 0, e sendo o

parâmetro incerto 0,066 ζ 6 0,12.

O objetivo desta seção é utilizar a teoria apresentada na Seção 6.1 para projetar controla-

dores para o sistema bola-viga com distúrbio (156) de modo a garantir que o sistema em malha

fechada seja localmenteultimate boundedestável, tendo uma taxa de decaimento adequada

e fazendo com que o estado do sistemax(t), t > 0, permaneça na região de operação pré-

estabelecida, mantendo-o “próximo” do ponto de equilíbriox(t) = 0, após o transitório, mesmo

sobre a influência do distúrbio. Observe que, mesmo considerandow(t) = 0, parau(t) = 0, o

ponto de equilíbriox(t) = 0 do sistema (156) é instável.

Utilizando procedimento análogo ao apresentado na Seção 2.2, página 25, o sistema (156)

pode ser exatamente descrito pelo modelo

ẋ(t) = A(α)x(t)+B(α)u(t)+E(α)w(t), (157)

sendonx= 4,nu= 1 enr = 8,x(t)=
[

x1(t) x2(t) x3(t) x4(t)
]T

∈ℜ4,
[

A(α) B(α) E(α)
]

=
nr

∑
i=1

αi

[

Ai Bi Ei

]

, Ai ∈ ℜ4×4, Bi ∈ ℜ4×1 eEi ∈ ℜ4×1, αi > 0 e
nr

∑
i=1

αi = 1, i ∈ Inr , e
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A1 = A5 =













0 1 0 0

0 0 −6,0891 2,85

0 0 0 1

0 0 0 0













, A2 = A6 =













0 1 0 0

0 0 −6,0891 −2,85

0 0 0 1

0 0 0 0













,

A3 = A7 =













0 1 0 0

0 0 −7,3575 2,85

0 0 0 1

0 0 0 0













, A4 = A8 =













0 1 0 0

0 0 −7,3575 −2,85

0 0 0 1

0 0 0 0













,

E1 = E2 = E3 = E4 =
[

0 0,12 0 0
]T

, E5 = E6 = E7 = E8 =
[

0 0,06 0 0
]T

eB1 = B2 =

B3 = B4 = B5 = B6 = B7 = B8 =
[

0 0 0 1
]T

.

Assim, resolvendo o problema de otimização (155) (EFBERG; LÖFBERG, 2004; STURM,

1999) para o controle chaveado suave (143)
(

κ =
(

(nr −1)
γ
2
+η

) 1
δ1

)

, considerando os parâ-

metros já mencionados,β = 0,2,ρ = 10,γ = 0,005, junto com as LMIs (81) sendonL = 2,w1 =
[

1 0 0 0
]T

e w2 = −w1, ϖ−2 = 25
(

para assegurarx(0) =
[

0,2 0 0 0
]T

∈ E(P,1)
)

obteve-se, paraη = 0,08,δ1 = 0,294 e as seguintes matrizes:

K1 =
[

−47,6123 −103,8016 445,4800 35,4099
]

,

K2 = 103×
[

−0,1112 −0,2397 1,0029 0,0786
]

,

K3 =
[

−46,2825 −100,9987 434,2064 34,6344
]

,

K4 =
[

−107,3910 −231,4643 970,6463 76,3639
]

,

K5 =
[

−51,1178 −111,3896 476,9727 37,4672
]

,
(158)

K6 =
[

−110,3925 −237,9949 996,2745 78,0005
]

,

K7 =
[

−49,5302 −108,0092 463,5915 36,5742
]

,

K8 =
[

−107,0036 −230,7033 967,9094 76,0316
]

.
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Q1 = 105×









0,0292 0,0611 −0,2490 −0,0164

0,0611 0,1282 −0,5218 −0,0343

−0,2490 −0,5218 2,1231 0,1389

−0,0164 −0,0343 0,1389 0,0090









, Q2 = 105×









0,0287 0,0604 −0,2464 −0,0146

0,0604 0,1268 −0,5171 −0,0305

−0,2464 −0,5171 2,1091 0,1237

−0,0146 −0,0305 0,1237 0,0067









,

Q3 = 105×









0,0292 0,0613 −0,2494 −0,0164

0,0613 0,1286 −0,5226 −0,0344

−0,2494 −0,5226 2,1231 0,1391

−0,0164 −0,0344 0,1391 0,0090









, Q4 = 105×









0,0287 0,0603 −0,2454 −0,0146

0,0603 0,1265 −0,5151 −0,0305

−0,2454 −0,5151 2,0962 0,1233

−0,0146 −0,0305 0,1233 0,0068









,

Q5 = 105×









0,0309 0,0649 −0,2643 −0,0175

0,0649 0,1362 −0,5548 −0,0366

−0,2643 −0,5548 2,2590 0,1486

−0,0175 −0,0366 0,1486 0,0097









, Q6 = 105×









0,0304 0,0640 −0,2614 −0,0157

0,0640 0,1346 −0,5493 −0,0328

−0,2614 −0,5493 2,2415 0,1334

−0,0157 −0,0328 0,1334 0,0075









,

Q7 = 105×









0,0310 0,0650 −0,2646 −0,0175

0,0650 0,1366 −0,5554 −0,0367

−0,2646 −0,5554 2,2581 0,1488

−0,0175 −0,0367 0,1488 0,0097









, Q8 = 105×









0,0304 0,0639 −0,2606 −0,0157

0,0639 0,1344 −0,5476 −0,0328

−0,2606 −0,5476 2,2303 0,1331

−0,0157 −0,0328 0,1331 0,0075









.

(159)

P= 103×









0,0241 0,0508 −0,2088 −0,0147

0,0508 0,1091 −0,4503 −0,0320

−0,2088 −0,4503 1,8855 0,1337

−0,0147 −0,0320 0,1337 0,0114









. (160)

Resolvendo o mesmo problema (155) para a lei de controle chaveada (142) (EFBERG;

LÖFBERG, 2004; STURM, 1999)
(

κ =
η
δ1

)

, com os mesmos parâmetros já mencionados,

encontrou-se, paraη = 0,07,δ1 = 0,237 e as seguintes matrizes:

K1 =
[

−49,0530 −106,0927 459,5850 37,2612
]

,

K2 = 103×
[

−0,1104 −0,2363 1,0007 0,0806
]

,

K3 =
[

−47,6285 −103,1074 447,4036 36,3913
]

,

K4 =
[

−106,9309 −228,8320 971,3776 78,5162
]

,

K5 =
[

−52,7077 −113,9535 492,6345 39,5312
]

,

K6 =
[

−109,6781 −234,7799 994,9535 80,0858
]

,

K7 =
[

−51,1152 −110,5848 479,1173 38,5965
]

,

K8 =
[

−106,3599 −227,6893 967,0014 78,0665
]

.

(161)

Q1 = 104×









0,0761 0,1591 −0,6541 −0,0360

0,1591 0,3324 −1,3644 −0,0744

−0,6541 −1,3644 5,5951 0,3000

−0,0360 −0,0744 0,3000 0,0136









, Q2 = 104×









0,0729 0,1533 −0,6350 −0,0187

0,1533 0,3220 −1,3328 −0,0381

−0,6350 −1,3328 5,5135 0,1521

−0,0187 −0,0381 0,1521 −0,0091









,

Q3 = 104×









0,0770 0,1611 −0,6583 −0,0366

0,1611 0,3364 −1,3731 −0,0756

−0,6583 −1,3731 5,5974 0,3025

−0,0366 −0,0756 0,3025 0,0140









, Q4 = 104×









0,0723 0,1520 −0,6249 −0,0186

0,1520 0,3194 −1,3114 −0,0379

−0,6249 −1,3114 5,3804 0,1478

−0,0186 −0,0379 0,1478 −0,0090









,
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Q5 = 104×









0,0954 0,2003 −0,8258 −0,0487

0,2003 0,4200 −1,7304 −0,1013

−0,8258 −1,7304 7,1232 0,4123

−0,0487 −0,1013 0,4123 0,0219









, Q6 = 104×









0,0918 0,1936 −0,8031 −0,0314

0,1936 0,4080 −1,6912 −0,0651

−0,8031 −1,6912 7,0065 0,2645

−0,0314 −0,0651 0,2645 −0,0006









,

Q7 = 104×









0,0961 0,2018 −0,8284 −0,0491

0,2018 0,4233 −1,7358 −0,1022

−0,8284 −1,7358 7,1117 0,4133

−0,0491 −0,1022 0,4133 0,0221









, Q8 = 104×









0,0913 0,1926 −0,7942 −0,0314

0,1926 0,4058 −1,6722 −0,0650

−0,7942 −1,6722 6,8851 0,2608

−0,0314 −0,0650 0,2608 −0,0005









.

(162)

P= 103×









0,0238 0,0499 −0,2078 −0,0151

0,0499 0,1064 −0,4448 −0,0326

−0,2078 −0,4448 1,8849 0,1378

−0,0151 −0,0326 0,1378 0,0120









. (163)

Para as simulações do sistema bola-viga foi utilizada a dinâmica (156), sendo os parâmetros

incertos fixados emν1 = 0,72,ν2 = 0 eζ = 0,1, a condição inicialx(0) =
[

0,2 0 0 0
]T

, e

um distúrbiow(t) descrito por (Figura 25):

w(t) =







sen(0,5t), se sen(0,5t)> 0,

0, se sen(0,5t)6 0.
(164)

De modo a comparar os desempenhos, foram realizadas simulações utilizando a lei de con-

trole chaveada (142) (com ganhos de realimentação (161) e matrizes de decisão (162)) e a lei

de controle chaveada suave (143) (com ganhos de realimentação (158) e matrizes de decisão

(159)). Note que, para o sistema realimentado com a lei de controle chaveada, usando a matriz

de LyapunovP dada em (163),x(0)TPx(0) = 0,9639 e assimx(0) ∈ E(P,1). Com a matriz de

Lyapunov calculada para a lei de controle chaveada suave, (160),x(0)TPx(0) = 0,9530 e nova-

mentex(0) ∈ E(P,1). Portanto, a estabilidade localultimate boundeddo sistema bola-viga com

distúrbio (156) é assegurada tanto com a utilização da lei decontrole chaveada suave quanto

com a lei de controle chaveada.

Na Figura 26 são apresentadas a resposta temporal, o sinal decontrole e o índice de chave-

amentoϕ resultantes de uma simulação do sistema bola-viga (156) em malha fechada com a lei

de controle chaveada (142). Nas Figuras 27 e 28 são mostradosa resposta temporal, o sinal de

controle e as ativações dos ganhos de realimentaçãoµi resultantes de uma simulação do sistema

bola-viga (156) em malha fechada com a lei de controle chaveada suave (143).

Nota-se das Figuras 26 e 27 que o controle chaveado, apesar debom desempenho, apresenta

chatteringno sinal de controle, enquanto o sinal de controle chaveado suave não apresentou este

comportamento.

A evolução temporal das funções de LyapunovV(x(t)) = x(t)TPx(t) calculadas para o sis-

tema bola-viga (156) com leis de controle chaveada e chaveada suave são apresentadas na Fi-
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Figura 25 - Distúrbio utilizado nas simulações.
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Fonte: Alves et al. (2016b).

Figura 26 - Resposta temporal para a simulação do sistema bola-viga (156) com malha fechada
utilizando a lei de controle chaveada (142): variáveis de estado, sinal de controle e
índice de chaveamentoϕ.
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Fonte: próprio autor.

gura 29. O parâmetroδ1, que atua como limitante para a regiãoultimate bounded, projetado

com os métodos propostos, foi menor para a lei de controle chaveada em comparação com o

calculado para a lei de controle chaveada suave. Nota-se queδ1 foi superestimado para este

distúrbio, o que mostra que possíveis relaxações para as condições do Teorema 3 e Corolário 4

são possíveis.

A partir dos resultados alcançados percebe-se que ambos controle chaveado (142) e con-

trole chaveado suave (143) foram capazes de manter a bola próxima do ponto de equilíbrio

desejado, no caso a origem do espaço de estados, apesar da presença do distúrbio limitado em

amplitude (164). A partir das Figuras 26 e 27 nota-se que quando o distúrbio cessa o estado do

sistema tende ao ponto de equilíbrio com ambas as leis de controle.
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Figura 27 - Resposta temporal para a simulação do sistema bola-viga (156) realimentado com a
lei de controle chaveada suave (143): variáveis de estado e sinal de controle.
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Figura 28 - Ativação dos ganhos de realimentaçãoµi em (111) (correspondente aos ganhosKi),
i ∈ I8, da simulação do sistema bola-viga (156) realimentada usando a lei de controle
chaveada suave (143).

0 5 10 15 20 25 30

0

0.5

1

0 5 10 15 20 25 30

0

0.1

0.2

0 5 10 15 20 25 30

0

0.5

0 5 10 15 20 25 30

0

0.5

1

0 5 10 15 20 25 30

0

0.1

0.2

0 5 10 15 20 25 30

0

0.2

0.4

0 5 10 15 20 25 30

0

0.5

0 5 10 15 20 25 30

0

0.5

1

t (s)t (s)

t (s)t (s)

t (s)t (s)

t (s)t (s)

µ 1 µ 2

µ 3 µ 4

µ 5 µ 6

µ 7 µ 8

Fonte: próprio autor.

6.3 COMENTÁRIOS

Neste capítulo estendeu-se a teoria apresentada nos Capítulos 3 e 5, provendo condições

LMIs para a estabilização local de uma classe de sistemas nãolineares incertos com distúrbios

não casados, usando as leis de controle chaveada e chaveada suave. No projeto do controlador

é utilizado o modelo fuzzy T-S que exatamente descreve o sistema a ser controlado e a região

na qual este modelo é válido (é expresso através de uma combinação convexa dos modelos
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Figura 29 - Evolução temporal da função de LyapunovV(x(t)) = x(t)TPx(t) para o sistema
bola-viga (156). (a) Realimentado com lei de controle chaveada (142) (P dado em
(163)). (b) Realimentado com lei de controle chaveada suave (143) (P dado em
(160)).
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locais) é considerada no projeto, fornecendo uma região para as condições iniciais. Manteve-se

a característica de não necessitar das funções de pertinência do modelo fuzzy para compor o

sinal de controle, possibilitando o controle de sistemas não lineares incertos.

A partir dos resultados apresentados, observou-se novamente, assim como no Capítulo 3,

a possibilidade dechatteringno sinal de controle usando o controle chaveado, dificuldadeque

foi mitigada com o uso do controle chaveado suave. Nota-se também que oultimate bound,

medido porδ1, é menor para o controle chaveado do que para o controle chaveado suave.

Assim, o projetista deve ponderar essas características naescolha do controlador, de acordo

com o sistema a ser controlado.
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7 CONCLUSÕES

Neste trabalho foram apresentados resultados sobre o controle chaveado e chaveado suave

para uma classe de sistemas não lineares incertos com saturação no atuador. Estes resultados

são baseados na representação exata destes sistemas por modelos fuzzy T-S incertos, através

de uma combinação convexa de modelos locais lineares, que possuem funções de pertinência

incertas e modelos locais conhecidos, podendo estes serem obtidos seguindo a metodologia

apresentada no Capítulo 2. Uma vez que esta representação exata acontece em uma região do

espaço de estados, as leis de controle propostas encontram-se em um contexto local.

Os resultados apresentados estendem outros anteriormentedescritos em Souza et al. (2014c)

e em Souza et al. (2014b), principalmente no sentido de considerar uma região de operação para

o sistema não linear e a saturação no sinal de controle. Considerar a região de operação é um

ponto chave no projeto, visto que as metodologias propostasdependem da convexidade do

modelo fuzzy T-S que exatamente descreve o sistema não linear, e isto é assegurado somente na

região de operação considerada na etapa de modelagem. Assim, as garantias de desempenho do

sistema não linear são sempre asseguradas em um contexto local. Além disso, a saturação no

sinal de controle é uma situação encontrada na prática e considerá-la aproxima o projeto teórico

de sua implementação.

A teoria apresentada no Capítulo 3 foi adaptada para permitira implementação no sistema

Ball Balancer, que necessita de taxas de decaimento relativamente alta para bons resultados

de implementação. Observando que se conseguia uma região deestados iniciais “pequena”

para uma taxa de decaimento alta e vice-versa, a ideia para conciliar esses dois critérios foi

aproveitar-se dos conjuntos elipsoidais, positivamente invariantes (BLANCHINI, 1999) para o

sistema controlado, e projetar mais de um controlador. Apenas um controlador é utilizado por

vez, sendo a escolha deste dependendo do estado do sistema. Como apresentado no Capítulo 4,

esta estratégia possibilitou a obtenção de bons resultadosde implementação.

Foi também proposta uma técnica que permite suavizar a mudança de ganho de realimen-

tação do controle chaveado, com resultados iniciais apresentados em Alves et al. (2015) e te-

oria completa publicada em Alves et al. (2016c). Para este objetivo foi definido o conceito de

“mínimo suave”, baseado na representação da função mínimo através da função sinal. Esta

estratégia de suavização possui como desvantagem a garantia de convergência do estado do sis-

tema apenas para uma região entorno do ponto de equilíbrio, enão para o ponto de equilíbrio.

Entretanto, esta região depende de parâmetros de projeto e pode ser ajustada de acordo com o

sistema a ser controlado. Assim, uma escolha adequada dos parâmetros de projeto possibilita
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bom desempenho do sistema controlado, como visto no Capítulo5.

Como a função sinal é amplamente utilizada em controle com estrutura variável (UTKIN,

1993; HSU, 1997; YOUNG; UTKIN; OZGUNER, 1999; UTKIN; LEE, 2006; LEE; UTKIN,

2007; WANG; ADELI, 2012) e como a função mínimo é largamente usada em controle cha-

veado (HETEL; FRIDMAN, 2013; SOUZA et al., 2014c; SOUZA et al., 2014b; DUAN; WU,

2014; DEAECTO; SOUZA; GEROMEL, 2014), a representação da função mínimo através

da função sinal também estabelece um vínculo entre essas duas teorias, sendo o estudo deste

vínculo uma proposta de futuras pesquisas.

Por fim, o controle chaveado e chaveado suave de uma classe de sistemas não lineares in-

certos com saturação no atuador sobre a influência de distúrbios persistentes e limitados em

amplitude foram considerados no Capítulo 6. A teoria mostrada neste capítulo também garante

a estabilidade localultimate boundeddessa classe de sistemas em malha fechada com a lei de

controle chaveada ou chaveada suave, sendo o limitante da regiãoultimate bounded, neste caso,

dependente do distúrbio (e também do parâmetro de suavização no caso do controle chaveado

suave). Os resultados de simulações mostraram que o sistemaem malha fechada apresenta

desempenho satisfatórios, evidenciando que o controle chaveado e chaveado suave podem ser

utilizados neste caso, sendo que este último consegue eliminar o fenômeno dochatteringapre-

sentado pelo primeiro.

De maneira geral, os resultados apresentados neste trabalho podem ser estendidos ao con-

trole chaveado de sistemas lineares com incertezas politópicas, pois as funções de pertinência

não são utilizadas para compor o sinal de controle. Note que ocontrole chaveado desta classe de

sistemas mostrou-se menos conservativo que a utilização deum único ganho de realimentação

(o primeiro exemplo no Capítulo 1, página 17, ilustrou este fato) (SOUZA et al., 2013).

Da pesquisa realizada originaram-se diretamente os seguintes trabalhos:

ALVES, U. N. L. T.; TEIXEIRA, M. C. M.; OLIVEIRA, D. R.; SOUZA, W. A.; CARDIM, R.;
ASSUNÇÃO, E. Redução do chattering em controle chaveado pela suavização na mudança do
ganho de realimentação. In: SIMPÓSIO BRASILEIRO DE AUTOMAÇÃO INTELIGENTE,
12., 2015, Natal.Anais... Natal: SBA, 2015. p. 497–502.

ALVES, U. N. L. T.; TEIXEIRA, M. C. M.; OLIVEIRA, D. R.; CARDIM, R.; ASSUNÇÃO,
E. Sobre o controle chaveado de sistemas não lineares incertos com saturação no atuador. In:
CONGRESSO BRASILEIRO DE AUTOMÁTICA - CBA, 21., 2016, Vitória.Anais... Vitória:
SBA, 2016a. p. 1235–1240.

ALVES, U. N. L. T.; TEIXEIRA, M. C. M.; OLIVEIRA, D. R.; CARDIM, R.; ASSUNÇÃO,
E. Smoothing switched control for uncertain T-S fuzzy systems with unknown membership
functions, actuator saturation and disturbance. In: IEEE INTERNATIONAL CONFERENCE
ON FUZZY SYSTEMS - FUZZ-IEEE, 2016., 2016, Vancouver.Proceedings...Vancouver:
IEEE, 2016b. p. 2212–2219.

ALVES, U. N. L. T.; TEIXEIRA, M. C. M.; OLIVEIRA, D. R.; CARDIM, R.; ASSUNÇÃO,
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E.; SOUZA, W. A. Smoothing switched control laws for uncertain nonlinear systems subject to
actuator saturation.International Journal of Adaptive Control and Signal Processing, West
Sussex, v. 30, n. 8-10, p. 1408–1433, 2016c.

Pelo apresentado, algumas sugestões de pesquisas futuras seriam projetar controladores

chaveado e chaveado suave para sistemas não lineares de modoa atender diferentes índices de

desempenho, como o custo garantido quadrático (LAM et al., 2016); considerar a possibilidade

de atrasos na malha de controle (CAO; FRANK, 2001; GUAN; CHEN, 2004; DEAECTO et al.,

2013); buscar condições menos conservadoras utilizando outras candidatas a funções de Lyapu-

nov (SOUZA et al., 2014b; RHEE; WON, 2006; MOZELLI; PALHARES; AVELLAR, 2009)

e utilizar regras de chaveamento baseadas em outras estruturas como, por exemplo, do tipo

máximo (SCHARLAU et al., 2014). A utilização da realimentaçãode saída e a extensão das

considerações realizadas para tempo discreto (CRUSIUS; TROFINO, 1999; DAAFOUZ; RIE-

DINGER; IUNG, 2002) também são possibilidades interessantes para continuação das pesqui-

sas. Além disso, explorar a relação entre o controle chaveado e controle com estrutura variável,

que surgiu na representação da função mínimo pela função sinal, apresentada no Capítulo 5.
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