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RESUMO

O controle chaveado pode ser eficientemente utilizado ntvaterde sistemas fuzzy Takagi-
Sugeno (T-S) incertos, que possuam funcdes de pertingre@atas e modelos locais conhe-
cidos. Como estes sistemas fuzzy podem representar exataoma classe de sistemas nao
lineares incertos em uma regido do espaco de estados, &Bsdate utiliza-los para descrever
sistemas néo lineares, usando no projeto do controladordelmduzzy que descreve exa-
tamente o sistema ndo linear. Porém, como a representagiésatie combinacdo convexa
obtida é valida apenas em uma regido do espaco de estadmstiagmde que o estado do sis-
tema permaneca nessa regidao devem ser obtidas. NestédraBal propostas condi¢cbes que
garantem a estabilizacao local, com a especificacdo da¢asanaento, de uma classe de siste-
mas nao lineares continuos no tempo, incertos e com saturagituador, utilizando o controle
chaveado. Os projetos dos controladores sao realizadobasemo modelo fuzzy T-S que re-
presenta exatamente o sistema nao linear e os procedintEnfwsjeto fornecem uma regiao
na qual as condi¢des iniciais devam estar, tal que, o sist@mblnear seja exatamente descrito
pelo modelo fuzzy T-S incerto durante toda a trajetoria dedesdo sistema e ainda que esta
trajetéria permaneca dentro de uma regido de operaca@prente especificada. Em geral, o
controle chaveado ndo possui restricdo na frequéncia deamento dos ganhos, o que pode
levar aochattering que se manifesta pelo chaveamento em frequéncia infinmtamé&pida dos
ganhos de realimentacao. Visando a eliminacaohdateringno controle chaveado, propde-se
uma nova técnica de suavizacao do controle chaveado, mtmntraveado suave. Esta nova
lei de controle pode ser utilizada nas mesmas condi¢cdesmtmim chaveado e é baseada no
conceito do minimo suave, definido neste trabalho. Alénodisdo propostos procedimentos
de projeto que consideram distUrbios para ambas as leisti®leochaveada e chaveada suave.
Ademais, neste trabalho também se apresenta uma impleyéerta lei de controle chaveada
em um sistem8all Balancerfabricado pela Quans®r

Palavras-chave: Sistemas néo lineares incertos continuos no tempo. Moéletag Takagi-
Sugeno. Controle chaveadohattering Saturacdo no atuador.



ABSTRACT

The switched control can be efficiently used for controllumgcertain Takagi-Sugeno (T-S)
fuzzy systems, which have uncertain membership functiodskaown local models. Because
these fuzzy systems can exactly represent a class of uimcadalinear systems in a given
operation region in the state space, it is interesting tothise to describe nonlinear systems,
performing the controller design based on a T-S fuzzy mduatléxactly describes the nonlinear
system. However, the perfect representation of the urinertalinear system by the T-S fuzzy
model as a convex combination is only valid in the operatemgian. Therefore, it is necessary
to assure conditions such that the state of the system renmdimat region. This work proposes
conditions to ensure the local stabilization, with decdg,raf a class of uncertain continuous-
time nonlinear systems with saturation on the actuatonguaiswitched control. The designs
of the controllers are performed based on the T-S fuzzy madheth exactly describes the
nonlinear system and the design procedures provide a regiasich the initial conditions
must be such that the nonlinear system is exactly descripékebuncertain T-S fuzzy model
along the whole state trajectory of the system and thisdtajg remains in a specified operation
region. Usually, the switched control has no bound on thquieacy of the feedback gains
switching, and this can lead to chattering, which is matg@dy infinitely fast frequency of
the feedback gains switching. In order to avoid the chaitenn the switched control, this
work proposes a new technique to smooth the switched comitvlsmooth switched control.
This new control law can be used under the same conditionseasvtitched control and it is
based on the concept of smooth minimum, which is defined swilork. In addition, design
procedures considering disturbances for both switchedsamabth switched control laws are
proposed. Furthermore, in this work it is also presentedngrieémentation of the proposed
switched control law in 8all Balancersystem manufactured by Quari8er

Keywords: Uncertain continuous-time nonlinear systems. Takagie8oduzzy models. Swit-
ched control. Chattering. Actuator saturation.
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1 INTRODUCAO

A descricao de sistemas néo lineares por modelos fuzzy iF&kegno (T-S) (TAKAGI;
SUGENO, 1985) possibilita representa-los como uma congbmae modelos locais, ponde-
rados por funcdes de pertinéncia. Esta representacdo énpoaante ferramenta que facilita
0 uso de LMiIs (do inglésinear Matrix Inequalitie} (BOYD et al., 1994) no projeto de con-
troladores para estes sistemas. Uma revisao sobre ospaisioesultados do controle fuzzy e
perspectivas nesta area podem ser encontradas em Guéra,Taaaka (2015).

Um importante resultado para o uso do controle fuzzy emmsedendo lineares é apresen-
tado em Taniguchi et al. (2001), no qual é proposto um prooedio que permite obter um
modelo fuzzy T-S que representa exatamente uma classeelmassnao lineares em uma re-
gido no espacgo de estados. Esta representacéo exata pErtéde projeto de controle para o
sistema ndo linear através de sua descricdo pelo modely fiesmle que o sistema permaneca
na regido do espaco de estados na qual o modelo foi obtidde Nestexto podem ser apli-
cadas técnicas de controle que utilizam a Compensacaolbisiai Paralela (CDP) (WANG;
TANAKA; GRIFFIN, 1995; WANG; TANAKA; GRIFFIN, 1996; TANAKA; IKEDA; WANG,
1998; TEIXEIRA; ZAK, 1999; TEIXEIRA; ASSUNCAO; AVELLAR, 2003; FANG et al.,
2006; SANTIM et al., 2012; HAMDY; HAMDAN; IBRAHIM, 2014; HO; CH@; CHANG,
2014; SADEGHI; SAFARINEJADIAN; FARUGHIAN, 2014), fazendsa das funcdes de per-
tinéncia do modelo fuzzy na composicao da lei de controle.

Quando o sistema néo linear possui parametros incertoa agsiim pode-se obter um mo-
delo fuzzy que represente exatamente este sistema em uida degoperacdo, com o proce-
dimento mostrado em Santim et al. (2012). Contudo, com estEgimento, embora sejam
conhecidos os modelos locais, as fungdes de pertinénddaslsfo incertas, dependentes dos
parametros incertos. Assim, técnicas que utilizam o cemde controle CDP ndo podem ser
diretamente utilizadas, pois estas funcdes de pertinélepa@ndem de parametros incertos.

Por outro lado, a lei de controle chaveada proposta em Sawa(014c) e Souza et al.
(2014b) nao utiliza as funcdes de pertinéncia do modelo matesa do controlador, e entéo,
ndo necessita das expressdes que definem as funcbes dénuamtipara o calculo do sinal
de controle. As condi¢cGes de projeto sdo descritas em tedeadlis e podem ser eficien-
temente resolvidas computacionalmente (GAHINET et al941TURM, 1999; EFBERG;
LOFBERG, 2004).

Nesta abordagem de controle, assim como em Deaecto, Geeobefouz (2011), sédo
projetados varios ganhos de realimentacédo, sendo aperganinm utilizado por vez, escolhido
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com base em uma lei de chaveamento que depende do vetor de @stsistema controlado.
Um esquema que representa o uso do controle chaveado édonosdrigura 1. Neste esquema
uma planta cuja dinamica é expressa pela equagdie- A(a)x(t) + B(a)safu(t)), sujeita a
saturacao no sinal de controle, encontra-se em malha faclbaduma lei de controle chaveada.
Observa-se na Figura 1 que o ganho de realimentsgadilizado € escolhido a cada instante,
entre os ganhok; atéK,,, através de uma lei de chaveamegix(t)), dependente do estado
do sistema, que controla uma chave.

Figura 1 - Esquema de controle chaveado sujeito a saturacgéo.

X(t)

safu(t)) X(t) = A(a)x(t) + B(a)satu(t))

Fonte: adaptado de Deaecto, Geromel e Daafouz (2011).

A lei de chaveamento proposta em Souza et al. (2014c) e ena®oat (2014b) é tal que
minimiza a derivada da funcdo de Lyapunov e esta alicercadato de que o minimo de um
conjunto de numeros reais € menor ou igual que qualquer cagéd convexa dos elementos

r

deste conjunto. De fato, paia {1,2,---,r} =1, sendoa; > 0 e Zlai =1, tem-se que

.
min{aj} = aymin{a } +azmin{a} +---+ormin{gj} < a1 +xap + -+ aray = Zaiaa.
iely iely i€l i€l i

A lei de controle chaveada (SOUZA et al., 2014c; SOUZA et2f114b) apresenta menor
conservadorismo quando comparada ao uso de um Unico gantealdeentacdo, podendo
ser aplicada no controle de modelos fuzzy T-S incertos e éamile modelos lineares com
incertezas politépicas (SOUZA et al., 2013). O exemplo aiségstra o ganho de desempenho
gue pode ser obtido ao considerar o controle chaveado ead@stalimentacao de estado com
um Unico ganhoy(t) = —Kx(t)) em um sistema linear incerto e invariante no tempo (ALVES
et al., 2016c).

Exemplo: considere um sistema linear incerto e invariante no teropodinamica descrita por
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X(t) = A(a)x(t) +Bu(t), (1a)
Ala) =0 [(])- _1] +as [—Ol ﬂ, B= [(])-], ay,02 >0, a1+0,=1, (1b)

o1 € ap parametros incertos e constantes. O objetivo deste exefigietar um controlador
gue estabilize o sistema (1) e que tenha a menor norma eundigbssivel. Para a estabilizacao
deste sistema consideram-se 0s seguintes controladores:

T
(I) Controlador linear e invariante no tempat) = —Kx(t) = — [kl kz} [xl(t) xz(t)] :

A dindmica do sistema (1) em malha fechada com o controlddérdada por

() = [A@) -BKIxt) = | 22 i —a1+2 - kj x(t) = Al@)x(1). (2)

Entdo, para que o ponto de equilibxid) = O do sistema (2) seja globalmente e assinto-

ticamente estaved); = det(sl — A(ar)) deve ser Hurwitz, sendo

Aa:SZ—i—(Gl—az—f—kg)S—f— (—al+a2+k1). 3)

A condicao suficiente e necessaria parafyydada em (3) seja Hurwitz é que, para todo
a1 e a» definido em (1b),

a1—ax+ky >0 Pior caso —1+ky>0—ko > 1,
a1=0 a,=1
OOyt k>0 OGSO gk S0k > 1
a,=0 a;=1

Assim, o limitante inferior da norma do ganho do controladio em (1) tal que estabi-
lize o sistema (1) é o seguinte:

K[, = VKKT = \/KR+K >vV1+1=V2

(Il) Controlador Chaveadai(t) = —Kyx(t), ¢ = arg*. Tlig}{—x(t)TPBlﬁx(t)}.
leqd,

Para o projeto deste controlador sera utilizado o procetingroposto em Souza et al.
(2014c). Entao, considere uma candidata a funcéo de Lyapubdt)) = x(t)TPx(t),
P=PT € O™". Assim, para o sistema (1) e lei de controle (I) tem-se‘{zj(be(t)) =
2x(t)TPx(t) = 2x(t)TP[A(a) —BKy] x(t). Observe que de (II)—x(t)"PBKsX(t) <
—x(t)TPB[a1Ky + a2Ko] x(t) = —x(t)TPBK(a)x(t), sendoK(a) = a1Ki + azKa,
Ki= [kll klz] , Ko = [k21 kzz} ,a1ea2;>0,a1+ax=1. Consequentement\é’,(x(t))
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< x(t)T [P(A(a) —BK(a)) + (A(a) — BK(a))" P] X(t). Sabendo disto, inicia-se o pro-
jeto do controlador (II) com a analise da seguinte lei dercbet

u(t) = —K(a)x(t) = — (aKy + oK) X(t) = — (0(1 [kll klZ} +az [k21 kzz} ) X(t),
4)
sendoK; e K, 0s ganhos da lei de controle chaveada (1l) (SOUZA et al., R0@C8m o
controlador (4), a dindmica do sistema (1) em malha fechadse§uinte:

X(t) = [A(a) — BK(a)]x(t)
0 1 X(t)
(1-—ki) a1+ (—1—kop)az (—1—k2)a1+(1—koo)ao

=A(a)x(t).

Entao

Ay = det(sl - A(a))
=+ [(1+kip) a1+ (—1+kap) azls+ [(—1+ ki) a1+ (L + k1) a2, (5)

Uma escolha possivel para os ganhos de realimentacao w@is,qiado em (5) seja
Hurwitz é a seguinte

1+kio>0—kip>—-1—kip=0,
—1+kop>0—koo>1—kop=1+0, o >0,
—1+ki1>0—>kii>1—k1=1+9,
1+kyy>0—ko1>—-1—ky=0.

(6)

Uma vez utilizando a lei de controle chaveada (l1) o sinalatgrole serdu(t) = —Kyx(t)

ou u(t) = —Kyx(t), de acordo com a lei de chaveamegto Com a escolha de ganhos
dada em (6), a norma do controlador sera fi@||,, ||Kz2||,} = (1+ ). Para encontrar
0 menor valor d& que faz com que o ponto de equilibsi@t) = 0 do sistema (1) com
lei de controle (Il) seja globalmente e assintoticamerti#&vesé suficiente encontrar uma
matriz 0< P=PT e 0%*2 tal queV (x(t)) < 0, x(t) # 0. Isto acontece quando

PA{+AlP <0,

Al 7
PA,+AlP <0, @

sendo, de (4)-(6),

R o 1] [o 0o 1
oA R | I ) [+ } 5 -1
. o0 1] [o] [0 1]
2TREER T 1 1 [ * } 1 -5



20

Resolvendo as LMis (7), de modo a minimiZabusca linear) foi encontradb= 0,26 e

_ [07517 01714 - 5 -
P= [0_‘1714 08760} . Portanto, a norma dos ganhos de realimentacao para a lenttele

chaveada é,26, menor do que a norma do controlador (1), cujo limitanferior é /2.

A partir deste exemplo é possivel observar 0 menor consatigatb da lei de controle
chaveada frente a realimentacdo de estado com um Unico.g@nhseeja, utilizando a lei de
controle chaveada (SOUZA et al., 2014c; SOUZA et al., 20EBtppssivel obter melhores
indices de desempenho quando comparada a utilizacdo desudedontrole com um unico
ganho de realimentacéo.

Como o controle chaveado de sistemas néo lineares atravésdddomfuzzy T-S € depen-
dente do modelo utilizado, uma vez que ele descreve exatarnesistema néo linear através
de uma combinacao convexa de modelos locais apenas nadegiperacao considerada, uma
condicdo para que a trajetoria de estado do sistema pereagsta regido de validade deve
ser obtida (ALVES et al., 2016c). Além disso, um problemadrge comum em aplicacoes
praticas é a saturagdo no atuador, que nao é consideradajeto gio controlador chaveado
proposto em Souza et al. (2014c) e Souza et al. (2014b).

Ademais, com o uso da lei de controle chaveada pode ocorendnieno dahattering
(chaveamento em frequéncia infinitamente rapida entre nsogade realimentacdo (DEA-
ECTO; SOUZA; GEROMEL, 2014)). @hatteringé um fenbmeno geralmente indesejado em
sistemas fisicos, pois pode causar danos aos equipamerads mesmo excitar dindmicas de
alta frequéncias que néo foram modeladas. Varias estatfyam desenvolvidas para evitar o
problema dachatteringem diferentes leis de controle, por exemplo, em controle estnutura
variavel (UTKIN, 1993; HSU, 1997; YOUNG; UTKIN; OZGUNER, 199FRIDMAN, 2003;
UTKIN; LEE, 2006; BOIKO et al., 2007; LEE; UTKIN, 2007; WANG; BELI, 2012), em con-
trole adaptativo (GOLEA; GOLEA; BENMAHAMMED, 2002; HUANG; CHEN, 2006; HO;
WONG; RAD, 2009), e em controle chaveado de sistemas lin@dEEEEL; FRIDMAN, 2013;
DUAN; WU, 2014; DEAECTO; SOUZA; GEROMEL, 2014).

Este trabalho apresenta contribuicdes ao controle chavdadistemas nao lineares incer-
tos, propondo condicdes que garantam a estabilizacdo dooala especificacdo da taxa de
decaimento de uma classe de sistemas néo lineares contéatomatuador. O procedimento
de projeto fornece uma regido no espaco de estados na quah@isdes iniciais devam es-
tar, tal que, o sistema néo linear seja exatamente repagsepelo modelo fuzzy incerto que
0 descreve como uma combinacao convexa de modelos loceésiteioda a trajetoria de es-
tado. Visando a diminuicdo dchatteringque pode ser apresentado pelo controle chaveado,
€ proposto o controle chaveado suave, que utiliza o condeitninimo suave, definido neste
trabalho. Além disso, séo propostas condi¢des de projetagnsideram disturbios casados
e nao casados (ALVES et al., 2015; ALVES et al., 2016c; ALVESIg 2016b) e apresenta-
se uma implementacao da lei de controle chaveada propostaresistemaBall Balancer
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QuanseP (ALVES et al., 2016a). Destaca-se que 0s projetos e simegagpresentados neste
texto foram todos realizados softwareMatlab/Simulink®.

Acrescenta-se que embora as técnicas descristas nestbdrabjam formuladas para sis-
temas nao lineares incertos, elas podem ser diretamergtadda para o controle de sistemas
lineares incertos representados politopicamente (SOU&A,2013), uma vez que as funcdes
de pertinéncia ndo sao utilizadas na composicdo do sinamteote. Além disso, nem as ex-
pressoes das funcbes de pertinéncia, nem das derivadas,d&st utilizadas para provar os
resultados obtidos. Segue uma descricdo dos proximosikepit

No Capitulo 2, baseado em Taniguchi et al. (2001) e em Santn(@012), € apresentado
um procedimento para a descricdo exata de uma classe deasstéio lineares incertos por
modelos fuzzy T-S incertos. Os modelos assim obtidos possurecdes de pertinéncia incer-
tas (dependentes dos parametros incertos da planta), pooéieios locais conhecidos. Este
procedimento de descricdo serve como base para as leis tlele@mopostas e € adotado nos
capitulos seguintes.

Uma extensédo do projeto de controle chaveado para sistefisakineares incertos utili-
zando modelos fuzzy T-S (SOUZA et al., 2014c; SOUZA et all4k), considerando a regiéo
de operacdao e a possibilidade de saturacdo no atuador riéalescCapitulo 3. O procedimento
de projeto proposto fornece uma regiéo positivamente iaviee (BLANCHINI, 1999)E(P 1)
na qual, para tode(0) € £(P,1), o vetor de estado do sistema controlatg, t > 0, permanece
na regido de operagao considerada para a obtencdo do modeyoltS que descreve a dina-
mica nao linear. Em consequéncia, garante-se que o sis@oimpar é exatamente descrito
pelo modelo fuzzy T-S, obtido pelo procedimento descrit€apitulo 2, durante toda a trajeto-
ria de estado do sistema iniciada cg(@) € £(P,1). Fato que € importante, visto que o projeto
do controlador € baseado no modelo fuzzy T-S. Os resultgesentados neste capitulo foram
publicados em Alves et al. (2016c).

No Capitulo 4 mostram-se resultados de implementacéo da lmtrole descrita no Ca-
pitulo 3 em um sistemBall BalancerQuanseP, que apresenta nao linearidade e saturacéo
no atuador (QUANSER INNOVATE EDUCATE, 2008a). Observou-ge g exigéncia de taxa
de decaimento mais elevadas possibilitavam a garantiataleiletade para condi¢des iniciais
X(0) com menores normas, e vice-versa, comprometendo, em ureigyimomento, a imple-
mentacéo do controle chaveado neste equipamento. De mahsegtir bom desempenho do
sistema, permitindo conciliar condi¢des inicia{®) com maiores normas (exigindo para elas
menores taxas de decaimento) e maiores taxas de decainmemeyides proximas a origem
(menores normas d€0)), a teoria apresentada no Capitulo 3 foi estendida. Nestasid
€ proposta a utilizacdo de estagios no controle, sendotadoje controladores chaveados di-
ferentes para cada estagio e realizada a escolha do estdgim(ador utilizado) com base no
vetor de estado do sistema. Com este procedimento foranosh&dultados de implementacéo
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satisfatorios, tendo sido esta abordagem publicada ens&lval. (2016a).

Como uma estratégia para contornar o fendmencalkatteringno controle chaveado
(SOUZA et al., 2014c; SOUZA et al., 2014b), no Capitulo 5 é diso controle chaveado
suave proposto em Alves et al. (2016c) que, assim como oatertihaveado, ndo faz uso das
funcdes de pertinéncia do modelo fuzzy T-S para sintetizana de controle. A ideia basica
na proposta desta nova lei de controle estad em representa¢@of minimo, usada no controle
chaveado, através da funcgédo sinal. Tendo esta represengaicdia-se uma aproximagao suave
da fungéo sinal: sgm) ~ z/(|z| + y), comy > 0 e suficientemente pequeno, para introduzir o
conceito de minimo suave. Entédo, emprega-se este novoitmdeaninimo na lei de controle
chaveada, tornando-a suave, de modo a evitratteringno sinal de controle. A principal
desvantagem desta abordagem € a garantia, apenas, didestabltimate boundedassegu-
rando a convergéncia do estado do sistema para uma regidwrentdb ponto de equilibrio e
nao necessariamente ao ponto de equilibrio (CORLESS; LEITMAI®81), frente a garantia
de estabilidade assintética do controle chaveado (SOUZA,2014c¢; SOUZA et al., 2014b).
Entretanto, esta regiagtimate boundediepende dos parametros de suavizagcéo, escolhidos
pelo projetista, e assim, pode ser tdo pequena quanto sa.quei

Interessante notar que, como a fung&do minimo é comumetlitaddé em controle chaveado
(HETEL; FRIDMAN, 2013; SOUZA et al., 2014c; SOUZA et al., 20t DUAN; WU, 2014;
DEAECTO; SOUZA; GEROMEL, 2014) e a funcao sinal € geralmetiteada em controle
com estrutura variavel (UTKIN, 1993; HSU, 1997; YOUNG; UTKIOZGUNER, 1999; UT-
KIN; LEE, 2006; LEE; UTKIN, 2007; WANG; ADELI, 2012), a reld@p entre a fungdo minimo
e a funcao sinal oferece uma conexao entre essas duas.teorias

Uma classe de sistemas néo lineares incertos com distimdmsasados € considerada
no Capitulo 6. Nele séo introduzidas condi¢des LMIs para fefwralo controle chaveado, e
também chaveado suave, para esta classe de sistemas. Agsinos capitulos anteriores,
assume-se a existéncia de saturacdo no atuador e o pronglpneposto fornece uma regiao
no espaco de estados para as condi¢des iniciais do sistenimedr, na qual é garantida a
descricédo exata do sistema nao linear pelo modelo fuzzydrSocombinacdo convexa de seus
modelos locais, utilizado no procedimento de projeto ddrotador, durante toda a trajetoria de
estado do sistema em malha fechada. Os resultados destéafpam publicados em Alves
et al. (2016Db).

Finalmente, no Capitulo 7 sdo apresentadas as conclusatgasho trabalho realizado,
as publicacdes originadas desta pesquisa e algumas sgpata trabalhos futuros.

Notacao: Os simbolos[]’ e ‘Z .’ representam o conjunto de numeros reais e de inteirogposit
vos, nesta ordem, assim coimnd e 0™*™ denotam o conjunto dos vetones 1 com elementos
reais e o conjunto das matrizes mcom elementos reais, respectivameMe. indica a trans-
posta da matriz real, bem comoM > (>) 0 e M < (<) 0 indicam queM & uma matriz
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simétrica e definida (semi-definida) positiva ou definidanisgefinida) negativa, respectiva-
mente. Define-se o conjunfp= {1,2, --- ;r},r € Z,. Denota-se o conjunto das combinag¢fes
convexas dos vetores, Vi € I;, por cofa,--- ,a }, sendo assimg € co{ay,---,a } Se e so-

r r

mente ser = Zlaiai, a=>0e Zlai = 1. |7| representa o valor absoluto de um numero real
i= i=

ze||x| = vxTx denota a norma euclidina do vetoe 0. M(;, representa &ésima linha de
uma matrizM. diag{M1,Mz,--- ,M;} denota uma matriz bloco-diagonal cujos elementos dia-
gonais sadly, My, - - -, M. ‘arg* rig[?{hi}’ € a notacao utilizada para representar o menor indice
j €I tal que, para o conjuntfhy,--- ,h}, hj = riQ]iI?{hi}; por exemplo, dado um conjunkb=

{hy =3,hp =1 h3 =6,hy = 3,hs = 1}, entéo arg*igrirﬁhi} = min{2,5} = 2. |4 corresponde

a uma matriz identidade de ordegrx q. Utiliza-se |_| - para representar o produtério entre

elementos; por exemplo, seja o conjufite= { p1, ps, ps}, entéo |_| pi = p1p3ps. O conjunto
picP
E(P1)\ E(P&) é formado pelos elementas0) tais quex(0) € £(P,1) masx(0) ¢ £(P,d1).

Por simplicidade de notacéo utilizagg-) = a;, ti(-) =L, ¢(-) =p eo(-) = o.
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2 MODELO FUZZY TAKAGI-SUGENO DE UMA CLASSE DE SISTEMAS NAO
LINARES INCERTOS

Neste capitulo apresenta-se brevemente a descricdo exataalclasse de sistemas néo
lineares incertos através de modelos fuzzy Takagi-Suge®) {ncertos. Os modelos obtidos
pelo procedimento descrito neste capitulo apresentamlomoldeais conhecidos, embora suas
funcdes de pertinéncia sejam incertas (dependem dos pgaodnmeertos do sistema), e servem
como base para as leis de controle propostas neste traPaiimeiramente sdo apresentados 0s
modelo fuzzy T-S propostos por Takagi e Sugeno (1985). Enidag exposto o procedimento
para a representacdo exata de uma classe de sistemas a&eslineertos por modelos fuzzy
T-S (TANIGUCHI et al., 2001; SANTIM et al., 2012). Por fim, o pedimento descrito é
utilizado na obtencédo de modelos fuzzy T-S para um sisterfaaviiga e para um levitador
magnético, ambos com parametros incertos, sendo os mart#ides utilizados no projeto de
controladores para estes sistemas em capitulos posteriore

2.1 MODELOS FUZZY TAKAGI-SUGENO

Os modelos fuzzy T-S foram introduzidos por Takagi e Sug&88Y). Eles consistem em
regras do tipo SE-ENTAO, que descrevem localmente a didds@aim sistema, € no processo
de inferéncia utilizado para calcular a saida do modelo. tgei de um modelo fuzzy T-S
pode ser descrita como

Regra i — SE:[i(t) éM) e Oa(t) €My € - e ny(t) €My,
(1) — A _ (8)
ENTEO: { X(t) = AX(t) + Biu(t)
y(t) = Gix(t),

sendd’j(t), j € I, as variaveis premissaMij 0 j-ésimo conjunto fuzzy na regraA propo-
sicao fuzzy 01 (t) é M} e Op(t) M5 e -+ e Ony(t) é M, ' € o antecedente daregra e a
dinamica X(t) = Aix(t) + Bju(t) e y(t) = Cix(t)’ € o consequente da regra, send € 0™ o
vetor de estado do sistenydt) € 0" a saida do modelo local(t) € 0™ a entrada do sistema,

A ¢ O™ ™ By ¢ O™ M G € O™, Os modelos locais utilizados como consequente podem
variar, por exemplo, a saida do modelo local pode incluirimde transmissao direta.

O modelo fuzzy T-S completo é obtido através de um processafel@ncia. O primeiro
passo desse processo de inferéncia é calcular o grau dedatida cada regriaa partir das
variaveis de premissa. Senddij (0(t)) € [0,1] o grau de pertinéncia da variavel de premissa
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0;(t) ao conjuntaMt, o grau de ativacéo daésima regra é calculada como
Hi(T(t)) = My (T1(t) x Mp(O2(1)) x -+ x My (g (1)), 9)

T
sendd] (t) = |q(t) [Opt) --- an(t)] e ‘x’ o operador de multiplicagdo. Assim([](t)) €
[0,1], pois M’ ((t)) € [0,1] V j € In,.

Sejan, 0 numero de regras que compde o sistema fuzzy T-S. A saidadis&@tema fuzzy,
gue é uma representacdo da dindmica da planta, é inferida assoma ponderada dos
modelos locais, usando como ponderacao o grau de ativagéaddaegra. Assim, utilizando
por conveniéncia de notac@z(t)) = a, tem-se, para, regras do tipo (8), que a descrigao
completa do sistema fuzzy é dada por

(10)

T Ny
sendoa = (a1 ap --- anr} : [A(a) B(a) C(a)] = Zlai [Ai B; Ci}, a; 0 grau de
pertinéncia normalizado da regtacalculado por -
Hi(D (1))
ai=cn (11)
S (O 1)

Nr
A partir de (11) tem-se que; > 0, poispi(LJ(t)) € [0,1] Vi eIy, € quezlai = 1. Estas
i=
propriedades seréo relevantes para as demonstracoesiads.

2.2 REPRESENTACAO DE SISTEMAS NAO LINEARES INCERTOS ATRAVES DE MO-
DELOS FUZZY T-S

O modelo fuzzy T-S apresentado na Secéo 2.1 € uma imporemaenienta na descricao
de sistemas nao lineares. Esse tipo de modelo pode formaesaproximacao da dindmica nao
linear (TEIXEIRA; ZAK, 1999; GAO et al., 2012), ou até mesmo descrever o sistiammaa-
neira exata, através de uma combinacdo convexa dos mode#is, lem uma regido compacta
do espaco de estados (TANIGUCHI et al., 2001). A modelagertaexatilizada como base
para os resultados deste trabalho e sera descrita a seggiderando os metodos apresentados
em Taniguchi et al. (2001) e Santim et al. (2012). Como seté,wssa metodologia permite
obter a saida do sistema fuzzy (10) e suas funcdes de perin@rmalizadas (11) sem des-
crever as regras do modelo fuzzy T-S, e consequentementalefeir os conjuntos fuzzy do
antecedente de cada regra fuzzy (8).
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Considere uma classe de sistemas nao lineares descrita por

X(t) = A(z(t))x(t) +B(z(t))u(t), (12)
T
sendoz(t)" = {x(t)T VT] e O™tV x(t) = [xl(t) o Xp ()| € O™ o vetor de estado
T
evl = [Vl an} € O™ um vetor cujas componenteg sdo 0s parametros incertos
T
de (12),u(t) = [ul(t) up(t) --- unu(t)} e O™ o vetor de controleA(z(t)) € O™ ™ e

B(z(t)) € O™ ™. Denota-se poaij(z(t)) e b (z(t)) os elementosj e lk de A(z(t)) e B(z(t)),
respectivamente, podendo estes serem constantes ousuing@ees/nao lineares continuas de
Z(1).

Para a manipulagéo dos elemerdag$z(t)) ouby(z(t)) que néo séo constantes conhecidas
(que dependem dxt)), assume-se que o vetor de incertezas) C 0", sendo) um con-
junto compacto, e que o sistema deva permanecer em uma tegderacao descrita por um

conjunto compacto no espaco de estaxipsc X c 0™. O conjunto compacto considerado
como regido de operacao sera (KLUG et al., 2015; KLUG; CASTEL.B0OUTINHO, 2015)

X £ {x(®) € 0™ NpyX(®)| < @h, he T}, (13)

T T T T Np X Ny T Nh ;
sendoN:[N(l) Nz -+ N )] el e¢:[(pl @ - %hi| € 0™ conhecidos.

(M

Defina o conjuntd = X’ x V. Entéo, para os elementag(z(t)) eby(z(t)) que s&o fun¢des
continuas de(t) (isto €, ndo séo constantes conhecidas), tem-se (SANTIM 2042)

aij = min aij(2(t)) < aj(2(t) < maxa(2(1) =aj

zZ(t)esS z(t)eS
bil, = Z[S'erjg bik(z(t)) < bi(z(t)) < ZEP)?E bi(z(t)) = bf
e pode-se escrever
s % (20 a0 2 o &f G
aj(z(t)) = az &ij' (2 ())6\1 , & <aij(z(t)) <&, &ij' (2(t)) =1, &;"(z(t)) = 0 (15a)
Zijzl gijzl
b 2 b b
bk (z Z Zf'k |k7 bllk < bi(z(t)) < b, > Zﬁk( z(t)) =1, Z{'k( z(t)) > 0,
élbk 1 f|bk:1
(15b)
sendo
a% —aij (2(t)) aij ((t)) — aj
) =" =" (15¢)
bf — bk (z(t)) by (z(t)) — by
1 _ Mk Ik 2 _ Ik
Qi(2(t)) = TR—bt Qi(2(t)) = T (15d)
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Sejam os conjuntos de pares ordenados dado®per {(i,j)|aij(z(t)) € uma fungéo con-
tinua dez(t) (ndo é uma constante conhecida) Afa(t)) de (12} e Pg = {(I,k)|bk(z(t)) é
uma funcdo continua d&t) (ndo é uma constante conhecida) B(a(t)) de (12)}. Defina as
matrizesAjj € 0™ ™ tais que seus respectivos elemen(io$) sejam iguais a 1 e os outros
sejam 0, eB), € O™ " tais que seus respectivos elemerfiok) sejam iguais a 1 e os outros
sejam 0. Entao o sistema (12) pode ser reescrito como

X(t) = <A+ ) aj(z(t))Aij> X(t) + <é+ 5 b|k(z(t))1Ba.k) utt), (16
(i,])EPA (ILk)ePs

sendoA € 0™*™ e B ¢ 0™*Nu matrizes cujos elementds j) e (I,k) sdo os elementos cons-
tantes e conhecidos (independenteg(tlg emA(z(t)) e B(z(t)) de (12), ou 0, cas(, ) € Pa
ou (I,k) € Pg, respectivamente.

A partir de (15) e (16) chega-se em

X(t) = ( IJEPA(; Elj” )AIJ) X(t)
+ <I§+ z ( Z Zf'k ) IB%“() ut). (17)
(1K)EPs \ b =1

Defina como fatores de agrupamento

(P,Q)EPA
(P.a)#(,])

Gi= T[] [&q(zt)+E%(D))] U [CL(z(1) + Z3(z(t))] =1 (18a)
€Ps

(25 (2(t) + Z3(z(1)] =1 (18b)

€Ps

(1.k)

(rs
Zlk = I—l [E[:)Lq(z(t» + ESq(Za))] I—l
(p.a)EPA (ﬁréi)#
= T [Ea(@t)+E541L)] ( U [rs(z(t) + Z5(2(t)] = 1. (18c)
r,s)ePpg

Dados (17) e (18), pode-se escrever

X(t) = (UJA-F i GPAEU (; E.lll )AIJ) X(t)

+ (Llll.5>+ > P ( > Zf”‘ b”'(k> B|k) ut). (19)
(I,k)ePs h=1

b
& Cik

Em (19) aparecem todas as combinacdes cﬁ &ij' (z(t)) |_| Qi (2(t)), £ € 1o
(i,])€Pa (1.,k)ePs
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e é,bk € I,. Com o objetivo de efetuar mudancas de varidveis convesientmsidere bije-
coes de contagery : Pa — In, € g : Pg — Ing, S€Ndona e ng 0s nimeros de elementos
aij(z(t)) e by(z(t)) em (12), respectivamente, que sédo fungbes continuagtd¢nédo séo
constantes conhemdas) Para realizar uma mudanca deergriaonsidere as combinacdes

|_| fu" |_| Z| ) e os valores déj e (%, dispostos em uma tabela, como apre-
(i,]))ePa (1.k)ePs
sentado na Tabela 1. Nesta tabela os pares ordenados sfieetdik) e (p,q) € Pg e pela con-

tagem realizada foi definido qug(p,q) = 1 ecg(l,k) = ng, da mesma formdj, j) e(r,s) € Pa;
ca(r,s) = 1 eca(i,j) = na. Em outras palavras, foram inicialmente consideradosstodcele-
mentos pertencentesi e Pg e, posteriormente, todas as combinacgdes dos valores nsithimo
e maximos2 destes elementos, resultando €28 linhas na Tabela 1.

Note que na Tabela 1 as primeinag colunas da direita para a esquerda correspondem a
elementos déPa, assim como as colunas dﬁ até E'E,q correspondem aasg elementos no
conjuntoPg. Além disso, a variavebs, que funciona como indice dos modelos locais, é uma
funcéo dos valores d& e ¢fy, definida por

=1+ Y 200D (@ 1) 4 om 2001 (4 ~1). (20)
(i,]))EPa (1.,k)ePs

Tabela 1 - Combinacfes para mudancas de variaveis.

7 trles(lK)=ng - Blca(pa)=1 lcali,j)=na - (&lca(rs)=1
1 1 ... 1 1 ... 1
2 1 --. 1 1 2
2" 1 .- 1 2 2
1+ 2" 1 --- 2 1 1
2nB+nA 2 . ,. 2 2 . 2

Fonte: préprio autor.
Por exemplo, sej@a = {(1,1),(1,2)} e Ps = {(1,1),(2,1)}, ca(1,1) =1, ca(1,2) = 2,
ces(1,1) =1ecg(2,1) =1,na=ng =2, entdo a partir de (20)
po= 1 20D (8 - 1) 4 227D (43, 1)
22 2D (8, 1) 4 26U (48, 1))
=14 2V (3 )+ 22 (B, 1)) + 22 [21*1 (etl’l— 1) 4221 (621— 1)]

=1 [(B - ) +2(6 - 1))+ 2| (B-1) +2(B,- 1)
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e para a ultima linha da Tabela 1 tem-se que
2=1+[2-1)+22-1)]+ 22[(2—1)+2(2—1)]

—1414+2+224+22-14+1+2+4+8=16.

Entédo para descrever (19) como (10), considere o ingieeos valores déﬁ eéﬁ( corres-
pondente a cada linha da Tabela 1 e utilize a seguinte mudangiaveis:

s ®

azt)= 1 &'@W) [ e

(i,j)ePa (I,k)ePs

~ @

A=At > &) (21)

(i,])€Pa )
B,.= §+ b|€||(kIB%|k

(1.k)ePs

Observe que comﬁl}ﬁ (z(t)) =0 eZlﬁbk(z(t)) > 0 (15), tem-se que,,(z(t)) > 0 (21). Além

disso, a partir de (18), tem-se que

2(na+ng)

A2t)) = (2t B (1 }:
%Zl a,(Z(t)) Zﬁe%,z}{(i,j GPAEIJ (zt) [] d(@t)p=uw

(1.K)EPs

1

®e{1,2}

Note também que o indice na mudanca de variaveis (21) pode ser diferente de acordo
com a escolha das func¢des de contaggmPa — I, ecg : Pg — Ing, Mas sempre resulta no
mesmo numero de modelos locais, tendo as fun¢cbdes de peitiné&s mesmas propriedades.
No exemplo a seguir ilustra-se o procedimento descritcangstdo para a representacao de
um sistema néo linear incerto por um modelo fuzzy incertagduncdes de pertinéncia sédo
dependentes dos parametros incertos da planta).

Exemplo: seja um sistema néo linear descrito por

xa(t) 10 a1p(z(t)) ass(z(t)) | |xa(t) b1a(z(t))
X(t)[ =1 0 ax(z(t)) 0 Xo(t) | + 0 u(t), (22)
X3(t) -1 0 x3(t) 1

ol

- T

sendoz(t) = x3(t) Xo(t) x3(t) w1 vz} , V1 € Vo 0S parametros incertos do sistema (22).
Com os elementos constantes e conhecidos das matrizes die esta entrada de controle em
(22), e zerando os demais elementos, definem-se

10 0 O 0
A=|0 0 0 eB=|0 (23)
-1 50 1
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Admite-se que, durante a operacéo da planta (22), o vetastddaedo sistemat) € X' e
quev = [vl Vz}T eV, X e 0% eV e 02 conjuntos compactos e conhecidos. Assim, define-
seS = X x V e encontram-se 0S maximos e minimos das néo linearidadesréeiras de (22)
como segue

at, = min agy(2(t)) < aa(z(t)) < maxaga(z(t)) =ai,
Z(t)eS Z(t)es

als = min ai3(z(t)) < a13(z(t)) < maxaga(z(t)) = als,
13 ()'68 13(2(t)) < ass(z(t)) Z(t)eié 13(2(t)) = afs

85, = Min ag(z(t)) < aa(z(t)) < maxag(z(t)) =ad,,
Z(t)es z(t)eS

b, = min byy(z(t)) < bia(z(t)) < maxbyi(z(t)) = b2,

Z(t)eS z(t)eS
e assim
a12 aZE]_ a127 ZE]_ _1 El (())207
12 12
a13 E£l3 agl?, Eé13 _ 1 E£l3( ( )) O
AL PE |
13 13
I 2 i
ag(z ;EZZ aQZZZ,aZEZZ ) =1, &3(z(t)) = 0,
22 22
e z bl S ) =1 i) >0
1—1 521:
sendo

ehlatt) = 52,2200 gz ) 2A0) 2

a2,—al, ’ a,—al, ’
ffg<z<t>>=%, E5(alt)) = %,
s%ﬂ@h%, E(alt) = %
chiat) = P g - PO B

Considerando a dinamica (22), tem-se 0s conjuntos de patesaxfos correspondentes aos
elementos ndo constantes e conhecidos deste sisesfwt ) ), azs(z(t)), aze(z(t)) ebi1(z(t)),
dados porPa={(1,2),(1,3),(2,2)} ePs = {(1,1)}. Entdonp = 3 eng = 1 e pode-se definir
as bijecbes de contagesr(-) ecg(-) como:ca(1,2) =1,ca(1,3) =2 eca(2,2) = 3;cg(1,1) =
1. Deste modo, a tabela para mudanca de varidveis corresmena este exemplo fica como
disposto na Tabela 2.
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Tabela 2 - Exemplo de combinagfes para mudancas de variaveis

b
0y 05 G5 (5
1 1 1

QOOO\IO)O‘I-POOI\)H@

NNNNMNNNNNRRPRRPRRPRRRR
NNNNRPRPRPRNNMNNNPR R PR
NNRFRPRPNNRPRNNRPRNNPR
NFPFNRPNRPNRPNRPNRPNRNPR

Fonte: préprio autor.

Observe que o indicezem cada linha da Tabela 2 € calculado, utilizando (20), como

70— 1+ 2(CA(i7j)—1) (Ea . 1) + 2nA 2(CB(|,k)—1) £|bk -1
(i-,i)ZEPA ! (I,kéPB ( )

—1+ |:2(CA(172)_1) (63— 1)+ 2(ca(1,3)-1) (F33—1) + 2(ca(2:2)-1) (03, — 1)]
428 [2<°B<171>—1> (521 . 1)}
14 [2<1—1> (63, — 1)+ 22 (3, 1)+ 26-D (43, - 1)} 428 [2<1—1> (591 - 1)}
= 1+ (6~ 1) +2(f5— 1) +4(13,~ 1)) +8 (5, 1) (26)
e para a primeira linha da tabela, usando (26), tem-se

72=1+[1-1)+2(1-1)+4(1-1)]+8(1-1) =1

Analogamente, a partir de (26), para a segunda linha daatédalse
72=1+4+[(2-1)+2(1-1)+4(1-1)]+8(1-1)=2

e assim por diante.

Os modelos locais do sistema fuzzy T-S incerto, que exat@numscreve a dinamica (22)
emsS através de uma combinacao convexa, séo obtidos utiliz&1dp(R3) e as linhas 1 até 16
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da Tabela 2. Com isto, utilizando a linka= 1 tem-se
Ap=A+ > aﬁ}Aij = A+aiA1p+agaAis+ +agAz
(i,))€Pa
(10 0 O 010 001 00
=|0 0 ol+al,|0 0 o] +al;(0 0 O] +ab,|0 1
-1 50 00O 0 0O 00

o O O

10 a}, al;
0 a», O],
-1 5 0

Blzé—l— z bﬁEkBm = é—l—b%]_Bll
(1,K)ePg

0 1

0| +bi; |0

1 0

by

=0/,

1

sendo os demais modelos locais, de 2 até 16, obtidos pelaanwegna e seguindo as demais
linhas da Tabela 2.
Para determinar as func¢des de pertinéncia normalizadagasg¢pois dependem dos para-
metros incertos da planta (22), utiliza-se (21), e assim
‘ 4

a.(zt)= [] &'@t) [] G @)

(i,])EPa (ILk)ePs

= ER(2() 6B (2() E2(2(0) 3 (1)), (27)

resultando, para as duas primeiras linhas da Tabela 2, que

sendo as demais funcbes de pertinéncia normalizadasz d& a16, calculadas de maneira
analoga, seguindo as linhas da Tabela 2 e a regra dada em (27).

Observe que as fungdes de pertinéncia normalizagézt)) (27), »z € 116, dependem dos
parametros incertog, e v, do sistema (22) e por esta razao nao estao disponiveis paBco
o sinal de controle.
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2.3 EXEMPLOS

Nesta secdo exemplifica-se o procedimento para a obtengéio deodelo fuzzy T-S que
descreve exatamente o comportamento de um sistema naoitioedo, apresentado na secao
anterior. As descri¢cdes obtidas a seguir sédo utilizadagajetp do controle chaveado e cha-
veado suave descritos nos Capitulos 3 e 5, respectivamenteod@o do sistema bola-viga
também é utilizado no Capitulo 6, no qual projetam-se cadiares considerando uma classe
de disturbios ndo casados na dindmica deste sistema.

2.3.1 Descricdo em modelo fuzzy T-S de um sistema bola-viga

A dindmica do sistema bola-viga, representado na Figuesr2modelo matematico (MAR-
QUEZ, 2003, p. 26) dado por

%1 (t) 01 0 o |[x®m] o
):(2(t) _ 00 8.23(2('[)) 324(2(11)) Xz(t) n 0 U(t), (28a)
X3(t) 00 0 1 X3(t) 0
Xa(t) 00 0 0 | |Xa(t) 1
sendoz(t)" = [x(t)T VT}, 0 vetor de estada(t) = _xl(t) Xo(t) Xa(t) x4(t)]T no qual

x1(t) = r(t) — v, é a diferenca entre a posicdo da bolg e a posicdo desejada, medida
em metros (a posicao desejada € incerta e pertencente aemaiatconhecido). Para lidar
com esta situacao valeu-se de procedimento analogo acdpram@o apresentado em Santim
et al. (2012) para um levitador magnétieg(t) = (t) é a velocidade linear da bola, medida em
metros por segundag(t) = 6(t) é o angulo da viga, medido radianosqét) = 6(t) é a velo-
cidade angular da viga, medida em radianos por seguwademr?/(J, +mr?) é um parametro
incerto que depende do raipda massan, e da inércial, da bola eu(t) é o torque aplicado na

T
viga.v = [vl Vz} € o0 vetor de parametros incertos. As fungdes ndo lineare2&em $40

ag3(z(t)) = —Vlg)za(gxs(t))’

a4(2(t)) = vixa ()xa(t), (28b)

comg=9,81 m/s2 sendo a aceleracéo da gravidade.

Considere que durante a operacgao do sistema é exigide(gue X em (13), sendo esti-
pulados, =4, N = I4, amatriz identidade de ordem 4gpe= |15 2 m1/6 2] T. SejaveV =
{0,65< v1 <0,75,-0,4 < v, < 0,4}. Entéo, para o vetat) = [ x.(t) Xa(t) Xa(t) Xa(t) vi v2]T,
define-seS = X x V como

S= {z(t) e08: —15<x(t) <15 —2<%(1) <2 —

ol g
/AN

T
X3(t) < 67
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Figura 2 - llustracéo do sistema bola-viga.

Fonte: adaptado de Marquez (2003).
—2<x4(t) <2, 0,65< v1 <0,75 —0,4< v, <04}, (29)
Paraz(t) € S dado em (29), a partir de (28b), encontra-se
ady = —7,3575< ax3(z(t)) < —6,0891=a3;, ai, = —2,85< ax(z(t)) < 2,85=a3,
e a partir de (15) pode-se escrever

a23(2(t)) = E23(2(t))ags+ &35(2(t) )ads,  a(z(t)) = Eaa(2(t))Bos+ E5a(2t))25s,  (30)

sendo
_al
ehin) - 22 ey - B0, (30b)
3 3 3 3
2 _ _ Al
ehiat) = 220 g o) - RG-S (300

2 a a
e tendo como propriedadei Eil}” (z(t)) = 1, g (z(t)) > 0V (i,j) € Pa = {(2,3),(2.4)}.
#=1

Observe que, neste exempls = @.

A patrtir de (18) tem-se o0s seguintes fatores de agrupamento:

Ea3 = [Ea(2(1)) + Ep(2(1))] = 1 (31a)
€22 = [E33(21)) + E3(21))] = 1 (31b)
P = [E35(2(1)) + E3(2t))][E2a(2(1)) + Eda(2(t))] = L. (31c)
Entdo, como apresentado em (19), pode-se reescrever (28ydamte maneira
~ A 2 4 a .
X(t) = (wA+ S & ( 5 & <z<t>>aff) A j) X(t) + wBu(t), (32)
(i,1)€PA =1

(%))

]

>

g

I
1
cooo
coopr
ocooo
oroQg

D

s _ [0
B: |:0:|.
1
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Definindo a fung&o de contagesr(-) como:ca(2,3) = 1 eca(2,4) = 2 e fazendo a seguinte
mudanca de variaveis, como sugerido em (21),

a(z(t)) = Ea(2(t))E2(2(1)), az2(z(t)) = Eu(z(t))E2(2()),
as(2(t)) = &24(2(1)) E25(2(t)),  aa(2(t)) = E24(2(1)) E35(2 (1)),

chega-se no modelo descrito em (10), sende 4, ny = 4, n, = 1 e matrizeA eB;, i € I,
como segue:

(33)

0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
0 0 —73575 —285 0 0 —60891 —285 0 0 —7,3575 285
A= , Ao= , Ag= ,
00 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1
0 0 0 0 0 O 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0
0 0 -6,0891 285 T
— ’ eB;=B,=B:=Bs=1[0 0 0 1 .
Aq 00 0 . |» eBi=B2=B3=By4 [ ]
0 0 0 0

(34)

2.3.2 Descricdo em modelo fuzzy T-S de um levitador magnétic

Seja um levitador magnético cujo esquematico € apresentaBigura 3. A dinamica deste
sistema é descrita por (MARQUEZ, 2003; ALVES et al., 2016c)

[{q(t)] | ° ! [Xl(t) 0 ] u(t), (35a)
X2(t) a1(z(t)) aza(z(t))]| [%a(t) b21(z(t))
sendo

_ g6 (exa(t) +2¢vi+2) _ T _ SAS
a(z(t)) = Atcoa) tv)? a(2(t)) = ™ b21(z(t)) 2v2(1+c(x1(t)+v%%)2’

5b)
z2t)T = [x(t)T VT], xt)" = [xl(t) xz(t)], x1(t) = %1 (t) — v1 a diferenca entre a posigéo
da bola: xi(t), e a posicdo desejada para a baka:(incerta), ambas medidas em metros; e
X2(t) a velocidade da bola, medida em metros por segundo. Os pan&mséog = 9,8 m/s2

a aceleracdo da gravidad®= 0,460 H,¢c =2 m %, T = 0,001 Ns'm e v, é a massa da bola
(medida em kg), que é incerta. Define-se o vetor de incerteZzas [vl vz}. O sinal de
controle éu(t) = i(t)2 —ip(v)?, sendd(t) a corrente elétricaig(v) a corrente necessaria para
manter a bola em uma posicao desejagdal que

io(v)2 = 2;—2(9 (14 cwr)2. (36)

Suponha que a regido de operacédo, dada como uma restricémjeate,seja dada em (13),
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Figura 3 - Sistema levitador magnético.

\"A"AL" A" A" A4
—_
—
~—

Fonte: adaptado de Marquez (2003).

T
sendoN = I, a matriz identidade de ordem @— [0,11 LS] , € que o vetor de parametros
incertosv € V = {v € 0%:0,05< v; < 0,1, 005< v, < 0,1}. Entdo, define-se(t)" =
[x(t)T VT] e 0 conjuntaS = X’ x } como

S={z(t) e 0*: —0,11< x1(t) < 0,11, —15< () < 1,5, 0,05< v1 < 0,1,
0,05< v, <01}. (37)
Admitindo quez(t) € S em (37), a partir de (35b) e (36), encontra-se

a3, = 254672< a1(2) < 50,1136=a3;, a3, = —0,02< axy(z) < —0,01= a3,,

5
1 2 L2 (38)
b, = —11,8802< bp1(2) < —2,2813=Db3;, 1,2889< io(2)? < 3,0678

e a partir de (15) pode-se escrever

a1(2(t)) = Ex1(2t))agy + E51(2(1)831,  @xa(2(t)) = Exal(2t))ago+ E35(2(1))85,,  (392)

ba1(2(t)) = {31(2(t))b3y + {31 (2(t))b3y, (39b)
sendo

1 _ag —an(z(t) o an(z(t) —aj
a1(x(t)) = ﬂ7 $x1(2(t)) = T 2, (39¢c)

2 t t)) — 1
ehiat) - 2, gy - B0 (390)
Ghat) = 225 P280) 72 ) Pr@D) —Bz (39%)

b21 - b21 b21 - b21
2 a a 2 b
e assim 5 &/ (2t) = 1, & (z(t) > O¥(i,J) € Pa= {(21).(22)} e T g(zt) =1,
Gi=1 ®=1

b
Elk

4 (z(t)) = 0V(1,k) € Ps = {(2,1)}.
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Considerando (18) e (39) tem-se 0s seguintes fatores desageumpo:

E21= [E22(2(1)) + E55(2(1))] % [Cn(2(t)) + {5 (2(1))] = 1 (40a)
Ea2 = [Eh1(2(t)) + EZ(2())] % [{ha(2()) + Cu(2(1))] = 1 (40b)
{o1= [Eh(2(t)) + EZ(2(1))] x [ED(2(1)) + E(2(1))] = 1 (40c)

Y = [E1(2(t)) + E31(2(1))] % [Ex(2(t)) + E5x(2(1))] x [{24(2t)) + Ca(z(t))] = 1. (40d)

Entdo, como apresentado em (19), pode-se reescrever (86) co

- 2 a a
() = (wM s & (; g <z<t>>a-ﬂ') Au) X()
(i,))EPA Gi=1

i

A 2 b
+ (4/|§+ > i ( > Zék(z(t))bﬁ'(k) Bu() u(t). (41)
(1,k)EPs ®=1

sendoA = [J3] eB=[9].
Definindo as fun¢des de contagenti-) ecg(-) como:ca(2,1) =1 eca(2,2) =2;cg(2,1) =
1, é possivel fazer a seguinte mudanca de variaveis, coneoidagm (21),

ax(2(t)) = 31(2(1))E3x(2(1)) Eq(2(1)), aa(z(t)) = {24(2(t))ER(2(1)) E41(2(1)),
as(z(t)) = a1(2(1))E5,(2(t))En(2(t)), aa(z(t)) = {31(2(t))ES(2(1))ES(2(1)), (42)
as(z(t)) = {5(2(1))E3x(2(1)) En(2(t)), as(z(t)) = {51(2(t))Ex(2(t))ER(2(1)),
az7(z(t)) = (5(2(1))E2,(2(t)) En(z(t)), as(z(t)) = {5 (2(t))ES(2(t))EE(2(1)),
e chega-se no modelo (10), senmge= 8, ny =2, n, = 1 e matrizes\ eB;, i € Iy,
0 1 ] 0 1
M=Rs = | o5 4672 0,02 Po=R6= | 4672 001
0 1 0 1
Ae=A1= 101136 ~0,02/ A==l 01136 001 (43)
0 0
B1=B=Bs=B4= [—11,8802]’ B5=Be=B7="5= [—2,2813]'

Observacéo 1.Importante notar que, neste exemplo, a partif88) B(a) = Bog(z(t)), sendo

B 7 _ 9 ¢ L
Bo—[o 1} eqg(z(t)) 2V2(1+C(Xl<t)+\}1))2>Oparatodolt)€5,z(t)7é0. Define-se

0o = max{g(z(t))} = 11,8802
z(t)eS
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2.4 COMENTARIOS

O procedimento descrito neste capitulo permite a repras@otde sistemas néo lineares
incertos através de modelos fuzzy T-S incertos, que posBugges de pertinéncia dependen-
tes dos parametros incertos do sistema, mas com modelas ¢ocdnecidos (TANIGUCHI et
al., 2001; SANTIM et al., 2012). Quando o vetor de estado diesia esta na regido de ope-
racao estabelecida e os parametros incertos estdo nasdaixalores estipuladas, a descricdo
exata € dada pela combinacédo convexa dos modelos locais. &ofnocdes de pertinéncia
obtidas podem ser incertas, elas nao estédo disponiveiswmleolor e ndo podem ser usadas
diretamente na lei de controle. Este cenario, entretarddeguado ao uso da lei de controle
chaveada (SOUZA et al., 2014c; SOUZA et al., 2014b), que tiipauas funcdes de pertinén-
cia do modelo fuzzy na composigéo do sinal de controle.

Os modelos fuzzy T-S incertos obtidos para o sistema bgla-&itambém para o levitador
magnético serdo utilizados nas Sec¢bes 3.3 e 5.4 para a deagéosda eficiéncia das leis de
realimentacao chaveada e chaveada suave.
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3 CONTROLE CHAVEADO SUJEITO A SATURACAO PARA SISTEMAS NAO
LINEARES INCERTOS USANDO MODELQOS FUZZY T-S

Neste capitulo estende-se o projeto de controle chavea#gempado em Souza et al.
(2014c) e Souza et al. (2014b), considerando a regido dagieem que o sistema néo linear
deve operar e a possibilidade de saturacéo no sinal de mninecialmente sdo apresentados
alguns conceitos preliminares necessarios ao desenwsitinda teoria e em seguida os resul-
tados principais e exemplos de aplicacdo desta lei de ¢emios sistemas bola-viga e levitador
magneético, jA modelados através de sistemas fuzzy T-Sdasasa Subsecédo 2.3.

3.1 CONCEITOS INICIAIS

.
Sejam matrizesily = [HkT(l) HkT(z) HkT(nu)} c O™, k € I, uma matriz definida

.
positivaP = PT e 0™*™, um vetor conhecidp = [Pl P2 - Pnu] celd™ p>01¢

In,, € um escalad > 0 também conhecido. Definem-se os conjurigBly) e £(P,0) como
segue (HU; LIN; CHEN, 2002a; CAO; LIN, 2003):

e {x(t) € O™ [Hyx()| < pr,1 € In, k€ I, } (44)
{x e O™ x(t)TPx(t) < 8}. (45)

Define-se o conjunto de matriz&scomo (HU; LIN; CHEN, 2002a; CAO; LIN, 2003)
DE{Den™M ¢ =0ouled;=0Vijl, (46)

sendodj, V(i,j) € In, x I, 0s elementos da matri2z. Assim, o conjuntd® em (46) possuli
2" matrizes. As matrizes que compdem este conjunto serdo demdasDs, s € . Por
exemplo, paray, = 2, tem-seD = {D1 = [§ 9] ,D2=[39],D3=[§8].Da=[33] }-

Baseado em Boyd et al. (1994), Hu, Lin e Chen (2002a), em Alvel g04.6¢) € enun-
ciado o lema que se segue, fornecendo uma condicdo sufitaéoiee, se satisfeita, assegura
E(PS) C L(Hy).

Lema 1 (ALVES et al., 2016c) Dados os conjuntog(P,d) em (45) e L(Hk) em (44). A
condi¢ao& (P,0) C L(Hk) € assegurada se

pPd T Gy

47
o, X (47)
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for satisfeita para todgk,|) € I, x I, sSendo X=P "1 e Gy = Hiny X-

DemonstracaoPré- e poés-multiplicando (47) por diéd, P}, sendoP’ = P = X1, e apli-
cando o complemento de Schur com respeito a primeira linloéue&, encontra-se
T -2
P—Hgyo “0Hkgy =0, (48)
P> HkT(|)P|_25Hk(|),
X(1)TPx(t) = x(t)T HkTmp,’Zc‘SHk(,)x(t).

Consideranda(t) € £(P,5) tem-sex(t)TPx(t) < & e assim

& = x(1)TPX(t) = p 23X(t) "Hygyy Hi X(t),
PP = X(t) T Hygyy Hi X(t).- (49)

Portantox(t) € £(Hy) e, consequentement®P,d) C L(Hy). O

3.1.1 Descricao da saturacéo do sinal de controle por uma cdmmacao convexa

Nesta subsecao apresenta-se uma interpretacdo da deslerigturacéo do sinal de con-
trole por uma combinag&o convexa. Esta descri¢éo utilizaopgintosD em (46) e£(Hy) em
(44), tendo sido apresentada em Hu, Lin e Chen (2002a), Hie Ohen (2002b) e Cao e Lin
(2003).

Admita um sinal de controle(t) € O™. Entdo a saturagédo do sinal de controle é dada por

satult)) = [sat(u(t) - sab, (e 0)] | (50)

saf(u (t)) = sgr(u (t)) min{py, u (t)[}, (50b)

sendop > 0, VI € I,, um valor conhecido. Uma componente @att)) da saturagéo no sinal
de controle, descrita por (50b), é ilustrada na Figura 4.90b) e da Figura 4 observa-se que

saf(u(t)) <u(t), u(t) >0 e sat(u(t)) >ul(t), u(t) <O. (51)

Observacéo 2.Para todo Xt) € £(H) e para cada componensat(u(t)) descrita em(50b)
do vetorsafu(t)) em(50a)tem-se que

2
sat(u(t)) = Ba(t)u (t) + B2(t)Hg)x(t), ; Gi(t)=1, 6i(t) >0, i=12 (52

Demonstragdo.Considere o conjuntd (H) definido como em (44), sendd, = H € O™*"™,
ou seja, uma Unica matrid; e uma componente s@i (t)) dada por (50b). O ponto chave
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Figura 4 - Representacao de satt)) em funcéo dey (t).

1 u (t)

'O
‘f
L4

P - sat(u(t))

—P

id
‘f
L d

'f
L d
'O
L d

Fonte: préprio autor.

desta demonstragdo € mostrar que(sdt)) sempre assume valores entirt) e H)x(t) para

X(t) € L(H) em (44). Assim pode-se representay(sgft)) por uma combinagdo convexa como
apresentado em (52). Sejd) € L(H) em (44), de (50b) e da Figura 4, seguem as possibilida-
des:

(i) Para—p < u(t) < p tem-se que sg(t)) = ui(t) e assim satui(t)) = Ga(t)u(t) +
9|2(t)H(|)X(t) com
B1(t) =1 e B2(t) =0, (53a)

portanto, para-p; < Ui (t) < @, B1(t) + 62(t) = 1, G1(t), G2(t) > 0.

(i) Parau(t) > pr, sat(ui(t)) = p e assim, comélyx(t) < i, pode-se dizer que s (t)) =
G1(t)u(t) + 6|2(I)H(|)X(t), sendo

sat(u(t)) — Hgyx(t)
Ut —Hx()

logo, paray(t) > o, G1(t) + 62(t) = 1, 61(1), G2(t) > 0.

_ u(t) —sat(u(t))

(1) e )= R ¢

(iii) Parau;(t) < —pi, saf(u(t)) = —p e, comaH x(t) > —pi, pode-se dizer que sét (t)) =
Ba(t)ur(t) + Bi2(t)Hgyx(t), sendo

Hyx(t) —sat(u (1))
Hyx(t) —ui(t)

e assim, também pata(t) < —p1, 81(t) + Bo(t) = 1, Bz (1), B(t) > 0.

_ sap(u(t)) —u(t)

¢ 8= Hoyx(t) —ui(t) (53¢)

B1(t) =

A demonstracao da Observacgdo 2 esta concluida. O
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A partir da Observacao 2, reescreve-se (50a) como

saﬁ(ul(t)) 911(t)u1(t) + elz(t)H(l)X(t)
sa(u(t)) = E = : : (54)
Saf, (U ()] [ Bra()Un,(8) + BraHin X()

Agora definaD, € 0"*"™ como sendo a matriz com seu elemento de indicgual a 1 e
0s demais elementos nulos, ou seja,

dig --- i,
D = e 0N oy =1, d|j =0sej #I. (55)
dnul dnunu

T
A patrtir de (54) e (55), e sabendo gde= [H(Tl) o HY )] € O™ pode-se escrever

(ny

saf (U (t)) Bu1(t)ua(t) + B12(t)H(1)X(t)
sa(u(t)) = : = :
sath, (Un, (t)) Bh,1(t)Un, (t) + Bny2(t)Hn, X(t)
= 011(t)Dyu(t) + B12(t)D1HX(t) + - - - + Gnul(t)]D)nuu(t) + enug(t)]D)nuHX(t), (56)

pois, de acordo com a defini¢cao (5B),6 uma matriz quadrada de ordegwx ny cujo elemento
(1,I) éigual a 1 e os demais sé&o nulos.

Sejam os fatores de acoplamento dados por

Bi(t) = [ [Ba(t) +62(t)] = 1, (57)
Ly
Iie;«él
gue foram inspirados na descri¢cao de sistemas nao linearesqulelos fuzzy exposta na Se-
¢cao 2.2. Entdo pode-se dizer, a partir de (56) e (57), que

sa(u(t)) = 61 [B11(t)D1u(t) + B12(t)D1HX(t)] + - - + B, [Bny2 (1) D U(t) 4 Bn 2(t) D, HX(1)]

(I_LG” )] [612(t)D1u(t) + Br2(t) DaHX(t)] +- -

|€H2

( r! 6 (t >] [6h,1.(t)Dn, U(t) + Bn,2(8) D, HX(1)], (58)

||€]I2

sendo, por exemplo, para =3, ¥ (ﬁah(t)) = Z [621,(1) 631, (1) | = B21(1)B31(t)
i€l \i= loely I3€ls
+ 621(1)Bs2(t) + B22(t)B31(t) + Boa(t)Ba2(t).
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Nesta etapa, inspirada na Tabela 1, elabora-se a seguista ara mudanca de variaveis,
sendo a ordem dos fatorés, determinada pelo valor dee senda = 1 a coluna mais a direita
ei = ny a coluna mais a esquerda e antes do inslice

Tabela 3 - Combinacfes para mudancas de variaveis na desgaigaturacdo por uma combi-
nacao convexa.

S Inu| Onu Ihu I(nu—l) | e(nu—l) oy 7 |2| 92I2 |1| 61I1
1 1 1 .- 1 1
2 1 1 .- 1 2
2 2 2 - 2 2

Fonte: préprio autor.

Ny
O indices é calculado utilizando a expresséie- 1+ 212 II 1), I € I, anéloga a

(20). Com o auxilio da Tabela 3 utiliza-se a mudanca de vasave

<|_l9|| ) = 01, (1) 02, (t) -+~ By, (1), (59)

tendo como resultado, seguindo as linhas desta tabelaAqtie= 611(t)621(t) - By,1(t),
A2(t) = B11(t) - - Bn,—1)1(1) Br2(1), €tc, atéhonu (t) = B12(t) Ba2(t) - - - Bh,2(t). Assim, colocando
os termosig(t) de (58) em evidéncia, pode-se escrever

sa(u(t)) = Aa(t) [D1u(t) +Dau(t) + - - - + Dp,u(t)]
+ A2(t) [D1u(t) +Dou(t) + - - - + Dp,—1u(t) 4+ D, HX(L)]
+ A3(t) [Du(t) + Dou(t) + - - - + Dp,—2u(t) + Dp,—1HX(t) + D u(t)]
Ag(t) [D1u(t) + Dou(t) + - - - + Dp,—2u(t) 4+ D, —1HX(t) 4+ D, HX(1)]
.
+ Ao () [DLHX(L) + DoHX(E) + -+ + D HX(1)] -
= A1(t) [(D1 + D2+ -+ +Dp,) u(t)]
)
)
)

+

+A2(t) [(D1+Dy+ -+ 4 Dp,—1) U(t) + Dp, HX()]

+ A3(t) [(D1+ D2+ - + D, 2+ Dp,) u(t) + Dp,—1HX(1)]

+A4(t) [(D1+ D2+ +Dp,—2) u(t) + (Dn,—1+ Dn, ) HX(t)]

T

+ Aonu (t) [(Dy + D+ - - - +Dp, ) HX(1)] . (60)

Observe a relacdo entreAg e os fatoredDy colocados em evidéncia em (6Q)x multi-
plica u(t) quandoBy, (t) é fator deAs, e multiplicaHx(t) quando,(t) é fator deAs. Além
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Nu
disso Z Dk = ln,, sendoDy, k € I, definido em (55), e qualquer somatdria de matrizgs

corresﬁonde a um elemento do conjuit@m (46). Entéo utilizando as matrizes pertencentes
ao conjuntaD, pode-se escrever (60) como

sa(u(t)) = Ax(t) [Dau(t) + (In, — D1)HxX(t)]

+A2(t) [D2u(t) + (In, — D2)HX(t)]
+A3(t) [Dsu(t) + (In, — D3g)HX(t)]
+ A4(t) [Dau(t) + (In, — Da)HX(1)]

+ Aonu (t) [Danuu(t) 4 (In, — Do ) HX(1)] - (61)

e fazenddg = I, — Ds, u(t) = —Kx(t) tem-se finalmente

safu(t)) = sal —Kx(t Zf)\s Ds(u Ds (Hx(t))] = 2%1 As [—Ds(KXx(t)) +Dg (Hx(1))]

=1

(62)
gue é a equacdo apresentada em Hu, Lin e Chen (2002a), Hu, Liene(8002b) e Cao e Lin
(2003).

Exemplo: sejan, = 2, entdo a partir da Observacao 2 e de (55), pode-se escrever

sa(u(t)) = satl(ul(t)) B B11(t)ug(t) + le(t)H )X(t)
sap(ua(t))| | B21(t)uz(t) + Baa(t)Hiz)X(1)

= 0O11(t) ; 8 t) + B12(t) Cl) ] t) + Bp1(t) [g 2 u(t) + 622(t) [8 2] HX(t)

= Gll(t)Dlu(t)_+ 612( ]D)]_H X(t) + 921( ]D>2u( )+ 922( )DzHX(t). (63)

Utilizando (57) definem-se os seguintes fatores de agrup@ame

O1(t) = [ [Ba(t) + B2(t)] = [B21(t) + O2a(t)] = 1,

i€l
Lo (64)
6a(t) = |_n| [61(t) + Bi2(t)] = [B11(t) + Br2(t)] = 1,

i£2

e assim, a partir de (63) e (64) segue que

sa(u(t)) = [B21(t) + B22(t)] [B11(t) D1u(t) + B12(t)D1HX(t)]
+ [611(t) + B12(1)] [B21(1) D2u(t) + B22(t) D2HX(t)]
= 6o1(1)B12(t)D1u(t) + B21(t) Br2(t)D1HX(1)
+ B22(t) B11(t)Dyu(t) 4 Ba2(t) Br2(t) D1 HX(1)
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+ 611(t) B21(t)D2u(t) + Br1(t) B22(t) D2HX(t)
+ B12(t) B21 (1) D2u(t) + B12(t) B22(t) D2HX(L). (65)

Seguindo a mudanca de variaveis descritas em (59), temese qu

Al(t) = 921(t)911(t), )\z(t) = 921(t)912(t), )\3('[) = 922(t)911(t) e)\4(t) = 622(12)912(12). (66)

Substituindo (66) em (65)

sa(u(t)) = A1(t)D1u(t) + A2(1)D1HX(t) + A3(t)Dau(t) + Aa(t) DiHX(t)
+ A1(1)D2u(t) + A3(t)D2HX(t) + A2(t)D2u(t) + A4(t)D2HX(t)
— Aa(t) [D1 4+ D] U(t) + Az (t) [Dau(t) + DiHX()
1+ Ag(t) [Dru(t) -+ DaHxX()] + Aa(t) [D1 + Dol Hx(t). (67)

Utilizando as matrizes do conjurifdem (46) de ordem 2, tem-se glde= {D1,D2,D3,D4},
sendo

D1 = (1) (1) =Dy +Dp, Do= [8 Cl) = Dy,
o gonoclt
Entéao
Dy =l,—D; = :8 8: =D4, Dy =l,—Dy= é 8: — D3,
Dy =12—-D3= :g 2: =Dy, Dy =lp—Ds= :é (])-: =D1.

Entdo, a partir de (67) tem-se

safu(t)) = ADyu(t) + AlDIHX(t) + A2Dou(t) + AzDEHX(t) + A3Dsu(t) + AngHX(t)

+ A4Dgu(t) + )\4DZ Hx(t)
= 2nu24)\s [Dsu(t) +Dg Hx(t)] .

s=1
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3.2 CONTROLE CHAVEADO DE SISTEMAS DESCRITOS POR MODELOS FUZZNST-
INCERTOS COM SATURACAO NO ATUADOR

Considere um sistema nao linear sujeito a saturacdo noadsarlija equacao dinamica é
dada por

Xi(t) = % fij (x(t))xj(t) + % ik (X(t)) sat(uk(t)), i € In,, (68a)
=1 k=1
saf(Uk(t)) = sgn(uk(t)) min{px, [uk(t)|}, (68b)

sendax(t),i € In,, as variaveis de estada(t), k € I, 0s sinais de controld;; (X(t)), gik (X(t)),
funcdes nao lineares que possuem parametros incertos, essted em intervalos conhecidos, e
px valores conhecidos da saturacéo dos atuadores. Note qué @sta representacao equiva-
lente ao sistema (12), considerando saturacao no atuador.

Utilizando o procedimento descrito na Secédo 2.2, pagina 2tema (68) pode ser exata-
mente descrito, em uma regiao de operatdem (13), pelo modelo fuzzy T-S incerto

X(t) = A(a)x(t) +B(ar) satu(t)), (69)
senddA(a) e B(a) definidos em (10), e sai(t)) definido em (50).
Neste secdo estudam-se condi¢cbes para que a lei de cohtaukada

u(t) = up(t) = —Kex(t), ¢ = arg*ir&inn{x(t)TQix(t)}, (70)

sendo as matrizes de realimenta¢@pe matrizes de decisdg;, i € I, obtidas no procedi-
mento de projeto, garanta a estabilidade local do sisteB)ae(670) com certa taxa de decai-
mento.

Teorema 1(ALVES et al., 2016c) Dado um sistema ndo linear incerto e sujeito a saturacao
no atuador(68) exatamente descrito por um modelo fuzzy T-S ind&@pem uma regido de
operagdaY em(13), sendq € O™, ¢ € O™ e Ne O"™*™ conhecidos, assim como as faixas de
valores para seus parametros incertos. Suponha a exist@ecmatrizes simétricad< X, @

— T
] Ny X Ny ; _ T T T . Ny X Ny
eziel , matrizes G = [Gj(l) Gjp - Gj(nu)] eM; el , € um escalag > 0,
tais que
AX+ XA +Z+Q +2BX <0, (71a)
Bi [~DsM; + D5 Gj] + [-DsM; + D5 G;] " BN —Z —Q; <0, (71b)

2
G; N/ X
pi il 0 ® (h)

h >0, T >0, (710)
Gjoy X ANy X
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sejam satisfeitas paratodo i e5jllp,, | € In,, h€ I, s€ I, Ds € D e Dg = I, — Ds. Entéo, a
lei de controle chaveadér0) sendo K= MX 1 e Q = X QX 1, para todo i€ I, , aplicada
ao sistemd68) torna a origem um ponto de equilibrio localmente assintotiente estavel com
taxa de decaimento maior ou igualfapara todo X0) € £(P,1) em(45), sendo que P- X 1.
Alemdisso, &) € £(P1) C X, t > 0.

DemonstragdoAdote como candidata a fungéo de Lyapuivtx(t)) = x(t)TPx(t),P = P' ¢
O™ P > 0. Entéo, a partir do sistema (69) e lei de controle (70),

V(x(t)

X(t) TPX(t) +x(t) TPx(t)
=x(t)" [A(a)"P+PA(Q)] x(t)
+sal—Kyx(t))"B(a) TPx(t) +x(t) TPB(a) sal —Kyx(t)). (72)

Assume-se&(t) € L(Hy) definido em (44)k € I, entdax(t) € L(Hy ) e sa{—KyX(t)) pode
ser descrita pela combinacao convexa (HU; LIN; CHEN, 2002&) AN, 2003)

2
sal—Kx(1) = 3 As[Ds(~Kgx(1) + D5 (Hpx(t)]. (73)

2
sendog € I, Ds € D em (46),Dg = In, —Ds € D, €As > 0, I As=1 (HU; LIN; CHEN,

2002a; CAO; LIN, 2003). Assim, a partir de (72) e (73),

V(x(t)) =x(t)" {A(a)"P+PA(a) } x(t)

+ { 22 As [Ds(—KpX(t)) + Dy (Hex(t))] | B(a)TP} X(t)

s=1

+x(t)T {PB(a) 2_Zul)‘s [Ds(—KpxX(t)) + Dg (Hgx(t))] } . (74)

Pré- e pés-multiplicando (71b) pBr= X! e fazendo as mudancas de variaveis
GX 1=Hj, MX1=Kj, z=X"1zZx! e @ =x"1Qx1, (75)
paraj = ¢, tem-se
[~DsKg +Dg Hg ] ' BIP+PB [~DsKg + Dg Hg] < Zi + Q. (76)

Nr
Multiplicando (76) pora;, a; > 0, Zlai =1, e fazendo a soma de= 1 atén,, € multi-
i=

2"
plicando o resultado poXs, As > 0, Z As =1, e fazendo a soma pasa= 1 até v, conside-
s=1
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rando (69), encontra-se

2
> /\s{ [—DsKg +DsHy] ' B(a) TP+ PB(ar) [~DsKg +Ds Hy] } <Z(a)+Qqp,  (77)
=1

Nr
senddZ(a) = Zaizi. Note que, a partir da lei de controle (7@() T Qyx(t) = _m]Iin{x(t)TQix(t)}
i= i€l
Ny

< Z aix(t)TQix(t) = x(t) TQ(a)x(t). Entdo, a partir de (77) e (74),
V(X(t)) <x®)T {A(@)TP+PA@) +Z(a)+Q(a) } x(t). (78)

Pré- e pés-multiplicando (71a) pBr= X ! e fazendo as mudancas de variaveis (75), mul-
n

tiplicando o resultado par; > 0, Zlai =1, e fazendo a soma de= 1 atéi = n,, encontra-se
PA(a)+A(a)TP+Z(a)+Q(a) < —2BP. (79)

Uma vez que para se obter uma taxa de decaimento maior ouaguél suficiente que
V(x(t)) < —2BV(x(t)) (BOYD et al., 1994), a partir de (78) e (79), esta condicdo érjita.

Observando o Lema 1, pafa= 1, a primeira desigualdade em (71c) assedlal) C
L(Hy). Entéo, para toda(0) € £(P1) tem-sex(0) € L(H) e a descri¢do da funcdo satura-
¢do como combinacéo convexa (73) pode ser utilizada (HU; ONEN, 2002a; CAO; LIN,
2003); seguindo passos analogos ao da prova do Lema 1, adsedesigualdade em (71c)
garante€(P,1) C X. Como (71a) e (71b) asseguram qUé 1) é um conjunto positivamente
invariante (BLANCHINI, 1999) para o sistema em malha fech&®a € (70), esta € uma con-
dicdo suficiente para que toda trajetoria iniciada &0 € £(P, 1) permaneca e’ para todo
t > 0 (KLUG; CASTELAN; COUTINHO, 2015), pois durante a trajetéda estado do sistema
V(x(t)) < 1, parat > 0, ou seja, ndo deixa o conjunfgdP, 1) C X. Deste modo o modelo (69)
descreve exatamente (68) para 0. Isto encerra a prova. n

Em situagBes em que a matriz de entrada de controle é canstambndicdes do Teorema 1
podem ser simplificadas como mostrado na proximo corolaade observar que um modelo

fuzzy T-S incerto, que tenha uma matriz de entrada de ceritroértaB(a Za. Bi, Zon

1, ai > 0 (69), sem saturacdo no sinal de controle, pode ser regsdiiizando variaveis de
estado adicionais, de forma que na nova descricao o sist@reseate uma matriz de entrada
de controle constan® (BARMISH, 1983; SOUZA et al., 2014c).

Coroléario 1 (ALVES et al., 2016c) Considere um sistema descrito g6®), sendo a matriz de
entrada de controle Br) constante, ou seja(®) = B. Neste caso, as LMIg1a)e (71b)do
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Teorema 1 podem ser substituidas por

AX+XA +G 428X <0, (80a)
B[~DsM; + D5 G;] + [-DsM; + D5 G;j] ' BT —Q; <0, (80b)

sendo(jj = QJT € O™*™ para todo je I, , garantindo-se os mesmos resultados. Fazendo isto,
as matrizes da lei de contro(€0) devem ser calculadas comg @X‘léiX‘l e K =MXx 1.

Demonstragdo.ComoB(a) = B, consequentemeni® = Z em (71a) e (71b). Fazendg; =
(5,— +Z as desigualdades (71a) e (71b) podem ser reescritas coaje(@Db), respectivamente.
Nestas condicBes, tem-se que ailé%:{rxi(m)TX‘l(ﬁiX‘lx(t)} — arg*irenﬂinn{x(t)TX‘1 [Q+Z]
xX~Ix(t)} = arg* mln{x( )TX l@Xilx(t)}. r O
Caso as condi¢cdes do Teorema 1 (ou Corolario 1) sejam sassféta garantida a estabi-
lidade local, com taxa de decaimerpdo sistema néo linear incerto (68) em malha fechada
com a lei de controle (70) para toda condig&o inigid) € £(P,1). Com isto, é interessante
exigir que um conjunto de condicdes iniciais de interéssef (P, 1) e, portanto, para qualquer
condigéo iniciak(0) € X tenha-se(0) € £(P,1). SejaX = wco{wy,--- Wy, }, @ > 0, entdo a
condigdaX C £(P,1) é assegurada caso

2 T
[w Wé]>o 81)

Wy X

seja SatISfeItéW € I, . Observe que qualguer elemento no conjutitpode ser escrito como

ww(6 w/z Ow, €X,6,>0 e; 6, = 1. Entéo, supondo (81) satisfeita para tddol, ,

n
multiplicando as desigualdades gy 6, > 0 e[Z 6, = 1, e aplicando complemento de Schur

com relagdo a segunda linha e coluna, encontra-se
-2 T
w “—w(0) Pw(8) >0,

sendoP = X, e segue ques 2 > w(6) T PW(6), entdio 1> [ww(0)"] P[ww(6)] e conse-
quentementeow(0) € £(P, 1), qualquer que sej@w(0) € X. PortantaXx C £(P,1).

Observe que em (81}p é um fator de escala do conjurto{wy,--- wi_} (BOYD et al.,
1994; HU; LIN; CHEN, 2002a; CAO; LIN, 2003), portantaj pode ser utilizado como uma
variavel a ser maximizada (minimizacao@e?) de forma a obter uma estimativa menos con-
servadora do conjunto de condigdes inic&{®,1).

Ainda utilizando a teoria de conjuntos apresentada, é Egsgiduzir a norma dos ganhos
de realimentacal;, calculados pelas LMIs do Teorema 1 (ou Corolario 1) atravésutnento
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da regidoL(K;) em (44) na qual a saturagéo nédo ocorre. Isto pode ser feéoisehndo um
escalag > 0 tal queg (P, 1) c £(K;). Usando o resultado do Lema 1, isso acontece se

Ep % My

>0 (82)
MiT(l) X

for satisfeita para tode I, el €I, cuja prova segue os mesmos passos da prova do Lema 1,
observando qu¥ =P e Miqy = KiyX (HU; LIN; CHEN, 2002a; CAO; LIN, 2003).

A diminui¢cdo na norma dos ganhKgsocorre porque, sendo fixa a matAzquanto maior o
valor de ~! maior sera a norma d€0) admissivel eng (P,& ~1) em (45). A partir do Lema 1,
sendo satisfeita a desigualdade (82) tenf:g¢) > £(P,& 1), e portanto os estadag0) com
maiores normas edi(P,& ~1) também pertencemA(K;). Pela definigcdo (44) maiores normas
dex(0) € L(Ki) resultam em menores normas dos gariowisto que(K;,)x(t)| € menor ou
igual a um valor constante (ALVES et al., 2016c).

Na Figura 5 apresentam-se exemplos de possiveis tragetiiastado, sendot) = [xl(t)
xz(t)]T e 02, para um sistema em malha fechada com controle projetadolaisateoria em
discussdo neste capitulo. Observe que £(P,1) C X, ou seja, o conjunto de condigBes
iniciais de interesse esta contido na regido positivamertgianteE(P,1), que por sua vez €
um subconjunto da regido de operacdao estipulada para maiskEntao para toda trajetéria em
X, oumesmo eng(P1)\ X, tem-se que a trajetdria de estado é assintoticamenteekstav

Figura 5 - Representacéo de possiveis trajetorias de estioregidest em (13),L£(H;) em
(44),£(P1) em (45) eX no planox;(t) x xa(t).

Xz(t)

Conjunto positivamente invariane\ /' Regido de operacdo
X
E(PY) |_» Condicdes iniciais desejadas
(<© X
vl(t
Conjunto relacionada
\\ com a saturagéo
x(0) L(Hj)

Fonte: préprio autor.
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3.2.1 Tratamento de distlrbios ou incertezas no sinal de ctnole

Nesta subsecao apresenta-se uma abordagem para suprenglasse de distarbios, ou
incertezas, no sinal de controle. Para isto, considere Uamsaecde sistemas nao lineares de
tal forma que possa ser descrita exatamente em uma regigmecicao pelo seguinte modelo
fuzzy T-S incerto:

X(t) = A(a)x(t) + B(a)satu(t)) + B(a)d(t), B(a)=Bog(z(t)), (83)

.
sendad(t) € O um distdrbio ou incerteza tal que < dit) < U, z(t) = [x(t)T VT} e ghtiv,

X(t) € O™ o vetor de estado e € 0™ o vetor de parametros incertag(z(t)) > 0 para todo
X(t) # 0 e todov admissivel. Considere também a lei de controle chaveada

u(t) = sab(up (t)) — Vs, O =arg* rPlig}{_x(t)TPBOUi}7 (84)

sendouy(t) a lei de controle definida em (70). A fungéo de saturacég(-3a¢ definida

por (50) e (68b), substituindp por po) = o — m?x{]ui]}. Note que, a partir de (84) e
lely

de (50), para cada elemenigt) do vetor de controlei(t) = [uy(t) - Up, (t)]" tem-se que

(U (®)] = [sab(Upq) (1) = Vol < [ sab(Ug() (1)} + Vo] < Pog) +max{|vil} = pr —max{|uil} +

m?x{|ui |} = pi. Portanto, a partir de (50), &f(t)) = sab(Ug(t)) — Ug € assim, sati(t)) =

lelp

sap(ug (t)) — Uo.

Coroléario 2 (ALVES et al., 2016c) Considere que as condi¢cdes do Teorema 1 para o modelo

fuzzy T-S incert¢69) com lei de controlg70) sejam satisfeitas, substituinglp por py) nas

LMIs (71c), e que sejam obtidos K MiX "t e Q = X *Q;X ! paratodo i I, . Entéo, 0 ponto

de equilibrio Xt) = 0 do sistema ndo linear incert@3) com lei de control¢84) é localmente

assintoticamente estavel para tod®xe £(P,1) com taxa de decaimento igual ou maior que
B. Adicionalmente, t) € A para todo t> 0.

Demonstragdo.Considerando como candidata a fungéo de Lyaping(t)) = x(t)TPx(t),
P=PT e O™ P> 0. Entdo, com o sistema (83) e (50) usando a lei de controe (84

V (x(t)) = 2x(t) TPX(t)
= 2x(t)TP[A(a)x(t) + B(a)d(t) + B(a) (sab(ug (t)) — Ug)]
= 2x(t) TPA(a)x(t) + 2x(t) TPB(ar) sab(ug () + 2x(t) T PB(a) [d(t) — Ug].

A partir da prova do Teorema 1, substituindopor pyy nas LMIs (71c), e usando que
B(a) =Bog(z(t)), g(z(t)) > 0 para todo(t) # O,

V (X(t)) < —2Bx(t)TPX(t) +2x(t) PBo[d(t) — ug]g(2(1)). (85)
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Agora, note quel(t) pode ser reescrito como

- 2 . _ d(t) —uq.
d(t) = 1o(t) v+ T2(t) U; ZTi (1) =1; 14(t), 2(t) > 0; 12(t) = Ua—uy

T (t) =1-1o(t).
Portanto, da definicéo (84) tem-se
) PEG) X0 PEoy ~x(0)"PB0 5 1)1 min ()" PEou)
< x(t)TPBoiri (t)u; — x(t)TPBoil T(tui=0. (86)

Comog(z(t)) > 0 para todo(t) # 0 ev admissivel, a partir de (85), (86), e do Teorema 1,
V (x(t)) < —2Bx(t)TPx(t) = —2BV (x(t)), e assim conclui-se a prova. O

3.3 EXEMPLOS

Nesta secdo sado realizados projetos de controladoresactms/para um sistema bola-viga
e para um levitador magnético. O projeto utiliza os modalagy T-S incertos destes sistemas
nao lineares, ja apresentados na Secao 2.3. Note que, easbionracOes de pertinéncia destes
modelos sejam incertas, o controle chaveado nao utilizes éshcdes para compor o sinal de
controle. Aléem disso, embora o modelo fuzzy T-S incertoesente, através de uma combina-
¢ao convexa dos modelos locais, exatamente estes sistperasase 0 vetor de estado estiver
em uma dada regidao de operacéo, o procedimento propostoves @l al. (2016c¢) assegura
gue, para condi¢des iniciais em um conjunto determinadoracegdimento de projeto, este
modelo represente exatamente o sistema néo linear duoalate trajetoria de estado.

3.3.1 Controle chaveado de um sistema bola-viga

Considere o sistema bola-viga incerto e o modelo fuzzy inagre exatamentente o des-
creve tendo como modelos locais (34), pagina 35. Utilizamd@orolario 1, LMIs (80), e
as LMiIs (71c), apresentadas no Teorema 1, com os parametsostds na Subsecéo 2.3.1,

T
B=05ep=10, LMIs (81) comn_. =2, w; = [1 00 (ﬂ ,Wo=—w; ew=111111

T
de modo a garantix(0) = [i0,3 00 O} € £(P1), e LMIs (82) sendd = 20 (EFBERG;
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LOFBERG, 2004; GAHINET et al., 1994), foram obtidos (ALVES &t 2016c¢)

Ki=[-526713 -1166699 4785279 496337,
Ko =[-622681 1354811 5319596 536418, @)
K3 = [-528564 —1170102 4820028 496054,
Ks=[-620874 1351089 5331827 536102,
[-0,0515 -0,1198 Q5422 Q0551 [-0,0592 -0,1341 Q5755  Q1311]

~01198 -02770 12418 Q1264 ~01341 -03028 12936 02857
Q= 10°x . Q2 =10« :
05422 12418 -54574 —05630 05755 12936 54657 -1,1262
| 00551 01264 —0,55630 —0,0559 | 01311 Q2857 -1,1262 —0,1198]
—00522 —01211 05658 Q0551 00589 —01336 05930 01309
—0,1211 -0,2795 12912 1262 —0,1336 —-0,3017 13311 2852
Q3 =103x| ’ 9 , Qp=103x| ' ’ o ,
05658 12912 -57879 —05712 05930 13311 -57586 -1,1347
| 00551 01262 -05712 —0,0553 | 01309 02852 -11347 —0,1196

(88)

94842 190225 —67,9201 —3,7665

p_ | 190225 403360 1473595 -82128 (89)
T | -67,9201 1473595 5789386 323451|

—-3,7665 —8,2128 323451 34375

O sistema bola-viga em malha fechada com a lei de controlealda (70) foi simulado
usando a condicao inicial0) = [O 00 qT, v1 = 0,72, os ganhos de realimentacéo (87) e
as matrizes de deciséo (88). Na simulacéo foi utilizadayas de mudanca de coordenada, uma
referéncia na posicao para a bolage- 0,3 m no periodo 0 st < 10 s,v, =0 mno periodo 10
s<t<20sevy,=-0,3mno periodo 20 st < 30 s. Como a mudanca na posi¢céo desejada
foi realizada apds a estabilizagdo do sistema, observe gu8)x;(t) = r(t) — v2, sendo
r(t) a posicédo da bola e, a posicdo desejada para a bola, que muda de maneira ins@ntan
emt =10 s et =20 s. Deste modo é possivel calcular qué) = r(0) — v»(0) = 0—0,3;
apos a estabilizacée (t) = 0, portantor (t) = vo(t). Entdo, emt = 10, x1(10) = r(10) —
v2(10) = 0,3—0, pois neste instante a posi¢éo da bola ja havia estalilizagosicdo desejada
anterior, que era,8 m. Novamente, erh = 20, x1(20) = r(20) — v»(10) = 0+ 0,3. Com
isto,x(0)=|-0,3 0 O CﬂT e x(10) = x(20) = [0,3 00 O}T. Segue que, usando (89),
x(0)TPx(0) = x(10)TPx(10) = x(20) " Px(20) = 0,8536, e assimx(t) € £(P1), t > 0, para o
sistema em malha fechada.

A resposta temporal do sistema bola-viga em malha fechada,le de controle chave-

ada (70), é mostrada na Figura 6. Nela € possivel observaticeide chaveamentp que
corresponde ao ganho de realimentaggajue foi utilizado a cada momento.

A partir da resposta temporal na Figura 6 nota-se que a lamteate (70) foi bem sucedida
em manter a bola na posicao desejada. Entretanto, o sinahttele apresentehattering fato
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gue pode dificultar sua implementacdo em alguns equipasiento

Figura 6 - Resposta temporal para uma simulagéo do sistemigal (28) com malha fechada
utilizando a lei de controle chaveada (70): variaveis dedsstsinal de controle e
indice de chaveament.

o
w

o
o
&
\
1
1
1
\
¥
N
: )
1
H I|
X X =
Ewmz;\
T ——|
T

20 25 30

?

Sinal de controle (Nm) Variaveis de estado

20 25 30

Fonte: préprio autor.

3.3.2 Controle chaveado de um levitador magnético

Neste exemplo considera-se o levitador magnético des@ai®ubsecéo 2.3.2, e utiliza-se
0 modelo fuzzy T-S incerto que o descreve exatamente naordgi@peracéao estipulada, cujos
modelos locais sdo descritos em (43), pagina 37. Observe ginal de controle neste caso €
dado poru(t) =i(t)2 —ip(v)? (36) e que(v)? é incerto. Nas condicdes adotadas tem-se que
1,2889< ig(v)? < 3,0678. Assim, para a aplicacéo da lei de controle (84) utizay = 1,2889
e up = 3,0678.

Resolvendo as LMIs (71) do Teorema 1, considerando o Corc®ans parametros apre-

T
sentadas na Subsecao 2.32- 2,5, po = 7,4, as LMIs (81), sendo, =2, w; = [071 O] ,

W, = —w; e w = 1 (EFBERG; LOFBERG, 2004; GAHINET et al., 1994), obteve-se (AB/E
et al., 2016c)

Ky =[-626618 —52544, Ky = [-460755 —4,7746,
Kz =[-626801 —52693, Ks = [-459295 —4,7568, (90)
Ks =[-582540 51285, Kg = [-454165 -4,7358,
K; =[-581982 51360, Kg = [-456699 —4,7580),
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34252 06907|’ @ = | 48035 1150556 2 ~ |-32503 1242630

00498  —4,7923 00418 —3,2415 | 00433  -44734]
Q= | 47023 —11556781’ Q@ = | -3,2415 —1238489|’ & = | —4,4734 —1198390]’
[ 0,0393 —3,2097 |
~32097 —1244252)°
_ (91)

P — (99,7420 34252} [ 0,0501 —4,8035 | [ 0,0417 —3,2503 ]

[ 00396 —3,1903 [ 0,0429  —4,4600 |

Q@ = | -3,1903 —1236433]’ @ = | -4,4600 —1201941)’ Q@ =

Na Figura 22 ilustram-se os conjuntd’s £(Hy) e £(P,1) obtidos para essa solugéo.

Figura 7 - Conjuntost, £(Hk), £(P,1), para o levitador magnético (35).

Fonte: préprio autor.

A simulacdo do levitador magnéticos em malha fechada com deleontrole chave-
ada (84) utilizou os ganhos de realimentacéo (90) e matdeetecisdo (91), a condicao ini-
cial X(0) = [0,09 qT, vi = 0,06 m ev, = 0,085 kg durante 0 Xt <2 s;v; =0075me
v2 = 0,05 kg durante 2 £t <4 s; ev; = 0,05 m ev, = 0,1 kg para > 4 s. Em vista da mu-
danca de coordenadas utilizada para a alteracao na posi¢émal que ocorre sempre apos a
estabilizacdo do sistema, encontra-se, observanda(@1)Px(0) = 0,09,x(2)TPx(2) = 0,02,
x(4)TPx(4) = 0,06, e portanto, para o sistema controladd € £(P,1) para todd > 0.

A resposta temporal do levitador magnético € apresentaéiigoea 8, na qual os indices
¢ e o indicam qual dos ganhds e vj, respectivamente, sao utilizados em cada instante. A
partir dessa figura observa-se que a lei de controle (84afmaz de manter a bola na posicao
desejadaq(t) = y(t) = v1, apds uma resposta transitéria adequada, mesmo com azede
sinal de controléy(v), dada em (36) (a massa e a posicao desejada sdo incertas). Nota-se
também na Figura 8 que a lei de controle chaveada apregwttaring que pode dificultar sua
implementacdo em sistemas reais.

3.4 COMENTARIOS

Neste capitulo foram apresentadas extensdes ao conteMearto apresentado por Souza
et al. (2014c), Souza et al. (2014b), considerando umacegidperagédo para o sistema con-
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Figura 8 - Posicao da bolay(t) = y(t)), velocidade da bolax4(t)), sinal de controley(t) =
i(t)2 — io(v)z), e indices de chaveamenpce o, para o levitador magnético (35) em
malha fechada com a lei de controle chaveada (84).
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Fonte: préprio autor.

trolado e também saturacdo no atuador. Observe que a reg@wedacao no projeto do con-
trolador chaveado para sistemas néo lineares é importastieque fora dessa regiao o modelo
fuzzy T-S incerto néo representa exatamente o sistemamear lincerto inicial como combi-
nacdo convexa de seus modelos locais. Além disso, consalgrassibilidade de saturacao
no sinal de controle aproxima o projeto do controlador deisydementacdo, uma vez que a
saturacdo é uma caracteristica comum de sistemas de eontrol

Note que a utilizagdo das leis de controle chaveadas (7@)@¢@rretam em um maior es-
forco computacional que a utilizacdo de um Unico ganho dameatacdo. Entretanto, leis de
controle chaveadas podem ser satisfatoriamente implaaen{SOUZA et al., 2014a; ALVES
et al., 2016a). No Capitulo 4 seré vista a implementacéao dieledbntrole chaveada, utilizando
o procedimento de projeto estabelecido neste capitulonesistemaBall BalancerQuanseP
e uma adaptacao que foi necessaria para que este sistermang@sse bom desempenho (AL-
VES et al., 2016a).

Pelos resultados de simulacao apresentados, observa-se dgis de controle chaveadas
(70) e (84) podem apresentdrattering Uma forma de superar esse problema esta na utilizacao
do controle chaveado suave, apresentado no Capitulo 5.
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4 CONTROLE CHAVEADO LOCAL DO BALL BALANCER QUANSER®

Este capitulo apresenta uma implementacao pratica ddsadssidescritos no Capitulos 3
em um sistem®all BalancerQuanseP. De maneira diferente do apresentado em Souza et al.
(2014a), considera-se no procedimento de projeto do dadtyouma regidao de operacao para
0 equipamento e também a saturac&o no sinal de controle,aresente na implementacao.

Em projetos iniciais de controladores para este equipameaitn a teoria apresentada no
Capitulo 3, observou-se que a exigéncia de taxas de decaiglemtidas possibilitavam a ga-
rantia de estabilidade para condi¢des iniciais com memmesas, e vice-versa. No controle do
Ball BalancerQuanseP necessita-se de uma taxa de decaimento relativamenteasdt&qn-
seguir resultados satisfatérios de implementacao, feedtstarbios ndo modelados, ao mesmo
passo que € interessante garantir estabilidade para éesdigciais com maiores normas.

Deste modo, a teoria previamente apresentada no Capitule8témdida, possibilitando
garantir maior taxa de decaimento em uma regido “nas prdaideis” do ponto de equilibrio,
gue contém estados inicias com menores normas, e com isttatess satisfatorios de imple-
mentacédo foram obtidos. A metodologia apresentada negtiellcafoi publicada em Alves et
al. (2016a).

4.1 SISTEMA BALL BALANCER QUANSER®

O sistemaBall BalancerQuanse® possui uma placa montada sobre dois servomotores. O
objetivo € movimentar a placa através do acionamento desrsetores de modo que uma bola
sobre a placa permaneca em uma posicao especifica ou penmarcerta trajetoria. A posicao
da bola é medida por uma camera localizada acima da placaténsi é integrado a um com-
putador que realiza o controle e para a implementagéo deotashres projetados em tempo
continuo neste equipamento é utilizada emulacdo com med@dmostragem suficientemente
pequeno. Uma foto do sisterBall BalancerQuanseP pertencente ao LPC - FEIS - UNESP é
mostrada na Figura 9 (a). Um esquematico do movimento noxeixapresentado na Figura 9
(b). O acionamento do eixpé analogo ao acionamento do eko

O movimento com relagdo a cada eixo € modelado pelo segisteena dindmico (QUAN-



58

Figura 9 - Sistem#all BalancerQuanseP. (a) Equipamento pertencente ao LPC - FEIS -
UNESP. (b) Esquema do movimento no exdo sistema.

_____________________________________

Plataforma Mével
Eixo de
Suporte

Conjunto de
Engrenagens
do Motor

Suporte

(a) (b)
Fontes: Arquivo do LPC - FEIS - UNESP - parte (a) e adaptado de<guémnovate Educate (2008b) -

parte (b).
SER INNOVATE EDUCATE, 2008a).
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sendofy3(xs(t)) = kop(sen(xs(t))/xs(t)), x1(t) = d(t), a posicdo da bola medida em metros,
%o(t) = d(t), a velocidade linear da bola em metros por segung@) = 6(t), a posicao
angular do eixo do servomotor, medido em radianaé,) = 6(t), a velocidade angular do
eixo do motor em radianos por segund@,) representa a tenséo aplicada no motor em \olts.
Kob = (2Mpramr3g) / (L (Mprg+Jp)), sendog = 9,81 ny's” a aceleragéo da gravidadeJe=
(2mor§) /5. Os parametros do equipamento s&o os dados na Tabela 4.

Tabela 4 - Parametros do sisteBall BalancerQuanseP.

Descricao Valor
Beq | Amortecimento referente ao motor 0,0844 Nmgrd
Jeq | Inércia referente ao motor 0,0021 kgn%
An | Ganho referente ao motor 0,129 Nm/V
L | Comprimento da placa movel 0,275 m

Distancia entre eixo da engrenagem de saida do servomotor e 0 ponto %e

Farm fixacdo da barra 0254 m
r, | Raioda bola 0,0196 m
my, | Massa da bola 0,003 kg

Fonte: Quanser Innovate Educate (2008b).

A regido especificada para a operacdo de cada epbBatidBalancerQuanseP é repre-
sentada po®¥ em (13), pagina 26, com, = 4, N = l4, a matriz identidade de ordem 4, e
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Q= [(pl ® © (p4] ! = [0,1375 03 /6 n] T. A restricdo para as variaveis de estado
foi especificada com base em restri¢cdes fisicas do equiganteor exemplo, pela forma como
foi construido o sistemBall BalancerQuanseP, o angulof(t), representado na Figura 9 (b),
deve ser tal que-11/6 rad < O(t) = x3(t) < 11/6 rad (QUANSER INNOVATE EDUCATE,
2008a). Os sinais de controle enviados aos servomotoresifafrde controle para cada servo-
motor) estdo sujeitos a saturagdo com vpaler5 volts, utilizada para protecao do equipamento.

Foi admitida a possibilidade de perda de poténcia nos setaras de 30%. Esta perda foi
modelada como um ganhg no sinal de controle de tal forma qlue= 1 para o sistema sem
falha ek = 0 para a falha total do sistema. Assim, na implementacadifaado o sinal de
controle sujeito a falha

u (t) = kru(t), (93)

sendou(t) o sinal de controle e a constarkee [0,7, 1]. Observe quaBus(t) = kfBu(t) e

0 parametro incerté&; pode ser incorporado na matf®; tornando-a incerta para o projeto
da lei de controle. Nestas condi¢des encontra-se, parado reég operacao especificada, que
1,2361< fa3(x3(t)) < 1,2944 e o sistema néo linear de cada eixo do sistafidBalancer(92)
pode ser representado por um modelo fuzzy T-S incerto artitle o procedimento descrito na
Secdo 2.2, pagina 25, sendlp=4,ny,=1,n, =4 e

4 4
X(t) = ZiaiAiX(t) + Zai Biu(t), (94)
i= i=
01 0 0 01 o0 0
0 0 12944 0 0 0 12361 0
17 T loo o ' ERA el PR 1]
00 0 350877 00 0 -350877
Bi=B; =[0 0 0 617544 Bs=Bs =[0 0 0 432281"

4.2 CONTROLE CHAVEADO APLICADO AO SISTEMA BALL BALANCER

Para as solucdes das LMIs (71) propostas no Teorema 1, p&gjingando os parametros
descritos na Secdo 4.D,= {D; = 1,D, = 0}, juntamente com as LMIs em (81) e (82) sendo
wg = [0,1 00 o}T, wo = —wy e & = 20 (EFBERG; LOFBERG, 2004; GAHINET et al.,
1994), foi observado que, devido as restricbes impostastqumaior for a taxa de decaimento
menor sera o valor d@ tal quewco{wy,--- ,wp, } € £(P,1). Na Figura 10 observa-se a evolu-
cao da variaveto (escala do conjuntoo{ws,w>}) em relagédo @ (taxa de decaimento) neste
caso.

Intuitivamente, s&(0) tem norma pequena, entdo necessita-se de um sinal de equerol
queno (Kgx(t)) de modo que a trajetdria de estado seja estavel e convigagponto de
equilibriox(t) = 0. Por outro lado, quando a normaxi@) é grande, entdo = —KgX(t) tem
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Figura 10 - Maximos valores de escalgpara diferentes valores de taxa de decaimg@npara
o sistemaBall BalancerQuanse@.
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Fonte: préprio autor.

valor elevado, fazendo com que o sinal de controle saturéd® ensaturagao tem influéncia
na convergéncia da trajetéria de estado. Observex@EPX(t) < Amaxl|X(t)||?, sSendoAmax 0
maior autovalor d®. Entéo, para aumentdx(0)|| tal quex(0) € £(P,1) é suficiente diminuir
Amax Projetando as matrizes do controlador chaveado com as ddTeorema 1 e acrescen-
tando: X > aly e a > 0, sendaca € [0 uma variavel d4 a matriz identidade de ordem A ax
pode ser minimizado com a maximizacaoalois os autovalores d¢ sdo iguais ao inverso
dos autovalores dBe. Com esta estratégia e resolvendo essas LMIs utilizandorésp#os
descritos na Secédo 40,= {D1 = 1,D, = 0} e taxas de decaimenfb= 0,5, 1, 15 e 2 foram
obtidos os respectivos valores minimosidgyx 0,2093, 28940, 287593 e 192425.

Para uma implementacdo com bons resultadoBalbBalancer QuansePa taxa de de-
caimento necessita ser maior gBe= 1,8. Deste modo, para este sistema tem-se dois obje-
tivos conflitantes: aumentar a regido para as condi¢coemsnipara movimentar a bola por
trajetos maiores, e, a0 mesmo tempo, conseguir uma taxaca@rato relativamente ele-
vada. Apenas para exemplificar, apresenta-se na Figura b&igdp da bola no plano para
o sistemaBall BalancerQuanseP com lei de controle (70) projetado através das LMIs (71)
com os parametros ja mencionados na Secdo™ .4 {D1 =1,D, =0}, B = 1,25, junta-
mente com as LMIs em (81) e (82) sendp = [0,1 00 qT, Wo=—Wqg, 0 2=156¢e
& = 20 (EFBERG; LOFBERG, 2004; GAHINET et al., 1994). Neste contéxtssegurado
quex(0) =+1(0,08 0 O qT € £(P,1). Foi utilizada uma referéncia quadrada de 6 cm de

T
lado por meio de mudancga de coordenada, resultandd@m- + [0,06 00 q .

Para conseguir resultados satisfatorios € proposto uemsastle controle utilizando esta-
gios, cada um projetado com base no Teorema 1 e com exigé&higesntes de taxa de de-
caimento e “tamanho” do elipsoid&P, 1), medido porw em (81). Sendo assim, cada estagio
possui um conjunto de ganhos de realimentacéo e de matezésaisdo. Cada conjunto de
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Figura 11 - Posic&o da bola no plaxpdo sistemaall BalancerQuanse® em malha fechada
com a lei de controle (70) e com ganhos projetados patdl,25.
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Fonte: préprio autor.

ganhos de realimentacdo e matrizes de deciséo € utilizatmlqseu estagio correspondente é
ativo e sédo chaveados de acordo com a lei (70). Esta estr@téigitalhada na Secao 4.3.

4.3 ESTAGIOS NO CONTROLE CHAVEADO

Considere dois projetos de controlador realizados com @a3earema 1, com diferentes
exigéncias de condic¢des iniciais e taxas de decaimento.rin@ipo projeto, no qual é proje-
tado o conjunto de ganhds; e de matrizes de decisd®;, associado a funcao de Lyapunov
Vi(x(t)) = x(t)TPix(t), garante-se a condic&o inicial desejada e uma taxa de deut@ify
menor que o necessario. No segundo projeto, estabeleceesgumto de ganhok’; e de ma-
trizes de decisa@,, associado a fungéo de Lyapungyx(t)) = x(t)TPx(t), que asseguram
ao sistema controlado a taxa de decaimento des@admrém ndo garantindo a estabilidade
para o estado inicial desejado. Note que é preferivel aag#io do conjunté,, uma vez que
utilizando este conjunto de ganhos de realimentacao évebsditer uma taxa de decaimento
maior.

Seguindo esta ideia, prop6e-se o projeto das matrizes dimtzaaior por estagios de acordo
com o algoritmo mostrado na Tabela 5.

Uma vez projetadas as matrizes dos controladores, dets®im uso dos conjuntos de
ganho e matrizes de decisdo de acordo com as funcdes de byaprojetadas. A logica de
ativagéo dos controladores € a seguinteVga(t)) < 1 ative o estagio 2 e utilize a lei de
controle (70) com o0s conjuntds, e Qy; casoVa(Xx(t)) > 1, masVi(X(t)) < 1, ative o estégio 1
e utilize a lei de controle (70) com os conjunfos e Q1. Nesta situacdo, a légica de ativagcdo



62

Tabela 5 - Algoritmo para o projeto de controle chaveadodsastagios.

Passo 1 Estabeleca o conjunt® de condic¢des iniciais desejado, entdo resolva as LMIs de
projeto do controlador chaveado dadas no Teorema 1 juntarnem (81) utilizando uma taxa
de decaiment¢; > 0, que pode ser menor que a desejada, de modo que as LMIs d®proj
sejam factiveis. Com o resultado defina os conjuiips= {K{,K3, - K& 1, Kt = MiX~1,

e 01 ={QLQ3 Q1 }, Qt=X"1QX 1 eP =Xt Sep for a taxa de decaimento
desejada, o procedimento de projeto termina.

Passo 2 Para o projeto do segundo estagio, estabeleca uma taxaaendatof3, desejada,

B2 > P1, e ajuste o conjunt& de modo que as LMIs de projeto do controlador chaveado
dadas no Teorema 1 e por (81) sejam factiveis. Com a solucétapbefina os conjuntos
Ko={KZKZ, - Ki} KE=MX1e0={Q},Q5 - Q3 }, F=xX"tQx 1 erR=Xx"1

Fonte: préprio autor.

pode ser sintetizada pela seguinte lei de controle

u(t) = —Kgx(t), 1 = arg*max{x(t)TRx(t), x(t)TRx(t) < 1} e ¢ =arg*min{x(t)TQ}x(t)}.
(95)

Observe que as condi¢des inicias devem pertencer ao cogjuit,1) ou £(P,1) e que
nestas condi¢des o vetor de estado do sistema ndo deixgia@ae operacad’, pois&(Py,1) C
Xe&E(P,1) CAX.

Neste contexto acontece, no maximo, uma troca de estagios&tema atingir o ponto de
equilibrio (veja ilustracéo de possivel trajetéria de @staa Figura 12). Casqg0) € £(P»,1)
ndo ocorrera troca de estagio, porque ambos os conjéigl) e £(P,1) séo positivamente
invariantes para o sistema controlado utilizando os reéispscconjuntos de ganhos de reali-
mentacéo e matrizes de decisao.

Figura 12 - llustracé@o de uma possivel trajetoria de estanotimca de estagios paxé) € 02,

X1 (t)

X | — Taxa de decaimento
E(Plvl) Bl

x(oy\g o)

F(P2,1)

| __— Taxa de decaimento

B2

Fonte: préprio autor.

Detalham-se agora os resultados obtidos no controle dasdall BalancerQuanseP
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utilizando estagios no controle chaveado. Neste projei@lnses de taxa de decaimento uti-
lizados no projeto de cada estagio de controle foram estmslémpiricamente com base em
testes realizados no equipamento, que sugeriram uma tadecdanentq3 > 1,8 para o bom
desempenho do sistema em manter a bola na trajetoria desBjasblvendo as LMIs (71) com
0s parametros ja mencionados na Se¢do™ 4, {D1 = 1,D, =0}, 3 = 31 = 0,8 para o pri-
meiro estagio (conjunto§s e Q1) e B = B, = 2 para o0 segundo estagio (conjuikip e Q5),
juntamente com as LMIs em (81) semglo= 2, w; = [0,1 00 qT, wo = —wj, =1 para

0 primeiro estégic(assegurando queo) = + [0,1 00 qT € E(P,l)) ew=111111 para

0 segundo estagio; junto com as LMIs (82) sedde 5 nos dois casos (EFBERG; LOFBERG,
2004; GAHINET et al., 1994), encontra-&8 = {K{,K3,K3,K3}, 01 = {Q1,Q5,Q3,Qz}, e
Kz = {Kf,KE. K8, K}, Q2 = {Qf, @3, Q5.Q3}, sendo

Ki = (371335 408541 127707 21861, Ki = (369318 407140 128230 21818,
K = (60,3955 549699 174896 18657, Ki = (606123 549882 176589 18596,
KZ = (2084600 1386943 375984 23416, KZ = (2075852 1382461 375875 23440,
K = [2490018 1608535 416335 19881, K7 = [2476551 1600490 415052 20010

14405 —06814 —01741 —0,0089] [~14405 —06814 —01741 —0,0089
—0,6814 —-0,3287 —0,0837 —0,0043 —-0,6814 —-0,3287 —0,0837 —0,0043
Q% — 100« | ™7 ' ' ’ i Q% =100% | 7 '
_01741 —00837 —00213 —0,0011 _01741 —00837 —00213 —0,0011
|_0,0089 —00043 —00011 —0,0001] |-0,0089 —00043 —00011 —0,0001

[-14405 -0,6814 —01741 —0,0089 [-14405 —0,6814 —01741 —0,0089
-0,6814 -0,3287 -0,0837 —0,0043 -0,6814 -0,3287 -0,0837 —0,0043
QL = 10005 | © | DB QF = 1010x :
_01741 -0,0837 -0,0213 -0,0011 ~01741 -0,0837 -0,0213 —0,0011
| -0,0089 -0,0043 —0,0011 —0,0001 | -0,0089 —0,0043 —0,0011 —0,0001]

11283 —06350 -0,1278 —0,0047) [-1,1283 —06350 —0,1278 —0,0047]
Q2 — 112, | 06350 -03564 00716 00025 (32 _ jqp |-06350 -03564 00716 —00026
1 01278 -00716 -00144 —00005 <2 01278 -0,0716 -0,0144 —0,0005|
|-0,0047 —0,0026 —0,0005 —0,0000} |-0,0047 —0,0026 —0,0005 —0,0000)
11283 —06350 —0,1278 —0,0047] [~1,1283 —0,6350 —0,1278 —0,0047]
Q2 — 1012, | 0630 ~03564 —00716 00026 (2 _ 1np |-06350 03564 00716 —00026
3 —0,1278 -0,0716 -00144 -00005 <4 ~0,1278 —0,0716 —0,0144 —0,0005

| -0,0047 —0,0026 —0,0005 —0,0000 | -0,0047 —0,0026 —0,0005 —0,000Q]
99,9899 477021 118647 Q621 9984794 5353159 1046737 3840

p, _ |477021 510308 95668 07395 P, — 10° 5353159 3316368 709738 25812

1 11,8647 95668 56903 Q1976 1046737 709738 199274 Q7088|
06213 Q7395 Q1976 Q0571 38406 25812 Q7088 Q0706

Os resultados de implementacdo do esquema de controlespoqyaoa o eixx do sistema
Ball BalancerQUANSER® s&o mostrados nas Figuras 13 - 18 (os resultados para g s&#m
analogos e por isto foram omitidos). A posicao da bola noglpara o sistema controlado, é
mostrada na Figura 18. Observe que nesta implementacéiliado um quadrado com 9 cm
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de lado como referéncia, maior que o utilizado na implengéatanostrada na Figura (Ioi

utilizada mudanca de coordenada, resultandea@n= + [0,09 00 qT> . Alinha vertical
marcada como inicio da falha indica o momento a partir do fpiadmulada uma falha que
diminuiu a poténcia dos servomotores em 30%, ou seja, qiteste quaks instantaneamente
passa do valor de 1 para/Gem (93).

Figura 13 - Deslocamento medido no eixolo sistemaBall BalancerQuanse® durante im-
plementacao da lei de controle (95).

__________ _ - - - Referéncia
— 4.5 \ -
e ! —Posigéo
(&) 1
o] : Inicio da
2 : Falha ~
q') 1
2 or :
o :
T '
R4 1
0 1
0(? 1
1
45 -
1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60

Tempo (s)

Fonte: préprio autor.

Figura 14 - Variaveis de estado medidas no eixio sistemaall BalancerQuanseP durante
implementacé&o da lei de controle (95).

Xl(t)

X2 (t)

x3(t)

Xa(t)

0 10 20 30 40 50 60
Tempo (s)

Fonte: préprio autor.

Como é possivel observar nos resultados apresentados naasHi@ - 18 conseguiu-se
bom desempenho do sistema controlado com o uso de estagmsntrole, mesmo com a
saturacao no atuador e perda de poténcia nos servomotorapatamdo-se as Figuras 18 e 11
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percebe-se que houve um ganho de desempenho significaimd@utilizou-se a estratégia de
controle por estagios. Observe, a partir da Figura 14, quesascdes de regido de operacdo
foram atendidas durante toda a implementacéo, emboraexigidos na implementacéo, como
observado nas func¢des de Lyapunov apresentadas na Figura 17

Figura 15 - Sinal de controle definido por (95) utilizado nwoex do sistemaBall Balancer
QuanseP durante implementacéo.
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BbE====----— - = mmmm == = F=mmmmmm == - - === mm - o= = m ==
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Fonte: préprio autor.

Figura 16 - Escolha dos ganhos de realimentac&o da lei det®(f5) para o eixa do sistema
Ball BalancerQuanse® durante implementacéo.
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|
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Fonte: préprio autor.

4.4 COMENTARIOS

Neste capitulo foram apresentados resultados de implag@&ntlo controle chaveado, com
projeto proposto no Capitulo 3, no sisteall Balancer Quanse®. De modo a conciliar
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Figura 17 - Funcdes de Lyapunov utilizadas na escolha doatador (variavel em (95)) do
eixo x do sistemaBall BalancerQuanseP durante implementacéo.
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Fonte: préprio autor.

uma regiao com condi¢des iniciais de maiores normas com axaade decaimento adequada
guando o estado do sistema encontra-se “préximo” ao ponéemdiibrio, foi proposta a uti-
lizacdo de estagios no controle, projetando mais de umaladbr e escolhendo qual sera
utilizado com base nas respectivas fungdes de Lyapunoeiadas. Os resultados no sistema
Ball BalancerQuanseP mostraram o bom desempenho da estratégia proposta.

Como mostrado, o controle chaveado possibilita resultaddiEps (SOUZA et al., 2014a;
ALVES et al., 2016a). Porém, como pode ser observado nosmasrdo Capitulo 3, como
nao ha restricdo no chaveamento dos controladores, o meste@parretar erwhattering que
pode prejudicar a implementacdo desta lei de controle eanalgasos. A seguir, no Capi-
tulo 5 apresenta-se uma estratégia para suprimtiatteringem controle chaveado baseada no
conceito do minimo suave, que suaviza a mudanca nos ganhealiskeentacao.
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Figura 18 - Posicao da bola no plary utilizando estagios no controle (95) do sisteBull
BalancerQuanseP durante implementacéao.
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5 O MINIMO SUAVE E O CONTROLE CHAVEADO SUAVE SUJEITO A
SATURACAO DE SISTEMAS NAO LINEARES INCERTOS DESCRITOS POR
MODELQOS FUZZY T-S

No Capitulo 3 o controle chaveado (SOUZA et al., 2014c; SOUZ&.e2014b) foi utili-
zado com sucesso no controle de uma classe de sistemaseasgiedimcertos com saturagao no
atuador em uma regiao de operacéo. Apesar de bom desempbshojou-se nos resultados
gue o sinal de controle pode apreserdfaattering Mesmo sendo possivel a implementacao
desta lei de controle, como mostrado no Capitulo 4, um chasei@nexcessivamente rapido no
sinal de controle pode prejudicar a implementacdo destéctéde controle em certas aplica-
coes.

Neste capitulo apresenta-se a lei de controle chaveada gwaposta em Alves et al.
(2016c), que baseia-se no conceito de “minimo suave” e pedetiizada para lidar com o
chatteringna lei de controle chaveada. Esta nova lei de controle padapseada nas mes-
mas condi¢des da lei de controle chaveada e apresenta coomyémiente a garantia, apenas,
da estabilidadeltimate boundedrente a estabilidade assintética garantida pela lei deaen
chaveada. Entretanto, como sera visto, a reglimate boundediepende de parametros de
suavizacao escolhidos pelo projetista e pode ser tdo paquemto se queira.

No desenvolvimento deste capitulo utilizam-se as relagdes as fungdes s¢n e sgri(-),
definidas a seguir:

0, sez=0,
sgn(z) = Z sez+£0 (96)
‘2’7 )
z
sgri (z) = \z\—+y’ y > 0; sgri(z) =sgnz) sey=0, (97)

sendoy um parametro de suavizacao.

5.1 CALCULO DO MINIMO UTILIZANDO A FUNCAO SINAL

Nesta secdo a funcdo minimo é descrita utilizando a fungab &sta descricéo € utilizada
para propor o conceito de minimo suave e entdo este novoitthé@mpregado na proposta da
lei de controle chaveada suave.

Lema 2 (ALVES et al., 2016c) O minimo entre dois numeros reais pode ser calculado por

a1t+a a—a
2 2

m = min{ag,a} = sgn(a; —ay). (98)
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Demonstracao A prova serd feita por casos:

at+a a —a

e Seay<am=a—a<0m= > + > (+1) = ay;
at+a a—a

e Sev<ayy=a—a>0m= 1J2r 2 1 12 2(—1):a2;
at+a O

e Sevx=a1=a—a=0m= l; 2+§(O)=a1:a2.

]

Lema 3 (ALVES et al., 2016c) O maximo entre dois numeros reais pode ser calculado por

ajta aj—a
my = max{ay,ax} = 12 2 4 12 ngn(al—az). (99)

DemonstracaoA prova é similar a prova do Lema 2. O

Observacdo 3(ALVES et al., 2016c) O minimo em um conjunto com n elementos pode ser
calculado utilizando a equa¢d@®8), observando que

min{Uq,Uy,--- ,Un} = min{Un, min{Uq,--- Un_1}}, (100)

ou seja, 0 minimo pode ser calculado recursivamente.

Seja a matrif}, tal quex(t)T Qpx(t) = min {x(t)TQix(t) }. Entdo, utilizand®; = x(t)T Qix(t),
I € I, partindo de (98) e (100), tem-se "

X(t)TQx(t) = min{x(t)Tan(t),x(t)Tnglx(t)}
n+Qpt N Q-

= x(t)T 5 5 sgn(Un —min{Ug,Us, - Un_1}) | X(1).
(101)
Portanto, a matrng, pode ser calculada como
+on-t n-1_
Qg = Qn 2Q¢ + Q¢ 2 Qn Sgn(Un - min{U].aUZa T 7Un—1}) ’ (102)

sendoQj ' a matriz tal quex(t)T Qp x(t) = min {x(t)TQix(t) }. Assim,Q} pode ser recursi-
I€lh—1
vamente calculada, definin@@y = Q.

Aplicando esta metodologia de calculo do minimo a lei derotmthaveada (70), a matriz
de ganho de realimentacl§ associada &} tal quex(t)" Qyx(t) = min {x(t)TQix(t)} pode
1€ln,
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ser recursivamente calculada por

Ko +KFTH KK

K
¢ 2 T 3

™ sgn(Up, —min{Uy,Uy, -+ ,Up _1}), (103)

sendoU; = x(t) ' Qix(t), i € I, e Ki ' a matriz correspondente@j ~*, sendo o caso base
Ky = K1.

Por exemplo, suponha que foram projetados 4 ganhos de exdifigdoK;, i € 4, e 4
matrizes de decisa@;, i € I4. Assim, o ganhd<, tal quex(t)" Qx(t) = m]iln{x(t)TQix(t)}
lcly

pode ser calculado recursivamente usando (103), déndo-x(t)" Qix(t), como segue:

Ko+ K Ki—K
ng( 22 ), { 12 2)SQF(Uz—Ul);
Ks+K3) (KZ-K
ng( 3 ¢)+( 6K sgnUs —min{U,Uo});

2 2 (104)

(Ka+K3) (K3 —Ky) _
5 ¢ + ¢2 sgr(U4—m|n{U1,U2,U3});

4
¢
Ug (t) = —K§x(t).

5.2 O MINIMO SUAVE

Para se obter o minimo suave aproxima-se a descontinuidadagéo minimo, resultante
da funcéo sinal em (98) e (100), por uma funcdo suave. Nedialtro a funcéo sinal sgn
definida em (96) é substituida pela fun¢@o sigmoid€ (sgdefinida em (97), embora outras
aproximacdes sejam possiveis (ALVES et al., 2015). Na Rig@9rsdo mostrados os graficos
das fun¢bes sdm) e sgri(z), sendoy = 0,01, e € possivel perceber como atua a suavizagéo
proposta.

Figura 19 - Gréficos das funcdes $gn(96) e sgn(z) (97),y = 0,01.

sgn(z) sgri'(2)
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V4 4
Fonte: Alves et al. (2016c).

Lema 4 (ALVES et al., 2016c) As fungbesgnz) (96) e sgri(z) (97) satisfazem a seguinte
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igualdade:

sgrt (2) = sgr(z) - sgr(z)M%y. (105)
Demonstracdo.Note que, para= 0, a partir de (96) e (97), (105) é diretamente satisfeitea Pa
z# 0tem-se

z z z vy V
= == =sgn(z) —sgn(z) ——.
d+y @ EdEty @S0y

sgri(z)

L]
Definicdo 1 (ALVES et al., 2016c) O “minimo suave” entre r valoresnin*{as,--- ,a/} é
definido recursivamente como

ar+a’ C &
ar1+arl

5 5 sgri (ar —min{ay,---,a,_1}), (1086)

min*{ay,---, &} =

sendo @& ; =min“{as,---,a_1} € 0 caso base definido comon* {a; } = a;.

: o ayta a-—a
A partir da Definicdo 1, quando= 2 encontra-se que miifay,az} = 118 +2 > 2

x sgrf (ap —a1), que é o resultado da substituicdo de ‘&gn—a;)’ por ‘sgn” (a; —az)’ na
equacéo (98).

De forma similar ao minimo convencional, calcula-se a &y, tal quex(t)TQg*x(t) =
mi]?* {x(t)TQix(t)} a partir da Definicdo 1, recursivamente. Seguindo a mesnisaagre-
leln
sentada para (101) e (102), tem-se

Qb — Qn"’QE;l n lel_Qn
9 2 2

Sgﬁk (Un - min{U].?UZa te ,Un—l}) ) (107)

sendoU; = x(t) ' Qix(t) e Q5" a matriz que satisfax(t)" Qj, x(t) = min* {x(t)TQix(t)}. O

i€ly_1
caso base ¢ definido cor@, = Qi.

5.3 CONTROLE CHAVEADO SUAVE PARA UMA CLASSE DE SISTEMA NAO LINEA-
RES INCERTOS

Baseado no controle chaveado (70) e nos resultados que fesritds nas se¢cdes anteri-
ores, em Alves et al. (2016c) é proposta a lei de controlesdudeasuave

U(t) = Upe () = —KEX(1), (108)

sendng; 0 ganho correspondente a mat@g* (107), calculado em um conjunto de ganhos
de realimentacadKy,--- Ky }, e Qg calculada tal que((t)Tng*x(t) seja 0 minimo suave
calculado para o conjunt{)x(t)Tle(t),m ,x(t)TQn,x(t)}. Assim, o ganh&g', € definido
como a sequir.
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Definigdo 2 (ALVES et al., 2016c) Seja U = x(t)TQix(t), i € I, entdo, dg107)e (108) a
matriz Kgr* correspondente a m € recursivamente calculada usando
Kn +Kgi ' K§ T =Ky,

Kgr* = 2 + 2 Sgrik (Unr - min{Ul7U27 to 7Unr—l}) ) (109)

sendo K. o ganho correspondente &Q", e tendo como caso basg K= Ki.

Para exemplificar, novamente suponha 4 ganhos de realigd@ita i € I, e suas respec-
tivas matrizes de decis&@, i € I4. Usando a Defini¢&o 2, coby = x(t)TQix(t), o ganhoKg,
correspondente a mati@y, tal quex(t)Tng*x(t) = mi{\*{x(t)Tle(t)} é calculada de maneira

lelg

analoga a (104), substituindo ggnpor sgri(-), como segue:

Ko +K Ki—K

K«%*:( 2; 1)+( 12 2)sgﬁ‘(U2—U1);
Ks+K2,) (K3, —K

Kq‘?*:( = ) 5 Y Sqrt (Us — min{UpUs}); (110)
(Ka+K3.) (K3, —Ka) .

Kg* — 5 ) | 10 5 sgri (Ug — min{Uy,Uz,U3}).

Lema 5 (ALVES et al., 2016c) O ganho I{,};, n, > 2, definido em(109) pode ser escrito como

K =S HiKi, =1 >0, iely, (111)
0= QK 2

sendoy;,i € I, fungdes continuas déty. Aléem disso, as funcoes, i € I,, ny > 2, em(111)
podem ser calculadas, usandpx(t)T Qix(t), da seguinte maneira:

(e, -t
=it
H= i) [ P, i£ L0, (122
|=i+1
\Q(i), I=ny,
p(i) = 0,5+ 0,5sgri (Ui - jrglin {Uj}> , (112b)
q(i) =0,5—0,5sgri (Ui — jrer}lin {Uj}> . (112c)

Demonstracao A demonstragao sera feita por inducao.

Passo basesejan, = 2,U; = x(t)TQix(t), de (109) segue que

Kq?;* =0,5(Ko+ K1) +0,5(Ky — Kp) sgrif (U, —Uy),
Kq%* = [0,5+0,5sgri (U —U1)] Ky +[0,5—0,5sgri (U2 — U7)] Ko. (113)
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Definindo
H1=0,5+ 075Sgﬁ (Uz - Ul) , M2=05— O,SSgﬁ (UZ - Ul) ) (114)

segue quda(d,* ZH'K' Entéo, de (97), sgniU, —U;) € [—1,1] é uma fungéo continua, im-

plicando que, de (113) e (114), k2 € [0,1] e também sao fungdes continuaxe. Portanto,
(111) é verdadeira parg = 2.

Passo indutivosejan, > 2,n, € Z, e assuma que (111) é satisfeira para m:
m _ m _ _
Kgs = ZMKi, leii =1 >0, iely (115)
i= i=
sendoy;, i € Iy fungdes continuas dét). Entdo, de (109), segue que

K1 =05 (Km+1 + K;,“*) 405 (KQ’* . Kml) sgrf (Umi1 —min{Ug,---,Um}),

Kot =[0,5+0,55gr (Ums1 — min{Uy, -+ ,Um}) KL+
[0,5—0,5sgr (Uny1 —min{Uq, - ,Un})]Kmnr1. (116)

Definindo
ﬁm—Fl 2075_075Sgﬁ< (Uml_min{ulv"' 7Um})7 (117)
U =0,5+0,5sgr (Upy1 —min{Uy,--- ,Un}),
tem-se que, a partir de (115), (116) e (117),
— — — m — —
Kent = kgl + by 1Kmi1 = i > HiKj+ Hmi1Kmea. (118)
=1

Faz-se entdo a seguinte mudanca de variaveis

Hmy1 = Em—l—lv Hi = E;‘;LTH S Im. (119)

m1
Portanto, a partir de (118) segue q(@jl = Zl UK e, de (119), todas as funcogssao

1=
continuas. Além disso, de (119), (117) e (115),

mH+-1

Zl i = Pmia+ Zl“m“' P 1+ Hm Zlu. Pmi1+ U= 1. (120)

Assim, (111) é verdadeira pana= m-+ 1 e, pelo principio da indu¢do matemética, (111) €
verdadeira para todg > 2. Ademais, com@y;, i € I, Um+1 € Ui, S80 funcdes continuas, entdo
Ui, i € ;1 também sao fungdes continuas.
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Agora, para o verificar o célculo das fun¢ggsi € I, Ny > 2, em (111), a partir de (112),
observe o passo indutivo de (113)-(120). Aara 2, usando (112) encontra-se

2
= er(I) = p(2) = 0,5+ 0,5sgr (Uz—m%n{uj}> =0,5+0,5sgri (U, —Us),
= Jel

Uz = q(2) = 0,5 0,5sgri (Uz —min{U; }) =0,5-0,5sgri (U, —Uy),

jely

gue é igual a (114). Considerando (112) verdadeiro patam, tem-se que

u1=||1p(l),

w=ql) [] p(), i=2m-1 (121)
1=i11

Hm = g(m).

Calculando as fun¢des de ativagao de ganhos< I, 1 a partir de (119), tem-se que
m
M= p(m+1) [ p(l),
1
m

Mi=q()p(m+1) [ p), i=2--- ,m-1,
I=i+1

pm = q(m)p(m-+1),
I’lm+l = 075_ OaSSng (Um+l - min{U17 e »Um}) = q(m-l_ 1)5

ou seja,
mH1
pr= [ r(),
1
o omil _
Hi :C](I) |_| p(')? I=2,---,m
|=i+1
Hmy1 = Q(m+ 1)5
gue € o mesmo resultado encontrado pela aplicacdo da eqid@@aran, = m+ 1. ]

Importante observar que, pelo Lemau$) dado em (108) é uma lei de controle continua
no tempo. Note também, que a partir do Lem&(&, € uma combinacdo convexa entre 0s
ganho<, i € Iy,.

Lema 6 (ALVES et al., 2016c) As matrizes @ e QJ,* definidas en{102) e (107), respectiva-
mente, sdo relacionadas por

Qp. = Qp + Yn (122a)



valendo a desigualdade

0<x(t)Yox®) < (n-1)Y, n>2.

NI<

DemonstracdoA prova é realizada por inducao.
Passo baseusando (107)n = 2, U; = x(t)T Qix(t) e (105), segue que

_ Q1+Q2+Q1—Q2
2 2

_ Q1+Q2+Q1—Q2
2 2

Qé* Sgrik(Uz - Ul)

|4

sgnUz —Uj) —sgnUz —Uy)

Assim, de (102),

Yy
Uz —Usq|+y

Q—Q
2

Q. =QG+Ys, Yo= sgn(Uz —Uy)

Entao,

Q—Q
2

y
— | X(t
Uz —Uq|+y 0

y _ Yy U2-Uy
Uz —Ui[+y  2|Uz—Ui[+y

X(t) " Y2x(t) = x(t)"

sgn(Uz —Uyq)

U, —U
= 22 1sgn(Ug—Ul)

Portanto, 0< x(t)T Yax(t) < y/2 e (122) é satisfeita pare= 2.

Passo indutivosejan > 2,n € Z, e (122) verdadeira para= m
Q= Qf+Ym  O<XO Vox(t) < (M-1)7.
Calculanchq,Jrl de (107), encontra-geisanddJ;,, ; = Umy1 — mln{U })

Qm_H_ . Qm+l+ Qg]* i Qg]* - Qm+l

Entéo, de (124), (123), (105) e (102),
+QF+ Yy 5+ Ym—
ot = Qm+1 §¢ m Qv 2 Qmy1 sqrf (U=,,)
Qmi1+QF  Qf —Qmiz y
= + sgn(U, sgn T —
5 5 9N(Uni2) =S0N(Un.a) 2=

v
+7m [1+s9r (Unq)]

Uz —Us|+y]|"

75

(122b)

(123)

(124)
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Qmi1—QF

Ym _ y
™ (1 4-sg1t (Upo)] + 2 sgn(Upy, )

= Qm+1+ TR
¢ Y+ Undl

Assim,

Qmi1— Qf

.
Vi = " (1459 (Upyy)] + 2 sgn(Upy)

y—+ ’Ur;+1| .
Consequentemente, de (123),

N
1+ sqrf (U, )] + ¥ 1Umea!

v Ml
2Upal+Y

T
< —
Note que

!Um+1!

m+1

m+l) <2 e 0<

Portanto,

y 4 4
X()TYimeax(t) < (m— 1552+ 5 =M

e (122) e verdadeira pana= m+ 1, finalizando a prova do passo indutivo. Entéo, pelo priocip
da inducao matematica, (122) é verdadeira para tog@. [

Com base na discusséo realizada, o préximo teorema fornadedes para que a lei de
controle chaveada suave, definida em (108), s&ﬂja) ganho correspondente a marr)z'*,
definida em (109), garanta a estabilidadimate boundedocal do sistema controlado (68) e
(108).

Teorema 2(ALVES et al., 2016c) Suponha que as condi¢des do Teorema 1 (pagina 46) para o
sistema nao linear incert(68) exatamente descrito por um modelo fuzzy(695 considerando

a lei de controle chaveadgr0), sejam satisfeitas, e além disso exista matriz simé¥ficao0,

Y € O™™  tal que

AX+XAT +Z+Q+Y <0, (125a)
KY X

>0, (125b)
X X

sendok =2k [(ny —1)y]™ 1 0<k <1, eyoparametro de suawzac;ao usado @) e também
em(109), sejam satisfeitas para tod&ily, , e sejam obtidos P- X~ LYy=X"Yx 1 K=MP
eQ= PQ.P paratodoic I, n, > 2. Entdo, a lei de controle chaveada sug¥88)aplicada
ao sistemg68) assegura a estabilidade ultimate bounded local do sisteomtralado para
todo X0) € £(P1).
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Demonstragdo Adote como candidata a func&o de Lyapuloi(t)) = x(t)TPx(t), P=PT ¢
O™, P > 0. DefinaVy(x(t)) e Vy.(x(t)) como a derivada temporal 8&x(t)) para o sis-
tema (69), com lei de controle (70), pagina 46, e (108), @s@enente. Note que, pré- e pos-
multiplicando a primeira desigualdade em (71c) por ¢aB}, sendd® = X1, fazenddj) =

Nr
Gj(;)P, depois multiplicando as desigualdades resultantegipgr> 0, Z yj =1, e somando
=1

nr
de j =1 atény, definindoHy, ) = z HjH;, e entdo aplicando o complemento de Schur em
=

relacdo a primeira linha e coluna da desigualdade obtida,stP — HJ*(|)P|_2H¢*(I) >0e
seguindo o procedimento em (48)-(49), da pagina 40, sahaes®(P,1) C £(Hy.). De (111),
nr

u(t) = —Kgux(t) = — Z HjKjx(t) e parax(t) € £(P,1) tem-se que
=1

o
sa(—Kg.x(t)) = ;As [Ds(—KpsX(t)) + Dg (Hg:X(t))] .

Se (71b) é satisfeita pare j € I, , e paratod®seDg € D, entéo pré- e pos-multiplicando
(71b) porP = X1, fazendo as mudancas de variaveis (75) e multiplicando ds tédultantes
por uj (111), e fazendo a soma gle= 1 aten, de (111) e (122a), segue que

PB [_DSKfP* + Ds_H¢*] + [—DSK¢* + Ds_HfP*}T BiTP <Z +Qgr* =7 ‘f’Qg;r +Yn, (126)

.

sendoHy, = Z piH; e Q¢ a matriz tal quex(t)TQg'x(t) = _m]Iin{x(t)TQix(t)}. Consequen-
J::L IS nr

temente, seguindo 0 mesmo procedimento utilizado entrgucées (76) e (78), e conside-

rando (122b) do Lema (6), tem-se

(nr — 1)V'

Vg (X(t)) < Vip (X(1)) +X(t) T Yo X(t) <V (X(t)) + >

(127)
Portanto, a partir da prova do Teorema 1 e de (78), pré- e pftgticando (125a) por
P = X! e em seguida multiplicanda; e fazendo a soma de= 1 atén;, de (127), sendo
Qi = PQ;P, Z, = PZiP e Y = PY;P, segue que
. n—1
V. (x(v) < ~x()T¥xt) + LY (128)
Assim,Vy. (X(t)) < 0 se—x(t)TYXt) < —(n —1)y/2, isto &, o conjunt& (Y,(n; —1)y/2)
é um limitante para a estabilidaddimate boundedpois sex(t) € £(Y,(n, —1)y/2), entéo
x(t)TYXt) < (nr — 1)y/2 e ndo ha garantias q¥.(x(t)) < 0. ComoY > 0 tem-se que
—x()TYX1) < —eHx(t)H%, sendog 0 menor autovalor d¥, que é positivo. Consequente-
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mente,
(nr—1)y
>

Ve (X(1)) < —&[x(t) |3+

FinalmenteV (x(t)) < 0 se—¢ HX(t)H%+ (nr—1)y/2 <0, 0u

eyl > [

Entdo, de acordo com Corless e Leitmann (1981) o sistemaotaddr éultimate bounded
estavel. Pré- e pés-multiplicando (125b) por diad}, sendoP = X~1, aplicando o com-
plemento de Schur com respeito a segunda linha e colunasétaitsok = 2« [(n, — 1)y];*
tem-se

2k [(ny —1)y] Y = PXP> 0,
x(®)T {2K [(n — 1)y]*1v} x(t) = x(t) TPx(t). (129)

Sex(t) € £(Y,(n — 1)y/2), entdox(t)TYXt) < (nr —1)y/2 e, de (129),

K=2k[(n— 1)y 2 = 1)y/2 = 2k [(ne — 1)y Ix(@®)TY x(t) = x(t) TPx(t),
K > x(t)TPx(t),

e assim, de (45), pagina 39, segue que € £(Pk). Entdo, como O k < 1, E(Y,(n —
1)y/2) c £(Pk) C £(P1), uma condicéo suficiente para quelimate boundesteja contida
na regido de operaca® (13). Além disso, a partir de (128) observe q)g,e(x) < 0 sex(t) €
E(RP1) ex(t) ¢ E(Y,(nr —1)y/2). Note também que um valor pequeno rdeesulta em um
conjunto elipsoidaE (Y, (n, — 1)y/2) “pequeno”. O

5.3.1 Tratamento de disturbios ou incertezas no sinal de ctnole

Considere um sistema néo linear incerto sujeito a incerggdpaglisturbios casad@ga )d(t)
descrito por (83), pagina 51, e a lei de controle chaveadssoausta

u(t) = sab(Up«(t)) — Vg, (130a)

sendoug.(t) a lei de controle definida em (108)y. definido tal que—x(t)TPByug, =
miF*{—x(t)TPBoui} e sag(-) definido em (50) e (68b) substituingppor py ) = o — m?x{|ui |}.
i€ly 1€l

Assim, usando a mesma metodologia empregada em (101),g10Q7), de (105) e (106), tem-

se

Ui+Ux Up—U A
Ugs = 12 24 22 1sgﬁ*(Ul—Ug)
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Yo >0, (130b)

_U1+U2+U2—U1 (01—02)
- 5 ~

senddJ; = —x(t)TPBu;.

Coroléario 3 (ALVES et al., 2016c) Suponha que as condi¢cdes do Teorema 2 para o sistema néo
linear incerto(68) exatamente descrito por um modelo fuzzy(F com lei de control€108),
substituindok por K = k [(ny —1)y/2+ yago]_1 em(125b) sendo g = max{g(x(t))} eys O
parametro de suavizacdo utilizado €dB30b) Entéo, a lei de controle chaveada suave ro-
busta(130)assegura a estabilidade ultimate bounded local do sistefadinear incerto exa-
tamente descrito pai83) emX em(13) para todo X0) € £(P,1).

Demonstragdo Adote como candidata a funcédo de Lyapuloix(t)) = x(t)TPx(t),P=P' €
OM<™ P > 0. DefinaVy (X(t)), Vp«(X(t)) € Vpr(X(t)) como a derivada temporal d&x(t))
para o sistema (69), com leis de controle (70), (108), e (I88pectivamente. Uma vez que,
da analise apresentada em seguida a equacéo (84), pagisal 6,)) = sap(ug(t)) — Ug,
tem-se

V¢r*(x(t)) = 2x(t) TPX(
[A(a)x(t) +B(a)u(t) +B(a)d(t)]
[A(a)x(t) +B(a) sab(u(p*(t))} + 2x(t)TPB(a) [d(t) — Ugs] -

A partir da prova do Teorema 2, substituindp por py) nas LMIs (71c), eB(a) =
Bog(z(t)),

Vr. (X(t)) < Vg (x(1)) +2¢(t) TPBo[d(t) — V-] g(z(t))

(n ;1)y+2x(t)TPBo[d(t) — Vo] 9(2(t)). (131)

<Vp(x(t)) +

Ent&o, usandt; = —x(t)"PBou; e o parametro de suavizagipem sgii (Uy —Uy) (97)
de (130b)(y, € diferente de/ usado no célculo d@y, e Ky, em (107) e (109), segue que

min {—x(t) T PBoui} = 1t 2 ¢ sgri (U, —01)
i€l 2 2

-G o _p Yo
= + sgnUs; —U1) —sgnUo —Uq <*)]
2 2 i ) " ) Yo + U2 —Uq]

Yo |U2—U1]

=min{ —x(t)"PByu;} + & 72 =21
ieﬂz{ (t) PBoui } 2 Yo+ Up— U1

< min{—x(t)TPBoui} + V—Z" (132)
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Desta analise, o erro entr_eﬂrﬁ{r:’rx(t)TPBoui} e mIEn{—x(t)TPBoui} é limitado. Por outro
i€l lelp

lado, sejam os limitantag < d(t) < vy, assim, da analise entre (85) e (86),
xafPaﬂG%+mP{—mDTP%w}<O. (133)
lelp
Entéo, de (131), (132) e (133), e usando ggle- r(n)aé{g(z(t))}, S= X xV, chega-se em
Z(t)e

(e —1)y
2

(nr—1)y

+Yog(2(1)) <V (X(t) + ——

Vor«(X(1)) < Vp(X(t)) + + Yolo.
Substituindok em (125b) pok = k [(n; —1)y/2+ yggo]‘1 e seguindo o mesmo procedi-
mento usado na prova do Teorema 2, conclui-se que o sistemraaar exatamente descrito
por (83) realimentado utilizando a lei de controle (130)@lmenteultimate boundeastavel
para todo estado inicial0) € £(P,1). Observe que o limitante da regiétimate boundedle-
pende agora do disturbio, valor dg e também do parametro de suavizagao utilizado no termo

afim da lei de controle (130), parameig ]

5.4 EXEMPLOS

Assim como na Secdo 3.3, esta secdo também apresenta pi®jedotroladores para 0s
sistemas bola-viga e levitador magnético, mas desta viezantio o controle chaveado suave.
Novamente sao utilizados os modelos fuzzy T-S incertogdasttemas, sendo o procedimento
para a obtencdo destes modelos descrito na Secédo 2.3. Assimpara a lei de controle
chaveada projetada no Capitulo 3, a lei de controle chavemd@ ©180 utiliza as funcdes de
pertinéncia do modelo, podendo estas serem incertas, agsm, dambém é estimada uma
regido positivamente invariante dentro da regido de ogerdal que para toda condicéo inicial
neste conjunto o modelo fuzzy representa o sistema nao tineante toda a trajetoria de estado
como uma combinacao convexa dos modelos locais.

5.4.1 Controle chaveado suave de um sistema bola-viga

Para o controle chaveado suave do sistema bola-viga ti#izes resultados apresentados
na Secédo 5.3, que adiciona condi¢des LMIs ao Teorema 1. Assswivendo as LMIs (71c) e
(80), seguindo o Corolario 1, as LMIs (125) do Teorema 2, enjucda com as LMIs (81) e
LMis (82), com os mesmos parametros utilizados na Subse8abeacrescentando= 0,03
e y= 0,01 encontrou-se os ganhos de realimentacao, as matrizesidéale a matri? como
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segue:
Ki =[-202501 519371 2425577 380056,
Ko = [-217239 -552260 2520122 410675, (134)
Kz = [-203677 —521991 2449355 381029,
Ka = [-207227 552215 2532572 409959 .
[-0,0096 —0,0252 Q1233 Q01997 [-0,0085 —0,0221 Q1061 Q02547
Q1 = 16 ~0,0252 —0,0659 03219 Q0519 Qy = 16 00221 -0,0574 Q2753 Q0652
1= 01233 03219 15629 —02516] <2 0,1061 Q2753 —1,3158 —0,3033(
| 0,0199 Q0519 —0,2516 —0,0402) | 0,0254 Q0652 —0,3033 —0,0580)
[-0,0095 -0,0248 Q1240 001957 [-0,0083 —0,0217 Q1069 00253
Q — 10« —0,0248 -0,0649 (03233 Q0509 Q — 108 —0,0217 -0,0565 Q2775 Q0649
3= 0,1240 03233 —15946 —0,2507/ 4= 0,1069 Q2775 —1,3519 —0,3055|
L 0,0195 Q0509 —-0,2507 —0,0393] | 0,0253 Q0649 —-0,3055 -—0,0579
(135)
09742 23796 —102473 —1,2941
2,3796 9484 —259287 —32779
p— 3 . (136)
—102473 —259287 1170832 148622
~1,2941 —32779 148622 23027

A simulacdo do sistema bola-viga em malha fechada utilizeorali¢céo inicialx(0) =

[0 00 O}T, v1 = 0,72, os ganhos de realimentagéo (134) e as matrizes de déLB&E§oA
posicao desejada para a bola#i= 0,3 m durante 0 Xt < 10 s,v» = 0 m durante 10

t <20sevy,=-0,3mpara 20 <t < 30s. Como foi utilizada mudanca de coordenada para
atingir a posicao desejada, apos a estabilizacao do sisteinpassivel calcular, usando (136),
quex(0)TPx(0) = x(10)TPx(10) = x(20)TPx(20) = 0,0877, consequentemeni€t) c £(P,1)

para todd > 0.

A resposta temporal fornecida pela simulagéo do sistena\bgé realimentado com a lei
de controle chaveada suave (108) e (109), ¢ea0,01, é apresentada nas Figuras 20 e 21. Na
Figura 20 apresentam-se as variaveis de estado e o sinatlelepe na Figura 21 mostram-se
as ativagcdes dos ganhos de realimentagaoorrespondentes a cada gamfypcomo definido
no Lema 5, Equacao (111).

Comparando os resultados apresentados pelos controleadog\7®) e pelo controle chave-
ado suave (108) e (109), Figuras 6 e 20, respectivamenteseajue ambas as leis de controle
foram capazes de manter a bola na posicdo desejada. Ettretamal de controle quando é
utilizada a lei de controle chaveada apresehtdtering(Figura 6), enquanto o sinal de controle
calculado pela lei de controle chaveada suave nao apresstattendmeno (Figura 20).
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Figura 20 - Variaveis de estado e sinal de controle da siraldg bola-viga (28) realimentado
com a lei de controle chaveada suave (108) e (109).
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Fonte: préprio autor.

Figura 21 - Ativacdo dos ganhos de realimentggdam (111) (correspondente aos gankgs
i € I4, da simulacao do sistema bola-viga (28) realimentado wsatel de controle
chaveada suave (108)-(111).
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Fonte: préprio autor.
5.4.2 Controle chaveado suave de um levitador magnético

Considerando o levitador magnético apresentado na Sub2e3;d@ee resolvendo as LMIs
(71), do Teorema 1, as LMIs (125), do Teorema 2, com 0s parémdescritos na Subse-
¢cdo 2.3.23=25,p0=7,4,k =0,0134,y = 0,01, yy = 0,003, as LMIs (81), conm_ = 2,
Wy = [0,1 O}T, Wy = [—0,1 O}T e w = 1, encontrou-se

Ky =[-630691 -53173, Ky = [-414089 —4,2391,
K3 = [-630636 —53162, K4 = [-414110 -4,2393,
s = K = | } asn
Ks = [-575259 -50411, Kg = [-404684 —4,1844],
K7 =[-575203 -50399, Kg = [-404728 -4,1847.
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p _ [998280 35006 Q = [ 0,0430 —4,7032 ] Q — [ 0,0333 —3,0154 |

~ 35006 Q7172 <t T |-47032 1036242 <2  |-30154 —1031202’

Qs — 0,0430 —4,7034 | Qi — [ 0,0333 —3,0156 | Qs — [ 0,0366  —4,3850 |
3 7 |-47034 1036074 ' ~ |-30156 -1031196 <>  |-4,3850 —107,1773
Q — | 0031 ~2,9301 | Q — [ 0,0366  —4,3854 | Qs — [0,0314  —2,9304 |
© 7 |-29301 -1021229] ' T |-43854 -1071546] <° ~ |-2,9304 —1021338’

(138)

5461958 209206 : ~ , —
= {2079206 47243}. Uma ilustragéo dos conjuntes, £(Hy), £(P1) and&(Y,K),K =

(nr —1)y+ Yo, para esta solugéo, é mostrada na Figura 22.

Figura 22 - Conjuntost, £(Hk), £(P1) e £(Y,K),K = (r — 1)y + ysQo, para o levitador mag-
nético (35) realimentado com a lei de controle chaveadaesudbusta (130).

Fonte: préprio autor.

Na simulacdo do levitador magnético realimentado com lecatdrole chaveada suave
robusta (130) foram utilizados os ganhos de realimentak®) (as matrizes de decisdo (138),
0s parametros de suavizagae 0,01 ey, = 0,003 e assim como no controle chaveado (pagina
54) utilizou-sev; = 1,2889 eu, = 3,0678. A condicao iniciak(0) = [0,09 (', vy = 0,06
m e vy, = 0,085 kg durante 0 £t < 2 s;v; = 0,075 m ev, = 0,05 kg durante 2 st < 4
s; evy =0,05mevy, =01 kg parat > 4 s. Em consequéncia da mudanca de coordenada
utilizada apés a estabilizacdo do sistema, calcula@g Px(0) = 0,09, x(2)Px(2) = 0,02,
x(4)TPx(4) = 0,06. Portantox(t) € £(P1) para todd > 0.

A resposta temporal das variaveis de estado, o sinal deot®rtias ativacdes dos ganhos
de realimentacdo de cada ganko v;, obtidas na simulacdo, sdo mostradas nas Figuras 23
e 24, respectivamente. Note que, a partir das respostaseapadas, a lei de controle chaveada
suave foi capaz de manter a bola na posi¢do desejdtla="y(t) = v; com erro adequado,
apos a resposta transiente, mesmo com incertezas no sicahilele devido ao termo incerto
io(v) definido em (36) ¢; e v2 séo incertos). Como pode ser observado na Figura 23, o sinal
de controle ndo apresentohattering Observe que, a partir de (130b), e fazendo uma anélise
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analoga ao passo base na prova do Lema 5, pagina 72,

Ugs = E1U1 + 82Uz, €1,6220, &1+& =1 (139)

Figura 23 - Posi¢do da bolag(f) = y(t)), velocidade X;(t)), e sinal de controleu(t) =
i(t)2—io(v)?) do levitator magnético (35) em malha fechada com a lei déralen
chaveada suave robusta (130).
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Fonte: préprio autor.

Figura 24 - Ativacéo dos ganhos de realimentggdem (111), correspondentes aos gankos
i € Ig, egj, correspondentes aos valongs(139), | € I, para o levitator magne-
tico (35) em malha fechada com a lei de controle chaveada& sohausta (130).
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Fonte: préprio autor.
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5.5 COMENTARIOS

Neste capitulo foram apresentados os conceitos de minieve §Gecdo 5.2) e controle
chaveado suave (Secéo 5.3). Comparando-se os resultagsgrgpdos nas Figuras 20 e 6
(pagina 54) e também as Figuras 23 e 8 (pagina 56), obseque s leis de controle chaveadas
suaves podem suavizar o sinal de controle sem perda sigindicke desempenho do sistema
controlado. Note que a regiadtimate boundediepende dos parametros de suavizacao, que
podem ser escolhidos adequadamente pelo projetista.

Novamente, assim como no controle chaveado, as leis deotontraveadas suaves (108)
e (130) necessitam de maior capacidade computacional dileagdo de um Unico ganho de
realimentacao.
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6 CONTROLE CHAVEADO E CHAVEADO SUAVE PARA UMA CLASSE DE
SISTEMAS NAO LINEARES INCERTOS SUJEITOS A DISTURBIOS

Neste capitulo apresentam-se condi¢c6es LMIs que posaibibh projeto de controle cha-
veado e chaveado suave de modo a garantir a estabilinéighate boundedie uma classe de
sistemas néo lineares. Assume-se gue o0 sistema estefa algaturacédo no atuador e deva per-
manecer em sua regiao de operacao. Os resultados dessesiforam publicados em Alves
et al. (2016b).

6.1 CONSIDERANDO DISTURBIOS NO PROJETO DO CONTROLADOR CHAVEADO
E CHAVEADO SUAVE

Considere um sistema nao linear incerto com saturacdo ndateasujeito a distarbios
persistentes e com amplitude limitaaté ), sendo, sem perda de generalidasg) w(t) < 1,
descrito por

Xi(t) = % fij (x(t))xj(t) + % Ok (X(t)) sat(uk(t)) + nzw hi (x(t)wi (t), i €ln,  (140a)
=1 k=1 =1
saf(Uk(t)) = sgn(uk(t)) min{px, [uk(t)|}, (140b)

sendg = [pl Pnu} e 0™, pc > 0, um vetor conhecido. As fungdes néo lineakes(t)),
gik(X(t)) e hy (x(t)) podem ter parametros incertos, desde que estes pertengai faixa de
valores conhecida.

Seguindo um procedimento analogo ao mostrado na Secacdgira®5, em uma regiao
de operagact em (13) o sistema (140) pode ser representado de maneiapdatmodelo
fuzzy T-S incerto (TANIGUCHI et al., 2001; SANTIM et al., 20112

X(t) = A(a)x(t) + B(a) sa(u(t)) + E(a)w(t), (141a)
A(a) B(a) E(a)| = iiai A B E| (141b)
safu(t)) = [sag(ul(t)) sa'hu(unu(t))r e O, (141c)

sendax(t) = [x(t) - xnx(t)r € O™ o vetor de estadai(t) = |uy(t) - Un,(1) Teon

o vetor de controlew(t) = |wi(t) - wn,(t)] € O™ o vetor de distarbioA € 0™™,

T Ny
BieD“XX”UeEieD”XX”W,a:[al anr} eD”f,a@OeZlai:l,ie]Inr.
i=
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Considere a lei de controle chaveada (SOUZA et al., 2014c; 23041 al., 2014b)
u(t) = —Kgx(t); ¢ =arg* min {x(0)TQx(t)} (142)
JEln,

sendog o indice de chaveamento, que indica qual ganho utilizargpegalimentacao de estado
a cada instante, e a lei de controle chaveada suave (ALVHS 2046c¢)

u(t) = —Kgix(t), (143)
senda<g), Z“’K' (111),u; calculados para que a mat@¥’, = Zu.Q. sejatal que(t)” Qp.X(t)

|n {x OTQx(1)}, Ziul_l i >0

A seguir séo definidas condi¢cbes LMIs que asseguram a edéaldlltimate boundedo-
cal do sistema (140), utilizando as leis de controle (142)48). Além disso, as condi¢bes
descritas também fornecem uma regido positivamente antag (P,1), tal que para toda con-
dicao inicialx(0) nesta regido, o sistema (140) é exatamente descrito pelelondd 1) durante
toda trajetéria de estado do sistema controlado.

Teorema 3(ALVES et al., 2016b) Considere o sistema nao linear incerto, com saturacao no
atuador e sujeito a distarbiogl40), e também uma regido de operacdbem (13) na qual
este sistema seja exatamente descrito pelo modelo fuzzncei$o (141), sendop € O™,

N € O™*™ e g € O™ conhecidos. Se existirem matrizes simétridas X € O™™ Q e

Z, € 0™*™ matrizes G e M; € 0" ™, constantes positivag 3, n €0 < ; < 1, tais que

X+ XA +Z+Q+KX+2BX —E |
AX+XA + .+TQ.+K +2B | <o, (1442)
—E —Nlny, |
Bi [~DsM;j + D5 Gj] + [-DsM; + D5 G;] " B —Z —Q; <0, (144b)
, i
G5 (144c)
Gl,, X
im |
; .
H o NoX) g (144d)
XNf, X

1 . . : L
sendok = ((nr — 1)Z+n) — € I, a matriz identidade de ordemynsejam satisfeitas para

todoie jely, | € ]?nu, h e?llnh, se€ Ion, Ds € D em(46) e Dy = In, —Ds. Entéo, a lei de
controle chaveada suay&43), sendo K= M;X e Q = X"*QX ! para todo ic I, , torna o
sistema ndo linear incert@40)localmente ultimate bounded estavel para tod@) x £(P1),
além disso garante-se uma taxa de decaimento maior ou ig@gbara todo trajetoria inicial
em X0) € £(P1)\ £(P,5;) em(45) até atingir o conjuntcg (P, 8;), sendo P= X 1. Com isto,
observe que(x) € & para todo t> 0, sendot’ a regido de operacao definida giti3).
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DemonstragdoAdote como candidata a fungdo de Lyapuai(t)) = x(t)TPx(t), 0 < P =
PT € O™*™_Assim, para o sistema (141) realimentado com lei de can(fcl3)

V(x(t)) = x(t) TPx(t) +x(t) TPx(t)
=x(t)" [A(a@) TP+ PA(a)] x(t) +x(t) TPE(ar)w(t) +w(t) E(a)TPx(t)
+sal—Kgp.x(1))TB(a) TPx(t) +x(t)TPB(a) saf —Kg.X(t)). (145)

Entdo, com o resultado do Lema 1, pagina 39, se (144d) eéedtigfara todd € I,
entdof(P1) C X, da mesma forma, se (144c) é satisfeita para toddy, el € I,,, entdo
E(PL) C E(HJ) Consequentemente, paxé) € £(P1), t > 0, segue que(t) € L(Hgp+),

T
sendoHy+ = z pjHj, Hp+ = [Hg*(l) H;*(nu)} e saf—Kgp.X(t)) € co{Ds(—Kgp:X(t))
+Dg (HpX(t) }(HU,LIN,CHEN 2002a' CAQ; LIN, 2003). Este fato segue da defiiwidada

Z“J < 2 Hi[Hjox®)] < max{|Hjgx(t)]} <

em (44), pagina 39, po|#ls-()X(t)| = a
je

o, paral € II,. Portanto,
2n
sa—Kg.X(t) Z)\s [Ds(—KpsX(t)) +Dg (Hg.X(t))] , (146)
2
sendoDs € D em (46),Dg = In, —Ds€ D, e As > 0 Vs € Iony, Z As =1 (HU; LIN; CHEN,
2002a; CAQO; LIN, 2003). Entéo, de (145) e (146),
V(x(t) =x(t)" {A(a)"P+PA(a) } x(t) +x(t) T PE(a)w(t) +w(t) E(a) ' Px(t)
2m
+y /\sx(t)T{ [~DeKg. +Ds Hg.] B(a)TP+PB(a) [~DsKgp. + Dg Hg. ] }x(t).

s=1

(147)

Pré- e pos-multiplicando (144b) pBr= X 1, fazendo as mudancas de variavej® = Hj,
M;P =Kj, PZP = Zi ePQiP = Q;, multiplicando as desigualdades obtidas pelos corresggend

tesuj > 0, j €Iy, Z Hj =1 e fazendo a soma de= 1 atény, entdo, usando (111) presente

no Lema 5, (122a) do Lema 6, e (143), encontra-se
[~DsKg« +Dg Hgs] ' BT P+ PB [~DeKgs + D Hp.] <Zi+QY, =Z+QF + Yo, (148)
Ny
Multiplicando (148) pom; > 0,i € I, Zai =1 e fazendo a soma dle= 1 atén,, e entao
i=
2"u

multiplicando as desigualdades resultantesAaor 0, s € o, z As=1, e fazendo a soma de
s=1
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s=1até 2,

o

S As{[~DsKs. +Dg Hy.] " B(a) TP+ PB(a) [~DsKs. + D Hy.] | < Z(a)+Qf + Y,

=1

” (149)
Nr

sendo Z(a) = Zlaizi' Observe que, em vista de (101), pagina ﬁ(@)TQ?{X(t)
i=

X(t)TQpx(t) = mln{x OTQix(t)} < Za.

=x(t)TQ(a)x(t). Assim, a partir de (149),
(147), e (122b),

V(x(t)) <x®)T {A(a@)TP+PA@) +Z(a)+Q(a) } x(t) +2x(t) TPE(a)w(t) + (n, — 1)%’.
(150)
Dada uma constante > 0, e comow(t)"w(t)

< 1, tem-se a seguinte desigualdade (PE-
TERSEN, 1987),

2x(t) TPE(a)w(t) <

x(t)TPE(a)E(a) TPx(t) + nw(t) Tw(t)

<

~

S|kr3|k-

X(1)TPE(a)E(a)TPx(t) +n. (151)

De (150) e (151) tem-se que

V(x(t)) <x®)T {A(a@)TP+PA@) +Z(a)+Q(a) } x(t)
- %x(t)TPE(a)E(a)TPx(t) + (ny — 1)%+ n. (152)

Multiplicando (144a) pora; > 0, i € I, Zlai =1, e fazendo a soma de= 1 atén;,

1=
aplicando o complemento de Schur ao resultado obtido, cepeite a segunda linha e coluna

pré- e pés-multiplicando o resultado = X, e entdo fazendo as mudancas de variaveis
PZP =Z ePQP = Q, encontra-se

PA(a) +A(a) P+ Z(a)+Q(a) + %PE(G)TE(G)P < —KkP—2pP, (153)

sendok = ((nr — 1))—2{+ n> 511 Utilizando (152) e (153) tem-se que

V(X(1)) < —kx(t)TPX(t) + k&, — 2BxX(t) TPx(t). (154)

Portanto, para tode(t) ¢ £(P,d1) ex(t) €
tementeV (x(t)) < —2Bx(t)TPx
ou igual af (BOYD et al.

£(P,1), segue que(t) ' Px(t) > &,. Consequen-
X(t) = —2BV(x(t)), garantindo uma taxa de decaimento maior
, 1994) para toda(t) € £E(P1)\ £(Pd1). Note que < & < 1



90

e por isto€(P,8;) C £(P,1). ComoP > 0 segue que(t) Px(t) < s||x(t)]|§, sendos >0 o0
menor autovalor dé, que é positivo. Assim, par\i( X(t)) < 0, de (154) é suficiente que

—Ke ||x(t)||5+ k&1 — 2B€ ||x(t)||5 < O, ou seja < |[x(t)||,. Ent&o, o sistema nédo

(k+2B)e ZB)
linear incerto (140) realimentado com lei de controle (148hddK; = MiP e Q; = PQ;P é ul-

timate boundee@stavel para todr(0) € £(P,1) (CORLESS; LEITMANN, 1981). Finalmente,
note queg(P, 1) € X, uma condi¢do suficiente para que toda trajetoria de estémlada em
x(0) € £(P, 1) permaneca na regido de operagdem (13) para todb> 0 (KLUG et al., 2015;
KLUG; CASTELAN; COUTINHO, 2015). O

Coroléario 4 (ALVES et al., 2016b) Sendo satisfeitas as condi¢cdes do Teorema 3 para 0 Sis-

tema ndo linear incertq140) para kK = g n>0e0< & <1 Entdo a lei de controle
1

chaveadg142), sendo K= MX "t e Q = X 1Q X! para todo i€ I, , garante a estabilidade
ultimate bounded local do sistema néo linear incgd0) para todo X0) € £(P,1) tendo taxa

de decaimento maior ou igual @ para todo X0) € £(P1) \ £(P,&1) até atingir o conjunto

£(P,5;) em(45), sendo P= X 1. Adicionalmente, tem-se quéxe X para todo t> 0, sendo

X aregido de operaga@l3)do sistema nao linear incerto.

DemonstracdoAs condicbes do Corolario 4 seguem das condi¢des do TeoresanSide-
randoy = 0 (pois no corolariazc = n/d;). Comoy = 0, de (97), pagina 68, a fungéo s¢r) é
igual a funcéo sgfz). Assim, no caso da fun¢do minimo suave i@, - - - , & } dada na Defini-
cao 1 éigual amifey,---,a } (ALVES et al., 2016c), a partir de (122) e (142()1)TQ$*X(t) =
x(t) T QR X(t) = x(t)TQpx(t), sendoQy a matriz tal quex(t)' Qi x(t) = irgﬂin{x(t)TQix(t)}, e
entao, de (111) e (1439§nr = ¢ Portanto, se/ = 0 entéo a lei de conFltrole suave (143) é
equivalente a lei de controle chaveada (142) e a prova estinta. ]

Observacdo 4(ALVES et al., 2016h) As desigualdadegl44) sdo LMIs caso sejam dados
y>0,>0,n>0e0< & <1, além disso, é interessante encontrar o mehadal que(144)
sejam satisfeitas, pois o valor dg € utilizado na definicdo da regido de condi¢des iniciais
X(0) € £(P1)\ £(P, &), na qual a taxa de decaimento € maior ou igugBaAssim, dadoy

e B, o melhor valor den e &, podem ser encontrados por uma busca unidimensional em
resolvendo o seguinte problema de otimizacgéo

' N 1 X 144
comm o sa 0<o<1n>0X>0e(l4d) (155)
Vin) 2 n N
sendok = ((nr 15+ n) — para o controle chaveado sua{43)ouk = 5S¢ for utilizada

a lei de controle chaveadd 42).

Assim como no projeto de controle chaveado e chaveado sesegitds nos Capitulos 3
e 5, respectivamente, é interessante assegurar que umcoejtmto de condi¢des iniciais
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pertenca ao conjunto positivamente invariante do sistemgaado&(P,1). Isto novamente
pode ser feito, para o conjunto de condi¢des iniciis wco{ws,---,w_}, adicionando as
LMis (81), junto as condi¢des do problema (155).

6.2 EXEMPLO: SISTEMA BOLA-VIGA SUJEITO A DISTURBIO

Considere o sistema bola-viga descrito na Subsecéo 2.3. Ac@scimo de disturbios, de
modo que possa ser descrito pela seguinte dinamica

X1 (t) 01 0 0 x1(t) 0 0
Xz(t) _ 00 a23(x(t)) 8_24<X(t)) Xz(t) 0 14
0| ~ o o 0 1 a(t) + 0 sa(u(t)) + 0 w(t), (156a)
%] |00 o x| |1 0
aos(z(t)) = —95USWM) o at)) = vixa (D)), (156b)

x(t)
sendo suas variaveis de estado e parametros, incluindmrégioperacao e valor de saturacao
no sinal de controle, ja descritos na Subsecéo 2Bt 1< O o sinal de controle @/(t) € 0 um
distarbio persistente e limitado em amplitude tal gue)"w(t) < 1 para todd > 0, e sendo o
parametro incerto,06 < { < 0,12.

O objetivo desta secao é utilizar a teoria apresentada réeo$et para projetar controla-
dores para o sistema bola-viga com disturbio (156) de modwangr que o sistema em malha
fechada seja localmentdtimate boundedestavel, tendo uma taxa de decaimento adequada
e fazendo com que o estado do sistex(ta, t > 0, permaneca na regido de operagao pré-
estabelecida, mantendo-o “proximo” do ponto de equilikfip= 0, apds o transitorio, mesmo
sobre a influéncia do distarbio. Observe que, mesmo comsidew(t) = 0, parau(t) =0, 0
ponto de equilibrix(t) = 0 do sistema (156) é instavel.

Utilizando procedimento analogo ao apresentado na Segap&jina 25, o sistema (156)
pode ser exatamente descrito pelo modelo

X(t) = A(a)x(t) +B(a)u(t) + E(a)w(t), (157)

T
sendany=4,ny=1en =8,X(t) =[x (t) Xo(t) X3(t) x4(t)} eO4, [A(a) B(a) E(a)|=
N ny

>a A B E|.Ae0¥ Bentlegen®y a>0ey a=Lich,e
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01 0 0 01 0 0
0 0 —6,0891 285 0 0 —60891 —285
Al=As = 2 , PAo=Ag = ,
00 0 1 00 O 1
00 0 0 00 0 0 |
[0 1 0 0] 0 1 0 0 |
0 0 —7,3575 285 0 0 —7,3575 —2,85
A :A - y = - )
3T 00 0 L |0 e 00 O 1
00 0 0 00 0 0 |

T T
E1=Er=Es=E=[0 012 0 § ,Es=Es=Er=Es=[0 006 0 0 eBi=Bp=
T
&:m:&:%:&:%:@()oq.
Assim, resolvendo o problema de otimizac&o (155) (EFBERG;BRERG, 2004; STURM,
1 . A
1999) para o controle chaveado suave (1(48): ((nr = 1)% + n) a) , considerando os para-
metros ja mencionadog,= 0,2, p = 10, y = 0,005, junto com as LMIs (81) senap = 2, w; =
T T
[1 00 O} ew, = —wp, @ 2=25 (para asseguraf(0) = [0,2 00 O} € 5(P,1)>
obteve-se, parg = 0,08, 5, = 0,294 e as seguintes matrizes:

Ki =[-476123 -1038016 4454800 354099,
Ko =10°x [-0,1112 -02397 10029 00786,
Kz = [-462825 —1009987 4342064 346344,

K4 =[-1073910 -2314643 9706463 763639, (158)
Ks = [-511178 1113896 4769727 374672,
Ke = [-1103925 -237,9949 9962745 780005,
K7 = [-495302 —1080092 4635915 365742,
Kg = [-1070036 -2307033 9679094 760316].
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100292 Q0611 —0,2490 —0,0164 00287 Q0604 —02464 —0,0146]
B 00611 01282 —05218 —0,0343 B 00604 Q1268 —05171 —0,0305
Q1 = 10°x . Q2 =10°x 7
—02490 —05218 21231 Q1389 _02464 —05171 21091 Q1237
| —0,0164 —00343 Q1389 Q0090 |-0,0146 —0,0305 Q1237 Q0067 |
[ 0,0292 Q0613 —0,2494 —0,0164] [ 0,0287 Q0603 —0,2454 —0,0146|
0,0613 1286 —0,5226 —0,0344 0,0603 1265 -0,5151 -0,0305
Q3 =10°x| ; ’ , Qa=10x]| ) ’ )
—-0,2494 -0,5226 21231 01391 —0,2454 —-0,5151 20962 Q1233
|-0,0164 —-0,0344 Q1391 Q0090 | |-0,0146 —-0,0305 Q1233 Q0068 |
[ 0,0309 Q0649 —0,2643 —0,0175] [ 0,0304 Q0640 —0,2614 —0,0157]
0,0649 1362 —0,5548 —0,0366 0,0640 1346 —-0,5493 -0,0328
Q5 =10°x| 9 i ' , Qg=10°x| " 9 ' ,
02643 —05548 22590 Q1486 02614 —05493 22415 Q1334
|-00175 —0,0366 Q1486 Q0097 | | -00157 —0,0328 01334  QOO7S |
[ 00310 Q0650 —0,2646 —0,0175] r 00304 Q0639 —02606 —0,0157]
0,0650 1366 —0,5554 —-0,0367 0,0639 1344 -0,5476 —0,0328
Q7 =10°x | . ’ s || Q8= 10| . ’ -
—0,2646 —-0,5554 22581 01488 —0,2606 —-0,5476 22303 Q1331
|-0,0175 —-0,0367 Q1488 Q0097 | |-0,0157 —-0,0328 Q1331 Q0075 |
(159)
0,0241 Q0508 —0,2088 -0,0147
0,0508 1091 -0,4503 —-0,0320
P=1Cx | ° ’ ’ (160)
—0,2088 —-0,4503 18855 Q1337
—0,0147 —0,0320 Q1337 Q0114

Resolvendo o mesmo problema (155) para a lei de controle adavd42) (EFBERG,;

LOFBERG, 2004; STURM, 1999(K = %) com 0S mesmos parametros ja mencionados,

encontrou-se, panma = 0,07, 5; = 0,237 e as seguintes matrizes:

(21 = 10*x

(33 = 10%x

K1
K>
K3

[ 0,0761
0,1591
~0,6541

| -0,0360

[ 0,0770
0,1611
—0,6583

| -0,0366

01591
03324
~1,3644
~0,0744

01611
03364
-1,3731
~0,0756

~0,6541

~1,3644
55951
03000

—0,6583
-1,3731
55974
03025

—0,0360]
—0,0744
03000 |
00136 |

—0,0366]
—0,0756
03025 |
Q0140 |

(?2 = 10*x

(?4_:: 10%x

49,0530 1060927 4595850 372612
10% x [—0,1104 —0,2363 10007
47,6285 —1031074 4474036
1069309 2288320 9713776 78516
527077 —1139535 4926345 395312
1096781 —2347799 9949535 80085
511152 —1105848 4791173 385968,
1063599 —227,6893 9670014 780665.

0,0729

0,1533
~0,6350
-0,0187

0,0723

0,1520
-0,6249
~0,0186

00806,
363913

LN T

L 00

01533
03220
~1,3328
~0,0381

01520
03194
~1,3114
~0,0379

~0,6350

~1,3328
55135
01521

—0,6249
~1,3114
53804
01478

(161)

—0,0187]
—0,0381
01521 [
—0,0091]

—0,0186]
—0,0379
01478 |
—0,0090]
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[ 0,0954 Q2003 —0,8258 —0,0487] (00918 Q1936 —0,8031 —0,0314]
0,2003 Q4200 —1,7304 -0,1013 0,1936 4080 —1,6912 —0,0651
Qs = 10fx | © f 7 b Qe=10x| T ’ b
—0,8258 —1,7304 71232 Q4123 —0,8031 -1,6912 70065 Q2645
|—0,0487 —0,1013 04123 Q0219 | |—0,0314 —0,0651 02645 —0,0006]

[0,0961 02018 —0,8284 —0,0491] [ 00913 Q1926 —0,7942 —0,0314]
0,2018 Q4233 —1,7358 —0,1022 0,1926 Q4058 —1,6722 —0,0650

Q7 = 10*x s Qg = 10*x .
-0,8284 -17358 71117 04133 —0,7942 -16722 68851 Q2608

| -0,0491 -0,1022 04133 Q0221 | |-0,0314 —0,0650 02608 —0,0005
(162)

0,0238 Q0499 —0,2078 —0,0151
0,0499 Q1064 —0,4448 —0,0326
—0,2078 —0,4448 18849 01378 |’
—0,0151 —0,0326 Q1378 Q0120

P=10%x (163)

Para as simula¢des do sistema bola-viga foi utilizada axdo#(156), sendo os parametros
T
incertos fixados emr; = 0,72,v, =0 e = 0,1, a condig&o iniciak(0) = [0,2 00 O} , e
um distdrbiow(t) descrito por (Figura 25):

sen0,5t), se sefO0,5t) >0,
w(t) = 05t) ©.5) (164)
0, se sef0,5t) < 0.

De modo a comparar os desempenhos, foram realizadas seslatjlizando a lei de con-
trole chaveada (142) (com ganhos de realimentacdo (161}rezesade decisdo (162)) e a lei
de controle chaveada suave (143) (com ganhos de realirdienta§8) e matrizes de decisao
(159)). Note que, para o sistema realimentado com a lei deaterchaveada, usando a matriz
de Lyapunow dada em (163)x(0)"Px(0) = 0,9639 e assinx(0) € £(P,1). Com a matriz de
Lyapunov calculada para a lei de controle chaveada sua@), .0)" Px(0) = 0,9530 e nova-
mentex(0) € £(P,1). Portanto, a estabilidade loaatimate boundedlo sistema bola-viga com
disturbio (156) é assegurada tanto com a utilizacdo da lepd&ole chaveada suave quanto
com a lei de controle chaveada.

Na Figura 26 sdo apresentadas a resposta temporal, o sic@htlele e o indice de chave-
amentog resultantes de uma simulacéo do sistema bola-viga (156)aharfechada com a lei
de controle chaveada (142). Nas Figuras 27 e 28 sdo mostiadeposta temporal, o sinal de
controle e as ativacfes dos ganhos de realimenjag@&sultantes de uma simulagéo do sistema
bola-viga (156) em malha fechada com a lei de controle cliavsaave (143).

Nota-se das Figuras 26 e 27 que o controle chaveado, apdsamdiesempenho, apresenta
chatteringno sinal de controle, enquanto o sinal de controle chavas@s&o apresentou este
comportamento.

A evolucao temporal das fungdes de Lyapulgx(t)) = x(t)TPx(t) calculadas para o sis-
tema bola-viga (156) com leis de controle chaveada e chav&sal/e sdo apresentadas na Fi-
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Figura 25 - Disturbio utilizado nas simulacgées.

0.5

Disturbiow(t)

0
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Fonte: Alves et al. (2016b).

Figura 26 - Resposta temporal para a simulacéo do sistemailgal§156) com malha fechada
utilizando a lei de controle chaveada (142): variaveis dades sinal de controle e
indice de chaveament.
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Fonte: préprio autor.

gura 29. O parametré;, que atua como limitante para a regidtimate boundedprojetado
com os métodos propostos, foi menor para a lei de controlkealda em comparacdo com o
calculado para a lei de controle chaveada suave. Nota-sé,qoeésuperestimado para este

distarbio, o que mostra que possiveis relaxacdes para d&;6es do Teorema 3 e Coroléario 4
sao possiveis.

A partir dos resultados alcancados percebe-se que ambtyslearhaveado (142) e con-
trole chaveado suave (143) foram capazes de manter a bolemprdo ponto de equilibrio
desejado, no caso a origem do espaco de estados, apesasateprdo disturbio limitado em
amplitude (164). A partir das Figuras 26 e 27 nota-se quedpardistirbio cessa o estado do
sistema tende ao ponto de equilibrio com ambas as leis dekont
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Figura 27 - Resposta temporal para a simulacdo do sistemaigal§156) realimentado com a
lei de controle chaveada suave (143): variaveis de estadaleds controle.

tado
o
N

t
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/ ........... ﬁ/

(e % =

20 25 30

Sinal de controle (Nm) Variaveis de es

Fonte: préprio autor.

Figura 28 - Ativacdo dos ganhos de realimentggdam (111) (correspondente aos gankgs
i € [g, da simulagéo do sistema bola-viga (156) realimentadadosalei de controle
chaveada suave (143).
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Fonte: préprio autor.

6.3 COMENTARIOS

Neste capitulo estendeu-se a teoria apresentada nos Gadtal5, provendo condicbes
LMIs para a estabilizacdo local de uma classe de sistemdseaces incertos com disturbios
nao casados, usando as leis de controle chaveada e chavaaédaldo projeto do controlador
€ utilizado o modelo fuzzy T-S que exatamente descreve ensést ser controlado e a regido
na qual este modelo é valido (é expresso através de uma cagabitonvexa dos modelos
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Figura 29 - Evolucéo temporal da funcéo de Lyapuldx(t)) = x(t)TPx(t) para o sistema
bola-viga (156). (a) Realimentado com lei de controle chda€a4?2) P dado em
(163)). (b) Realimentado com lei de controle chaveada subd@) (P dado em
(160)).
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t(s t(s)
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Fonte: préprio autor.

locais) é considerada no projeto, fornecendo uma regid@gsacondi¢cdes iniciais. Manteve-se
a caracteristica de ndo necessitar das funcdes de perdrtnmodelo fuzzy para compor o
sinal de controle, possibilitando o controle de sistemadingares incertos.

A partir dos resultados apresentados, observou-se not@nassim como no Capitulo 3,
a possibilidade dehatteringno sinal de controle usando o controle chaveado, dificuldade
foi mitigada com o uso do controle chaveado suave. Notarsbédm que ailtimate bound
medido pord;, € menor para o controle chaveado do que para o controle adt@asiave.
Assim, o projetista deve ponderar essas caracteristicasawha do controlador, de acordo
com o sistema a ser controlado.
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7 CONCLUSOES

Neste trabalho foram apresentados resultados sobre @leooraveado e chaveado suave
para uma classe de sistemas néo lineares incertos comcsatuma atuador. Estes resultados
sdo baseados na representacdo exata destes sistemas plosruxky T-S incertos, através
de uma combinacdo convexa de modelos locais lineares, gseqm funcdes de pertinéncia
incertas e modelos locais conhecidos, podendo estes sétgnseguindo a metodologia
apresentada no Capitulo 2. Uma vez que esta representa¢d@esatece em uma regiao do
espaco de estados, as leis de controle propostas encasdram-um contexto local.

Os resultados apresentados estendem outros anteriomesotéos em Souza et al. (2014c)
e em Souza et al. (2014b), principalmente no sentido dederssiuma regido de operacao para
o sistema nao linear e a saturagdo no sinal de controle. Goasi regido de operagao é um
ponto chave no projeto, visto que as metodologias propagpendem da convexidade do
modelo fuzzy T-S que exatamente descreve o sistema nag knsto € assegurado somente na
regiao de operacao considerada na etapa de modelagem., Asgarantias de desempenho do
sistema nao linear sdo sempre asseguradas em um contextoAt#Em disso, a saturacao no
sinal de controle é uma situacao encontrada na pratica eleoféida aproxima o projeto tedrico
de sua implementacéo.

A teoria apresentada no Capitulo 3 foi adaptada para peamitiplementacao no sistema
Ball Balancer, que necessita de taxas de decaimento relaitamalta para bons resultados
de implementacdo. Observando que se conseguia uma regesiadios iniciais “pequena”
para uma taxa de decaimento alta e vice-versa, a ideia pacdiapesses dois critérios foi
aproveitar-se dos conjuntos elipsoidais, positivamentagriantes (BLANCHINI, 1999) para o
sistema controlado, e projetar mais de um controlador. Ap@m controlador é utilizado por
vez, sendo a escolha deste dependendo do estado do sistammaag@esentado no Capitulo 4,
esta estratégia possibilitou a obtencéo de bons resultidosplementacao.

Foi também proposta uma técnica que permite suavizar a rpadknganho de realimen-
tacdo do controle chaveado, com resultados iniciais apedes em Alves et al. (2015) e te-
oria completa publicada em Alves et al. (2016c). Para egtdiab foi definido o conceito de
“minimo suave”, baseado na representacdo da funcdo miriiaéa da funcéo sinal. Esta
estratégia de suavizacao possui como desvantagem a gatatnvergéncia do estado do sis-
tema apenas para uma regiao entorno do ponto de equilibvém para o ponto de equilibrio.
Entretanto, esta regido depende de parametros de projetteespr ajustada de acordo com o
sistema a ser controlado. Assim, uma escolha adequada idmegieos de projeto possibilita
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bom desempenho do sistema controlado, como visto no Capitulo

Como a funcgéo sinal € amplamente utilizada em controle comtesd variavel (UTKIN,
1993; HSU, 1997; YOUNG; UTKIN; OZGUNER, 1999; UTKIN; LEE, 260LEE; UTKIN,
2007; WANG; ADELLI, 2012) e como a fun¢do minimo é largamergada em controle cha-
veado (HETEL; FRIDMAN, 2013; SOUZA et al., 2014c; SOUZA et 2014b; DUAN; WU,
2014; DEAECTO; SOUZA; GEROMEL, 2014), a representacao dgd&arminimo através
da funcgéo sinal também estabelece um vinculo entre essasetus, sendo o estudo deste
vinculo uma proposta de futuras pesquisas.

Por fim, o controle chaveado e chaveado suave de uma classtemeas nao lineares in-
certos com saturacdo no atuador sobre a influéncia de deg(pbrsistentes e limitados em
amplitude foram considerados no Capitulo 6. A teoria moatrembte capitulo também garante
a estabilidade localltimate boundediessa classe de sistemas em malha fechada com a lei de
controle chaveada ou chaveada suave, sendo o limitantgidauétimate boundedheste caso,
dependente do disturbio (e também do parametro de suawinagdaso do controle chaveado
suave). Os resultados de simulagcdes mostraram que o sistenmaalha fechada apresenta
desempenho satisfatérios, evidenciando que o controleeala e chaveado suave podem ser
utilizados neste caso, sendo que este Ultimo consegueatimifendmeno dohatteringapre-
sentado pelo primeiro.

De maneira geral, os resultados apresentados neste trgdmalbm ser estendidos ao con-
trole chaveado de sistemas lineares com incertezas poéigpois as fungdes de pertinéncia
nao sao utilizadas para compor o sinal de controle. Note goatoole chaveado desta classe de
sistemas mostrou-se menos conservativo que a utilizacémdaico ganho de realimentacao
(o primeiro exemplo no Capitulo 1, pagina 17, ilustrou edi®) f8OUZA et al., 2013).

Da pesquisa realizada originaram-se diretamente os seguiabalhos:

ALVES, U. N. L. T.,; TEIXEIRA, M. C. M,; OLIVEIRA, D. R.; SOUZA, W. A; CARDIM, R;;
ASSUNCAO, E. Reduc&o do chattering em controle chaveado pelazacéo na mudanca do
ganho de realimentacdo. In: SIMPOSIO BRASILEIRO DE AUTOMACAQTELIGENTE,
12., 2015, NatalAnais... Natal: SBA, 2015. p. 497-502.

ALVES, U. N. L. T.; TEIXEIRA, M. C. M.; OLIVEIRA, D. R.; CARDIM, R.; ASSJNCAO,

E. Sobre o controle chaveado de sistemas n&o linearesas@ann saturagao no atuador. In:
CONGRESSO BRASILEIRO DE AUTOMATICA - CBA, 21., 2016, Vitoridnais... Vitoria:
SBA, 2016a. p. 1235-1240.

ALVES, U. N. L. T.; TEIXEIRA, M. C. M.; OLIVEIRA, D. R.; CARDIM, R.; ASSUN(;AO,
E. Smoothing switched control for uncertain T-S fuzzy sysevith unknown membership
functions, actuator saturation and disturbance. In: IENEHRNATIONAL CONFERENCE
ON FUZZY SYSTEMS - FUZZ-IEEE, 2016., 2016, Vancouvétroceedings... Vancouver:
IEEE, 2016b. p. 2212-2219.

ALVES, U. N. L. T.; TEIXEIRA, M. C. M.; OLIVEIRA, D. R.; CARDIM, R.; ASSINCAO,
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E.; SOUZA, W. A. Smoothing switched control laws for uncertaonlinear systems subject to
actuator saturatiorinternational Journal of Adaptive Control and Signal Processing West
Sussex, v. 30, n. 8-10, p. 1408-1433, 2016c.

Pelo apresentado, algumas sugestdes de pesquisas figtiems projetar controladores
chaveado e chaveado suave para sistemas nao lineares da medoler diferentes indices de
desempenho, como o custo garantido quadratico (LAM et@L6R considerar a possibilidade
de atrasos na malha de controle (CAO; FRANK, 2001; GUAN; CHEN420EAECTO et al.,
2013); buscar condicBes menos conservadoras utilizarndmsaandidatas a funcdes de Lyapu-
nov (SOUZA et al., 2014b; RHEE; WON, 2006; MOZELLI; PALHARESYELLAR, 2009)

e utilizar regras de chaveamento baseadas em outras estrgtumo, por exemplo, do tipo
maximo (SCHARLAU et al., 2014). A utilizacdo da realimentaciosaida e a extenséo das
consideracgOes realizadas para tempo discreto (CRUSIUSEINRD 1999; DAAFOUZ; RIE-
DINGER; IUNG, 2002) também sao possibilidades interessgrdea continuagcédo das pesqui-
sas. Além disso, explorar a relacédo entre o controle chaveadntrole com estrutura variavel,
gue surgiu na representacéo da funcéo minimo pela funcalp apresentada no Capitulo 5.
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