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Introducao

A rotacgdo perturbada de um corpo rigido ao longo do tempo tem sido estudada tanto
pela engenharia de satélites artificiais e naves espaciais, como pela astronomia planetaria.

O assunto de rotacdo de um corpo rigido, em geral, ndo é visto nos cursos de
graduacgdo em fisica.

Neste trabalho, sera realizado um tratamento introdutério da rotagdo de corpos
rigidos no espago, comegando com conceitos bdsicos da mecanica Newtoniana.

O objetivo pratico deste estudo é deduzir e estudar as Equacdes Geométricas de Euler,
bem como as Equagbes Dindmicas de Euler, como preparatério para entdo fazer uma
introducdo as Varidveis de Andoyer, que por sua vez, possibilita um estudo mais aprofundado
na presenca de perturbacgdes gerais.

Durante o inicio do estudo, foi feita uma revisdo dos fundamentos da Mecanica
Newtoniana, com foco nas ferramentas necessarias para a deducdo e o estudo das Equagdes
Geométricas de Euler, das Equacbes Dindmicas de Euler e, por fim, da introducdo as Varidveis
de Andoyer;

O trabalho é dividido em se¢Ges, com assuntos em ordem ascendente das bases para o
estudo da dinamica de rotagcdo. Comeca com as leis de Newton, usa as ferramentas da
mecanica classica para descrever um corpo rigido, suas propriedades e as ferramentas
matematicas necessarias para descrever a dindmica de rotacdo deste corpo.

Summary

The practical aim of this study is to deduce and study the Euler geometric
equations and the Euler dynamic equations, as preparatory to then make an
introduction to Andoyer variables, which in turn allows further study in the presence
of general disorders.
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Secao 1 — Leis de Newton

As leis de Newton constituem o fundamento de toda a mecénica classica. No século
XVII estas leis foram enunciadas como segue:

Primeira Lei de Newton

“Lei I:Todo corpo continua em seu estado de repouso ou de movimento uniforme em
uma linha reta, a menos que seja forcado a mudar aquele estado por forcas aplicadas sobre

”

ele.

Esta é a lei da inércia. Ela serve principalmente para imprimir o conceito de referencial
inercial, dentro do qual todo o resto é valido.

Segunda Lei de Newton

“ Lei Il: A mudangca de movimento é proporcional a forca motora imprimida, e é
produzida na direcdo de linha reta na qual aquela for¢ca é imprimida.”

dp d(mv)
A segunda lei é conhecidacomo ©~ ~ dt = dt ’uma vez que movimento é definido
como “m.v”, sendo v, p e F entes vetoriais.

Terceira lei de Newton

“Lei lll: A toda agdo hd sempre uma reacdo oposta e de igual intensidade: ou as agées
mutuas de dois corpos um sobre o outro sGo sempre iguais e dirigidas em dire¢ées opostas.”

As leis de Newton enunciadas anteriormente sdo vetoriais, o que significa que
obedecem a lei de adi¢do de vetores, ou seja, F=m.a implica em (F=m.a),, , de maneira isolada
na direcdo x, na direcdo y e na direcao z.

Secao 2 — Momento Linear e Angular

Momento linear - momento linear foi definido por Newton antes mesmo das suas leis como

sendo “p=m.v” e chamado de movimento.

Momento angular: é definido pelo produto vetorial: L = mr x v.

Segue a tabela comparativa:
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‘ Caso geral Caso angular (relativo a um eixo de giro)
Posigdo: x Posicdo: e
Velocidade: v=x Velocidade angular: w =6
Aceleragdo:a=v=X Aceleracdo angular: a=w =6
Massa: m Inércia: | = m. 12
Momento linear: P=m. x Momento angular: L=1. 6
Forga: F = dP/dt Torque: N = dL/dt
Energia cinética: % m.x? Energia cinética: % 1.62

A inércia, momento angular e torque serdo definidos mais adiante.

Secao 3 — Momento de Inércia

A inércia linear é a dificuldade imposta a uma particula ao seu movimento. Ela comega
a ser entendida na primeira lei de Newton, mas com a segunda lei, ela pode ser exposta
matematicamente através da massa da particula, que funciona como um obstaculo a mudanca
de movimento (variagdo da velocidade).

A inércia angular, também conhecida como momento de inércia, foi criada para que as
equacdes de movimento de corpos que giram tenham similaridade com as equacgbes de
movimento do caso linear. O momento de inércia de uma particula de massa m que gira em
torno de um eixo a uma distancia r é definido como:

I =mr? (3.1)

Para particulas de massas e momentos de inércia constantes, compara-se a
similaridade das equagdes:

Caso linear: Caso angular:
F=mix t=1d

Inércia rotacional de corpos sdlidos:

O diferencial do momento de inércia (ou a inércia de corpos que giram) é escrito a
partir da definicdo do paragrafo anterior, como um diferencial de massa multiplicado pela sua
respectiva distancia ao eixo de rotacdo ao quadrado, como segue:

dl = (dm)r? (3.2)

Com isso, a inércia total pode ser encontrada efetuando a soma continua sobre todas
as massas diferenciais do corpo:

I = f(dm).r2 (3:3)

Neste caso, (dm) pode ser substituido pela massa especifica multiplicada pelo
respectivo diferencial de volume ocupado pelo elemento (dm), como segue:
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dm = p.dv (3.4)

Agora a integral pode ser realizada sobre o volume, que é escrito de maneira diferente
em cada sistema de coordenadas escolhido (geralmente escolhe-se um sistema que traga
maior simetria ao problema).

Teorema dos eixos paralelos:

A inércia rotacional de um corpo qualquer em rela¢éo a um eixo arbitrdrio é igual a
inércia rotacional em relagéo a um eixo paralelo que passa pelo centro de massa somada da
massa total vezes a distdncia entre os dois eixos ao quadrado.

Secao 4 — Centro de Massa

Centro de massa de um sistema de particulas:

O centro de massa para um sistema de particulas é definido como segue:

Ry, = (%)Zmi-ri (4-1)

Sendo que nesta equagdo:

R, localiza o centro de massa do sistema.

m; representa a massa da iésima particula.

T; é o vetor que localiza a iésima particula.

M é a soma das massas de cada particula, ou seja, a massa total compreendida pelo sistema de
particulas.

Centro de massa de um corpo sdlido:

No caso de um corpo sdlido (corpo rigido), a soma continua para o centro de massa do

R= (%) .Uf p.r.dv (4.2)

p é a densidade de massa do corpo em cada ponto.

corpo:

Nesta equagao:

r é a localizacdo vetorial do respectivo diferencial de volume.

dv é o elemento de volume do corpo, calculado de acordo com o sistema de coordenas
escolhido.

M é a massa total do corpo.

Teorema: Se um corpo for simétrico em rela¢éio a um plano, seu centro de massa estard nesse
plano.
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Prova: para a integral do momento de inércia, pode-se escolher o eixo Z como sendo
perpendicular a este plano e o zero deste eixo na intersec¢do com o plano de simetria. Assim
sendo, como as massas sdo simétricas, a parte negativa de z cancela em cada ponto a parte
positiva de z, pois o médulo da densidade de massa naquele ponto é o mesmo.

Alguns corolarios seguem como resultado dbvio da extensao do teorema acima:

-Se um corpo for simétrico em relagGo a dois planos, o seu centro de massa estard na linha de
intersecgdo dos planos.

-Se um corpo for simétrico em relagdo a um eixo, o seu centro de massa estard neste eixo.

-Se um corpo for simétrico em relacdo a trés planos que tem um ponto comum, este ponto serd
seu centro de massa.

-Se um corpo tiver simetria esférica em relagdo a um ponto, isto é, se a densidade depender
somente da distdncia a este ponto, entdo este ponto serd seu centro de massa.

Teorema para o caso _de 2 ou mais corpos extensos: se houver 2 ou mais corpos cujos

respectivos centros de massa s@o conhecidos, o centro de massa comum pode ser calculado
como se fossem duas particulas cujas respectivas massas totais estivessem concentradas nos
seus respectivos centros de massa.

Centro de massa de particula Unica:

Obviamente o centro de massa de uma Unica particula é simplesmente a sua localizacdo, uma
vez que a sua massa é aproximadamente pontual, porém, é interessante notar que isto se
torna um caso particular das duas formas apresentadas anteriormente.

Secdo 5 - Sistemas de Coordenadas em movimento

Suponha dois eixos de coordenadas com os eixos paralelos entre si, porém distantes
um do outro por um vetor h. Escreve-se:

r=r*+h (5.1)
r¥*=r-h (5.2)

Desta maneira, em coordenadas retangulares, é possivel escrever as equagdes para os
elementos do sistema sem asterisco com relacdo ao sistema com asterisco:

x =xx*+h, y=yx*+h, z=2z%*+h, (5.3)

X *=x—h, y*=y—h, zx=2z—h, (5.4)

Seguindo este raciocinio, a relagao entre as velocidades, fica:

V=vx*+v) (5.5)
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Supondo que os eixos com asterisco permaneg¢am paralelos, este movimento é
chamado de translacdo do sistema de coordenadas e a aceleracdo é escrita:

d’r _d’rx  d’h (5.6)
dt?2 dt? = dt?

a=

a=ax*+h (5.7)

As equacdes de movimento de Newton sdo validas para um sistema de coordenadas
fixo. Para uma particula de massa m sujeita a uma forca F, a equacdo de Newton fica:

Fe d’r (5.8)
RAPTE
_d?rx N d%h (5.9)
T dt?  dt?
Ou ent3o:
d*r* F d*h (5.10)
dt2 dt?

Do ponto de vista da mecanica cldssica, F-m.a; ndo é uma for¢a, mas pode ser
chamada de forga ficticia, que depende da aceleragdo do referencial asterisco com relagao ao
referencial sem asterisco.

Secao 6 - Rotacao do Sistema de Coordenadas

Consideremos a seguir o eixo X,y,z e também o x*,y*,z*, cujos eixos giram em torno do
sistema sem asterisco, mas a origem continuam coincidentes (ndo ha translagdo):

Um vetor R escrito no sistema sem asterisco e no sistema com asterisco fica:
r=x.i+yj+zk (6.1)
r=x".i"+y.j+2z.k (6.2)

’

Por conveniéncia o asterisco * foi trocado pela linha ’, que a partir de agora

caracterizara o sistema de coordenadas sem linha e com linha.



Pagina |9

Fazendo o produto escalar (i.r), (j.r) e (k.r) e utilizando as expressGes acima para r,
obtém-se:

x=x"(i".0)+y'('.i)+z'(k'.iQ) (6.3)
y=x'(".j)+y'('.j) +z'(K.)) (6.4)
z=x'(i"kK)+y'(j' . k) +z'(K'. k) (6.5)

As relagdes de produto escalar entre parénteses sao o cosseno do angulo entre os dois
eixos que estdo dentro de cada parénteses.

Suponha um vetor A escrito em ambos os sistemas de coordenadas:

A=A i+A,j+A,k (6.6)
A=A 0 +A) j+A, K (6.7)

Suponha que o sistema com linha gira com relagdo ao sistema sem linha com
velocidade angular w, sendo que o eixo de giro passa pela origem comum a ambos os
sistemas. Assim sendo, qualquer vetor que gire em torno deste eixo com velocidade angular w,
estara em repouso no sistema de coordenadas com linha.

.. drA . ~ . .
Definindo ¢ como a derivada de A com relacdo a t no sistema com linha, pode-se

escrever:

dA d'A (6.8)

Derivando mais uma vez esta equacao e aplicando ela propria:

d?A  d?A dA dw (6.9)
F=dt2+wx(wa)+2.wxE+EXA

Esta férmula denomina-se Teorema de Coriolis. O primeiro termo do segundo membro
é a aceleragdo em relagdo ao sistema com asterisco. O segundo termo denomina-se aceleragao

centripeta de um ponto em rotacdo em torno de um eixo (centripeta significa dirigida para o
centro).

Em analogia, podemos comparar o ponto de vista de um referencial ndo inercial.
Muitas vezes, fica mais facil resolver um problema em outro referencial, ainda que ndo
inercial. Faz-se a transicdo através de uma transformacdo de coordenadas. Segue o exemplo
para a equacdo acima, vista do sistema com linha:

Rearranjando a equag¢do para deixa-la parecida com a equagao de Newton para A no
sistema com linha:

d'ZA_F A2 d'A do (6.10)
m_g = mwx (wxA) .M. X 7~ Mg X



Pagina |10

O segundo termo do segundo membro chama-se forga centrifuga (orientada para fora
do centro); e o terceiro, Forca de Coriolis. O ultimo s6 aparece em casos de rotagdes ndo
uniformes.

E possivel também fazer a combinacdo de translacdo e rotacdo do sistema de
coordenadas. Deste modo, valem as férmulas, sendo A’ o vetor A escrito no sistema que gira:

r=rx++h (6.11)

dA _d'A’ Coxd + dh (6.12)
dx  dx X dx

d’A _d?A fox(@xA)+2 d'A’ L@y d’h (6.13)
dez  drz T eriex OXT Tt dt?

Destas trés equacdes, a segunda sera de particular interesse na demonstracao das
equacodes dinamicas de Euler, logo mais adiante.

Secdo 7 — Angulos de Euler e equacées geométricas

Suponha um corpo extenso, rigido e livre no espaco. Como este corpo se comporta?
Qual o tipo de movimento que este corpo realiza? Ou ainda melhor: quais os meios que eu
possuo para localizar a posicdo do corpo e também descrever seu movimento, seja ele de
translagdo ou rotagdo?

Esta se¢do e a préxima trardo as ferramentas necessarias para descrever a localizacdo,
orientacdo e o movimento de um corpo rigido, tanto translacional como de rotagdo e sera
baseada no livro Introduction to Classical Mechanics, 2nd ed. - Atam P. Arya.

Para isso, comegamos calculando uma matriz de transformacdo de coordenadas.
Digamos que tenhamos que partir de um sistema de coordenadas fixo ou inercial X’ para um
sistema de coordenadas do corpo X. A transformacdo pode ser representada pela equacao
matricial:

X=AX’ (7.1)

Na equagdo acima, a matriz de rotagcdo A especifica completamente a orientagdo
relativa entre ambos os sistemas. Tal matriz de rotacdo deveria conter trés angulos
independentes. De todas as possiveis escolhas para estes trés dngulos, a mais comum e
conveniente sdo os angulos de Euler, representados por ¢, 8 e .
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Para ir de um sistema inercial ou fixo no laboratério para um sistema fixo no corpo, é
realizada a seguinte sequéncia de rotagdes dos trés angulos, como visto no exemplo da figura
abaixo:

R

Sequéncia de trés giros partindo do sistema fixo no
espaco x'; e localizando com trés angulos o corpo
em seu préprio sistema fixo X;

Considere o sistema de coordenadas retangulares X, composto pelos eixos {X1, X5, X3},
o sistema X’, fixo no espago, composto pelos eixos {X'y, X’,, X'3}, o sistema X"/, composto pelos
eixos {X"’;, X”,, X3} e assim por diante. Partindo do sistema X’, apds a primeira rotagdo
seguiremos para X'’. Apds a segunda rotacdo no sistema X"/, seguiremos para o sistema X'"’. E
finalmente apds a terceira rotacdo ja no sistema X’”’, obteremos o resultado no sistema X, que
é o sistema de coordenadas do corpo.

1. A primeira rotacdo é no sentido anti-horario do angulo ¢, sobre o eixo X’; e no plano
formado por X’; e X’,, transformando os eixos X’; = X”’;, conforme o desenho. A matriz
de transformacdo para esta primeira rotacdo no plano formado por X’; e X', é:

cose seng 0 (7.2)
e=|—seng cosp 0
0 0 1

R
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O angulo ¢ é chamado de angulo de precessao.

A segunda rotacao é no sentido anti-horario do angulo 6, sobre o eixo X”’; e no plano
formado por X, e X"’3, transformando os eixos X”’; = X'”’; , conforme o desenho. A
matriz de transformacao para esta segunda rotacao no plano formado por X", e X5 é:

1 0 0 (7.3)
Rg=[0 cosf@ senO
0 —senf cosb

AX; = X3

i
X3

3%

N,\}\g
X{ = X}

Linha de Nodos

O angulo 8 é chamado de angulo de nutagao.

A terceira rotacdo é no sentido anti-horario do angulo s, sobre o eixo X””’; e no plano
formado por X’”’; e X'”,, transformando os eixos X"”’; = X; , conforme o desenho. A
matriz de transformacao para esta terceira rotacao no plano formado por X", e X5 é:

cosy seny O (7.4)
Ry =|-seny cosy 0
0 0 1
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b ¢4

Xi]ﬂ = Xrlﬂ
Linha de Nodos

O angulo 6 é chamado de angulo do corpo.

A linha formada pela intersec¢do dos planos contendo os eixos X; e X, do sistema do corpo e
os eixos X'; e X', do sistema fixo é chamada de linha dos nodos. A transformac¢do do sistema
de coordenadas fixo X’; para o sistema de coordenadas do corpo X; é caracterizada pela matriz
de rotagdo A obtida pelo produto das trés matrizes individuais, Ry, Rg e Re resolvidas
anteriormente. Segue:

A= R¢, Rg e Ro (75)

/13x3
cos cos® — cos f sen @ sen cosypcos® +cosfcos®seny)y seny send

=|—senypcos® —cosO sen P cosyp —senysen® + cosb cos Dcosyp cosysenb
sen 0 sen @ —sen 6 cos @ cos 6

(7.6)

E importante frisar que o deslocamento angular e outras quantidades podem ser
representadas por vetores somente se estas quantidades sdo infinitesimalmente pequenas;
entdo elas obedecem a lei de adi¢cdo de vetores. A exce¢do é o caso no qual as rotagdes estdo
no mesmo plano. Isto nos permite representar as trés derivadas temporais da rotagao, que sao
d>,9 e 1[), como os componentes o vetor velocidade angular w (we, we, wy). As trés
componentes de w ndo estdao necessariamente ao longo dos eixos fixos ou dos eixos do corpo.
Entao:

we = @ estd ao longo do eixo X’; (fixo)
we = 0 estd ao longo da linha de nodos
Wy = 1/) esta ao longo do eixo X; (corpo)

N3do é muito conveniente utilizar estas componentes para descrever o movimento de
um corpo rigido. Equagbes do corpo rigido sdo descritas em termos do sistema de
coordenadas do corpo, de maneira que temos que calcular o vetor velocidade angular w (we,
wg, Wy) No sistema de coordenadas do corpo. Para fazer isto, é necessario primeiro resolver

@, 6 e 1 nos eixos do corpo.
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Com o grafico montado, cria-se o produto vetorial de r pelo diferencial do angulo em
questao (@, 8 e Y) para encontrar o vetor velocidade angular, que fica sempre no eixo de giro
do angulo em questdo, no sentido imposto pelo produto vetorial da definicdo de velocidade
angular w = rxv. Como v estd momentaneamente na direcdo e sentido do diferencial
angular (d®,d6 ou d), entio P, fe 1[) encontram-se sobre os seus proprios eixos de giro.

Fazendo a projecdo de @®,0e1p sobre as coordenadas fixas no corpo rigido,
encontram-se as trés componentes da velocidade angular dos deslocamentos angulares, que
sdo escritas como segue:

b, =P sinb sin P Ao longo do eixo X;
®,=dsinb cos P Ao longo do eixo X,
b;= P cos 6 Ao longo do eixo X3
6. =6 cos P Ao longo do eixo X;
6,=—0 siny Ao longo do eixo X,
6;=0 Ao longo do eixo X3
P,=0 Ao longo do eixo X;
P,=0 Ao longo do eixo X,

)y = 1/) Ao longo do eixo X;

(7.7)

Utilizando estes resultados, obtemos as componentes de w, que sdo a soma de cada
componente de velocidade angular no respectivo eixo do sistema do corpo.

W= D+ O+ ip1:d>sin6 siny + écosw ao longo do eixo X;
W,= Dyt O+ P, = Dsin@ cosy — O siny ao longo do eixo X,
W= Dot O3+ 1;03:ci>cost9 +1[) ao longo do eixo X3

(7.8)

Estas sdo as Equagcdes Geométricas de Euler e pode-se fazer uso delas para descrever o
movimento do corpo rigido utilizando-se os eixos do corpo.

Secao 8 — Definicdo de Momento Angular, a Matriz Momento de Inércia e Obtencdo da
Energia Cinética de um Corpo Rigido.

As equacdes restantes de movimento serdo deduzidas nesta secdo. Elas sdo de
extrema utilidade para descrever o movimento de um corpo rigido.

A equacdo do momento angular é definida como:

L = zmk(rk X Uk) (81)
k
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figura 8.1

Analisando o desenho, nota-se que para pequenos deslocamentos:
Ar = r.sen(0).A@ (8.2)

_Ar ¢ _ (8.3)
v = A= r.sen(8). AL r.sen(0).w

Vetorialmente, v fica na direcdo perpendicular a ambos w e r, portanto, pode ser
escrito como:

V=w X T (8.4)

Reescrevendo o momento angular:

L= m T X (0 X 1) (8.5)
2

Onde w é a velocidade angular comum para toda késima particula (trata-se de um corpo
rigido), portanto, o sub-indice k sera ignorado.

Da relacao de produto vetorial:

Ax(B x C)=B(A-C)—C(A-B) (8.6)

Aplicando tal relagdao em L:

L= mfrie - 1y(ry - ) 87)
k
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Nota-se na equa¢do acima que L é linearmente proporcional a w. Abrindo as
componentes de w e r nas coordenadas retangulares do sistema fixo:

L= Z M { (i (wyi + wyj + 0, K) — Ol + yiej + zik) (xwyi + Yewyj + 2w, k)}
%

(8.8)
Separando as componentes de L em cada diregdo:
L= Z M (T = X)Wy — XYWy — XicZkw,} (8.9)
k
k
(8.11)

2 _ 2
L, = Z M (T — Z) W, — ZkXp Wy — ZkYk Wy }
K

As equacdes acima podem ser simplificadas, ao construir uma matriz I, de maneira que

satisfaca:
L=lw (8.12)
Assim:
2 2
Ty =Xk XYk —XkZg Wy
L=Yem| —yiXe Th—Yi —YrZk <“)J/> ;sendo: T = X + yi; + z§
—zix  —Zkye T —zi) 7
(8.13)
A matriz | é identificada como:
L _Ixy —Iy, (8.14)
I=|—ly L, -1,
_sz _Izy Izz
Sendo suas componentes da diagonal principal:
A
Ly = ka(ri - xl%) (8.15)
k
8.16
Iyy =ka(ri_”§) ( )
k
k

E os outros componentes fazendo parte de uma matriz simétrica:
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Ly = Iyx = zmkkak (8.19)
K

Lyz = Iz = kaxkzk (8.20)
K

Ly = oy = ) Mz (8.21)
K

Em situagbes mais comuns, o corpo é extenso e continuo, entdo pode ser feita a
transformacdo da soma discreta, como visto até aqui, para a integral, de maneira a identificar
as componentes de

my = dm (8.22)
Z 5 j (8.23)
dm =p.dv = p.dx.dy.dz (8.24)

Fica para o cdlculo das componentes:

Ly = fp(y2 + z2)dx dy dz (8.25)
Ly = fp(xz +z%)dxdy dz (8.26)
I, = fp(x2 + y2)dx dy dz (8.27)
Ly = fpxy dx dy dz (8.28)
Iy, = fpyz dx dy dz (8.29)
(8.30)

L., = fpxz dx dydz

| € uma matriz hermitiana (auto-adjunta), entdo sempre existe uma transformagdo que
diagonaliza esta matriz, de maneira que:

L 0 0 (8.31)
I-{0 I, 0
0 0 I

A praticidade é orientar os eixos de coordenadas fixos no corpo de maneira que |, e
todos os outros elementos fora da diagonal principal sejam anulados. Dessa forma, sobra
somente os eixos principais de inércia (a diagonal de ).

A energia cinética pode ser calculada a partir de sua definigdo:
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1
T = _Z My Ve - (8.32)
2 k
Porém, tinhamos:
V=w X T (8.33)
Reescrevendo:
1
T = EZ my (@ X 1) (@ X1Y) (8.34)
k
Da identidade vetorial:
(AxB)-C=A-(BxC) (8.35)
E assim, a energia cinética é escrita:
1
T = EZ my @ - {r;y X (o xXry)} (8.36)
k
1
T=§w-2mkrk><(w><rk) (837)
k
Usando a definicdo do momento angular L:
1
T=Zw-L (8.38)
2
Ou reescrevendo L de maneira que:
L=1w (8.39)
A energia cinética:
T = E“’ o (8.40)

Sendo | uma matriz diagonalizada, com os elementos da sua diagonal contendo os
elementos dos eixos principais de inércia:
(8.41)

1
T = Ew *(liwy, [wy, [ywq)

Ou por fim:

1 1 1 42
T=511w§+512w%+513w§ (8.42)
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Esta é mais uma maneira similar de comparagdo entre o caso angular e o caso geral.

Secdo 9 - Equacdes Dinamicas de Euler para o Movimento de um Corpo Rigido

De posse das informacgdes da secdo anterior, as equacdes dinamicas de Euler podem
ser deduzidas, como segue:

Primeiro sera considerado o torque externo nulo: T ,; = 0

Sendo L = I w e com | diagonalizada, entdo L fica mais simples em fun¢do dos eixos
principais de inércia e;, que formam uma base ortogonal fixa no corpo.

L= 11(4)16‘1 + 12(1)282 + 130)363 (91)

Derivando com relagdo ao tempo:

dL

: deq : de, , des (9.2)
E = Il(l)lel + Ilwlﬁ + 12(,()232 + Iz(l)zg + 130)333 + 130)3

dt

figura 9.1
Do desenho, observa-se que:
Ae = |e|sen(a)Ap (9.3)
Ae Ag (9.4)
i Ielsen(a)E
Ae
— = |e|sen(o)w (9:3)

At
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de . . ~ . .
Nota-se que oy fica na direcdao perpendicular a @ e a e, portanto, pode ser escrito

vetorialmente como:

E =wXe (9.6)
dt

Reorganizando:

dL . : . 1 de, des (9.7)

E - Ilwlel + Izwzez + 130)333 + Ilwlg + Izwzg + 130)3%

Temos a informacao:
de,- (98)
—=wXe;
dt !

Fazendo a substituicdo:

dL (9.9)

E = 11(15161 + 12(15232 + 13(45333 + 11(4)1(1) X eq + 12(4)2(1) X €3 + 13(1)3(1) X es3

De maneira mais compacta:

dL
Ez 11(1.3161 +1205262 +I3(1536‘3 +wa (910)

Agora utilizando a definicdo de produto vetorial:

€ €z €3 (9.11)
w X L = determinante| @1 ) w3
Lw, Lw, Iw;

Obtém-se finalmente das componentes em (eq, €3, €3):
dL 110.51 + w2w3(13 - 12) =0 (9.12)
—=0- 12(132+(l)1(1)3(11_13) =0

dt 13(153 + (1)2(1)3(12 - 11) =0

Estas sdo conhecidas como Equag¢des Dindmicas de Euler ou simplesmente equacbes
de Euler para o movimento de um corpo rigido na auséncia de um campo de forga.

Secdo 10 - Aplicacao 1 — O Movimento no Topo de Um Corpo Rigido Livre com Simetria
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Aqui sera suposto um corpo livre no espac¢o, na auséncia completa de for¢as que agem
fora do centro de massa (t = 0). O corpo rigido possui momento de inércia |, I, |3, com relagdo
aos respectivos eixos X; X, X3, porém com a condic¢do de simetria ao longo do eixo X.

As 3 equacgbes dinamicas de Euler para o caso particular no qual o torque é nulo, sdo:

Il'(bl + (13 - 12)0)30)2 =0 (101)
12.0:)2 + (11 - 13)(1)10)3 =0 (102)
I3.d)3 + (12 - 11)(1)2(1)1 =0 (103)

Porém, aplicando a condic¢do de simetria (I, = I,=1), as equagbes ficam:

I.d)l + (13 - I)(l)ng =0 (10.4)

Como I3 # 0, entdo w3z = 0 e fica facil integrar para encontrar:

w3 = constante de movimento (10.7)

As duas equacdes anteriores ficam:

Rearranjando:
. Us—=D (10.10)
w1 W3Wy = 0
(I3 —=1) (10.11)
Wy — I w3wq = 0
Us-D

Fazendo a substituicdo a = w3, ficam as equagdes de movimento acopladas:

I

w,+aw, =0 (10.12)
d)Z —awq = 0 (1013)

Sdo duas equagdes de primeira ordem, porém estdo acopladas, mas é possivel
trabalhar estas duas equacgdes para desacopla-las derivando mais uma vez cada uma delas:

w1 . (10.14)
a9
W ) (10.15)
a

E substituindo na original. Fica:
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W, +a’w, =0 (10.16)
Wy +a’w; =0 (10.17)

As solucbes dessas equagoes, sao:

wq; =Asinat +p (10.18)
w, = Bcosat+ 1 (10.19)

Derivando e substituindo nas equacdes de movimento acopladas, encontra-se que A=B
e p = A. As solucgbes sdo, portanto:

wq =Asinat +p (10.20)
w, =Acosat +p (20.21)

Nestas equagOes de movimento para wq e w,, A e p sdo constantes. Desde que w4 e
w-, sejam ambos ndo nulos, as componentes de w perpendiculares ao eixo de giro X; (que sdo
w1 € wy), precessam no tempo a uma taxa uniforme a = 2, (pois a= constante) e defasados
um com relacdo ao outro de 1T/2 (trata-se da funcdo seno e cosseno com 0s mesmos

argumentos).

Portanto, a precessao do vetor velocidade angular serd um circulo de raio A em torno
do eixo X3, com velocidade angular o e terd o mesmo sentido de w3, se Iz > 1;, e no sentido

- A o I3—1 ,
oposto, caso contrario. A freqiiéncia angular de precessdo é a = (31—)(»3. Este circulo de
precessao descreve uma superficie que é chamada de cone do corpo.
B
Xs
Se € for o0 angulo entre X; e o eixo de rotacdo, entdo:
(I3—-1 (10.22)
a= f“) cosé

Esta é a taxa de precessdo do vetor velocidade angular em torno do eixo de simetria
(X3).
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Existem 3 constantes arbitrarias, sdo elas {ws, A e p}, provenientes das trés equagdes
diferenciais de Euler, que sdo de primeira ordem. Originalmente seriam 3 equac¢les de
segunda ordem, pois da se¢do 5 deste trabalho:

dL d(lw) d*® (10.23)
ar - ar lae
Essas 3 equagbes para um corpo que gira com 3 graus de liberdade implicam em 6

constantes arbitrarias. As outras 3 constantes arbitrarias para o movimento de um corpo
girante sdaoly, I,, e 5.

O objetivo agora é provar que o vetor velocidade angular w descreve uma
circunferéncia tanto em X; (o eixo de giro do corpo) como em torno de L, que é fixo no espaco,
criando dois cones, o cone espacial (giro de w em L) e o cone do corpo, caudado pelo giro de w
em Xs.

Para tanto, vamos abrir mdo do nosso sistema de coordenadas X’ fixo no espaco ou X
fixo no corpo, para utilizar o sistema X’ que é aquele apds o segundo giro em e e antes do
terceiro giro em (.

Serd feita uma transformacdo como feita na secdo 8, porém, para realizar a
demonstracdo do cone do corpo e do espaco de precessao, o sistema de referéncia agora sera
o sistema X”’. Sera escrito o vetor w no sistema X'’ e serd chamado aqui de w’”’. Dos
desenhos, podem-se obter as componentes das velocidades angulares:

&,=0 Ao longo do eixo X",
b,=dsinb Ao longo do eixo X',
b;=d cos O Ao longo do eixo X'”’;
6,=0 Ao longo do eixo X4
6,=0 Ao longo do eixo X',
6;=0 Ao longo do eixo X’”’;
1[)1 =0 Ao longo do eixo X4
Y,=0 Ao longo do eixo X",
Y3 =P Ao longo do eixo X'”’;

(10.24)

Agora w difere de w’ apenas na taxa de rotacdo @ em torno do eixo de simetria X. As
componentes de w no sistema preferencial X'’ sdo as equacdes de w'"’:

W’ =0+, =6 ao longo do eixo X”; (10.25)
W= Oyt O+ 1;[;2 =¢psinbd ao longo do eixo X", (10.26)
W"3= D3+ 3+ 1Ps=dcosh + P ao longo do eixo X3 (10.27)

Para determinar como o corpo estd se movimentando no espago, é necessdrio um
referencial (ou pelo menos uma dire¢do) fixo no espaco de modo que seja feita a comparacao.
Da secdo 5, temos que o vetor momento angular é fixo no espaco, pois ndo ha torques
envolvidos, entdo como uma direcdo fixa no espaco, sera escolhido o vetor momento angular
L. Obrigando o vetor L a combinar com o vetor X’; , serd escrito o vetor L com respeito ao
sistema X’”’:



Lllll — 0
L', =Lsin6
L"'3 =Lcos®
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(10.28)
(10.29)
(10.30)

Serd feita agora a suposicdo e a prova de que os vetores w3 ou w'"'3(na direcdo X3 =

X'""3), w e L sdo coplanares.

g h@i{f Xy

Linha de Nodaos

figura 10.1
Para demonstrar que sdo coplanares, basta que:
((D3 X w) -L=20

Porém:

€, €z e3
W3 X W= det( 0 0 wg) = —wyw3e1 + W W3€y
Wy Wy W3

(w3 X w) ' L = (—wwzeq + wywsey) - ([Lwieq + w,e; + Izwzes)

Utilizando a simetria (l; = I,), chega-se a demonstragédo da eq. (10.31) :

(w3 Xw)-L=0

(10.31)

(10.32)

(10.33)

(10.34)

Com isso, mantendo em mente os momentos de inércia de cada eixo |, =1, =1¢el;,

chamando de § o angulo entre w e o eixo X’”’; e usando que L =1 w em cada componente e

juntando as equac¢des de w e L para cada um destes componentes:

0 =0 — 8 = constante
w”, = wsing
w”3 = wcosg
L"), =Iwsin§
L"3 =Lwcos&

(10.35)
(10.36)
(10.37)
(10.38)
(10.39)
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Fazendo a divisdo da eq.(10.38) pela eq.(10.39) e comparando com a divisdo da eq.(10.29) pela
eq.(10.30):

L, I (10.40)

Esta equacdo da a relagdo entre € ( o angulo entre w e o eixo X'”’;) e o angulo e (o
angulo entre L e 0 eixo X'"’3).

De acordo com este resultado, o angulo e pode ser maior ou menor do que o angulo ¢,
dependendo da relagdo entre [ e I3. O vetor momento angular situa-se entre o eixo de
simetria e o eixo de rotagdo no caso de corpos achatados I < I3. E no caso de corpos
alongados, I > I3, o eixo de rotacdo situa-se entre o eixo de simetria e o vetor momento
angular. Em ambos os casos, conforme o corpo gira, o eixo de simetria X””’; precessa sobre L.
Ao mesmo tempo, o eixo de rotagdo w precessa em torno de L com a mesma freqiiéncia.

rxé TXQ

L

Sistema de Coordenas Fixo
no Espaco (Cone Espacial)

Cone do Corpo

X
Cone do Corpo rolando sem deslizar em torno do Cone Espacial, que é fixo. Dependendo dos
valores de | e I3, o Cone do Corpo pode rolar dentro ou fora do Cone Espacial (fixo em relagdo

ao sistema de coordenadas espacial fixo).

A superficie que w faz em torno de L, é o cone espacial, e a superficie que w faz em
trono de X"”’; é o cone do corpo. A velocidade angular de rotagdo do eixo X'”’; é igual a taxa de
variagdo do angulo @. Entdo, @ é a taxa de precessdo angular do eixo de simetria e também do
eixo de rotacdo sobre a direcdo do vetor invariante L, visto de fora do corpo. Esta precessao
aparece como uma oscilagdo, tal qual aquela vista em chutes ou arremessos imperfeitos.

Da segunda equacao (10.26):

W =yt 0,4 P, =Dsind ao longo do eixo X", (10.41)



Pagina |26

Juntando com a equacgdo (10.36),

w”, = wsing (10.42)
Resulta em:
_ wsing (10.43)
"~ sin#@

Que é a taxa de precessdo. Utilizando a relagdo encontrada entre 8 e £ em (10.40), que é:

I
tane = A tan ¢ (10.44)

3

Resolvendo as duas equacdes anteriores (10.43) e (10.44) para & e substituindo 6,
resulta na taxa de oscilacdo em funcdo da velocidade angular do corpo sobre seu eixo de giro e
dainclinagdo ¢ do eixo de rotagdo até o eixo de simetria do corpo, que é escrita:

2 1, (10.45)
o = oo<1 + <(IT3> - 1> (c055)2>

Secdo 11 — Exemplo 1 — a Rotacdo da Terra

Um exemplo de aplicagdo da teoria da secdo anterior (se¢do 10), é sobre a rotagdo da

Terra. A Terra é conhecida por ser achatada nos pdlos, resultando em um esferdide oblato.
Istoda I3~] = I, e I3 > I, resultando em:

Uz —1) (11.1)

O angulo & é em torno de 0,2 segundos de arco. Também é conhecida a razdo de momentos

de inércia I3/I como sendo aproximadamente 1,00327 devido ao achatamento da Terra. A

equacdo (10.22) pode entdo ser simplificada para este caso:

0(—(]3_1)
T

w3 (11.2)
305

I
w3 cosé = (73— Dw;cosé =

O periodo de rotagdo da Terra é 1 dia, entdo wz;~w = 21 /dia, conclui-se:

2n 21 21
Periodo = P = = 305 dias (11.3)

(305)  (555)

O valor medido é de aproximadamente 440 dias. O erro ndo estda na falta de

conhecimento dos momentos de inércia, mas sim no fato de que a Terra ndo é um corpo rigido
perfeito.
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A taxa de oscilagdo da Terra, de acordo com a equagao (10.45):

2 1,
o = w<1 + <(T3> - 1) (c055)2>

Utilizando as aproximagGes para o angulo & em torno de 0,2 segundos de arco e a

(11.4)

razdao de momentos de inércia I3/1 como sendo aproximadamente 1,00327, fica:

® =1.00327w (11.5)

E o periodo de oscilagdo da Terra é, entdo:

2 2w 1 . (11.6)
D = w 100327 0997 dia

Secdo 12 — Exemplo 2 — o disco girante

A figura acima mostra um disco de raio a girando com velocidade angular w ao longo
de um eixo que esta inclinado de um angulo 8 com a normal do disco. Foram desenhados trés
eixos principais fixos no corpo. O eixo x e o eixo y sdo coplanares ao disco. A direcdao do eixo x
€ escolhida tal que o eixo de giro (e o vetor w) esteja no plano formado pelos vetores diretores
em z e x. O disco estd evidentemente ndo balanceado, entdo um torque externo tem que
existir para obrigar que o movimento mantenha-se no eixo.

Desde que w seja constante, todas as componentes de @ anulam-se, entdo as
equacoes de Euler deduzidas na se¢ao 9 tornam-se:

(I3 — L)wzw, =0 (12.2)
(I1 — Lh)wiwz =0 (12.2)
(I, —))wawy =0 (12.3)
Do problema:
W1 = Wy = wsinb (12.4)
Wy =wy =0 (12.5)

w3 = w, = wcos b (12.6)
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Para o calculo dos |, procede-se como indicado na se¢do 3 deste trabalho, sendo
(r sen ) a distancia de um ponto r até o eixo de giro (no caso o eixo x), em coordenadas
polares.

T/, a (12.7)
L= ff (r sen 0)%rdr do
00

/2 (12.8)
L, = a4f (sen 8)%dO
0

Fazendo a substituicdo:

elf — g0 (12.9)
sinf = ————
2i
1 ; ; 12.1
(sin@)? = — (Z) (€2 — 2+ e7%9) (12.10)
o 1\ (12.11)
(sin@)* = — 2 (sin26 — 20) + constante
De modo que aplicando os limites da integral definida, fica para |,:
L ma? (12.12)
¥4
Pela simetria do problema, I,, = I, e de maneira analoga, calcula-se:
L= ma? (12.13)
)
Jogando os I; e também os w; encontrados nas equagdes de Euler, fica entao:
T,=73=0 (12.14)
1 1
T, = (———) ma?w? sin @ cos @ (12.15)
4 2
(12.16)

1
T, = — (g) ma?w? sin 26
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Entdo o torque age no disco na dire¢gdao negativa de y. Este torque obriga o disco a

manter sua velocidade angular constante. J4& o momento angular ndo é constante, pois
L= —T1,j onde j é o vetor unitdrio na dire¢do do eixo y (do sistema que gira com o corpo).

Secdo 13 — Introducao as Variaveis de Andoyer

Seja um triangulo esférico genérico:

Da lei dos cossenos para os lados, temos as férmulas cldssicas I:

cosa =cosbcosc +senbsenccosA (13.1)
cosb = cosacosc + senbsenccosB
cosc =cosacosb +senasenbcosC

Da lei dos senos, temos também II:

senasenB = senbsend (13.2)
senasenC = sencsend
senbsenC = sencsenB

Uma conveniente combinacdo das leis dos cossenos e dos senos acima, permite obter

sena cosB = cosb senc — senb cosccosA (13.3)
sena cosC = cosc senb —senccosb cos A
senb cosA = cosa senc —senacosc cosB
senb cosC = cosc sena — senccosacosB
senc cosA = cosa senb — senacos b cos C
senc cos B = cosb sena — senb cos a cos C

Diferenciando a primeira equacdo da lei dos cossenos (eq. 13.1), temos:

—sina da = (—coscsinb + cos b sinc cos A)db + (— cos b sin ¢ + sin b cos ¢ cos A)dc

—sinbsincsinAdA

(13.4)
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Comparando com (eq. 13.3), observa-se que o fator de “db” é igual a (-sinacos C) e 0
fator de “dc” é igual a (-sin a cos B). Da primeira equacdo de Il, retira-se parte do fator de dA:
sin c (sin b sin A) = sin c (sin a sin B). Fazendo estas substitui¢cGes na equac¢do acima e dividindo
tudo por (-sin A):

da =cosCdb+ cosBdc + sincsinB dA (13.5) ‘

Esta relacdo diferencial é fundamental para uma transformacgdo candnica a ser
realizada em breve:

No problema de rotacgao livre que estamos tratando, vamos mudar algumas notagdes
com relagdo ao que é classicamente feito em mecanica celeste.

"\ / I’Jdl-&'w&.
/ / \ ) T $- VJ//\ 9 ol [\(f"“oo
SO Il e Z
?K \\\.;__'_,_,.--f‘ W) _,,/’ff/’// e
Sejam:

0XYZ: sistema fundamental de referéncia inercial
Oxyz: sistema relativo movel definido pelos angulos |,b e g referidos a um sistema
intermedidrio, cujo plano ON’N”’ (do momento angular) é dado pelos angulos h e I.

Os angulos ¢, 8 e Y sdo os classicos dngulos de Euler anteriormente tratados.

Como é bem sabido da mecanica analitica classica, o conjunto de varidveis (¢, 6, U, pg,
Pe, Py) NO qual py, Pe, Py 5380 0S Momentos conjugados dos respectivos angulos ¢, 6, Y e sdo
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suficientes para descrever completamente a dindmica do problema de rotagdo de um corpo
rigido. Este é um conjunto de varidveis canOnicas e a Hamiltoniana deste problema é
simplesmente a energia cinética de rotagao, que como ja visto neste estudo, é escrita:

1 (13.6)

T _ 2 2 2 .
H —T—E(11w1+12w2+13w3)

Vamos agora definir um conjunto especial de varidveis que nos possibilitara tratar o problema
muito mais facilmente do que nas cldssicas varidveis de Euler.

Vamos definir os novos momentos L, G, H, onde:

H=Gcosl Definicdao 1
L=Gcosb
G é 0 mdédulo do momento

angular de rota¢do do corpo

(13.7)
Estes momentos conectam-se com py, Pe, Py da seguinte maneira:
Py=H
pe = G sin b sin (¢- ) Definigdo 2
py=L
(13.8)

E evidente que os angulos ¢-h, 8 e (-¢ estio relacionados com os angulos /, 8 e b, conforme
definido no triangulo esférico da figura. Consideremos entdo o tridangulo N, N’, N’ e a relacao
diferencial que provamos antes:

da = sincsinBdA + cosC db + cosB dc (13.9)

Aplicando no caso do triangulo N, N’, N”’:

dg = —sin(y —1)sinbd@ + cosbd(P —1) + cosId(¢d —h) (13.10)

Seja a transformagdo (&, 6, U, ps, Pe, Py) -> (68,h,L,G,H):
Ldl+Gdg+Hdh= (13.11)
Ldl+ G{—sin(yy —1)sinbdO + cosbd(y—1) + cosld(p —h)} + H dh
Entdo, usando as definicbes 1 e 2 - eq. (13.7) e (13.8), resulta:

Ldl+G dg + H dh = pyd + ped6 + pydip (13.12)
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Estd é a condicdo de Jacobi-Poincaré que define uma transformacgao canénica de
variaveis, conservativa, onde a fungdo geratriz € uma constante (dS(p,q)=0).

Logo, (b, 6, U, pys Pe, Py) -> (4,8,h,L,G,H) é uma transformagdo canénica, onde H é um
invariante, ou seja, H(}, 6, U, py, Po, Py) = H(4,g,h,L,G,H).

Iremos agora obter esta Hamiltoniana nas novas variaveis.

Sejam Iy, |, I3 0s momentos de inércia do corpo rigido no sistema Oxyz (girante) e (w4,
w,, W3) as componentes do vetor velocidade angular de rotagdo com respeito ao sistema 0XYZ
(inercial).

Da secdo 7, equagoes (7.8), podem ser trazidas as equagdes geométricas de Euler:

w.=Psinb siny + 6 cosy (13.13)
w,= ®sinf cosy — O siny (13.14)
w3=®cosh + (13.15)

A Lagrangeana que descreve a rotagdo com respeito ao sistema inercial é dada por:

1
L=5(h wf+1, 0f +1; w3) (13.16)
Os momentos sao classicamente dados por:
dL
3% = P = (lhjwysiny + L,w, cosy) sin 6 + [3w3 cos o (13.17)
dL 131
% = pg = (1w cosP — w;, siny) (13.18)
LI (13.19)
01/'1 Py 3W3
Isolando ljw; (parai=1,2,3) e resolvendo estas 3 equac¢des, obtemos:
siny (13.20)
I = - 6)+
1W1 sin @ (Pq> by COS ) Pg cOS Y
_cosy 3 B . (13.21)
Lw, = sin o (qu by, COS 9) Pe Siny
130)3 = pl,b (13.22)

Fazendo a substituigdo de pg, ps, Py dados na tabela da defini¢do 2 (13.8) e utilizando
H e L dados na definicdo 1 (13.7), as equagdes para Lw; (i=1,2,3), ficam:

siny (13.23)

in
Lw, = G{ s (cosI — cos b cos 6) + sin b sin(l — ) cosp}
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CoS
SinZ (cosI — cos b cos 6) — sin b sin(l — ) sinyp} (13.24)

Lw, = G{

Notemos no tridangulo N, N’, N’ que a fdrmula dos cossenos permite escrever:

cosl = cosb cos @ + sinbsinf cos(y — 1) (13.26)
Ou entdo:
cosI —cosb cos @ = sinbsinf cos(y — 1) (13.27)

Fazendo essa substituicdo em liw; (i=1,2,3):

Liw; = Gsin bsinl (13.28)
I,w, = Gsin b cosl (13.29)
Lws =L (13.30)

Lembrando que:

(I; wy)? + (I wy)? 4 (I3 w3)? (13.31)

(L W+ ws+ 13 w35) = I 3 I

Podemos agora fazer a substituicdo direta para encontrar:

(sinl)?> (cosl)? L?
+ (13.32)

G* -1 +—=Lwi+1,w;+I;0w;=28(L,G)
L I I3

Desta maneira, pode-se concluir que o Hamiltoniano quando escrito neste sistema, s6
apresenta uma coordenada explicita, que é L.

Das equagOes de Hamilton:

) 0H (13.33)
pi=—5—
aq;
' ol (13.34)
qi

" op:
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No caso:

pi=(L,GH) e q,=(gh)

Notemos entdo, que na Hamiltoniana, (g,h) ndo aparecem explicitamente, logo, (G,H)
sdo constantes. Da mesma forma, como H ndo aparece, entdo a coordenada h é constante.

De qualquer modo, a Hamiltoniana do problema de rotacao livre é de um Unico grau
de liberdade e, portanto, este problema é totalmente integravel. Dizemos isso, pois somente L
e [ é que sdo efetivamente as variaveis do problema.

Vamos observar entdo, o caso particular, quando |,=l,=l,, tem-se que ¢ desaparece da
Hamiltoniana e, portanto, todos os momentos L,G,H sdo constantes e sendo L e G constantes,
entdo as coordenadas ¢ e g sdo lineares no tempo.

O corpo rotaciona em torno do eixo de simetria 0z com velocidade uniforme:

. OH 1 1
i 0H_ (__+_)L (13.35)
aL Iy I

E a variavel g também possui uma variagao constante no tempo, conforme:

. O0H (1 (13.36)
AT <IO>G

Nota-se também que através dos tridngulos esféricos, podemos escrever os angulos de
Euler em fungdo dos angulos de Andoyer e resolver completamente o problema de rotagao
livre. Exemplo:

sin(@—h) sin(p—1)  sin(g) (13.37)
sinb ~ sinl  sin(m— 0)

Conclui-se, entdo, que as variaveis de Andoyer formam um conjunto adequado para
estudar o problema de rotagao.
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