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“Os que se encantam com a pratica sem a ciéncia 4o como 0s
timoneiros que entram no navio sem timao nem bussola, nunca tendo certeza do seu
destino.”

(Leonardo da Vinci)
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RESUMO

Neste trabalho, apresentamos condi¢cdes para obter boa colocacéo global no tempo
para uma classe de equacfes de transporte viscoso nao-linear descrevendo
fendmenos de agregagcdo em biologia com dados iniciais em espacos de Morrey,
Besov-Morrey e Fourier-Besov-Morrey. Estudamos também auto-similaridade e

estabilidade assintética em grandes tempos.

Palavras—chave: Equacdes de transporte viscoso néo linear, Quimiotaxia, Espacos
de Morrey, Espacos de Besov-Morrey, Espacos de Fourier-Besov-Morrey,

Comportamento assintético.



ABSTRACT

In this work we present conditions to obtain global-in-time well-posedness to a class
of nonlinear viscous transport equations describing aggregation phenomena in
biology with initial data in Morrey, Besov-Morrey and Fourier-Besov-Morrey spaces.

We also study the self-similarity and asymptotic stability of solutions at large times.

Keywords: Nonlinear viscous transport equations, Chemotaxis, Morrey spaces,

Besov-Morrey spaces, Fourier-Besov-Morrey spaces, Asymptotic behavior.
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Introducao

Neste trabalho estudamos o problema de Cauchy para a equacao do calor corrigida pelo

termo de transporte nao-local e nao-linear
uw=Au—V - (u(VKxu)),z € R" t >0, (1)

u(z,0) = ug(x),z € R™. (2)

Este modelo tem sido usado para descrever movimentos coletivos e fenomenos de agregagao
em biologia e mecanica de meios continuos, em que a fungao incégnita u = u(z,t) representa
a densidade populacional de uma espécie ou a densidade de particulas em um meio granular.
Aqui, n > 2 e o nicleo K é uma fungao conhecida que depende somente da posicao x. O

13

simbolo Aw indica o Laplaciano de u, “*” denota o operador convolucao na variavel z e V-
representa o operador divergente.

Na literatura, as equagoes de agregacao tém sido muito estudadas. Para o caso de (1) sem o
termo de difus@o, Laurent [35] fornece varios resultados de existéncia locais e globais para uma
classe de ntcleos com diferentes regularidades. Ao leitor interessado, indicamos [6, 7, 8, 37] e
as referéncias nelas contidas para resultados sobre existéncia e blowup de soluc¢oes para o PVI
das equagoes de agregacao inviscidas.

Também indicamos ao leitor os trabalhos [10, 11, 20, 27, 28, 38, 39, 40, 45], para o caso de (1)
e suas generalizacoes, consideradas em todo o espago ou num dominio limitado. Vale ressaltar

que (1) — (2) contém, como um caso particular, o sistema parabélico-eliptico de quimiotaxia,

cuja forma simplificada é dada por
u =V - (Vu—uVv),z € R"t >0, (3)

0=Av—av+u,zeR", (4)

em que « é uma constante positiva dada. De fato, tomando o nicleo K = K(z) como solucao

fundamental do operador —A + ald, podemos reescrever a equagao (4) como v = K * u.

11



Entao, substituindo esta tltima expressao em (3), obtemos (1). Indicamos ao leitor os traba-
lhos [13, 14, 31, 36, 44], e suas referéncias, para resultados matemadticos sobre sistemas que
modelam quimiotaxia. Em particular, em [9] foi obtida existéncia global de solugoes para
o sistema parabdlico-eliptico de quimiotaxia na estrutura de espacos de Morrey. Além disso,
outros trabalhos apareceram na literatura considerando equacoes em diferentes tipos de espacos
de fungoes singulares, por exemplo, [2, 29, 32, 33, 41, 42].

Vale ainda citar o trabalho [27], onde Karch estudou a existéncia de solugoes locais
e globais no tempo para (1) — (2), com dados iniciais em espagos de Lebesgue, para uma
classe de ntcleos K : R" — R fortemente singulares, isto é, VK € L7 (R") para algum
q €[1,n] e VK ¢ LP(R™) para todo p > n. Observa-se que qualquer funcao VK satisfazendo
IVK| ~ |z|'™" quando |z] — 0 e rapidamente decrescente se |z| — oo é fortemente singular
quando n > 2. Portanto, assumindo que VK € L'(R"), estes tipos de funcoes sao exemplos de
ntcleos, K, admissiveis para o nosso modelo.

Neste trabalho consideramos, inicialmente, o problema de Cauchy (1) — (2) e mostramos
existéncia de solucao global no tempo com dados iniciais em espagos de Morrey (ver Capitulo
3), o que torna nosso estudo mais geral do que aqueles existentes na literatura até o presente
momento.

Ainda em conexao com esse tipo de problema, destacamos o trabalho [26], em que Karch

desenvolveu a teoria geral para o estudo do problema de Cauchy para a equacao parabdlica
w = Au+ B(u, u), (5)

u(z,0) = ug(x), (6)
que engloba uma grande quantidade de modelos. Para este caso, ele mostrou a existéncia de
solugao global no tempo assumindo algumas propriedades do scaling da equagao, como também
da norma em espacos de Banach, onde as solucoes sao construidas. Contudo, a forma bilinear
B(-,-) de (5) tem ordem de escala menor do que 2 (veja [26], pagina 535 para mais detalhes).
Em nosso trabalho, obtemos um resultado de existéncia em que a forma bilinear nao precisa
ser homogénea, ja que a Unica suposi¢ao feita para o operador K é que seu gradiente seja
uma medida de Radon ou esteja em L'(R™). Além disso, nossas condigdes iniciais pertencem a
espacos maiores do que os considerados por Karch.

No Capitulo 4, melhoramos o resultado obtido no Capitulo 3, obtendo boa colocacao global
da solugao de (1) — (2), tomando o dado inicial em espagos de Besov-Morrey N;l,;,io‘ Estes
espagos contém fungoes fortemente singulares e, uma vez que temos as inclusoes continuas

2p 2 n—up 2

Mpr C N7, o, PaTA p > 1, )\:n—ﬁ, p=n—-50=" Eep>1+%,essa
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nova classe de dados iniciais é maior do que a considerada no Capitulo 3. Vale ressaltar que
os espagos de Besov-Morrey foram introduzidos inicialmente por Kozono e Yamazaki, em [32],
para estudar as equagoes de Navier-Stokes por meio da abordagem de Kato envolvendo duas
normas.

No Capitulo 5, o problema (1) — (2) foi estudado considerando o dado inicial em espagos de
Fourier-Besov-Morrey FN7, ., e com VK € L*(R").

Um espaco naturalmente relacionado a ]-"/\/;i Ao € 0 espaco de Fourier-Besov FIB; ., que foi
introduzido por Konieczny-Yoneda [30] com o intuito de estudar o sistema de Carioles-Navier-
Stokes em R? com s = 1 — % e p > 3. Inspirado por [30], Ferreira-Lima [1, 19, 41] introduziram

o espaco FN com a finalidade de estudar o problema de valor inicial para uma familia

A0
de equagoes dissipativas do tipo escalar ativo com campos de velocidades acoplados através de
multiplicadores de Fourier. Para estabelecer existéncia e unicidade de solucao global no tempo
para (1) — (2), seguimos as ideias contidas em [41]. No entanto, apresentamos um exemplo (ver
(5.2.1)) para justificar que nosso modelo néo é um caso particular do modelo estudado em [41].

Nos Capitulos 3, 4 e 5, além dos resultados de boa-colocagao, foram obtidos resultados
de auto-similaridade e de estabilidade assintética. Aspectos qualitativos, como simetria de
solucoes, também foram estudados.

Vale ressaltar que os Capitulos 1 e 2 constituem os alicerces deste trabalho. No Capitulo 1,
foram fixadas notacgoes, recordamos definigoes e resultados utilizados no decorrer dos capitulos
subsequentes. No Capitulo 2, definimos as versoes homogeéneas dos espagos de Morrey, Besov-

Morrey e Fourier-Besov-Morrey, bem como as suas propriedades fundamentais para o desen-

volvimento deste trabalho.
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Além disso, usando (1.7) e (2.16), segue que

11 (F(VE s« ) () F(w) —/Rn \fl‘(f(U(VK*U)))(f,r)(f(w))(f) dg

< [ > 16 ou(€) (FLu(V I« )7 ) (Fw)(©)] de

< O;;“WIW(F(U(VK*U)))(~>T)|I1I|1Dkf(w)!|oo

< C:ZZ2’“2’“‘S“)\|%(HU(VK*U)))(-,7“)||p,AH1DkF(w)Hoo

= C:ZZT“(“)H%(JT(U(VK #1))) (5 7) 1p a2 2% [ 1o, F (w) oo

< 0||;(VK*U)(-,7~)||IN;A3N;;23’“”1%?(10)“00

< 0<||u<-,r>||fN;,A,w>2Zf’fuimﬂmnm

T (5.28)

P\, 00

pois, por (5.20) podemos concluir que [[u(VE s u)(,7)|| zassr - < C([Jul,7) [ Fa )? e, por
P, A, 00

p,\,00

(5.24) temos Z 2% |11 p, F(w)]|oo < 00. Desse modo, substituindo (5.28) em (5.27), concluimos

keZ
que

(B(u,u)(t),w)] < C / (o)l e, )2l

P,A,00

IN

2
Ct (sup lu(- )| 7acs ) — 0,quando t — 07, (5.29)
t>0 poheo

5.4.2 Demonstragao do Teorema 5.1.2

Por hipétese, u e v sdo solugoes mild de (1) — (2) com condigbes iniciais ug e vy, respecti-
vamente. Entao,

u(t) = G(t)ug + B(u, u)(t) (5.30)

v(t) = G(t)vy + B(v,v)(t). (5.31)
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Subtraindo as equagoes (5.30) e (5.31), e em seguida tomando a norma |- |[zxs |, obtemos

[ul-s 8) = v( )l

P,A,00

+ [|B(u—v,u)(-,t) + B(v,u —v) (-, t)||zrs

< |G () (uo — vo) || Facs

P,A,00

< G0 = w)llr, .
+ ‘/0VxG(t—T)((U—v)(VK*u))(.’r)dr

L /0VxG(t—r)(v(VK*(U—U)))('ar)dr

.7:/\/;’)\’00
< [|G(t)(uo — vo) ||z

P,A,00

+ ‘ /D V,G(t — 1) <(u (VK #u) +o(VE * (u— v))) (-, r)dr .
+ ‘ ; VJJ(t—r)((u—v)(VK*u) +o(VK % (u—v))>(~,r)dr .
= Ho(t) + Hy(t) + Ha(t), T 532)

em que 0 é um numero positivo a ser escolhido posteriormente. Com o raciocinio analogo a

demonstracao do Lema 5.3.3, concluimos que

Hy(t)
ot )
< sup2® g [ e 8 NF ((w = 0)(VE 5 ) 4 o(TE 5 (= 0)) )
keZ 0 A
25 ot B
< = Sup/ o~ 227D (t=r) 92(k—1) gk (s—1) HS%J:<(U — (VK *u) + (VK * (u— v))) ()| dr
3 kez Jo pA
25 ot B
< Ssup / e 220D (4 — 0)(VE 5 u) + 0(VE * (u = 0))](,7) | pper_dr. (5.33)
keZ Jo p,A,00
Agora, procedendo como na obtengao de (5.20), temos
[ = o) (VE 5 0) + 0(VE 5 (1= )] 7) |yt
< 3max{My, My, Ms}{||(u = v) (-, 7) Lz, Mulr)llzns,
+ ol e, M =0)Cr)leag, - (5.34)
Entao, como [lu(-,7)|[zns, o < llulle < 2e e [Jo(,r)l[zns, o < llvlle < 2¢, vem que
H(t)
ot
— 920 1) (4—1) 2 (h—
< Miug/ e 2 ED (= 0) ()|, (), + oG e, )dr
€ 0
st
< 4eM sup / e PO | (4 — ) () || ae (5.35)
keZ Jo Pree
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Fazendo a mudanca de varidveis 7 = 7, e observado que

Sup 6—22<k—1>(t—r)22(k—1) — sup 6—22(k—1>t(1—f)22(k—1) < L’ (5.36)
keZ keZ t(1—r7)

com C' uma constante positiva, obtém-se

5
Hi(t) < 45Msup/ 6*22““_1”(1*’:)22(’“*1)H(u—v)(~,tf)\|;N;A tdr
kez Jo e

0
< sy [ (1= 1) = ) () 1 (5.37)

onde C; = MC.

Estimando Hy(t) da mesma forma, temos

H,(t)
Lt t 2(k—1
< MSHP/ e 2 T E22ED  (u = 0) ()l (), + TG lewg, )dr
keZ J 6t PsA,00 PyA,00 p,\,00
¢
< 4eM(sup / e #2000 (Csup l(w = 0) (7))
keZ J st St<r<t Pree
< 4eM sup (= o)), (5.38)
St<r<t n
Desse modo, tomando
A=Tmsup [[u(,£) = v, )l rnc
t—00 0o
de (5.37) e do Teorema da convergéncia dominada, tem-se
5
lim sup Hy(f) < lim sup 4501/ (1= ) (1= ) (o, ) |rnce . dF
t—o00 t—o00 0 PsA,00
5
= lim sup4501/ (1= 7)Y (u— ), t7)|| s dF
k—o0 t>k 0 P,A,00
5
< lim 4501/ (1 —7)"tsup|[(u — v) (-, t7) | o, dF
k—oo 0 tZk P,A,00
5
< 4501/ (1 —7)~" lim sup ||(u — v)(-, t7) || pps . dF
0 k=00 1>k P,,00
1
— 40 (1) A, 5.39
el in 1—5 ( )
Mais ainda, de (5.38), obtemos
limsup Hy(t) < limsup4eM sup |(u—v)(-,7)|[Fnz,
t—00 t—00 ot<r<t Pres
= lim sup4eM sup |[(u—v)(-,7)||zns
k=00 >k St<r<t Ao
< 4eMlm sup (= v)(or) e
k—00 §k<r<oo p;X\,00
— 4eMA. (5.40)
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Por fim, aplicando o lim sup em (5.32), usando (5.39), (5.40) e a hipdtese que tliin Hy(t) =
t—o0 —+o00
0, concluimos que

A < lim sup Hy(t) + lim sup Hq(t) + lim sup Hy(t)

t—o00 t—o0 t—o0

1
< (4601 In (1 - 5) + 45M) A (5.41)

Visto que, por hipdtese, que 4eM < 1, podemos escolher § > 0 suficientemente pequeno de
modo que 4eC) In (755) +4eM < 1. Assim, como A > 0, entdao A = 0, isto ¢, lim [ju(-,t) —
t—+o00

v(s e, . =0
Para provar a reciproca deste resultado, subtrai-se as equagoes (5.30) e (5.31) e utiliza-se

um raciocinio similar ao anterior. Desse modo, segue que
1G(8)(uo — vo)llFazs, o < llu,t) —v(- O)llzns,
+ ||B(u—v,u)(-,t) + B(v,u — v) (-, t)|| zars

P, 00
< lulst) =o€ D)l

|7 VG = ) (= o) (VE 5 w) + o VE (= ) ()

’ ]:Nps,/\,oo
b | [ 900 (T ) o o)

? ]:N;,,\,oo

1

< uCst) = ol Ollzns, L +4eCh / (1— &)Y (u—v)(, )|z, A7
0

£ 4EM sup (=), (5.42)
Li<r<t o
Entao, tomando o lim sup em (5.42) e usando (5.4), obtemos que
t—o00
lim sup G(#) (o — vo) s, < i sup flu( 1) — (e ) Lo, _
t—o00 o t—00 o
1
2
+ lim sup 4¢C} / (1—7)"H(u— V) (4, tF) || Fas, _dT
t—o0 0 Poiee
+ limsup 4eM sup |[(u —v)(-,7) [z, _
t—00 %t<r<t o
< (1+44eCiin(2) + 4eM) lim sup || (u = v)(-, )|z,
t—o0 o
= 0, (5.43)
de onde conclui-se a demonstragao da estabilidade assintotica.
"
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