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Resumo

Neste trabalho estudaremos a equivaléncia de contato a fim de compreender seu papel
na C"-classificacao dos germes C™-estaveis, 0 < r < oo. No caso r = oo, este é um
resultado classico em Teoria de Singularidades provado por J. Mather [d]. Baseados nos
artigos |[2| e || de T. Nishimura, o principal objetivo deste trabalho é mostrar que
existe uma versao do resultado de Mather que diz respeito a C"-A-classificacao de germes
Cr-estaveis, 0 < r < oo.

Palavras-chave: equivaléncia de contato, C"-A-equivaléncia, classificacao de singu-
laridades, C"-estabilidade.



Abstract

In this work we study the contact equivalence in order to understand its role in the
C"-classification of C"-stable map germs, 0 < r < co. In the case r = oo, this is a classical
result in Singularity Theory proved by J. Mather [9]. Based on the T. Nishimura’s papers
|T2| and ||, the main goal of this report is to show that there exists a version of the
Mather’s result that is about the C"-A-classification of C"-stable map germs, 0 < r < oc.

Key-words: contact equivalence, C"-A-equivalence, classification of singularities,
C"-stability.
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Introducao

Cada area da Matematica tem uma maneira propria de “classificar” seus objetos.
Em Teoria de Singularidades os objetos mais importantes a serem classificados sao os
germes de aplicages diferenciaveis (i.e., f : (R",0) — (RP,0) de classe C*). Toda
classificacao é feita através de alguma relacao de equivaléncia. A relacao de equivaléncia
mais importante neste caso é a A-equivaléncia (isto é, mudangas de coordenadas dadas
por C*°-difeomorfismos no dominio e no contradominio). No entanto, esta relacao de
equivaléncia é dificil de ser manuseada, no sentido de que é dificil mostrar se existe uma
A-equivaléncia entre dois germes. Devido a este fato, outras relagoes de equivaléncia
podem desempenhar papéis importantes no problema da classificacao de singularidades.
Neste contexto, quem desempenha papel fundamental é a equivaléncia de contato, também

conhecida como K-equivaléncia.

A equivaléncia de contato foi introduzida por John Mather com o objetivo de reduzir
o problema da A-classificagao para um problema mais tratavel, que permita por exemplo,
usar algum critério algébrico. Isso decorre dos seguintes teoremas de classificacao de
Mather:

Teorema 0.1. (Mather [@]) Sejam f,g : (R*,0) — (RP,0) germes K-finitamente deter-
minados. Entao, [ € K-equivalente a g se, e somente se, as R-dlgebras locais de f e de g

sao isomorfas.

Teorema 0.2. (Mather [@]) Sejam f,g : (R",0) — (RP,0) germes C*-estdveis. Entao,

f € A-equivalente a g se, e somente se, f e g sao K-equivalentes.

O objetivo principal deste trabalho é encontrar uma generalizacao do Teorema 2
para a C"-A-equivaléncia, r > 0. A C"-A-equivaléncia ¢ a versao C" da A-equivaléncia,
ou seja, as mudancas de coordenadas em questao sao dadas por C'-difeomorfismos

(se 7 > 1) ou homeomorfismos (se r = 0).

Mudancas de coordenadas dadas por C'*°-difeomorfismos apresentam muita rigidez no
seu trato, por isso parece natural investigar relagoes de equivaléncias mais fracas, dadas

por mudancas de coordenadas com menor classe de diferenciabilidade. Esta é uma das
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motivagoes deste trabalho. Outro ponto fundamental é entender o papel da equivaléncia

de contato neste contexto da C"-A-classificagao de germes de aplicagoes.

O trabalho apresenta duas partes: uma dedicada & equivaléncia de contato e a outra
dedicada a estabelecer um critério para a C"-A-equivaléncia de dois germes pertencentes

a uma mesma KC-orbita.

No Capitulo 1, introduzimos os conceitos béasicos da Teoria de Singularidades, tais

como a nocao de germes, os grupos de Mather e os Lemas de Nakayama e de Hadamard.

No Capitulo 2, apresentamos um estudo detalhado da equivaléncia de contato, abor-
dando suas propriedades e alguns de seus invariantes. Também introduzimos a teoria de
deformacoes e desdobramentos a qual utilizaremos para apresentar uma demonstracao do
Teorema 2.

O Capitulo 3 contém a parte principal deste trabalho. Baseados no artigo [[Z] de
T. Nishimura obtemos um critério para a C"-A-equivaléncia (1 < r < 00) de germes
de aplicacoes diferencidveis. O método utilizado consiste na construcao de mudancas
de coordenadas (i.e., germes de C'-difeomorfismos) a partir de uma C™-K-orbita dada
(1 <r < 00). Isso refor¢a a importancia e o papel da equivaléncia de contato no problema
da C"-A-classificacao de germes. Como consequéncia dos resultados principais do capitulo,

obtemos uma C"-generalizacdo do Teorema 2, 1 < r < oo.

O Capitulo 4 é uma versao topologica do Capitulo 3. Baseados no artigo ||, obte-
mos versoes analogas dos principais resultados do Capitulo 3 para o caso r = 0. No
entanto existem diferencas substanciais na maneira de conduzir o trabalho. De fato, para
trabalhar com o caso topologico necessitamos introduzir novos conceitos, entre eles as
nogoes de estratificagao, aplicacao de Thom, C-regularidade e Segundo Lema de Isotopia.
Como consequéncia dos resultados principais, obtemos também uma versao topologica do
Teorema 2.



Capitulo 1

Preliminares

Estamos interessados em estudar as aplicacoes diferenciaveis do ponto de vista local,

por este motivo usaremos a no¢ao de germes.

Considere um aberto U do R™ contendo a origem, e o conjunto
F={f:U—RP|fédeclasse C*}.

Podemos definir uma relacao de equivaléncia ~ em F da seguinte forma: f; ~ f; se existir

um aberto W C U contendo a origem tal que fi|w = fa|w. Definimos

cp =2 = {If]1 ] € F}.

Chamamos a classe de equivaléncia [f] de germe de f e para simplificar denotamos

Enp = {f 1 (R",0) = RP| f € C}.

Quando p = 1 denotamos apenas por

e =1{f: (R",0) = R| f € C}.

O conjunto ¢, é uma dlgebra real, pois é um espaco vetorial com estrutura de anel,
com relagao as operacoes de adi¢ao, multiplicacao por escalar e produto definidas a seguir:

1. Adigao: [f]+[g] = [f +g].

2. Multiplicagao por escalar: \[f] = [\f], com \ € R.

3. Produto:[f][g] = [fg]-
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Além disso, €, € um anel local.

Definigao 1.1. M,, = {f € e,| f(0) =0} é um ideal de ,.

Na verdade M,, é o Gnico ideal maximal do anel local &,,.
Podemos caracterizar M,, por:

Proposigao 1.2. M,, = (z1,...,x,), onde cada germe z; : (R",0) — R é dado por

zi(z) = x4, i = 1,...,n, ou seja, sdo os germes representados pelas projegoes de R™ em R.
Definigao 1.3. M% = M, - M,,... M,,, k vezes, isto é, M* é gerado pelos mondémios
de grau k nas varidveis Ty, ..., Ty.

Um resultado muito 1til na manipulagao de ideais é o lema que apresentamos a seguir.

Lema 1.4. (Lema de Nakayama)
Sejam € um anel com unidade, M um ideal de ¢, onde 1 + x € inversivel em & para todo

x € M. Seja M um e-mddulo e A, B e-submddulos de M, com A finitamente gerado.
Entao se A C B+ MA entao A C B.

Demonstragao. Ver [8] p. 102. O

Definigao 1.5. Seja (G, *) um grupo e M um conjunto. Uma acao de G sobre M € uma

aplica¢ao
.- GxM — M
(g;%) — g-=
satisfazendo:
(i) 1-x=ux;

(ii)) (g h)-x=g-(h-x), ondex € M, g,h € G el denota a identidade do grupo G.

Dado uma tal agao podemos definir uma relacao de equivaléncia ~ sobre M da seguinte
forma. Dizemos que z estd relacionado com y, x ~ y, quando existe ¢ € G tal que
y = ®(g,z). As classes de equivaléncia sdo chamadas drbitas sob a agao e sao denotadas
por

G-z={g-z|lg € G}.

Considere os seguintes conjuntos:
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R ={h:(R",0) — (R",0); hly difeomor fismo}
L ={h:(RP,0) — (R?,0); hlw difeomor fismo}
onde V e W sao vizinhancas de 0.
Definimos também o conjunto A como o produto direto R x L.
Com relacao a composicao, R, £ e A tém estrutura de grupo.

Definimos as agoes desses grupos sobre

& = {f: (R",0) = (R”,0)|f € C}

n,

da seguinte forma:

= foh™l, heR
= ko f, kel
(h,k)-f = kofoh™ (hk)eA

onde f € &) .

Seja C o conjunto formado pelos germes de difeomorfismos de (R™ x RP 0) em
(R™ x RP,0) que sao escritos da forma H(z,y) = (z,¢(z,y)), com ¢(x,0) = 0, para

x € R" proximo da origem.

Este conjunto tem estrutura de grupo com a operacao composi¢ao. A agao de C sobre
eg,p é definida por:
H-f=Hol(id f), HEC, fee,

Definimos também o conjunto K formado pelos os germes de difeomorfismos
H: (R" x R?,0) — (R" x R”,0)

tais que H(z,y) = (h(z),0(z,y)), com h € R e §(z,0) = 0, para z € R" proximo da

origem.

Definimos a acao de K sobre &), , por:
H-f=Ho(h ', foh™), HEK, feel,.

O grupo K é chamado grupo de contato. O grupo C é um subgrupo normal de K e os

grupos A, R e L, podem ser identificados com subgrupos de K.

Observacao 1.6. As acoes definidas acima nos fornecem relacoes de equivaléncias em
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624, que denotaremos por EJ, para G =R, L, A, K eC.

Por exemplo, dizemos que os germes f,g : (R",0) — (RP,0) sdo R-equivalentes se
existe um difeomorfismo h : (R",0) — (R™,0) tal que g = foh™!.
Caso existam difeomorfismos h : (R",0) — (R™,0) e k: (R?,0) — (RP,0) tais que
= ko foh ! dizemos que f e g sio A-equivalentes.
Um dos objetivos da Teoria de Singularidades é a classificagao de singularidades e
a obtencao de formas normais, com respeito a estas relagoes de equivaléncia definidas

anteriormente. Neste trabalho, concentraremos nosso foco na K-equivaléncia visando,

sobretudo, entender seu papel na A-classificacao dos germes de aplicagoes.

O lema a seguir ¢ um resultado classico e muito 1til em problemas de classificagao.

Lema de Hadamard 1.7. Seja U uma vizinhanga convexa de 0 em R", e seja f uma
funcao de classe C" definida sobre U x R? que se anula em 0 X RY. Entdao existem funcgoes
de classe O™t f1, ..., fn definidas em U x R? tais que f = x1fi + ... + Tpfn, onde 1, ..., Tp

sao as funcoes coordenadas em R™.

Demonstracao. Podemos escrever f da seguinte forma:

1

d
f(xay) = f(xb cey Ty Y1, '“7yq) = / d];(txb "'atxnayla >yq)dt
0

Agora,
y ofon | 0fOm  Of0m . Of o
dt(tﬂfla-'-7txnay1:"'ayQ) a at T 8;(;” at +6y1 (915 T 83/11 8t
0f O Of 0xy ~~ Of
“ oz ot 7 aw, ot _ZZ Kz
Logo,

Fl@1, o Ty Y1, o Yg) / Za:z tm ,y)dt = lefz L1y ooy Ty Y1y ooy Yg) s

onde todas as func¢oes

1 af
fi(xla“vxn?yla“'ayq) = 8 (txla'“atxrwyla"'7yq)dt
0o 0%

estao bem definidas e sao de classe C"'.
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Capitulo 2

Equivaléncia de Contato

A equivaléncia de contato, ou K-equivaléncia, desempenha papel fundamental na
classificacao de germes C'*-estaveis sob A-equivaléncia. J. Mather reduziu o estudo da
A-classificacao de germes C*-estaveis para a classificagado de R-algebras isomorfas,

obtendo assim um importante resultado que liga K-equivaléncia a A-equivaléncia
(ver [@]).

Desenvolveremos este capitulo com o objetivo de compreender melhor a K-equivaléncia
e seu papel na classificacao de germes C*™-estaveis, para isso estudaremos diversos resul-

tados apresentados por Gibson em |[g].

A partir do grupo K, baseados na observacao [, definimos a K-equivaléncia entre

dois germes da seguinte forma.

Definigao 2.1. Dizemos que os germes f,g : (R",0) — (RP,0) sao K-equivalentes se

existem germes de C*°-difeomorfismos

h: (R",0) — (R",0)

H: (R" xRP (0,0)) = (R" x RP (0,0))
tais que 0s sequintes diagramas comutam

(id.f)

(R*,0) —= (R® xR?,(0,0)) - (R",0)
hl H hl
(R™,0) “4 (RrxRP,(0,0) " (R",0)

onde id : (R",0) — (R",0) € o germe da identidade e 7, : (R™ x RP (0,0)) — (R™,0) a

projecao candénica.
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Ou seja, H(x,y) = (h(x),0(x,y)) com 8(x,0) =0 e H(z, f(x)) = (h(x), g(h(x))).

Assim H leva o grafico de f no gréafico de g enquanto h atua no R™.

RP RP
gréfico de f grafico de g
H
m
h N
Rn Rn
No caso em que h = id na Definicao 21 dizemos que os germes f e g sao

C-equivalentes.

Neste caso H leva gréfico de f no grafico de g, como mostra a figura abaixo:

(x,9(x))

RN

Exemplo 2.2. Os germes f,g: (R?0) — (R?0) definidos por
fla,y) = (%97 e g(z.y) = (2° +y* 2y)
sao KC-equivalentes via o par de difeomorfismos (h, H), com

h(az,y):(:lf—i-y,x—y) € H(:E,y,z,w):(x—i-y,x—y,Qz—i—Qw,z—w)

De fato, observe que H(x,y,z,w) = (h(x,y),0(x,y, z,w)), com 0(x,y,0,0) = 0. Além

disso h e H sao germes de C*-difeomorfismos.

Resta verificar se H o (id, f) = (id, g) o h.



2 Equivaléncia de Contato 14

Note que

Ho(id, f)(z,y) = H(z,y,2%,y°) = (x +y,x — y,20% + 2%, 2* — )

(id, g) o h(z,y) = (id, g)(x + y,z —y) = (x + y,x — y, 22° + 2y*, 2> — y?).

Assim concluimos que f e g sao K-equivalentes.

Note que os germes f e g sao K-equivalentes se, somente se, existe um germe de

C>-difeomorfismo h : (R™,0) — (R™,0) para o qual f o h e g sdo C-equivalentes.

De fato, suponhamos que f e g sao K-equivalentes, entao existe um par de
C>*-difeomorfismos (k, H) tal que H o (id, f) = (id,g) o k, onde H = (k,0) e 6(x,0) = 0.

Dai segue que, (k,0) o (id, f) o k=' = (id, g), ou seja, (ko k™' 00 fok™) = (id,g).

Logo
(id,0 o fo k™) = (id, g),

assim (id,0) o (id, f o k1) = (id, g).

Portanto existe um germe C*-difeomorfismo h = k! : (R",0) — (R™,0) e um par de

difeomorfismos (id, H*), onde H* = (id,6) com 6(z,0) = 0 tal que

H*o (id, f o h) = (id, g).

Ou seja, foh e g sao C-equivalentes.

Reciprocamente suponha que f o h e g sao C-equivalentes, entao existe um par de

C>-difeomorfismos (id, H) tal que
Ho(id, f o h) = (id, )
onde H(z,y) = (id(x),0(z,y)) e 6(x,0) = 0.
Considere o germe de aplica¢do em (R™ x R?, (0,0)) dado por H* = (h™,0).

Note que o fato de H = (id,#) ser um difeomorfismo implica que H* também é um

difeomorfismo.

Além disso, temos que

H*o (id, f)oh = (h"',0) o (id, f) o h = (id,0 o f o h) = (id, g)
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ou seja, H* o (id, f) = (b, goh™!).
Portanto f e ¢g sao K-equivalentes.

Para simplificar a notagao escreveremos Iy = f*(M,), para o ideal em ¢,, gerado pelas
componentes fi, fa, ..., fp de f: (R",0) — (R?,0).

Proposicao 2.3. (fd/) Sejam f e g germes em 5np, entdo as sequintes condi¢oes sao

equivalentes:
(i) f e g sao C-equivalentes.
(1) Os ideais Iy e I, sao iguais.

(ii2) Eriste uma matriz inversivel (u;;)px, com entradas em €, para a qual

p
fi=> uig;
j=1
com 1 <1 < p.

Demonstragao. i) = ii) Suponhamos que f e g sao C-equivalentes. Primeiro mostremos

que Iy C I,. Para isso vamos mostrar que cada componente f; pode ser escrita da forma

p
fi=> " aig
j=1
com a;; € &y, 1 =1,...,p.
Por hipotese, existe um par de difeomorfismos (id, H) para o qual
H(z,g(x)) = (z, f(z))

com H(z,y) = (z,0(z,y)), onde O(x,0) = 0. Ou seja, 8(z, g(x)) = f(x).

Como 6(z,0) = 0, segue que cada componente 6y, 6, ..., 8, de 6 satisfaz a condi¢ao

0;(x,0) = 0. Dai pelo Lema de Hadamard podemos escrever cada 6; da seguinte forma

p
T, y) = Z%‘%’(%ZJ)
j=1

com ¥i, Y2, ..., Yp coordenadas em RP, e 0;; € €,,4,.

Assim,

fix) = Z% z,9(x))g;().
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Fazendo a;;(z) = 0;;(z, g(x)) temos o resultado desejado. Portanto Iy C I,,.
Para mostrar que I, C Iy o procedimento é analogo. Assim Iy = I, como querfamos.

i1) = i11) Suponhamos I; = I, entao podemos escrever

p
9i = Z aij f;
=1
e
p
fi= Z bijgj
j=1
com agy, bij Ee,e1= 1,27...,]?.
Para cada x € R", sejam A, e B,, matrizes reais p X p com entradas a;;(z) e b;;(x),
respectivamente.

Segue da Algebra Linear que podemos encontrar uma matriz real Cy, p X p, tal que a

matriz Uy = Cy(I — AgBy) + By € inversivel.
Note que para = proximo de 0, a matriz U, = Cy(I — A, B,) + B, também ¢ inversivel.

Sejam u;j(x) as entradas de U,. Dai

p
j=1

i14) = i) Suponhamos que exista uma matriz p X p inversivel (u;;), com a propriedade

citada em (7i).
Vamos definir )
Oi(z,y) = Zy]uz]<x)
j=1
para 1 <1i <p. Observe que 6(x,0) =0, com 6 = (6;,...,6,).

Agora defina o germe

H:(R"xRr,0) — (R"xRP,0)
(,y) = (2,0(z,y)).

Note que a matriz jacobiana de H em 0 é inversivel, assim H é um germe de difeo-

morfismo e portanto, o par (id,H) estabelece uma C-equivaléncia entre f e g, pois por
construgao 0;(x, g(z)) = fi(z). Logo 0(x,g(z)) = f(z) e H(x,g(zx)) = (z, f(x)).



2 Equivaléncia de Contato 17

Exemplo 2.4. Consideremos um germe f : (R,0) — (R,0) para o qual as seguintes

condigoes sao satisfeitas:

F1(0) = f"(0) = ... = FM(0) = 0; f*D(0) # 0,
onde f9 denota a derivada de ordem i de f.

Entio f(z)=2""' - g(x) para alguma g:(R,0) — (R,0) com g(0)#0. Como g ¢ um

xk-‘rl) k+1

elemento inversivel na dlgebra e, temos (f) = ( e portanto f € C-equivalente a " .

Definicao 2.5. Dois ideais I e J em g, sao isomorficamente induzidos quando existe um
1somorfismo
h*: &, — &,
A = Aoh

tal que h*(I) = J.

Proposicao 2.6. (fd/) Dois germes f, g : (R",0) — (R?,0) sao K-equivalentes se, e

somente se, I; e I, sao isomorficamente induzidos.

Demonstra¢ao. Suponha f, g germes K-equivalentes, entao existe um germe de difeo-
morfismo h:(R™, 0) — (R™,0) para o qual foh e g sao C-equivalentes. Entao, pela

Proposigao 23 temos que yo, = 1.

Como h é difeomorfismo, segue que h* é isomorfismo e pela condicao I, = I, temos

que h* ird aplicar Iy em I,.

Reciprocamente, se Iy e I, sao isomorficamente induzidos existe h* : ¢, — €,,, para o
qual h:(R™,0) — (R",0) é um germe de difeomorfismo e h*(Iy) = I,, ou seja, 1o = I,
e portanto f e g sao K-equivalentes.

O

Exemplo 2.7. Os germes f(x) = (2%,0) e g(z) = (2% 2%) sao C-equivalentes, pois
Iy = 1,. Portanto sao K-equivalentes. Entretanto, f e g nao podem ser A-equivalentes.
De fato, suponha que existam germes de difeomorfismos h : (R;0) — (R,0) e
k: (R*0) — (R?,0) tais que f = ko goh. Neste caso o difeomorfismo k aplica
Im(f)-{0} em Im(g)-{0}. Mas isto é um absurdo pois Im(f)-{0} é um conjunto conexo

enquanto Im(g)-{0} é desconero, como vemos na figura a sequir.
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Im(f)-{0} Im(g)-{0}

2.1 Espaco Tangente

Considere a agao do grupo K sobre gg,p. Nosso objetivo agora serd encontrar o espaco
tangente a orbita de um germe f segundo essa acao, isto é, T¢K - f, o qual serd denotado

apenas por 1%.

Embora o grupo K nao seja grupo de Lie e 52”1, nao seja variedade, é possivel seguir
o modelo finito de grupos de Lie agindo sobre variedades e imitar a construcao do espaco
tangente. Assim é natural que o candidato a espaco tangente a orbita IC- f seja a imagem

da diferencial na identidade da seguinte aplicacao:

D . K — 6271,

(h,H) + Hol(id, f)oh L

Como ja vimos, R e C sao subgrupos de K. Além disso o grupo K pode ser escrito

como produto semi-direto de R e C.

Logo, a imagem da diferencial de ® na identidade serda a soma vetorial das imagens

0

np» Calculadas na identidade.

das diferenciais das componentes R — 624) eC—e¢

Vamos analisar essas duas componentes separadamente. Primeiro considere a apli-

cacao ¢y : R — ¢}, definida por ¢(h) = f o h=". Note que ¢;(id) = f.

Podemos pensar no espaco tangente a 6rbita R- f como sendo a imagem da diferencial
de ¢f na identidade, onde
Did(QSf) : EdR — TfR : f

0
n,n’

Vamos identificar T;yR = ¢ TRy = 624) e tentaremos descrever a lei da diferencial

0

n,n

acima. Para isso, considere h = (hy,hs,...,h,) € €, ., um vetor arbitrario em T;4R.
Podemos pensar em h como o vetor tangente a curva y(t) = id + th com t proximo de

zero. Logo temos +/(0) = h.
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Agora consideremos a curva através de f que leva ¢ em ¢¢(y(t)). Entao
¢r(v(1))(x) = (f o (id + th)™")(w) = f(z1 + tha(x), ... T + tha(@)).

Assim temos
(@r(v(1)) = Vor(v(t) - (t)
e portanto

. 0 o
(65 07)'(0) Zquf(zd)-h:Vf-h:hla_gi+m+hna_i‘

Consequentemente, a diferencial procurada é dada por

Diagp¢(h) = hlﬁa_mfl + ...+ hnﬁaxfn7
com h = (hy,..., hy).
A imagem dessa aplicacao linear serd o submodulo €n{§—j1, e %} de 62710.
submoédulo é chamado de médulo Jacobiano de f, que denotaremos por Jy = <8a_xfl’ .

Considere agora a aplicagao

@ZJf : C = 6271)

H — Hol(id,f)

onde f € &) .

Este
of

”’al‘n

Para simplificar a notacao identificaremos cada par (id,H) pertencente ao grupo C,

onde H(z,y)=(z,0(z,y)), com o germe de aplicagao 6.

Note que a aplica¢ao s ¢ linear, e portanto temos D;4(¢f) = ¢, onde D;gipp : TyC —

TfEO

n7p.

Queremos portanto descobrir qual é a imagem de 1y quando aplicada a germes 0(x,y)

tais que 6(z,0) = 0 para todo z em R".

Sejam 01, ..., 6, as componentes de 6, que claramente satisfazem 6;(z,0) = 0,1 <1i < p,

para todo z em R".

Assim, pelo Lema de Hadamard 6; pertence ao ideal gerado pelos germes em zero das

coordenadas vy, ..., ¥, € RP, ou seja,

Oi(x,y) = Zyjaj(m)7

).
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onde cada «; é uma funcao de classe C* definida em R", e portanto,
p
0o (id, f) =) fioj €1y
j=1

Provaremos agora que D;g¢(T;4C) = ¢(C) = Iy - €,, , onde Iy - e,, ¢ o ideal
gerado por vetores do tipo (0,...,0, f;,0,...,0), com f; ocupando a i-ésima posi¢ao, para

j=1,...,p.

Primeiramente tome 6 € T;,C, entao

Dia(¥p)(0) = ¢py(0) = 00 (id, ) = (610 (id, f),...,0p 0 (id, f)) € I} - enp
portanto D ¢(T;qC) C If - €y

Reciprocamente considere v = (0,0, ..., fj,,...,0,0) € I, onde f;, ocupa a ip-ésima

posi¢ao na p-upla.

Tome H; : (R* x RP,0) — (R™ x RP,0) definida pela matriz (n+p)x(n+p) dada por
[+M, onde M:(aij)(n+p)x(n+p), COM Gpiyntj, = t € O restante das entradas nulas, e I é a

matriz identidade em R™*P.
Claramente temos que Hy(x,0) = (x,0).

Agora considere a curva dada por y(t) = H;. Note que 7/(0) é dada pela matriz

(bij)(n+p)x(n+p), onde by44iontj, = 1 € 0 restante das entradas sao nulas.
Disto segue que 7/(0) o (id, f) = (0, ..., 0, f},, 0, ..., 0).
Identificando 6 com +/(0) temos que ¢;(6) = 0o (id, f) = (0,...,0, f},,0,...,0) = v.

Portanto, cada um dos geradores de Iy - &, , pertence a D;s1¢(1;4C), que é um espaco

vetorial, logo I5 - €, C Diat)(T;4C), como queriamos.

Dessa forma chegamos a seguinte definicao formal:

Definigao 2.8. Dado um germe f : (R™,0) — (RP,0) definimos o espago tangente a
K-orbita de f como sendo o €,-submddulo Ty = Jy + If - €y, .

Definigao 2.9. Seja f : (R",0) — (RP,0). Definimos a K-codimensao de f como sendo

a codimensao de Ty, ou seja, a dimensao de €,,/T}.

Denotamos a KC-codimensao de f por cod f.
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2.2 Invariantes da K-equivaléncia

Nesta secao veremos alguns invariantes sob K-equivaléncia, ou seja, propriedades que

sao preservadas por germes K-equivalentes.

2.2.1 K-codimensao

O primeiro invariante que investigaremos é a K-codimensao. Para isso sao necessarios

alguns resultados preliminares

Proposigao 2.10. (fd]) Seja M um e,-mddulo com uma base finita, e seja I C M um
en-submodulo. Uma condi¢ao necessaria e suficiente para I ter codimensao finita em M é

que exista um inteiro k > 1 com M* - M C I, com M o ideal mazimal em M.

Demonstrag¢ao. Suponha codl = j — 1 e considere a sequéncia de inclusoes
IclI+Mcl+M7c.cl+MClI+McCM.
Entao,

0= codM < cod(I + M) < cod(I + M?) < ... < cod(I + M?) < codI = j — 1,

Como na expressao acima existem j+1 desigualdades e j ntimeros inteiros deve ocorrer
pelo menos uma igualdade. Assim, existe £ > 1 tal que
cod(I + M") = cod(I + M*1).

Mas
I+ M T+ M= T4+ MY =T+ MR

Assim,
MECcTHMP =T+ MM =T+ M- M

Portanto, pelo Lema de Nakayama temos M* C I.

Reciprocamente suponha M* C I para algum k € N, entdo

cod I < cod(M*) < oo.



2.2 Invariantes da K-equivaléncia 22

Observacao 2.11. Da proposicao acima seque que uma condi¢cao necessdria e suficiente

para que f tenha K-codimensao finita é que exista um inteiro k > 1 tal que M ¢, , C T}.

Exemplo 2.12. Mostremos que o germe f : (R* 0) — (R? 0) dado por f(z,y)=(x* v*),

“lenco dobrado em quatro”, tem K-codimensao finita.

De fato, note que

1= (S, Swn ) = (200, 0.20).

enquanto
If "€2,2 = <(£L‘2, 0)7 (07 1’2), (y2a O)a (07 y2)> )

portanto Ty = ((x,0),(0,y), (0,27), (¥2,0)).

Para k =1 temos que M3 ¢ gerado pelos monémios x, y e portanto o £y-submddulo

M% T €22 é gemdo por (ZL', 0); (yv 0); (va) € (an)

Resta verificar se cada um desses geradores pertence a Ty. Note porém que (0,z) nao

pode ser escrito como combinacgao linear dos geradores de TY.
Logo M3 - €55 nado estd contido em Ty.

Consideremos agora k = 2, entdo M3 é gerado pelos monémios x*, xy e y?, dai temos
que

M% tE€29 = <($2, 0)7 (xya O)? (y27 0)7 (07 x2)7 (07 123/), (07 y2)>

Novamente a questao € se cada um dos vetores que geram M3 - €95 podem ser escritos
como combinagao linear dos geradores de Ty, mas isto € facilmente verificado. Logo

M3 - e95 C Ty € portanto f tem K-codimensao finita.

Depois de saber se um germe tem -codimensao finita é natural querermos calculé-la.

Para isso utilizaremos a seguinte proposicao:

Proposicao 2.13. (fd/) Sejam M um e,-mddulo com uma base finita e I C M um
en-submaodulo. Entao uma condicao necessdria e suficiente para que I tenha codimensao
finita € que codpl = 0, exceto para um nimero finito de indices k € Z, k > 0, onde

I+ MF-M
I+ ME+L M

cod, I = dim

Neste caso

cod I = codgl + codil + ...
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Demonstracdo. Suponha cod I finita, entdo existe & € N tal que M* - M C I.

Assim, se j > k temos
M -McM-McCI

Logo,
I
cod;l = dz’mf =0,V) > k.

Reciprocamente suponha kg € N tal que cody,I = 0, entao

i I+ M* . M
T MR

=0.
Como I + MFotL . M T 4+ M*b . M temos
I+ MF M =T+ MM

e portanto
MFo M C T+ MPFE L

Pelo Lema de Nakayama segue que M* - M C I, logo cod I ¢ finita.

Agora resta mostrar a segunda parte da proposicao.

Suponha que I tenha codimensao finita, entao codpl = 0 exceto para [ < oo termos.

Note que:

I+ M- M I ML
codol + codiT + ... = dim dim%+...+d' +M

M
I+ M- M

Como [ tem codimensao finita segue que

I+ MM k+1 k
dlml—i—M’““-M: cod(I + M** - M) — cod(I + M" - M),
logo,

codol + codI + ... =

= (cod(I+M-M)—cod M)+ ...+ (cod(I + M'- M) — cod(I + M1 . M))
= cod(I + M"- M) — cod M

= cod(I+M"- M)

= codl.

A tltima igualdade segue do fato de que M!- M C I.

MM
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]

Observagao 2.14. Seja f : (R",0) — (R?,0). Fazendo M = ¢,, ¢ I = Ty na

Proposi¢ao 213 temos que, se f tem K-codimensao finita, entao
cod f = codyf + cody f + ...

onde
Tf + fo . 6n,p

cody f = dim .
F f Tf -+ Mﬁ+1 . 8n’p

Note que se nenhuma das componentes de f envolve termos lineares entao

Ty C M, - en, e portanto codyf = p.
Exemplo 2.15. Vamos calcular a K-codimensio do germe f : (R*,0) — (R20) da
aplicacio “lengo dobrado em quatro” dada por f(z,y) = (22, 4?).

Como jd vimos no Exemplo 212 Ty €é gerado por (x,0), (y*,0), (0,y) e (0,2%). Note
que, neste caso, codyf = 2 pois nenhuma das componentes de f possui termos lineares.

Para calcularmos cody f temos que determinar quais geradores de My - 95 estao em
Ty + M3 - e95. Lembrando que My - ea5 € gerado por (z,0), (y,0), (0,x) e (0,y); destes
(x,0) e (y,0) claramente pertencem a Ty + M3 - 25. Por outro lado, (y,0) e (0,x) nao
pertencem a Ty + M3 - 9.

De fato, estes dois iltimos wvetores formam wuma base para o suplemento de

Ti+ M3 a9 em Ty + My - 294, entio cody f = 2.

Novamente pelo Ezemplo 213 temos que My - €09 C Ty e portanto, pela
Proposi¢ao 213 temos que cod f = codyf + cod1 f =2+ 2 =4.

Exemplo 2.16. Considere o germe f : (R,0) — (R?,0) definido por f(z) = (0, ..., 0, ')
comt>1,1¢eZ.

Aqui 0 mddulo Jacobiano Jy € gerado por (0, ...,0,2") e o ideal I é gerado pelos vetores
(xt71,0,...,0), (0,21, 0,...,0),...,(0,...,0,z"1).

Dai temos que o K-espago tangente Ty é gerado pelos wvetores (z'7,0,...,0),
(0,z10,...,0),...,(0,...,0,21) e (0,...,0,2%).

Vamos calcular codyf.

O ideal M¥ ¢ gerado por funcdes do tipo z*, logo o ideal M% -, € gerado por vetores

do tipo (0, ...,0,2%,0,...,0), com x* percorrendo todas as entradas da p-upla.
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Precisamos verificar quais desses geradores pertencem a Tf‘}_M]f—i_l'ELp. Consideremos

0S8 lrés casos a sequir:

k <t : Nenhum dos geradores pertencem a Tf—i-./\/l’1ngl €1, € como hd p geradores temos

que cody f = p.

k =t : Neste caso o tnico gerador de MY -1, que pertence a Ty + MY gy, é

(0,...,0,2"), portanto codyf =p— 1.

k>1t: Todos os geradores pertencem a Ty + M’f“ - €1, e portanto codyf = 0.

Assim temos que codpf = pt+p— 1.

Exemplo 2.17. Considere o germe f : (R?,0) — (R2,0) dado por f(z,y) = (xy, z*+1°),
onde a,b € Z com a >3 e b> 3. Note que

of
ox

logo Jy = ((y,z*7"), (z,4"7")).

0
i 8—5 )

Por outro lado If - e29 = ((zy,0), (z* + 3, 0), (0, zy), (0,2* + 3°)). Como as compo-

nentes de f nao tém termos lineares temos que codyf = 2.
Agora vamos calcular cody f para k > 1.

O ideal M§ ¢ gerado pelos monémios x'y? com i+ j = k. Assim ME - 94 € gerado

pelos vetores (x'y’,0) e (0,2'y’), com i+ j = k.

Como dois dos geradores de Ty sao (zy,0) e (0,zy), entdo para i > 1 e j > 1 os
vetores (z'y?,0) e (0,2'y’) pertencem a Ty e, consequentemente, também pertencem a
Tf + Mg—H c€29.

Resta considerar os vetores (z*,0), (y*,0), (0,2%) e (0,4").

Analisemos para isso 0s sequintes casos:

k=1: temos que (z,0) = g—g(z’,y)—(o, byt~ 1), e (y,0) = g—i(x,y)—((),ax“_l) e portanto

pertencem a Ty + MSH E29.
k>2: Como (2%,0) e (y2,0) sio geradores de Ty entdo (x%,0) e (y*,0) € Ty+ M5 g9,
k>a>3: Como (0,2%) é um dos geradores de Ty temos que (0,2%) € Ty + MET - g9,.

k>0>3: Como (0,y°) € um dos geradores de Ty temos que o (0,y*) € Ty + MET gy,
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1 <k <a-—1: Entio os vetores da forma (0,z%) nao pertencem a Ty + METL. €9.2.

1 <y <b—1: Entio os vetores da forma (0,y*) nao pertencem a Ty + M5! - 95,

Dessa forma temos que a K-codimensao de f é 2+ (a—1)+ (b—1) =a+b.

Proposigao 2.18. (fd]) A K-codimensao é um invariante para a K-equivaléncia.

Demonstracao. Para a demonstragao desta proposicao vamos precisar de dois resultados:

Resultado 1: Sejam u = (u;;) uma matriz inversivel p x p com entradas em ¢, e

0

np um isomorfismo definido por f + w - f, onde pensamos em f como um

. 0
U:e,p—e

vetor coluna. Entao U aplica T isomorficamente em 7T, onde g = u - f.
Obviamente I,-€,, C If-€,, . Além disso, temos que If-€,,, = U(If-€pp). (%)

Para provarmos (*) basta mostrar que Iy - €,, C U(If - €,,) pois a outra inclusao é

analoga.

De fato, seja (0,...,0, f;,0,...,0) um gerador qualquer de I - €,,. Vamos mostrar
que existe h € Iy - €, talque U(h) = (0,...,0, f;,0,...,0).

Note que
.
Ullhl + ...+ ulphp =0

U<h):(07a07f7,707’0)<:> ujlhl ++ Ujphp :fz

L 'prlhl +...+ Upphp =0

Como a matriz u é inversivel podemos utilizar a regra de Cramer e, portanto,

by = 2, onde
uyy .. Uy 0wy o.. Uy
D= : Ji
Upt oo UpG-) O Up(en) o Upp
Assim h é combinagao linear de vetores do tipo (0,...,0,f;,0,...,0), com f;

percorrendo as p posicoes, e portanto h € If - &, .
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Logo temos
Iy enp Cly-enyp=U(lf €nyp) CU(Ty). (2.1)

Agora note que

com a; € €,. Como U é um isomorfismo dado pela matriz u, segue da equagao acima que:

U(Jf):{al-D af1+ .+a,-Du- fp}

1 Oz,

onde Du é a diferencial de u. Entao pela regra da cadeia

9 9
U(Jy) = {al Ny ta gp} —J,

Oy @ Ox,,

Portanto

Jg CUJp)+ 1y -enp=U(Jp) + Ul €pnp) = U(Ty). (2.2)
De (Z3) e (B2) T, C U(T}).
Analogamente mostra-se que Ty C U~1(T,), e portanto U(Ty) C T,.

. : . n n : z . <0 0
Resultado 2: Sejam ¢ : (R",0) — (R",0) um germe invertivel, e ® : &,  — &,
um isomorfismo entre espacos vetoriais reais dados por f — f o ¢. Entao ® aplica T}

isomorficamente em 7j, onde g = f o ¢.
Note que I, - €, C Py - enyp) C (TY).

Além disso, pela regra da cadeia temos:

dg " 9¢; [ Of
or; ; &EZ (Ga:i oqb) € ®(Jy).

Portanto T, C ®(7y), e pelo mesmo argumento utilizado no resultado anterior temos
T, = O(Ty).

Agora vamos provar a propriedade da K-codimensao ser invariante. Suponha
frg : (R*,0) — (RP,0) germes K-equivalentes. Entao existe um germe de difeomor-
fismo h : (R",0) — (R™,0) para o qual foh e g sdo C-equivalentes. Dai, pela Proposigao
23 existe uma matriz p X p inversivel u = (u;;) com entradas em ¢, para a qual g = u- foh.

Pelos Resultados 1 e 2 temos que U o @ : 527]3 — 62710 ¢ um automorfismo
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Uo®(f) =u-foh = geportanto Uo® aplica T isomorficamente em T}, entdo os espagos
quocientes €,,,/Tf e €,,,/T, sao isomorfos e tém a mesma dimensao, i.e., f e g tém a mesma

K-codimensao.

[]

Observacao 2.19. A K-codimensao nao € um invariante completo, ou seja, a reciproca

da proposi¢cao acima nao € vdlida.

De fato, considere os germes f, g : (R? 0) — (R?,0) definidos por f(z,y) = (z%,y?) e
9(z,y) = (2,9°).

Note que cod f = 4 = cod g, porém f e g nao sao K-equivalentes, pois suas dlgebras

locais €9/ € e5/1, nao sao isomorfas.

As dlgebras locais constituem um invariante que estudaremos mais adiante.

2.2.2 Simbolos de Boardman

Definigao 2.20. Seja I um ideal em €, entao definimos A =1+ 1’ onde I' ¢ o ideal

gerado pelos determinantes das submatrizes s X s da matriz

of oh
oz T Oy
JI = : :
ofp Ofp
o1 T Oz
com fi,..., fp os geradores de I.

Definigcao 2.21. Definimos AT = A,,_s11, com I ideal de &,.

Observacao 2.22. Note que I = AT C A'T C ... C A" e que A,J = I para todo

S >n.

Definicao 2.23. A extensdao jacobiana critica de um ideal I, € o 4ltimo ideal AT de
I = AT C AYT C ... C A", que é proprio. Este ideal tem uma extensio jacobiana

critica A2A"], e assim por diante.
Logo obtemos a sequéncia AT, A2A“], ... e dizemos que I tem Simbolo de Boardman
(i1, da, . ..).

Definicao 2.24. O Simbolo de Boardman de um germe f é dado pelo Simbolo de

Boardman de seu ideal Iy.
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Exemplo 2.25. Considere o germe f(x,y) = (zvy, 2> +y?). Vamos calcular o Simbolo de

Boardman de f.

Neste caso temos que calcular o Simbolo de Boardman do ideal gerado pelas compo-

nentes de f, ou seja, I; = (xy, % + y?).

g= 7 "
2 2y

Note que

Entao,

Aoff = A2,0+1If = Ag]f = If,'
AlIf = Ay 141 ly = Aoly = <$y,332, 92>;
A2If = A2_2+1]f = Allf = <$, y>
Sabemos que A°I; C A'I; C A1y, ou seja, Iy C (xy, 2% y*) C (x,y) # 2. portanto

a extensao jacobiana critica de Iy é o ideal A*I; = (x,vy), e assim a primeira coordenada

do Stmbolo de Bordaman de f é 2.

Agora considere M = A*I; = (z,vy), entdo

10
JM = .
01

Logo,

AOM == A2_0+1M = A3M = M,'
AlM = A2_1+1M = AQM = &2,
AzM = A2_2+1M = AlM = &9.
Portanto M = A°M C A'M = A’M = &4, e assim a extensdo jacobiana critica de

M € o ideal M = A°M. Com isso a sequnda coordenada do Simbolo de Boardman de f é
0.

Observe que a partir daqui, como A°M = M, as prézimas extensoes jacobianas

criticas serao sempre (x,y) e portanto o Simbolo de Boardman de f serd (2,0,0,...).
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Proposicao 2.26. (fd/) O ideal Al obtido nao depende de nenhuma mudanca de
geradores, nem de mudan¢a de coordenadas, isto €, se consideramos outros geradores
G1,..-,9q para I e z1,...,2, outro sistema de coordenadas, entao Agl coincide com o

tdeal gerado por I e os subdeterminantes s X s da matriz dada por

991 Og1.
0z1 Y Ozp
JI = : :
994 99q
021 Tt Ozp

Demonstracao. Vamos mostrar que todo subdeterminante s x s de JI pertence a A l.

Note que cada g; pode ser escrito como uma combinacao linear dos fi, com coeficientes
em €,. Entao cada derivada parcial % pode ser escrita como a mesma combinacao linear
J

de % mais um elemento de 1.
J

Pela multilinearidade do determinante temos que qualquer subdeterminante s x s de

JI pertence ao ideal gerado por I e pelos s X s subdeterminantes da matriz

af1 9h
0z1 Y Ozn
M = : :
ofp Ofp
0z1 7 Ozn

Entao serd suficiente mostrar que qualquer s X s subdeterminante de M estd em A,l.

Para isso observe que pela regra da cadeia escrevemos % como uma combinacao linear
J

de %, com coeficientes em &,,.
O resultado segue da multilinearidade do determinante.

O

Proposigao 2.27. (fi]) Se dois germes f,g : (R",0) — (R, 0) sao K-equivalentes entao

eles possuem o mesmo Simbolo de Boardman.

Demonstragao. Suponha inicialmente que os dois germes f = (f1,..., f,) eg=(91,---,9p)
sao C-equivalentes. Entao I; = I, e como consequéncia da Proposigao [Z28] temos que

os Simbolos de Boardman de f e g coincidem.

Agora, suponha que f ~ 9. Entao existe um germe inversivel i : (R",0) — (R™,0)

tal que g = f o h.

Note que as componente de h produzem um sistema de coordenadas e a matriz
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jacobiana de fi, fo, ..., f, relativa a esse sistema de coordenadas coincide com a matriz
jacobiana de g1, g2, ..., gp relativa ao sistema canénico de coordenadas. Portanto f e g

possuem o mesmo Simbolo de Boardman.

Como o grupo K é uma produto semi-direto dos grupos R e C temos que o Simbolo

de Boardman é um invariante sob K-equivaléncia. O

Definicao 2.28. Seja k > 1, k € Z. O k-jatode fem0 € o polinémio

FEF0) = 2 (0) + 5 70) + . a F(0),

que € obtido através do truncamento a série de Taylor de grau k de f omitindo-se o termo

constante.
Dizemos que dois k-jatos sao iguais quando eles sao identicamente o mesmo polinémio.
O conjunto de todos os jatos serd denotado por J*(n,p).

Proposicao 2.29. (fd/) Os primeiros k inteiros do Stmbolo de Boardman de um germe

de aplicagao f: (R™,0) — (RP,0) dependem somente do k-jato de f.

Defini¢ao 2.30. Dados k inteiros iy, ..., iy, dizemos que f: (R" 0) — (RP,0) € do tipo

Yt se seu Simbolo de Boardman € (iy, ..., ..).

Definimos o conjunto Y% como sendo o subconjunto do espaco de jatos J*(n,p)

que é constituido dos k-jatos que tém representantes do tipo it

Proposicao 2.31. (fd/) Uma condi¢io necessdiria e suficiente para que S C J*(n, p)

seja nao-vazio € que as sequintes condi¢oes sejam satisfeitas:

(ii) 41 > n —p;

(iii) se i1 = n — p entdo i; =iy = ... = iy.

2.2.3 K-determinacao finita

Os estudos sobre a determinagao finita de germes de aplica¢oes iniciaram-se com John
Mather em 1960, numa série de artigos principais da Teoria de Singularidades dentre eles
as referéncias [B] e [H]. A condi¢ao de determinagao finita permite restringir nosso estudo
a categoria dos germes que podem ser representados pelo seu polinomio de Taylor de

alguma ordem.
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Nesta secao apresentaremos apenas alguns resultados iniciais que nos interessam para

a classificacao de germes estaveis.

Definicao 2.32. Dizemos que f ¢ k-K-finitamente determinado se para todo g € 527]0

com. j*g(0) = j* f(0), entdo g ~ f.
Observacao 2.33. Se f ¢ k-K-finitamente determinado entao f ~ 7% £(0).

De fato, tomando g = j*f(0) temos que j*g(0) = j*£(0) e como f é k-K-finitamente

determinado temos g ~ f. Portanto f ~ 7% £(0).

Definicao 2.34. Dizemos que f é K-finitamente determinado se eziste k € N* tal que f

€ k-IC-finitamente determinado.

Proposigao 2.35. Se f ¢ ko-K-finitamente determinado, entao f é k-K-finitamente de-

terminado para todo k > k.

Demonstragao. Seja g € e , tal que j5g(0) = j*f(0), k > ko. Logo j*g(0) = j* f(0).

Como f é ko-K-finitamente determinado segue que f ~ 9. 0 que conclui a

demonstragao. O
Teorema 2.36. (Wall [Id]) Seja f: (R™,0) — (RP,0), entao as sequintes afirmagoes sao
equivalentes:

(a) f é K-finitamente determinado.

(b) Existe k € N, tal que MF - ¢, , C T} .

(c) f tem K-codimensdo finita.
Além disso, temos:

(i) Se f é r-K-finitamente determinado, entao MI*™ - ¢, , C T}.
(ii)Se MI*t . e, , C Ty, entdo f é (r + 1)-K-finitamente determinado .

(iii) Se a K-codimensdo de f é d < oo, entdo M. ¢,  C Ty,

As afirmagoes (a), (b) e (¢) do teorema seguem de (i), (ii) e (iii).

Corolario 2.37. Se dois germes [ e g sao K-equivalentes e f € K-finitamente

determinado, entao g também é K-finitamente determinado.
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Demonstracao. Do teorema anterior temos que se f é finitamente determinado entao f
tem K-codimensao finita. Mas como ja vimos, a K-codimensao é um invariante. Portanto
g também tem K-codimensao finita e, novamente pelo teorema anterior, g é IC-finitamente

determinado.

2.2.4 R-algebra local

Definigao 2.38. Seja f: (R™,0) — (RP,0). Definimos a R-dlgebra local de f por

En

Q(f)*E-

Teorema 2.39. (Mather [A]) Sejam f,g: (R™,0) — (R?,0) germes K-finitamente deter-

minados. Entao f € K-equivalente a g se, e somente se, Q(f) € isomorfo a Q(g).

Com isso vemos que a R-algebra local é um invariante completo para germes

K-finitamente determinados.

Exemplo 2.40. Sejam f(z,y) = (z,v*) e g(z,y) = (2?,y). Note que Iy = (x,y?) e

I, = (z%y), entdo temos

Logo dimQ; =2 e dimQg = 2.
Como g4 € espaco vetorial seque que existe um isomorfismo entre Qr e Q.

Portanto f 79

J. Mather utilizou R-algebras locais para reduzir o problema da A-classificacao de
germes C*™-estaveis. Esse é o contetido do Teorema P61, apresentado na Segao PZ31.

Para provar o Teorema 261 utilizaremos a teoria de K-deformagoes versais dada a seguir.

2.3 Deformacoes sob K-equivaléncia

Nosso objetivo nesta secao &€ mostrar, através da teoria de K-deformacoes versais, que
dois germes estaveis sao A-equivalentes se, e somente se, eles forem K-equivalentes. No

entanto, vale registrar que a teoria de deformacoes e desdobramentos pode ser explorada
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para muitos outros propositos que nao sao de interesse neste texto. E o caso, por exemplo,
das intmeras aplicacoes “cotidianas” da Teoria de Singularidades, relacionadas aos varios

ramos das ciéncias.

Definigao 2.41. Uma deformagao a r-parametros de f : (R",0) — (RP,0) é um germe
de aplicagao F : (R” x R™ (0,0)) — (RP,0) com F(0,2) = f(x) e o desdobramento a
r-parametros correspondente é o germe F : (R” x R, (0,0)) = (R” x R?,(0,0)) dado por

F(u,z) = (u, F(u,x)).

Definicao 2.42. Duas deformagies F e G a r-pardmetros de f : (R™",0) — (RP,0) sao
ditas K-isomorfas se existir um difeomorfismo local ® : (R"xR" (0,0)) — (R"xR", (0,0))
tal que:

(i) (u, x) = (u, p(u, )), com ¢(0,z) = x, ou seja ¢ é um desdobramento a r-parametros
da identidade de R";

(ii) ®*(I¢) = Ip.

onde ®* € o isomorfismo como na Defini¢cao 274.

Neste caso chamamos ® de K-isomorfismo de deformacoes.

Note que o K-isomorfismo de duas deformacoes F' e G implica na K-equivaléncia de

F e G como germes.

Defini¢ao 2.43. Sejam F : (R” x R" (0,0)) — (RP,0) uma deformagao a r-parametros
de um germe f : (R™ 0) — (RP,0) e considere o germe H : (R*,0) — (R",0). Podemos
obter uma deformacgao a s-parémetros G : (R® x R",(0,0)) — (RP,0) de f dada por
G(v,x) = F(H(v),x). A aplica¢io G é chamada deformacao de f induzida por H.

Escrevemos G = H*F' e nesta situacao H é chamada de mudanca de parametros.

Definicao 2.44. Duas deformacoes F' e G a r-pardmetros de f sao K-equivalentes, no
sentido de deformagoes, quando uma delas for K-isomorfa a deformacao induzida da outra
por um difeomorfismo local na origem, ou seja, existe um desdobramento a r-pardimetros
® do germe em 0 da aplicacao identidade em R™ e um difeomorfismo local na origem H
para 0S8 quais

O*(Iy) = g

Definigao 2.45. Uma deformacao F de f ¢ dita trivial se F' é K-isomorfa a deformagao
constante G(u,z) = f(x).
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Definicao 2.46. Uma deformacao G de um germe f € KC-versal quando toda deformacao
F de f é K-isomorfa a h*G, onde h é uma aplicacao conveniente entre os espacos de

parametros de G e F.

Quando f tem K-codimensao finita ¢, dizemos que uma deformacao K-versal a

c-parametros de f é KC-universal.

Definicao 2.47. Um germe f € estavel se todos os seus desdobramentos sdo triviais, ou

seja, f € seu proprio desdobramento versal.

Vale ressaltar que existem intimeras condicoes aparentemente diferentes de estabili-

dade. No entanto temos varias equivaléncias e relagoes entre elas. Veja [G].

Nosso objetivo a partir daqui é encontrar uma maneira explicita de construir defor-
macoes universais e posteriormente construir todos os ingredientes para demonstrar o

Teorema P61

De fato, podemos pensar na deformacao de um germe f de K-codimensao r < oo,
como sendo um germe de aplicacdo de (R",0) em (52,p,f) dado por u — f, onde
fu(z) = F(u, ).

Veremos que pelo Teorema da K-versalidade, para que essa aplicacao seja universal,
basta a condicao de que seja transversal a K-orbita de f, ou seja, que a imagem da
diferencial em 0 desta aplicagao mais o espago tangente a K-orbita seja igual ao K-espago

tangente de f.

Ainda nao temos uma interpretacao concreta da diferencial em zero da aplicacao

u — f,, mas essa deveria ser uma aplicacao linear que leva a base canonica do R” em

oF

8_u1|u:07"" aaTF|u:0, onde escrevemos ui,...,u, para as coordenadas canonicas de R".
T

Por uma questao de conveniéncia escrevemos F; = %h;o.
1

Com esta notacao, a imagem da referida diferencial sera o subespaco vetorial real
R-{F,....,F} de€,.

Assim chegamos a seguinte definicao formal:
Definicao 2.48. F ¢ uma deformacao K-transversal de f quando

R-{F ...} + T =¢cpp.

Observacao 2.49. Uma condi¢ao necessdaria e suficiente para que o germe f admita uma

deformacao KC-transversal é que a KC-codimensao de f seja finita.
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Vejamos uma forma pratica de construir uma deformacao K-transversal.
Seja f: (R™,0) — (RP,0) um germe tal que cod f = r.
Considere {f1,..., f;} uma base para o suplemento de T em relacao a Egyp.

Definimos o germe de aplicagao F': (R" x R™,(0,0)) — (RP,0) por

F(u,z) = f(x) + Zuzfl(.r)

Note que F(0,x) = f(x), portanto F' é uma deformagao de f. Além disso, temos que

OF

oF
a—u1|u:o = fla"'?a_uT|u:0 = Jr-

Portanto, pela Definicao 248 temos que F' é uma deformacao K-transversal de f.

Exemplo 2.50. Jd vimos que o germe f : (R?,0) — (R%0) dado por f(z,y) = (2%, y?)

tem K-codimensao 4.

Além disso, sabemos que Ty = {(z,0), (y*,0), (0,1), (0,22)), logo o suplemento de T}
em €3, € 0 espago vetorial real gerado por {(1,0),(0,1), (y,0), (0, x)}.

Assim F : (R* x R?,0) — (R%,0) com componentes dadas por
Py =2 +uy + ugy
F :y2+u2+u4x
¢ uma deformacao K-transversal de f.

Teorema 2.51. (Teorema da K-versalidade [1]) Seja F: (R” x R™,(0,0)) — (RP,0) uma
deformagao a r-pardmetros do germe f : (R™,0) — (RP,0). FEntao F é K-versal se, e

somente se, F' é K-transversal.

Demonstracao. Suponha que F é K-versal, entao temos que provar que

R-{F,..., B} +Tf = enp.

Considere uma deformagao G : (R x R™,0) — (RP,0) de f, a um parametro, definida

por
G(v,z) = f(z) + vg(z)

0 , . L, .
onde g € ¢, , ¢ um germe arbitrério.
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Como F' ¢é versal existe h : (R,0) — (R",0) tal que h*F & K-isomorfo a G.
Seja H(v,z) = h*F(v,z) = F(h(v),z) = F(h1(v),...,h.(v),x). Assim temos

. Ohy, - Ohy -
H:a—;(o)F1+...+ (0)E,

e portanto H € R- {Fy,..., F,}.

Como G e H sao deformagoes K-isomorfas temos que G-He T, e portanto

GeR-{F,...,E.} +Ty.

Porém, como G = ¢, com g € ey » arbitrario, temos que &) , C R - (Fy,...,F.}+Ty.
Como R - {Fl, e Fr} +Tf C z—:?w sempre, esta provada a igualdade.
A reciproca nao sera feita aqui.

]

Teorema 2.52. (fd]) Sejam F e G deformagoes K-universais de f: (R",0) — (RP,0) de

KC-codimensao finita c¢. Entao F e G sao deformagoes K-equivalentes.

Demonstragao. Como F é K-versal existe um germe h : (R, 0) — (R¢ 0) para o qual G

é K-isomorfo a deformacao induzida h*F'.

Assim, existe

@ : (R° x R",0) — (R° x R",0)
(v,2) = (v, (v, 7))

um desdobramento a c-parametros da identidade em R”, tal que

(I)*(I}L*F> = IG = I(h*F)o<I> = IG = (h*F) od fEJ G.
Agora, note que

((F) o @)(v,z) = (W F)(v, (v, x)) = F(h(v), d(v, ).

Entao existe M (v, x) matriz p X p inversivel com entradas em &, . para a qual

F(h(v),p(v,z)) = M(v,z) - G(v, x).
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Derivando a expressao acima em relacao a v; e calculando em v = 0, obtemos:

Z SL0) - F5(0) + Df(a) - i) = Vi) - ) + Mola) - Gu(o) 8
oM B . 96
oy 002, Mo(e) = M(0,2), () = 5

Observe que

onde M;(z) =

(0,2) e f(z) = 9(0,2).

af of

Df -, Df-®, €T
f €<3x1 8:1:’1>:> f < r

Como F' é K-versal, pelo teorema da K-versalidade, F' é K-transversal e assim

Z 82}2 ‘j

pertence ao suplemento de T'.
Além disso M; - f €Ty e portanto M, - G; também pertence ao suplemento de T7.

O automorfismo
.0 0
H Enp 7 Enp
u = My-u

deixa T invariante e induz o seguinte automorfismo:

e a expressao (x) se reduz a

0

Como G é K-versal, os G; (e portanto M, - G;) formam uma base de T Assim a

f
transformacao linear dada pela matriz

leva base em base e consequentemente é inversivel.

Portanto, pelo Teorema da Aplicacao Inversa temos que h é um difeomorfismo local

em 0.
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Logo F' e GG sao K-equivalentes, pois
O (Ihr) = Ia,
com ® um desdobramento a c-parametros da identidade e A um difeomorfismo local.

]

Teorema 2.53. ([d]) Seja f : (R",0) — (RP,0) um germe de K-codimensao finita c, e
seja F uma deformacao KC-universal de f. Para d > ¢ qualquer deformacao a d-parimetros

K-versal G de f é K-equivalente & deformagao constante a (d-c)-parametros de F.

Demonstrag¢ao. Seja G uma deformagao K-versal de f a d-parametros, d > c.

Como F' é K-universal temos que F é K-versal, e portanto existe h : (R, 0) — (R¢,0)

germe de aplicacao tal que G' é K-isomorfa a h*F.

Procedendo da mesma forma como na demonstracao do teorema anterior concluimos
que
Dh(0) - F; = M, - G,

paral <i<del<j<ec
Ou seja, Dh(0) tem posto ¢, e portanto h é um germe de submersao.

Pela Forma Local das Submersoes existe um germe inversivel ¢ : (R%,0) — (R?,0)

para o qual h o ¢ = 7, onde 7 é a projecao dada por
T (R4, 0) — (R, 0)
(Uly ey Uey ey tlg) > (Ugy ey Ue).

Portanto G é K-equivalente a

F (R xR, 0) — (RP,0)
(u,z) +— F(r(u),z)

que é uma deformacao constante a (d-c)-parametros de F. O

Observacao 2.54. Do teorema acima resulta que quaisquer duas deformacoes a

d-parametros K-versais de f sao K-equivalentes.

2.3.1 K-deformacoes Versais e Germes Estaveis

Considere F' uma deformacao K-versal a r-parametros de um germe de aplicacao
f:(R™0) — (RP,0). Entao 0 = F'(0,0) é valor regular de F.
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De fato, note que pelo Teorema da IC-versalidade, F' é uma deformacao K-transversal.

Logo )
F(u,z) = f(z) + Zuzgz<x)
i=1
onde
<aa—jjl,.. aajn>+[f snp+R{F1,...,Fr}:527p. (%)
Tome (y1,...,Yy,) € RP arbitrario. Vamos mostrar que DF'(0) é sobrejetora, ou seja,
vamos encontrar (uy, ..., U, &1,...,%,) = (4, ) tal que DF(0) - (4, Z) = (Y1, - - -, Yp)-

SejamF:(Fl,...,Fp),f:(fl,...,f)eF (Hl,...,Fip),paralgiSr. Entao,

8F1 8F1 (’9F1 aFl
70 0 0) ... 5, Z21(0,0) a—xl(o,o) o, -—(0,0)
DF(0) = : : : : =

0F, 0F, OF, 0F,
D, —2(0,0) ... Ju, —2(0,0) . —2(0,0) ... . (0,0)
; ; of1 df1
1 (070) r1 <O7O> axl (070) axn (070)
. . afp . 8fp .

F1,(0,0) ... F,(0,0) D, (0,0) oz, (0,0)

Tome h € 591727, tal que h = (yi1,...,y,) aplicacdo constante. Entao, como F' é

K-transversal podemos escrever h como combinacao linear de termos do primeiro membro

da equacdo (), lembrando que os termos em I - €, , se anulam na origem.

Portanto existem escalares a; € €,, com 1 <1< ne f,...,0 € R tais que:

n

(yl,...,yp):h(()):z (6% 8:5-@ +ZBJ

i=1

Assim basta fazermos «;(0) = z; e 8; = u;.

Logo 0 = F(0,0) é um valor regular para F, e portanto Vp = F71(0) C R" x R" é

uma subvariedade regular de codimensao p.
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Denotamos por s : (Vp,0) — (R",0) o germe em 0 da restri¢io a Vp da projegao
canonica 7 : (R” x R",0) — (R",0).

Proposicao 2.55. (fd]) Sejam F,G : (R" x R",0) — (RP,0) deformagoes K-versais a
r-parametros dos germes f,g : (R",0) — (RP,0), respectivamente. Entao, se f e g sao
K-equivalentes temos que mr e mg sdo A-equivalentes.

Demonstracao. Dividiremos esta demonstracao em dois passos:

1° Passo: Suponha f = g. Entao, como F' e G sao deformagoes K-versais temos que

F é K-equivalente a G.

Por defini¢ao existem germes ® e h tais que ®(v,z) = (h(v), ¢(v,z)), com Ip.e = Ig.

Logo existe M (v, z), matriz p X p inversivel com entradas em &, tal que

(Fod)(v,x) = M(v,z) - G(z,v).

Assim,

(mo®)(v,z) =w(h(v),d(v,x)) = h(v) = h(r(v,2)) = (hom)(v,z).

Portanto o seguinte diagrama de germes comuta:

(R" x R",0) —=» (R x RP,0)
Tl I

®RP,0) - (RP,0)

Agora, seja (v,x) € Vg, entao G(v,z) = 0. Logo para todo (v, z) € Vi temos:

(Fo®)(v,z) =M(v,z) -Gv,x) =0= &(v,x) € Vp.

Entao o seguinte diagrama comuta:
(VG7 0) £> (Rrv O)
o | I h
(VF7 0) £> (Rr’ O)
Portanto 7 e mg sao A-equivalentes.

2° Passo: Agora vamos considerar o caso geral, em que sabemos apenas que f 9

Da hipotese temos que existe uma matriz p X p inversivel M (x), com entradas em &,



2.8 Deformagades sob K-equivaléncia 42

e um germe inversivel h : (R™,0) — (R",0) tais que g(x) = M(z) - f(h(z)).
Seja Go : (R" x R™,0) — (RP,0) um germe definido por Gy(v, z) = M (x) - F(v, h(x)),

onde F' é uma deformacao K-versal de f. Entao Gy é uma deformacao de g pois:

Go(0,2) = M(z) - F(0, h(x)) = M(z) - f(h(x)) = g(x).

Vamos mostrar que G é KC-versal.
De fato, como f ~9 temos que codg = codf. Logo cod Ty = cod T, em egvp.

Como F' é K-transversal temos que

Ty +R-{F,....F} =cny.

Note que

9Go, . OF
a—vi((),x) = M(x) -

logo, Gy é K-versal.
Por outro lado o difeomorfismo local na origem definido por

idx h:(R"xR"0) — (R"xR"0)
(v, 2) = (v, h(2))

leva Vi, em Vp. De fato,

(v,2) € Vg, = M(z) - F(v,h(x)) = Go(v,2) =0 = F(v,h(z)) =0 = (v,h(x)) € VE.

Podemos entao substituir ® por ¢d x h no diagrama da pagina anterior, de modo que

0S germes T € Tg, sejam A-equivalentes.
Utilizando o Passo 1 e a transitividade da A-equivaléncia concluimos a demonstracao.

]

Definigao 2.56. Seja F': (R" x R",0) — (RP,0) uma deforma¢ao a r-pardmetros de um
germe f tal que o posto de F' em 0 é p. Entao dizemos que F' € regular, e nesse caso

r+n>p.

Considere agora F' : (R® x R" x R",0) — (RP,0) uma estensio de F pois
F(0,v,2) = F(v,z).
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Note que F' é regular, se F' é regular.

Além disso, 75 : (Vi#,0) = (R® x R",0) é um desdobramento a s-parametros de 7p.

Observagao 2.57. Seja g : (R",0) — (RP,0) um germe de posto r. Tomando n =1 + s

ep=r-+t, a menos de uma mudanca de coordenadas podemos escrever g como:
g: (R"xR*0) — (R"xR,0)
(v2) = (0,G,1)).

Fazendo

G:(R"xR' xR50) — (R,0)
(U,y,l‘) = (_y) +G(U,ZL‘)
onde G € uma deformagio a r+t-pardmetros do germe go dado por go(x) = G(0,x). Entdo

segue que T6(0,9,) = (v,) = (v, G(v,)) = g(v,7), isto &, mg = g.

Proposigao 2.58. (Martinet [4]) Considere f,g : (R",0) — (RP,0), com F e G de-
formagoes regulares a r-parametros de f e g, respectivamente. Os germes Tp e TG $G0

A-equivalentes se, e somente se, F' e G sao K-equivalentes.

Demonstracao. Suponha mp e mg A-equivalentes. Entao, existem difeomorfismos locais

h:(R",0)— (R",0) e ¢: (Vr,0) = (Vg,0) tais que mg o ¢ = h o mp.

Podemos estender ¢, para um difeomorfismo ¢ : (R” x R™,0) — (R” x R, 0) tal que

mTo¢=~hom onde 7: (R x R* 0) — (R",0) é a projecio canonica.

De fato, por hipotese, 75 0 ¢ = h o, onde ¢ = (¢, ¢2), logo

(1 0 0)(v, ) = 1a(6(v, 7)) = Ta(01(v, ), P2 (v, 7))

(homp)(v,x) = h(mp(v,z)) = h(v).

Portanto ¢ (v, x) = h(v).
Tomando agora cartas locais o e 8 temos o seguinte diagrama comutativo:

Ve v

a Y

RExRP -2 RFx RP
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-1

Considerando ¢ = f| , oo Qs

e
¢: (R*xRr,0) — (R¥xRP,0)
¢ = ¢ xid,
temos que gghkkxo = gz_S

Definindo ¢ : (R” x R, 0) — (R” x R",0) por ¢ = 87 o ¢oa, com ¢ = (¢, 1s),

temos que

¢: (R"xR"0) — (R"xR"0)
(U,ZE) = (h(v)7¢2(vvx))

é o difeomorfismo local desejado.
Note que ®(Vr) = Vg, com f e g regulares, logo temos que ®*(I¢) = Ip.

Queremos mostrar que F' e GG sao deformacoes K-equivalentes, para isso basta mostrar
que existe um difeomorfismo local em zero ®, desdobramento da identidade de R” x R”

da forma ®(v,z) = (v, (v, z)), tal que ®*(Ih+¢) = Ip. Para isso tome ¢ = 1h,.

Reciprocamente suponha F' e G deformacgoes K-equivalentes, entao por definicao F' é

K-isomorfo a h*G, onde h : (R",0) — (R",0) é um difeomorfismo local.

Entao existe um germe de difeomorfismo local ® na origem de R” x R™ do tipo
O(v,z) = (v,¢(v,x)); ¢(0,2) = =,

tal que
Ip = @ (Inec) = Lo

Portanto F' é C-equivalente a (h*G) o ® e portanto existe uma matriz inversivel

M(v,z) p X p com entradas em ¢, tal que

Fv,x) = M(v,z) - [(h*G) o ®)(v,2) = M (v,z) - G(h(v), p(v,x)).

Da igualdade acima segue que

(v,2) € Vg = (h(v), (v, x)) € V.

Agora considere o difeomorfismo local ® na origem de R” x R™ dado por

O(v,z) = (h(v), ¢(v, ).
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Fazendo ¢ = Py, segue que o diagrama abaixo comuta:

Ve 5% (R7,0)
vl Lh
Vo =% (R7,0)
Portanto os germes 7p e mg sao A-equivalentes. ]

Proposicao 2.59. (Martinet [4]) O germe 7y € um desdobramento trivial de wp se, e
somente se, F' é K-isomorfo a h*F, onde h : (R® x R",0) — (R",0) ¢ um germe de

submersao.

Demonstracao. Por definicao 7z ¢ um desdobramento trivial de mg se, e s6 se, mp é

A-equivalente ao desdobramento constante de 7, dado por
(id,mp) : (R® x Vg, 0) = (R* x R",0)

(v,u,2) = (v, Tp(u, ))

ou seja, existem ¢ e 1) desdobramentos da identidade de R®* x R” x R™ e R®* x R" x RP,
respectivamente, tais que 7z = ¢ o (id, 7p) o ¢, mas pela Proposigao isso equivale a

F ser K-equivalente a cp, onde
cr: (R®* x R” x R",0) — (R?,0)

(v, u, ) = f(u, )
pois (id, 7p) = 7.

Agora, F' é K-equivalente a cp se, e somente se, F' é K-isomorfo a k*cp, onde k é um

germe de difeomorfismo local na origem de R® x R".
Considere 7 : (R* x R",0) — (R",0) definida por 7(v,u) = u, entdo 7*F = cp.
Portanto F é K-isomorfo a k*cp se e s6 se F' é K-isomorfo a k*(7*F) = (wok)*F = h*F,
onde h é um germe de submersao, como queriamos.
O

Proposigao 2.60. (Martinet [1]) Seja F : (R” x R™(0,0)) — (RP,0) uma deformagao

reqular a r-pardametros de f. Entao o germe mp € estdvel se, e somente se, F' é K-versal.

Demonstragio. Seja G' uma outra deformacio de f dada por G(u,z) = f(z) + G(u,x),
com G(0,z) = 0.
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Note que a soma F(u,v,z) = F(v,z) + G(u,z) é uma extensio de F e 7z é um

desdobramento de 7.

Suponha 7 estavel, entao 7z é K-trivial. Pela Proposicao temos que F' é

K-isomorfo a h*F', onde h : (R®* x R",0) — (R",0) é um germe de submersao.

Assim, existe & um desdobramento da identidade, tal que ®*([;«p) = I e portanto

F ¥ (h*F o ®).

Logo, existe M (u, v, x)

F(u,v,2) = M(u,v,z) - (h*F o ®)(u,v,z) = M(u,v,z) - F(h(u,v), p(u,v,x)).

Fazendo v = 0 temos:

F(u,0,2) = M(u,0,z) - F(h(u,0),¢(u,0,2)) = F(0,2) + G(u,x) = F(h(u,0), ¢(u, 0, x)).

Portanto G(u,z) = My(u,z) - F(ho(u), do(u,x)), onde hg = hy,_,, o = ¢}, €
MO — M|v:0.

Segue que G é K-isomorfo a hiF, isto é, F & K-versal.
Reciprocamente, suponha F' uma deformacao C-versal de f.

Dado um desdobramento de 7, podemos construir uma extensio F de F tal que esse

desdobramento se identifica com 7z.

Como F é K-versal existe um germe de submersdo h tal que F é K-isomorfo a h*F,

ou seja, F' é uma extensao K-trivial de F.
Logo pela Proposicao Tr € trivial e, portanto, mp é estavel.

]

Teorema 2.61. (Martinet [A]) Sejam f,g: (R™,0) — (RP,0) germes estdveis. Entao f e

g sao germes A-equivalentes se, e somente se, estes germes sio K-equivalentes.
Demonstracao. Ja vimos na Secao 1 deste Capitulo que se f e g sao A-equivalentes entao
f e g sao K-equivalentes. Resta apenas mostrar a reciproca.

Suponha f e g germes K-equivalentes, e considere F,G : (R? x R" 0) — (RP,0)

deformacoes regulares a p-parametros de f e g, respectivamente, dadas por

F(y,r) = (—y) + f(z)
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Gy, ) = (=y) + g(z).
Como Vr = F710) e Vo = G71(0) podemos fazer a identificacio natural 7p = f e
T = g. Pela Proposicao temos que F' e GG sao K-versais.

Assim F' e GG sao deformagoes C-versais a p-parametros de dois germes K-equivalentes.

Portanto, pela Proposicao 253 temos que 7 = f e mg = g sao A-equivalentes.

2.4 Classificacao de Germes sob C-equivaléncia

Esta se¢ao é dedicada a classificacao de germes com respeito a K-equivaléncia.

Defini¢ao 2.62. Seja f : (R™,0) — (RP,0) um germe de aplicag¢ao diferencidvel, entdo

definimos coposto f = n — posto f.

Proposigao 2.63. (Splitting Lema [d]) Seja f: (R™,0) — (R,0), f € M2, um germe do

coposto ¢ e K-codimensao finita. Entao f é K-equivalente ao germe

gz, .. xe) £l £ Eal

com g € M3.
Proposicao 2.64. (fd/) Seja f : (R",0) — (RP,0) um germe de K-codimensao finita,
entao seu Simbolo de Boardman deve ter a forma (iy,...,1,0,0...) para algum k > 1.
Analisaremos apenas alguns casos especiais para a K-classificacao de germes:
Caso 1: f: (R",0) — (R,0).

Neste caso existem duas possibilidades para o primeiro algarismo do Simbolo de

Boardman de f: a saber, n — 1 e n.

e Se f & do tipo X!, entdo f é nao singular e pelo Teorema da Forma Local das

Submersoes f é K-equivalente ao germe da projegao.

e Se f é do tipo X", entao f tem coposto 1 e conseguimos uma forma normal através

da seguinte proposi¢ao:

Proposigao 2.65. Seja f € M2 um germe de coposto 1 e K-codimensado finita k > 1.



2.4 Classificacio de Germes sob K-equivaléncia 48

Entao, f € K-equivalente a um germe da forma

R S =

Demonstragao. Ver [8] p. 192. O

Caso 2: f: (R,0) — (R?,0), com p > 2.

e Se f ¢ do tipo X° entdo f é nao singular, e pelo Teorema da Forma Local das

Imersoes temos que uma forma normal para f é dado pela inclusao.
e Se f & do tipo X!, temos a seguinte proposicao:

Proposigao 2.66. (fd]) Seja f: (R,0) — (R?,0) um germe do tipo X' e K-codimensaio
finita. Entdo f € do tipo 21110 com o nimero 1 repetido k vezes para algum k > 1. E

nesse caso f é K-equivalente ao germe g(x) = (0,...,0,z*1).

L L0 geone da Proposicao e da seguinte

Demonstracao. O fato de f ser do tipo X!
condicao:

DL b0 L = ) >y > iy > >,

que ja foi vista na Proposicao 2-31.

Afirmamos agora que f é do tipo L5019 (com k repetigoes), se e somente se, as
seguintes condigoes sao satisfeitas (onde f; ..., f, sdo as componentes de f):
ajfl ajfp
i -(0)=0,..., ~(0) =0, com j < k;
i) 52 0) Ly (o) j <

J f.
(ii) algum g;;l (0) # 0 para j =k + 1.

De fato, por indugio sobre k é possivel verificar que A'...A'I; é gerado por I; e

o' fi
am] Y

as derivadas parciais com1l <7 <p 1< 5 <k Com isso a afirmagao segue

imediatamente.

Como MF ¢ gerado por monomios de grau igual a k temos que as condigoes (i) e (ii)
sao equivalentes a dizer que I; = (z*1), logo f é C-equivalente a g(x) = (0,...,0,z"1),

pois Iy = I,. Portanto, f e g sao K-equivalentes. O]

Caso 3: f: (R?,0) — (R2,0).

e Se f & do tipo X, entdo f é nao singular e pelo Teorema da Aplicacdo Inversa f é

equivalente ao germe da identidade.
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e Se f & do tipo X!, temos a seguinte proposicao:

Proposigao 2.67. (fd/) Seja f: (R?,0) — (R?,0) um germe do tipo X' e K-codimensao
finita. Entao f é necessariamente do tipo L5110 com o nimero 1 repetido k vezes para

algum k > 1. E nesse caso f é K-equivalente a (z,y*1).

110 seaue novamente da Proposicao e

Demonstracao. O fato de f ser do tipo X!
da condicao:

SLLLel0 L) = 4 >4y >4 > 0> .

Afirmagao: Dado G : (R",0) — (RP,0) um germe de posto r, entdo existe um germe
inversivel 4 : (R",0) — (R™,0) para o qual F' = Goh é um desdobramento a r-parametros

de um germe de posto zero.

De fato, através de mudancas de coordenadas lineares na fonte e na meta podemos

supor que a matriz jacobiana de G, avaliada em 0, é
I, 0O
0 0

Considere o germe g : (R™,0) — (R",0), cujas coordenadas sao Gy, ..., G, de G.

onde I, é a matriz identidade r x r.

Claramente g tem posto 7, logo pela Forma Local das Submersoes existe um germe
inversivel h : (R™0) — (R",0) para o qual g o h é a projecao m,, dada por
T(T1, . xn) = (21, .., 2p).

Note que

¢: (R"xR" " 0) — (Rr,0)
(x1,...,xn) + (Gyg10h,...,G,0h)

¢ uma deformacao a r-parametros de ¢ (z) = ¢(0,z) e
F=Goh: (R"xR*7,0) — (R xR'",0)
T = ((goh)(z),(¢oh)(z))

onde
((goh)(x), (¢poh)(z)) = (z1,..., 2, (Gry1 0 h)(T), ..., Gpoh)(2)).

com & = (T1,...,T,).

Logo F' é um desdobramento a r-parametros de ¢, que tem posto 0 por construcao,

e a afirmacao estd provada.
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Voltando & demonstracao da proposicao, como f tem posto 1 existe um germe inver-
sivel h : (R?,0) — (R?0) para o qual F = f o h é um desdobramento a 1-parametro
de um germe f; : (R,0) — (R,0) de posto zero que também é do tipo L5110 (com k

repetigoes).
Portanto f o h(z,y) = (z, fo(y)), ou seja, f é K-equivalente a (z, fo(y)). Mas pela
Proposicao Z&2 f; ¢ K-equivalente a y**! e, portanto, f ¢ K-equivalente a (x,y*!). O
e Se f é do tipo ¥?: Existem trés possibilidades para o Simbolo de Boardman de

segunda ordem de f: 20 ¥ ¢ 322,

A seguinte proposicao nos fornece uma classificacio para germes do tipo X2°:
Proposigao 2.68. (fd/) Seja f: (R?,0) — (R?,0) um germe do tipo 3*° e K-codimensao
finita. Entao f € K-equivalente a um dos sequintes germes listados abaizo:

Loy : (zy, 2 +9°); 0> a =2
Iy (zy, 2% —y°); b>a > 2 e a, b mimeros pares

IVop: (22 + 9% 2%);a >3
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Capitulo 3

Critério para C"-A-equivaléncia

Este capitulo é baseado na referéncia [I3].

Vimos no Teorema P61 que germes C*™-estéveis equivalentes por contato também
sao A-equivalentes. Agora, nosso objetivo é provar um resultado analogo para germes

CT-estéveis.

Considere dois germes de aplicagoes C* f,¢g : (R",0) — (RP,0). Dizemos que f e
g sao C"-A-equivalentes se existem germes de C"-difeomorfismos s : (R",0) — (R",0) e
t: (RP,0) — (RP,0) tais que f(z) =togos(x), onde 1 <r < oo. De acordo com esta
defini¢ao, a C*-A-equivaléncia corresponde exatamente ao que chamamos nos capitulos

anteriores de A-equivaléncia.

Em geral, mostrar que dois germes de aplicagoes C* sao ou nao C"-A-equivalentes

nao é uma tarefa facil.

Quando r = oo héa alguns casos classicos para A-equivaléncia:

e Se feg:(R"0)— (RP,0)sao germes de posto maximo segue da Forma Local das
Submersoes, (se n > p) ou da Forma Local das Imersdes, (se n < p) ou ainda do
Teorema da Aplicagao Inversa, (se n = p), que f ~ge conseguimos ainda encontrar

uma forma normal que os representa.

e Se f e g possuem posto constante e igual em uma vizinhanca comum de zero o

Teorema do Posto afirma também que f ~ 9

Um terceiro caso importante é dado por Mather, que caracteriza a A-equivaléncia de
germes C*-estaveis pela classificacao de R-algebras isomorfas, que constitue um invariante

para a K-equivaléncia, conforme visto no Teorema PZG1.
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Neste Capitulo nosso objetivo é obter uma versao C" do resultado de Mather, seguindo
a estratégia de T. Nishimura |[[Z]. Para isso precisamos inicialmente da defini¢ao de
C"-K-equivaléncia. Observe que poderiamos definir a nocao de C"-K-equivaléncia de uma

das seguintes formas:

i) Dois germes de aplicagoes C* f,g : (R",0) — (RP,0) sao C"-K-equivalentes se
existirem s : (R",0) — (R™,0) um germe de C"-difeomorfismo e M : (R?,0) —
(GL(p), M(0)) germe de matriz inversivel, tais que f(x) = M(x)g(s(z)), onde
1 <r <o

ii) Dois germes de aplicagoes C*> f, g : (R™,0) — (RP,0) sdo C"-K-equivalentes se exis-
tirem germes de C’-difeomorfismos H : (R"™ x RP.0) — (R™ x RP,0) e
h : (R"0) — (R™0) tais que H(z,y) = (h(z),0(z,y)), com 0(z,0) = 0 e para
o qual tenhamos H(z, f(x)) = (h(z), g(h(x))).

No caso r = oo, estas duas defini¢oes sao equivalentes, como consequéncia da Proposicao
23. Note que a C*®-K-equivaléncia corresponde ao que chamamos nos capitulos anteriores

de K-equivaléncia.

Seguindo os passos da demonstragao da Proposicao E23 para o caso C", r # 00, obtemos
apenas que:
(a) Se f R pela Defini¢ao i) entao f e pela Definicao ii).

(b) Se f R pela Definicao ii) entao f N pela Definicao i).

Por este motivo utilizaremos neste trabalho, por conveniéncia, a primeira definicao
para

C"-K-equivaléncia quando 1 < r < oc.

Seja f : (R",0) — (RP,0) um germe de aplicacdo de classe C*°. Dizemos que um
germe de aplicacao F : (R™ x R* (0,0)) — (RP,0) de classe C" é uma C"-deformagao
de f a k-parametros se F(z,0) = f(x). Dizemos também que uma C"-deformagao
F : (R" x R¥ (0,0)) — (R?,0) de f : (R",0) — (R?,0) é C"-trivial se existem germes
de C"-difeomorfismos h : (R™ x R¥ (0,0)) — (R™ x R¥, (0,0)) e H : (R? x R¥ (0,0)) —

(RP x R¥,(0,0)) tais que os diagramas abaixo comutam

(Fym)

(R* x R, (0,0)) % (RP x R¥,(0,0)) —— (R*,0)
hl H id | (+)
(R™ x R¥, (0,0)) LT (R x R¥, (0,0)) > (R¥,0)
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onde 7' : (R? x R* (0,0)) — (R¥,0) ¢ a projecio candnica.

O resultado a seguir serd muito util, pois caracteriza deformagoes triviais através de

campos de vetores.

Teorema 3.1. (Teorema de Thom-Levine [@]) Seja f : (R™,0) — (RP,0) um germe
de aplicacdao diferencidvel e F: (R x R (0,0)) — (R? x R* (0,0)) uma deformacao
a k parametros de f, 0 < r < oco. Entao F € uma deformacao trivial se, e somente
se, emistem germes de campos de vetores & : (R™ x R¥ (0,0)) — (R® x R¥ (0,0)) e
n; + (R? x R¥ (0,0)) — (RP x R* (0,0)) com 1 < i < k satisfazendo

oF
—a)\i =&(F) —m;o(F,m).

Considere f,g: (R",0) — (RP,0) germes de classe C*, s : (R",0) — (R",0) um germe
de C"-difeomorfismo e M : (R",0) — (GL(p,R), M(0)) um germe de aplicagao de classe
Cr.

Definimos as condicoes (a) - (d) como seguem:
(a) f(z) = M(x)g(s(x)), isto &, f é C"-K-equivalente a g.

(b) O germe de aplicacao de classe C" F : (R™ x RP,(0,0)) — (R?,0) dado por
F(z,\) = f(x) — M(z)\ é uma deformacao C"-trivial de f.

(¢) O germe de aplicagao de classe C" G : (R™ x RP (0,0)) — (RP,0) dado por
G(z,\) = g(z) — M(s7!(x))"'\ &€ uma deformagao C"-trivial de g.

(d) O germe de conjunto (H({0} x RP),0) & transversal ao germe de conjunto

({0} x RP,0), onde H é o germe de C"-difeomorfismo de (R? x RP (0,0)) dado

no diagrama comutativo (*) da pagina anterior com k = p.
Vamos considerar as seguintes condig¢oes sobre f e g:

(7,) Os germe f e g sao C"-A-equivalentes. (Via defini¢ao utilizada neste capitulo)

(i1,) Existe um germe de C"-difeomorfismo s : (R",0) — (R",0) e um germe de aplicagao
de classe C" M : (R",0) — (GL(p,R), M(0)) tais que as condigdes (a) e (b) sao
satisfeitas.

(44i,) Existe um germe de C"-difeomorfismo s : (R”,0) — (R",0) e um germe de aplicagao
de classe C" M : (R",0) — (GL(p,R),M(0)) tais que as condigoes (a) - (c) sao

satisfeitas.
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(iv,) Existe um germe de C"-difeomorfismo s : (R™,0) — (R™,0) e um germe de aplicagao
de classe C" M : (R™,0) — (GL(p,R), M(0)) tais que as condicoes (a), (b) e (d) sao

satisfeitas.

Utilizando as condicoes (i), (ii,), (i) e (iv,) vamos enunciar quatro resultados que

caracterizam a C"-A-equivaléncia através da C"-K-equivaléncia.

Primeiro vamos examinar o caso em que f e g tém posto zero.
Teorema 3.2. Sejam f,g : (R",0) — (RP,0) germes de aplicag¢oes de classe C* com
posto zero. Entao a condi¢ao (ii,) implica a condi¢ao (i), para 1 < r < oo.

Note que a condicao de posto 0 é essencial no Teorema B2, conforme podemos ver no

exemplo a seguir.

Exemplo 3.3. Sejam f,g: (R 0) — (R?,0) dados por
flar,x2) = (21,25 + 2122)

g(x1,72) = (xlafg)

e M : (R%0) = (GL(2,R), Ey) dada por

10
onde By = .
0 1

Note que

M(a1,2)g(ar, 73) = ( o ) ( " ) - ( o ) ~ flar,m)
2 2 142 2

Portanto a condi¢ao (a) € satisfeita.

Como f € C*-estdvel, temos que F(x,\) = f(x)—M(x)\ € C*®-trivial. Logo a condi¢ao
(b) € satisfeita.

Assim temos que (ii,) € verificada. Note porém que para 1 < r < oo a condi¢ao (i,)
nao € satisfeita, pois f e g nao sao topologicamente A-equivalentes, ji que seus conjuntos
singulares sao diferentes, portanto nao existem homeomorfismos s : (R",0) — (R™,0) e

t:(RP,0) — (RP,0) tais que g =to fos.
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O caso em que f e g tém posto positivo é tratado no seguinte teorema.

Teorema 3.4. Sejam f,g : (R",0) — (RP,0) germes de aplicagées de classe C*°. A

condi¢ao (iii,) implica a condigao (i) para 1 <r < oco.

Defini¢ao 3.5. Um germe de aplicagao de classe C>* f : (R",0) — (RP,0) € dito

C"-estavel se toda C*-deformacao de f € C"-trivial.

O Corolario B8 nos fornece uma C" generalizacao para o Teorema de Mather.

Corolario 3.6. (C" generalizagio do Teorema de classificagao de Mather) Sejam
fig : (R*,0) — (RP,0) germes C"-estdveis (1 < r < o0). Se eriste um germe de
C>®-difeomorfismo s : (R",0) — (R",0) e um germe de aplicacio de classe C™
M : (R",0) — (GL(p,R),(0,0)) tais que f(x) = M(x)g(s(z)), entao f e g sdo

C"-A-equivalentes.

Com respeito a condigao (d), note que é mais facil verificar a condi¢ao de transver-
salidade do que a condigao de trivialidade local. Logo (iv,) é mais vantajosa em relag¢ao
a (iii,), pois é interessante que o critério para a C"-A-equivaléncia seja o mais facil de

calcular quanto possivel.

Teorema 3.7. Sejam f,g: (R",0) — (RP,0) germes de aplicagao C*. Entao a condigao

(1v,.) implica a condi¢ao (i,), para 1 < r < oo.

No caso em que 7 = oo temos o seguinte resultado:

Teorema 3.8. Sejam f,g: (R",0) — (RP,0) germes de classe C*°. Entao:

1. (is) & (ifiso) < (iveo);

2. (o) € (lloo) < (llino) < (10s0) s€ 0 posto de f € zero.

Primeiramente descrevemos a estratégia utilizada por Nishimura e contida no artigo
“Criteria for right-left equivalence of smooth map-germs” (ver [[2|) para provar que dois
germes C"-estéveis dentro de uma mesma KC-6rbita sao C"-A-equivalentes. Vamos utilizar

esta estratégia nas provas dos Teoremas B2, B4, B e B8.

Seja f : (R™,0) — (RP,0) um germe de aplicagdo C* e M : (R",0) — (GL(p,R), M(0))

um germe de aplicacao de classe C".

Denotaremos por RY o espago euclidiano da meta e por RY o espago de parametros.
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Seja F' : (R™ x RY,(0,0)) — (RP,0) uma deformacao C'-trivial de f dada por
F(z,\) = f(x) — M(x)\. Ou seja, o seguinte diagrama comuta:

(F7T)\) 7|'/>\

(R" x R%,(0,0)) — (RP xR, (0,0)) — (Rf,(0,0))

hl H 1 id (%)

(R" x RZ, (0,0)) I (R? xR?,(0,0)) > (R, (0,0))

onde my : (R" x R}, (0,0)) — (R,0) e 7 : (RP x RY, (0,0)) — (Rf,0) sdo as projecoes

canonicas.

Da comutatividade do diagrama (x) temos que

H(y7 /\) = (Hl(y7 )‘>7/\)

Ho (Fymy)(x,\) = (f, ) (2, A) = h(z, ) = (hi(x,\), A).

A estratégia para provar todos os resultados citados nesta se¢ao passa pelos seguintes

lemas:

Lema 3.9. f(hi(z,9(s(x)))) = Hi(0,9(s(x))).

Demonstragao. Seja (x,\) € (F,m\) ({0} x RY) arbitrario. Para este ponto (z,\) temos
F(z,\) =0, e como

F(z,A) = f(z) = M(2)A = F(z,A) = M(z)g(s(z)) — M(z)A,
com M (x) inversivel, podemos concluir que

g(s(z)) = A

Pela comutatividade de (x) segue que
Ho (F,m)(x, A) = ((f,mx) o h)(x, A) = H(F(x,A),A) = (f(ha(z, X)), A).

logo
H(0,9(s(x))) = (f(hi(z, g(s(x)))), g(s(x)))
e portanto

H(0,g(s(x))) = f(ha(x, g(s(2)))).
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Lema 3.10. Se o germe de aplicagao de (R, 0) a (RE,0) dado por
A= Hi(0,)\)
€ um germe de C"-difeomorfismo, entao o germe de aplicacao dado por
¢(2,A) = (ha(x, A), H1(0,))

€ tal que gb(Fil(O)v (07 O)) = (gmf(f), (07 0))

Demonstragao. Suponha que a aplicacao dada por A — H;(0, A) é germe de C"-difeomorfismo

e considere o germe de aplicacao
¢ : (R" x R, (0,0)) — (R™ x R¥ (0,0))
(x,\) = (hi(x,\), H1(0,\))

Nessas condicoes, note que ¢ é germe de C"-difeomorfismo.

O Lema B garante que
¢(F71(0)) C graf(f).

Por outro lado, se (z,\) € R" x RE — FF~1(0), entdo pela comutatividade do diagrama
(%) temos que
Hl(F(xa )‘)7 /\) = f(hl(xﬂ A))

com Hi(F(x,\),\) # Hy(0,\).

Isto mostra que

SR x R — F~1(0)) C (R" x Ry — graf(f)).

Portanto ¢(F~1(0), (0,0)) = (graf(f), (0,0)).

Lema 3.11. Se o germe de aplicagdo de (RY,0) em (R?,0) dado por
A— Hy (0, )\)
é um germe de um C"-difeomorfismo, entao o germe de endomorfismo de (R™,0) dado por

z = hy(z, g(s(x)))
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também € um germe de C"-difeomorfismo.

Demonstracao. O germe de aplicacao

o: (R*,0) — (R™"0)
r = hi(z,g(s(z)))

pode ser decomposto da seguinte forma:
x> (z,9(s(2))) = (h(z,9(s(2))), H1(0,9(s(2)))) = ha(x, g(s(x))).

Se o germe de aplicacao dado por A — H;(0, A) é um germe de um C"-difeomorfismo,

entao o germe de aplicagao dado por
(x,\) = (hi(x,\), H1(0,\))

que é denotado por ¢ no Lema B0, também é um germe de C"-difeomorfismo.

Como o primeiro germe da decomposi¢ao acima é o germe do grafico de (g o s) na
origem, a composi¢ao do primeiro e do segundo germe produz um germe de difeomorfismo

de classe C" para
({ (7 (=, g(s(x))), Hi(0, g(s(2))))|z € R"}, (0,0)). (%)

Note que o tltimo germe da composicao é a restricao da projecao canonica
(R" x RY, (0,0)) — (R",0)

ao germe de conjuntos ().

Pelo Lema B0 (k%) é igual a (graf(f),(0,0)). Portanto o germe de aplica¢ao o é um

germe de C"-difeomorfismo.

Lema 3.12. Sob as mesmas condicoes, se o germe de aplicagao

vu s (RY,0) = (RY,0)
A — Hl(O,)\)

¢ um germe de C"-difeomorfismo, entao f e g sao C"-A-equivalentes.

Demonstragao. Seja o(z) = hy(z,9(s(x))), que pelo Lema BII é um germe de
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C"-difeomorfismo.

Agora, pelo Lema B9
f(hi(z,g(s(x)))) = H1(0, g(s(x)))

logo, temos que

(foo)(@) = (puogos)(z) = f(z)=(pmogo(soc))(x).

Como s é um germe de C"-difeomorfismo por hipétese, concluimos que f gy

]

Assim provar que os germes f e g sao C"-A-equivalentes nos Teoremas B2, B4, B4
e B8 recai em provar que a aplicacao ¢y é um germe de C"-difeomorfismo em cada uma

dessas situacoes.

Demonstracao do Teorema B 2:

Considere o diagrama a seguir, decorrente da hipotese da trivialidade de F"

(R" x RZ, (0,0)) % (Rr x R?,(0,0)) > (R, (0,0))

hl H | 1 id (*)

(R" x RZ, (0,0)) I (R2 x RZ,(0,0)) 5 (R, (0,0))

—~

Derivando o diagrama acima com respeito a i-ésima componente \; do parametro

A= (A1,..., ), onde 1 <i < p, obtemos germes de C"~* campos de vetores

& (R" x R2,(0,0)) — (TR", £/(0,0))

tais que, pelo Teorema de Thom-Levine, satisfazem

OF
O\

=&(F) —nio (F,m)

para todo i, com 1 <1 < p.
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Como f tem posto zero, segue que

oF
Ai

(O’ O) = ni(()? 0)
para todo i, com 1 <1 < p.

Seja 0; : (R xRP,(0,0)) — (RF,0) o germe do fluxo local de 7;. Entao, podemos obter

a imagem @ (A, ..., A,) de A= (Aq,...,\,) por ¢y como a unica solu¢do da equagao

01(A1; 02(Aas 5 0p(Ap, (A, .. Ap)) - 0)) = 0. (3.1)

Derivando a equacao Bl com respeito a \; obtemos:

0
Ni(Oir1(Nis1s -5 0p(Aps o (Ar, - Ap)))) + d(6r)y - - d(%)y%@‘l’ s Ap) =0

para 1 < < p.
De fato, sejam wy+1 = @ () e w; = 6;(\;, wisq1), para 2 <7 < p.

Entao se i # j temos que

%(/\ W ) _ 89j1 a>\] i 893‘1 6wj+1 89jp6)\j I ij ijﬂ
>‘i 77l 6)\] 8)\1 awjﬂ 8/\, T 8/\] 6)\Z awjﬂ 8)\,

N 693 aij
N 8’LUJ'+1 8>\z

por outro lado, se ¢ = j temos

%(A w; ) _ 8911 3)\, 8011 0wi+1 80”, 8/\1 4 ‘gip 8w,~+1
)‘i A 8/\z 8)\Z 8wz~+1 8/\1 T 8/\1 8/\1 8wi+1 8/\z

. % 1 00; awi+1

Assim, derivando a Equacao Bl com relacao a \; temos
8&1 802 892-_1 % 4 891 80,‘4.1 80p 8g0H —0 (3 2)
8’[1)2 8?1)3 o awz 8/\2 8wi+1 8wi+2 o 8wp+1 8)\Z ) e )

00;
Note que, por propriedade de fluxo, 8;| (0} gz ¢ um difeomorfismo, portanto P “(0,0)
Wit1

nos fornece uma transformacao linear bijetora. Logo, da Equagao (B2) segue que

00; [ 00, 20, (0
Ni(Oie1(Nis - 50 (Apipu(N) - )) + ( et £ ( 89?\}1) ) =0.

Owiy1 \ Owiyz Owp 11
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Tomando A = 0 nesta igualdade temos que, como 6;(0,v) = v para todo v € R, entao
00;
Ow; 41

¢ a matriz identidade para todo 1 <7 < p, portanto

Oom .\ __OF

0,0) = m;(0)

para 1 <1i <p, onde M(x) = (my(x),...,my(z)).

Como M (0) pertence a GL(p,R) vemos que (dpy )y é inversivel e portanto ¢y é um

germe de difeomorfismo de classe C", como queriamos.
O
Ja vimos no Exemplo BZ3 que a hipdtese de posto zero no Teorema B2 ¢é essencial.

Para caracterizar o caso em que os germes de aplicacao tem posto positivo temos o

Teorema B4, que é o préoximo teorema que demonstraremos.

Para isso precisamos do seguinte Lema:

Lema 3.13. Suponha que a C'-deformagio I : (R™ x R, (0,0)) — (RP,0) dada por
F(z,\) = f(x) — M(x)\ seja C"-trivial. Entao, a C"-deformag¢ao

F: (R" x RY x My(R), (0,0, E)) — (R, 0)

dada por

F(z,\,B) = f(x) — M(x)BA
é também C"-trivial, onde M,(R) € o conjunto de todas as matrizes (p X p) de elementos

reais e E, é a matriz identidade (p X p).

Demonstra¢ao. Como F' é C"-trivial existem germes de C"-difeomorfismo h e H tais que

o seguinte diagrama comuta:

(R" x RZ,(0,0) =% (Rr x RZ,(0,0)) = (RY,0)
hl H Lid (%)
(f,mx) ™

(R" x R%, (0,0)) == (RF xR%,(0,0)) — (Rf,0)
onde 7 : (R* x R}, (0,0)) — (R},0) e 7" : (RP x RY,(0,0)) — (RY,0) sdo projegoes
canonicas.

Sejam

h: (R" x RY x M,(R),(0,0,E,)) = (R" x R x xM_,(R), (0,0, E,))



3 Critério para C"-A-equivaléncia 62

H: (RE x RY x My(R), (0,0, E,)) — (RF x R x xM,(R), (0,0, E,))

germes dados por

h(z, A\, B) = (hi(z, BA), A\, B)

H(y,\, B) = (H\(y, B\), \, B)
respectivamente, onde h(z, \) = (h(z, ), A) e H(y,\) = (H1(y,\),\). Entdo h e H sdo
germes de C"-difeomorfismos.

De fato, considere a matriz jacobiana de I em (z, A, B) dada por

Oy Oy Ohy

%(IE,)\,B) W(lﬁ A B) a—B(%)\,B)
J%(ZE,)\,B) = g—/\<l’,/\7B) %(I,/\,B) g—;(ZE,)\,B)
x
0B 0B 0B
%(I,)\,B) a(ﬂ?, )\,B) a—B(.T, )\,B)
%(m, BM) %(m, B)) %(l‘, BM\)
= 0 1 0
0 0 1

Agora, observe que

det Jh(z, \, B) = det Jh(z, B))

pois h(x, BA) = (hy(z, BA), BA). Logo, como por hipotese h é C"-difeomorfismo, temos

que para B suficientemente proximo a £, a matriz J%(x, A, B) é inversivel e, portanto, h

é germe de C"-difeomorfismo.
Para mostrar que H é um germe de C"-difeomorfismo o raciocinio é analogo.

Da comutatividade do diagrama (*) temos

fohi(z,\,B) = fohi(z, BA)
= H,(F(z, B\), B)\)
= H,(F(z,\, B), B, \).
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Logo os diagramas

(F,mx.B)

(R™ x RY x M,(R), (0,0,E,)) "2 (Re x R x M,(R), (0,0, E,))
hl H
(R™ x RY x M,(R), (0,0,E,)) "2 (Re x R x M,(R), (0,0, E,))

(Rg X RI; X MP(R)v (Oa():Ep)) —,B> (R])D\ X MP<R)7 (OvEp))
H 1 id
(Rg X Rﬁ X MP(R)v <0707Ep)) E> (RI))\ X MP<R)7 (07 Ep))
comutam, onde myp : (R™ x R} x M,(R),(0,0,E,)) — (R} x My(R),(0,E,)) e
o o (R X RY x My(R), (0,0, E,)) — (R x M,(R), (0, E,)) sdo os germes de pro-

jecoes canonicas.

Portanto F' é C"-trivial, como queriamos.

Demonstracao do Teorema B.4:

Como F(z,\) = f(z) — M(x)X é C"-trivial, pelo Lema BI3 segue que ﬁ(a:, A\ B) =

f(x) — M(z)BX também é C"-trivial. Entao, obtemos germes de C"~! campos de vetores

& 1 (R" x R x My(R), (0,0, E,)) = (TR",&(0,0, E,))
&t (R x RE x My(R), (0,0, E,)) = (TR, &;1(0,0, E,))
T (Rg X Rﬁ X Mp(R) (0,0, E )) — (TRQ,@(0,0, Ep))
i+ (R X RY x My(R), (0,0, Ep)) — (TR, 7;1,(0,0, E))

tais que
OF  ~ ~
o a)\l = £Z<F) 771 (F77T)\,B) (33)
e ~
oF ~ ~ ~
- = &u(F) —njw o (F,map) (3.4)
Obj,

para todo i, j, k, com 1 <4, j, k <p, onde bj; é a (j, k) entrada da matriz B.

Seja A = (ay,...,a,) € My(R) uma matriz arbitraria e considere o germe de
C"-deformacao
Fa: (R" x RY x My(R), (0,0, E)) = (R, 0)
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dado por
Fa(x,\,B) = f(z) — (A+ M(z)B)\.

Definimos
ni,A(y: )‘7 B) = —a; + ﬁ’t(y + A)\a )‘? B)
njk,A(?J; )\7 B) = ﬁjk(y + A)‘a /\7 B)

para todo 7,7, k, com 1 <14, j, k < p e toda matriz A = (ai,...,a,) € My(R).

Note que
o on
OFy _ OF
O Oby’

a0 (Fa,mag)(x, A\, B) = —a; + :(Fa(x, A, B) + A\, \, B) = —a; + 7;(F(z, A\, B), \, B),
Njka © (Fa,map) (@, A, B) = Tju(Faz, A, B) + AXN X, B) = 5;u(F (2, A, B), \, B),
&(Fa) = &(F),
Ein(Fa) = Gi(F).
Logo, por (B3) e (B4) temos
_OF4 OF ~

O = —a—)\i +a; = fz(F) - ﬁz‘ © (ﬁﬂTA,B) +a; = g;(FA) — 7,4 © (FA77T>\,B)

OF OF - o~ - ~
A = = g (F) — i o (Fymag) = Er(Fa) — njra o (Fa, map)
by Dby,

para todo i, 7, k, com 1 <7,7,k < p.

Integrando os germes de C"~! campos de vetores

~ 0 ~ 0

€1+a)\17"'7€p+ a)\p
L S
11 ablla"'u Dp abpp
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e
n. + i n + i
N W
- n 0 - n 0
Mi,A Oy » Tpp, A (%pp

obtemos germes de C"-difeomorfismos

hyt s (R™ x RE x M,(R), (0,0, E,)) — (R" x R x M,(R), (0,0, E,))

Hy': (]RZ x R x M,(R), (0,0, E,)) — (]RZ x RY x M,(R), (0,0, E,))
para os quais os diagramas

(Fa,m\,B)

(R" % RS x M,(R), (0,0, E,)) (RE x R} x My(R), (0,0, E,))
ha | Hy |

(R" x R} x My(R), (0,0,5,)) "2 (Rr x R x M,(R), (0,0, E,))

(B x BY x M,(R), (0.0, 5,)) =3 (B x My(R). (0, 5,))
Hpl 1 id
(Ry x RY x My(R), (0,0, Ep)) (RX x Mp(R), (0, Ep))
comutam, onde myp : (R" x RY x M,(R),(0,0,E,)) — (R} x M,(R),(0,E,)) e
g ¢ (RE X RY x My(R), (0,0, E,)) — (R} x My(R), (0, E,)) sdo os germes das pro-
jecoes canonicas.

Definimos o germe de aplicacao de classe C”

PHy * (R};\ X MP(R)a (O7Ep)) — (RZ,O)
(\, B) —  Ha, (0, B),

onde Hy4, é a primeira componente do germe H 4. Considere o germe da restri¢ao
SOHA\R’;x{B} (RS, 0) — (R§>0)

para B suficientemente proximo de E,. Para todo ¢, 7, k, com 1 < 1,7,k < p, sejam ©; 4
e Ojr.a: (RxRE (0,0)) — (RP,0) os germes do fluxo local de 7; 4 € 1% 4 respectivamente.
Entao, podemos  obter a  imagem  @g,(A1,..., Ap b1, byp) de

(A, B) = (A, ..., Aps bin, ..., byy) pOr @, como a tnica solugao da equagao integral

@1,,4()\1; PPN (—)p7A<>\p; @11,A(b11; ey @pp,A(bpp; ‘PHA<>\17 ce ,)\p,bll, . ,bpp)) .. ) =0.
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Derivando esta equacao com relacao a A; obtemos

890}1 A

ni,A(@iJrl,A(/\z‘H; cee @pp,A(bpr SDHA(/\v B)) .- -)"’D(@i,A)y ce D(@pp,A)yW

(Al,...,bpp) =0

para todo ¢, com 1 < i < p. Fazendo A = 0 e B = E, nesta igualdade obtemos

OF 4

. a()OHA _yra (
o\

O, 0,0,E,) — D(Fa)o - (§:(0,0, ,)).

(07 Ep) = _ni,A(0> 0, Ep) =

Como D(F4)o = D(f)o temos

0F,

O OF,
O\

0,0, Ep) - D(FA)O ’ (EZ(O, 0, EP)) = _5(07 0, Ep) - D(f>0 ’ (5(0, 0, Ep))
= a;+m;(0) = D(f)o - (6(0,0, E,))
para todo i, com 1 < ¢ < p, onde m;(x) é o i-ésimo vetor coluna de M. Como 5 é

independente de A e continuo com respeito a B = (b;;), esta igualdade permite provar os

seguintes lemas:

Lema 3.14. Eziste um subconjunto aberto e denso U de M,(R) tal que, para toda matriz

A € U, existe uma vizinhanga Vy de E, em M,(R) tal que o germe da restri¢ao
QDHA|R§><{B} : (Rp70) - (RZ,O)
€ um germe de um C"-difeomorfismo para todo B em V4.

Demonstracao. Temos por hipotese que

890}] A

o, (0, E,) = a; + ms(0) — D(f)o - (£:0,0, E,))

ou seja,

DSOHA((LEP) =A+ M(()) - D(f)O ’ (gl - 'gp(()?o?Ep))

Note que a aplicacao definida por
o: MyR) — M,(R)
A = Doy, (0, E,)
¢ uma translacao, pois EZ nao depende de A. Portanto ¢ é um homeomorfismo.

Agora, note que o subconjunto das matrizes inversiveis GL(p,R) C M,(R) é aberto e

denso. Portanto o (G L(p,R)) é aberto e denso.

Seja U = 0 Y(GL(p,R)) e A € U arbitrario, entao pela construgao de U temos que

Dyl|y, (0, E,) é inversivel.
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Considere agora a aplicacao dada por

det o Dop, - RY x M,(R) — R.

Como Dyy, é continua, pois 5 ¢ continua com relacdo a B € M,(R), temos que
deto Dy, também é continua. Assim, como det(Dyy, (0, E,)) # 0 existe uma vizinhanga
W de (0, E,) tal que det(Dyp,(z, B)) # 0 para todo (z,B) € W. Portanto existe uma
vizinhanca V4 de E, tal que det(Dyp,) # 0 para todo B € Vjy.

Logo, pelo Teorema da Aplicacao Inversa
SOHA‘R’;'\X{B} : (R];’()) - (R§70)
é C"-difeomorfismo local em 0 para todo B € V4. O

Lema 3.15. Para toda matriz A € M,(R) existe um conjunto aberto denso Wy de M,(R)
tal que A+ M(0)B ¢ inversivel para todo B € W 4.

Demonstragao. Seja A € M,(R) uma matriz fixa e considere a aplicacao

Oy: M,[R) —  My(R)
B~ A+M(0)B

Como A e M(0) sao matrizes fixas e M(0) &, por hipotese, inversivel temos que ® 4 é

um homeomorfismo.

Agora, como GL(p,R) é aberto e denso em M,(R) temos que ®,'(GL(p,R)) também

¢ aberto e denso em M,(R).

Seja W4 = ®,'(GL(p,R)). Entdo, pela construcio de ®, temos que para todo
B e Wy, A+ M(0)B é inversivel. O

Lema 3.16. Para toda matriz A (p x p) pertencente a U = o ' (GL(p,R)), o germe de

classe C** f e o germe de aplicacao de classe C" dado por
gap(r) = (A+M(s™(2))B) " f(s7 (x))

sao C"-A-equivalentes para todo B € VN Wy,

Demonstracao. Pelos Lemas B14 e BI3 temos que SOHA‘R’)’\X{B} : (R, 0) — (RP,0) é um
C"-difeomorfismo para todo B € V4 N Wiy,
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Logo, pelo Lema BT2 temos que os germes f e gap sao C'-A-equivalentes, como
desejado. ]

Agora tome uma matriz Ay € U N GL(p, R) fixa.
Seja Na,(z) = (ny(x),...,ny,(z)) = M(s71(x)) " Ap.

Para toda matriz B = (by,...,b,) € Va, N Wy,, definimos o germe de aplicacao de
classe C"

Gaos + (R" x RE,(0,0)) — (RF,0)
por
GAO;B(‘/E7 )‘) - (NA()('r) + B)(ng,B(x) - )‘) = (NAO (IL’) + B)ng,B(x) - (NAO (l‘) + B)>‘
Como
g(x) = M(sH(x)) (Ao + M(sH(2))B)(Ao + M(s™}(2))B) " f(s7}(2))

= M(s7H(x)) " (Ao + M(s7(2)) B)ga,,5(x)

= (NAO(:U) + B)ng,B($)
vemos que G4, p ¢ uma C"-deformacao de g.

Definimos
Gay(7,A) = g(z) — Nay ().

Como por hipotese do teorema G(z,\) = g(z) — M(s7(z))™'\ é uma deformagao
C"-trivial, pelo Lema temos que G4, também é C"-trivial. Diferenciando o diagrama
comutativo dado pela trivialidade de G4, com respeito a \;, obtemos germes de C"!
campos de vetores w; 4, : (R" xR%, (0,0)) — (TR™,w; 4,(0,0)) e 6; 4, : (R? xRY,(0,0)) —
(TRP, 0; 4,(0,0)) tais que

9Ga,
N,

= wi,Ao(GAo) - ei,Ao © (Gon 7T)\)

para todo i, com 1 <17 < p.
Fazendo 0; (a,,5)(y, \) = —bi + 0; 4,(y + BA, A) para todo i, com 1 < i < p temos

9y
O,

= Wi, a0(Gag,B) — Oi(a0,8) © (Gag,B, ) (3.5)

para todo 7, com 1 <17 < p.
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Por (B3) temos que integrando os germes de C"~! campos de vetores

0

LULAO +a—>\1,...,wp7,40 +W
P

01,(40,B

0 0
)+a_)\1""7ep,(140,3)+_

conseguimos os germes de C"-difeomorfismos

h;;B (R x RE, (0,0)) — (R™ x RE, (0,0))

Hy'y: (R x RE,(0,0)) — (R x RY, (0,0))

que realizam a C"-trivialidade para G4, p.

Desde que

8SDHAO,B
o, 0

=N

91’,(A0,B) (07 O)
G 4,
=208 (0 0) — D(Gay,5)0(wi,a,(0,0))

el
Ao,B (0,0) — D(g)o(wi,4,(0,0))

O\

i(0) + b — D(g)o(wi,4,(0,0))

para todo 7, com 1 < ¢ < p, temos que existe um subconjunto aberto denso X4, de

Va, N W4, tal que PHayp ¢ um germe de C"-difeomorfismo para todo B € X,,. Entao

pelo Lema BT3, temos:

Lema 3.17. Para toda matriz Ay € U existe uma matriz B € Va, "Wy, tal que g e ga, B

sao C"-A-equivalentes.

Assim, pelos Lemas B13 e B4, f e g sao C"-A-equivalentes.

Demonstracao do Teorema B7:

Novamente é suficiente mostrar que o germe de aplicagao

YH -

¢ um germe de C"-difeomorfismo.

(RY,0) = (Rf,0)
A — Hl(O,)\)
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Utilizando a mesma notacao que na demonstracao do Teorema B=2 vemos que podemos

obter a imagem de pg(A) de A = (A1,...,\,) por g como a unica solu¢ao da equagao

O1(A1;02(Xa; - 50, (Ao ( A1, -0 ) -..)) = 0.

Derivando a equacao acima com respeito a A; obtemos:

0 (Oip1(Nig1s -5 0 (Ao (A, .. 0)) -.)) + D(6i)y - .. D(%Mﬁ

para 1l <7 <p.
Tomando A = 0 nesta igualdade vemos que

Opn
O\

(0) = —m:(0,0)
para 1 < < p.

Da hipotese (¢) vemos que os 2p vetores

0
771<0,0>+6—)\1,...,77p(0,0)+8—/\p
[§]
o 8
N ON,

sao linearmente independentes no espago vetorial RE x RE.

Portanto os vetores
n1(0,0),...,1,(0,0)

sao linearmente independentes em RY. Logo (Dym),0) € inversivel e, consequentemente,

@y € um germe de um C"-difeomorfismo.

Exemplo 3.18. Considere os germes de aplicacoes C* de (R3,0) em (R*,0) dados por

f(z,y,2) = (z,y°z, 29, 2)

fol@,y,2) = (2,972, 00y® + y*2 + 2°2" + y72%, 2)
com a € R,
Vamos mostrar que f, é A-equivalente a f se a # 0.

Primeiramente, observe que o fecho da imagem inversa do conjunto dos pontos du-
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plos de f € uma subvariedade diferencidvel, enquanto para fy este conjunto nao € uma

subvariedade de R3. Logo f e fo nao sio A-equivalentes.

Como f;1(0) = eivo y, fo ndo é K-finitamente determinado pela caracterizagio

geométrica da determinagao finita [I3].

De fato, como f, € um germe de aplicacio real analitica, sabemos que f, €
IC-finitamente determinado se, e so se, a complexificacao de f, € KC-finitamente deter-

minada como um germe de aplica¢ao holomorfa (isto seque da Proposi¢ao 1.7 de [I3]).

Como f71(0) = eizo y C > fo temos que Y. fo N f21(0) = eizo y # {0}.

Portanto, pela caracterizagao geométrica da determinacdo finita [I3] temos que f,

nao € K-finitamente determinado.

Entao, neste caso, nao podemos esperar utilizar resultados sobre germes K-finitamente

determinados.

Agora note que

1 0 O
0 1 0
f x? y? z)= fa x? y? z
( ) (I-a)y’ -y —y°2 1 —y° ( )
0 0 0 1
Portanto a condi¢ao (a) de (iv) € satisfeita.
Considere o germe de deformagao dado por
1 0O 0 0 A
0 1 0 0 A2
Fa(l'7 Y, z, >\17 >\27 >\37 >\4) = f(x7 Y, Z) -
(1—a)y’—y’=" =2 1 —y° A3
0 0o 0 1 A4

Note que podemos escrever as derivadas parciais de F, com relacao a N\; da sequinte

forma:

oF, 0

0N 0Z
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_aFa —_g+_+i
o 0r oX " oU
__3Fa+i+i
- Ox oxX oU
OF. L, 00 9, 0
O veg oy TV %
OF, 8 9
__2
=g, tay TV T )k
OF, af o 9 ., .,0f

N =U-a)gr—(-aar+ag —vay

0F, 0
1 2.2
=(l-« yz)gx B} (&+(Y+)\2)(U+)\4))8X
Sejam
0 0 0
1 2.2 Y _ 2. Y _ __9
51,‘1 - (1 «Q Yy z )alj 52,04 Y Z@x’ 53,& 07 54,& O
e
(A (Y AU+ A2 e = —(V 292 = 2
Mo = —(& 2 4 X’ Mo = — 2 ox 8Y
__ 9 __ 9 9
773)04 - aZJ 774,(1 - aX aU
Entao, temos que
OF,
8)\ 5204( a) _ni,ao<Fa77T>
para 1= 17273747 com W(x,y,z, >\17>\27>\37>\4) - (/\17/\27/\37/\4>-
Além disso,
0,0 = —a-2 (0,0) = ——
M,a\Y, - 88X7 72,a\Y, - agvv 5 (36)
7]3,&(070) = - T]4,a<070) —~ T3~  Arr-

YA 0X oU
Pelo Teorema de Thom-Levine temos que integrando os campos de vetores de classe C*
dados por

0

ot = Mot —— (i=1,2,3,4
gz,a"_ a)\z ’ 771,04"" a)\z (Z ’ 737 )

obtemos germes de C*°-difeomorfismos

Rt (R® x R, (0,0)) — (R* x R*,(0,0))
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H': (R* x R, (0,0)) — (R* x R*,(0,0))

tais que o sequinte diagrama € comutativo:

Fo,m

(
h—l T H—l T
(

Entao a condi¢ao (b) de (ivs) € satisfeita.

Como

OH !

o e

para i=1,2,8,4, temos que os vetores 1;,(0,0) + formam uma base para o espago

tangente a H;1({0} x R*) em (0,0).

0
o\

Logo, por (Z4) temos que (H;*({0} x R*),(0,0)) € transversal a ({0} x R%,(0,0)) se
a # 0.

Dessa forma a condig¢ao (d) de (ivs,) € satisfeita para o # 0.

Demonstragcao do Teorema B8:

Queremos mostrar que

1. (is) € (lily) < (1s);
2. (Ix) © (ilao) < (flin) < (Vo) se 0 posto de f é zero.
Note que a implicacdo (iiin) = (i) € clara, e que as implicagoes (iis) = (iso),

(17i00) = (Ino) € (V) = (ico) sa0 obtidas pelos Teoremas B2, B4 e B, respectivamente.

Portanto basta mostrar (i) = (ifiao) € (feo) = (i000).
Suponhamos que existam germes de C*°-difeomorfismos s e ¢ tais que f(x) = togos(x).

Usando a expansao de Taylor de t : (R?,0) — (RP,0) podemos construir um germe

de aplicacao de classe C*°
L:(R?,0) = (GL(p,R), L(0))

tal que
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Considere as C'*°-deformacoes

F(z,\) = f(z) = LA (f(2))A

G(x,\) = g(z) — L(g(x))~"A.

Para mostrar a C*°-trivialidade da deformacao F' defimos os germes h¢(z, \) = (z, \)

e H;l(y, A) = (y — L(t71(y))A, ). De fato, note que

H;l o(f,m\)ohs(x,\) = ijl o (f,m)(x,\)
= (f(2) = L& (f (@)X, A)
= (F(z,\), ).

Analogamente definimos hy(z,\) = (z,A) e H;'(y,\) = (y — L(y)~'\, \) para os

quais o diagrama de trivialidade de G é satisfeito. De fato,

Hy'o(g,my) o hg(x, ) = Hyto (g, m)(w, )
= (g(x) = L(g(x) "'\ N)
= (G(z, ), \).

Portanto (iii,) é satisfeita.

—1
H;
o\

Agora, note que os vetores (0,0) formam uma base para o espago tangente de

H7' ({0} x RP).

Como Hy(y,\) = (y — L(t 7 (y))A, A) temos que

OH 1 B B
f _
o, (0:0) = —LO) 73+ 7+
e
aHf—l 0.0
aAl ( ) )
8H]:1 0.0
S aAp(’) _ [ —LO) E
i Op Ep
o\
0
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onde 0, representa a matriz nula (p X p).
Como a matriz L(0) é inversivel temos J também é inversivel e, portanto, os vetores

OH;! OH! o o
f f
o, (0,0),..., P, (0,0),—8)\1,...,8>\p

sao linearmente independentes. Consequentemente (Hf_l({O} x RP),0) é transversal a

({0} x R%,0).

O
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Capitulo 4

Critério para C 0_A4- equivaléncia

Dois germes de classe C*, f,g: (R™,0) — (R?,0) sao C'-A-equivalentes, ou topologi-
camente A-equivalentes, se existem germes de homeomorfismos s : (R",0) — (R",0) e

t: (RP,0) — (RP,0) para os quais f(x) =togos(x).

No capitulo anterior utilizamos algumas ferramentas que nao se aplicam a este novo
contexto. Para trabalhar com a C°-A-equivaléncia, precisaremos definir a nocao de
trivialidade de uma maneira apropriada. A linguagem que formalizara este conceito esta

baseada na teoria de estratificagoes.

4.1 Estratificacoes e Aplicacoes Estratificadas

A idéia basica da teoria de estratificacoes é decompor um conjunto em variedades
regulares, que chamamos de estratos. Parece bastante razoavel, e também natural, que
ao estratificar um subconjunto de R", o tipo topologico dos pontos ao longo de um mesmo
estrato nao se altere. Porém, isso nem sempre acontece. Para evitar este problema, H.
Whitney introduziu as chamadas condigoes de regularidade de Whitney entre os estratos
(ver |d] para maiores detalhes). Podemos pensar numa condi¢do de regularidade como
sendo um controle de como os estratos de uma estratificacao se reencontram. Nesta secao
utilizaremos uma nocao mais fraca de regularidade do que as condicoes de regularidade
de Whitney. Trabalharemos com a nocao de C-regularidade definida por K. Bekka |0.

Os resultados utilizados nesta se¢do também podem ser encontrados em |I].

Definicio 4.1. Uma CF-estratificacio de um conjunto S C R" é uma particio

S = UF_|S; satisfazendo as condigoes:

(i) Cada S; € subvariedade diferencidvel de classe C*, a qual chamamos de estrato.
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11 s estratos sao disjuntos, 1sto €, O; i =W, para todo 1,) com v + ).
ii) Os estratos sao disjuntos, isto ¢, S; N S; = todo i, j £ ]

(iii) (Condi¢do de Fronteira) Para todo par de estratos S;,S;, se S;NS; # 0 entdo
Si C S_j

Definicao 4.2. Sejam S = {S,} e T = {13} estratifica¢oes das subvariedades M C R"
e N C RP, respectivamente. Dizemos que uma aplicacao f : M — N ¢€ estratificada com

respeito a S e T quando:

(1) A aplicagao f leva estrato em estrato, nao necessariamente biunivocamente.

ii) Se S, € um estrato de S aplicado por f no estrato Ty de T entao fls, : Sa — 15 €
B o B

uma submersao.

Exemplo 4.3. Seja [ : R> — R dada por f(x,y) = xy e considere as estratificagoes de

R? e de R como sugere a figura a sequir:

x N
N

Z
%

7
7
G
G
G
G
G
G
G
G
G

(A7

%
.
_

7
%
%
%
7
7%
7%
7%
7%
7%
7%
7%
7%
7%
A
L]

AN

7
o
o
74
74
7
74
%
G

Gk

N
N
i i iy
i i lnnn:
i i lnnn:
Al

Y [ AaThnans
T
AIMIMIMIMMMY

17
Z
P
|
|

Neste caso, a aplicacao [ € estratificada.

De fato, f satisfaz a condigao (i) da Defini¢ao J-3 pois

Se (xz,y) = (0,0) entao f(0,0) =0;

o Se (z,y) pertence a algum dos eizos em R? entao f(x,y) = 0;

o Se (x,y) € R? tal que x e y possuem o mesmo sinal, entdo f(x,y) = zy > 0;
o Se (z,y) € R? tal que x ey possuem sinais opostos, entio f(x,y) = zy < 0.

Além disso, [ claramente satisfaz a condigao (i1) da Defini¢ao -3 pois é uma aplica¢ao

sobrejetora.

Sejam X e Y subvariedades de R™ e seja f : R” — RP uma aplicacao de classe C*.

Suponha que as restrigoes f|x : X — RP e f|y : Y — RP tenham posto constante. Entéo,
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dizemos que X é Thom-reqular sobre Y com relagao a f em x € X, ou satisfaz a condig¢ao
ay de Thom para a tripla (X, Y, z), se dada uma sequéncia de pontos y; € Y convergindo

para x tal que a sequéncia dos planos Ker(df|r, y) converge para algum plano 7, temos
Ker(df|r,x) C T.

Dizemos que o par (X, Y) satisfaz a condi¢ao ay de Thom se para todo z € X a tripla

(X, Y, x) satisfaz a condigao ay de Thom.

Definicao 4.4. Dizemos que f : R" — RP satisfaz a condi¢ao ay de Thom, ou é Thom-
regular, quando f € estratificada e todo par de estratos (X,Y) satisfaz a condi¢do ay de
Thom.

Defini¢ao 4.5. Uma estratificacao S = {S,} de uma variedade M é uma estratificagao
C-regular ou uma estratificacao de Bekka se, para cada estrato S, existe uma vizinhanca
aberta U, C M de S, e uma fun¢ao ps : Uy — R, com po(x) > 0 para todo x € U,, tais

que

(i) p5'(0) = Sa;

(ii) po € uma aplicag¢ao de Thom, considerando a estratificacao de U, dada pela restri¢ao

de S a U, e a estratificagcao de Ry dada pelos estratos {0} e R*.
Observagao 4.6. Considere S = {S,} e T = {13} estratificagoes C-regqulares das varie-

dades M e N, respectivamente. A C-reqularidade apresenta as sequintes propriedades:

1. A condi¢ao de C-regularidade € invariante por difeomorfismo;

2. A C-reqularidade de uma estratificagcao implica na trivialidade topoldgica ao longo

dos estratos (por integrag¢ao de compos de vetores);
3. SNT ={SaNTs} € uma estratificacao C-regular para M N N;
4. SUT ={S,UTs} é uma estratifica¢ao C-regular para M U N;

5. S X T ={Sa x T} € uma estratificacao C-regqular para M x N.

Um fato bastante importante é que todo conjunto semialgébrico admite uma
estratificacao C-regular, onde as funcgoes controle sao as fungoes distancia aos estratos
(na verdade isso vale para uma categoria mais geral, a categoria dos conjuntos subanaliti-
cos [@]). Além disso, seguindo ainda [0], uma estratificacao C-regular admite a estrutura
de Thom-Mather, o que nos permite enunciar o Segundo Lema de Isotopia de Thom como

a seguir.
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Teorema 4.7. (Sequndo Lema de Isotopia de Thom [A]) Sejam M e N wvariedades, com
S = {S.} e T = {13} estratificagoes C-regqulares de M, N respectivamente, e seja
f M — N uma aplicagao propria de Thom. Seja g : N — P uma submersao estratificada
propria. Entao f € localmente topologicamente trivial sobre P. Isto €, para todo ponto
p € P eriste uma vizinhanca V' de p, tal que para todo g €V, f: (9o f) "' (q) — f(q)
e f:(gof)t(p) — f1(p) sdo C°-A-equivalentes, por homeomorfismos que preservam

estratificacoes.

4.2 C°- A-equivaléncia de germes de aplicacoes
IC-equivalentes

Esta se¢ao é baseada no artigo |ID| de Nishimura e, como no capitulo anterior, nosso
interesse ¢ caracterizar a C%-A-equivaléncia de germes estéveis dentro de uma mesma
IC-orbita. Nosso objetivo neste capitulo é menos pretensioso do que no capitulo ante-
rior pois queremos meramente ilustrar o que ocorre no caso topologico. Acreditamos que
detalhar todas as defini¢coes, comentarios e resultados descritos neste capitulo fornece-
ria material suficiente para outra dissertacao. No entanto, nos permitiremos expor tais
resultados aqui por dois motivos: eles sao anélogos aos resultados do Capitulo 3 e, em-
bora os argumentos usados para o caso topologico sejam por vezes distintos do caso C”
(1 <r < 00), as idéias usadas nas provas sdo em esséncia as mesmas que as do Capitulo

3. Assim, as provas dos resultados contidos nesta se¢ao serao omitidas.

Uma diferenca crucial no caso topologico pode ser detectada deste o inicio: uma
maneira conveniente de definir a trivialidade topologica, a qual chamaremos neste texto
de Thom-trivialidade.

Definicao 4.8. Dizemos que uma deformagio F : (R"xR* (0,0)) — (R?,0) de um germe
de aplicagao de classe C** f: (R™,0) — (RP,0) é Thom-trivial se existem estratifica¢oes
C-regulares S de R x RE, T de RP x R* ¢ {R*} de R*, tais que as sequintes condigdes

sejam satisfeitas:
(i) O germe (F,m): (R™ x R* (0,0)) — (R? x R* (0,0)) ¢ o germe de uma aplicagio de
Thom com respeito a S e T.

(ii) O germe 7' : (R? x R¥ (0,0)) — (R*,0) € um germe de aplicacdo estratificada com
respeito a T e {R*}.
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onde 7 : (R™ x R¥ (0,0)) — (R*,0) e ' : (R? x R* (0,0)) — (R*,0) sdo as projecoes

canodnicas.

Se F : (R" x R* (0,0)) — (R?,0) ¢ uma deformagdo Thom-trivial do germe
f:(R™0) — (RP,0) entao podemos aplicar o Segundo Lema de Isotopia de Thom e entao
existem germes de homeomorfismos que preservam estratificacoes h : (R® x R¥ (0,0)) —
(R™ x R¥,(0,0)) e H : (R? x R* (0,0)) — (R? x R* (0,0)) tais que o seguinte diagrama

comuta:

—~

(R™ x R¥,(0,0)) % (R x R¥,(0,0)) 5 (R,0)

h | H ] id | (%)
(R" x R¥,(0,0)) Y (RP x R, (0,0)) =5 (R*,0)

onde 7 : (R" x R¥, (0,0)) — (R*,0) e 7' : (R? x R* (0,0)) — (R* 0) sdo as projecoes

canonicas.

A seguir, enunciaremos algumas condi¢oes que serao usadas na construcao dos prin-

cipais resultados deste capitulo.

Considere f,g : (R",0) — (RP,0) dois germes de aplicagoes de classe C*,
s: (R™0) — (R",0) um germe de C*-difeomorfismo e M : (R",0) — (GL(p,R), M(0))

um germe de aplicagao de classe C*. Definimos as condigoes a seguir:

(a) f(z) = M(z)g(s(x));

(b) O germe de classe C* F : (R"xRP, (0,0)) — (RP,0) dado por F(z,\) = f(z)—M(x)\

¢ uma deformacao Thom-trivial de f;
(c) O germe de classe C* G : (R™ x R?,(0,0)) — (RP,0) dado por G(z,\) = g(z) —
M(s7!(x))"'A é uma deformagao Thom-trivial de g.

Consideremos também as seguintes condi¢oes sobre f e g:

(i) O germes f e g sdo C°-A-equivalentes;
(ii) Existe um germe de C*°-difeomorfismo s : (R",0) — (R™,0) e um germe de aplicacao

de classe C>* M : (R",0) — (GL(p,R), M(0)) de modo que (a) e (b) sao satisfeitas.

(iii) Existe um germe de C*-difeomorfismo s : (R™,0) — (R",0) e um germe de aplicacao
de classe C>* M : (R™,0) — (GL(p,R), M(0) de modo que as condigoes (a), (b) e

(c) sao satisfeitas.
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Vejamos primeiramente o caso em que f e g tém posto zero.

Teorema 4.9. Sejam f,g: (R",0) — (RP,0) germes C> com posto 0. Entao a condi¢ao

(13) implica na condigao (7).

Aqui novamente podemos notar que a condi¢ao de posto 0 é essencial. Basta considerar
o mesmo exemplo do capitulo anterior, o Exemplo B33, Para o caso em que f e g possuem

posto positivo temos o seguinte resultado.

Teorema 4.10. A condigao (iii) implica na condigao ().

A seguir, veremos como obter, a partir do Teorema E-I0, uma versao topoldgica do

resultado de Mather (o Teorema P61).

Uma defini¢ao usual de estabilidade topologica é a nocao de MT-estabilidade, onde
as letras MT designam Mather e Thom, respectivamente. Um germe de classe C'*
f:(R"0) — (RP,0) é MT-estdvel se sua extensao multi-jato é transversal a estratifi-
cagao canodnica de Thom-Mather do espago de jatos. Como consequéncia, todo germe de
deformacao C* de f é Thom-trivial (ver [d], [ITO]).

Do comentario acima temos que o resultado a seguir segue como consequéncia do

Teorema BIT.

Teorema 4.11. (Fukuda f3]) Sejam f,g : (R",0) — (RP,0) germes de aplicagoes C*

MT -estdveis. Se f e g sao K-equivalentes entao f e g sao C°-A-equivalentes.

Note que o Teorema ET1 corresponde a uma versao topolégica do Teorema 261 de
Mather.

As demonstragoes dos Teoremas B9 e B10 sao baseadas na estratégia que apresenta-

mos a seguir.

Estratégia.

Em suma, a estratégia é a mesma utilizada no Capitulo 3.

Suponha que o germe de deformacio F : (R™ x RF (0,0)) — (RP?,0) de
f:(R™,0) — (RP,0) dado por F(xz,\) = f(z) — M(x)\ seja Thom-trivial. Entdo, pelo
Segundo Lema de Isotopia de Thom existem germes de homeomorfismos
h : (R® x R¥ (0,0)) — (R" x R* (0,0)) e H : (R? x R¥ (0,0)) — (R? x R¥ (0,0))

tais que o diagrama (*) comuta, conforme vimos anteriormente.
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Podemos considerar h(z, ) = (hi(z,\),\) e H(y,\) = (Hi(y, \), \).

Lema 4.12. f(hi(z, g(s(2)))) = H1(0, g(s(2))).

Lema 4.13. Se o germe de aplicagao ¢y : (R,0) — (RP,0) dado por u(\) = Hi(0,A)

€ um homeomorfismo, entao o germe de aplica¢ao

o: (R" xR} (0,0)) — (Rz x RY, (0,0))
(x,\) = (hy(x, \), H1 (0, \))

aplica o conjunto (F~1(0),(0,0)) em (Graf f(0,0),(0,0)).

Lema 4.14. Se o germe de aplicagio ¢y : (R,0) — (RP,0) dado por u(\) = Hy(0,\)

¢ um homeomorfismo, entao o germe de endomorfismo

¢: (R",0) — (R™,0)
= Iz, g(s(x)))

também € um homeomorfismo.

As demonstracoes dos Lemas B12, BT3 e BT14 sao andlogas as demonstragoes dos

Lemas B9, B10, BT, respectivamente.

O passo seguinte é, a grosso modo, mostrar que o germe de aplicacio pg : (RY,0) —
(RP,0) dado por py(\) = H(0,A) é um homeomorfismo. Isso acarretara na prova dos
Teoremas B9 e ET0. Neste ponto os argumentos baseiam-se na construgao de apropriadas
estratificagoes C-regulares; na definicao de campos de vetores controlados e de outras apli-
cagoes convenientes. Também sao utilizadas algumas ferramentas topologicas como, por
exemplo, o Teorema da Invariancia do Dominio. Isto é feito com detalhes por Nishimura
em [IT|.
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