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Resumo.

Com o avangco dos métodos matemadticos e cientificos, através dos séculos,
principalmente no que concerne ao calculo diferencial, surgiu a notagdo de
derivadas com indices fracionarios, estudadas por Leibniz e posteriormente por
outros destacados cientistas. O chamado calculo fracionario é utilizado na atualidade
para estudar fenébmenos de difusdo entre outros. NOs estendemos esses indices,
para indices matriciais e desenvolvemos um formalismo capaz de operar essas
derivadas, assim como outros operadores, fun¢des e funcionais da fisica
matematica, originalmente bem definidos para indices naturais. Neste trabalho
apenas consideramos matrizes hermitianas e anti-hermitianas 2x2. Essas matrizes
estdo associadas, as conhecidas matrizes de Pauli e também aos quaternions de
Hamilton. Aplicagdes as funcdes de fisica matematica sao desenvolvidas.

Palavras chaves: indices matriciais, fungdes, funcionais e operadores



Abstract.

With the advance of mathematical methods throughout the centuries, in particular
with respect to the differential calculus, the notion of fractional derivative emerged
with Leibniz and later developed by several well known scientists. Today that
formalism is well used in the study of diffusion phenomena among other areas. We
extend the fractional indices to matricial indices and develop a formalism to handle
this generalized derivative, as well as other operators, functions and functionals in
mathematical physics, originally defined for natural indices. Here we only consider
2x2 hermitian and anti-hermitian matrices. These matrices are associated to the well
known Pauli matrices and Hamilton’s quaternions. Applications with mathematical
physics functions are presented.

Keywords: matrix indices, functions, functionals and operators



SUMARIO

1 INTRODUGAO. . . . ot oot e 8

2 FORMALISMO PARA MATRIZES HERMITIANAS 2X2........... 10

3 APLICACOES DO FORMALISMO A FiSICA MATEMATICA . ...... 19

4 CONCLUSOES. . ... . e e, 21

APENDICE . . .. oo, 22

REFERENCIAS. . . . .ot e 27



1. INTRODUCAO

As funcoes especias da fisica matematica sempre foi tema de grande interesse para
os matematicos e fisicos, por exemplo com a formulacdo da equagcdo da corda
vibrante, onde aparecem as funcdes e polindmios ortogonais tema de interesse
deste projeto de TCC. Devido a grande importancia dessas fungdes e polindbmios
nas mais diversas areas da fisica, tais como: mecanica quantica, eletromagnetismo,
conducado de calor e gravitacdo € dedicado a elas uma atengdo muito especial.
Mencionamos entre outros: os polindmios de Legendre, que aparecem nos
problemas de mecanica quantica (solucdo do atomo de hidrogénio),
eletromagnetismo (equacdo de Laplace e Poisson com simetria esférica) e
gravitagdo (potencial para problemas de simetria esférica), os polinémios de Hermite
que sao solucdes da equacao para o oscilador harmdnico quantico, as funcdes de
Bessel no eletromagnetismo (equagéao de Laplace e Poisson com simetria cilindrica,
Os polinbmios de Laguerre (solucdo radial da equacao de Schroedinger para o
atomo de hidrogénio). E nesse projeto de TCC especificamente faremos uma analise
com indices matriciais, sendo esses indices matrizes hermitianas ou anti-hermitianas
do tipo 2x2, o que até agora nao foi encontrado em nenhuma literatura especializada
no assunto, fazendo com que o assunto seja algo novo no campo da fisica
matematica, uma vez que até entdo sé € conhecida a forma desses polinbmios e
funcdes com indices naturais incluindo o zero. A idéia de se usar indices diferentes
do numeros naturais, surgiu com o calculo fracionario com Gottfried Von Leibniz e
I'Hopital, os que propuseram a idéia de derivadas fracionarias, generalizando as
conhecidas[1,2] derivadas ordinarias. O calculo fracionario foi inicialmente aplicado a
fendbmenos de difusdo, movimento browniano e outros fenémenos modelados pelas
equacoes de Fokker-Planck e Langevin [2], a idéia do calculo fracionario é tao antiga
quanto o célculo convencional remontando ao ano de 1695, mas somente depois de
3 séculos percebeu-se a sua aplicagao na fisica como acima mencionado.

Historia: Trataremos agora do contexto histérico matematico do célculo
fracionario,base para a realizagao deste projeto de TCC [1, 2], tudo se inicia quando
L’Hépital escreve a Leibniz no ano de 1695 perguntando ao cientista sobre a

seguinte notacao :T:’ e Leibniz sendo indagado a respeito da possibilidade deste

indice n ter um valor fracionario responde: "Aparentemente um paradoxo do qual um
dia muitas coisas trardao”. Muitas mentes brilhantes trataram do célculo fracionario,
entre elas: Euler, Fourier, Laplace entre outros, cada um criando sua prépria
metodologia e notagdo. As mais famosas notagdes que tem sido empregadas sao a
de Riemann-Liouville e de Caputo, embora existam outras, que sao apenas
variagoes dessas 2 notacoes.



A maioria das teorias matematicas para o calculo fracionario foi desenvolvida no
século XX. Para o entendimento do calculo fracionario deve-se entender o uso das
fungdes beta, gama e transformada de Laplace.

Objetivos: Exibir as equagdes com o formalismo matematico apropriado, e assim

mostrar o formalismo em ag¢do quando tratando aos polinémios, fungdes e afins com
indices matriciais.

7

O objetivo € mostrar que polinbmios, fungdes e afins com indices n, podem ser
definidos, com esses indices matriciais, considerando apenas neste trabalho as
matrizes hermitianas e anti-hermitianas de 2x2.
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2 FORMALISMO PARA MATRIZES HERMITIANAS 2X2

Muitas fungdes, funcionais e operadores, bem definidos para argumentos ou indices
inteiros e em alguns casos reais ou complexos y: Por exemplo uma fungao F(y),
sendo y uma variavel continua,como por exemplo as funcées gama e delta de Dirac;

[ee)

I'(y) = f et tY~1dt Funcdo gama (D
0

1+
s(y) = %f e™) dx Fungdo Delta de Dirac  (2)

Operadores diferenciais e integrais como definidos nas equagdes (25,26) do
Apéndice; ou y=n um indice discreto por exemplo, a representagao integral dos
polindbmios de Legendre [3], como referéncia para as diversas fungdes especiais da
fisica matematica, citadas.

1 (zZ2 - 1" o
B,(x) = i § =)L dz Representacdo integral de Legendre  (3)

Também como exemplo, temos a representacado de Cauchy para a derivada, de
funcdes analiticas

d*f(z) n! dwf (w)

I = o W Representagdo da derivada (4)

Queremos estender a variavel y e o indice n de real, complexo ou natural para
matrizes .Reparamos que nessas expressdes,a variavel y e o indice n aparecem
como poténcias de expressdes dadas, na forma (G(z))” ou (G(z))". Uma poténcia
pode ser sempre colocada na forma exponencial a” = e¥'"¢,

Apresentamos um exemplo simples (2x2) : calcular ez, onde g,, ¢ uma das
matrizes de Pauli, dada por:

o=(y °) )

Podemos expandir a exponencial em uma série de Taylor:
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Resultando em

=0 1) ©

Nosso objetivo € desenvolver um formalismo operacional para encontrar expressoes
bem definidas e assim generalizar os exemplos apresentados anteriormente para
indices ou variaveis matricias.

d?f(2)

dzA ’
e operadores sendo A uma matriz. Do simples exemplo com a matriz de Pauli,
inferimos que a generalizagdo para uma fungédo passa por uma expansao de Taylor
(ou Laurent), mas seria muito contraprodutivo fazer essa expansdes caso a caso, ou
seja, um formalismo operacional é necessario.

Ou seja, queremos definir I'(4), 5(A), P4(2) e

entre outras fungdes, funcionais

Para matrizes gerais [4-9] a generalizagdo é bem definida sendo que para uma
matriz arbitraria B ; com auto-valores associados {b}, e a matriz associada S
(autovetores), a representacdo de Jordan (quase diagonal) existe, e € dada por [6]:

J=S"1BS, (7)
ou equivalentemente
B=S]s7! e Br=gjnst

Para uma dada funcao F(z), z escalar, que seja expansivel (Taylor ou Laurent) a
funcéo pode ser generalizada para z=B:

dk
F(B) = SF()S™* = Z M(i, k) (EF(Z)> )
ik z=b

=bi

Onde M séao coeficientes matriciais, e a funcéo e suas derivadas sao avaliadas nos
auto-valores (escalares)

Porém o método que garante uma solucdo bem definida, ndo é operacional, no
senso que achar os coeficientes matriciais, os auto-valores e auto-vetores, € um
célculo que deve ser feito, caso a caso.

Nossa proposta € gerar um método operacional de facil aplicacdo e para isso
consideramos no momento matrizes de 2x2 hermitianas (expansiveis na base das
matrizes de Pauli e a matriz unidade), e similarmente as 2x2 anti-hermitianas,
relacionadas com os quaternions de Hamilton. Ambos conjuntos de matrizes formam
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um corpo ndao comutativo, ou seja a algebra associadas a elas, permite manipular
multiplicacdes e inversos com grande facilidade.

Adiantamos-nos ao nossos resultados e apresentamos, por razdes ilustrativas como
sdo as fungdes acima mencionadas, quando aplicadas a indices ou variaveis
matriciais.

Seja a matriz

4=(n )

Sendo n e m, 2 ambos inteiros ou semi-inteiros positivos, com n>m

Nossos resultados, fornecerdao a expressao

Fn+m) 1 1y, Fn-m) 1 —q
Fl) == (1 1)+ 2 (—1 1)
ou
1/ Fn+m)+F(n—-m) F(n+m)—F(n—m)
F(A)_§<F(n+m)—F(n—m) F(n+m)+F(n—m)>

Entao para o polinbmio de Legendre com indice matricial A, temos

— 1 Pn+m(Z) + Pn—m(Z) Pn+m(Z) - Pn—m(z)
PO =3 (BTG )+ )

sendo os polinbmios de Legendre com indices n+m e n-m naturais, bem definidos

Para a derivada de Cauchy de ordem matricial A, temos

d™mMf(z) d"f(z) dVf(z) d"T(2)

dAf(Z) _ l dzntm dzn—m dzntm dzn—m
dz4 — 2\d™Mf(z) d""f(z) d""f(z) d"Tf(2)
dzntm  ggn-m dzn+m dzn-m

Novamente as derivadas no lado direito da expressao estdo bem definidas para os
indices naturais n+m e n-m
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. X ,
Para a fungdo Delta de Dirac, consideramos a matriz A = ( y), sendo x e y reais,

y X
temos

S(x+y)+d8(x—y) 8(x+y)—6(x—y)>

1
5(4) 25(5(x+y) —8(x—y) Sx+y)+5(x—y)

Similarmente para a funcdo gama

Fx+y)+T(x—y) Tlx+y) -T(x —y)>

1
r) = E(r(x +Y) =Tl =y) T+ +Tx~-y)

em ambas as fungdes delta e gama, as variaveis x e y podem ser estendidas ao
plano complexo nas regides onde as fungdes sejam bem definidas nas variaveis x+y
e X-y

Matrizes de Pauli

As matrizes de Pauli [4,5], é a representagdo do operador quéntico de spin para
uma particula de spin G) e compdem um grupo de grande utilidade dentro da fisica
matematica que é o conhecido SU(2) (grupo especial unitario de matrizes 2x2).

Essas matrizes estao definidas no que é conhecido como espacgo de Hilbert, e essas
matrizes formam a base, do espaco de observaveis. A base é descrita na seguinte
forma:

(H' 01,02, 03) (9)

Sendo I é a matriz identidade e os o, as matrizes de Pauli abaixo definidas.

Também essas matrizes estao relacionadas aos quatérnions de Hamilton, e através
de uma simples rotacdo da base anteriormente apresentada temos a base
quaternibnica

(I[l _io-ll_iO-ZI _i0-3 ) (10)



Estudo das matrizes de Pauli

As matrizes de Pauli sdo definidas na representagao vetorial, por

sendo
o= ;) a2
a matriz de Pauli na direc¢ao x,
o=0"073) a3

a matriz de Pauli na direcéao v,

a matriz de Pauli na direcao .
Algumas propriedades especiais dessas matrizes:
A) O comutador delas satisfaz

l0:,05] = 2ig00  (15)

Onde ¢;j, representa o simbolo de Levi-Civita e tem as seguintes propriedades [3]:

(1D

14
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e = +1 se (i,7,k) 6 (1,2,3),(2,3,1) ou (3,1,2)
~1 se (i,j,k) 6 (3,2,1),(1,3,2) ou (2,1,3) (16)

Osei=jouj=kouk=i

B)
a,?=a§=azz=((1) (1))=I 17)
det(g;) =—1 (18)
Tr(o;) =0 (19)
C)

(@.6).(b.6) =d.b+id.(@xb) (20)

e(0n9) = cosh + iidsing  (21)

Toda matriz hermitiana [5,6] pode ser expandida em termos das matrizes de Pauli

a;; app
A= (

a1 azz) = ay + a10x + a,0, + azo, (22)

onde os coeficientes da matriz, correspondem ao escalar a, e o vetor a, através da
identidade

a, +a a, +a,i
A:(O 3 4 2

a4y — ayi ao_a3>=ao+a.a (23)

Definimos também o médulo, é o versor associados a parte vetorial de A, e os auto-
valores de A, respectivamente dados por
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Consideremos variavel escalar z, elevado a poténcia matricial A.

7A = gAlnz _ o(ao+dd)n z (25)

Colocando a.o = iao(—ia), e definindo 8 = —ia, e com 7 = &, temos, considerando
a féormula de Euler - De Moivre, ver equacéao (19)

e% = cos(9) + ifiG sin(6), (26)

ou na sua forma exponencial

obtemos finalmente

sendo o lado direito, bem definido para indices escalares.

Definimos as funcdes C4(z) € S,(2)

Za+ + Za_ Za+ _ Za_

Cal2) = Sa(2) =

Estas fungdes C e S, satisfazem as seguintes relacoes:
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Ca(z127) = C4(21)Cy(22) + S4(21)Sa(z2) (29)

Sa(2122) = S4(21)C4(22) + C4(21)S4(22) (30)

lembrando as fungbes hiperbdlicas, que nos permitem uma representacao
generalizada de De Moivre (hiperbdlica)

z4 =Cy(2) + acS,(z)  (31)

Outra forma equivalente €

z4 = z%P (@) +z%-P_(@), (32)

sendo os operadores de projecdo P, e P_, os coeficientes matriciais na
representacao de Jordan (eq. 8, sendo os auto-valores de multiplicidade simples, ou
seja nao aparecem as derivadas da fungdo na expansao de Jordan)

Esses operadores de projecao sao dados por

que satisfazem as relagdes PZ(a) =P.(@ e Pi(@)P-(a) =P (@)P.(a)=0,
(utilizando as propriedades das matrizes de Pauli).

Alguns exemplos ja foram apresentados na introducéo, ilustrando este meétodo.

Para uma funcdo F(z) que é expansivel em Laurent, temos entdo a O6bvia
generalizagao

F(a,) +F(a-) 4 agF(a+) —F(a)

F) = 2 2

F(A) = C4(F) + a.6S,(F)
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Suponhamos uma fungao ou funcional composta F(z)=G(z)H(z), entdo generalizando
para z=A matricial, entdo a operacdo estd bem definida, se cumprir a seguinte
identidade.

F(A) = C,(GH) + a.6S,(GH) = G(A)H(A) (33)

G(A)H(A) = (C4(G) + a.3S4(G))(C4(H) + a.6S4(H))

Expandindo a ultima equacdo e utilizando a identidade (equacao (20)), temos,
comparando termo a termo com a equacéo (33)

G(AH(A) =a+a.op
a = Cy(G)Cy(H) + S,(G)S,(H) = C4(GH)
B = C4(G)S4(H) + S4(G)C4(H) = S4(GH)

que correspondem exatamente as identidades generalizadas de De Moivre
(equacgbes (29) e (30))

Para fungdes ou funcionais com variaveis escalares do tipo F(zy,z,) = G(z,)H(z,), a
generalizagédo para variaveis matriciais F(A,B) = G(A)H(B), é imediata provido que
as matrizes A e B sejam “paralelas” b = Ad. Este resultado é uma aplicacao direta

das identidades de De Moivre (equagbes (20) e (30)), com a restricdo by = by +
|2]a,

e da identidade (equagéo (20)), que para vetores “paralelos”, é (d.4).(b.3) = d.b,
gerando assim uma algebra comutativa no sub-conjunto de matrizes “paralelas”.

Para as matrizes anti-hermitianas sao validas as mesmas relagdes apresentadas
acima, com as seguintes modificagoes.

A:ao‘l'lao_:

ay =agtia



3 APLICACOES DO FORMALISMO A FiSICA MATEMATICA

Expressdes particulares para o caso hermitiano

a;

Jaz + a?

a, =0 - cosO = ,Sinf =

as
Ja? + a3
1 + cos@ +sinf )

1
P.(6) = E( +sinf@ 1 F cosO

o= - - 9 on
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Consideremos F,(z) uma funcao especial de variavel complexa z e com n natural

(Laguerre, Hermite, Legendre, Bessel, Tchebychev, etc...).

As seguintes relacdes sao validas, a partir das definicoes (equacdes (34))

D,Fy(2) 0) dF,(2) 35)

BR@=("0" pp)  DR@=—%
Com a nova definicao
Q, =n+23, (36)

temos

Agora consideremos as relacdes triangulares recurssivas (ver Apéndice)

dFE,(2)
dz

= Ry1(z,n)Fy11(2) + Ri2(z,n)Fy_4
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F,(2) = Ry1(2,n)Fy41(2) + Ryp(z,n)F, 4

e definindo

_ (R11(z,n) Ryz(z,n)
Rem =0 koG

As relagdes de recurssao, entdo podem ser compactadas na forma
DsF,(2) = R(z,n)Fq_(2)

Outra interessante aplicacao para o formalismo desenvolvido neste trabalho refere-
se a equacao de Volterra [3]

X
o) = 1) + | K@, 0p(0de
a
Que pode ser reescrita usando a notacao matricial, da seguinte forma.

9(x) = (f(),)Df (K(x, tt)w(t))

Sendo 8 =0,
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4 CONCLUSOES

Com o método desenvolvido foi possivel generalizar algumas fungdes,
funcionais e operadores da fisica matematica. Usualmente esses
objetos matematicos dependem de varidveis complexas e de indices
naturais. Nossa generalizagdo através de um meétodo operacional para
matrizes de 2x2, permite definir esses objetos matematicos para
variaveis e ou indices. llustramos nosso método com exemplos da fisica
matematica. Apresentamos duas aplicagdes: Na primeira compactamos
as relacdes recursivas da maioria (de um indice), das fungdes especiais
da fisica matematica, e a segunda é também uma compactacao desta
vez para a equagao integral de Volterra.

Trabalhos futuros considerarao variaveis de integragcdo matriciais, outras
dimensdes matriciais e mais aplicacdes na fisica matematica.



APENDICE
Formulas para fungbes especiais

1-Funcéao gama:

rt+1) = f e"rtdr=1t! (1)
0

2-Funcéao delta de Dirac:

5(A) = f+ooe(ix“‘)dx (2)

3-Polinbmios de Legendre:

Representacao de Rodrigues:

n

e & D" B3)

Pn(x) =

Representacao de Schiafli

1 (zZ2 - 1"
20+ | (7 — x)n*l

B, (x) = dz (4)

Relagdes de recorréncia:
(n+ P (x) — 2n+ DxB,(x) + nP,_1(x) =0

Plyi(x) =P hi(x) —2n+ 1B, (x) =0

4-Polindbmios de Hermite:

Representacao de Rodrigues:

2 dn 2
Ho () = (=1Me* == (™) (6)

)
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Representacao de Schlafli:

n!
H,(x) = ﬁjg t et 2t gy (7)

Relagbes de recorréncia:
Hypyq(x) + 2xHy(x) + 2nH,_1(x) =0 (8)

H',(x) = 2nH,_4(x)

5-Polinémios de Laguerre:

Representacao de Rodrigues:

n

L) = "o (e ™) (9)

Representagao de Schlafli:

—XZ

1 e(-2)
1) = 7§ gy dz (10

Relagbes de recorréncia:
M+ DLpsy1(x) = 2n+1—x)Lp(x) —nly_1(x) =0

xL'p (%) = nLly(x) —nly_ (%)
6-Polinbmios de Chebyshev I:
Representacao de Rodrigues:

(—1)™r(1 — x?)z dn
w9 =

Tn(x) =

(-2 (12)

(1)

23
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Representacao de Schlafli:

n! (=" 1- tz)n
T, = T
(X) o (n B %) ! (t _ x)n+1

dt  (13)

Relagdes de recorréncia:
T () + 2xT(x) + Ty (x) = 0 (14)

(1 = %) T (x) = nTpy1(x) + 21Ty (x)
7-Polinbmios de Chebyshev |l

Representacao de Rodrigues:

(—D"(n+ D d”

S [(-x®)™ (15)
2n+1 (n + é) (1 —x?)2 dx

Un(x) =

Representacao de Schlafli:

U, (x) = n(=D"n+1) [ (1-t?)"
n 121'[% (n + %) | 2n+1 (t — x)n+1

(16)

Relagdes de recorréncia:

Upt1(x) + 2xUp (x) + Up_1(x) = 0 (17)

(1 = x®)Up(x) = nUpsq(x) + 2n + DUp_1(x)

8-Funcgbes de Bessel:

Representagéo integral:



25

1 B

n(x =ﬁ tant (18)

Podemos generalizar, colocando a representacdo de Hankel

1 e e

H, " () = — fo —rrdt (19)
X (t_l)

H(Z)(x) = ifo e(Z)—tdt (20)

v i ooe—iT v+l

Tendo isso, podemos escrever as funcdes de Bessel e Neumann em
funcao das funcdes de Hankel

1o = 3[HP @ + 1P )] @

M) = 2 1@ + HP W] @2)

Relacbes de recorréncia: Representamos por Y tanto as funcdes de
Bessel, Neumann ou Hankel, sendo que todas elas satisfazem as
mesmas relagdes de recorréncia,

2
Vora () + Yo () = V(1) (23)
Vo1 (x) + Yppq(x) = 2", (%) (24)

9-Operadores diferenciais e integrais:
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b =L by =kos = [ f@a b= kp =1 =

K2f = f “KrUp (e de

Kf = f thlf(t)dt = (tK f (D)5 — f xtDt K@) = f xf () (x — t)dt

X x x — ?
K;f:fal(tzf(t)dt: (thZf(t))i—fa tD KZf(t) =fa F(® . 2!t) at

1 X
K = o5 f -t (25)

Entao

f@®)

- 1 x
DJCcIf =quf: F(_Q).L (x_t)q+1

dt q#12,... (26)

1 . ’ . . . ~ .
O termo oot antecipa possiveis singularidades, entdo consideramos para g>0

um n natural que satisfaca a relacdo 0<n-g<1, a assim podemos definir uma
derivada ‘q’ como uma derivada natural ‘n’ seguida de uma integral fracionaria ‘n-q’
ou o inverso uma integral fracionaria ‘n-q’ seguida de uma derivada natural ‘'n’,
dando origem as duas definicées na literatura [8].

Dlf = DPK,™? Riemann — Liouville

Dlf =K, DI Caputo
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