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RESUMO

Uma substituição é uma aplicação de um conjunto A (alfabeto) no conjunto das palavras
finitas de A. A cada substituição σ, podemos associar de maneira natural um sistema
dinâmicoΩσ. Quando o alfabeto A é finito, é conhecido que o sistema dinâmicoΩσ sa-
tisfaz diversas propriedades dinâmicas e topológicas. Em particular, se σ é primitiva, o
sistema dinâmico associado é minimal, unicamente ergódico e tem entropia topológica
nula.

Neste trabalho, consideramos o caso onde o alfabeto A é infinito enumerável. Em
particular demos condições para que o sistema dinâmico associado possua uma única
medida de probabilidade invariante. Estudamos ergodicidade, unicidade ergódica e
minimalidade dos sistemas dinâmicos associados a essas substituições.

O nosso trabalho envolve matrizes enumeráveis e o teorema de Perron associ-
ado.
Palavras-chave: Substituições. Alfabetos infinitos. Sistemas dinâmicos. Medida inva-
riante. Ergodicidade.



SILVA, Weberty Domingos. Invariant measures of dynamical systems associated to
substitution on infinite alphabet. 2022. 82 pages. Tese (Doutorado em Matemática) –
Universidade , São José do Rio Preto, 2022.

ABSTRACT

A substitution is an aplication from a set A (called alphabet) to the set of the finite words
of A. Each substituition σ can be associated to a dynamical systemΩσ in a natural way.
If A is finite, is well know that Ωσ has many dynamical and topological properties,
particularly, if σ is a primitive substitution, then the associated dynamical system is
minimal, uniquely ergodic, and have null topological entropy.

In this work we consider the case when A is infinite and countable. In particular
we find sufficient conditions to the dynamical system have a unique invariant probabi-
lity. We study the ergodicity, unique ergodicity ad minimality of the dynamical system
associated with the substituition.

We use infinite matrices and the associated Perron theorem.

Keywords: Substituitions. Infinite alphabet. Dynamic systems. Invariant measures.
Ergodicity.
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1 INTRODUÇÃO

Um sistema dinâmico discreto é um par (X, f ) onde X é um conjunto não vazio
e f : X 7→ X é uma aplicação. Um dos objetivos dos sistemas dinâmicos é estudar
propriedades assintóticas das órbitas dos pontos de X isto é, os conjuntos do tipo
O(u) = { f n(u), n ∈N} onde u ∈ X e f n(u) = f ◦ f ◦ · · · ◦ f (u), n vezes.

Uma classe dos sistemas dinâmicos discretos são os sistemas dinâmicos simbólicos
(X, f ) que são sistemas onde X é um subconjunto fechado de AN, onde A (chamado
de alfabeto) é um conjunto finito e AN é o conjunto das sequências (palavras) infinitas
sobre o alfabeto finito A munido com a topologia produto da topologia discreta de A.

Um exemplo de sistema dinâmico simbólico é o sistema (AN,S) onde A é um
conjunto finito e S é a aplicação deslocamento (shift) definida por S(a0a1 . . . an . . . ) =
a1a2 . . . an . . . . Outro exemplo são os sistemas dinâmicos associados a substituições.

Uma substituição é uma aplicação σ : A 7→ A∗ onde A é um alfabeto e A∗ é o con-
junto das palavras finitas sobre A. Podemos estender σ para A∗ e AN por concatenação
isto é σ(a1a2 . . . an) = σ(a1)σ(a2) . . . σ(an) e σ(a1a2 . . . an . . . ) = σ(a1)σ(a2) . . . σ(an) . . . .

Alguns exemplos clássicos de substituições são a substituição de Thue-Morse
A = {0, 1}; σ(0) = 01, σ(1) = 10 e a substituição de Fibonacci, dada por σ(0) = 01, σ(1) =
0. O sistema dinâmico associado a uma substituição σ é (Ωσ,S), onde S é a aplicação
deslocamento e Ωσ é o conjunto das palavras infinitas V ∈ AN tais que toda palavra
finita v que aparece em V aparece em σn(a), para algum n ∈ N e a ∈ A. Se u ∈ AN for
um ponto periódico de σ, isto é σk(u) = u, definimos o sistema dinâmico associado a σ
e a u como (O(u),S) onde O(u) é o fecho da órbita de u. Considerando como exemplo a
substituição de Fibonacci, temos que o ponto u = limn→∞ σn(0) é um ponto fixo.

Os sistemas dinâmicos de substituições foram inicialmente considerados por A.
Hedlund e M. Morse [18] para estudar geodésicas em superfı́cies de curvatura negativa.
Desde então essa teoria se desenvolveu e se conecta com várias áreas da matemática
sistemas dinâmicos, frações contı́nuas, fractais, azulejamento do plano entre outras,
com também tem relações com outras áreas entre elas quı́mica e fı́sica teórica.

Existem vários resultados clássicos sobre sistemas dinâmicos de substituições
em alfabetos finitos. Dada uma substituição σ, associamos a ela uma matriz Mσ onde
(Mσ)i j denota a quantidade de vezes que j aparece em σ(i). Se uma substituição σ é
primitiva (Mσ é primitiva) então σ possui um ponto periódico u, além disso o sistema
dinâmico associado não depende da escolha do ponto periódico u (isto é Ωσ = Ωu),
possui uma única medida de probabilidade invariante pelo shift S, é minimal e tem
entropia topológica nula.

A medida invariante encontrada para esse sistema dinâmico é definida nos
cilindros [w], onde µ([w]) é a frequência de ocorrência de w no ponto periódico u e [w]
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é o conjunto das palavras de Ωu que se iniciam com w.
Para substituições em alfabetos infinitos a literatura é bastante limitada ([21],[23],[7]).

Parte da dificuldade de estudar sistemas dinâmicos associados a substituições em alfa-
betos infinitos está no fato que a matriz associada Mσ é uma matriz infinita enumerável.
Além disso, Ωσ não é compacto.

Os resultados obtidos dependem do fato da matriz Mσ associada a substituição
ser transiente ou recorrente.

Uma matriz não negativa (ver [14]) M = (Mi j)i, j∈N é dita irredutı́vel e aperiódica
se, para todo par i, j ∈N existe um inteiro positivo n tal que Mk

i j > 0, para todo k ≥ n.

O valor de Perron de M é denotado por λ, onde λ = limn→∞(Mn
ij)

1
n . (esse limite

existe). Dizemos que M é transiente se
∑
∞

n=1
Mn

ij

λn < ∞, caso contrário dizemos que M é
recorrente.

É conhecido (ver [14]) que se M é recorrente então M possui autovetores a direita
e a esquerda r e l associados a λ. Dizemos que M é positivo recorrente se o produto
escalar l · r for finito, caso contrário dizemos que M é nulo recorrente.

Em [21], Ferenczi mostrou que para a substituição σ definida em A = 2N por
σ(n) = (n − 2)nn(n + 2) o sistema dinâmico associado (Ω,S) não é minimal e não possui
medida invariante finita mas possui uma medida infinita que é S-invariante, além disso
a entropia de krengel do sistema (Ω,S, µ) é 0. O autor também provou que se σ é de
comprimento constante (o comprimento da palavra σ(n) é igual a uma constante para
todo n ∈N), determinada a esquerda (definição (2.14)) e tem uma matriz associada que
seja irredutı́vel, aperiódica e positivo recorrente, então o sistema dinâmico associado
possui uma medida de probabilidade ergódica.

Em [23], os autores construı́ram diagramas de Brattelli-Vershik (estacionários e
não estacionários) para substituições determinadas a esquerda tais que Mσ seja irre-
dutı́vel, aperiódica e recorrente em um alfabeto enumerável. Como consequência, eles
provaram que uma substituição σ : Z 7→ Z de tamanho limitado, (isto é as letras de
σ(n) estão no conjunto {n − t,n − t + 1, . . . ,n + t}, onde t ∈ Z não depende de n). Então
existe uma medida invariante pelo shift.

O objetivo deste trabalho é estudar sistemas dinâmicos associados a substituições
em alfabetos infinitos enumeráveis e procurar condições para que estes possuam medi-
das que sejam invariantes com relação ao operador deslocamento. Também estudamos
a ergodicidade e minimalidade desses sistemas.

Entre os resultados provados nessa tese, mostramos que se σ : A 7→ A∗, A = N,
(Teorema 3.5) é uma substituição tal que Mσ =M é irredutı́vel, aperiódica e satisfaz

lim
n→∞

sup
i∈A

Mn
ij∑

∞

k=1 Mn
ik

= 0. (1.1)
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Então o sistema dinâmico associado a σ não possui medida invariante finita. Em
particular, (1.1) é válida para uma classe grande de substituições como as substituições
em que σ tem comprimento constante e Mσ é transiente ou quando Mσ é recorrente e o
autovetor a esquerda l não está em l1.

Com isso encontramos vários exemplos de sistemas dinâmicos sem medida
invariante finita como por exemplo a classe de substituições σa,b,c, a, b, c ∈N dada por

σa,b,c(1) = 1a+b2c, σa,b,c(n) = (n − 1)a(n)b(n + 1)c.

Onde a ≤ c.
Relacionado a σa,b,c (exemplo 16) mostramos que Mσabc é positivo recorrente se

a > c e nulo recorrente se a ≤ c.
Um resultado surpreendente (proposição 3.8) é que o sistema dinâmico associ-

ado a σa,b,c é sempre não minimal.
Um dos resultados centrais dessa tese, é o seguinte (Teorema 3.9). Seja σ uma

substituição tal que Mσ seja positiva recorrente então o sistema dinâmico associado
possui uma medida invariante. Aém disso, essa medida é finita se e somente se o
autovetor de Perron à esquerda l está em l1. Esse teorema estende o resultado de
[23], onde os autores mostram a existência de medida invariante supondo condições
suplementares como o fato da substituição ter tamanho limitado e ser determinada
a esquerda. Além disso, os autores usaram diagramas de Brattelli e aqui utilizamos
técnicas diferentes. Uma versão desse teorema para substituições em alfabetos finitos
pode ser encontrada em [20].

Outro resutado importante é o Teorema 3.18, onde provamos que se σ é uma
substituição de comprimento constante tal que Mσ seja scrambling então o sistema
dinâmico associado possui uma única medida de probabilidade invariante.

A prova deste teorema é técnica, usamos ferramentas da teoria das matrizes infi-
nitas e estocásticas, em particular matrizes scrambling e matrizes fortemente ergódicas.

Uma matriz não negativa M = (Mi j)i, j∈N é dita scrambling se existe a > 0 tal que
para todo i, k:

∞∑
j=1

min{Mi j,Mkj} > a. (1.2)

Matrizes scrambling são muito importantes na teoria das matrizes estocásticas
e estão relacionadas aos estudos de cadeias de Markov e ergodicidade forte.

Um resultado importante, que pode ser encontrado em [12] garante que uma
matriz estocástica M é fortemente ergódica se, e somente se, existe n ∈ N tal que Mn

seja scrambling.
Uma matriz estocástica P é fortemente ergódica se Pn converge uniformemente

para uma matriz Q que possui todas as linhas iguais a um vetor de probabilidade não
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negativo π.
No caso das substituições de comprimento constante e fortemente ergódicas,

mostramos que todas as palavras que ocorrem no ponto periódico possuem uma
frequência de aparição e que a medida obtida através do Teorema 3.18 coincide com a
medida das frequências.

Estendemos este resultado para substituições de comprimento não constante,
definindo as noções de matriz (não estocástica) fortemente ergódica (Definição 3.21)
e matriz (não estocástica) fortemente ergódica estrela (Definição 3.28). Mostramos
que se σ é uma substituição de comprimento não constante tal que Mσ é scrambling
então o sistema dinâmico associado a σ possui uma única medida de probabilidade
invariante e ergódica (Teorema 3.22). Mostramos que, sobre certas condições, uma
matriz fortemente ergódica é fortemente ergódica estrela e também que se σ é uma
substituição tal que Mσ é estrela ergódica então o sistema dinâmico associado possui
uma única medida de probabilidade invariante ( Teorema 3.32). Mostramos também
se σ é tal que Mσ é scrambling então o sistema dinâmico associado é minimal.

Também provamos a existência de medidas invariantes em substituições σ tal
que a matriz Mσ é periódica de perı́odo p ≥ 2. Nesse caso não temos unicidade ergódica,
mas existem p medidas invariantes.

Essa tese está dividida em 3 capı́tulos. No capı́tulo 2, enunciamos alguns resul-
tados preliminares, que são válidos para substituições em alfabetos finitos e também
enunciamos alguns resultados clássicos que serão utilizados durante a tese.

No capı́tulo 3 encontram-se os resultados inéditos obtidos nessa tese.
No Anexo, colocamos as provas de alguns teoremas que foram utilizados na

tese.



74

4 CONCLUSÃO

Esse trabalho nos fornece alguns resultados interessantes em sistemas dinâmicos
associados a substituições em alfabetos infinitos. Entre os resultados importantes da
tese temos os teoremas a seguir.

Seja A um alfabeto infinito enumerável e σ uma substituição sobre A que possui
um ponto periódico u ∈ AN e tal que Mσ seja irredutı́vel e aperiódica com valor de
Perron finito λ. Então os seguintes resultados valem:

Teorema 4.1. Se Mσ for positivo recorrentet então o sistema dinâmico (Ωσ,S) possui uma
medida invariante µ. Além disso, µ é finita se, e somente se, o autovetor de Perron à esquerda l
está em l1.

Para substituições de comprimento constante, temos:

Teorema 4.2. Se σ for uma substituição de comprimento constante L tal que Mσ seja posi-
tivo recorrente e Mσ/L seja scrambling, então o sistema dinâmico (Mσ,S) possui uma única
probabilidade µ, além disso (Mσ,S) é minimal.

E uma generalização desse último resultado para substituições de comprimento
não constante

Teorema 4.3. Seja σ uma substituição sobre A tal que Mσ seja positivo recorrente. Seja r o
autovetor a direita de M associado a λ e P a matriz estocástica onde Pi j = Mi jr j/λri. Se P for
scrambling, então o sistema dinâmico (Ωσ,S) possui uma única probabilidade invariante, além
disso (Ωσ,S) é minimal.

Observação. Esses resultados também podem ser obtidos no caso em que σ não possui
um ponto periódico mas é fracamente determinada a esquerda.

Observação. Resultados semelhantes podem ser obtidos para substituições σ tais que
Mσ é irredutı́vel e periódica.

Os resultados obtidos nessa tese estendem os resultados encontrados em [21] e
[23], além disso, dutante as demonstrações conseguimos expicitar a medida invariante
encontrada para o sistema.
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