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O principal objetivo deste trabalho é realizar um estudo sobre as pro-
priedades de polinémios que satisfazem a relagoes de recorréncia de trés termos,

cujos coeficientes possuem propriedades assintéticas de periodicidade dois. Os

polindmios ortogonais Q,(z) e similares aos ortogonais B,,(t) sdo exemplos disso.

Buscamos informagdes sobre as propriedades dos polinémios @Q,(z) e sua medida
¢(z), para os casos em que os coeficientes da relacio de recorréncia séo limitados
e ilimitados. Baseando-nos nesses resultados, apresentamos como eles podem ser
transferidos para os polinémios similares B,(t) com relacdo & sua respectiva me-
dida 9(t), para o caso onde os coeficientes da relagdo de recorréncia sio limitados.
Finalmente, discutimos alguns resultados que encontramos para o caso ilimitado

associado aos polinomios B,(t).




Abstract

The main purpose of this work is to study the properties of polynomials that
satisfy three term recurrence relations whose coefficients satisfy asymptotic pro-
perties with periodicits two. The orthogonal polynomials Q,(z) and orthogonal
L-polynomials E’n(t) are considered examples as these. We looked for information
about the properties of the polynomials @,(z) and its measure ¢(z) when the
coefficients of the recurrence relation are bounded or unbounded. We present
how those results, obtained for the bounded case, can be transfered to study the
polynomials Bn(t) and the associated measure. Finally, we discuss some results
that we have obtained for the unbounded case associated with the polynomials

Ba(t).
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Capitulo 1

Introducao

Seja ¢ : IR — IR uma fungao nao-decrescente, com infinitos pontos de aumento em

(a,b), —oco < a < b < oo e tal que os momentos

e /ﬂbz”‘dqb(:n), =0 (1.1)

existem, sao finitos e py = 1.1
Entédo, d¢(z) é chamada distribui¢do em (a,b) e, se d¢(z) = w(z)dz, w(z) é uma
funcao peso.

O suporte de d¢ (supp(de)) é o conjunto dos pontos de aumento de ¢, ou seja,
supp(dg) = {z € R : ¢(z + €) — ¢(z — €) > 0, para todo € > 0}. (1.2)

d¢(t) é que uma distribuicdo forte em (a,b) se os momentos existem para todos os
valores de n inteiros (positivos e negativos) e, se o intervalo (a,b) é tal que 0 < a < b < o0,
dizemos que d¢(t) é uma distribuicdo forte de Stieltjes em (a,b).

Seja IP, o espago de todos os polinomios algébricos de grau menor ou igual a n.

Os polinémios P,(z) € IP,, n > 0, pertencem a um sistema de polinémios ortogo-

nais (SPO), {P.(z)}52,, com relagdo a uma distribuicao (medida positiva) d¢(z) sobre um

1Geralmente, ¢ é chamada de funcao peso se é absolutamente continua. Caso contrario, ¢ é uma fungao
distribui¢do, medida ou fungédo peso integral. Usaremos a mesma terminologia para ambos os casos. Quando
o peso for denotado por uma letra grega a mesma refere-se a uma distribuigdo, no uso de letras latinas

trata-se de pesos absolutamente continuos.




intervalo real (c,d), —oo < ¢ < d < 00, se sao definidos por:

(2) Ey(z)= ian,kx" é de grau exatamente n, isto é, a, , # 0,
k=0 (1.3)
() (Pa(z), Pala)) = | Bl Bl (o) dlo) =0 it

Na forma ménica, isto é, a,, = 1, satisfazem & uma relagdo de recorréncia de trés

termos da seguinte forma:
Pn(x) = (x = ﬁn—l)Pn—l(x) == an—-lpn—2($): n=>l,

P i(z)=0, P(z)=1,

Pn-1€IR, an-1 >0, =i, 20

Definicdo 1.1 Uma seqiiéncia de polinémios ménicos {B,(2)}>, de grau igual a n, sdo
chamados de polinémios similares aos ortogonais com relagcdo a uma distribuicdo forte de

Stieltjes dip(t) no intervalo (a,b), 0 < a < b < 00, se sdo definidos por:

0, se 0<s<n-1,
(1.5)

[ Bat)avte) =

0> 0 se a=1n

Uma das propriedades envolvendo os polinémios similares é que eles também satis-

fazem a uma relagao de recorréncia de trés termos do tipo

Bn+1(z) == (z = Bﬂ'ﬁ'l)‘éﬂ(z) - an-{-lzén—l(z): Thi= 1:2: gy (16)

onde By(z) =1, By(z) =z — fi.

Para os polinémios ortogonais monicos P,(x) e similares Bn(t), sabe-se que os coe-
ficientes {8, @} € {Bn, Gn}; que aparecem nas relagdes de recorréncia de trés termos,
armazenam informagoes sobre as propriedades desses polinémios e as medidas ¢(z) e 9(t)
associadas. Além disso, os estudos relacionados a obtengdo dessas informagoes revelaram-se
bastante gratificantes, contribuindo para uma série de trabalhos (veja, por exemplo, [25, 51])
que tornaram-se classicos. Um aspecto importante desses artigos estd relacionado aos pro-
blemas em que os coeficientes da relacao de recorréncia possuem propriedades assintéticas.

Formalmente, podemos descrever esses problemas da seguinte forma.




Dadas as relagoes de recorréncia (1.4) e (1.6), consideremos os coeficientes {5y, an }oo

e {fn, Gn}or, satisfazendo dois casos. Primeiramente, suponhamos que sejam limitados, ou

seja, satisfagcam as condigbes

. £} : Pty
JL“OL;B2n = by, ?}Ln;-oa% = ay,

. : 2
lim foni1 =0y e lim asnyy = a3,
para os polinémios ortogonais monicos e

,}Ln(}oﬁ2n = 16(0)1 1}1{1{}0&27" — a(D)

Jim Booy1 = Y e lim Gonsr = o,

para os similares.
O outro caso que abordaremos é quando os coeficientes da relacao de recorréncia de

ambos os polinémios , P,(z) e B,(t), sdo ilimitados, mas satisfazem

Ir]!_i_.n'-cﬂ,lo62'#1'.//\211 = Bl: JLnoloaérf;2/A2n = &1:
. e : 1/2 =
f}ﬂlgoﬁznﬂf Aop =by € Jﬂ'goazéﬂ/ Azn = G2

Jim Bon/Mon = B, Jlim Gon/A2n = &,
(1.10)
Ji_.r&52n+1/A2R = 3(1) € JLI&&Qn+l/’\2n = &(l),
respectivamente, onde {A,}52, ¢ uma seqiiéncia que varia regularmente (definigao 3.2.2).
Nosso objetivo, neste trabalho, é estudar as propriedades dos polinémios ortogonais
e similares quando os coeficientes das relagoes de recorréncia satisfazem &s condigbes acima.
As razoes entre dois polindmios cujos indices diferem de uma ou duas unidades e as funcoes
distribuigoes limites serdo discutidas. Daremos, também, algumas aplicagbes em férmulas
de quadratura.
Assim, procurando elaborar um trabalho contendo informacgoes claras sobre o assun-
to de forma a servir de referéncia aos que possam vir a se interessar pelo mesmo, organizamos

esta dissertagao da seguinte forma.




No Capitulo 2, fizemos um breve levantamento do estudo de polinémios ortogonais
e similares aos ortogonais que serdao de grande importancia para o desenvolvimento deste
trabalho. Além disso, abordamos alguns resultados de teorias gerais nas quais nos baseamos
para darmos continuidade a este estudo.

De forma detalhada estudamos, no Capitulo 3, tanto o caso em que os coeficientes

da relagdo de recorréncia (1.4) sao limitados, ou seja, satisfazem (1.7), quanto ilimitados,

mas que variam regularmente, satisfazendo (1.9). Este 1ltimo caso foi considerado por Van
Assche em [6].

Baseando-nos nesses resultados, apresentamos, no Capitulo 4, como eles (ou parte
deles) podem ser transferidos para a relagdo de recorréncia (1.6) através da transformacao
obtida em Sri Ranga [48] e aqueles que ndo podem ser obtidos através desta transformagao.
O caso em que os coeficientes da relagdo de recorréncia (1.6) satisfazem (1.8) foi tratado
em (3], artigo, este, que tomamos como referéncia para o estudo deste caso. Para nosso
conhecimento, sobre o problema (1.6) com condigdes (1.10), ndo h4 nenhum trabalho similar
publicado até hoje. Mas, tomando como referéncia o que foi feito para os polinémios orto-
gonais, na Secdo 4.2, apresentamos, alguns resultados que conseguimos encontrar para esse
caso.

No Capitulo 5, apresentamos as observagoes finais sobre o trabalho.

Finalmente, relacionamos, nas Referéncias Bibliogrdficas, os livros e artigos por nds

consultados e/ou citados.




Capitulo 2

Resultados Preliminares

Neste capitulo, apresentamos alguns conceitos e propriedades bésicos ao estudo que
abordaremos nos capitulos posteriores. Muitos resultados serdao considerados sem demons-

tragao, mas podem ser encontrados nos textos cldssicos sobre o assunto.

2.1 Resultados Gerais

Sejam € o espago linear dos nimeros complexos, Cy(IR) o conjunto das fungdes reais
continuas definidas na reta e que se anulam fora de um intervalo finito (que varia com cada

funcdo) e 14 a fungao caracteristica do conjunto aberto A, isto é,

1, 2z A,
0, = ¢ A

Ya =

Diremos que a medida de um conjunto aberto A é dada por

m(4) := sup( | f(@)d; f € Co(RR), f <}

e que um conjunto /N tem medida nula se, para cada ¢ > 0, existe um aberto A, D N tal

que

m(Ae) <e.
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Sao exemplos de conjuntos de medida nula: quaisquer conjuntos enumeraveis, a
unidao enumeravel de conjuntos de medida nula.
Quando uma certa propriedade P é vélida no complementar de um conjunto de

medida nula, dizemos que P é vilida em quase toda parte, e abreviaremos por q.t.p..

2.1.1 Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

Teorema 2.1.1 (Zygmund [57]) Seja {fir}reo uma seqiéncia de fungdes mensurdveis em

E tal que fr — f q.t.p. de E. Se existe ¢ e L(E) tal que, para todo k, |fx| < ¢ para quase
todo ponto de E, entdo /fk — ff
E E

2.1.2 Convergéncia Uniforme

Definigdo 2.1.1 (Rudin [42]) Dizemos que uma segiiéncia de fungées {f;}32, em § con-
verge uniformemente para f num subconjunto compacto de Q) se, para um dado compacto

K C Q) etodo e >0, eriste N = N(K,¢) tal que, para j > N,

1fi(2) = f(2)| <€ Yz E K.

Definicao 2.1.2 (Fungoes Analiticas, Churchill [14], p.40) Uma func¢do f de varidvel
compleza z € analitica em um ponto z se sua derivada f'(2) eziste ndo somente em 2z, mas
em todo ponto z em alguma vizinhanga de z5. f € analitica em um dominio do plano z se é

analitica em todo ponto desse dominio.

Teorema 2.1.2 (Teorema 10.28, Rudin [42]) Seja H(?) a classe de todas as fungées
analiticas em Q. Suponha que f; € H(Q), para j = 1,2,---, e f; — f uniformemente
em subconjuntos compactos de Q2. Entdo, f € H(2) e f; — f' uniformemente em todo

subconjunto compacto de S2.




2.1.3 Segundo Teorema de Helly

Teorema 2.1.3 (Teorema 2.3, p.54, Chihara [12]) Seja {¢,} uma segiiéncia uniforme-
mente limitada de fung¢des nao-decrescentes definidas em um intervalo compacto [a,b] e que
converge em [a,b] para uma fun¢do limite ¢. Entdo, para toda fungdo real f, continua em
[a, 8],

b b
lim [ fden = [ fdo.

n—00

2.1.4 Integral de Stieltjes

Definicao 2.1.3 (Rudin [41], p.120) Seja ¢ uma fung¢do mondtona crescente em [a, b] (co-
mo os nimeros ¢(a) e ¢p(b) sdo finitos, seque-se que ¢ € limitada em [a,b]). Para cada
subdivisio P de [a,b], escrevemos

A¢; = ¢(z;) — ¢(zi-1).

E claro que A¢; > 0. Qualquer que seja a fungdo real f, limitada em [a,b], consi-
deremos
U(P, f,¢) = Adisup{f(z)} (zici<z<1=), i=1,2,---,n,

L(P, f,¢) = Agiinf{f(z)} (zici <z <L3),  i=1,2,::,n.

Por defini¢do

—b
[ fdo=inf{U(P.£.9)}, (2.1.1)

b
| fdé = sup{L(P, £, 8)}, (2.1.2)

sendo, novamente, o infimo e o supremo relativos a todas as subdivisées.
Se os primeiros membros de (2.1.1) e de (2.1.2) sdo iguais, designamos o seu valor

comum por
/ﬁ; ’ fdo (2.1.3)
ou, ds vezes, por
]ﬂ F(2)dd(), (2.1.4)

Esta € a integral de Riemann-Stieltjes (ou simplesmente a integral de Stieltjes) de f

relativamente a ¢ em [a, b].




2.1.5 Transformada de Stieltjes

Uma transformada muito usada na teoria de polinomios ortogonais é a transformada

de Stieltjes.

Definigao 2.1.4 Seja F(x) uma fungdo distribuicdo, isto €, uma fungdo real, ndo-decrescente
com F(—o0) =0 e F(oo) = 1. A transformada de Stieltjes de F(z) é definida por

S(Fyz) = [~ aBE) o cG\R. (2.1.5)

-2 —T

Essa funcgdo é analitica tanto no conjunto {z : Im(z) > 0} quanto no conjunto

{z: Im(2) < 0} e determina a func¢do F'(z) unicamente se F'(z) for normalizada de modo a

ser continua a direita.

Para termos ao alcance todos os pré-requisitos necessarios, precisaremos, também,

do seguinte teorema classico da teoria de fungdes complexas.

2.1.6 Teorema de Stieltjes-Vitali

Teorema 2.1.4 Seja {f,};>, uma seqiéncia de fungoes analiticas numa regiao aberta G do
plano complexo. Se {f,}7e, € uniformemente limitada em G e converge num subconjunto E

de G, onde E tem um ponto limite em G, entdo {f,}re, converge uniformemente em G.

Vamos considerar o teorema de Stieltjes-Vitali sem demonstragdo. Para a demons-

tragdo, bem como para observagdes histéricas interessantes, ver Hille [26]. E importante

observar que a forma inicial deste teorema foi provada por Stieltjes na mesma biografia

classica [51] onde ele resolveu o problema de momento e introduziu a integral de Stieltjes.

2.1.7 Lema de Cesaro

Este lema tem papel fundamental na demonstracdo de uma das propriedades aqui
estudadas, que é a que envolve a razao entre o polinémio e sua derivada no caso em que os

coeficientes da relagdo de recorréncia sdo limitados.




n n
Lema 2.1.5 (Média de Cesaro) Se z, — z, entdo n!) z; — z, onde n™) "z é

k=1 k=1
conhecida como soma de Cesaro.

Demonstragao: Seja M limite de |zx| e, dado €, seja ko tal que |z — x| < €/2 para k > k.

Se n > kg e n > 4koM /e, entdo

kgl

x—éz.’ck< ZQM+ Z <e. m
k=1

L ko
2.1.8 Teorema Fundamental de Grommer-Hamburger

Teorema 2.1.6 (Arnold [4], Apéndice) Seja {F,}52, uma seqiiéncia de distribui¢ées que
converge fracamente para F, isto é, [ fdF, = [ fdF para toda fungao continua f com
suporte compacto e seja suppn(Fn(R)) < oco. Entdo, a transformada de Stieltjes de Fy,
S(F,.(2)), para z € @, converge para a transformada de Stieltjes de F, S(F(z)), uniforme-

mente em conjuntos compactos do semi-plano superior. Reciprocamente, para uma sequencw

Uty

de medidas {F,}22, com suppn(Fn(IR)) < oo tal que {S(Fn(2))}2, converge em um; con-

junto & com ponto limite no semi-plano superior, entdo, a convergéncia vale uniformemente

em conjuntos compactos &, o limite € a transformada de Stieltjes S(F') de uma medida finita

F e F, = F (fracamente).

2.1.9 Fracoes Continuas

Fragoes continuas tém um papel fundamental no estudo de problemas cléssicos de
momento. Polinémios ortogonais aparecem de maneira natural na anélise de certos tipos de
fragbes continuas associadas a problemas de momento e este fato pode ser usado como base
no desenvolvimento da teoria de polindmios ortogonais.

Consideraremos apenas o suficiente de fragdes continuas para indicar sua relagao
com os polindmios ortogonais e obter certos resultados que utilizaremos no estudo das pro-
priedades dos polindmios ortogonais e similares aos ortogonais. Um bom estudo sobre o
assunto pode ser encontrado em [56, 29)].

Sejam {a,}32, e {b,}32, seqiiéncias arbitrdrias de nimeros complexos e
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az
Qg
an—1

by +
by +

. —avn

onde C,, é chamado de n—ésimo convergente (ou aproximante) da fracao continua (infinita)

a

4 (2.1.7)
as

5 an—1
bp-1+

Qn

bn +

Definigao 2.1.5 A fragao continua (2.1.7) converge para um valor K (finito) desde que

apenas um numero finito de C,, nao é definido e

lim C, = K.

n—oo

Caso contrdrio, dizemos que a fragdo continua diverge.

Referindo-nos a (2.1.6), podemos escrever

A
anB_:J nzo‘.‘l:z:”')

Ao = by, By =1,
A; = bob; + a4, B, = by,
Ag = b{]blb2 +- boaz + albz, BQ = ble + ao
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e, em geral, A, e B, sdo polindmios em a;, b;.

Agora, podemos escrever
A]_ = b]_Ag + a]_A_.l onde A_]_ = 1,

Bl = blBo -+ alB_l onde B.ﬁl =0.
Logo, para algum n > 1,

Ap=bAn1 + anAn—Q: A= 1;
Bﬂ = ann—l + anBﬂ—2 B—l — 01

(2.1.8)

conhecidas como Férmulas de Wallis.

A, e B, sao chamados de n—ésimo numerador parcial e n—ésimo denominador

parcial da fragdo continua, respectivamente.

2.1.10 Sequéncias Encadeadas

Abordaremos, agora, algumas defini¢oes e teoremas envolvendo seqiiéncias encadeadas,
fazendo isso de forma breve, apenas com conceitos que sdo bésicos para o estudo dos

polinémios ortogonais. Para maiores detalhes veja [12, p.91].

Definicao 2.1.6 Uma seqiiéncia {a,}>, € chamada uma seqiiéncia encadeada se existe uma
sequéncia {gk}5o, tal que

(ﬂ) an = (1 "gﬂ—l)gn: n= 112:""
{gr}reo € chamada de segiiéncia de pardametros para {a,}5>, € go € o pardmetro inicial.

Definigao 2.1.7 Seja {a,}3>,; uma seqiiéncia encadeada. Uma seqiiéncia de pardmetros

{mr}i2, € uma seqiiéncia minimal de pardmetros para {a,}o>, se mg = 0.

Se a seqiiéncia minimal de parametros é a unica seqiiéncia de pardmetros para

{an}72, entdo dizemos que {a,}52, determina seus pardmetros unicamente.
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Definicao 2.1.8 Seja {a,}>>, uma seqiéncia encadeada. Uma seqiiéncia de pardmetros
{Mi}32, € uma seqiiéncia mazimal de pardmetros se My > g, (k > 0) para qualquer

seqiiéncia de parametros {gi}reo para {a,},.

Se {gn}52, é uma seqiiéncia de pardmetros para {a,}°>, e g, — g, entdo, a, —

(1—g)g<1/4 (n — 00). O teorema abaixo mostra que a reciproca é vélida.

Teorema 2.1.7 Seja

lim a,, = a.
n—o0 L

Entao,0<a<1/4e

lim M, = %[1 +yI=4a).

Além disso, se My > 0 (isto €, se m,, # M,), entdo,

Jim m, = %[1 — V1 —4a).

Demonstragao: Veja Chihara [12, p.102]. m

AVA
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2.2 Polinémios Ortogonais

Daremos, agora, algumas propriedades dos polindmios ortogonais P,(z) definidos

em (1.3), isto é,

(2) Biz)= iﬁn,kxk =& ,nﬁ (z — z, 1) € de grau exatamente n, isto é, a,, # 0,
k=0 k=1
(2.2.9)
(i)  (Pa(2), Pm(2)) = / Pp(z) Py(z)dé(z) = 0, para m # n,

6n >0, para m =n.
Se @, = 1, denotaremos os polinémios ortogonals momcos por Qn(x) e se b, =1,
dizemos que eles sdo ortonormais e os denotaremos por p,(z Zan R = H (T—2zp ).
Se os polindmios ortogonais Py,(z) s@o definidos em um intervalo m?nétrlco com
relacdo a origem, ou seja, (—d,d) e a distribuicdo d¢(z) satisfaz dg(z) = —d@(—z), ndo é
dificil demonstrar que P,(z) = (—1)"P,(—z), n > 0.

Também podemos demonstrar que (2.2.9) (iz) é equivalente a

f S PR (B0 Gty & ey (2.2.10)

Daremos, agora, algumas propriedades dos polindmios ortogonais P,(z) definidos
em (1.3). Um estudo detalhado sobre eles pode ser encontrado em [12] e [52]. Sabemos que

satisfazem a uma relagdo de recorréncia de trés termos.

Teorema 2.2.1 {P,(z)}, satisfaz a sequinte relagdo de recorréncia de trés termos:

Poaii(2).= (Vaz = €n) Pa(@) = AnBri(z), n =20,

com Py(z) =1, P_1(z) =0e

Tn <PnaPn>

- an+1.n+l <$Pm Pn>
%P Yn-1 {Pn-1, Pa_1)

n.— y =T 5o 5\ A'n —
1 Ann i (Pm Pﬂ>

£0.  (2.2.11)

n+l
Demonstragao: Temos que P, ( Z aniz'. Logo, TP, (z Z b P;(z

=0
Igualando os coeficientes dos termos de maior grau em ambos os membros da igual-

: : ) a
dade acima e isolando o coeficiente b,1, encontramos b,; = —

Porém, de (2.2.10),

an+1,n+1

(zPa(x /P )zPj(z)w(z)dz =0, para j+1<mn, ousea, j<n-—2.

AVA
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Mas, para 7 < n — 2, de (2.2.9), obtemos
(zPa(2), Pj(2))

Logo, bj =0, j<n-2.
Assim,
.T,Pn(l') = bn+1pn+1($) + ann(SC) + bn—lpn—l( ),

- €, = bn e, = b1
bn+1‘ . bn+1 . bn+1
Como b,y = =T temos que Yny = Grtlutl
Qn+4+1,n+1 Qn,n
Calculando os produtos internos (P,41(z), Py(z)) € (Pot1(2), Pa-1(z)) chegamos,
(z P, Pn) Tn (BaBn)

respectivamente que €, = Yn——=—+ € Ap =

(Pm Pn> < Tn-1 (inlapn—l>-

de onde concluimos que v, =

Como conseqiiéncia imediata desse teorema, temos os seguintes resultados.

Coroldrio 2.2.2 {p,(z)}:2, satisfaz @ sequinte relagao de recorréncia de trés termos:

Qn.n Qn—1,n—
Tpn(T) = Pn+1(Z) + Bupa(z) + J"1“'r"5'1r1~1($): n 20,

an.+1,n+1 an-ﬂ

com po(z) = aop, p-1(z) = 0 ¢ f = [ tp2(2)ad(1)

Coroldrio 2.2.3 {Q,(z)}2, satisfaz a segquinte relagdo de recorréncia de trés termos:

Qn+l($) = (3: = Bn)Qn(x) = anQn—l( ), n > 0, (2212)

af;__ Mn— (Qﬂ.:Qﬂ>
com Qo) Q= () D leianist pmmsdSt purr ey

Um resultado muito conhecido sobre seus zeros é dado por

Teorema 2.2.4 Para n > 1, os zeros de Py(x), Tnk, k = 1,--,n, sdo reais, distintos e

pertencem ao intervalo (c,d).

Outro importante teorema da teoria de polinémios ortogonais é o seguinte.
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Teorema 2.2.5 (Teorema da Separacdo dos Zeros) Os zeros de P,(z) e de Po11(z) se
entrelagam, isto é,

x'n.—i—l,i < Tn,i < Tn+1,i+1» = 1: 2) s, M.

Teorema 2.2.6 (Identidade de Christoffel-Darboux) Seja {Qn,(z)}52, uma segiiéncia

de polinémios ortogonais monicos satisfazendo (2.2.12) com o,y # 0 (n > 1). Entdo,

’f@k(x)Qk(y) — (ag0y -+ agy) ! 22BN @n-1(8) = Cna (2)Cnly) (2.2.13)

Qo ** - O T Y

k=0

Para os polindmios ortonormais, p,(z), temos

S n@pily) = Crotinnt Dol ) 2 P LR ) (2.2.14)
k=0 n,n Y

Das duas tltimas propriedades, podemos obter a seguinte decomposi¢ao em fragoes

parciais:

(2.2.15)

Qn+1 (:L‘) o k=

Qn($n+l,k) >0

Q:'tf+l(xn+l.k) '
Como @,(z) é um polinémio de grau n — 1, pelo polindmio de interpolacdo de

Lagrange (2.2.19),

onde Yn+1,k =

TR Qn(x) /
N = Y o ) Qalm) o)

de onde concluimos que

Qn(2) an L (2.2.16)

Qala) = e,

Do corolario 2.2.2, mostra-se facilmente que os zeros de P,(z) s@o os auto-valores

da matriz de Jacobi

[ Bo a 0
var b oo
Ry M S
; ' ' Br—2 Qn—2

L 0 o 0 Vg fa )

Um famoso resultado de J. Favard é o seguinte:




16

Teorema 2.2.7 (J. Favard, Chihara [12]) Se um sistema de polindmios {mn(z)}5z, sa-
tisfaz a uma relagao de recorréncia do tipo

an ; G e
LE?Tn(:B) — .Lﬂn-i-l(m) + ﬁnﬂ'n(:c) -k n,\—nlﬂn—l(m)a
An+1,n+1 Qn,n

n=012--, comm_i(z) =0, d_1_; = 0, m(z) = oo, Gnn > 0 € B, € R, entdo
{mn(z)}or, € ortogonal com relagdo a alguma fungdo distribuicdo ¢ (que pode nao ser uni-
camente determinada) e

= [ tn2(t)as(0)

Em muitos exemplos, ¢ é unicamente determinada pela relacao de recorréncia. Este

; Gne1n 5 ) ML) T S A
é o caso quando ambos {—=22=1} ¢ {|B,|} sdo seqiiéncias limitadas ou, em outras palavras,
a

n,n

quando o suporte de d¢ é compacto. Lembremos que supp(d¢) é sempre fechado, portanto

compacto € equivalente a limitado.

Definicao 2.2.1 A fungdo de Christoffel A\, correspondente a uma fungdo distribuicdo ¢ é
definida por
d
M(2) = min [m i (0)Rds(),

m(z)€EPn-1

com mp—1(2) =1paraz € C,n=1,2, .

Os nimeros A,(z, ) sdo chamados nimeros de Christoffel e sdo geralmente deno-
tados por A, k.
Existem importantes resultados envolvendo os niimeros de Christoffel, dentre eles,

a féormula de quadratura mecanica de Gauss-Jacobi e os conhecidos niicleos de Dirichlet.

Teorema 2.2.8 (Férmula de Quadratura de Gauss-Jacobi) Para todo polinémio
7T(.’I?) = Pgn_]_,

k]

/ B (£)d6() = Sor(eas) Nk (2.2.18)

c k=1

Demonstragao: Seja 7(z) um polinémio arbitrrio cujo grau néo excede 2n — 1. Cons-

truindo o polinémio de interpolacdo de Lagrange de 7(z) sobre os nds y x, obtemos

) = gﬂ(mn,k)fmk(m), (2.2.19)




pn(.’ﬂ) ;
Z — Tnk)Pp(Tnk)

ln,k (x) = (

Agora, Q(z) = m(z) — Lp(z) é um polinémio de grau no méximo 2n — 1 que se anula em

Tnk, k=1,2,--+,n. Logo,
Q(z) = R(z)pn(z)
onde R(z) é um polinémio de grau no maximo n — 1. Assim, como R(z) é ortogonal a p,(z),
[rwasw) = [‘Qase) + [ La@dse
d d
| ROp0)ds®) + [ Lat)ds(®)
= /cd s T(Tn k) lIn ke (t)d(t)
© k=l ,
> 1 (@a) [ ns(B)d4()
k=1 ¢

Zﬁ(mn,k)An,k 1]
k=1

Definicao 2.2.2 (Nucleo de Dirichlet) O nicleo de Dirichlet é definido por

Ka(,t) = 3 pe(@)pelt),
k=0

ou, pela soma de Christoffel-Darbouz (2.2.14), isto é,

On—-1,n-1 pn(x)pn—l (t) — Pn—1 (:E)pn (t) -

Kn(z,t) =

2.2.1 Seqiiéncias Encadeadas e Polinomios Ortogonais

Sejam

&= lm z,;, i = Hm Znn o

g,— limi& e 7= lim 7;.

i—00 j—00

Definicao 2.2.3 O intervalo [£1,m1] é chamado verdadeiro intervalo de ortogonalidade.

AVA
AVAVA
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Usando a teoria de seqiiéncias encadeadas, obtemos a relagdo entre o verdadeiro
intervalo de ortogonalidade [£;, 7] e as seqiiéncias de coeficientes {3,} e {a,,} da relagdo de

recorréncia, como veremos a seguir.

Teorema 2.2.9 (Chihara [12], p.108) Seja A = [£1,m] o verdadeiro intervalo de ortogo-

nalidade dos polinémios ménicos {Qn(z)}or, definidos por (2.2.12). Entdo,
On+1

(;Bn - C) (611-{-1 = C)

(7) & € o maior valor de ¢ para o qual B, > c e é uma sequéncia

encadeada e
Qn41

(d = ﬁn)(d == 6n+1)

} é uma seqiéncia

(i2) m € o menor valor de d para o qual d > 3, e {

encadeada.

Se tal & (ou m) ndo existe, entao & (1) € escolhido como —oo (00).

2.2.2 Fragoes Continuas e Polinomios Ortogonais

As férmulas de Wallis (2.1.8) levam a uma conexao direta entre polinémios ortogo-

nais e fragdes continuas pois, se em (2.1.7) tomarmos
b(]:[], a1=ag§£0, any1 = —Qn € bnzm_ﬁn—ls ni= 1,

obteremos a fracao continua

Qg

T—Pr+ "

cujo n—ésimo denominador parcial, B, = Q,(x), satisfaz a relagdo de recorréncia (2.2.12).

(2.2.22)

T — o+
x—[)‘1+

Assim, pelo Teorema de Favard 2.2.7, segue que os denominadores parciais de
(2.2.22) formam um SPO com relagdo a alguma ¢ se B,, n = 0,1,---, sdo reais e ap,
n = 0,1,---, sdo positivos. A fragdo continua (2.2.22) é chamada de fracdo continua de
Jacobi ou, simplesmente, de J-fragdo devido a sua relagdo com as conhecidas matrizes de
Jacobi (2.2.17).

Retornando as férmulas de Wallis, note que os numeradores parciais, A, = A,(z),

satisfazem a relagdo de recorréncia

An(m) — (3: = ﬁn—l)An—l(:L') — an—lAn—2($); n= 2: 3: Pt




A_l(.’L') = 1._. Ag(.’B) = 0, Al(ﬂi) = Op.

Verifica-se facilmente por indugdo que aj'A,(z) é uma polinémio ménico de grau

n — 1 que é independente de ag. Assim,
QS:.O) (.’.E) = O"ElAﬂ+1($): n 2 _1:
¢ um polinémio monico de grau n independente de ag que satisfaz & férmula de recorréncia

QV(2) = (z - B)QD1(z) — 2nQPs(z), n=1,2,3,---
Q%) =0, Q(z)=1.

Logo, {Q? ()}, é um SPO se (,, n=1,2,---, sdo reais e o, sio positivos para

n > 1.

: Definigdo 2.2.4 Os polinémios ménicos Q) (z) sdo chamados de polinémios numeradores

correspondentes a Qn(z), n > 0.

O nome polinémios associados ¢é freqiientemente usado na literatura ao invés de
polinémios numeradores.
Um outro resultado importante sobre a decomposicao dos convergentes da J-fracao

(2.2.22) é o seguinte.

Teorema 2.2.10 (Teorema 4.3, p.88, Chihara [12]) Se 3, sdo reais e a,, > 0, n > 1,

temos
oQus(z) _ [t 1dgn(t)
Ox(z) 5% — Tk T — t
onde A,k SG0 0s coeficientes da fo’rmula de quadmtum de Gauss correspondentes aos zeros

Tnk € $n € a correspondente fungdo distribui¢do com salto A, no ponto T, k.

Se o verdadeiro intervalo de ortogonalidade [£;,7;] é limitado, usando [12, II-

Teorema 3.1], do segundo Teorema de Helly 2.1.3, podemos concluir, entdo, que

, para z ¢ [&,m]. (2.2.23)

aQu1(z) _ [ dé(z)
3

k=00 Qp, (2) \ Z—a

AVA
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Assim, segue que se [£;, 7] é limitado, existe uma subseqiiéncia de convergentes da

J-fragdo (2.2.22) que converge para

EC\z)i= /{mw, para z €& [&1,m]. (2.2.24)

1 AR A
A. Markov, em 1896, foi o primeiro a demonstrar que de fato a J-fragdo converge

uniformemente para F'C(z) em todo subconjunto compacto do plano complexo que nao

intercepta o intervalo [£1,m1].

2.2.3 SPO cujos zeros sao densos em intervalos

Em 1898, O. Blumenthal provou que o conjunto X de todos os zeros de todos os
polinémios Q,(z) é denso no intervalo [0, 7]. Algumas extensdes foram obtidas a partir do

Teorema de Blumenthal, dentre elas, o seguinte teorema.

Teorema 2.2.11 (Blumenthal generalizado, Chihara [12]) Sejam os polindmios Qn(z)
dados por (2.2.12) e suponhamos que ,}i_,r{,’oﬁﬂ =fe nli_.rgoan =a >0, onde B e o sdo finitos.

Seja, ainda, X = {zpr: 1<k<n, n=1,2,---}. Entdo, X € denso no intervalo (o, 7],

c=0-2y/a e T=p+2Va.
Como conseqiiéncia desse teorema e de (2.2.15), temos o seguinte resultado.

Teorema 2.2.12 Sejam Q,(z) polinémios satisfazendo (2.2.12). Entdo, para € > 0 sufi-

cientemente grande,

Qn-2(2)| _ 1
Qn(z) S 6_21

para todo z € @'\ [—A,A], onde [—A, A] é o verdadeiro intervalo de ortogonalidade dos

polinomios Qn(z).

Demonstragao: Sabemos, do Teorema 2.2.11, que os zeros dos polinémios @, (z) sdo densos

em um intervalo compacto, suponhamos [—A, A]. Temos, de (2.2.15), que

Qn(z) Qn—l(z) Qn(z) = |2 — 33n—1,j|k=1|2 — -’Bn,k|

On-2(2)| _ |Qn-2(2)|@na(2)| _ "i Tn-lj §~_ Ink (2.2.25)




1 n—1 n

Z'Tn—l,j Z’Yn,ka
k

=

para ¢ suficientemente grande tal que z € €'\ [-A4, A], com

r £ Qn—2(Tn-1,5) 1. Qn-1(Tn,x)
LA Q;'z-l(:nn—l,j) F s Q;(ﬂ:n}k) ;

Em Szego [52, p.48] encontramos que A, x, k£ =1, -, n, podem ser dados por

Gn,n 1

Ap k= - :
& An-1,n—-1Pp, (mn.k )pn—l (mn,k)

Esse resultado segue facilmente da quadratura gaussiana e da Identidade de Christoffel-
Darboux. Mas, Q,(z) = pn(z)/ann.
Dai,
Z7ﬂ,k = ZAn.kpfz—l (k)
k=1 k=1

[Pr@)ds@) = 1. w

Uma outra propriedade que freqiientemente faremos uso é a do limitante para os
zeros dos polindmios Q,(z).
Do niicleo de Dirichlet (2.2.20), podemos notar que

a‘?‘z—l,n—l pi (m)Pi_l(xn.k)
ai, (z—znk)?

.'sKg(ac,a:n,k) =7

Assim, pela férmula de quadratura de Gauss-Jacobi,

2 n

2 e - Tn,j
/C:I:Kf‘:(:t:,:r:n,k)dgf)(x) = #pi_l(mn,k)zz\ Mm‘n,j

a’?z,n j=1 b (:En.j = -T'n,k)z
2

[ 4 S
An,k nTgl’Tl"l‘pi— 1(Znk) [p:ra (Tn,k)] 2xn,k
n,n

In,

n,k

Portanto,

d
Tnk = /\n,k &"K?;(ifs xn,k)d¢( )
c

Por outro lado,




A cda:ffz(z,xn,k)dé( =i m[ZpJ (2)P5 (2n)de(z)

= Ank | {ij z)p; xnk)}dé()

2 [ 2] S @i ps@lps (i) o)

i=0
J=i+l

n—1

= nkZﬁJp,(ﬂfnk)+)~nk22 Jalj 201 (Tn k) P5 (T k)-
= j.d

nk max |/8_?|Zp3 fﬂnk

0<j<n—1

a;
+2An k DX 3L IZ|PJ 1(Zn k)05 (Tnk)|

1<j<n a;.; gl

1651

0< <nl

n—1
aj-1,j-1 2
+2\, 4 X \l > i (@n J;Pj (Tn,k)

Qj,j i=0
Qj—-1,5-1

max |G;| +2 max

0<j<n—1 1<j<n-1 aj

Portanto,

1/2
|Zn k| < <m§f 1|63|+21~:1§1~?}3{ jEIN=

2.2.4 Comportamento Regular dos Polindmios Ortogonais

Denotemos por N, (t) o nimero de inteiros k para os quais

n— Tnk Z tlxn,l = xn,nls 0 S t § 1

Definicao 2.2.5 A fungao distribuicao dos zeros, quando existe, € definida por

)= L Nn(t), 0<t<l. (2.2.28)

n—oo

A'A
AVAYAY
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Em [53] e [20] mostrou-se que para uma grande classe de medidas d¢(t), 5(t) existe

e, além disso, é dado por

Bo(t) = % - %arcsen(?t -1). (2.2.29)

Neste caso, a medida d¢(t) é chamada medida arco-seno e os polindmios p,(z)
tém comportamento zero regular.

Em [21], Erdés e Turén consideraram polinémios ortogonais em [—1, 1] e mostraram
que se d¢(z) = w(z)dz, onde w(z) é uma funcdo integravel nao-negativa em [—1,1], ou
seja, w(z) > 0 exceto para um conjunto de medida de Lebesgue nula, entdo d¢(z) é uma
medida arco-seno. Em [53], Ullman faz uma discussdo bastante completa da medida arco-
seno absolutamente continua e, em [20], Erdés e Freud estabeleceram resultados nos casos
em que d¢(z) ndo é absolutamente continua. Peso arco-seno com suporte nao compacto foi
introduzido por Erdds em [19].

O caso em que o suporte da medida d¢(z) estd contido em [—1,1] e os dois pontos
—1 e 1 pertencem a este suporte é de particular interesse. Assim, z,, = lexz,; — —1le

(2.2.28) pode ser reescrito como

1
limn™' ) 1=Z=arccosT, -1<T<1. (2.2.30)

n—oo
kip  >T n

Para medidas d¢(z), ou pesos w(z), cujo suporte estd contido em [—1,1], usa-se
o termo arco-seno sobre [—1,1] se {znx}r—, satisfaz (2.2.30). Como estamos interessados

neste caso, daremos, abaixo, algumas condi¢bes para as quais a medida d¢(z) é arco-seno

em [—1, 1] e que serdo discutidas posteriormente.

Teorema 2.2.13 (Erdos e Freud, [20]) (a) A condigao

lim sup “_\l/an—l,n—l[xn.n = xﬂ.l] =14

implica que d¢(z) € arco-seno;
(b) segue de (2.2.31) que
r}lbnc}o "‘11/&71_1_“_1[17“,7; — :rn'l] = 4. (2232)

O interesse desta se¢do esta em relacionar o comportamento zero regular & férmula

de recorréncia (2.2.12). Colocaremos, entdo, a seguinte questdo: “se um conjunto polinomial
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Para mostrar (2.2.33), dividiremos o problema em duas etapas. Primeiro, mostraremos
que A = 2y/a e, entdo, que

llm (aﬂ_l,ﬂ_l)lf(“_n — 1

n—oo \/(_):

Para mostar que A = 2y/a usaremos o Teorema 2.2.9. Assim, se [—A, A] é o ver-
dadeiro intervalo de ortogonalidade para {Q,(z)}5>,, entdo —A é o maior valor de s tal que
s < 0 (lembre-se que 3, =0) e {“—:J—‘} é uma seqiiéncia encadeada. Equivalentemente, A é
o menor valor de ¢t tal quet >0 e { “—’t‘#} ¢ uma seqiiéncia encadeada.

Agora,como 0 < a,<a, n=>1,e nli_'r{.'lc’ceﬂ = @, da teoria geral de sequéncias en-
cadeadas, sabemos que {‘—’;‘ai} é uma seqiiéncia encadeada. Isto segue de 0 < ap41/4a < 1/4
e any1/4a — 1/4 quando n — oo. Além disso, se A é um nimero menor que 2\/a,
ant1/A? — a/A% > 1/4, e, assim, a,.1/A? ndo seria uma seqiiéncia encadeada. Entéo,
A = 2,/a é o menor nimero positivo tal que a,+1/A? é uma seqiiéncia encadeada e, portan-
to, o verdadeiro intervalo de ortogonalidade é (—2/a, 2\/a).

Note, do item (i) de (2.2.9), (2.2.12) e do fato dos polinémios p,(z) serem ortonor-

mais, que

1/2
[ 1 x

Qo3+ Qny1|
Portanto,

]lf(n—l] ) [
(azaa s "S\fn+1)1/2

[ann

1 ]lz‘(ﬂ—l)

A prova estard completa ao se mostrar que [a,,|"/*1) — 4/24 = 1/\/a quando

n — 00, ou, equivalentemente, deve-se mostrar que

n 1/(n-1)
lim l]’[am} =la) (2.2.34)

n—oo | -
i=1

Mas, o; > 0 para qualquer i e o; — a > 0 quando ¢ — oo. Assim, (2.2.34) segue
diretamente de resultados basicos de limite de produtos. Logo, a demonstragao esta completa
pois, como a hipétese do Teorema 2.2.13 foi satisfeita, conclui-se que os polindémios @,(z)
tém comportamento zero regular. =

Observacgoes :

1— A hipétese a > 0 é necessaria para o comportamento zero regular. De fato, se em

(2.2.12) B, = 0 paran > 0 e a, — 0 quando n — oo, pelo Teorema 2.2.11, 0 =7 = 0
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é dado por (2.2.12), é possivel decidir se os polinémios tém comportamento regular usando
somente a férmula de recorréncia (isto é, sem o conhecimento de d¢(z) ou de qualquer um
dos zeros de p,(z))?”

Daremos uma resposta parcial para esta questao, exibindo uma classe de polinémios
que tém comportamento regular e, também, notando uma classe que nao tem.

Com base no que foi visto até aqui, ja é possivel demonstrar o resultado desta
segao, que é determinar o comportamento regular de {Q,(z)}>2, a partir dos coeficientes
da férmula de recorréncia (2.2.12). Primeiro, destaquemos que a condi¢do 3, =0, n > 0,
é equivalente a se ter uma medida d¢(z) que é simétrica em = = 0. Neste caso, os zeros de

pn(z) sdo também simétricos em z = 0.

Teorema 2.2.14 Seja a seqiiéncia de polindmios {Qn(z)}2, definida por (2.2.12) e supo-

nhamos que B, = 0, n > 0. Suponhamos, também, que {an}e>; (no nosso caso a, =
2
an—l.n—l
2
nn

comportamento zero regular.

) satisfaz 0 < ap < a, n>1e nli_{&&,, = a. Entdo, os polinémios Qn(z) tém

Demonstragao: Pelo Teorema 2.2.11, que na realidade é a generalizacao do Teorema de
Blumenthal, sabe-se que os zeros dos polinémios @,(z) sdo densos no intervalo fechado

[—2y/a, 2y/a]. Pelo Teorema 2.2.13, temos, também, que se

lim (an_}_,n_l)l}’(n_l) [mn,n = mn.l] — 4!

n—oo

os polindmios @, (z) tém comportamento zero regular.

Seja d¢(z) a provavel medida para a qual os polinémios @, (z) s@o ortogonais. Sabe-
se que tal medida existe, pois este resultado foi estabelecido por J. Favard.

Também, da teoria geral de momentos e polinémios ortogonais, sabe-se que d¢(z) é
essencialmente tnica e tem suporte limitado simétrico em z = 0 (ver [44]). Seja [—A, A] o
verdadeiro intervalo de ortogonalidade dos polinémios @, (x).

Entéo, pela definicdo de verdadeiro intervalo de ortogonalidade, z,; — —A e z,,, —
A quando n — oo.

Assim, usando o Teorema 2.2.13, concluimos a demonstragio se mostrarmos que

. L
Jim (an1,0-1)/070 = . (2.2.33)
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e o intervalo [, 7] onde os zeros sdo densos reduz-se a um simples ponto, a origem. Como
o comportamento zero regular exige que os zeros sejam densos no verdadeiro intervalo de

ortogonalidade, o comportamento zero regular nao pode ocorrer quando 3, =0 e a, — 0.

2— Se a hipétese B, = 0 for substituida por 8, = , o resultado ainda vale. A tnica mu-

danga que ocorre € que o verdadeiro intervalo de ortogonalidade é transladado de [—2+/a, 21/q]

para (B — 2v/a, B + 2\/q].

3— Do resultado de Ullman [53] sobre fungéo peso, segue que muitos conjuntos de polindémios
classicos, tais como os polinémios de Jacobi, tém comportamento zero regular. O Teorema
2.2.14 também mostra que os polindmios de Jacobi (e muitos outros conjuntos conhecidos)
tém comportamento zero regular porque satisfazem (2.2.12) com f, =0, 0 < a, < 1/4
e a, — 1/4 quando n — oo. Além disso, do Teorema 2.2.14, também sabe-se que o mais
“simples” (mas nao muito conhecido) dos conjuntos tém comportamento zero regular, mas
ainda nao se sabe se correspondem a medida que é absolutamente continua e, assim, tem uma
funcao peso. Seria interessante conhecer (em termos de (2.2.12)) quando o comportamento

zero regular estd associado com uma funcao peso e quando nao esta.

4— Em [35], usando diferentes métodos, Nevai obteve uma grande quantidade de infor-
macoes relacionando o suporte da medida d¢(z) a propriedades dos coeficientes na férmula

de recorréncia de trés termos (2.2.12).

2.2.5 Polinémios ortogonais classicos

a) Os polindmios de Jacobi, P{*)(z), sdo ortogonais no intervalo [—1, 1], com relagio &

fungéo peso w(z) = (1 — z)*(1 + z)?, «,B8 > —1, a e B reais.

e Para a = 3 = 0, temos os polinémios P,(z) = P®%(z), conhecidos como polinémios de
Legendre que sdo ortogonais em [—1, 1] relativamente & fungdo peso w(z) = 1.

e Para o = = A —=1/2 (A # 1/2), temos os polinémios ultrasféricos
PM(z) = ctePA~1/22-1/2)(z), que sdo ortogonais no intervalo [—1, 1], com relagéo & funcio

peso w(z) = (1 — z2)*-1/2,
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e Para ¢ = [ = -1/2, temos os polindmios de Tchebyshev de 12 espécie

Tn(z) = cteP{~1/%2-1/2)(z), que sdo ortogonais no intervalo [—1,1], com relagio & fungdo
1
V1—2?

e Para a = B = 1/2, temos os polindmios de Tchebyshev de 22 espécie

peso w(z) =

Un(z) = cteP*?'/2)(z), que sdo ortogonais no intervalo [—1, 1], com relagéo & fungéo peso

w(z) = V1 - 22

b) Os polinémios de Laguerre, L{*)(z), sio ortogonais no intervalo [0, 00), com relagio &

funcéo peso w(z) = z%~*, a > —1.

c) Os polinémios de Hermite, H,(z), sdo ortogonais no intervalo (—o0, o), com relagao

a fungdo peso w(z) = e~*".
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2.3 Polinémios Similares aos Ortogonais

A introdugéo do problema forte de momento pelos pesquisadores Jones, Thron e
Waadeland [27] abriu caminho para o estudo de polinomios que apresentam propriedades
semelhantes as dos polinémios ortogonais. O problema forte de momento pode ser expresso
da seguinte forma:

“Dado uma seqiiéncia {um,}%__., de nimeros reais, em que condigdes existe uma

medida nao negativa di(t) tal que

b
#m=/tmd¢'(t)a m=“'s_2:_1:01112:'”?”
a

Jones, Thron e Waadeland resolveram o problema acima, quando dy(t) é uma me-
dida forte de Stieltjes, isto é, (a,b) C (0, 00).

Com o objetivo de estudar o problema forte de momento para o caso em que a = —00
e b = oo, conhecido como problema forte de momento de Hamburger, Sri Ranga, em [46], in-
troduziu uma seqiiéncia de polindmios monicos é,(f‘) (z), similares aos polinémios ortogonais,

definidos por:

b N 0, se 0<s<n-1,
[ BO @) =

pk) >0, se s=n

paran =0,1,2,--- e para k inteiros positivos ou negativos, onde —oo < a < b < 00 e dy)(t)

¢ uma distribuicao para a qual os momentos
b
o =/ tdp(t), m=---,—2,—1,0,1,2,--, (2.3.35)

existem e sao finitos.

Vamos considerar, aqui, somente os polindémios B,(,f‘) (2) para k = 0 e intervalos [a, b]
que estejam totalmente contidos do lado positivo do eixo real, isto é, 0 < a < b < 0o. Assim,
di(t) é uma distribuicdo forte de Stieltjes. Denotaremos tais polindmios por By(z) e os
chamaremos, simplesmente, de polindmios similares.

Portanto, os polinémios Bn(z), n=20,1,2,---, sao dados por (1.5), isto é, por

b s 0, se 0<s<n-1,
/ "B (1) du(t) = (2.3.36)

pn>0, se s=mn.
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Esses polinémios estdo estreitamente ligados aos polinémios ortogonais de Laurent

(ou polinémios L-ortogonais) L, (t), [48], da seguinte forma:
Lom(t) =t "B (8), + Lomt1(t) =t ™ 1 Bomzi(t),  m >0.
O resultado abaixo é de primordial importéancia para a demonstracao da existéncia

dos polinémios B,(z).

Teorema 2.3.1 Para as distribuigdes fortes de Stieltjes, di(t), os determinantes de Hankel,

H™) satisfazem:

Hm+n—1 Hm+n

para m,n inteiros, n > 1.

2.3.1 Algumas Propriedades dos Polinémios Similares

n
Teorema 2.3.2 Seja B,(z) = an,,z‘“, com bn,, = 1, o polinémio similar. Entao, para
r=0

ni>e:
Bnﬂ(z) =(z— Bn+l)1§n(z) = &n+IZBn-l(z)a (2.3.38)
onde By(z) =1, By(z) = z — B, e os coeficientes @iy € Bni1 satisfazem:

Gon=tt ey (2.3.39)
n—1
-~ 1k "_‘t{]
61 e 3
3 _ ~ Tin—1
Botr1 = —0nt1 a1 (2.3.40)
Tn
com pn € np, n > 0, definidos por:
H:?
D= ,Ej“) >0 (2.3.41)

el D
M = (—1) e # 0, (2.3.42)
n

onde HS™™, HS7Y e HY sio os determinantes de Hankel definidos em (2.3.37).
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Como consequéncia da relacao de recorréncia de trés termos, muitos resultados en-

volvendo Bn(z) podem ser encontrados como, por exemplo, a relagdo abaixo:

Rn+1(z) = {B’n(z)}z 5 O-’1'1+1ﬁn.{é _1(3)}2 o an+lan32RN—l(z)= n 21 (2.3.43)

e B/ (z) é a derivada de B,(z).
Sejam z,;, ¢ = 1,2,---,n, os zeros de Bn(z). Da relagdo acima, podemos demonstrar

o seguinte teorema.

Teorema 2.3.3 Se z,;, i = 1,2,---,n, é um zero do polinémio similar B,(z) para n > 1,

entdo ele ¢ diferente dos zeros de Bn_,(2).
Sobre os polinémios similares l;’n(z) valem, ainda, os seguintes resultados:

Teorema 2.3.4 Os zeros do polindmio similar B,(z) sdo reais, distintos e pertencem ao

intervalo (a,b).
Teorema 2.3.5 Entre dois zeros consecutivos do polindmio B,_,(2) eziste um zero de By(2).
As demonstracoes dos resultados acima sao dadas em Sri Ranga, Andrade e Phillips

[50] e seguem facilmente da definigdo de polindmios similares e de (2.3.43).

Da mesma forma que em (2.2.15), podemos considerar

f—l(zn,r) — Bﬁ—l(zﬂ.f)
; ) Kn—l(zn,r)
Logo,

T
ZT“," =1
r=1

Como podemos ver do Teorema 2.3.5, os zeros de B, (z) sio todos positivos, distintos

e se entrelacam com os de B,_1(z).
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Em [46] Sri Ranga demonstrou que se B, =3, n > 1, entdo =108 it nl=
1,2,--+,[(n+1)/2]. Além disso, se também tivermos d; = 2 € Gny1 = @, n > 1, 08 zeros

sao dados explicitamente por

Znr = ﬁg/zn.n+l-—r € Znpntl-r = ﬁ + Qlpr + \/(6 = aVn,r)2 — ﬁ2:

parar =1,2,---,[(n+ 1)/2], onde v, = 1 + cos (7(2r — 1)/n).

Consideremos a relacio (2.3.38), isto é,
Bn-}-l(z) = (z = ,én+1)§n{z) = &n+121§n—1(z)-

Dividindo-se ambos os membros por (z — Bn41)Ba(z), obtemos

Bn+1(z) — i &n+IZBn—1(z)

(2 = Bn+1)Bn(2) (2 = Bnt1)Bn(2)

qufr1+1h31§'n—‘lb(z) i -é_'n-i-l(z}
(2 = Bnt1)Bn(2) (2 = Br+1)Bn(2)
&nzén_z(z)

(2= Bn)Bn-1(2)

= mp(2).

Assim, 1 —m,_;(z) =1-—

Dai,

ful2) = (L= maca(2))ma(z) )
___GnzBno(2) Gn412Bn-1(2)
B )

~Z t 3,—;)31;_1(2) g z— 3ﬂ+l)én(z)
(z— 6,,)? ~1(2) ~ &nZ~Bn_2(Z)& L
(2 = Bn)(2 = Ba-1)Bn(2) i

Por (2.3.38), o numerador dessa tltima fragio é exatamente B,(z).

Chegamos, entdo, a seqiiéncia
&1’1+1z

f“(z) g (2 — Bn)(z — Bn+1)

Usando esta seqiiéncia encadeada, em [49] Sri Ranga e Matioli mostraram que se

= [1 - mp_1(2)Jma(z), n21.

Bnv= sup fBp, PByv=__inf B, e av= sup a,
1<n<N+1 1<n<N+1 2<n<N+1

para qualquer N > 1, entao todos os zeros dos polinémios fa’n(z), 1 <n < N+1, pertencem
ao intervalo [dy,1, dn,1], onde
&N,l = By + 26y + \/(BN + 2an)?% — Blz\h
1 24y J( 1 zaN)2 1

& =.—+._'+' -...—"+'-— e
MT0 T B By B B
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As seqiiéncias {8} e {an} sdo ndo-decrescentes e a seqiiéncia {(y} é ndo-crescente.

Sejam 3, & e 3 os respectivos limites dessas seqiiéncias e sejam

cf=3+26t+\/(3+2é)2—52 e cfz% %—§+\J

1,2, 1

TR TR

Entao, todos os zeros de B’n(z), n > 1, pertencem ao intervalo [J, J].

Retornando a relagdo de recorréncia (2.3.38), a ocorréncia das situagoes
B<oo e &< (2.3.46)

e/ou

0<B e &< oo, (2.3.47)

é interessante. Quando (2.3.46) vale, B < d < oo e, quando (2.3.47) vale, 0 < d < B.
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Capitulo 3

Propriedades Assintoticas dos

Polinomios Ortogonais

3.1 Coeficientes da Relacao de Recorréncia Limitados

Nesta segdo, baseados no artigo de Van Assche [5], vamos estudar, o comportamento
assintético de polindmios ortogonais quando os coeficientes da relacdo de recorréncia de trés
termos, tanto os de indice par quanto os de indice impar, tendem a limites finitos. A razao
entre dois polinomios cujos indices diferem de uma ou duas unidades e a funcéo distribuicao
limite serao discutidas. Daremos, também, algumas aplicagoes dos resultados obtidos em
férmulas de quadratura.

Sejam, entdo, as seqiiéncias {f,}32, € {an}2, da relagdo de recorréncia (2.2.12)
satisfazendo:

nli_{gloﬁzn = by, lim agn = a3,
(3.1.1)
lim Bons1 =82 e lim agnyr = a3,

Usando a estimativa (2.2.27) podemos concluir que os zeros dos polinémios orto-

gonais moénicos {Qn ()}, estdo sempre no interior de um intervalo compacto, suponhamos

[—A, A].
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3.1.1 Propriedades Assintoticas

Da férmula de recorréncia (2.2.12) facilmente obtemos que

Qaon+1(T) = (T — P2n) Q2n(T) — 20 Q2n—1(7)

Q2n+2($) = (37 = ﬁ2n+1)Q2n+1($) = CI2n+;Q2n(3?)-
Resolvendo a segunda equagdo para Qo,.1(z), obtemos

Q2n+2(2) + a2n41Q2n () '

T — 62n.+1

Qon+1(2) =

Substituindo esta expressdo em (3.1.2), temos a seguinte féormula de recorréncia
envolvendo somente os polinémios de grau par

Q2n+2($) ($ i }82n) (37 7 52n+1) — Qon41 — §2n+i Q2n(-’l?)

3: —
_O'Qna?ﬂ— ﬁh“ an 2( )

oy 62?1-—
bQR(:B)QQR( )_0'2?1( )Q2n—2($)— (3.1.4)

De modo anélogo, obtemos a férmula de recorréncia que envolve apenas os polinémios

de grau impar

e ﬁ2n+2

2| Qo (@)

Q2n+3(~7~') (37 = )32n+1)(33 = 6211-!»2) — Q2n42 — C!2n+1

x_—%ng2n— ( )
b2n+1(Z)Q2n+1(Z) — a2n+1(T)Q2n-1(T). (3.1.5)

—Q2n+102n

Essas férmulas de recorréncia modificadas serdo muito teis no estudo do compor-
tamento assintético dos polindémios {Q,(z)}5, quando n tende para infinito.

Sejam X; o conjunto dos pontos de acumulacao de

{"'E“ti 11=1,2,---,m; n= 132,}

X, :={z € R : Qn(x) = 0 para infinitos valores de n}.
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Um elemento de X, nao é necessariamente um ponto de acumulagdo do conjunto
{zn;:}. Se tomarmos uma fungéo peso em [—3, —a] U [e, 8] (0 < a < B) que é simétrica com
relacdo a origem, este ponto pertencerd a X», pois todo polinémio ortogonal de grau fmpar
com relagao a uma distribui¢ao simétrica se anula na origem. Mas, ndo se pode encontrar
uma seqiiéncia de zeros (exceto para a seqiiéncia constante zero) que converge para zero. Ja
os polinémios de grau par ndo se anulam em (—q, @) pois, se existir um zero neste intervalo,
pela simetria, existira também um segundo zero, o que é impossivel (polinémios ortogonais
podem ter no maximo um zero num intervalo onde a fungéo distribui¢do é constante). Pela
mesma razao, a origem sera o unico zero em (—a,a) para os polinémios de grau impar.
Assim, se a distribuicdo d¢(z) for simétrica, zero é raiz de infinitos polinémios de grau
impar, ou seja, 0 € Xo.

Deste fato, podemos concluir que supp(d¢) C X; U X3, onde o suporte de d¢, como
definido em (1.2), é o espectro da fungéo distribuigao ¢(z) e o espectro néo é necessariamente
X1UX>, como se pode ver da observagao anterior, pois se 0 € X5, 0 ¢ supp(d¢) nas condigoes
citadas anteriormente.

Denotaremos por f,(z) ~ g(z), quando a razao f,(z)/g(z) tende para um. A esfera

de Riemann, €U {0}, serd denotada por € e consideremos
Zyi={o,gtti=12 s n:n> NJ.

Teorema 3.1.1 Se os coeficientes da formula de recorréncia (2.2.12) satisfazem (3.1.1),

entdo, quando n — o0,

Qn(2) L 2 2
Oal ~ Q@ = 5=tz =)~ (el +a})

+/[(z—b1)(z — ba) — (a2 + )P — 4a§a§} (3.1.6)

uniformemente em todo subconjunto compacto de T\ X; U Xy.

Demonstragao: Sabemos que os zeros de {Q,(z)}32, estdo todos no interior do intervalo
compacto [—A, A]. Assim, a razao Q,(2)/Qn-2(2) é analitica em €\ [— A, A] para todo n > 2.
Se K é um conjunto compacto em €'\ X; U X, entdo K pode ter no méximo um niimero

finito de zeros de {Qn(z)}n, e cada um deles é zero de um niimero finito de polinémios.
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Isto significa que existe um inteiro N tal que, para n > N, as razoes @Qn(2)/Qn-2(2) sdo
analiticas em K.
Seja
e=inf{lz—z|:z€ K, z € (X;UX2)NZy}
que é uma quantidade estritamente positiva, pois K (que é um conjunto compacto) e o
conjunto ( X; U X3) N Zy sao disjuntos.
Pelo Teorema 2.2.12, paraz € Ken > N

Qn—i’('z) < 1

Qn(z) |~ &

Assim, a razéo Q,-2(z)/Qn(z) é uniformemente limitada em todo subconjunto com-
pacto de €'\ (X; U X>).

O préximo passo é mostrar que esta razdo converge quando z € [A,00) e, como
este conjunto tem um ponto limite, podemos usar o Teorema de Stieltjes—Vitaly 2.1.4 para
concluir a convergéncia uniforme em todo subconjunto compacto de €'\ (X; U X3).

Tomemos, entdo, z € [A,00) (ou seja, z real). Por hipdtese, os coeficientes das
férmulas de recorréncia (3.1.4) e (3.1.5) convergem quando n — oo. A convergéncia das

razoes Qon42(2)/Q2n(2) € Q2n41(2)/Q2n-1(2) segue do fato de que a seqiiéncia

z = ﬁ2n+1
Z) = QopQop_ 11—
fa(2) T 2 — Bona

z— ﬁ2n }_1

2 — Bont1

X {(z — Ban)(2 — Ban+1) — Q2nt1 — Qon

% {(Z ) ﬁQﬂ—?)(z T 6211—1) — Qigp—1 — a2n_2z_—ﬁ2n—l}

z — 627;—3

é uma seqiiéncia encadeada com seqiiéncia de parametros (minimal) dada por

-1
gn(z) =1-= M {(z = ﬁ2n)(z = ﬁ2n+1) — Q2n4y1 — agn—z — ‘an-’-l } .

Q2n (Z)

Isto significa que fn(2) = gn(2)[1—gn-1(2)] € como, para z € [A, ), fn(z) converge,

Z — Ogp—1

pelo Teorema 2.1.7, g,(z) também convergira.

Para determinar este limite dividimos a equagdo (3.1.4) por @Q2,(z) e a equagdo
(3.1.5) por Q2n+1(2). Dalf,
Q2n+2(z) T — 162n+1 “lam 52n+1 an-z(z)

—Wan(Z) — (Z = ﬁzn)(z T 52n+1) — Q2n41 — a2nx—_ Bt = a2na2n—lz e an(z)




y z — Bon+2
M = (Z = ﬁ2n+l)(2 = ﬁ2n+2) T b T 0!2n+1z_—‘31:-
n

Q2n+1(2)
z— ﬁ2n+2 Q2n—1(z)

—Qi2p 41002 ¢
il z2— [Pan Q2n+1(z)

Fazendo n — oo, obtemos

Q(2) = {(z = b1)(2 = b2) — (af +a3)} =

Resolvendo esta equacgao, chegamos que

a1a;

Q(2)

1

Q) = 5{(z-t)e—b)— (@} +a)

+/[(z = b1)(z — bs) — (a2 + AB))? — 4a%ag} .

Como, para todo n, Q,(z)/Qn-2(2) — o0 quando z — 0o, devemos escolher o sinal
positivo. Assim, Q(z) — oo quando z — co. ® |

A relagao assintética (3.1.6) nao vale em X; U X, pois, neste conjunto, a razio
Qn(2)
Qn-2(2)

supp(d¢). Portanto, em X, podemos encontrar uma subseqiiéncia para a qual o resultado

nao é limitada. Em particular, a relacao assintética nao vale sobre o espectro

assintético vale.

Coroldrio 3.1.2 Suponhamos que as condigdes (3.1.1) sejam satisfeitas. Entdo, quando

n — 00,

Q2n(2) - Q(2) + a}
Q2n~1(z) z—b

(1)

i) Qnnl) Q)+l
an(z) e bQ

uniformemente em todo subconjunto compacto de T\ (X; U Xs).

Demonstragao: Da férmula de recorréncia (2.2.12) obtemos facilmente que

Qan+1(2) _ Q2n(2)

————= = (2 — fop) =—~ — Qz,.

SR e i e
Como, do teorema anterior, o lado esquerdo converge uniformemente em todo sub-
conjunto compacto de @'\ (X; U X3), (3.1.7) segue imediatamente fazendo n — co. Analoga-

mente, demonstramos (3.1.8). =




Teorema 3.1.3 Sob as condigdes (3.1.1) temos que, para n — oo,

1Q4(2) 2 — (b + b2)/2

n Qn(z) \/[(z —b1)(z — b)) — (af + a3)]? — 4ata3

uniformemente em todo subconjunto compacto de T\ (X; U Xa).

Demonstragao: Como a seqiiéncia Q,(z)/Qn-2(z) converge para Q(z) uniformemente em
todo subconjunto compacto de €\ (X; U X;), pelo Teorema 2.1.2, a seqiiéncia de derivadas

(@Qn(2)/Qn-2(z))" convergira para Q'(z) uniformemente em subconjuntos compactos de

T\ (X, U X3). Tomando-se, entdo, a derivada de (3.1.6), temos que

r

(@n(2)/@n2(2)) _ Qu(2) _ @na(2)  Q'(2)

~

(Qn(z)/Qn—Q(z)) g Qn(z) o Qn—?(z) Q(Z)

uniformemente em todo subconjunto compacto de €'\ (X; U X5).

Agora, seja K um conjunto compacto em €'\ (X; U X3) e N tal que Q,(2) ndo tem

zeros em K para n > 2N — 2. Podemos, entao, escrever
1@k _ 1H (Q;j(z) . Q;j-z(z)) i (Q;j(z) ~ Q;j_z(z))
2n Q2n(z) 2n j=1 sz(z) sz—z(z) an=N sz(z) QQJ'—2(Z)

i S Q;;(z] iF Q;j_Q(Z) i Q;&E_(.il
2n iy (Q2j(z) sz—2(z)) L 2n (QQN_z( )) t (3.1.10)

Pelo Lema de Cesaro 2.1.5, concluimos que

1 Q(2) 1Q(2)

M Qan(z) 2 Q(z)

uniformemente em todo subconjunto compacto de @'\ (X; U X3).

Um raciocinio andlogo garante o resultado para os indices impares. Calculando,

. > ‘(2 ,
entdo, explicitamente Q—(-z——)-, chegamos ao resultado desejado. m

Observe que ambos os comportamentos assintéticos das razoes Qn(2)/Qn-1(z) e
@,,(2)/Qn(z) dependem somente dos limites das seqiiéncias {8,}%, e {an}2, e ndo delas

mesmas. Assim, diz-se que essas fung¢oes tém comportamentos assintéticos invariantes.

3.1.2 Foérmulas de Quadratura Invariantes

Daremos, agora, algumas aplicagoes de resultados da seg¢do anterior. Usaremos o

conceito de convergéncia fraca para este objetivo.
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Definicao 3.1.1 Uma seqiiéncia de fungdes distribui¢ées F,(z) converge fracamente para
uma fungdo distribuicio F(z) (Fn(z) = F(z)) se, para toda fung¢do f(z) continua e limita-
da,

/ * f(2)dFa(z) — / : f(z)dF(z). (3.1.11)

—00

O Teorema de Grommer-Hamburger 2.1.6 nos garante que para (3.1.11) ser valido,
basta mostrarmos que S(F,(z);z) converge para S(F(z);z), uniformemente em todo sub-
conjunto compacto de €'\ IR.

Para o objetivo aqui proposto, que é o de se obter a férmula de quadratura, neces-

sitaremos do uso das transformadas de Stieltjes das seguintes funcdes distribuigoes:

Fla:6,8) =~ - v 52—5\'/52 _Ip(t)dt. (3.1.12)

§2 — 12 4 (32 1/2)2

66,6 = 2T (ﬁ)z 12ESER
/ \/ﬁg—tQ\/ﬁ
=4l

onde |y| < § < B e Ip(t) é a fungdo indicadora do conjunto B = [—f3, —6] U [4, 8], isto é,

B(t)dt, (3.1.13)

0, t¢B
Ip(t) =
1, teB.

1 |z
dF(-’I:', 5;18) — ;\/ﬁQ —_ :1:2\/.’.5‘2 —

=dz

52 — ~A2)1/2 2 _ A2\1/212 3 o)
dG(x;é,ﬁ,'r):z[( 7)(,6;:((562)2 )Y NE |$$_\{Y:T F)

dz,

para z € B.

Lema 3.1.4 Seja z € €\ [—-5,—-6] U [8, 5]. Entao,

(1) S(F(z;6,08);2) =

Z

Ny N ey
2(z+7)

N _ e
(i) S(G(z;6,8,7);2) P 7Y Y U
As raizes quadradas /2% — 6% e \/2% — % sdo escolhidas de modo que 22/(\/2%2 — 6%1/2% — ?)

e (3.1.14)

(3.1.15)

¢ analitica em €'\ [—3,—6] U [6, ] e tende para um quando z tende para infinito.

AVA
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Demonstragao: A partir da definigao de transformada de Stieltjes, temos que

15=0001 |z|
S(FE:8,652) = [ o

.o TN
nls 2 —x\/B% — x2\/x2 — §2

Fazendo x = —t na primeira integral e, em seguida, ¢ = x, obtemos
1 /5 1 |z|
TJs 2+ /% — 22\/1? — 62

—I—l/ﬁ ! £ dx
s z—x\/B% —x2\/22 - 62

dx

S(F(z;6,8);2) =

(62 oL 52) (52 + 52)
2 t+ 2 ,

2

Usando a mudanga de varidveis y = z° e, em seguida, y =

chegamos que

22 : 1 dt
S0 dlia) = (8= 52)17/_1 222 — B% — §° V-t
—FE-e

De (2.2.23) e (2.2.24) sabemos que

[ ==46() = Fot),

onde FC(u) é o limite da fracdo continua

03]

a2
a3
7

u—fy— -

eaq; B 1 =12---, sdo0 os coeficientes da relagdo de recorréncia de trés termos dos

u—ph—

U—Os—

u— 35—

polinémios ortogonais com relagéo a d¢(z).
Mas, da férmula de recorréncia para os polinomios de T'chebyshev de primeira espécie
monicos, sabemos que oy =7, ap =1/2, a3 =4 =---=1/4e i =0parai=1,2,---.

Assim, para d¢(t) = —%, FC(u) = onde L(u) = u — %

Logo, [L(u)]? — uL(u) + 1/4 = 0. Dai,
L ukvui=i
e

L(u)

L(u)




pois FC(u) == 0.

Portanto, para u =

222 62 — &2
(6% — 6%)/2
V(= B2)(u2 - 62)

FC(u) =

Dai,
A
\/zz = [)’Z\/zi’ = 52‘

Para a distribuigao G(z; 6, 8,7), consideremos dois casos:

S(F(x;6,P);2) =

e Seja vy = 0.

De maneira andloga & feita para a distribuicao F(z;é, 3),

saonn = 2E+A @-8) p 1 :
S(G(z:6,0,052) = om g /_1222_62_62_t\/—1—tdt

ﬁ2_§2

1 1
e =
/_lﬁQMQ VIt
52 — 32 U
Como, neste caso, a funcao peso é a de Tchebyshev de segunda espécie, a fracao
continua F'C(u) é dada por FC(u) = m(u — Vu? — 1).
Assim, a primeira integral entre as chaves € igual a

222 — (B2 + 6%) — 2/ — PV — &
Z 62 i 62 |

e, a segunda, igual a

B* + 6% — 280
il iyl

Logo, substituindo os resultados acima na transformada de Stieltjes da distribuigao

G(z; 6, B, 0) obtida anteriormente e multiplicando-a e dividindo-a por 22—§3++/22 — 32v/22 — 62,
chegamos ao resultado desejado para y = 0.

e Para v # 0, de maneira andloga a feita anteriormente, chegamos que




2[(8 =)+ (B = PP (o + 1) = &)
R = 2t =79

S(G(x;6,8,7);2) =

1
X / ; V1 — t2dt

_1222_62_62_t

ﬁ?_é‘?

! 1
— V1 — t3dt
/_1ﬁ2+52—2’yg_t

62_62

Logo, por (2.2.23) e (2.2.24), o valor da primeira integral é

2,2 _ 32 _ §2
?T(’U,—VU2—1), com UI%

e, o da segunda, é
i I ]
w(v—vv2—-1), onde v= 6—_—;5—5:—1922—7
Dai,

52 — ~2)1/2 2 _ A1/2\12 2 _ g2
SGsp) = T T ARG e 5)

X [z2 o \/62 - '}«2\/[3’2 -2 - \/22 — B2/22 - §2

Multiplicando-se e dividindo-se esta expressao por 22 — 72 — /82 — 42/BZ — 7% +

V2% — %\/22 — 62, obtemos o resultado desejado. =

Tomemos, agora,

b(]) = min{bl,bg}, b(g) = max{bl, bg}

ag) = min{a;,az} e aig) = max{ai, az}.

Teorema 3.1.5 Sejam {pn(z)}oe, um sistema de polinémios ortonormais que satisfazem

(3.1.1) e {An;}j—; seus nimeros de Christoffel. Entdo, para toda fun¢do continua f(z),

2n 2 o
(¢) Z)\zn,jpgn_l(Sﬂzn,j)f(xzn,j) = aa(—%)/_mf(x)d(? (fL‘ =L +b2;5,ﬁ, —7)

2

ij=1
2 2
a;y —a
+——W 5y,
ay




2n+1 02 00 b b
() Y danibhn(@ans10) f@amsng) = [ f(2)dG (x—%;ﬁ,ﬁ,v)

2

(12 — 02
o - 2 (l)f(bl)
a;z

() 31@n) = [ 1@ (2= 25 255.8),

J=1

onde

2 2
52=("1;b2) (ol =)l ﬁ2=(¥) Hata), y="22 (3116

e as fungoes F(z; 6, 8) e G(z; 6, B,7) sdo as definidas em (3.1.12) e (3.1.13), respectivamente.

Demonstragao: (¢) Sabemos, de (2.2.15) e de

P Qnn 1
mn,
an—1,n-1 p;;(mn,k)pn—i (mn,k) ’

On-1(2) _ g AngPho1(Zng) (3.1.17)

Qn(z2) = 2—Tng
Seja Gn(z) uma distribui¢ao discreta que da saltos nos zeros z,;, j =1,:--,n, de

pn(z) definida por
Gn(x) = D _MniPn—1(@n3)U(z = Tnj), (3.1.18)

=1

0N 2

U(m)={ 1 2= 0,

Assim, de (3.1.17), a transformada de Stieltjes de G,(z) é dada por

1 = = Anvip?l—l(xn,j) = Qn_;(z)
dGn( )_g 2T 5 = Qn() !

JEODEY N

-2 — I

Pelo corolario 3.1.2,

; _an—1(z) V3 z—b
e Si0aE)- ) AR
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uniformemente em todo subconjunto compacto de €'\ IR quando n — oo. Mas, de (3.1.6),

__z= by 2 2(z—b)
it +Q()  (2-b)(z—b) - (- ad) + /l(z — b)) (z — bo) — (@ + aD)]? — dala}

Multiplicando-se e dividindo-se essa tltima razao por 2a%(z — by), obtemos

(2= b)(z = bo) + (=03 +af) — /[(2 = b1)(2 — b2) — (a3 + a)]2 — 4a}a]
T 20%(2 — bg) ’

Assim,

® se a; = as

(z = bi1)(z — b) — |a3 — a3| — \/[(z = b1)(z — b2) — (a3 + a?)]2 — 4a?a}
N 2a%(z — by)
|la? — a2| — (% — a?)

2a2(z — by)

+

Multiplicando-se e dividindo-se a primeira expressao do segundo membro pelo con-

jugado do numerador, isto é, por

(z = b1)(z — b2) — la} — @3] +/[(z — b1) (= — b2) — (a3 + a})]? — 4ala},

obtemos
a_% 2(z —by)
af (z — by)(z — by) — |a? — a| + V(z = b1)(z — b2) — (a3 + a})]? — 4ala}
|ai — a3| — (a3 — a})
2ai(z — b)

_+_

esea <ap

(z = b1)(z = bo) + (—af + a?) — /[(z — b1)(2 — by) — (a3 + a3)]2 — 4a2a3
2a3(z — by)

(z = b1)(z — by) — |a? — @3] — \/[(2 — b1)(z — ba) — (a3 + a?)]? — 4aa3
2a3(z — by)
af 2(2 — bl)

af (2 — by)(z — by) — |a? — a3 + /[(z — b1) (2 — b2) — (a3 + ad)]? — dala}’

apds multiplicar e dividir a segunda razao pelo conjugado do numerador. Como a; < as

|af — a3| — (a3 — a})

S GEE)E




Logo, podemos somar este termo nulo a igualdade acima.
Portanto,
S(Gana); ) s (6(e- 2528020 2) + A5 e b)),
o que conclui parte do teorema.
«Como convergéncia fraca é equivalente a (3.1.11) temos o resultado dado em (i).
O resultado em (7z) segue ao substituirmos (b, a;) por (bs, az).

(ii1) Sabemos, de (2.2.16), que
Quz) & 1
Qn(2) ;z — Zpj

Agora, consideremos a fungao distribuicao discreta

B (1) = %Zn:U(m — Tnj). (3:1:22)

Logo, nFy,(z) é igual ao niimero de zeros de Q,(z)} que sdo menores ou iguais a z.

A transformada de Stieltjes é, entao, dada por

Sl () ey ML 1)

NiZiZ = Tng T nQa(2)’

Assim, de (3.1.9) e (3.1.14), podemos concluir que

X; 2 — (bi+by)/2
VI(z = b1)(z = b2) — (af + a3)]? — 4ata}

N AR

uniformemente em todo subconjunto compacto de €'\ IR.
Portanto, Fy,(z) = F(z — (b1 + b2)/2;6, 5) e, de (3.1.11), obtemos o item (iiz). m

S(F(z); 2)

3.1.3 Casos Especiais

Consideremos, agora, alguns casos especiais dos teoremas precedentes. O caso mais
importante é quando b; = bp = be a; = a; = a > 0. Neste caso, as fungdes F' e G do
Teorema 3.1.5 tém a forma

1 =z 1
F(.’B ] b,O, 2(1) = ;/_m \/4@2 = (t = b)2f[b_2a_b+ga] (t)dt,




1 &
Glo—0,20,0) = o [ \/4a? = (t = b2l _zaps2a(t)dt

que podem ser obtidas simplesmente substituindo-se os valores dados acima e usando-se a
transformagao t = z — b e, em seguida, fazendo-se z = t.
Os resultados anteriores podem, entao, ser dados da seguinte forma: do Teorema

3.1.5, concluimos que

Teorema 3.1.6 Suponha que as condigées (3.1.1) sejam vdlidas com by = by = b e a; =
a; = a > 0. Entdo, para toda fungdo continua f(x),

1 b+2a

f(z) \/40,2 — (z — b)2%dz

2wa? Jo—2a

@ = () i/\n,jpz_xxn,j)f(xn,j)

1 1 [b+2a 1
(459 E; (ng) = ﬁ/—?a /(@) \/4a2 s b)QdI'

Uma conseqiiéncia imediata do Corolario 3.1.2 é o seguinte

Teorema 3.1.7 Supondo que as restrigées (3.1.1) sejam vdlidas com by = by, = b e a; =

a; =a >0, seja z € T\ X; U X,. Entdo,

Qn(2)
li = ;
n-.lganH( ) (z 1 b) it \/(z = b)2 — 42

Ja, do Teorema 3.1.3, obtemos o seguinte resultado

Teorema 3.1.8 Sob as mesmas condigées iniciais do teorema anterior, temos que

!

g T
ﬂ—*ann(Z) (z o b)2 — 4(12 -

Outro caso importante é quando apenas a; = a; = a > 0. Para este caso, Chihara

[9, 12] demonstrou que os zeros sdo densos no conjunto

1/2 9 1/2]
by +b b —b\? -
‘; 2—{( ‘2 2) +4a2} ybay [ U b(2),b1gb2+{(612b2) +4a2}
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que ¢ justamente o conjunto sobre o qual a fungéo distribuicao limite F'(z— (by +b2)/2; |b1 —
bal, {(by — b2) /2 + 4b*}/2) estd concentrada. O resultado do Teorema 3.1.5 — (4ii), portanto,
¢ mais forte do que o resultado de Chihara, pois indica como a densidade dos zeros estd
distribuida no conjunto mencionado acima.

Daremos especial atengdo ao caso em que a; ou ap é igual a zero, formulado no

teorema abaixo.

Teorema 3.1.9 Suponhamos que as condigoes (3.1.1) sejam satisfeitas e que apy = 0.

Entao, para toda fungdo continua f(z),

[ £(ba), se ag =0,
2n 1 by —b by + b
(2) Z:’\2ﬂ.jpgn—1(I2n,j)f($2n,j) —+ {93 {( 2 2 1 +'8) f( 1 2 - +ﬁ) (3.1.24)

=1
" H(27248)7 (2520)} oo

2n+1

() D Mon+1,P3n (Tons1,5) f (B2n415)

=1

+4)

L by +b
@) 330G — {7 (52
i=1

onde * = ((b1 — b2)/2)? + afy.

Demonstragao: Como a; = 0 ou a; = 0, as relagdes (3.1.7) e (3.1.8), neste caso, sdo dadas

por
g a%

Q2n(2) Z=by =

_— z'_bl’

Q2n-1(2)

sea; =0,

se as =0,

Q2n+1(2) ft b seap =0,

QQR (Z)

sea; =0,




respectivamente, enquanto que (3.1.9) torna-se
1 Q;(z) by + b o
=i (z——-2—) /(2= b1)(z = by) — aly) - (3.1.28)
De (3.1.20), temos que a transformada de Stieltjes da fungdo G,(z) em (3.1.18)

satisfaz, uniformemente em todo subconjunto compacto de €'\ IR,

5(Gala);) = L)

Logo, de (3.1.27), obtemos

2—1br 8802:0,
S(Gan(z);2) — 1{2 (b2 —b1)/2+ + (b —b2)/2+ 8 } sea; =0.

28 |z—(bi+b)/2—B  z—(bi+b)/2+8
Substituindo (b, a;) por (b2, az) obtemos um resultado anédlogo para S(Gan+1(z); 2),

isto é,

1
seay =0

S(G2n+l($);z) = 1{1 (bl——bg)/2+ﬁ (bz—bl)/2+ﬁ
28 |z— (b1 +b2)/2=B 22— (b1 +b)/2+8

Desses assintéticos, (z) e (i) sao imediatos. As transformadas de Stieltjes das fungoes

}, se az = 0.

F,(z) em (3.1.22) tém o seguinte comportamento

1 1 1
S(Fa(z); 2) = 5{2—(b1+52)/2‘“ﬁ+ z—(b1+b2)/2+ﬁ}’

uniformemente em todo subconjunto compacto de €\ IR. Portanto, (iii) segue. m

Assim, quando a; ou ap é zero, as fungdes G,(z) e F,(z) convergem fracamente
para funcgoes distribui¢des que ddo no méximo dois saltos. Isto significa que para n grande
a maioria dos zeros estd concentrada em torno daqueles pontos onde a fungao distribuigao

limite d4 um salto.

3.1.4 Exemplos

Daremos, agora, alguns exemplos de polindmios ortogonais para os quais os resulta-

dos anteriores se aplicam. Com eles, sera possivel um melhor entendimento dos resultados




das secoes precedentes.

Exemplo 1— Os coeficientes da relacao de recorréncia dos polinomios de Jacobi ménicos,
P{@P)(z), satisfazem (2.2.12) com

}32_(12
2n+a+pB)2n+a+B+2)

,Bn:

dn(n+a)(n+a)(n+a+ B)
Cn+a+pf-1)2n+a+pP)*2n+a+L+1)

oy =

a>—-lef>-1.
E facil ver que 8, — 0 e ap — 1/4. Assim, pelos Teoremas 3.1.7 e 3.1.8, vemos que

Péa-ﬁ) (2) z+vV22-1
P2(2) :

)

1 [P
n Prga'ﬁ)(z) 22 -1

’

uniformemente em todo subconjunto compacto de €'\ [—1,1], pois b = 0 e a = 1/2. Pelo

Teorema 3.1.6, para toda fungdo continua f(z),

ZARJ & ﬁ)(mw)] f(zn;) — %/_llf(:c)\/l — x2dzx

e (3.1.30)
T A )
S = of e

J=1

uniformemente em todo subconjunto compacto de €'\ [-1, 1].

Esses resultados sao bem conhecidos.

Exemplo 2— Os polindmios ménicos de Pollaczek (para mais detalhes, veja Chihara [12])

satisfazem (2.2.12) com

—-b S (m+c)(n+2X+c—1)
n+A+a+c "T4dn+Ar+a+c—-1)(n+Ar+a+c)’

ﬁnz

onde a > |b| juntamente com 2\ +c¢c>0ec>0ou2XA+c>1lec> —1. Como 3, — 0 e
an, — 1/4 quando n tende para infinito, obtemos os mesmos assintéticos que em (3.1.29) e

(3.1.30).
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Exemplo 3— Os coeficientes da relagdo de recorréncia dos polinémios ménicos de Lom-
mel modificados, L{¥(z), sio dados por

1
4n+a)n+a-1)’

ﬁn=0 € ap=

com o > 0. Assim, o, — 0. Logo, temos um limite degenerado, uniformemente em todo

subconjunto compacto de @'\ ({0} U {pontos de massa de ¢}). De (3.1.27) e (3.1.28), temos
que
G 1R 1

“ ~ -, 3.1.31
L) n () 2 L

3

e, para toda fungao continua f(z), o Teorema 3.1.9 nos fornece

> gl (@ns) S (@ng) = (0),

1 n
=3 _f(zn;) — £(0).
ni
Esses limites degenerados no zero talvez possam ser entendidos pelo fato de os
polindmios de Lommel modificados serem ortogonais com relagdo a fungao distribuigao dis-

creta ¢(z) que da saltos nos pontos
{ju_—ll,k; k = 0} :l:l: :t27 s ‘}1
onde -+ < fy -1 < Juo <0 < jy1 < --- denotam os zeros da fungao de Bessel J,(z), e este

conjunto tem o zero como seu ponto limite (veja Szegé [52]).

Exemplo 4— Consideremos os polinémios moénicos de Tricomi-Carlitz. Entéao,

m+a)(n+a-1)

ﬁn=0 € ap=

com a > 0. Novamente o, — 0 e temos os mesmos assintéticos que em (3.1.31) e (3.1.32).
Note que, também neste caso, os polindmios sdo ortogonais com relacio & uma
fungéo distribuicao discreta e os saltos agora sdo em {*1/vk + a;k =0,1,2,---}. Este con-

junto também tem o zero como ponto limite.




Exemplo 5— Os g-polinémios de Al-Salam e Carlitz satisfazem (2.2.12) com
Bn=(1+0a)d" e an=—ag"'(1—gq"),

onde a < 0 e 0 < ¢ < 1. Portanto, ambos, a, e ,, convergem para zero quando n tende para
o infinito. Logo, as relagoes (3.1.31) e (3.1.32) sdo validas. Novamente, esses polindmios sdo
ortogonais com relagao a uma fungao distribuigao discreta e os saltos ocorrem nos pontos

{¢*,aqg*;k =0,1,2,---} que novamente tém o zero como ponto limite.

Agora, daremos um exemplo onde as seqiiéncias {0, }22, e {6}, tém dois pontos

limites.

Exemplo 6— Considere a seqiiéncia de polinémios {Q,(z)}:>, que satisfazem (2.2.12) com
ﬁ?n = bl: Qon = a:f:
(3.1.33)
Pony1 = b2 € aopy1 = a%.
Obviamente esses polinémios satisfazem as condigoes (3.1.1), de modo que os Teore-

mas 3.1.1 — 3.1.5 sdo validos. Portanto, podemos obter explicitamente a fungéo distribuicao

@(x) com relagdo a qual esses polindmios sdo ortogonais.

Teorema 3.1.10 Os polindmios {Qn(z)}5>, com coeficientes dados por (3.1.33) sdo orto-

gonais com relagao a

af by +b a} — a?
#(z) = —G (z - 2225, —’7) +=—U(z - b),

ai 1

onde 6,3 e v sao dados por (3.1.16) e G(z; 6, B,7) por (3.1.13).

Demonstracao: Considere os polinémios {Q},(z)}oe, com coeficientes dados por (3.1.33),
mas com a; e ap trocados, isto é, ag, = a,g € Qopy) = ar‘l’.
De (2.2.12), facilmente obtemos

P (2) @i () Ghia(2)

) QL)

2 an (Z)

= (z — b)) — a] —"——.

Q§n+1 (Z)
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Do corolario 3.1.2, sabemos que os limites das fungdes nessas duas equagoes existem.

Suponhamos, entao, que

Qnr(2) | o, Qinia(2)
Q%n(z) Q( ) € Q§n+1(z) Q (2)

Fazendo n tender para o infinito, obtemos:

Q(2)=(z—b1)— aéf@ e Q'(2)=(z—-b)—- an,L().

Assim, combinando continuamente essas equagoes, encontramos a fracao continua

de Jacobi,

p)
as

2z - b] = =

YA L

que segue de (2.2.23) e (2.2.24) (veja [56, 12]), onde ¢(z) é a fungdo distribui¢do com relagéo
& qual os polinémios {Q,(z)}3,, com coeficientes dados por (3.1.33), sdo ortogonais.

Como na demonstragao do Teorema 3.1.5, temos que

1 a?]) b1+b2_ ! a%_a?” ;
Q'_(Z)_G,—%S Glz— 2 ,6,5,’? i +TS(U($—b1),Z)

Daqui, o resultado do teorema segue. m
Casos especiais desses polinomios ja foram estudados por Chihara. Quando b; =
az = a, os polindmios Q,(x) sdo iguais a U,((z — b)/2a), onde U,(z) é o
polinémio de Tchebyshev de segunda espécie de grau n. Para b; = —¢, by =ce a, = 1/4,

Chihara [10] obteve a funcéo peso

|z + ¢ p5 2 n1/2 2 2 2
1+E2—-23)2, 2<z?<1+¢,
|z — ]

w(z) =
0, caso contrario
e, para by = b, =0, a; = a e a; = b, a fungdo peso encontrada é dada por

1/2

1 2_p2 —q2\\?
m 1 T)) 3 3:6[—(a,—l-b),~|b—a|]U[|b—a|,a+b],
0, caso contrério.

Observe que existe um salto no ponto zero (veja [12, p.91]).
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3.2 Coeficientes da Relacao de Recorréncia Ilimitados

Nesta secdo, vamos supor que os coeficientes da relagdo de recorréncia para os
polinémios ortogonais sao ilimitados, mas variam regularmente e, tém comportamento dife-
rente para indices pares e impares. O comportamento assintético para a razao entre dois
polinémios cujos indices diferem de uma ou duas unidades serd discutido e usado para a
obtengao da distribuigao limitante desses polinomios. Os resultados serao, entao, aplicados

a polindmios ortogonais relacionados a funcdes elipticas. O artigo de Van Assche [6] foi a

principal fonte de pesquisa para este estudo.

3.2.1 Introdugao

Vamos supor, entéo, que os coeficientes da relagdo de recorréncia convergem de uma

maneira particular. Esta convergéncia sera descrita por meio da defini¢do de variagao regular

(veja (7, 45] para mais detalhes).

Defini¢ao 3.2.1 Uma fun¢do mensurdvel, nao-decrescente, f : R" — IR™, varia regular-

mente (para o infinito) se, para algum o e todo t > 0,
lim f(at)/(z) = £,

e a € o coeficiente de variagao regular.

E facil ver que uma fungdo que varia regularmente com expoente a pode ser escrita

como z®L(z), onde L : Rt — IR* é uma fungéo de variacéo lenta, isto é, para todo ¢ > 0,
zli_.I{.loL(:x:t)/L(a:) =ik,

Exemplos simples de fungdes de variagao lenta sdo |log z|?, | loglog z|°, etc.

Definicao 3.2.2 Se f(z) € uma fungdo que varia regularmente (com expoente ), entdo

An = f(n) € uma seqiiéncia que varia regularmente com expoente c.




o4

Suponhamos, entdo, que exista uma seqiiéncia que varia regularmente, {Agn}oc;,

com expoente a > 0 tal que os coeficientes da relagdo de recorréncia satisfazem

Tim Bon/Aon = by, lim a3/ /Aon = @1,

(3.2.34)
lim Bons1/don = b2 € lim oyl /Aon = G2.
n—0oo n—00
Daremos, aqui, algumas propriedades assintéticas dos polinomios ortogonais rela-
cionados e também discutiremos os casos em que 51 = 52 e a; = ap e o caso especial onde

a, ou a, é igual a zero. Esses resultados serdo aplicados a algumas familias de polinémios

ortogonais relacionados a funcgoes elipticas.

3.2.2 Resultados Preliminares

O lema seguinte é uma importante e 1til observacao feita por Dombrowski [16, 17,
18]:
Lema 3.2.1 Se {u,}>, satisfaz a relagio de recorréncia
Unt1 + bpttn + Gpttn_1 =0, n2>0,

comu_; =0, entao

2 k

U — Ug41Ug—1 j j a; — aj—1

k + = ug + E ——U;U; ——J—Jujuj_g . (3.2.36)
ala2---ak - " . ---aj

Demonstragao: Seja Dy = uj — ug+1uk—1. Da férmula de recorréncia (3.2.35) para ug4,
temos que Uk, = —brur — arup_;.

Multiplicando-se ambos os membros por —u_; e somando-se u?, obtemos

Di = ui— up—1(—bruk — arur—1)

arDi_1 + uk(uk + brug—q1 + akuk_g].
Usando novamente a relagao (3.2.35) para u, chegamos a

Dy = agDy_y + ug[(bk — be—1)uk—1 + (ax — ar—1)us—2|-




ar{ak—1Dg—2 + up—1[(br—1 — br—2)uk—2 + (ak—1 — ak—2)ux—3]}
+uk[(bx — bi—1)uk—1 + (@x — Qk—1)Uur—2)
ag—1axDi—2 + [(br—1 — br—2)uk—ous—1 + (b — br—1)Ur—1ux|

+{(ak-1 — ak—2)ur—3uk—1 + (ak — Qk—1)Up—2U)

O resultado (3.2.36) segue imediatamente da tltima expressdao . =

Lema 3.2.2 Seja {Ry(z)}o2, uma seqiiéncia de polindmios. Entdo,
Rzk(ﬂ?) i (Rzg (ﬂ?)) /(32;'—2(@)
Ra(z) 5\ Ry(2) Ry;(z)

’ k !
Ry (7) _ =y (Rh‘—l(fﬁ)) /(R2j—1($)) |
Rok41(z) =0 \ 2j+1() Ryji1(x)
Demonstragao: A equacgao (3.2.37) segue imediatamente de

_f_e;_,ggg% i (R;,,-(x) 5 R;,,-_z(x))

ng(fB

i - ) ()] /(Saat))

De modo anélogo, demonstramos (3.2.38). =

Ryj(z)  Raj—a(x)

e da férmula

Também utilizaremos o seguinte teorema abeliano:

Teorema 3.2.3 Suponhamos que o conjunto {€,;: j <n, n=1,2,---} forma uma matriz
triangular limitada de nimeros complezos tal que €, ; — 0 quandon — oo e j/n — t € [0,1].

Entao, para qualquer z € € com |z| < 1,

k
2*Y enjz — 0

J=0

quandon — oo e k/n — t € [0, 1].
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Demonstragao: Consideremos uma seqiiéncia {k, }s~, tal que k,/n tende para um nimero

fixo t € [0,1] quando n tende para o infinito. Observe que

kn kn
i s ¢
z Zen_jz di— Zen.kﬂ_,-z‘.
=0 i=0

Para i fixo, temos, por hipétese, que €, ,—; — 0 quando n tende para o infinito e,

|Ennkﬂ_iz§| S IMI—I‘ZP:!I

onde M é uma constante positiva,

kn ‘ kn . ‘ b
lzknzfn,jz—Jl = |an,kn—iz‘| < Zlfn,kn—izz[ = MleP-
i=0 i=0 i=0

i=0
Podemos, agora, usar o Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue 2.1.1 para

obter o resultado desejado. m

3.2.3 Propriedades Assintéticas

Teorema 3.2.4 Suponhamos que os coeficientes da relagio de recorréncia (2.2.12) satis-
fagcam (3.2.34), onde {\,}2, € uma seqiiéncia que varia regularmente com expoente o > 0.
Seja A uma constante positiva tal que |2n;|/Aon < A para todo n (o que € possivel por

(2.2.27)). Entdo, paran — oo e k/n — t € [0, 1],

L Qk(/\2nz)
Aon Qr—2(A2nz)

~Q(z,t) = % {(z — 51t%)(z— Bst?) — (&2 + &d)i%e

(3.2.39)

+ \/[(z — b1t2)(z — bote) — (a2 + a3)t2e)2 — 4&%&%?"} :

uniformemente em todo subconjunto compacto de €\ [—A, A].

Demonstragao: Para d suficientemente grande, se z € [A + d, 00), entéo, de (2.2.15) e do

Teorema 2.2.12,
Qr-1(A2n2) £ Mejlia(Tng) 1
e Pt bioilal | o o Sl el b il e
" Qr(A2n2) —j{;z_%/,\gn d

Conseqiientemente, como z — . j/Aon > 2 — Tnn/A2n > d (se k < n),

Qr-2(A2n2) = 25
Qk()\2nz) d2

2
/\2n




Seja {kn}oe; uma seqiiéncia de inteiros tal que k,/n — t quando n — oo e
n=1

2 Q2k,,—2()\2nz)
» Q2kn(A2ﬂz) '

Primeiramente, provaremos que esta razio converge para 1/Q(z,t). Mas, de (3.2.40),

an.n(z) = A

|Qknin(2)] < %- (3.2.41)

Logo, existe uma subseqiiéncia, {Qkﬂ'ﬁ(Z)}?;i, que converge. Mostraremos que
{Qkasi(2)}2; € {Qrs+1,4(2)}; tém o mesmo limite, que é o limite de Qx, n(2).
Fazendo u; = Qak, (A2:2), pelo Lema 3.2.1 e por (3.1.4) e (3.1.5),
1l Qaks (M2z)  Qaka—2(A2i2) az(Agn2) - - Agi; (A2i2)
Q2k,—.+2(/\2ﬁz) Q::c:()\zﬁz) szﬁ+2()\2ﬁZ)Q2k,-,()\2ﬁz)

+ M%) lagjra(Aea2) - - - aok, (A2a2))|
i=0 (3.2.42)

e g Q2;(X272) Q2j-2(A232)
% {[b2j(A2nz) e Qaks (A2 2) Qi +2(A272)
Q2;( A2 2) Q254 (A2 2)

Q2ks (A2 2) Q2ks +2(N27i2)
Agora, de (3.2.41), obtemos facilmente que, para j < kj,

Q2i(N2n2) | _ 1 |Qai—2(M2a2) <( 1 )2'“""25"
Q2kﬁ(A2ﬁz) i=j+1 sz(/\gﬁz) /\2ﬁd .

Observe que Ao, /Aon = f(2k7)/f(27). Assim,
. f2nks/n) _ (kﬁ)a Ao sa

<M

+ |a2_,-()\2ﬁz) — agj_z(Azﬁz)l

=T @ \a

Logo, das condigoes (3.2.34), se . — 00 e k /7 — t,

1/2 1/2 1/2 1/2
Qo). Aot Aok L Qs Qol. 11 Aok %
2k; _ Qok; A2ks Bl e 2kat+1 _ Q2ks+1 A2ka ot

Ao Aok, Ao A2 Aoks A2

n

De maneira andloga,

Boks  Bokn Aoks * o Boks+1  Poka+1 A2k
- S b]_t =
Ao A2k, A2 A2 Aok A2i

o que significa que, para nossa seqiiéncia {k }, a matriz {asj(Aen2)/Ma; J < k, A =1,2,---}

— Bgta,

¢ limitada por uma constante C. Com isto, (3.2.42) torna-se

32 | Q2ka(A2i2)  Qara—2(M2az)| _ (E)kﬁ+(9)kﬁ§‘: [B2j(A2i2) — baj—2(A2a2)|
| Qara+2(A2i2) Qora(A25z) |55 =\t dt A3 d?

J=1

) Md® dt

|lazj(A2n2) — agj_a(A2az)| } ( ¢ ) K .
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Podemos, agora, escolher d suficientemente grande tal que C < d* e, pelo Teorema

3.2.3, segue que
Qkﬁ+1,ﬁ(z) - Qkﬁ'ﬁ(z) — 0, quando 7 — o0 e ki/n—t.

Assim, como {Qk, #(z)} é uma subseqiiéncia convergente, entdo {Qx,+1.4(2)}%,
também converge e tem o mesmo limite. Seja 1/Q(z,t) este limite. De (3.1.4) e (3.1.5),

temos que
1 gk (A2az)  boki(Aea2) A
= = 2 - 4 Qkﬁ,ﬁ( )
Qkﬁ+1,ﬁ(2’) ’\2ﬁ A2ﬁ

Fazendo n — oo, obtemos

Q(Z,t) A a(z:t) T b(za t)/@(z: t):

a(2,t) = (z — bit®)(z — byt®) — (@2 + @2)t>* e b(z,t) = aadte.

Dai, segue que

Q(z,t) = %{a(z, t) + \/a%(z, t) — 4b(z,t)}.

Devemos escolher o sinal positivo uma vez que Q(z, t) tende para o infinito quando
z vai para infinito. Toda subsegiiéncia de {Qx, n(2)}52,, portanto, tem o mesmo limite, de
onde o resultado segue para z € [A + d, 00).

Como {Qk, (2)}2, é uma seqiiéncia de fungdes analiticas em €'\ [—A4, A], se tomar-
mos um conjunto compacto K em '\ [—A, A], a distancia € deste conjunto ao intervalo

[~ A, A] é estritamente positiva e, para z € K, obtemos o limite superior

Cale)] =

)

Além disso, sabemos que Qy,, »(2) converge em todo subconjunto de @'\ [—A4, A] com

um ponto de acumulagdo. Entdo, pelo Teorema de Stieltjes-Vitali 2.1.4, Qx, n(2) converge
uniformemente em todo subconjunto compacto de €'\ [—A, A].

Repetindo o mesmo argumento para a subseqiiéncia

9 Q2k,-1(A2n2)
% Qaka+1(Man2)’

encontramos que esta seqiiéncia também converge para 1/Q(z,t), o que demonstra o teorema. m

Qk,n(2) = A




Teorema 3.2.5 Sob as mesmas condigoes do teorema anterior, temos

L ng(/\gnz) Q(Z t) _+_a2t2a
A2n sz-l(r\znz) z — byte

(il) iQ2k+1(A2nz) cy Q(Z t) =+ a2t2°‘
Aon Qar(A2n2) z—bte
uniformemente em todo subconjunto compacto de €'\ [—A, A.

)

Demonstragao: Da férmula de recorréncia (2.2.12), obtemos facilmente que

1 Qak+1(A2n2) _ (z— @) ( 1 Qak(A2n2) ) Q2K
M Q2r—1(A2n2) Aon ) \don Qak-1(A2n2) ) A3,

Fazendo n — oo, k/n — t e usando o Teorema 3.2.4, (3.2.43) segue imediatamente.

Analogamente, demonstramos (3.2.44). =

Teorema 3.2.6 Sob as mesmas hipéteses do Teorema 3.2.4, quando n — oo temos que

(d/dz)Qn( /\an f 3/82
Q (/\27;2) 2 (Z t)

1
n

2 — (by + bo)t®/2

dt,

2
/ \/ [(z = Bite)(z — Bate) — (@2 + aB)t2|” — dadadte

uniformemente em todo subconjunto compacto de €\ [—A, AJ.

Demonstragao: Primeiramente, vamos mostrar o resultado para z € [A + d,00). Consi-

deremos, entao, a fungao

L M) / ( Qara(M2n) )
gn(t) dz (Q2[nt]+2()\2ﬂz) Q2[m]+2()\2nz) )< <t

onde [a] é a parte inteira do niimero real a. Assim,

AVA
1 2 3 4 5 6 i unespw.l 12 13 14 15 16 17

18



I/n

{ (t)dt + o ngn )dt + -+ - + sy (t)dt}
1/" Qo(/\znz) Qo(A2n2)
{ Q2 /\2113)) /(Q2(A2n3)) & (3246)
2/n [ Qa(Agnz Q2(A2n2) "
f (Q4(’\2nz)) /(Q4(1\2n2)) o
Q2n 2()\2;;2) Q2n—-2(A2nz)
+-/(n—1),f ( QQn(/\an) ) /( Q2“(/\2nz) )dt}
i = & (Q2j-—2(A2nz)),/(Q2j—2(/\2ﬂz))
2n5- Q2;(A2nz) Q2;(A2n2)

1 (d/d2)Qan(M2n2)
2n an (/\gnZ)

1
2
1
2

pelo Lema 3.2.2.

Se fixarmos t, pelo Teorema 3.2.4,

8( 1 ) a ( )
. Q(z t)) _ 5z
ga(2) Q(,)

Q(z, t)

que segue da convergéncia uniforme de fungdes analiticas (e de suas derivadas) em conjuntos

compactos. Também, para t € [(j — 1)/n,j/n),

gn(t) = s (Q2i—2(/\2n2)) /(Q2j—2('\2nz))
A dz \ Q2;(A2n2) Q2;(A2n2)
_i (Q?j—2(/\2nz)) Q2;-2(A2n2)
Q2j-1(A2n2) ) [ Q2j-1(A2n2)

_d (sz—l(/\znz)) Q2j-1(M2n2)

QR2j(A2n2) Q2i(Mon2) '’ (3.2.48)

onde a segunda igualdade é obtida ao multiplicarmos o numerador e o denominador por

Q2j—1 (/\2n2)-

Entao,

1 1

Egn(t) < 1

O Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue nos dé (3.2.45) para

z € [A+ d,00). O resultado geral segue do Teorema de Stieltjes-Vitali 2.1.4. Usando o
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mesmo argumento, demonstramos o resultado para os indices impares. =

Os Teoremas 3.2.5 e 3.2.6 podem ser usados para construir férmulas de quadratura

que usam os zeros dos polindémios ortogonais. Como na secdo anterior, usaremos aqui o
conceito de convergéncia fraca. Para |§] < § < (3, consideremos as fungdes distribui¢des

(3.1.12) e (3.1.13) ja definidas e

5(1) = min{Bl, 52}, 5(2) = max{Bl, 52},

&(1) = min{&,l,&g} e &(2) = ma.x{&l, &2}

Teorema 3.2.7 Sob as condigoes do Teorema 3.2.4, para toda fungao continua f, quando

n — oo ek/n—te|0,1], temos que

2k 1) 52 g St
(1) Dok, iPok_1(T2x5) f (T2k,5/ Aan) = / f(z)d ( 5t 30t %, —‘ﬂ"’)

j=1

(1} a
el ed) =2 — L f(bt%),

1

2k+1
(i) D Aok Dok (Tok+1,5) f (Tok41,/Aon) — ~(—é) f (z )dG(

Jj=1

B e e, "?t“)

a2 — @2 <
+—=— £(B,t%),
as

(%) %Z (ot g s fo 1 / g1 f(x)dF( by ‘”%* 5t mﬂ)
=1 =00

onde
2

-~ ~ 2 e -~
— b Y. e b, — b e
2 2) + (@1 — a2)?, 52=(—1—é—2) + (@1 + a@2)?

Demonstragao: Sejam as fungdes distribuicoes discretas

k
Gri(®) = Y Ak jPa_1 (@)U (T — Tk j/A2n)
j=1

P (2) = =R (2= g /A

Jj=1
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onde U(z) é a fungdo indicadora dada por (3.1.19).

A transformada de Stieltjes dessas fungoes sao dadas por:

ARSI rooY (T () AR e 1 (k) 0 O 1 Dghz)
S(Gui(z); 2) = f_ it ;_z S AT (3.2.52)

que podemos obter de (2.2.15), e

S(Fn(z);2) = /_ Zdji( L ‘ : = %(d/ szj&‘g;"z), (3.2.53)

que segue diretamente de (2.2.16).

O comportamento assintético dessas transformadas é dado pelos Teoremas 3.2.5 e
3.2.6. Pelo Teorema de Grommer-Hamburger 2.1.6, seus limites devem ser as transformadas
de Stieltjes dos limites fracos das fungoes distribuigoes G, x(z) e Fn(z) (secdo 3.1). A iden-
tificacdo dos limites de (3.2.52) pode ser feita usando-se o Teorema 3.2.5, ou seja, para n e

k pares, 3
Zz — b1ta

S(Gan 12) — —= :
(G2n,2k(7); 2) Q(z,t)_l_&%t?a

enquanto que para n par e k impar,

) z— Bgt“
" Q(z,t) + ajtee’

S(Gan,2k+1(7); 2)

Seguindo o mesmo procedimento da demonstracao do Teorema 3.1.5 da se¢do ante-

rior, temos que

1

2k
S(Gongk(z);2) = Aok jPok—1 (T2k 5
(Gan,2k(); 2) Jg 2k,7P2k-1( 2"’")(3:—332::,3‘//\211)

(3.2.54)

T — b ; b2 po Sta,ﬁt", —’?t“) ;z)
= &%l) 7 o
TS‘ (U(.’B—bzt );Z) .

Assim, podemos concluir o item (2).

De maneira andloga, demonstramos o item (iz) simplesmente substituindo-se o par
(by, @) por (g, by).

Para identificar o limite de (3.2.53), observe que o integrando de (3.2.45) é a trans-
formada de Stieltjes da fungio distribuigao F(x — (by + by)t®/2; 6t*, 3t*) de onde o resultado

segue. W




A distribuigao assintética dos zeros dos polindmios ortogonais cujos coeficientes
da relacdo de recorréncia variam regularmente é, portanto, igual a versao integral da dis-
tribuicao assintética dos zeros dos polindmios ortogonais com coeficientes de recorréncia

limitados (como vimos na segdo anterior).

3.2.4 Casos Especiais

Consideraremos, agora, alguns casos especiais dos teoremas anteriores desta secao.

O caso mais importante é quando b; = b, = b e @, = a; = a > 0. Neste caso,
o0

k ~
Y AkiPe_1(Th i) f e/ Aan) — / f(z)dG(z — bt*; 0, 2at*, 0)dt.

j=1 =

Fazendo z = zt* e, em seguida, z = z, obtemos

> Mahor (@0) @5/ Nan) — [ F(@t?)dG (@ — B)t2;0,28%, 0)dt

i=1

Mas,

. (z—b)t=
G((z — b)t*;0,2at*,0) = 2521-”& /_m V4a?t? — u?l_gz0e g5te) (w)du.

Utilizando a mudanga de varidveis « = (z — b)t* e, em seguida, u = 2, obtemos

T\ o ~ 0 1 D} ~ 7
G((z — b)t%;0,2at*,0) = %/_w\/‘m? = (u = 0)*Ij5_5 40a) (W) du.

Portanto, o resultado do Teorema 3.2.7 torna-se

k 425 .
S Mesthos (s s Van) — = [ V48— (o~ DR f (ot

= 2a%m Jb-2a

enquanto que, usando as mesmas mudancas de varidveis anteriores,

n

. 1 1 rb+2a dz
;Z (@n,j/A2m) — ;/U /5—2& / )\/4(12 —(z— B)th'

j=1

M

Se fizermos f(z) = 2™ nesta dltima expressao, entéo,

1 1 b+2a yMdy

_——— dt.
™Ma+ 1Ji-2a \/4;12 —(y— 5)2
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Um importante caso a ser considerado é quando @; ou @, ¢ igual a zero. Neste caso,

vemos que 6 = 3 no Teorema 3.2.7 e as fungdes distribuigdes F' e G tornam-se degeneradas

em dois pontos.

De fato, do Teorema 3.2.7, temos que
S(F,(x); 2) — S(F(x — (by + b)t*/2; Bt*, Bt*); 2).
Logo, de (3.2.55), obtemos que
F(z — (by + b))t*/2; Bt~, Bt™) = %U(z (b 5y )2 /2 — BE*) + %U(m — (by + by)t>/2 + Bto).

Portanto,

F(s:5,0) = 5U(z - ) + 5U(z + ).

De (3.1.15), temos que

S(G(z; Bt>, Bt>, 4t*); z)

L{ BEF L 5—%}
28 \z—pBte 2+ fte

g

B'i';? Qgay. _;? ey,
75(0(3—& ),z)+—-—23 S(U(z + Bt*); 2).

Dai,

20 S B=5 .
G(z; 8,8,7) = — z—-0)+——U(z+ 0).
(2:08,6,%) = = 3 i = 3 (z+0)
O resultado do Teorema 3.2.7 pode, entédo, ser dado como

'8

f(gzi“): & ALt se @z = 0,
3k 1 [[bp—b bi+by 2\ .
Z’\zk‘jpgk—l(:EQk.j)f($2k,j//\2n) — 4 ﬁ {( : ) : +ﬁ) f (( - 2 + 5) t )

j=1
T () o

Sabemos que

: z - Blta 1
S(Gan,2k(2);2) — Q(Z, t) + &%ﬁa z— th“

S(U(z — byt®); 2),

se a; = 0, de onde concluimos a primeira parte do resultado acima.

Se &1 == 0,




= — Elta Z = Blta

Q(Z, t) + &%t?a [Z P 51 *;-thﬂ o Bta] [z b] ‘|‘ b2 ATRq tha]
1 = W bz A
Egﬁﬁ—ﬂS(Ww~( ! +ﬁ)tL4

+m+@m(vw—(m+“—é)w))}

o que conclui o resultado. De maneira andloga,

2k+1

Z )\2k+l,jpgk(x2k+1.j)f($2k+l,j//\2n)
Jj=1

sea; =0,
bl-i-bz

= {( )

Bt )r((5-9)). e

Jé, de (3.2. 45) temos que

e real, z— (b + bo)t2/2
Sl 2 / VI(z = bit2)(z — bat®) — adyyt2e]?

dt,

(2
2/{5((} —( bz

+S (U(x = (b1 +bo ﬁ)t"‘); z) } dt
Dai,

e =3 {(520)e) o5

onde f é uma fungdo continua, n — oo, k/n — te

B = ((br — b2)/2)% + ay.

3.2.5 Exemplos

Importantes familias de polindmios ortogonais satisfazem a uma relacao de recorréncia

com coeficientes que variam regularmente, tais como os polinémios de Laguerre, Hermite,
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Meixner (de primeira de segunda espécies), Poisson-Charlier e Carlitz. Para todas essas
familias pode-se aplicar os resultados obtidos nesta se¢ao. Esses polindmios ja foram trata-
dos por Nevai e Dehesa [38]. Veremos rapidamente polinémios com limites diferentes para
indices pares e impares.

Stieltjes [51], Carlitz [8]e Al-Salam [2] estudaram dois sistemas de polinémios orto-

gonais {Cr(z)}22, € {Dn(z) }ozy cujas formulas de recorréncia satisfazem

Crut1(7) = 2C(2) — nCr_1(z) (3.2.56)

Dn+1($) = an(m) s ﬁnDn-l(:B): (3257)

azn = (2n)%k2%,  agpy1 = (2n+1)2,

Bon = (2n)?,  Pant1 = (2n + 1)%k2

e £ € um ndimero real (ver (12, p.193]). Esses polindmios ortogonais estao relacionados a

funcoes elipticas da seguinte maneira. Sejam
K(1-k?)
K (x?)

/2 de =
K{i2) = / stams Bar s =
() 0 1 — K%sen?d =
Se0 <k <1,entdo 0 < g <1 e as fungdes distribuicdes W (z) para os polinémios
{Cn(z)}2, € {Dn(z)}52, sdo, respectivamente,
0o (2+1)/2 D4 gl
W ()= B =i o
(=)= 2 Tram 2K (k2) "

j==c0

S J
W(D)(_’L‘) = Z 1+ q2jU (2’,‘ = K—(E'I)—ﬁ) '

j=—o0

onde U(z) é a funcéo definida em (3.1.19) (veja [12, p.194]). Isto significa que os polinémios
{Cn(z)}520 € {Dn(z)}2, sdo ortogonais no espago gerado por m/K(k2).

E 6bvio que as condigdes (3.2.34) sio vélidas com Ao = n (@ = 1). Para os
polinémios definidos em (3.2.56), encontramos by = by = 0, a1 = kK e ay = 1. Para os
polinémios dados por (3.2.57) temos que 51 = 52 =0,a =1ea = k. Se usarmos o

Teorema 3.2.4, obtemos




i L Ck(nz) Tl 1 Dyi(nz)
ﬂ—'mar??C,:c o(nz) ﬂ—'con2 D 2(nz)

—{z (K +1)% + \/[z2 — (k= 1)%?][22 — (k + 1)2¢?]},

uniformemente para z em conjuntos compactos de €'\ [—A, A]. Do limite superior (2.2.27),
segue que podemos tomar A = 2se 0 < Kk < 1,n — o0 e k/n — t € [0,1]. O valor 2
para A certamente ndo é o melhor possivel e, provavelmente, o comportamento assintético
vale uniformemente para z num subconjunto compacto de €\ ([—(1 + k)t, —(1 — k)tJU[(1 —
k)t, (1 + k)t]). Entretanto, néo é ficil provar esta iiltima afirmagao.

Sejam {:r(c)}J 1 € {:L'(D)}_,_1 os zeros de Cp(z) e Dy(z), respectivamente. Entao,
pelo Teorema 3.2.7, temos que, para toda fungédo continua fe 0 < k < 1,

2k+1
C [, D D
hm Z/\2k,jc2k 1 xgk)j)f(xgk{?/Qn = lim Z A2k+1,3 gkli,}) (a:gkll,_j/Qn)

h 1 /1+nf(m;) + f(—tz) \/(1 + k)2 — xz\/a:2 - (1-k)?

-K 2 T

dz

2k+1
c c c D D
,}H{.‘o Z A‘E’k-}l-].g Czk(xgk-}n,j)f(xékl1,j/2n hm Z’\:Zk szk 1($£k3;)f(mgk}/2n)
i=1

e %/lunf(tm) + f(~tz) \/(1 + k)2 + m2\/:1:2 -(1- K')zd:r:

—-K 2 T ’

onde o significado de /\(C) e /\{D) é 6bvio e {cp ()}, e {dn(x)} o2, sdo os polindmios ortonor-
mais.

Finalmente,
(C} (D}
Im S = Jim i3 sl

= ] / (f(tz) + f(~tz)) = dzdt.

\/(1+n)2 —:c2\/(1 — k)2 — 2
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Capitulo 4

Propriedades Assintoticas dos

Polinomios Similares

Neste capitulo, faremos um estudo semelhante ao que foi feito no capitulo anterior
para os polinémios ortogonais mas, agora, para os polinomios similares aos ortogonais, Bn(z).
Na secdo 4.1, usamos principalmente o trabalho de Andrade, Sri Ranga e
Van Assche [3] e na secao 4.2, apresentamos os resultados obtidos por nés para o caso

em que os coeficientes da relacao de recorréncia sao ilimitados.

4.1 Coeficientes da Relagao de Recorréncia Limitados

4.1.1 Introducgao

Sejam X = (0,00) \ [d,d] e Z = T\ [d,d]. Quando (2.3.46) e/ou (2.3.47) valem,
entdo X é ndo vazio.

Vamos supor, a partir de agora, que (2.3.46) sempre vale e consideremos o compor-
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tamento dos polindémios B, (z) e de seus zeros sob as seguintes condigoes assintéticas

!}LI&E% = ﬁ(o)a lim &y, = a©

n—oo

(4.1.1)

r}i_.ngoﬂ%n%-l = ﬁm € nli_.ngo&%+l = oV,

3 Nesta secdo, daremos informagées sobre o comportamento limite das seqiiéncias
(Batol] (Buie) | [ BCLY o
B2n(3) B2n+1(z) (an(z))

4.1.2 Seqiiéncias Encadeadas e Resultados de Convergéncia

De (2.3.38), temos que

Bn+l(z') (2= Bn+1)gn(z) = &nﬂzg’ ~1(2)

[(Z e én+1)(z T Bn) & 63,,_4.12]3 _1(2) A a’n(z L Bﬂ+1)zén—2(z)' (412)

Ba-1(2) = (2 = Ba-1)Bu-2(2) — Gn-12Bn-3(2),

E’n_z(z) - Bn—l(z)z“'_aé—an—ii( )

Substituindo-se em (4.1.2), obtemos a seguinte relacao de recorréncia

Bn+1(z) = an+l(z)‘§n—l(z) — bn+1(z)‘§n—3(z): n 2 3)

B (B (NG A &nz_—@"“z e (4.1.4)
- Mn-1

bns1(z) = &n_iénz;qﬂﬂz2. (4.1.5)

z— ﬁn—l
Podemos verificar facilmente que, para z € (d,00) , Bn_1(2) e Bny1(2) sdo estrita-
mente positivos, pois ndo se anulam, uma vez que seus zeros estdo no intervalo [&, cf] e vao

para infinito quando z vai para o infinito.
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Para z € (0,d), Bn_y

(2) e Byt1(2) também néo se anulam (pelo mesmo motivo an-
terior). Se B,(z) > 0 nesse intervalo, entio, pelo Teorema 2.3.5, B,_1(z) < 0 e B,41(2) <0
Se B,(z) < 0 nesse intervalo, entéo Bn-1(z) > 0 e Bpy1(2) >0
= B
Logo, para z € X, —= +1(2) >00n = le b, i(z) > 0, n >3
Dividindo-se ambos os membros de (4.1.3) por B,_1(z), obtemos
Bun(z

An41(2) = B (23 + bp-1(2) =———=

By _3(2)
fa’ (z) n > 3.

Logo, segue que a,4+1(2) >0 paran >3 ez € X. Como

as(2) = (z = B1)(z — B2) — oz = By(2)

~ -~ = e o ~ ~
aa(z) = (z = ﬁg)(z — ﬁ3) — O.’gz gsz — Q32 = Ba(z)/Bl(z),
=ik
entdo as(z) e az(z) também sdo positivos para z € X. Da relagdo de recorréncia (4.1.3)
obtemos que ,
B‘I’l+1(z) T n—l(z)
n-1(2) Bn-1(2) an-1(2)

{1 0 ?)B()u } F

Bn_s
B,
Dai,

Logo,

n—1(2) A Bni(2) o bus1(2)
an—l(z)Bn—a(z) {1 an+1(z)Bn_1(z)} - an-1(2)ans1(2)’ n >3 (4.1.7)

que, para qualquer z € X, nos fornece duas seqiiéncias encadeadas {g®(2)} e {9{V(2)},
onde

9 (2) = {1 =y (2)}m)(z), m>1, para v=0,1,

b2n+2+y(z)

E 02n+2+u(3)a2n+u(2) :

n>1

é2n+2+f(z )
a2n+2+v(z)B2n+u(z) ‘

n > 0.
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Como my)(2) = 0 para v = 0 e v = 1, a seqiiéncia {m{(z)} é uma seqiiéncia
minimal de parametros para {g)(z)}.

Agora, sob as condigoes assintéticas (4.1.1), de (4.1.4), (4.1.5) e (4.1.8), temos que

n]i-.nc}oa”(z) = (z = ) (z — V) — (@ + a(l))z, nh_,r&bn(z) = 01,2
a0 (1) 52
0 1 0 oz = 9(2)
G = BO)(z — BV) — (a© + aM)z]
para qualquer z € X. Assim, do Teorema 2.1.7, segue que 0 < g(z) < 1 /4 e que as correspon-

Jim g(") (z) =

dentes seqiiéncias de parametros {m{)(z)} convergem para limites que dependem somente
de g(z). Isto significa que ambas as seqiiéncias convergem para o mesmo limite e, conseqiien-
temente, B, ,1(z)/Bn_1(2) converge para um limite Ry(z) para qualquer z € X. Fazendo n

tender para o infinito em (4.1.7), obtemos

RQ(Z) {1 i RQ(Z) }
(z — 5(0))(2: — ﬁ(l)) — (a(o) + a(l))z (z — 6(0))(3 — ﬁ(l)) — (a(o} -+ a(l))z

i a©® gD ,2

" (G- )~ AV) - (@ + aD)zP

% {(z = B9)(z = BD) = (a© + o).

+ Iz = ) (z = BD) = (2 + aM)z]2 - 4a(°)a(1)22} :

Agora, do Teorema 2.2.12, para z € Z,

Bn—l(z) = Bn_1(z) n(z) n+1 N 1
.én+1(z) B BN(Z) Bn+1(2 = 62 ETn,r Z:Tn-f—lr =

r=1
onde € = dist(z, [d,d]). Isto significa que a seqiiéncia B,_;(2)/Bn41(2), n > 1, é uniforme-

mente limitada em todo subconjunto compacto de Z. Portanto, do Teorema de Stieltjes-Vitali

2.1.4, obtemos o seguinte resultado.

Teorema 4.1.1 Suponhamos que as condigoes (2.3.46) e (4.1.1) sejam satisfeitas. Entdo,

fim o) Rp(2) = - {22 — (B8O + BN + o + M)z 4+ O M
o B (2) >

+ /122 = (B9 + BO + 0 + o)z + FOFOP 40(0)a(1>z2} ;

uniformemente em todo subconjunto compacto de Z.
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De (2.3.38), temos

Bn+1(z)

HE) -
Bn_l(Z) ( ﬁn—H) Bn_l(z) Qn+12,

0 que nos permite concluir que

Corolério 4.1.2 Suponha que as condigies (2.3.46) e (4.1.1) sejam satisfeitas. Entao,

2 — BO
T Ry(2) + a2’

2 — BD
Rg(z) +a)z’

uniformemente em todo subconjunto compacto de Z.

Como Bp11(2)/Ba-1(2) é analitica em Z, podemos tomar as derivadas na corres-

pondente férmula assintética. Entao, pelo Teorema 4.1.1
i (-?n&l(z)) - ‘?:1+1(z) fin ‘%‘:‘l—](z) J?n+1(z) - R;(Z)
dz Bn—!(z) B‘n-l(z) Bn—l(z) Bn—l(z)

para qualquer z € Z. Assim, de

2 (329) /(za) - gy

lim ({3;“(2) _ %;_l(z)) _ By(2)
n—00 B

n+1(z) Bn—l(z) Rg(Z),

para qualquer z € Z.

Estamos, agora, em condigoes de demonstrar o seguinte teorema.

Teorema 4.1.3 Sob as mesmas hipdteses do teorema anterior, temos que

lim B;(z) = Ry(2) 20 22 — g0 M)
neonB.(z) 2Ra(2)  22.f]22 —(
Ry(2),

.+_.
BO + M) + a0 + o)z + FOLM]2 — 400D 22

uniformemente em todo subconjunto compacto de Z.
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Demonstragio: Como a seqiiéncia By;(2)/Bn_1(2) converge para Ry(z) uniformemente
em todo subconjunto compacto de Z, pelo Teorema 2.1.2, a seqiiéncia de suas derivadas,
(Bns1(2)/Bn-1(2)), também convergird para Rj(z) uniformemente em subconjuntos com-
pactos de Z . Logo, (4.1.9) é vélido uniformemente em todo subconjunto compacto de Z.
Agora, seja K um conjunto compacto em Z e N tal que Bn(z) nao tem zeros em K

para n > 2N — 2. Podemos, entdo, escrever

Pelo Lema de Cesaro 2.1.5, concluimos que

i_?;n(z) 0 lﬁ’;(z)
2n Bon(2) 2 Ry(2)

uniformemente em todo subconjunto compacto de Z.
Um raciocinio andlogo garante o resultado para os indices impares.

Para se obter o valor da fungao limite (R4(z)), tomemos

2Ry(2) = 22— (BQ + 8D 4+ a©@ + a®)z + OBM

e calculemos a derivada. Obtemos, entdo, que

IR (5) — 2z — (8O + B + 0O + aMW)|2Ry(2) — 42 Va2
Ry(2) = (22— (B9 + AD + a© + o)z + OFD)Z — 460aM ;2172

Observe que

0 1)52
% = 22— (8O + M + o 4+ oWz + gOBW
184
—{[22 = (B9 + 8D + @ + aW)z + BOFD)2 _ 4o a1 2}1/2,

O resultado do teorema segue, agora, imediatamente. m

Note que

Un__ [ Lak),

_zn,r dzﬁt
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onde a fungdo escada nF,(t) = X", U(t — z,,) representa o nimero de zeros de B (z)
menores ou iguais a t. Logo, podemos extrair informagoes sobre o comportamento assintético
dos zeros de B, (z) a partir da funcéo limite R4(z). Primeiramente, podemos escrever Ry(z)

como

Ru(2) = e i 4 et (4.1.12)

2z\/z—a\/z-—i:;\/:«:—b\/:«:— 2z’

onde 0 < a < a < b satisfazem

ab=ab=pF080, a+b=09 + gV 4+ a@ + o® + 2/a@a)

a+b=p09 480 4 a0 4 oM — 2V,

Além disso, podemos decompoé-la da forma

R - 0VEWzoh ayvEmavi-d,
s Vei-ave-a \/—\/—

\/ZT,/ bb

BOBMD) 4 g5 2 g 5(0)63(1) + bb
2(bb — ad) YT o(bb—ad)

As relagoes acima indicam que R4(z) é finita e real se, e somente se, z ndo pertence

mm

Cp =

a unido [a,a] U [b, b].

4.1.3 Representacao Integral

Da convergéncia (4.1.11) ja estabelecida e do Teorema de Grommer-Hamburger
2.1.6, segue que existe uma fungio nio-decrescente ' em E C [d, d], tal que

1
z—1

d

lim dF al(t) = Rq(2) =[E

n—oo/d z —

dF(t), (4.1.13)

uniformemente em todo subconjunto compacto de Z = @'\ [d, (f] e, como conseqiiéncia, F,

converge (fracamente) para F. Este resultado também significa que

,}Lrgoan me) = [ f(@)dF ()
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para toda fungao f continua e limitada em (0, c0).
O teorema a seguir nos d4, explicitamente, a expressao para a funcao distribuigao

F(t).

Teorema 4.1.4 Suponhamos que (2.3.46) e (4.1.1) sejam vdlidos e que 0 < OB ¢ 0 <

a®a), Entdo,

e Ix-ﬁl($+ﬁ3)/$
F(t!'}’ﬂa'}’h 271_-/. \/7x— _ \/(x—ﬁ) _’ng

onde Ig(z) = U(z —a) = U(z — @)+ U(z — b) — U(z — b) € a fungdo indicadora do conjunto
E=B=[aaubb, 7% = (\/ﬁ“” \/ﬁ“ )2 + (Va@+Va)2 = (Vb-va)?,

(VBO - JB0Y + (VaO-va®2=(/b-Va? e § = OB,

Demonstragiao: Como 0 < 8080 < 00 e 0 < a@a) < 00, temos que

IE(x)da:,

0<a<iad<b<ib< oo

Seja T(.’L‘) = — (6(0) i 6(1) + a® + a(l)) + ﬁ(o)ﬁ(l)/x_
Logo,

, B0 1)
T(z)=1- =

Entao, podemos escrever

= T (2)]
2l = 27r./_oo \/40(0}(1(1) —{T(z)}? {5Ge)de:

Assim, basta mostrarmos que

oLl IT'(8)]
Hz)= 27r./Bz -t \/40:(0)(1(1) = {T(t)}2dt

é igual a Ry(z).

Fazendo a substitui¢do y = T'(¢), obtemos que

R(z) =

1 /2\/?3 2 dy

21259, — [(u1 +y) — /(w1 + )2 — du,) Viug =
1 /2\/1*_3 2 dy

2y )
2m )25 9, — [(ul +y) + \/(ul + )2 — 4u2] Vauz —y?
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ul e ﬁ(o) _+_. 6(1) + Q{D) + a(l)! u2 — ﬁ(ﬂ)ﬁfl) e ua — a{o}a(l)_

Portanto,

R(z) = /2\/_ 2z — (uy + ) dy o j’2x/_ 1—(u + y) dy

2y 2% — (w1 + )2 + ug Vdug — y? 2y T(2)—y Vau—y*

_/‘ dy ; 1 5 _/* dy =
wlaz—yAT—y2 V22— A2 TJAVAZ —y2
para qualquer A > 0, temos

1 /W 1 -5 (m +T(2)] +5;(T(2) —y]  dy
™J-2/u3 T(Z) == \/4ua——y'-’

R(2)

( w T(z)) 1 1
= = i =
2 s 0.7 \/{T(z)}2 —du; 22
Substituindo, agora, a expressao para T(z), chegamos que R(z) = R4(z), o que

completa a demonstragdao. m

Note que podemos também escrever

Ru(2) = 5 7 -
2z =B —1iz/(z = B =gz 2%

Ro() = 5 {(z =B -2+ Je—BP e BF —2F2}, (119

onde 4% = (y/B© — /B2 + a©® 4 oO),

Consideraremos, agora, a convergéncia da razao B, _;(z)/B,(z). Primeiramente, ve-

jamos o seguinte teorema.

Teorema 4.1.5 Sejama&bl;taz'squ80<a<&<5<b<ooeab=&5=ﬁ2. Entao,

para d; = (Vb — \/a), d; = \/_ Va), ? < d? e B =[a,a) U [b,b],

1
D tv(t;dhd2:d0:6!§)dt =L(Z;d1,d2,d0,ﬁ,6), (4115)

Bz —

— d§)'? + (df — &)%)
(d3 — d})? ’

ng[( 2
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' BBt (t—BR/(t— )2 — d¥t (t — B)(t — 6)
V(t;dy,d2,do, B,6) = t[(t — %)% — a4 lt—pl °

e
L(Zlead%dO:ﬁ!'s)
2(z—=9) :
(z — B)2 — d3z — [(d§ — dB)(d? — dB)]"/22 + /(2 — B)? — dizy/(2 — B)? — dB2

Demonstragao: Para |dg| < d, <dye B = (—da, —d;1)U[d1, d5), da equagdo (3.1.15), temos

que

d? — z2 $2
S(G(z;dy,da,dp);w) + S(G(z;dy,ds, —dg);w) = D \/ \/ |:1:|dx

BwW—2x [z2 —
2w

w? — df — ((d — d&B)(d} — dB)"/2 + \Jw? — d}yfw? -

Em [50], Sri Ranga, Andrade e Phillips mostraram que

[, = dbla) = cte2vz [ ——au(t)

w—x
quando

dy(t) = c;e.t_: = dd(a(t)), (4.1.16)

dé(z) é uma distribuigio simétrica cléssica em B e z(t) = (t — 8)/v/t. Usando z(t) em
(4.1.16), obtemos que
d¢(t) — V(t: di)di’} dﬂ)ﬁ!ﬁ)dt

Portanto,

Df ——d(e) = D[ —-V(t;cs,ds,do, 5, )it

Bw—z z—
Aplicando a mudanga de varidveis w = (z — 3)//z e £ = (t — 8)/\/t, obtemos que

1
D tv(t;dl,d2,d0,6,ﬁ)dt: L(Z;dl,dg,do,ﬁ,ﬁ).

Bz —

Observe que

V(t;dl,dzado,ﬁaﬁ) Y/ (t, dl;d2:d(] B, B) bV (t; dz,dmdo,ﬁ B)
[,e =7 / d”/

dt.
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Fazendo t = 3?/u e, em seguida, u = t na primeira integral, teremos que

M/ ﬁ2/t

ﬁ2 ﬁtﬁ
Dai,

ﬁ‘"’/t dy, dy, do, 53, B) dt+/

D/ 1 V(t;dhdz,do:ﬁ,ﬁ)dt
Bz —1

t—p

Entéao,

D/ e o, 1 )
Bz—1

como queriamos demonstrar. m

V(8*/t;ds,da, do, B, ) tg dt+[ 5V (tid, daydo, B, )it

t d11d2: d():ﬁ 6)dt

) D Z—'t+t”_ﬁv(t;d1:d2ad0:ﬁaﬁ)
o z—ﬁ/ dt

B z—1t t—3
% D V(t;dlrdQ:dC‘)ﬁ)ﬁ)
i z—ﬁ{/s dt

1

t—p
+ tV(t;dlad'h dﬂaﬁa 6)dt}

BZ =

zl—)ﬁ/zitv(

_ﬁL(Z dls d2:d0:ﬁ1 ﬁ)

t;dlu d2) dﬂ: ﬁ:ﬁ)dt

(t—B+B—6)dt

1 V(t;dlad2!d01ﬁsﬁ)
D/Bz—t t—p
D Bzi V(t-dlsd2:d0:6 B)dt
1 V (t; dv, da, do, B, 5)
(= 59/ 2

(1 I b- 6) L(z; dy, da, do, B, B)

Z—p
L(Z, dl) d2: dOsﬁ: 6))

5 L(zi oy o, do, 0,6) =

Note que a fungéo V(t; dy, da, dy, 3, 8) é uma funcéo peso em B somente se & < § < b.

Portanto, obtivemos duas fungdes distribuigoes, que sio:

|z — Bl(z + B)/x

F(ts Yo, p}’l:

cm 1 2 3 4 5 6

2?1'/ \/”rw— $_5)2‘/( =

Ig(z)dz
B)? — iz
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2[(d§—d§)"2 (4 — d§)'/?P?
(d5 — di)?

\/dzu— — By (u = B)? — diu (u — f)(u — )
f — 7y - d?»u,] PR

D/ udl,dz,do,ﬁ,) £(u)du, (4.1.18)

é‘(t: dls d25 dﬂ:ﬁ: 6)

onde vy, 71 € E foram definidos no Teorema 4.1.4 e dgy, d;, dg, ( € 6, no Teorema 4.1.5.
Observe, também, que essas duas funcdes distribuicdes F' e G, nada mais sio do que

as funcoes distribuigdes F' e G que usamos no capitulo anterior, modificadas pela transfor-

magdo z(t) = (¢t — 8)/V/t, o que era de se esperar (ver [48]).

Teorema 4.1.6 Suponhamos que (2.3.46) e (4.1.1) sejam vdlidos e que 0 < SOBM ¢ 0 <

a@a). Entdo,

(0) =, (0) 1-— amm/a(o) 1 1 y (0)
R3 (z) ./E(O)Z—t ¢ () Z—}B(I) +27ra(0) BZ—-tV(t‘Yg”h’/\hB’ﬁ )dt

1 amin/atl) 1
Rl(i )(Z) 3 / dqb(l)(t) e 6(0) 27aV) Jpz —

nz—

V(t FYO:’TI!’\ ﬁ ﬁ(l})dt

onde B, vy e v sdo os mesmos do Teorema 4.14, X2 = (/O — /D)2

Qmin = min{a(?, oV},

#0(@) = (1- 220) U(w - BY) + 220G (a3 i, dy, do, 6, 6°)

#(@) = (1- 222 U(w — BO) + 2 G(z;dy, iy, do, 5, 6.

Demonstragao: De (4.2.29) e do corolério 4.1.2,

BY() = 2z~ ) x {(z - BO)(z = BY) ~ (e - o)z
+/1(z = BO)(z = BV) — (@D + a®)2]2 — 4a(o)a(1)zz}‘

2(z — pW) _
(z—B)2 - Az — (a® — aM)z + \/(z - p)% - 7§z\/(z - B)? — 432

(4.1.20)

AVA
1 2 3 4 5 6 i unespw.l 12 13 14 15 16 17

18



80

Usando o mesmo raciocinio feito na demonstracdo do Teorema 3.1.5, este limite

pode ser escrito como

la® — @] — (@™ — @)  {(a®) +a®) — |aV) — o]}
2a0)(z — BO) + 200)

RO (z) = L(z;70, 1, A, B, B9).

Lembremos que

D = V(t;dy, ds, do, B, 6)dt = L(z;dy, da, do, B, 6).

Bz —1

Logo, analisando os casos () > a(® e o) < a(©),

{(@® +a®) — ja) — a®)} Oym k] ’
L(z; A = V(t; Y0, 71, A, B, ))dt.
20.’(0) (2:’)’0,’)’11 1616 ) 271_&(0} Bz —1 ( Yo, M1 6 /6 )

Assim, o primeiro resultado deste teorema segue do Teorema 4.1.5. De maneira
ansloga, o outro resultado do teorema é obtido trocando-se (a(?, 3®) por (), 1)) em

(4.1.19). =

O resultado desse tltimo teorema e as equagées (2.3.44) e (4.1.13) nos permitem

concluir que

Teorema 4.1.7 Para toda fungdo continua e limitada f em (0, 00),

2n
(@) Jim 3 "o f (2ane) = [0 80,

2n+1

(l't) r}gglo Z 72n+1,rf(z2n+1,r) = £ (t)d¢(0) (t)
r=1

(0)

€
(i) ,gggoigf(zm) = [FOFE30,7.6),

onde ¢ (z) e ¢ (z) sdo as mesmas fungies dadas no Teorema 4.1.6.

4.1.4 Casos Especiais

Vamos considerar, agora, alguns casos especiais. Note que, mesmo que os coefi-

cientes G, ans+1, n > 1, sejam positivos, qualquer um de seus limites, isto é, qualquer um




dos valores 8@, a©@, A1) ¢ oV pode assumir o valor zero.

Caso 1 : Vamos considerar o caso em que

@ =aW=a>0 e O=p0=4>0.

Entéo, @ = b=, a=l3+206—\/(ﬁ+2a)2—52eb=ﬁ+2a+\/(5+2a)2—[3‘2.

Substituindo esses valores em (4.1.12) e no Teorema 4.1.4, obtemos

Ry(2)

1 esseq 2+ 1 b 1 1+ 6/t
— = + — — — dt. 4.1.21
%% 2%z =aJz—b 27r/a e = ( )

Do Teorema 4.1.6, segue que RS’ (z) = R$"(z) = Rs(z), onde

Rs(2) = - = o [ —V(50,2v3,0,6,8)d,
z—ﬁ+\/(z—~/3)2—4az 2raa

z=1
pois (z — a)(z — b) = (2 — B)? — daz.
Caso 2 : Agora, consideremos o caso onde a® ou a(!) assume o valor zero. Sejam (para v
igual a 0 ou 1),
o = 0, all=vl— o~ >0, 5(9) >0 e ﬁ(l—V) > 0.

Entéo, de (4.1.12), segue que a = @ e b = b. Com isto, podemos escrever

i 1 2-p090  1/2 n 1/2
2z 22(z—a)(z—b) z—a 2z-b

Ra(2) =

Portanto, F(t) = 1U(t — a) + U(t - b).
Note que se a = 0, entdo a = fpin = min{B?, MV} e b = B4 = max{f©®, M},
De (4.1.19) e (4.1.20), podemos concluir que:

e se o9 = o, entdo

R(G)()= 1 A= z—ﬁ(l) =;3(1)~a 1 +b—ﬂ(1) 1
4 z—pWm (z—a)(z—10) b—a z—a b-a z-b

e se oY) = o, entédo

z— B0 B BO —q 1 b— /@ 1 ) 1

(0) - P .
B (z)_(z—a)(z—b)_ YT bEase b0 Hs (z)_z—ﬁ(o)'




Caso 3 : Consideraremos, agora, o0 caso
o > 0, al=) > 0, 6(”) =0 e ﬁ(l—v) =3>0.

Segue que uy = 0 e, assim,
a=a=0, B: B+ (V al0) — \/a(”)z e b= ﬂ <+ (\/a(ﬂ) + \fa{l))z_

Substituindo esses valores em (4.1.12), temos que

1/2 /20 ] pb i) 1
_1z ~/ =/+/

S/ - dt
A [ FTIN g et L Lt A T 1 )
1/t U(xmzv)—U(x—b)dm

o rayz—b

Se a® = oM e B =0, entdo b também é zero.

Ra(2)

Caso 4 : Finalmente, suponhamos que

a® =0, a'™M=a>0, MW =0 e A =8>0.

/2 1/2
z—0>b

U(t) + 3U(t — b). Se a = B =0, entdo F(t) = U(t).

Isto significa que F(t) = 1

4.1.5 Exemplos

Daremos, agora, alguns exemplos de polindmios que satisfazem a relagao de recorrén-

cia (2.3.38) para a qual os coeficientes satisfazem as propriedades (2.3.46) e (4.1.1).

Exemplo 1: Para A >0e 0 < a < b < 00, 0s polinémios B,(z) definidos por

b ~
f t—n-!—an(t)t—)\(b i t))\—lﬂ(t ey a)a\mlﬂdt =0, 0<s<n-—1,




satisfazendo a relagdo de recorréncia (2.3.38) com
n(n+2X—1)
ﬂn ﬁ! Qn+1 (R+A)(n+/\—l)a1 nzl1,

onde 3 = Vab e a = (vVb—\/a)?/4. Este resultado também ¢é vélido para A = 0 se tomarmos

as = 2a. Este caso foi trabalhado com mais detalhes por Cooper e Gustafson [15] e seus
polindmios Ry, (z) estdo relacionados aos polinémios B, (z) por B, (z?) = 2" Ran(2).

Como B = B) = Bea® = all) = a, estamos tratando do caso 1 da tiltima secdo.

Exemplo 2 : Para 0 < a < b < 00, consideramos os polinémios B,,(z) definidos por

b—n s 0 1+\/E/t
Lt e

A fungao distribuigao neste caso é aquela que aparece no limite em (4.1.21). Em [47],

dt=0, 0<s<n-—1.

Sri Ranga e Bracciali demonstraram que esses polinémios satisfazem a relagao de recorréncia
(2.3.38) com
ﬁn = ﬁinwl/’!m Ont1 = (5321 = 1)[7)11: n Z 1:

I e O ) L il Iy
onde I, = (1+z)n+(1—z)n£‘ l=\/14a/B, B=Vab, e a=(Vb—a)?/4

Como B = () = B e a® = oY) = @, estamos tratando novamente do caso 1 da

dltima segao.

Exemplo 3 : Para A > 0, consideremos os polinomios B,(z) definidos por

/0 Tt B (O)dy V() =0, 0<s<n—1,

ot (k+A)le*
d‘/’m()zﬁﬁ( +k)! =

¢ uma funcao escada com saltos nos pontos

1+2B8(k+ X))+ /1 +408(k+ \) e 2/
= bk-1 T k+1,

B itipie 20k + \)

para k = 0,1,---. Esses polindmios estdo relacionados aos polinomios de Tricomi-Carlitz
através da transformacéo t(z) = {v/pz? + B + \/pr}?, z € (—00,00). Os coeficientes da
relagao de recorréncia associada satisfazem

n
= = > 1.
= e ey




Como BO = A1) = B e o = aV) = 0, estamos agora no caso 2 e

Ry(2) = = E 5 e R;(z)= ;{_;3

Exemplo 4 : Como exemplo final consideremos os polinémios B, (z) satisfazendo & relagio

de recorréncia (2.3.38) com
agn =¥, gy =aY, P, =p© paran>1 e fonyy=p" paran>0,

onde 0 < BO8M < 00 e 0 < a®a™) < co. Assim, os resultados dos Teoremas 4.1.1 — 4.1.4
e 4.1.6 sdo validos. Como A,(z)/Bn(z) — Ri(z) com
1

Rl (z) =

a©
oz

z—ﬁ(l) —

2 — O —

a0z

popga) o e
z-ﬁ(o)—".

obtemos, da teoria de fragdes continuas, que

2(z - B9)
(2= B = Xz — (a® — aM)z +,/(z - B)* — 1§2y/(z — B)* — 1}z

Assim, da mesma forma que no Teorema 4.1.6, obtemos que

— amin/a(l) 1

1 1
=g = V(t: (0)
R](Z) Lz = td’ll)(t) = T ﬁ(l) 2rad) Bt (t! Yo, Y1, /\1 61 ﬁ )dts

onde B, 7,7 e A sdo os mesmos que os do Teorema 4.1.6. Dessa forma, concluimos que,

com a fungao distribuigao acima, os polinémios By(z) satisfazem

/Bt—ﬂﬂé,,(z)dw( )=0, 0<s<n—1

Observe que se a(® = oY) = a, entdo A=, e

_ 1 Vb—t/t—a [t—pO
W= o ——+ i—gmh

em B = [a, Brmin] U [Brmaz, b], onde ab = OB e a+ b= O + V) + 4.
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4.2 Coeficientes da Relacao de Recorréncia Ilimitados

4.2.1 Introducao

Como no capitulo 3, se¢do 3.2, faremos uso da defini¢do de fungdo que varia regu-
larmente, 3.2.1, e vamos supor que existe uma seqiiéncia que varia regularmente, A,, com

expoente a > 0. Sejam os coeficientes da relagdo de recorréncia (2.3.38) satisfazendo

Ji_.ngo52n/A2n = 5(0)1 nli_.ngo&2n/’\2n _ &(0):

(4.2.22)

Ji.ngolé2n+l/A2n =B e nli_{{.loé2n+1/)\2n = aW.

Seguindo o mesmo raciocinio utilizado na segao e no capitulo anteriores e supondo
que (2.3.46) seja vilido, faremos, aqui, um estudo sobre o caso ilimitado para os polinémios

similares as ortogonais, By(2).

4.2.2 Propriedades Assintéticas

De (4.1.3), podemos obter a seguinte relacao de recorréncia:

Bi+1(A2n2) = s1(Aon2) Beo1(A2n2) — bs1(Aon2) Br—s(Aan2), k>3,  (4.2.23)

o~ /\2?12 = ﬁk+l o
" AonZ — Gkp1 Ao

ak4+1(A2n2) = (A2nz — Ek)('\2nz — Bk+1) — Qg
A2nZ — Br-1

~ ~ /\ n% — 3
bk+1(/\2n2) = ak_lakﬁ)\gnzg.
A2nZ — Pr-1
De (4.2.23),
Biy1(M2n2) Bi_3(\an2)

Aop2) = =————= + b Aop2) =——=, k> 3. 4.2.2
ak+1( 2 Z) Bk_l(/\%z) k+l( 2 Z) Bk—l(/\2nz) # ( 6)

Temos que as(Agn2) = fi‘z()\gnz) e az(Agnz) = B3(/\2n2)/91()\2n2).

Logo, do mesmo modo que na se¢ao 4.1.2, podemos mostrar que ax(A2nz) > 0, k > 2,




para Ao,z € X

1 Bia() .
Vamos estudar, agora, a convergéncia da razao TM para todo z € Z =
A2n Bi-1(A2n2)

€\ [d, d), quando as condigdes (4.2.22) sio satisfeitas.

Teorema 4.2.1 Suponhamos que os coeficientes da férmula de recorréncia (2.3.38) satis-
fazem (4.2.22), onde )\, € uma seqiéncia que varia reqgularmente com expoente o > 0. Sejam
d e d constantes positiva tais que d < ZinAsh < d para todo n (o que € possivel devido a

(2.3.45)). Entdo, paran — oo e k/n — t € [0,1],

1 Bri1(M2n2) =
——Elans R 4.2.27
A%, Bi_1(A2n2) 2(#1) (t220

uniformemente em todo subconjunto compacto de Z, onde

Ralst) = 3{(z= O - fOt) - @O + &V

VI = Bot)(z = fVt2) = (GO + G)tez]? — 4GOI Eaz2 )

Demonstragao: De (4.1.7), para k > 3 temos que

Bk—l()\:»nz) {1 - Bk“ (Aan) } 1 br+1 (Aan)

ak_l()\gnz)ék_;; (/\an) ak.,.l()\gnz) Bk_l(/\gnZ) = a’k—l(A2nz)ak+l(’\2nz) ;

k>3,
(4.2.28)

que, para qualquer z € [rf +d, o), d > 0 suficientemente grande, nos fornece duas seqiiéncias

encadeadas {g{” (A2nz)} € {g\" (A2n2)}, onde

9 Agnz) = {1 — ) (Aan2)}? (Agn2), k>1, para v=0,1,

v v b k+2 v(/\2n.z)
h( ) e v) Aon2) = 2k+2+ >
; (Z) L ( : z) a2k+2+v()‘2nz)a2k+u(/\2nz), & = L

J!_3’21\:4-24—;» ()\an)

(v) S ()]
Th (2) =My (A2nz) =1 — ~ ;
& k a2k+2+v(’\2nz)82k+u()\2nz)

k=0.

Como 7 (z) = 0 parav = 0 e v = 1, a seqiiéncia {r*)(z)} é uma seqiiéncia minimal
de parametros para {h{")(2)}.
Agora, sob as condigbes assintéticas (4.2.22), de (4.2.24) e (4.2.25), concluimos que

lim M = (z — BO)(z — fVt*) — (@@ + aV)zte,

n—oo A%n




bk(,\fnz) — GO 242
2n
e, portanto,
~(0) ~(1) ,242a
7 a‘a\zet
Jim () = 7 =hzt),
(2 = BO)(z — fO2) — (GO + GW)zte]

para qualquer z € [d + d,00). Assim, do Teorema 2.1.7, segue que 0 < h(z,t) < 1/4 e as
correspondentes seqiiéncias de parametros {TS’)(Z)} convergem para limites que dependem
somente de h(z,t). Logo, {r,(co)(z)} e {rfc”(z)} convergem para 0 mesmo limite e, conseqiien-

Bk+1 (/\'mz)

/\%nék_l()\znz)
Fazendo n tender para infinito em (4.2.28), obtemos o limite

converge para um limite Ry(z,t) para qualquer z € [cf + d,0).

temente,

Rae,t) = {(z— B0 - fO0) - GO + 6Oyt

+/[(z = BOt)(z — fWte) — (GO + aW)tez]2 — 460GV 72},

Agora, para z € Z, como 2z j/A2n S0 0s zeros de Bk()«gnz),

9 ék-l(l\znz) ‘ Bk(r\mz) - k Tk,j kil Tk+1,5

Bk (AQRZ)

Bi_1(\2n2)

C MuBrni(Mn2)’
mente limitada em todo subconjunto compacto de Z. Portanto, do Teorema de Stieltjes-Vitali

n > 1, é uniforme-

onde € = dist(z, [(f, (f]) Isto siginifica que a seqiiéncia
2.1.4, obtemos o resultado do teorema. m

De (2.3.38), obtemos facilmente que

LBk-i-l()an) - (z Bk) 1 By(A2n2) _Ef_kz
A%n Bk_.]_(A2nz) /\211 A2n Bk 1('\2?12) ’\%n ’

de onde concluimos que

Corolério 4.2.2 Suponha que (2.3.46) e (4.2.22) sejam vdlidos. Entdo,

=R (2,t) = = el

Ry(z,t) + aOtez’
Bor_1(A2nz z — fMge
2k—1(A2 ) g)(z,t)= ~ B

Ry(z,t) + aDtez’

2k+1(A2n2)

lim g,
n=00" " By (Agn2)

uniformemente em todo subconjunto compacto de Z.
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Teorema 4.2.3 Sob as mesmas condigies do Teorema 4.2.1, temos que, quando n — 0,

1 (d/d2) Bx(A2n2) - _ 1 11(8/82)Ry(2,¢)

= — Ry(z,t) = - dt
n  Bi(An2) (1) 2Jo Ry(z,1)

(4.2.29)

11 22 — g2

uniformemente em todo subconjunto compacto de Z, onde @ = @ + M +a©® + &),

iy = BOBD e iy =aVal).

Demonstragao: Como na demonstragido do Teorema 3.2.6, mostraremos o resultado para
z € [d + d,00). Seja a fungio
:f;'n.(t) 53 _i ( ~B2[nt](/\2ﬂ.z) )/( yB2[nt](A2nz) ) , OISt <"
dz \ Bypngj+2(A2n2) Bopngj+2(A2n2)

onde [a] é a parte inteira do nimero real a.

Desta forma, encontramos que

1 (d/dz)Ban(Anz) _ 1 f1.
% Bgn(/\.znZ) — 2[{} n(t)dt

Se fixarmos t, entao, pelo Teorema 4.2.1,

2( 1 ) Dl

R e Ba(=t) _ 5,750

& - 1 f?,g(z,t)
Rg(z,t)

que segue da convergéncia uniforme de fungoes analiticas, e de suas derivadas, em conjuntos

compactos. Também, para t € [(j — 1)/n,j/n),

2 N Bsj_2(Aan2) Byi—2(M2n2)
LT (sz_l(,\2nz))/ Bsj—1(A2n2)

4 (ng_l()\znZ))/ng—l()\znz)
dz \ Bsj(Aan2) Bjj(A2n2)

Entao,
1
-é-gn(t) < 1/d.
O Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue nos dé (4.2.29) para z € [(f =+

d,00). O resultado geral segue do teorema de Stieltjes-Vitali 2.1.4. O mesmo argumento é
1(0/02) a2, )
2 Ry(z,0)

usado para os indices impares. Calculando-se explicitamente chega-se ao

resultado desejado. m




4.2.3 Representacgao Integral

Consideremos as fungoes distribuigoes F' e G da sec@o anterior, ou seja,

= - |z —Bl(z+8)/z
F(‘U,, 701')’115) 2?T[oo \/7?2‘:— (33—5)2\/(3:_6)2 —7333

Ig(z)dzx

2~ B2 + (& - )P
(& - &)

G (u;dy,d, do, B, 6)
(4.2.32)

d3z T —B)2—diz (z — B)(z —
[ x[m—ﬁ%/( g s

onde I(x) é a fungdo indicadora do conjunto E = [a,a] U [b, b).

Daremos, agora, outras propriedades para o caso ilimitado. Primeiramente, anali-

Aot . Bk—l /\2 z
saremos a convergéncia da razo )\gn#.
Bk(/\znz)

Teorema 4.2.4 Suponhamos que (2.3.46) e (4.2.22) sejam vdlidos e que 0 < BOBM ¢

0 < &9aM. Entdo,

0 1 — Gmin/a©
()( )= /;w)z w(ﬂ)( S z—jg(nl)tQr

1 1

e Ja 7= :BV(:C Fot®/2, 7,122, Xeo/2, B>, 8O dt,

-

€

1)z — - condizE: B0)¢e
i 1

= Viz: A tﬁ/? ~ tcx/2 ')"taﬂ 2 (1) 1o
e ® Jp gV (@ Ht™E, Aat®E AR, 5, Bt

onde B = [a,4] U [b,b], &min = min{a®,a®}
(VBO = VAW, §=1/BOBm,

= (VBO — VB®)? + (Va® + Vab)? = (Vo - va),
=\/ﬁ? VBOY + (Va® - Va0)? = (Vb - Vay.
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Demonstragao: De (4.2.27) e do corolério 4.2.2, obtemos
R (2t) = 2(z—pO)
x [(z = BO)(z — BDt2) — (&P - &)tz (4.2.33)
+/[(z = BOte) (2 — BVte) — (G0 + &O)tez]? — 46OV 222 i

Com o mesmo raciocinio usado na demonstragdo do Teorema 4.1.6, f?go)(z,t) pode

ser escrito como

60 — 60— (@® - 30) {(@" +a®) - |a0 a0}
260 (2 — f1¢e) 260

L(z; '}’Otaﬂ = ta,’Q /2 ﬁta 3 ta)
Lembremos que

D BzTV(t dl,dz,do,ﬁ, ) L(z;dlad%d(}sﬁs 6)

Logo, analisando os casos @*) > @@ e &) < &, chegamos que

{(&(1) 41 &{0)) iL ’5,(!) A &{0)”

26.00) L(z;7t2/2, o/, xeol2, Bt=, B0t=)

1 1 } 2o
= 5750 Jp 7 :EV(:B; 7taf2,a{ta/2, /\taﬁ’ﬁta’ﬁ(o)t )dt

Assim, o primeiro resultado deste teorema segue de (4.1.15). De maneira anéloga,

Rl (zt) = 2(z—fWE9)
X [(z — Bte)? — X2toz — (6O — gW)toz
+\/(z — Bte)? — F}gtﬂz\/(z — Bto)? — ’yft“z]

o outro resultado do teorema é obtido trocando-se (&@, 3®) por (&®,3V).

)
=1

Teorema 4.2.5 Sob as mesmas condigées do Teorema 4.2.1, para toda fungdo continua f,

quandon — oo ek/n —t € [0,1], temos que

2k .
. QAmin [ = -~ - X P =
(1) D Tokif(22k,5/Aon) — 0l f(z)dG (3;’}’0?5a/2:71fa/21/\faﬁ:ﬁta,ﬁmta)

a) -

_’d’min 0) pex
+—&(—1)'—f(ﬁ( 2y,

2k+1 =

o am. oo

(ZE) ZT2k+1.jf(22k+1,j//\2n) — &(5?] f( )dG (.'L' ’)/Gtﬁf2 11';0/2 /\tﬂ/2 ﬁtﬂr ﬁo}ta)
j=1 i

&(0) 8. 4 CAif'*.*‘miﬂ A1) 1cx
+W)’)—f(ﬁ( JiE)
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(i4) %Z"‘I Fza ) — /0 : /_ °:o f(@)dF (z;70t™/2, 1to/?, Bt*) dt
=

onde

= (BO — 0y + (VA - VaDy, 72 = (BO — /BW)? + (VO + VAV,
o (m _JF . A= RO,

Demonstragao: Sejam as fungoes distribuigoes discretas

= Zk:'rk,jU (€ = 2k,j/Aan) (4.2.35)

Fo(z) = %irj(;c — Zni/A2n)s (4.2.36)

onde U(z) é a fungdo dada por (3.1.19). As transformadas de Stieltjes dessas fungoes dis-
tribuigoes sao

S(Gni(x); 2) = / © dGni(z) _ Ao DectPan?) (4.2.37)

B Bi(Ma2n2)

S(Ra(eia) = [ S - S dm) Y

O comportamento assintético dessas transformadas é dado pelo Corolario 4.2.2 e

pelo Teorema 4.2.3, e, pelo Teorema de Grommer-Hamburger 2.1.6, os limites devem ser as
transformadas de Stieltjes dos limites fracos das fungdes distribuigdes Gpi(z) e Fyo(z). A
identificagdo dos limites em (4.2.37) é feita de maneira andloga a demonstragao do teorema
3.2.7 da segdo 3.2. Para identificar o limite de (4.2.38), observe que o integrando de (4.2.29) é
a transformada de Stieltjes da funcao distribuicao F (z; Hot*/2, 31 t/2, Bt"‘) de onde o resultado

segue. m

4.2.4 Casos Especiais

Como fizemos para o caso onde os coeficientes da relacdo de recorréncia sdo limi-
tados, analisaremos aqui, também os casos que chamam mais a atencdo. Entre eles estao

aqueles em que os coeficientes da relagdo de recorréncia tém limites nulos.
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Caso 1 : Primeiramente, vamos considerar o seguinte caso:

G0 —al —a>0 e FO=F0=F>0.

Entdo, a=b=f, a=f+2&—\/(B+28)2— B eb=f+2a+ /(B +2a)
Observe que podemos escrever R4(z,t) da seguinte maneira
~ 1 rl 2 _ 3(0)3(1)2a
R4(z,t)=—/ ( z =050 - ;)dt
2zJ0 \/z—at"‘\/z—&t“\/z—bta\/z—bt“ £

Logo, substituindo esses valores em (4.2.39) e em (4.2.31), temos

2 1 1 1 z+ fBte
Ry(2,t e t
4(= ) 0 2z — at*\/z — bt*

f/ Z_mdF(:r)dt

1+ ft*/z
2?r.[ /0 z — X /bt* — /T — at® dde

Do Teorema 4.2.4, segue que Rg )(z,t) = f?gl (2,t) = Ra(2,t), onde

Ra(z,t) = - L i S f el V(z;0,2Vate, 0, ft*, ft*)dt
(z — Bte) + \/(z — Bte)? — datez 27

a 2— 2

pois (z — at®)(z — bt®) = (z — ft*)? — 4at*z.

Caso 2 : Agora, consideremos o caso em que &© ou &) assumem o valor zero. Sejam

(para v igual a 0 ou 1),

a'=0, at=a>0, >0 e /" >0.

Entéo, de (4.2.39), segue que a = @ e b = b. Com isto, podemos escrever

5 1[1 1 22— [0a0)¢2a 1 1/2 1/2
o= [h+ g -

o) 0 l2z i 22 (z — at*)(z — bto) 2 0 |z— at® ¥ z — bte 2

Portanto, F(z;70t%/?, %,t%/2, ft*) = %U(t — at®) + sU(t — bt*).

Agora, se @ = 0, entdo @ = fmin = min{3?, 30} e b = Bnae = max{3©®, (1}.
De (4.2.33) e (4.2.34), a seguinte afirmagio também vale:

e se @@ = &, entdo
1

R(G}( z,t) = W
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z=pW= AN _a 1 +b—5‘(1) 1

(1) — = )
fsilen) = (z — at*)(z — bt°) b—a z-—at® b—a z—bte’

e se &) = @, entdo

sm O _fO-a_ 1 b-fO_1
(z—ato)(z—bt®) b—a z—at®* b—a z-—bt*

R(O)( )

1

R{M(z,t) = ——.

Caso 3 : Sejam, agora,

a® >0, (1= >0, 6(0) =0 e ﬁ(l—v') = B > 0.
Segue que iy = 0 e, assim,

a=a=0, b=f+(Va®-val)? e b=g+(Va® +vam)

Substituindo esses valores em (4.2.39), temos que

) 1/2 1
Ctie +/ Vz—btayz—bi@ bt“ 5 2‘”// — 2\ [ — btey/bt = e

=0 i,

F(I) 2?1'/ .[ \/'7_ _ bte

Caso 4 : Finalmente, vamos supor que

B(V) —llike ﬁ(l—u) = B > 0.

- 1/2+/1—1/2 dt.

Z 0 2 — bt

Isto significa que F(z) = 1U(z) + 3U(z — bt®). Se & = B =0, entdo F(z) = U(z).

A'A
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4.2.5 Exemplo

No artigo [48], Sri Ranga mostra a relagéo entre polinémios ortogonais e os polinémios
L-ortogonais associados quando as fungoes peso estao associadas de maneira especial, a partir
da transformagao

t(z) = {\/p22+ B+ /pz}?, z € (—00,00), (4.2.40)
onde t(z) representa uma aplicagdo biunivoca entre (—oo, 00) e (0, 00).

A inversa de t(z) é dada por

= 2—\1/5 (\/E— %) e (0,00).

Dois resultados importantes desse artigo sao os seguintes.

Teorema 4.2.6 Sejam b e d tais que Vb = \/pd® + B + Vpd e
v(t) = AtV ?w(z(t)).

Entdo, w(z) € uma fungdo peso em (—d,d) tal que w(z) = w(—z) se, e somente se, v(t) é
uma fungdo peso forte em (3%/b,b) tal que \/tv(t) = /B%/tv(B%/t), onde A é um nimero

positivo.

Teorema 4.2.7 Sejam w(z) e v(z) um par de fungdes peso dadas pelo Teorema 4.2.6 e
Qn(z) e B, (t) os polinémios ortogonais e similares associados aw(z) e v(t), respectivamente.
Entao, paran > 0,

Ba(t) = (2V/PD)"Qu(a(1)). (4.2.42)

Sabemos que os polinémios ménicos de Hermite, H,(z), sdo ortogonais no intervalo

(=00, 00), com relagéio & fungéo peso w(z) = e~*" e satisfazem & relacdo de recorréncia
Hppi(z) = zHp(z) — anHp-1(z), n>1, (4.2.43)

onde a, = n/2. Logo, de (4.2.41), (4.2.42) e (4.2.43), os polinémios H,(t), similares aos
ortogonais H,(z), satisfazem a relacdo de recorréncia (2.3.38), onde fpi1 = B € Gny1 =

2pn, n > 1 e a fungao peso é, pelo Teorema 4.2.6,

t 2 t
v(t) = 12" em (0, 00).




Gon =220 —1)p, Gont1=2(20)p € Pon = fons1 =P

Podemos observar que os coeficientes @z, € Gon41 S@0 ilimitados, mas variam regu-
larmente. Dessa forma, podemos tomar uma seqiiéncia que varia regularmente, {,}, onde
Aon = 2n. Assim, das condicdes (4.2.22) teremos que @ = M) = B e & = a®) = 2p.

Assim, estamos tratando do caso 1 da iltima sego, onde & = 2p e § = 3.
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Capitulo 5

Consideracoes Finais

Diversos trabalhos sobre propriedades assintéticas dos polindmios ortogonais @, (2)
e seus zeros quando ocorre o caso (3.1.1) ja foram publicados. Para citar alguns, Nevai em
[35, 36] fez uma cuidadosa investigagdo do caso onde b; = by = b e a; = a; = a (em [36]
a foi considerado maior que zero). Um de seus resultados é que os zeros dos correspon-
dentes polinémios ortogonais tém comportamento arco-seno. Este comportamento dos zeros
ja foi verificado para uma grande classe de polinomios ortogonais (ver, por exemplo [21] e
[63]). Mas, na maioria dos casos, o resultado segue de um conhecimento a priori da fungdo
distribuicdo ¢ com relagao a qual os polindmios sdao ortogonais. Entretanto, podemos ter
acesso a relagdo de recorréncia (2.2.12) sem qualquer conhecimento da fungéo distribuigao
¢. Chihara [9, 12] mostrou que, sob as condig¢oes (3.1.1) (com a; = a; = a), pode-se usar
seqiiéncias encadeadas para mostrar que os zeros dos polinémios ortogonais sdo densos na
unidao de dois intervalos disjuntos. Essas seqiiéncias encadeadas foram também usadas por
Maki [33] para provar o comportamento regular arco-seno para o caso em que by = by =b e
a; = ap = a, mas fez uma hipétese extra: o, < a?.

Akhiezer [1] estudou polinémios ortogonais com fungéo peso concentrada na uniao de
dois intervalos disjuntos e com os coeficientes da relagao de recorréncia satisfazendo (3.1.1).
Os dois intervalos disjuntos desempenharam importante papel para se encontrar o compor-
tamento assintético dos coeficientes da relacao de recorréncia que foram estudadas aqui.

O caso em que os coeficientes da relagao de recorréncia para os polinémios ortogo-
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nais tém limites finitos também foi tratado em Chihara [11], Nevai [37], Geronimo e Case
[23] e outros. Coeficientes de recorréncia assintoticamente periédicos com finitos pontos de
acumulacéo foi estudado por Chihara [11], Geronimo e Van Assche [24, 5]. J4 o caso em que
os coeficientes da relagdo de recorréncia para os polindmios similares satisfazem (4.1.1) foi
tratado em [3]. Em geral, pode-se dizer que o suporte da fungao distribuicdo ¢ é limitada
se, e somente se, os coeficientes da relagdo de recorréncia sao limitados.

Se os coeficientes da relagdo de recorréncia sdo ilimitados, entdo a propriedade de
ortogonalidade é estendida sobre um conjunto ilimitado, possivelmente todo o eixo real.
Alguns aspectos interessantes dos polindmios ortogonais com relagdo a uma fungao peso

w(z) = ¢'(z) em (—o0,00) e em (0,00) para a qual
lim |z|™*log w(z) = —1 (a>0)

foi dado por Rakhmanov [40], Mhaskar, Saff [34] e Ullman [54, 55] (ver também [43]). Uma

conjectura bem conhecida por Freud [22] diz que, para a fungéo peso |z|Pe~I*I° | os coeficientes

a, da relagdo de recorréncia satisfazem

l/a

['a/2)(a/2+1)
MNa+1)

lim n~Y/*a}/? = (5.1)

n—oo

(observe que £, = 0, pois w é uma fungdo par). Freud provou esta conjectura para o = 2,4
e 6 e a prova geral, para a um inteiro par positivo, foi dada por Magnus [32]. A conjectura

2/a Assim, dizemos que esta seqiiéncia varia

(5.1) indica que a seqiiéncia «,, cresce como n
regularmente com expoente 2/a. A conjectura foi provada por Lubinsky, Mhaskar e Saff
[30, 31]. Ver também [38] para maiores informagcdes sobre a conjectura de Freud.

Chihara [13] estudou o caso em que os coeficientes da relagéo de recorréncia so ilimi-
tados e fez um extenso uso de seqiiéncias encadeadas para dar condigdes a esses coeficientes
sob as quais o conjunto dos zeros dos polinémios ortogonais tivesse um limitante superior
(ou inferior). Nevai e Dehesa [38] supuseram que os coeficientes da relagdo de recorréncia
divergiam, mas de forma que existisse uma funcéo crescente positiva ®(t) satisfazendo
®(z + t)/®(t) — 1 para todo z > 0 e t — oo, tal que 8,/®(n) e al/?/®(n) tivessem

limites finitos. Sob essas condigoes, Nevai e Dehesa obtiveram assintéticos para

oM [CaM
j;xn,j/ | @M e,
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onde Tp1 < Tpe < +++ < T, 40 0s zeros de p,(z) (ou Q,(z)) e M é um inteiro fixo positivo.

De forma semelhante, Van Assche em [6] fez um estudo para o caso em que os co-
eficientes da relagdo de recorréncia satisfazem (3.2.34), onde ), é uma seqiiéncia que varia
regularmente (defini¢ao 3.2.2).

Em (3], Andrade, Sri Ranga e Van Assche estudaram o comportamento assintético

dos polindmios similares quando os coeficientes da relagao de recorréncia satisfazem (4.1.1).

Com base nos trabalhos aqui apresentados, fizemos um estudo semelhante ao de Van

Assche [6] para o caso dos polinémios similares cujos coeficientes da relagdo de recorréncia

satisfazem (4.2.22) que, para nosso conhecimento, ainda nao hd nenhum trabalho publicado.
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