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“ Não se ensina aquilo que se quer;
,

ensina­se e só se pode ensinar

aquilo que se é.”

Jean Jaurês
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O principal objetivo deste trabalho é realizar um estudo sobre as pro­

priedades de polinômios que satisfazem a relações de recorrência de três termos,
cujos coeficientes possuem propriedades assintóticas de periodicidade dois. Os

polinômios ortogonais Qn(r) e similares aos ortogonais Bn(t) são exemplos disso.
Buscamos informações sobre as propriedades dos polinômios Qr (x) e sua medida

Ó(x), para os casos em que os coeficientes da relação de recorrência são limitados
e ilimitados. Baseando­nos nesses resultados, apresentamos como eles podem ser

transferidos para os polinômios similares D, (t) com relação à sua respectiva me­
dida y(t), para o caso onde os coeficientes da relação de recorrência são limitados.

Finalmente, discutimos alguns resultados que encontramos para o caso ilimitado

associado aos polinômios B,(t).
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Abstract

The main purpose of this work is to study the properties of polynomials that

satisfy three term recurrence relations whose coefficients satisfy asymptotic pro­

perties with periodicits two. The orthogonal polynomials Qn(x) and orthogonal
L­polynomials ÊBn(t) are considered examples as these. We looked for information
about the properties of the polynomials Qrn (x) and its measure Q(x) when the
coefficients of the recurrence relation are bounded or unbounded. We present

how those results, obtained for the bounded case, can be transfered to study the

polynomials ÊBnr(t) and the associated measure. Finally, we discuss some results
that we have obtained for the unbounded case associated with the polynomials

Br(t).
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Capítulo 1

Introdução

Seja é : IR — IR uma função não­decrescente, com infinitos pontos de aumento em

(a, b), —s0o <a < b < co e tal que os momentos

b1m=  sºde(0), n=0,1,­"", (1.1)

existem, são finitos e uo = 1.º
Então, dé(r) é chamada distribuição em (a,b) e, se dé(r) = w(r)dr, w(r) é uma

função peso.

O suporte de dá (supp(dg)) é o conjunto dos pontos de aumento de À, ou seja,

supp(dg) = (x E R: (xr +e)— d(r—e)>O, para todo e > O). (1.2)

do(t) é que uma distribuição forte em (a, b) se os momentos existem para todos os

valores de n inteiros (positivos e negativos) e, se o intervalo (a,b) é tal que 0 <a <b< co,

dizemos que dé(t) é uma distribuição forte de Stieltjes em (a, b).
Seja IP, o espaço de todos os polinômios algébricos de grau menor ou igual a n.

Os polinômios Pr(r) € IP, n > O, pertencem a um sistema de polinômios ortogo­
nais (SPO), (Pn(r))%,, com relação a uma distribuição (medida positiva) dé(r) sobre um

!Geralmente, é é chamada de função peso se é absolutamente contínua. Caso contrário, é é uma função

distribuição, medida ou função peso integral. Usaremos a mesma terminologia para ambos os casos. Quando

o peso for denotado por uma letra grega a mesma refere­se a uma distribuição, no uso de letras latinas

trata­se de pesos absolutamente contínuos.
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intervalo real (c, d), —oo < c < d < co, se são definidos por:

(1) Pn(r)= ND ant” é de grau exatamente n, isto é, ann É O,
k=0 (1.3)

(6) (Pa,Pn(0) = /P)PA(0dó(5)=0, mn.
Na forma mônica, isto é, ann = 1, satisfazem à uma relação de recorrência de três

termos da seguinte forma:

Pon(r) = (x = Bn=1) Pa—1(D) = an­1Pn—2(0X), n 2 l,

Par(r)=0, Po(r)

Bn­1 ER, an1>O,

Definição 1.1 Uma sequência de polinômios mônicos (Bn(z)I.2, de grau igual a mn, são
chamados de polinômios similares aos ortogonais com relação a uma distribuição forte de

Stieltjes dV(t) no intervalo (a,b), 0 <a <b< co, se são definidos por:

0, se 0<s<n­l,
(1.5)[Ba )=

Mn >O0, se s=n.”

Uma das propriedades envolvendo os polinômios similares é que eles também satis­

fazem a uma relação de recorrência de três termos do tipo

ÊBrnni(2) = (2 — Bn41)Bn(2) — Gnn1izBn1(2), n=1,2,"040, (1.6)

onde Bo(z) =1, B(0) =2­ À.
Para os polinômios ortogonais mônicos Pr (x) e similares Br (t), sabe­se que os coe­

ficientes (Bn, an), e (Ôn, nº, que aparecem nas relações de recorrência de três termos,
armazenam informações sobre as propriedades desses polinômios e as medidas Q(r) e V(t)

associadas. Além disso, os estudos relacionados à obtenção dessas informações revelaram­se

bastante gratificantes, contribuindo para uma série de trabalhos (veja, por exemplo, [25, 51])
que tornaram­se clássicos. Um aspecto importante desses artigos está relacionado aos pro­

blemas em que os coeficientes da relação de recorrência possuem propriedades assintóticas.

Formalmente, podemos descrever esses problemas da seguinte forma.
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Dadas as relações de recorrência (1.4) e (1.6), consideremos os coeficientes 1 n, &n tro
e (On, &nol, satisfazendo dois casos. Primeiramente, suponhamos que sejam limitados, ou

seja, satisfaçam às condições

as — ; —,?ambn=h, —limon=a,

.

—

. — 2limôni1=b2 e lima =02,

para os polinômios ortogonais mônicos e

lim Ôon = 69, lim ã2n = a)

para os similares.

O outro caso que abordaremos é quando os coeficientes da relação de recorrência de
ambos os polinômios , Pn(x) e Bn(t), são ilimitados, mas satisfazem

: — 2 1/2 =tim On / Aaon = ba, lim 027 /Aon = da,

:

­

: 1/2 >lim Aon =b2 e lima Aon = Qdlim Pon+1 / 2n 2 nããoo 2n+1/ 2n 2

dim Bon/Aon = BO, dim â&on/An = ão,
(1.10)

lim Bon+1/An =61" e lim &on+1/An = ãO,
respectivamente, onde (An 2, é uma seqilência que varia regularmente (definição 3.2.2).

Nosso objetivo, neste trabalho, é estudar as propriedades dos polinômios ortogonais

e similares quando os coeficientes das relações de recorrência satisfazem às condições acima.

As razões entre dois polinômios cujos Índices diferem de uma ou duas unidades e as funções

distribuições limites serão discutidas. Daremos, também, algumas aplicações em fórmulas

de quadratura.

Assim, procurando elaborar um trabalho contendo informações claras sobre o assun­

to de forma a servir de referência aos que possam vir a se interessar pelo mesmo, organizamos

esta dissertação da seguinte forma.
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No Capítulo 2, fizemos um breve levantamento do estudo de polinômios ortogonais

e similares aos ortogonais que serão de grande importância para o desenvolvimento deste

trabalho. Além disso, abordamos alguns resultados de teorias gerais nas quais nos baseamos

para darmos continuidade a este estudo.

De forma detalhada estudamos, no Capítulo 3, tanto o caso em que os coeficientes

da relação de recorrência (1.4) são limitados, ou seja, satisfazem (1.7), quanto ilimitados,
mas que variam regularmente, satisfazendo (1.9). Este último caso foi considerado por Van

Assche em [6].
Baseando­nos nesses resultados, apresentamos, no Capítulo 4, como eles (ou parte

deles) podem ser transferidos para a relação de recorrência (1.6) através da transformação

obtida em Sri Ranga [48] e aqueles que não podem ser obtidos através desta transformação.
O caso em que os coeficientes da relação de recorrência (1.6) satisfazem (1.8) foi tratado

em [3], artigo, este, que tomamos como referência para o estudo deste caso. Para nosso
conhecimento, sobre o problema (1.6) com condições (1.10), não há nenhum trabalho similar

publicado até hoje. Mas, tomando como referência o que foi feito para os polinômios orto­

gonais, na Seção 4.2, apresentamos, alguns resultados que conseguimos encontrar para esse
Caso.

No Capítulo 5, apresentamos as observações finais sobre o trabalho.

Finalmente, relacionamos, nas Referências Bibliográficas, os livros e artigos por nós

consultados e/ou citados.
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Capítulo 2

Resultados Preliminares

Neste capítulo, apresentamos alguns conceitos e propriedades básicos ao estudo que

abordaremos nos capítulos posteriores. Muitos resultados serão considerados sem demons­

tração, mas podem ser encontrados nos textos clássicos sobre o assunto.

2.1. Resultados Gerais

Sejam 7'o espaço linear dos números complexos, Co(JR) o conjunto das funções reais

contínuas definidas na reta e que se anulam fora de um intervalo finito (que varia com cada

função) e V, a função característica do conjunto aberto A, isto é,

l, TE A,
Va =

0, Té A.

Diremos que a medida de um conjunto aberto À é dada por

m(A) = suv( / fíx)dz; f E Co(M), f < va)
e que um conjunto N tem medida nula se, para cada e > O, existe um aberto A, 5 N tal

que

m(A.) <e.
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São exemplos de conjuntos de medida nula: quaisquer conjuntos enumeráveis, a
união enumerável de conjuntos de medida nula.

Quando uma certa propriedade P é válida no complementar de um conjunto de

medida nula, dizemos que P é válida em quase toda parte, e abreviaremos por q.t.p..

2.1.1. Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue

Teorema 2.1.1 (Zygmund [57]) Seja (filão uma sequência de funções mensuráveis em
E tal que fr — f q.t.p. de E. Se existe v e L(E) tal que, para todo k, |fk| < para quase

todo ponto de E, então [87 — " Íf.E E

2.1.2 Convergência Uniforme

Definição 2.1.1 (Rudin [42]) Dizemos que uma sequência de funções (f;)5=,9 em ) con­
verge uniformemente para f num subconjunto compacto de &) se, para um dado compacto

K CcNetodoe>O0, existe N= N(K,e) tal que, paraj > N,

Ifi(2) ­ fa)  <e Vz EK.

Definição 2.1.2 (Funções Analíticas, Churchill [14], p.40) Uma função f de variável
complexa z é analítica em um ponto zº se sua derivada f'(z) existe não somente em zo, mas
em todo ponto z em alguma vizinhança de 29. f é analítica em um domínio do plano z se é

analítica em todo ponto desse domínio.

Teorema 2.1.2 (Teorema 10.28, Rudin [42]) Seja H(9) a classe de todas as funções
analíticas em NQ.. Suponha que f; E H(Sº), para j = 1,2,:­., e fj > f uniformemente

em subconjuntos compactos de QN. Então, f € H(N) e Í — f uniformemente em todo
subconjunto compacto de N.
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2.1.3 Segundo Teorema de Helly

Teorema 2.1.3 (Teorema 2.3, p.54, Chihara [12]) Seja (dn) uma sequência uniforme­
mente limitada de funções não­decrescentes definidas em um intervalo compacto [a,b| e que

converge em |a, b| para uma função limite é. Então, para toda função real f, contínua em
[a, b],

b blim / fdé, = W" fag.
a an—0o

2.1.4 Integral de Stieltjes

Definição 2.1.3 (Rudin [41], p.120) Seja uma função monótona crescente em |a, b) (co­
mo os números (a) e Q(b) são finitos, segue­se que à é limitada em [a,b])). Para cada

subdivisão P de [a,b], escrevemos

AQ; = P(x;) — d(ri1).

É claro que Ag; > O. Qualquer que seja a função real f, limitada em [a,b], consi­
deremos

Por definição
"

Só =inf(U(P, 1,6), (21.1)

ffa = sup(L(P, £,6)), (21.2)
Ja

sendo, novamente, o ínfimo e o supremo relativos a todas as subdivisões.

Se os primeiros membros de (2.1.1) e de (2.1.2) são iguais, designamos o seu valor

comum por

fAfdé (2.1.3)

ou, às vezes, por

fAF(2)dó(0). (2.14)
Esta é a integral de Riemann­Stieltjes (ou simplesmente a integral de Stieltjes) de f

relativamente a à em [a, bl.
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2.1.5 Transformada de Stieltjes

Uma transformada muito usada na teoria de polinômios ortogonais é a transformada

de Stieltjes.

Definição 2.1.4 Seja F(xr) uma função distribuição, isto é, uma função real, não­decrescente

com F(—oco) = O e F(co) =1. A transformada de Stieltjes de F(x) é definida por

S(F(1);2) = f“dFE) com (2.1.5)
—o Z—TL

Essa função é analítica tanto no conjunto (2 : Im(z) > O) quanto no conjunto
(2: Im(z) < O) e determina a função F(xr) unicamente se F(xr) for normalizada de modo a
ser contínua à direita.

Para termos ao alcance todos os pré­requisitos necessários, precisaremos, também,

do seguinte teorema clássico da teoria de funções complexas.

2.1.6. Teorema de Stieltjes­ Vitali

Teorema 2.1.4 Seja (fnko2, uma sequência de funções analíticas numa região aberta G do
plano complexo. Se (fan), é uniformemente limitada em G e converge num subconjunto E

de G, onde E tem um ponto limite em G, então (fan), converge uniformemente em G.

Vamos considerar o teorema de Stieltjes­ Vitalisem demonstração. Para a demons­
tração, bem como para observações históricas interessantes, ver Hille [26]. É importante
observar que a forma inicial deste teorema foi provada por Stieltjes na mesma biografia
clássica [51] onde ele resolveu o problema de momento e introduziu a integral de Stieltjes.

2.1.7 Lema de Cesàro

Este lema tem papel fundamental na demonstração de uma das propriedades aqui

estudadas, que é a que envolve a razão entre o polinômio e sua derivada no caso em que os
coeficientes da relação de recorrência são limitados.
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n n

Lema 2.1.5 (Média de Cesàro) Se 17, — <=, então nx — 0x, onde nº! x, é
k=1 k=1

conhecida como soma de Cesãàro.

Demonstração: Seja M limite de |x,y| e, dado e, seja ko tal que |r — rx) < e€/2 para k > ko.

Sen>kyen>4k M/e, então
ko—1da 1 ”.,€DL 7<ºe =

k=ko

2.1.8 Teorema Fundamental de Grommer­Hamburger

Teorema 2.1.6 (Arnold [4], Apêndice) Seja (FntknL,o uma sequência de distribuições que

converge fracamente para F, isto é, / fdF, => / fdF para toda função contínua f com
suporte compacto e seja suppr(Frn(R)) < co. Então, a transformada de Stieltjes de Fr,

S(Fn(2)), para z E T, converge para a transformada de Stieltjes de F, S(F(2)), uniforme­

mente em conjuntos compactos do semi­plano superior. Reciprocamente, para uma sequência
de medidas [F,)Xº, com suppr(Fr(R)) < co tal que ([S(Fn(2)))ã2o converge AAA con­
junto & com ponto limite no semi­plano superior, então, a convergência vale uniformemente ço
em conjuntos compactos &, o limite é a transformada de Stieltjes S(F') de uma medida finita

F e F, => FF (fracamente).

2.1.9  Fraçoes Contínuas

Frações contínuas têm um papel fundamental no estudo de problemas clássicos de

momento. Polinômios ortogonais aparecem de maneira natural na análise de certos tipos de

frações contínuas associadas a problemas de momento e este fato pode ser usado como base

no desenvolvimento da teoria de polinômios ortogonais.

Consideraremos apenas o suficiente de frações contínuas para indicar sua relação

com os polinômios ortogonais e obter certos resultados que utilizaremos no estudo das pro­

priedades dos polinômios ortogonais e similares aos ortogonais. Um bom estudo sobre o

assunto pode ser encontrado em [56, 29].

Sejam fanIX, e (br), sequências arbitrárias de números complexos e
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a
a?

a3

An—1
An

bn=1 + pr

bi +
bo +

onde C, é chamado de n—ésimo convergente (ou aproximante) da fração contínua (infinita)

a,
ão (21.7)

a3
An—1

bn­1 +
dn

bn +"

Definição 2.1.5 A fração contínua (2.1.7) converge para um valor K (finito) desde que
apenas um número finito de Cr, não é definido e

lim Ch, = K.
nNn>20o

Caso contrário, dizemos que a fração contínua diverge.

Referindo­nos a (2.1.6), podemos escrever

An
On = n=0,1,2,­­­,

Ao = bo, Bo =1,

Ar = bob+ a, Br=h,

Az = bob1b2a + boas +a1ba, Ba=biba+a,
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e, em geral, A, e Br são polinômios em a;, b;.
Agora, podemos escrever

Ar = hh Ao HMA, onde A ]7=1,

Bb, = b1 Bo + a1bB 1 onde Bs. = O,

Logo, para algum n > 1,

An = brAn­1 +AanAn­o, A1=l,
Br = bhBn­1 +tanBn­ Ba1a= 0,

(2.1.8)

conhecidas como Fórmulas de Wallis.

A, e Br, são chamados de n—ésimo numerador parcial e n—ésimo denominador

parcial da fração contínua, respectivamente.

2.1.100 Sequências Encadeadas

Abordaremos, agora, algumas definições e teoremas envolvendo sequências encadeadas,

fazendo isso de forma breve, apenas com conceitos que são básicos para o estudo dos

polinômios ortogonais. Para maiores detalhes veja [12, p.91].

Definição 2.1.6 Uma seqgiência far1º , é chamada uma sequência encadeada se existe uma
sequência (gx +82, tal que
(1) O<g<l, 0<g&4<l, n>1;

(1) An = (1 = In—1)9n, n=1,2,:"­.
(get, é chamada de seqilência de parâmetros para fan), ego é o parâmetro inicial.

Definição 2.1.7 Seja fank2, uma seqúência encadeada. Uma seqúência de parâmetros

(mito é uma sequência minimal de parâmetros para fan), sema =0.

Se a sequência minimal de parâmetros é a única sequência de parâmetros para

fankãL, então dizemos que far), determina seus parâmetros unicamente,
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Definição 2.1.8 Seja (an), uma sequência encadeada. Uma sequência de parâmetros
(Mxlkh,o É uma sequência maximal de parâmetros se My > g, (k > 0) para qualquer

sequência de parâmetros (gx )&,o para fankL4.

Se (gnt, é uma sequência de parâmetros para fankº, e gn > g, então, a —

(1­9g)g <1/4 (n— oo). O teorema abaixo mostra que a recíproca é válida.

Teorema 2.1.7 Seja
lima, = a.

nN=*+0OO0

Então, 0<a<1/4 e
1

lim M, = =[1 + V1 — 4a).n—00 2

Além disso, se Mo > O (isto é, sem, £ Mp), então,

Demonstração: Veja Chihara [12, p.102]. =
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2.2 Polinômios Ortogonais

Daremos, agora, algumas propriedades dos polinômios ortogonais P.(xr) definidos
em (1.3), isto é,

n n

(1) Pn(xd)=X âúnkt"=Gânn[[(r7— ns) é de grau exatamente n, isto é, ânn É O,

0, para mXÉmn, (2.2.9)d

) (Palo), Pnla)) = [ Pa(a)Pnlc)dó(s) =
On >0, para m=n.

Seânn= 1, denotaremos os polinômios ortogonais mônicos por Qn(x) e, se ón =,
dizemos que eles são ortonormais e os denotaremos por pr (tr =>,x” = Ann T (T—­Tnk).

Se os polinômios ortogonais Pr(r) são definidos em um intervalo simétrico com
relação à origem, ou seja, (—d,d) e a distribuição de(r) satisfaz dé(x) = —dé(—x), não é
difícil demonstrar que Pr(r) = (—1)"Pr(—x), n > O.

Também podemos demonstrar que (2.2.9) (ii) é equivalente a

fxP0)dó(s) =0, 0<s<n­L (2.2.10)

Daremos, agora, algumas propriedades dos polinômios ortogonais Pr (x) definidos
em (1.3). Um estudo detalhado sobre eles pode ser encontrado em [12] e [52]. Sabemos que

satisfazem a uma relação de recorrência de três termos.

Teorema 2.2.1 (Pr(r))º, satisfaz à seguinte relação de recorrência de três termos:

Pn1(z) = (Int — en) Pn(z) — AnPan1(8), n20,

com Po(x) =1, P1(x)=0e

Ant+i,n+1 (xPn, Pr) Yn (Pn, Pr)
n =

H 0, En E MTO Àn = 0. 22.11Ú Ann É Ú (Pr, Pr) n­1 (Pn1, Prn1) É ( )

n n+l1

Demonstração: Temos que Pn(x) =X "anit”. Logo, xPn(x) = >" b;Pi(x)
i=0 i=0Igualando os coeficientes dos termos de maior grau em ambos os membros da igual­

: : :
a

dade acima e isolando o coeficiente br+1, encontramos by 41 = —/=>

Porém, de (2.2.10),
Ant+1,n+1

b(zPa(z), Pi(x)) = / Palr)IPi(r)w(%)dr =0, para j+l<m, ouseja,y, j<n­2.
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Mas, paraj <n — 2, de (2.2.9), obtemos
n+l

(tPn(z), Pji(2)) = 3 bi (Fi(), Pi(0))
i=0

Logo, bj =0, j<n­—2.
Assim,

1 bn bn­1
1 én = ree An =

:

bn+1 brn+1 " bn+1
, temos que y,41 = 2H

Ant+1,n+1 An,n
Calculando os produtos internos (Pn4+1(x), Pn(x)) e (Pr41(%), Pn­1()) chegamos,

(xPn, Pr) Mn (Pr, P,)
(Pn, Pon) nl (Pn1, Paz1)/

de onde concluímos que 71 =

nnComo br41 =

respectivamente que er = Yn Ee An =

Como conseqiiência imediata desse teorema, temos os seguintes resultados.

Corolário 2.2.2 (pn(x))X, satisfaz à seguinte relação de recorrência de três termos:

Adn,n An—1,n—TIPn(TD) = Ansa T Pnn1lo) + BnDPn(D) + — Ipn=1(0), n>O,
com po(x) = aç.o, p­1(x) =0 e Dn = /fot (0d6(9).
Corolário 2.2.3 (Qn(t))%, satisfaz à seguinte relação de recorrência de três termos:

—

— " ainsi (Qn,Qn)com Qu(r) = 1, Q1(1)=0 eax = Do OO) > O.
Um resultado muito conhecido sobre seus zeros é dado por

Teorema 2.2.4 Para n > 1, os zeros de Prn(x), Tn, k=1,:­­,n, são reais, distintos e

pertencem ao intervalo (c, d).

Outro importante teorema da teoria de polinômios ortogonais é o seguinte.
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Teorema 2.2.5 (Teorema da Separação dos Zeros) Os zeros de P,(xr) e de Pr41(x) se
entrelaçam, isto é,

Tn+1i < Tni < Tn+lil) 241 l, 2, e...

Teorema 2.2.6 (Identidade de Christoffel­Darboux) Seja (Qn(r))JXº2, uma sequência

de polinômios ortogonais mônicos satisfazendo (2.2.12) com an1 A O (n >1). Então,

ENA) — (qa ocaso nn) Aa Q) — 9713,
k=0 XoAL Ok T­Y

Para os polinômios ortonormais, pn(x), temos

mle)na(y) ==PTIat Pra). (22.14)

Das duas últimas propriedades, podemos obter a seguinte decomposição em frações

parciais:

n+l

Qn+1(7) " k=17 = Ln+1Lk

— Qn(tn+1,x)
onde nas = Qu+1(Tn+1,4)

Como Q,(xr) é um polinômio de grau n — 1, pelo polinômio de interpolação de
Lagrange (2.2.19),

> O.

5) = Va are nan),
k=1

de onde concluímos que
Qn(x) S& 1
A =

.
2.2.16QE) ram 2210

Do corolário 2.2.2, mostra­se facilmente que os zeros de Pr (x) são os auto­valores
da matriz de Jacobi

(a va o
Va à Vo

o Va"
Ono An—2

0 O 0 VV Qn­2 ân­1

Um famoso resultado de J. Favard é o seguinte:
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Teorema 2.2.7 (J. Favard, Chihara [12]) Se um sistema de polinômios fmn(x))X, sa­
tisfaz a uma relação de recorrência do tipo

ânn ânin1mz) = E mn(z) + ÔntTn(a) + 22 rna(s),
Anti,n+1 Adn,n

n = 0,1,2,­+., com m1(r) = 0, à 11 = O, mo(r) = àoo, ânn > Oe Br. E R, então
(mn(t)), é ortogonal com relação a alguma função distribuição à (que pode não ser uni­

camente determinada) e
bn = tr200460.

Em muitos exemplos, é é unicamente determinada pela relação de recorrência. Este
ân­in 2

> MAS du:é o caso quando ambos E) e ([6n|) são sequências limitadas ou, em outras palavras,
n,n

quando o suporte de dá é compacto. Lembremos que supp(dd) é sempre fechado, portanto
compacto é equivalente a limitado.

Definição 2.2.1 A função de Christoffel Ar correspondente a uma função distribuição Q é

definida por

Ml2)=" min"Are(0)/2dÓ(8),T(2)EPn—

com Tn­1(2)=1 para z ET,n=1,2,­""".

Os números Ar(Tnx) são chamados números de Christoffel e são geralmente deno­
tados por An.

Existem importantes resultados envolvendo os números de Christoffel, dentre eles,

a fórmula de quadratura mecânica de Gauss­Jacobi e os conhecidos núcleos de Dirichlet.

Teorema 2.2.8 (Fórmula de Quadratura de Gauss­Jacobi) Para todo polinômio

T(x) E Pano,
nfr(DAG() = DO m(Ene) dn (2.2.18)

k=1

Demonstração: Seja n(r) um polinômio arbitrário cujo grau não excede 2n — 1. Cons­

truindo o polinômio de interpolação de Lagrange de n(x) sobre os nós rn, obtemos

LIn(z) = Drlenohi(0) (2.2.19)
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Pn(x)
T— Ink)Pn(Tnk)Ink(X) = (

Agora, Q(x) = n(r) — Ln(x) é um polinômio de grau no máximo 2n — 1 que se anula em

Tnk, k=1,2,::­,n. Logo,

onde R(z) é um polinômio de grau no máximo n — 1. Assim, como R(x) é ortogonal a pn(z),

f(1) d6() /A Q(Ddd(8) + fE Ln(DAO(L)
/f R(Opa(8)dO(8) + /fA ELADdó(t)
[sra (0060)

S T(Tn ”Done) / Ins(0) 4000)
DOT(Tnk)Ank MH
k=1

Definição 2.2.2 (Núcleo de Dirichlet) O núcleo de Dirichlet é definido por

Ka(e,9) = Sn(o)Ps(0)
ou, pela soma de Christoffel­Darboux (2.2.14), isto é,

Kn(x,t) = SS.RENAERRA |
nn

2.2.1. Sequências Encadeadas e Polinômios Ortogonais

Sejam

Ei = lim Tri, 1; = lim Tnnj+1
(2.2.21)

o=lmé e T= lim 1.
i—oo j—oo

Definição 2.2.3 O intervalo [&4, m] é chamado verdadeiro intervalo de ortogonalidade.
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Usando a teoria de sequências encadeadas, obtemos a relação entre o verdadeiro

intervalo de ortogonalidade [6£1, m] e as sequências de coeficientes (6,) e fan) da relação de
recorrência, como veremos a seguir.

Teorema 2.2.9 (Chihara [12], p.108) Seja À = 1,m] o verdadeiro intervalo de ortogo­
nalidade dos polinômios mónicos (Qn(xr))n, definidos por (2.2.12). Então,

An+1

(Bn —c)(Bni1 o)(1) £14 é o maior valor de c para o qual d, > ce é uma sequência

encadeada e

An+l

(d = Bn)(d = Ônt+1) | é uma sequência(it) m é o menor valor de d para o qual d> Br e |
encadeada.

Se tal 6, (ou m) não existe, então & (m) é escolhido como —oco (co).

2.2.2 Fraçõoes Contínuas e Polinômios Ortogonais

As fórmulas de Wallis (2.1.8) levam a uma conexão direta entre polinômios ortogo­
nais e frações contínuas pois, se em (2.1.7) tomarmos

bo =0, a1=a0a0ÉO0, ann=­n e bis=sr­Ona, na21,

obteremos a fração contínua

Ao

E fa+".
cujo n—ésimo denominador parcial, B, = Qn(rx), satisfaz à relação de recorrência (2.2.12).

(2.2.22)
x — Bo+

xT­&+

Ássim, pelo Teorema de Favard 2.2.7, segue que os denominadores parciais de

(2.2.22) formam um SPO com relação a alguma & se rn, nn = O0,1,­+­, são reais e an,

n = 0,1,­­­, são positivos. A fração contínua (2.2.22) é chamada de fração contínua de

Jacobi ou, simplesmente, de J­fração devido à sua relação com as conhecidas matrizes de

Jacobi (2.2.17).

Retornando às fórmulas de Wallis, note que os numeradores parciais, An = An(x),
satisfazem à relação de recorrência

An(x) = (€ — Bn­1) An­1(%) — an­1An­o(r), n=2,3,­­­
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Verifica­se facilmente por indução que ao"An(r) é uma polinômio mônico de grau
n — 1 que é independente de av. Assim,

é um polinômio mônico de grau n independente de a, que satisfaz à fórmula de recorrência

A) =0, PA=].
Logo, (QO(x))X%, é um SPO se dn, n=1,2,::+­, são reais e a, são positivos para

n>1.

: Definição 2.2.4 Os polinômios mônicos QU(x) são chamados de polinômios numeradores
correspondentes a Qr (xr), n> O.

O nome polinômios associados é frequentemente usado na literatura ao invés de

polinômios numeradores.

Um outro resultado importante sobre a decomposição dos convergentes da J­fração

(2.2.22) é o seguinte.

«Teorema 2.2.10 (Teorema 4.3, p.88, Chihara [12]) Se 6, são reais ea, >O0, n > 1,
temos

a(s) Lddn(t)” k=DrTn,k =/ TZQní(r) x—t

onde Ank são os coeficientes da fórmula de quadratura de Gauss correspondentes aos zeros

Tnk € dn É a correspondente função distribuição com salto Ankx no ponto xn.x.

Se o verdadeiro intervalo de ortogonalidade [61,m] é limitado, usando [12, II­
Teorema 3.1], do segundo Teorema de Helly 2.1.3, podemos concluir, então, que

jim QRO) — maia)
E
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Assim, segue que se [&1, m] é limitado, existe uma subseqiiência de convergentes da
J­fração (2.2.22) que converge para

FC(2) = [E para 2z€&|[&,m]. (2.2.24)

A. Markov, em 1896, foi o primeiro a demonstrar que de fato a J­fração converge

uniformemente para FC(2z) em todo subconjunto compacto do plano complexo que não

intercepta o intervalo [£1, ml].

2.2.3 SPO cujos zeros são densos em intervalos

Em 1898, O. Blumenthal provou que o conjunto X de todos os zeros de todos os

polinômios Qn(r) é denso no intervalo [0,7]. Algumas extensões foram obtidas a partir do

Teorema de Blumenthal, dentre elas, o seguinte teorema.

Teorema 2.2.11 (Blumenthal generalizado, Chihara [12]) Sejam os polinômios Qn(r)

dados por (2.2.12) e suponhamos que lim Or =fbe lim or = qa>0O,ondeB ea são finitos.
Seja, ainda, X = (tnk: 1<k<n, n=1,2,:­­). Então, X é denso no intervalo [0,7],

o=B6—2/a e rT=B+2)/0.

Como consequência desse teorema e de (2.2.15), temos o seguinte resultado.

Teorema 2.2.12 Sejam Qrn(r) polinômios satisfazendo (2.2.12). Então, para e > O sufi­
cientemente grande,

Qn­2 (z) 1Qn(z) < ” ,
para todo z E TN [­A,A], onde [­A, A] é o verdadeiro intervalo de ortogonalidade dos
polinômios Qr (x).

Demonstração: Sabemos, do Teorema 2.2.11, que os zeros dos polinômios Q, (x) são densos
em um intervalo compacto, suponhamos [—A, A]. Temos, de (2.2.15), que

nQn­2(2)! [Qnza(2)| |Qn1(2) WS M1j Ink< Dir (2.2.25)"

— nal lz — Dna]Qn(z) Qn­1(2)|| Qn(2)
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17!= 22DIAks
para e suficientemente grande tal que z € TN [­A, A], com

— Qn­2(tn—15) — Qn1(Tn,k)
MS O(ana) ES QuE)

Em Szegô [52, p.48] encontramos que Anx, k = 1,:++,n, podem ser dados por

Ann 1

An—1,n—1 Pr (Tn,k)Dn1 (Tnk) |ÀAnk =

Esse resultado segue facilmente da quadratura gaussiana e da Identidade de Christoffel­

Darboux. Mas, Qn(r) = pn(x)/ann.
Daí,

27nk DL AnkPa­1 (Ent)
k=1 k=1

[PA 0)(2) =1.
Uma outra propriedade que frequentemente faremos uso é a do limitante para os

zeros dos polinômios Qn(r).
Do núcleo de Dirichlet (2.2.20), podemos notar que

2 2 2axK?(x tn x) = nin) Pal) on Ent)Inn (x Ink)
Assim, pela fórmula de quadratura de Gauss­Jacobi,

d 2[sKi6,endat(a) = FIAlenda Eanse an ni (xTn,j = Ink)
2

atAnaDa (Ene) [Dn(Ene)]En,k
Inn

Portanto,
d

Ink = due xK?(x, tnx)dé(x).
Por outro lado,
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= Ank ".(x, Ink) dé(x) dns 0alXni(e£)pji(tnx)|dé(x)

+2dnsAs. (oila)Pi(Ena))PA(0)P5(Ena) | dó(0)
i=0

j=i41

as; —= Ana SOtnk) + ÀDP j­L) pj1(Tn,&)Pji(Tn,x):
=0 j= doi

2 [1H(Ink)ko 2naX
as;+2ÀAn,k,Max jLiGLS o,1(Tn,k)Pj(Tne)|

1<j<n—1 2Dj,j j=l

ax 16507.a
n—l

a; 1,j­1 2+2Àn,IR as,2 (E>Bi(Tn,kEr(Tn,k)925,j i=0

ax|6;| + 2,max GL
»”

Portanto,

1/2Ene] ­ EA1165 + 2, max2º

2.2.4 Comportamento Regular dos Polinômios Ortogonais

Denotemos por N,h(t) o número de inteiros k para os quais

n = Cn,k 2 titTn1 —= nal, O0O<t<l.

Definição 2.2.5 A função distribuição dos zeros, quando existe, é definida por

Bl)=1im O get.
nN0o n
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Em [53] e [20] mostrou­se que para uma grande classe de medidas dé(t), O(t) existe
e, além disso, é dado por

PAo(t) = : — Saresen(2t — 1). (2.2.29)

Neste caso, a medida dé(t) é chamada medida arco­seno e os polinômios pr()
têm comportamento zero regular.

Em [21], Erdós e Turán consideraram polinômios ortogonais em [—1, 1] e mostraram
que se dé(xr) = w(x)dr, onde w(x) é uma função integrável não­negativa em [—1,1], ou

seja, w(x) > O exceto para um conjunto de medida de Lebesgue nula, então dé(r) é uma
medida arco­seno. Em [53], Ullman faz uma discussão bastante completa da medida arco­

seno absolutamente contínua e, em [20], Erdóôs e Freud estabeleceram resultados nos casos

em que dé(r) não é absolutamente contínua. Peso arco­seno com suporte não compacto foi
introduzido por Erdós em [19].

O caso em que o suporte da medida dé(r) está contido em [1,1] e os dois pontos
—1 e 1 pertencem a este suporte é de particular interesse. Assim, trhn > lexni— ­—­le

(2.2.28) pode ser reescrito como

sl 1
limn"*! XY” 1==arceosT, ­1<T<L. (2.2.30)

n2+0oo Tkion,k2T

Para medidas dé(r), ou pesos w(r), cujo suporte está contido em [—1,1], usa­se
o termo arco­seno sobre [—1,1] se frnketk— satisfaz (2.2.30). Como estamos interessados

neste caso, daremos, abaixo, algumas condições para as quais a medida dé(x) é arco­seno
em [1,1] e que serão discutidas posteriormente.

Teorema 2.2.13 (Erdôs e Freud, (20]) (a) À condição

lim sup n/Anin1ltnm = ni] <4

implica que dá(r) é arco­seno;

(b) segue de (2.2.31) que

Tm "V/Anciniltnn = Ini) = 4 (2.2.32)

O interesse desta seção está em relacionar o comportamento zero regular à fórmula

de recorrência (2.2.12). Colocaremos, então, a seguinte questão: “se um conjunto polinomial
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Para mostrar (2.2.33), dividiremos o problema em duas etapas. Primeiro, mostraremos
que A = 2,/a e, então, que

Para mostar que À = 2,/a usaremos o Teorema 2.2.9. Assim, se [­A,A] é o ver­
dadeiro intervalo de ortogonalidade para fQn(x))%,, então —A é o maior valor de s tal que

s < O (lembre­se que 0, = 0) e fe) é uma seqiilência encadeada. Equivalentemente, A é
o menor valor de t tal que t > O e (EE) é uma seqilência encadeada.

Agora, como 0 <a, <a, n>l e liman = a, da teoria geral de sequências en­
cadeadas, sabemos que fa) é uma seqgiiência encadeada. Isto segue de O < an11/40 < 1/4
e an41/4a — 1/4 quando n — oo. Além disso, se À é um número menor que 2/0,

an+1/A? — a/A? > 1/4, e, assim, an11/Aº não seria uma seqilência encadeada. Então,
A =2,/a é o menor número positivo tal que an11/A4? é uma seqiiência encadeada e, portan­
to, o verdadeiro intervalo de ortogonalidade é (—2,)/a0,2)/0).

Note, do item (ti) de (2.2.9), (2.2.12) e do fato dos polinômios pr (r) serem ortonor­

AZAZ ** OAng1
|

mais, que

Portanto,

[an n]U/O) — 1 | 1/(n­1)[ecane
A prova estará completa ao se mostrar que [annJ/07) — 4/2A = 1//a quando

n — oo, ou, equivalentemente, deve­se mostrar que

n 1/(n=1)lim [Das =0a. (2.2.34)

Mas, a; > O para qualquer à e a; — a > O quando é — oco. Assim, (2.2.34) segue

diretamente de resultados básicos de limite de produtos. Logo, a demonstração está completa

pois, como a hipótese do Teorema 2.2.13 foi satisfeita, conclui­se que os polinômios Qrn (rx)
têm comportamento zero regular.

Observações :

1— A hipótese a > O é necessária para o comportamento zero regular. De fato, se em

(2.2.12) O, = O para n > 0 e a, — O quando nº — oo, pelo Teorema 2.2.11, 0 = 1 =O0
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é dado por (2.2.12), é possível decidir se os polinômios têm comportamento regular usando
somente a fórmula de recorrência (isto é, sem o conhecimento de dé(r) ou de qualquer um

dos zeros de prn(x))?”
Daremos uma resposta parcial para esta questão, exibindo uma classe de polinômios

que têm comportamento regular e, também, notando uma classe que não tem.

Com base no que foi visto até aqui, já é possível demonstrar o resultado desta

seção, que é determinar o comportamento regular de [Qn(r))X, a partir dos coeficientes

da fórmula de recorrência (2.2.12). Primeiro, destaquemos que a condição 8, = 0, n>O,
é equivalente a se ter uma medida dg(r) que é simétrica em r = O. Neste caso, os zeros de

Pn(xr) são também simétricos em x = 0.

Teorema 2.2.14 Seja a seqiiência de polinômios (Qn(x))Xº, definida por (2.2.12) e supo­
nhamos que À, = O, n > O. Suponhamos, também, que fankn2, (mo nosso caso ar =
An1nX1

2
n,n

comportamento zero regular.
) satisfiz 0 <a <a n>le jman = a. Então, os polinômios Qr(x) têm

Demonstração: Pelo Teorema 2.2.11, que na realidade é a generalização do Teorema de

Blumenthal, sabe­se que os zeros dos polinômios Qr(r) são densos no intervalo fechado

[­­2)/a, 2/0]. Pelo Teorema 2.2.13, temos, também, que se

Jim (anin1)/ CD nn = Tn] = 4,
os polinômios Qr (tr) têm comportamento zero regular.

Seja dé(r) a provável medida para a qual os polinômios Qr (xr) são ortogonais. Sabe­
se que tal medida existe, pois este resultado foi estabelecido por J. Favard.

Também, da teoria geral de momentos e polinômios ortogonais, sabe­se que dé(r) é

essencialmente única e tem suporte limitado simétrico em x = O (ver [44]). Seja [­A, A] o
verdadeiro intervalo de ortogonalidade dos polinômios Qr (x).

Então, pela definição de verdadeiro intervalo de ortogonalidade, rn1 — —A € Tha >
A quando n — co.

Assim, usando o Teorema 2.2.13, concluímos a demonstração se mostrarmos que

: nº
4

dim (anin­1)/9 =>. (2.2.33)
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e o intervalo [0,7] onde os zeros são densos reduz­se a um simples ponto, a origem. Como
o comportamento zero regular exige que os zeros sejam densos no verdadeiro intervalo de

ortogonalidade, o comportamento zero regular não pode ocorrer quando À, = O e a, — O.

2— Se a hipótese À, = O for substituída por O, = À, o resultado ainda vale. À única mu­

dança que ocorre é que o verdadeiro intervalo de ortogonalidade é transladado de [­­2)/a, 2/0]

3— Do resultado de Ullman [53] sobre função peso, segue que muitos conjuntos de polinômios
clássicos, tais como os polinômios de Jacobi, têm comportamento zero regular. O Teorema

2.2.14 também mostra que os polinômios de Jacobi (e muitos outros conjuntos conhecidos)
têm comportamento zero regular porque satisfazem (2.2.12) com 66, = 0, 0 <a, < 1/4
ea,—1/4 quando n — oco. Além disso, do Teorema 2.2.14, também sabe­se que o mais
“simples” (mas não muito conhecido) dos conjuntos têm comportamento zero regular, mas
ainda não se sabe se correspondem a medida que é absolutamente contínua e, assim, tem uma

função peso. Seria interessante conhecer (em termos de (2.2.12)) quando o comportamento
zero regular está associado com uma função peso e quando não está.

4— Em [35], usando diferentes métodos, Nevai obteve uma grande quantidade de infor­

mações relacionando o suporte da medida dé(r) a propriedades dos coeficientes na fórmula
de recorrência de três termos (2.2.12).

2.2.5 Polinômios ortogonais clássicos

a) Os polinômios de Jacobi, P(*P!(x), são ortogonais no intervalo [1,1], com relação à
função peso w(r) = (1­ x) º(1+x7)), a,6>—1,aeBreais.

e Para a = À = O, temos os polinômios Pr(x) = Px), conhecidos como polinômios de
Legendre que são ortogonais em [—1,1] relativamente à função peso w(x) = 1.
e Para a = = A—­1/2 (A É 1/2), temos os polinômios ultrasféricos
Px) = ctePA­V2A­1/2)(7), que são ortogonais no intervalo [—1,1], com relação à função
peso w(x) = (1 — x2)A­1/?,
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eParraa = | = —l/2, temos os polinômios de Tchebyshev de 12 espécie
Ta(r) = ctePlHW/2­1/2)(7), que são ortogonais no intervalo [—1,1], com relação à função

1

peso wu(x) = TZ
e Paraa = BD = 1/2, temos os polinômios de Tchebyshev de 22 espécie

Un(z) = cteP(1/2!/2)(x), que são ortogonais no intervalo [—1,1], com relação à função peso

b) Os polinômios de Laguerre, L(º!(x), são ortogonais no intervalo [0, 00), com relação à
função peso w(r) = r7ºe*, a > —1.

c) Os polinômios de Hermite, Hr (x), são ortogonais no intervalo (—oco, co), com relação

à função peso w(x) = e*.
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2.3 Polinômios Similares aos Ortogonais

A introdução do problema forte de momento pelos pesquisadores Jones, Thron e

Waadeland [27] abriu caminho para o estudo de polinômios que apresentam propriedades

semelhantes às dos polinômios ortogonais. O problema forte de momento pode ser expresso

da seguinte forma:

“Dado uma sequência fum IX. . de números reais, em que condições existe uma

medida não negativa dv (t) tal que
b

lim = f LAU), m=­­­,­2,­1,0,1,2,­­­7
Jones, Thron e Waadeland resolveram o problema acima, quando dyv(t) é uma me­

dida forte de Stieltjes, isto é, (a, b) & (0,00).

Com o objetivo de estudar o problema forte de momento para o caso em que a = —oo

e b = oo, conhecido como problema forte de momento de Hamburger, Sri Ranga, em [46], in­

troduziu uma sequência de polinômios mônicos BI (z), similares aos polinômios ortogonais,
definidos por:

se O0<s<n­l,[tr BOMANO = ph >0, se s=n

para n = 0,1,2,­­­ e para k inteiros positivos ou negativos, onde —oo <a <b < oo e dy(t)
é uma distribuição para a qual os momentos

b

lim = " UMAdD(), m=­­,—2,­1,0,1,2,"++, (2.3.35)

existem e são finitos.

Vamos considerar, aqui, somente os polinômios B(!(2) para k = O e intervalos [a, b]
que estejam totalmente contidos do lado positivo do eixo real, isto é, O <a < b < co. Assim,

dv(t) é uma distribuição forte de Stieltjes. Denotaremos tais polinômios por Br(z) e os
chamaremos, simplesmente, de polinômios similares.

Portanto, os polinômios Bn(z),n = O, 1,2,­­­, são dados por (1.5), isto é, por

b
­ 0, se 0<s<n­l,/t+B (t)du(t) = (2.3.36)

Pn> O, se s=n.
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Esses polinômios estão estreitamente ligados aos polinômios ortogonais de Laurent

(ou polinômios L­ortogonais) Lrn(t), [48], da seguinte forma:

Lom(t) =t""Bom(t), Lomni(t) =t"""Bomui(t), m>O0.

O resultado abaixo é de primordial importância para a demonstração da existência

dos polinômios Bn(2).

Teorema 2.3.1 Para as distribuições fortes de Stieltjes, dy(t), os determinantes de Hankel,

HM), satisfazem:

lim Uim+1

HM — lm+1 Uim+2

lm+n=1 lm4+n *cCccCo lima2n2

para m,n inteiros, n > 1.

2.3.1. Algumas Propriedades dos Polinômios Similares

n

Teorema 2.3.2 Seja Br(2) = SobnÃZ, com ban = 1, o polinômio similar. Então, para
r=0

n>1l:

Bnn(z) = (z — Bn+1)Ên(z) = Gni1zB n1(2), (2.3.38)

onde Bo(2) =1, Bi(20) = z— 1 e os coeficientes ân+1 e Bny1 satisfazem:

Gn =", n>1 (2.3.39)
n—l

A = Po
up

a = Tn1Bnt+1 = —âng1, n >, (2.3.40)
nn

com pr E Tn, n > O, definidos por:

Hi
n=—— > 0 2.3.41Pr 234

— n+i HOmn =(­1) 5 PAO, (2.3.42)
n

onde HS), Hm e HST) são os determinantes de Hankel definidos em (2.3.37).
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Como consequência da relação de recorrência de três termos, muitos resultados en­

volvendo Br(z) podem ser encontrados como, por exemplo, a relação abaixo:

Ínnl(2) = (Bn(9))º + ani BlBni (2) +onuanz?haa(2), n21. — (2343)

Kn(2) = B.(2)Bn1(2) — Bn1(2)Ên(2),

e DB. (2) é a derivada de Br(z).
Sejam 2n,1, 1 = 1,2,:+­,n, os zeros de Ênr(2). Da relação acima, podemos demonstrar

o seguinte teorema.

Teorema 2.3.3 Se zn1, i=1,2,""",n, é um zero do polinômio similar Bn(z) para n > 1,
então ele é diferente dos zeros de Bn—1(2).

Sobre os polinômios similares Br (2) valem, ainda, os seguintes resultados:

Teorema 2.3.4 Os zeros do polinômio similar Br(2z) são reais, distintos e pertencem ao

intervalo (a,b).

Teorema 2.3.5 Entre dois zeros consecutivos do polinômio Bn­1(2) existe um zero de Br(z).

As demonstrações dos resultados acima são dadas em Sri Ranga, Andrade e Phillips

[50] e seguem facilmente da definição de polinômios similares e de (2.3.43).
Da mesma forma que em (2.2.15), podemos considerar

Êni(z) = DEE2 n>1,
Bn(0) (HZ?

T = Bn1(2n7) — B2 1 (tnr)
' Br (zn7) Kn1(2nr)

Logo,
n

YSTnr = 1.
r=1

Como podemos ver do Teorema 2.3.5, os zeros de Br (2) são todos positivos, distintos
e se entrelaçam com os de ÊBn 1(2).
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Em [46] Sri Ranga demonstrou que se Br =, n>1, então Zn7 = Dº/Znn+1—o) 17 =
1,2,­+­, [((n + 1)/2]. Além disso, se também tivermos ã&, = 20 e ân11 = a, n > 1, os zeros

são dados explicitamente por

=8º/annic E man =B+oame+ /(Ot+oam O,
para r = 1,2,­­+, [(n + 1)/2], onde vn, = 1+ cos (n(2r — 1)/n).

Consideremos a relação (2.3.38), isto é,

Brn1l(z) = (2 — Ônn)Bn(2) — ân1zBn1(2).

Dividindo­se ambos os membros por (2 — Bn+1) Bn(z), obtemos

Brt1(2z) 1. Gni1zB ­1(2)
(z = Bn+1)Bn(z) " (z = ÔBn+1)Bn(z) |

(z­Ba)Bn(2) — (2­B4)Bn(2)
ânzBna(z)

(2 — Ên)Bnm(z) |

Gn+1zBn1(z) 1 Bnni(z) = ní )

Assim, 1 — ma­1(2) = 1­—

Daí,

fa(2) = (1­ m1(2))MA(z)
(1­ ânzBna(z) ) ântizBn1(2)( (E A)B(2)) (2 ân)B(2)
(2 = A) Bni(2) — ânzBna(2)

(2 — Bn)(2 = Bn1) Bn(z)
Por (2.3.38), o numerador dessa última fração é exatamente Br(z).

An+12Z

Chegamos, então, à sequência

An+172

ho AEAo)
Usando esta sequência encadeada, em [49] Sri Ranga e Matioli mostraram que se

= [1 = ma()m(2), n>1.

A

On= sup Dn, ÔN= Ên e áv= sup âàn,
1<n<N+1 1<nSE 2<n<N+1

para qualquer N > 1, então todos os zeros dos polinômios Bn(z), 1 <n < N +1, pertencem

ao intervalo [dn,1, Ân1], onde

dn1 = ÊN +2ânN + V(Ôn + 2âçN)º — ã1  2ãy Vas1 + 2dv] = — + 2X =NS AR NE RR .
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As sequências fôn) e fân) são não­decrescentes e a sequência (Ôn) é não­crescente.
Sejam À, à e À os respectivos limites dessas sequências e sejam

o í s so 1. 2% 1 2, |d=ô+2â+ /(+2á)2­& e 1­3 =RNPR OR
Então, todos os zeros de Bn(2), n > 1, pertencem ao intervalo [d, d.
Retornando à relação de recorrência (2.3.38), a ocorrência das situações

Ê<oco e âà<oo (2.3.46)

e/ou
0<ÔB e âà<oo, (2.3.47)

é interessante. Quando (2.3.46) vale, B <d<coe, quando (2.3.47) vale, 0 <d < À.
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Capítulo 3

Propriedades Assintóticas dos
Polinômios Ortogonais

3.1 Coeficientes da Relação de Recorrência Limitados

Nesta seção, baseados no artigo de Van Assche [5], vamos estudar, o comportamento

assintótico de polinômios ortogonais quando os coeficientes da relação de recorrência de três

termos, tanto os de índice par quanto os de índice ímpar, tendem a limites finitos. A razão

entre dois polinômios cujos índices diferem de uma ou duas unidades e a função distribuição

limite serão discutidas. Daremos, também, algumas aplicações dos resultados obtidos em

fórmulas de quadratura.

Sejam, então, as sequências (01), e font, da relação de recorrência (2.2.12)
satisfazendo:

lim on = bh, lim om = o,
(3.1.1)

limbn1=b2 e lima = ai.
Usando a estimativa (2.2.27) podemos concluir que os zeros dos polinômios orto­

gonais mônicos (Qn(x))%L, estão sempre no interior de um intervalo compacto, suponhamos

[­A, A).
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3.1.1. Propriedades Assintóticas

Da fórmula de recorrência (2.2.12) facilmente obtemos que

Qan+1(D) = (x = Ban) Qan(D) = An Qan—1(X)

Qan+a(x) = (x — Bon+1)Qant1 (x) = Aon+1Qan( ).

Resolvendo a segunda equação para Q2n+1(x), obtemos

Qm+1(2) = Qan+a(D) =ao)L 2n+1

Substituindo esta expressão em (3.1.2), temos a seguinte fórmula de recorrência
envolvendo somente os polinômios de grau par

Qan+2(x) = (x = Ban)(x = Bant1) —= Aon+1 Y amoo Qan(D)2n—1

x — Dont
An AIn—1 TI Ban1 Qan­2 (x)

bon(x)Qn(r1) — am(r)Qan—2(D). (3.1.4)

De modo análogo, obtemos a fórmula de recorrência que envolve apenas os polinômios

de grau ímpar

x — Ban+a
T— Pan

Qant1 (x)Qan+3(D) (x = Ban+1)(x = Bant2) — Agn+2 — Ant1

x — Ponto
—Q Adgn > —1WL2n+12n IT Ban Qon 1( )
ban+1(T)Qan+1(X) — aam+1(D)Qm—1(0). (3.1.5)

Essas fórmulas de recorrência modificadas serão muito úteis no estudo do compor­

tamento assintótico dos polinômios (Q,(xr), quando n tende para infinito.
Sejam X, o conjunto dos pontos de acumulação de

(rni:ti=1,2,"1,n;n=1,2,)

X2 = (rx E IR: Qn(x) = O para infinitos valores de n).
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Um elemento de X> não é necessariamente um ponto de acumulação do conjunto
(Tni). Se tomarmos uma função peso em [­B, —a] U [a, 6] (0 < a < À) que é simétrica com

relação à origem, este ponto pertencerá a X,, pois todo polinômio ortogonal de grau ímpar

com relação a uma distribuição simétrica se anula na origem. Mas, não se pode encontrar

uma seqiiência de zeros (exceto para a seqiiência constante zero) que converge para zero. Já

os polinômios de grau par não se anulam em (—a, a) pois, se existir um zero neste intervalo,
pela simetria, existirá também um segundo zero, o que é impossível (polinômios ortogonais

podem ter no máximo um zero num intervalo onde a função distribuição é constante). Pela
mesma razão, a origem será o único zero em (—a,a) para os polinômios de grau ímpar.

Assim, se a distribuição déó(x) for simétrica, zero é raiz de infinitos polinômios de grau
ímpar, ou seja, 0 € X».

Deste fato, podemos concluir que supp(dé) C X1 U X2, onde o suporte de dd, como

definido em (1.2), é o espectro da função distribuição &(r) e o espectro não é necessariamente
X1U X2, como se pode ver da observação anterior, pois se O E X2, O é supp(dé) nas condições
citadas anteriormente.

Denotaremos por fn(r) — g(x), quando a razão fn(x)/g(x) tende para um. A esfera

de Riemann, TU (oo), será denotada por € e consideremos

Zn = ftnici=1,2,2.,n;n>N).

Teorema 3.1.1 Se os coeficientes da fórmula de recorrência (2.2.12) satisfazem (3.1.1),
então, quando n — co,

Qn(z) nl 2 2NNE — Q(2) = p fz — bi)(z — ba) — (a +03)
+=b)(2 = da) (at +a3)]?­ ata?) (3.1.6)

uniformemente em todo subconjunto compacto de EN X,1 U Xa.

Demonstração: Sabemos que os zeros de (Qn (x), estão todos no interior do intervalo

compacto [­A, A]. Assim, a razão Qn(2z)/Qn­2(2) é analítica em (N[­A, A] para todo n > 2.
Se K é um conjunto compacto em TN X; U X2, então K pode ter no máximo um número
finito de zeros de (Qn(r))X, e cada um deles é zero de um número finito de polinômios.
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Isto significa que existe um inteiro N tal que, para n > N, as razões Qr(2)/Qn­2(2) são
analíticas em K.

Seja

e=inffle ­r|:z EK, xr E (X1UX2)NZn)

que é uma quantidade estritamente positiva, pois K (que é um conjunto compacto) e o

conjunto ( X7 U X2) N1 Zv são disjuntos.
Pelo Teorema 2.2.12, para z E Ken > N

Qn­2 (z) < 1
Qn(2) | 7 e

Assim, a razão Qn­2(2)/Qn(z) é uniformemente limitada em todo subconjunto com­

pacto de TN (X;1 U X2).
O próximo passo é mostrar que esta razão converge quando z E [A,00o) e, como

este conjunto tem um ponto limite, podemos usar o Teorema de Stieltjes­Vitaly 2.1.4 para
concluir a convergência uniforme em todo subconjunto compacto de DN (X1 U X2).

Tomemos, então, z E [A4,00) (ou seja, z real). Por hipótese, os coeficientes das
fórmulas de recorrência (3.1.4) e (3.1.5) convergem quando n — oo. A convergência das

razões Qon+2(2)/Q2n(z) e Qun+1(2)/Qn—1(2) segue do fato de que a sequência

2 — Ponta
rÁ = OanOên17T =, ——fal ) 2nUt2n > x Bon1

é uma seqiiência encadeada com sequência de parâmetros (minimal) dada por
­

Nn(2)=1­ Qans32(2) (e — Bon)(2 — Pan+1) — Con+1 — aan AH— anta | .:

Z— Oon­1Q2n(z)

Isto significa que fn(2) = gn(2)[1— gn—1(2)] e como, para z E [A,0o), fn(z) converge,

pelo Teorema 2.1.7, gn(z) também convergirá.

Para determinar este limite dividimos a equação (3.1.4) por Q%n(z2) e a equação

(3.1.5) por Qunt1(z). Daí,

Qrn+a(2) —
—

" — x — Bon — 2 — Pont1 Qun—a(z)Qu) = (z Ban)(z Pan+1) AA2n+1 NL PEN Bana An Am TT Bona Qum(2)
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z— B
(z = Pan+1)(z = Bant2) — Ony2 — Aont1 z2— Bon

2 — Ban+2 Qamn­1(2)
—ao OX .Ma iz Bon Qunti(Z)

Fazendo n — oo, obtemos

Q(2) = ((2 — bi)(2 — ba) — (a +0a2)) —

Qan+3 (z)
Qan+1(2)

aja?
Q(2)

Resolvendo esta equação, chegamos que
12) = > ((2 — ba)(2 — bo) — (az + al)
+J/I(2 = ba)(2 = ba) = (a? +a3)]? — 41ata3) |

Como, para todo n, Qn(2)/Qn—2(z) — oo quando z — oo, devemos escolher o sinal
positivo. Assim, Q(2) — oo quando 2 — co. E

A relação assintótica (3.1.6) não vale em X7 U X2 pois, neste conjunto, a razão
Qn(2)

Qn­a(z)
supp(d4). Portanto, em X2> podemos encontrar uma subseqúuência para a qual o resultado

não é limitada. Em particular, a relação assintótica não vale sobre o espectro

assintótico vale.

Corolário 3.1.2 Suponhamos que as condições (3.1.1) sejam satisfeitas. Então, quando
n — oo,

+ Qt) QTO Duna” zh

(ii) Qan+1(2) q­ Q(z)
Qan(2) z—b

uniformemente em todo subconjunto compacto de TN (X, U Xa).

Demonstração: Da fórmula de recorrência (2.2.12) obtemos facilmente que

Qant+1(2) Qan(z)
TF = (2 — Bon)JHA O— on.Queila) ET Pa

Como, do teorema anterior, o lado esquerdo converge uniformemente em todo sub­

conjunto compacto de TN (X1 U X2), (3.1.7) segue imediatamente fazendo n — oco. Analoga­
mente, demonstramos (3.1.8). m
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Teorema 3.1.3 Sob as condições (3.1.1) temos que, para n — oo,
10. 2 (ba +bo)/2

nQn(z) l(z—bi)(2— ba) (ai +ag))?­ data?
uniformemente em todo subconjunto compacto de TN (X1 U X2).

Demonstração: Como a sequência Qrn(2)/Qn—2(2) converge para Q(z) uniformemente em

todo subconjunto compacto de TN (X7 U X2), pelo Teorema 2.1.2, a sequência de derivadas
(Qn(2)/Qn­2(2)) convergirá para Q (z) uniformemente em subconjuntos compactos de
TN (X1 U X2). Tomando­se, então, a derivada de (3.1.6), temos que

(Qn(2)/Qu2a(2)) Qu) Qual) QE)
(Qn(2)/Qn­2(2))) Qn(2) Qna() Q(z)

uniformemente em todo subconjunto compacto de EN (X, U X2).
Agora, seja K um conjunto compacto em TX (X; U X2) e N tal que Qn(2) não tem

zeros em K para n > 2N — 2. Podemos, então, escrever

1 Qx(2) ­ 1 (36 . O) ++ ? (6 "o)2n Qu(z) 2n ía (Q(2) Quoa(2)) 2nT |Qu(8) Qua(z)
1 &/Qx(2) Qual) 1 /Qv2(2)( )+ (= ) (3.1.10)Q(2) Qua(z)) M

Pelo Lema de Cesàro 2.1.5, concluímos que

19%x(2) 1902)
2n Qun(2) 2 Q(2)

uniformemente em todo subconjunto compacto de EN (X1 U X2).

27 =x

Um raciocínio análogo garante o resultado para os Índices ímpares. Calculando,
” o.

z
.então, explicitamente E chegamos ao resultado desejado. mmz

Observe que ambos os comportamentos assintóticos das razões Qrn(2)/Qn­1(2) e
Qr(2)/Qn(z) dependem somente dos limites das seqiiências (811%, e fankº, e não delas
mesmas. Assim, diz­se que essas funções têm comportamentos assintóticos invariantes.

3.1.2 Fórmulas de Quadratura Invariantes

Daremos, agora, algumas aplicações de resultados da seção anterior. Usaremos o

conceito de convergência fraca para este objetivo.
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Definição 3.1.1 Uma seqiúência de funções distribuições Fr(x) converge fracamente para
uma função distribuição F(x) (Fn(x) => F(x)) se, para toda função f(x) contínua e limita­

da,

/.fix)dFa(1) = /.fíx)dF(s). (31.11)

O Teorema de Grommer­Hamburger 2.1.6 nos garante que para (3.1.11) ser válido,

basta mostrarmos que S(Fh(r);z) converge para S(F(x);z), uniformemente em todo sub­

conjunto compacto de TV JR.
Para o objetivo aqui proposto, que é o de se obter a fórmula de quadratura, neces­

sitaremos do uso das transformadas de Stieltjes das seguintes funções distribuições:
1; [eF(x;6,6)= =)TFF afamaD (3.1.12)

2 (6º=P)+ (6º =P)
T (6º— 62)?

z SEF=2/P­/ lt=7
onde |7| <ó < 6 e Ip(t) é a função indicadora do conjunto B = [­B, —ó] U [6, É], isto é,

G(x;6, 6,7) x

Ig(t)dt, (3.1.13)

téB

1, te B.

dF(x;6,6) = | El
TSE = VR­8dz

1)V2 + la 2)2)? /Dº — TºEV/Xº? — &(6º— &º)? E —=17|
dr,aG(5;6,6,19) = 218E=7

para r E BD.

Lema 3.1.4 Seja z E TN [­6B,­6] U [6,6]. Então,

2(z +71)ii) S(G(x;6,0,7);2) = :

As raízes quadradas V2º — 6º e 2º — (0º são escolhidas de modo que 2º /(V22 — 9º /2º — Dº)

e (3.1.14)

(3.1.15)

é analítica em TN [­B, —6] U [6, 0] e tende para um quando z tende para infinito.
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Demonstração: A partir da definição de transformada de Stieltjes, temos que
1/5 1 ||S(F(x;6,6);2) = do ava

le+=, ==2 xS0E—=1NV— Fo
Fazendo x = —t na primeira integral e, em seguida, t = r, obtemos

zq x SB =V12­68
1 le6E Aa

S(F(x;6,6);z)

(6º —62), (FP+8)2 t+Usando a mudança de variáveis y = xº e, em seguida, y =

chegamos que

2 1 1S(F(x;6,60);2) = x x)22º — BDTEAE
De (2.2.23) e (2.2.24) sabemos que

[ = 46(0) = FO(u),
onde FC(u) é o limite da fração contínua

u­bi­
u— fa

e a;, Di, i = 1,2,::­, são os coeficientes da relação de recorrência de três termos dos

polinômios ortogonais com relação a dé(r).

Mas, da fórmula de recorrência para os polinômios de Tchebyshev de primeira espécie

mônicos, sabemos que om = Tn, ao = 1/2, ag = a ="­"­­=1/40B=0paraíi=1,2,""­".

un2 2
L(u)

Logo, [L(u)]º — uL(u) + 1/4 =0. Daí,
L(u)

ut y/u?—l
Lu) = 2X2=2
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pois FC(u) = O.
972 — BL AS?Portanto, para u = 2

n(9º=69)/2
C(u) =

.DAS TEA TEA
Daí,

Z

= (2º = GENE — 62
Para a distribuição G(r;ó, 6,7), consideremos dois casos:

S(F(x;6,6);z)

e Sejay = O.
De maneira análoga à feita para a distribuição F(x;6,6),

2 /QMS(G(x;6,8,0);2) = Eta (8 =O ff.o2 MMA
02­62

1 1­frg VP
EF

Como, neste caso, a função peso é a de Tchebyshev de segunda espécie, a fração

contínua FC(u) é dada por FC(u) = n(u— Yu?— 1).
Assim, a primeira integral entre as chaves é igual a

= — (8º + 6º) —2)/22— PV2 — KT

BP=8

e, a segunda, igual a
02 4+ 6º — 266

Logo, substituindo os resultados acima na transformada de Stieltjes da distribuição

G(x; 6, 8,0) obtida anteriormente e multiplicando­a e dividindo­a por 22 —6B+/2º — Bº/22 —
chegamos ao resultado desejado para 7 = O.

e Para 7 £ O, de maneira análoga à feita anteriormente, chegamos que
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[(6 — 92)? + (8º = 9/2)? (z +)(6º —
(8º — 62)? 2(2º — 4º)S(G(x;5,8,7);) = 2

f' . 11 = PdtRPE
o

1 1
—= Vl — dtÍ, Bº+6º— 2

BZBROS t
Logo, por (2.2.23) e (2.2.24), o valor da primeira integral é

972 = B2—62
n(u­Vu?t­l), com ue

e, o da segunda, é
2 152 942T(v— YVvº—1), onde es

Daí,

216 =P + (FE =P L+1(8 8)
1 (2­8 227)

XT Eá —P­ 8 — PV/8? —P­ /2 EINS
S(G(x;6,0,7);2) =

Multiplicando­se e dividindo­se esta expressão por 2º — 1º — (2º — PVE =7"+
2º — BºNV/2º — 6º, obtemos o resultado desejado. m

Tomemos, agora,

an =minfa1,0;2) e a =maxf01,02).

Teorema 3.1.5 Sejam fpn(r))º2, um sistema de polinômios ortonormais que satisfazem

(3.1.1) e (Anjli1 seus números de Christoffel. Então, para toda função contínua f(x),

:

2n a? oo b +b(O) Amirlan) (cn) > —2 fa(2­6,­)
j=1 7

2 2
a7— an+ O f(b2),

a
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2n+1 ad, fo bi +b(11) > Aon,jiPân(Tan+1,5) S (Con+1,j) — 2) Sf(r)dG ( — — 2 2: 6, Ê, 7)
j=l eo

ata?

az

e

na 1 oo bi +ba(8) En)> [star (2­22E:60),
onde

2 2

8º = (& 7 ") +(a1­ a), Ps (& 7 ") +(1+a), 97= 2 7 > (3.1.16)
e as funções F(x; 6,6) e G(r;6,B,7) são as definidas em (3.1.12) e (3.1.13), respectivamente.

Demonstração: (i) Sabemos, de (2.2.15) e de

Ankh = Ann 1
n,k —= AIn—1,n=1 DPr(Enk)Dn=1(Tnk) !

Qr1(2)  SAniPini (En)
|

=) ODE, 3.117Qn(z) > ZE Tnj | )

Seja Gn(r) uma distribuição discreta que dá saltos nos zeros rTni, j =1,­­",n, de
Pn(x) definida por

Gr(x) = SO Aniba 1 (En;i)U(X = Tnj), (3.1.18)
j=1JI

1, r >O,
U(r)=

0, r<O.

Assim, de (3.1.17), a transformada de Stieltjes de Gr (r) é dada por

1 dGn(x) = yo niPni (En) — Qna(z)jel FT ETnj — Qrn(2)'S(Gn(2);2) = / oZ TT

Pelo corolário 3.1.2,

S(Gan(£);2) = Qmn(2) af + Q(2)'
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uniformemente em todo subconjunto compacto de TX IR quando n — oo. Mas, de (3.1.6),

A= z— bi — 2(z — bi)
ai + Q(z) (2 — bi)(2 — ba) — (ad = a?) + Vl(2 = bi)(2 — bo) — (ad + ad)? — 4ata3

Multiplicando­se e dividindo­se essa última razão por 2a2(z — ba), obtemos

(2 —bi)(2 — ba) + (ad +a?t) — Vl(2— bi)(2— ba) — (ad +ai)º — 4ajosA =
207(z — ba)

Assim,

e sea, >ad2

(2 bi)(2— ba) — la? = ad] — [2 — ba)(2 — ba) — (ad + a?)|? — 4ata?
A =

20at(z — bo)
lai — aa] — (03 — ai)

+ 20i(z — bo)
Multiplicando­se e dividindo­se a primeira expressão do segundo membro pelo con­

Jugado do numerador, isto é, por

(2 — ba)(2 — ba) — la? — ad] + V[(2 — ba)(2 — ba) — (ad + ai)]? — 40703,

obtemos

a (z — bi)(2 — ba) — Ja? — a3| + Vl(z — ba)(2 — ba) — (a + a?)]? — 4aza?
la? — a2) — (at = 02)

207(z — bo)
+

e se a) < do

(2 — bi)(2 — ba) + (ad +a?) — V[(2 — ba)(z — bo) — (ad +a2)]? — data?
2ai(z — bo)

(2 — ba)(z — ba) — la? — a — VI(2 — ba)(2 — bo) — (ad + a7)]? — data?
2ai(z — bo)

ai (2 — bi)(2 — ba) — la? — ad] + [2 — ba)(2 — bo) — (ad + a?))º — data?”
após multiplicar e dividir a segunda razão pelo conjugado do numerador. Como a, < az

2,2 2 2lai — as] — (a — az)
207(z — ba)

=º.
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Logo, podemos somar este termo nulo à igualdade acima.
Portanto,

a? a? — a?s(Gn(e);2) — Ps (6 (2222667) ;2) +SUE,
o que conclui parte do teorema.

*Como convergência fraca é equivalente a (3.1.11) temos o resultado dado em (1).
O resultado em (ii) segue ao substituirmos (b1,a1) por (b2,a2).

(iii) Sabemos, de (2.2.16), que
Q(2) & 1

Qn(z) 2z —tnj
Agora, consideremos a função distribuição discreta

1 n
Fn(r) = 2 U(z —Tnj). (3.1.22)

j=1

Logo, nFr(r) é igual ao número de zeros de Qn(r) que são menores ou iguais a r.
A transformada de Stieltjes é, então, dada por

12 1S(Fala);) =2
j=l ni

Qn(2)H
n

Assim, de (3.1.9) e (3.1.14), podemos concluir que

l(2 — ba)(2 — ba) — (a? + a3)]º? — 40ta3

= s(r (2­ PIM;56) 2),
uniformemente em todo subconjunto compacto de TÀ IR.

Portanto, Fr(x) > F(r — (by + b2)/2;6,0) e, de (3.1.11), obtemos o item (ti). m

S(Fn(x);z) —­

3.1.3 Casos Especiais

Consideremos, agora, alguns casos especiais dos teoremas precedentes. O caso mais

importante é quando by = b = beam =a=a>0. Neste caso, as funções F e G do

Teorema 3.1.5 têm a forma

1; 1T— b; 0, 20) = =. aaa — (e — oa teto(t)dt,F(
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1 TG(x = b; 0, 2a, 0) = x A V 40? — (t = b)º Tib20,6+2a) (t)dt
que podem ser obtidas simplesmente substituindo­se os valores dados acima e usando­se a

transformação t = z — b e, em seguida, fazendo­se z = £.

Os resultados anteriores podem, então, ser dados da seguinte forma: do Teorema

3.1.5, concluímos que

Teorema 3.1.6 Suponha que as condições (3.1.1) sejam válidas com by = bz =b ea =

a. =a>0. Então, para toda função contínua f(x),

1 b+2af(x) 40? — (x — b)ºdx27a? Jb­2a

11 n

(iii) msTnj) > f(x) aTo
Uma consequência imediata do Corolário 3.1.2 é o seguinte

Teorema 3.1.7 Supondo que as restrições (3.1.1) sejam válidas com by = ba =b ea =

a2=0>0, seja z ETNX,UXo. Então,

Qn(2z) 2
li

:ns Qni1(2) (2—b)+ /(2—0)2­da?
Já, do Teorema 3.1.3, obtemos o seguinte resultado

Teorema 3.1.8 Sob as mesmas condições iniciais do teorema anterior, temos que

im2
noconQn(z) | (2 — bº — 402

Outro caso importante é quando apenas a; = a2 = a > O. Para este caso, Chihara

[9, 12] demonstrou que os zeros são densos no conjunto
1/2

)

b1 + ba bi = ba” 2 /
b, + bz bi — ba? 2 Vo

2 — 2 + 4a , ba) U bay, 2 + p) + 4a
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que é justamente o conjunto sobre o qual a função distribuição limite F(x— (b, +b2)/2; 3/b —
ba], f(b1 — ba) /2+4bº)!/?) está concentrada. O resultado do Teorema 3.1.5 — (tt), portanto,
é mais forte do que o resultado de Chihara, pois indica como a densidade dos zeros está

distribuida no conjunto mencionado acima.

Daremos especial atenção ao caso em que a, ou a, é igual a zero, formulado no

teorema abaixo.

Teorema 3.1.9 Suponhamos que as condições (3.1.1) sejam satisfeitas e que am = O.
Então, para toda função contínua f(x),

[ f(bo),
2n 1 ba + ba(6) > MoniPan1(Loni)f(Z2ni)> | 25 (E23) Í ( 2 +?)

j=1 (EPHEL
2n+1

(ii) D* Aon+1 iDan(Lan+1,.3)S(Lont1,j)
j=1

f

EVA
+ (oo NANAa))

na 18 1 b, + ba b; + ba(ii) DOCESEA | R +) A 7 6),

Demonstração: Como a, = O ou az = O, as relações (3.1.7) e (3.1.8), neste caso, são dadas

por

( 2

Qnla) zh sem=0o,
Qan­1(2) | z—b2, seaç=o0O,

2
aQant+1(2) ss z—bh­

Qan(z)
z— by

Z2—
Q

ba,
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respectivamente, enquanto que (3.1.9) torna­se

INPE É — na) [2 =b)(2=b)­ ata) ­ (3.1.28)

De (3.1.20), temos que a transformada de Stieltjes da função Gr(x) em (3.1.18)
satisfaz, uniformemente em todo subconjunto compacto de TX IR,

S(Gn(a);a) = =,
Logo, de (3.1.27), obtemos

1

26 (z—­ (bi +b2)/2­6 z—(bi+b)/2+6
Substituindo (ba, a1) por (ba, a2) obtemos um resultado análogo para S(Gan+1(X); 2),

seaç=0O,

bh sea=0O.
isto é,

1

S(Gnnila);2)4 [ozass (bz —b)/2+8 |28 (z­(bi+b)/2­6 z—(bit+b)/2+6

Desses assintóticos, (1) e (11) são imediatos. As transformadas de Stieltjes das funções

Fn(r) em (3.1.22) têm o seguinte comportamento

1 1 1SmE);2) o 2 (= (b1 +b2)/2—B Tz= (ba ESFATA '
uniformemente em todo subconjunto compacto de TN JR. Portanto, (1ti) segue. À

Assim, quando a, ou a; é zero, as funções Gr (x) e F,(r) convergem fracamente

para funções distribuições que dão no máximo dois saltos. Isto significa que para n grande

a maioria dos zeros está concentrada em torno daqueles pontos onde a função distribuição

limite dá um salto.

3.1.4 Exemplos

Daremos, agora, alguns exemplos de polinômios ortogonais para os quais os resulta­

dos anteriores se aplicam. Com eles, será possível um melhor entendimento dos resultados
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das seções precedentes.

Exemplo 1— Os coeficientes da relação de recorrência dos polinômios de Jacobi mônicos,

Pi&bI(x), satisfazem (2.2.12) com

Po?
(2n+a+B)(In+ar+b+2)

On =

4n(n + a)(n+ a)(n+a+bB)
(2n+at+B—­1)(2n+at+ BO Cnta+rB+1l)'an=

a>­—­leb6>­lL

É fácil ver que 6, > 0 e a, = 1/4. Assim, pelos Teoremas 3.1.7 e 3.1.8, vemos que

PIO (z) z+V/2º2—1
BZ NR OO,PT(o) 2

1[P(2)]
n PIO (z) os 221

uniformemente em todo subconjunto compacto de TN [—1,1], pois b = 0 e a = 1/2. Pelo
Teorema 3.1.6, para toda função contínua f(x),

>»n,j ie Eni) f(Cnj) — df x)V1— xºdr
e

STA o SAEfiz)
j=l 1­Az"

uniformemente em todo subconjunto compacto de TN [—1,1].
Esses resultados são bem conhecidos.

Exemplo 2— Os polinômios mônicos de Pollaczek (para mais detalhes, veja Chihara [12])
satisfazem (2.2.12) com

—b
s

(n+c)(n+2A4+c—1)
fn=nFaFare eo — 4(n+A+atc­l(n+Atato)'

ondea > |b| juntamente com 224 H+c>O0ec>Oou2A+ec>lec>­l ComoB,­0Oe
an — 1/4 quando n tende para infinito, obtemos os mesmos assintóticos que em (3.1.29) e
(3.1.30).
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Exemplo 3— Os coeficientes da relação de recorrência dos polinômios mônicos de Lom­

mel modificados, L(º!(z), são dados por
1

4(nt+oa)(n+a—1)'Ba =0 e an=

com a > O. Assim, a, — O. Logo, temos um limite degenerado, uniformemente em todo

subconjunto compacto de 7% ((0) U (pontos de massa de &)). De (3.1.27) e (3.1.28), temos

que

(a) (a) (2)

Dr E, LILnt (3.1.81)
Lit (2) n Ln' (2) Z

e, para toda função contínua f(x), o Teorema 3.1.9 nos fornece

2»UP(Eni f(Ens)> FO),
(3.1.32)

Esses limites degenerados no zero talvez possam ser entendidos pelo fato de os

polinômios de Lommel modificados serem ortogonais com relação à função distribuição dis­

creta (x) que dá saltos nos pontos

(jo.haik=0,41,42,­­­ ;

onde +++ < jr 1 < juo < O <ju1 <­­­ denotam os zeros da função de Bessel J,(x), e este
conjunto tem o zero como seu ponto limite (veja Szegó [52]).

Exemplo 4— Consideremos os polinômios mônicos de Tricomi­Carlitz. Então,

(n+a)(n+a—1)
Bn=0 e av=

com a > O. Novamente a, — O e temos os mesmos assintóticos que em (3.1.31) e (3.1.32).
Note que, também neste caso, os polinômios são ortogonais com relação à uma

função distribuição discreta e os saltos agora são em (+1/Vk+a;k=0,1,2,­­­). Este con­
junto também tem o zero como ponto limite.
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Exemplo 5— Os q­polinômios de Al­Salam e Carlitz satisfazem (2.2.12) com

Bn=(1I+a)" e an=­a7(1­Q),

onde a <0e0<q<l. Portanto, ambos, a, e Dn, convergem para zero quando n tende para

o infinito. Logo, as relações (3.1.31) e (3.1.32) são válidas. Novamente, esses polinômios são
ortogonais com relação a uma função distribuição discreta e os saltos ocorrem nos pontos

(49º, qt; k = 0,1,2,:­­) que novamente têm o zero como ponto limite.

Agora, daremos um exemplo onde as seqiiências (ar 1º, e [On IX, têm dois pontos
limites.

Exemplo 6— Considere a sequência de polinômios (Qr (xr), que satisfazem (2.2.12) com

On = bi, Am = aí,
(3.1.33)

Banti=b2 E aon1=03.

Obviamente esses polinômios satisfazem às condições (3.1.1), de modo que os Teore­

mas 3.1.1 — 3.1.5 são válidos. Portanto, podemos obter explicitamente a função distribuição
d(r) com relação à qual esses polinômios são ortogonais.

Teorema 3.1.10 Os polinômios (Qn(t)kx, com coeficientes dados por (3.1.33) são orto­
gonais com relação a

b b a ­

a

2(2) = Og (a

onde 6,3 e7 são dados por (3.1.16) e G(xr;6,6,7) por (3.1.13).

Demonstração: Considere os polinômios (Q7(x))X, com coeficientes dados por (3.1.33),
mas com a, e a, trocados, isto é, aan = aj e Aani1 = at.

De (2.2.12), facilmente obtemos

Qin41(Z an=1(2Z an+olz an(Zint1(2) — (70 p)= 2Q: 1(2) Qana(8) — (2 bo) 2 Qin(2)
Qin(2) Po) — Qn(0) o Q3n+1(2) |
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Do corolário 3.1.2, sabemos que os limites das funções nessas duas equações existem.

Suponhamos, então, que

Qini1(2) ! Qin+2(2) n"

Qi) MR e anta Rm
Fazendo n tender para o infinito, obtemos:

1, 1 " 1
2) =(z­bh)­alx—=<— e 2) = (2 — ba) ­ a <<.

Assim, combinando continuamente essas equações, encontramos a fração contínua

de Jacobi,

1 —
— =QD ohz

z2— ba —
z2— ba — 2

z2— bo — =

que segue de (2.2.23) e (2.2.24) (veja [56, 12]), onde Q(x) é a função distribuição com relação

à qual os polinômios ([Qn(r)H%,, com coeficientes dados por (3.1.33), são ortogonais.
Como na demonstração do Teorema 3.1.5, temos que

2 ar

1 a? b b ata?= Os (s (a ­ t ";5,8,7) 12) + = S(U(x —b);z).Q(2) a7
Daqui, o resultado do teorema segue. BE

Casos especiais desses polinômios já foram estudados por Chihara. Quando by =

b = bea=a=a, os polinômios Qnr(r) são iguais a Un((r — b)/2a), onde Un(xr) é o

polinômio de Tchebyshev de segunda espécie de grau n. Para by = —c, ba =cea,=1/4,
Chihara [10] obteve a função peso

caso contrário

e, para by = ba = 0, 01 = a e 07 = b, a função peso encontrada é dada por
1/2

0, caso contrário.

Observe que existe um salto no ponto zero (veja [12, p.91]).
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3.2 Coeficientes da Relação de Recorrência Ilimitados

Nesta seção, vamos supor que os coeficientes da relação de recorrência para os

polinômios ortogonais são ilimitados, mas variam regularmente e, têm comportamento dife­

rente para Índices pares e ímpares. O comportamento assintótico para a razão entre dois

polinômios cujos Índices diferem de uma ou duas unidades será discutido e usado para a

obtenção da distribuição limitante desses polinômios. Os resultados serão, então, aplicados

a polinômios ortogonais relacionados a funções elípticas. O artigo de Van Assche [6] foi a
principal fonte de pesquisa para este estudo.

3.2.1. Introdução

Vamos supor, então, que os coeficientes da relação de recorrência convergem de uma

maneira particular. Esta convergência será descrita por meio da definição de variação regular

(veja [7, 45] para mais detalhes).

Definição 3.2.1 Uma função mensurável, não­decrescente, f : IRt — IR*, varia regular­

mente (para o infinito) se, para algum a e todo t > O,

lim f(xt)/f(x) =º,
TOO

eaéo coeficiente de variação regular.

E fácil ver que uma função que varia regularmente com expoente a pode ser escrita

como xºL(x), onde L : IR* — IR* é uma função de variação lenta, isto é, para todo t > O,

lim L(xt)/L(x) = 1.
TOO

Exemplos simples de funções de variação lenta são | log x|º, |[loglog z|º, etc.

Definição 3.2.2 Se f(r) é uma função que varia regularmente (com expoente a), então
An = f(n) é uma sequência que varia regularmente com expoente a.
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Suponhamos, então, que exista uma sequência que varia regularmente, (Anta,
com expoente a > O tal que os coeficientes da relação de recorrência satisfazem

:

­

2 1/2 >limBon/Aan = ba, lim 05” /Aon = Qa,
(3.2.34)

lim Bons1/Am =02 e limas21/Aon=ão.n300 n—200

Daremos, aqui, algumas propriedades assintóticas dos polinômios ortogonais rela­

cionados e também discutiremos os casos em que bi = bo € à) = às € O caso especial onde
à, Ou à, é igual a zero. Esses resultados serão aplicados a algumas famílias de polinômios

ortogonais relacionados a funções elípticas.

3.2.2 Resultados Preliminares

O lema seguinte é uma importante e útil observação feita por Dombrowski [16, 17,

18]:

Lema 3.2.1 Se fun), satisfaz à relação de recorrência

Uni + bntin + Antin1 = 0, n20,

com u.,=DO, então

2
UML — UFTLUk1 i j aj — Aj—1DE E tao e UjUj­a |. (3.2.36)

AJAZ ++ Ok : ..a; a;

Demonstração: Seja D;, = ut — urx+1uç­1. Da fórmula de recorrência (3.2.35) para ur,
temos que ux41 = —bgUkK — AKULA.

Multiplicando­se ambos os membros por —ux­; e somando­se u?, obtemos

Di = ut uga(—brur— axrUg1)
axDr—1 + un(uz + bug: + AkFUkK2).

Usando novamente a relação (3.2.35) para ux, chegamos a

Dx = ax Dr—1 + upl(bg — be­1)U£g=1 + (0x — Ak=1)UK—2].
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axfag­1 Dr­2 + ur [(bx­1 — Dk­2)Uk2 + (Ax­1 — Ak—2)Uk­3]

+us (bg — brw1)Ukg=1 + (0x — Ak—1)Uk2]

ax10kDr­2+ [(br­1— br­2)Uk­aUkn1 + (dk — dDe­1)UK=1URK]

+[(ax1 — ax­2)Ug­aUçgoa + (ak — Akn1)UK­2UL]

O resultado (3.2.36) segue imediatamente da última expressão . E

Lema 3.2.2 Seja ([Rn(r))Xº, uma sequência de polinômios. Então,

nes ­ > (EEo) / (ES)Ru(t) SFA Roj(o) Roj(7)

Rariilz) > (Ez) /(f20O)Roaxri(o) — = Noji(o) Rojr1(x))

Demonstração: A equação (3.2.37) segue imediatamente de

Ro(z=> (3Roj(x) Fo)Rox(z = Roj(x) Rajo(x)
e da fórmula

Rail) Ralo) (E)/ (Ex)Roj(x) Rajo(x) Roj(x) Roj(x)
De modo análogo, demonstramos (3.2.38). mm

Também utilizaremos o seguinte teorema abeliano:

Teorema 3.2.3 Suponhamos que o conjunto fenj: j <mn, n=1,2,:­­) forma uma matriz
triangular limitada de números complexos tal que en; — O quando n — co ej/n —t E [0,1].

Então, para qualquer z € T com |z| <1,
k

zZ"Senjã 10
j=0

quando n — oo e k/n —te[0,1].
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Demonstração: Consideremos uma sequência (kn oo, tal que k,/n tende para um número
fixo t E [0,1] quando n tende para o infinito. Observe que

kn kn
k —j iz n”) Enjz J = > En,en—iZ".

j=0 i=0

Para + fixo, temos, por hipótese, que en,x,—i; — O quando n tende para o infinito e,

lenuaniz| < Mlz|,

onde M é uma constante positiva,

[2ºD enja il = [DD enanit| <D lentanit| < MYJa”.
1=0 i=0 i=0 i=0

Podemos, agora, usar o Teorema da convergência dominada de Lebesgue 2.1.1 para

obter o resultado desejado. — mm

3.2.3 Propriedades Assintóticas

Teorema 3.2.4 Suponhamos que os coeficientes da relação de recorrência (2.2.12) satis­

façam (3.2.34), onde fAn O, é uma seqilência que varia regularmente com expoente a > O.

Seja A uma constante positiva tal que |tnj|/Am < A para todo nº (o que é possível por
(2.2.27)). Então, para n > oo e k/n —te[0,1),

1 Qx(Anz) ­ — 1 Tua Ta ­2 22,20Er O a Daça) nv Q(2,t) = 3 fz — batº)(2 — bat*) — (1 + às)t
(3.2.39)

+ Vl(z — hto)(2 — bata) — (62 + as)12o)? — aagageto | ;
uniformemente em todo subconjunto compacto de TN|­A, A).

Demonstração: Para d suficientemente grande, se z € [A + d, oo), então, de (2.2.15) e do
Teorema 2.2.12,

Qr­1(A2nz) < o deiPE (Eri)ÀA2n
<"| Qr(Aonz) ja t— Thi/Aom

1
FÉ

Conseqiientemente, como z — tx3/An > Z— tnn/Am > d(sek<n),
—2(Aonz) 12 Qx a( 2n <o.

o” Qr(A2nz) d?
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Seja (kn), uma seqgiiência de inteiros tal que k,/n — t quando n > oo e
ES Quer, ­2(A2nzZ)

n(2)
= 22, AE,Quan, (2) 2n a(Aonz)

Primeiramente, provaremos que esta razão converge para 1/Q(2z,t). Mas, de (3.2.40),
= 1

IQxanl2)| < . (3.2.41)

Logo, existe uma subseqiiência, (Qrxaa(2))L,, que converge. Mostraremos que
(Qraa(2))Lº, e (Qrai+1a(2))8, têm o mesmo limite, que é o limite de Qrun(z).

Fazendo ur, = Qax,(A2a2), pelo Lema 3.2.1 e por (3.1.4) e (3.1.5),

2 QualAnz) — —— Quaol(donz) a2(Aaxn2) Gar (Aonz)
ás Qara+2(Aonz) Qata (A2s2) Qara+2(Aaa2) Qu, (Asa 2)

+ Ad) lanra(Donz) "ao (Aonz)|
j=0 (3.2.42)

(Noz  2(Aoã“ (bo­ tda |ESSOQ2;(Araz) Q2;­a(Aonz)
Qara (Araz)Qara+2(Aoaz)

Agora, de (3.2.41), obtemos facilmente que, para j < kz,

Q2i(Aasz) | 7 IQaja(Aonz) ( 1 jo<
.

Aazxd

< Ma

+ lJaz(Azsz) — 02;­2(Aonz)|

Qaea(donz)| ;Z31) Qaus(Aoaz)
Observe que Mox, /A2a = f(2ka)/S(2h). Assim,

* F(2hka/h4) =) fios va
Logo, das condições (3.2.34), se ih— oo e ka/h — t,

n

1/2 1/2ak; — ak, A2ka
Aa — Moka Àzã

al? al? N
­ ã Ã 2ka ”— a tº e 2ka+1 = 2ka+1 n — da2tº.

Aoã Aka —ÀAoã
De maneira análoga,

>
­ Àok. >

­ 41
Àºok.Para ­ Daka A2ka bt e Para+1 ­ Daxa+1 A2ka

Aa — Aoka À A2ã Aka —ÀAoã

o que significa que, para nossa sequência (kz), a matriz (a2;(Aos2)/Ma; 3 < ka, hn =1,2,::)

— batº,

é limitada por uma constante C. Com isto, (3.2.42) torna­se

NM. Qarz (Aaaz) — Qax,—2(Aon2) < (5) a + (8) > 182; (A2z 2) — bojo(Aasz)|ST Qar+2(danz) — Quei(Aonz) dº di 3xdºj=l

PET a+ la2;(Aanz) pagaana (2).
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Podemos, agora, escolher d suficientemente grande tal que C < dº e, pelo Teorema
3.2.3, segue que

Qra+1a(2) — Qraá(0) — O, quando fisco e ki/h—óÕt.

Assim, como (Qx,a(2)) é uma subseqiiência convergente, então (Qr,4+15(2)YL,
também converge e tem o mesmo limite. Seja 1/Q(z,t) este limite. De (3.1.4) e (3.1.5),
temos que

1 — farda) — bons(Aonz) 1 A(2)
Qra+1,n(2) Mia SA no

Fazendo fi — oo, obtemos

Q(2,t) = a(z,t) — b(2,t)/Ó(2,t),

a(z,t) = (2 — btº)(2 — batº) — (GA? +ã3)E e b(2,t)=ã2a3t.

Daí, segue que

Ô(z,t) = aaa, 1) + /0º(2,1) — 40(2,9)).
Devemos escolher o sinal positivo uma vez que Q(z, t) tende para o infinito quando

z vai para infinito. Toda subseqgiiência de (Qrx,n(2))X,, portanto, tem o mesmo limite, de
onde o resultado segue para z E [A + d,oo).

Como (Qr,,n(2)Yº, é uma seqiiência de funções analíticas em TN [—A, A], se tomar­
mos um conjunto compacto K em (7X [­A, A], a distância e deste conjunto ao intervalo

[­A, A] é estritamente positiva e, para z € K, obtemos o limite superior
" 1

IQranl2)| < =
Além disso, sabemos que Qy, n(2z) converge em todo subconjunto de TN [­A, A] com

um ponto de acumulação. Então, pelo Teorema de Stieltjes­Vitali 2.1.4, Qranlz) converge
uniformemente em todo subconjunto compacto de TN [­A, A].

Repetindo o mesmo argumento para a subseqiiência

2 Q2enn1(A2nz)
2” Qarn+1(A2nz2)'

encontramos que esta sequência também converge para 1/Q(z, t), o que demonstra o teorema. E

Qtin(2) =
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Teorema 3.2.5 Sob as mesmas condições do teorema anterior, temos

Aon Qar—1(A2nz) z­bte À

(ii) O) Qui1(Anz) mM Q(z, t) + Gasto
An Qax(Aaonz) z— bato '

uniformemente em todo subconjunto compacto de TN(—A, A).

Demonstração: Da fórmula de recorrência (2.2.12), obtemos facilmente que

1 Quai(An2) ­(­­­ (= Q2e(A2nz) )­ X2kMrQae­1(A2nz) Aan / VAon Qarx—1(Aonz) NM |
Fazendo n — oco, k/n — t e usando o Teorema 3.2.4, (3.2.43) segue imediatamente.

Analogamente, demonstramos (3.244). =

Teorema 3.2.6 Sob as mesmas hipóteses do Teorema 3.2.4, quando n — co temos que

(ra(Aonz) (9/82)QQu Oan2) a Õ(Z,SER1
n

z— (d + ba)tº/2Sl ;Vl2 — bato)(2 — bato)— (7 + a3)i2o]” — 4agagtto
uniformemente em todo subconjunto compacto de TN[­A, Al.

Demonstração: Primeiramente, vamos mostrar o resultado para z E [A+ d,0o). Consi­
deremos, então, a função

— 2d ea)/( Qamu (Aanz) )nl?) dzE Qany+2(A2nz) 0 <t<l,
onde [a] é a parte inteira do número real a. Assim,
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1/n[a(t)dt + f.gnlt)dt +­­­ + nn)na)
AI Qu(Aanz) Qo(A2anz)

2/n Q2(Aonz) | Q2(A2nz)+ In (Ss) / (EB) d+
1 — (Qna(donz) | Qan2(A2nz)Hf. 1, ( Qn(Aonz) ) /( Qn(Aanz) E

23 s (Lo)/(E)ns Q2;(Aonz) Q2ji (Aanz)
1 (d/da)Qn(Anz)
2n Qn(Aanz)

3
3

pelo Lema 3.2.2.

Se fixarmos t, pelo Teorema 3.2.4,

z2,t Q(z,tato> AAA = 25
Q(2,t)

que segue da convergência uniforme de funções analíticas (e de suas derivadas) em conjuntos
compactos. Também, para t E [(j] — 1)/n, j/n),

—

4d /(Qu­2(Amz) Qaji­2(Anz)nl) = El Qu (Nan?) )/ ( Qu Cam2) )
od (CD) Qai­2(Aanz)Q2ai­1(Aonz) Qaj—1(A2nz)

od ao)) (no
onde a segunda igualdade é obtida ao multiplicarmos o numerador e o denominador por

Qaji­1(A2nz).
Então,

1 1

2 9n(t) < d
O Teorema da convergência dominada de Lebesgue nos dá (3.2.45) para

z E [4 +d,0oo). O resultado geral segue do Teorema de Stieltjes­Vitali 2.1.4. Usando o
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mesmo argumento, demonstramos o resultado para os índices ímpares. E

Os Teoremas 3.2.5 e 3.2.6 podem ser usados para construir fórmulas de quadratura

que usam os zeros dos polinômios ortogonais. Como na seção anterior, usaremos aqui o

conceito de convergência fraca. Para || < ó < (0, consideremos as funções distribuições

(3.1.12) e (3.1.13) já definidas e

Teorema 3.2.7 Sob as condições do Teorema 3.2.4, para toda função contínua f, quando

n — coek/n— te[0,1), temos que

4 2 ão) bhh+tbaa sa da o(1) 3 MAariPar1 (Tori) S(Laxj/Am) — E) of(z) at
ÕE, BM, At

j=l

a? — à? ­+f(bato),
a

. 2k+1 2 ão) hith(ii) SD Ao Dan (Ton+1.3) f(Xan+1j3/Àm) — a). S((e)4G (+ =É; ÓtºBe, 56)
j=l

aa? ­
+(b1tº*),

2

db, + bo
2

... 1 Z2 1 o
a, a a(iii) n 2 fena/Aan) — far (a ­=É; BE, Dt E

onde

2 2

­ ­ 2 ” 2 ­ ­

22 (bb 3 ­ ­= ( : :) +( ão, 0º = (* ") +(+ã)? e 722 2 2 (32.49)
Demonstração: Sejam as funções distribuições discretas

k

Gnke($) =X Axjokto1(Eri)U(X — Trj3/A2n)
jel

12

F,n(r) = naLT— Inj/Aan),
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onde U(x) é a função indicadora dada por (3.1.19).
A transformada de Stieltjes dessas funções são dadas por:

dGrdGne(X) — o diph1 (Eh) = As Qx­1(Anz)
PE” n—:­ Tr j/Aon " Qx(Aonz)S(Gnk(2); 2) = f..

que podemos obter de (2.2.15), e

z—, nisto Enj/Aam n Qn(danz) *
que segue diretamente de (2.2.16).

O comportamento assintótico dessas transformadas é dado pelos Teoremas 3.2.5 e

3.2.6. Pelo Teorema de Grommer­Hamburger 2.1.6, seus limites devem ser as transformadas

de Stieltjes dos limites fracos das funções distribuições Gr.x(r) e Fn(xr) (seção 3.1). A iden­
tificação dos limites de (3.2.52) pode ser feita usando­se o Teorema 3.2.5, ou seja, para n e

k pares,
;Zz2— 11º

Q(2z,t) + átt2o'S(Gon2e(D);2) —

enquanto que para n par e k ímpar,

z2— botº
Q(z,t) + ast2o”S(Gan,ar+1(2); 2) —

Seguindo o mesmo procedimento da demonstração do Teorema 3.1.5 da seção ante­

rior, temos que

2k 1
S(Gonar(X);2) = X AuiDarns (Tori) (3.2.54)

j=l (x — Tokj/Aon)

rh21%; 86º, DE, se); |
e.ns(U(z — botº); z) :
a7

Assim, podemos concluir o item (1).

De maneira análoga, demonstramos o item (ii) simplesmente substituindo­se o par
(d1,ã1) por (ão, ba).

Para identificar o limite de (3.2.53), observe que o integrando de (3.2.45) é a trans­
formada de Stieltjes da função distribuição F(x — (by + ba)tº/2; ótº, Btº) de onde o resultado
segue. E
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A distribuição assintótica dos zeros dos polinômios ortogonais cujos coeficientes

da relação de recorrência variam regularmente é, portanto, igual à versão integral da dis­

tribuição assintótica dos zeros dos polinômios ortogonais com coeficientes de recorrência

limitados (como vimos na seção anterior).

3.2.4 Casos Especiais

Consideraremos, agora, alguns casos especiais dos teoremas anteriores desta seção.

O caso mais importante é quando hi = by = be ãà1 = d4 = 4 > O. Neste caso,
ook

Neil (Chi) (Eri/Aom) — / f(x)dG(x— btº; 0,2ãtº,0)dt.
=l —oo

JI

Fazendo z = rtº e, em seguida, r = z, obtemos

3)

Mas,

k fo o) ­NeiPés (Ee)F(Ee5/An) — f/  F(xt)aG((0— D)to;0,28tº,0) dt.
=l =co

­ 1 (x—b)tº
G((x — b)t*;0,241%,0) = e V402t?2 — u?I 2ata,2ate) (u)du.” 2b27ta Jco

Utilizando a mudança de variáveis u = (z — b)te e, em seguida, u = z, obtemos

FAN 10 1 x
"

=G((a — b)t9;0,24t%,0) = —­f2/4 — (u—b)2TG 235 2a (1U)du.
Portanto, o resultado do Teorema 3.2.7 torna­se

k d+

92ã
—DNGPt1763) f(7e5/dan) — 5555. VAR — (2 — DES (zt9)do,= .

jAl 20ºn Jb­2ã

enquanto que, usando as mesmas mudanças de variáveis anteriores,

12 1 1 fb+2ã
a

drn 2, Ens/don) — =) fx ft Vaz sr.e
nesta última expressão, então,Se fizermos f(x) = x"

(52) 1 br2s yY”dy+ =—=—— | — dt.
Am 7 Ma +1Ji­2a /4ãº — (y— b)2

FS
AVAVAV

cm 1 2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



64

Um importante caso a ser considerado é quando à, ou à, é igual a zero. Neste caso,

vemos que é = À no Teorema 3.2.7 e as funções distribuições F e G tornam­se degeneradas

em dois pontos.

De fato, do Teorema 3.2.7, temos que

S(Fa(x); 2) — S(F(x — (b1 + bi)tº/2;Bt, Bt); 2).
Logo, de (3.2.55), obtemos que

F(x — (b1 + bi)tº/2; to, Bt) = 2U(s — (bh + bi )tº/2— Bt) + 2U(0 — (ba + bai)tº/2+ Bt).
Portanto,

De (3.1.15), temos que

S(G(x; Btº, Btº, Fº); z) = 2 (Eb + z+Aist— Bt); z =À s(U(z + Bt); 2).20

Daí,
B+7 Bb? >G(x;B,B,7)= 2Ã—= U(r ­B) + U+Ô.

O resultado do Teorema 3.2.7 pode, então, ser dado como

S(batº), seãa=0,

Nat sDE 1 (Cars) f (E2n3/Don) — | ­&W6)fEF bo +3e
Sabemos que

2z2— bite 1
S(Gon ; =

=
=(Gananls);2) Q(z,t)+ãtro — z— byte

S(U(x — bat);2),
se ã2 = O, de onde concluímos a primeira parte do resultado acima.

Se à, =0O,
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z — bitº z — bato
7

52420
h h

> h b ­Q(2,t) + a1t [2 — bi : bra — Btollz — ba . 210 Bt
ão To —%)S (ve ­ É bo + ã)2
+(ô+1s(vi­ (22­86) 9%:2)),

o que conclui o resultado. De maneira análoga,
2k+1

DO Aak+1,iPak (Tak+1,5) S (Tak+1,3/A2n)

Já, de (3.2.45), temos que

=) 2(ba + ba)tº/2Vl& — hrto)(z — bato) — adto]?
S(F(7

=2" ll + dt
2.ho bra (3.2.55)2 gb) + 6)tº

Ah NO.AP dc

ReEA e) jarDaí,

onde f é uma função contínua, n — co, Un —te
6º = ((b1 — ba) /2)º + ata.

3.2.5 Exemplos

Importantes famílias de polinômios ortogonais satisfazem a uma relação de recorrência

com coeficientes que variam regularmente, tais como os polinômios de Laguerre, Hermite,
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Meixner (de primeira de segunda espécies), Poisson­Charlier e Carlitz. Para todas essas
famílias pode­se aplicar os resultados obtidos nesta seção. Esses polinômios já foram trata­

dos por Nevai e Dehesa [38]. Veremos rapidamente polinômios com limites diferentes para
índices pares e ímpares.

Stieltjes [51], Carlitz [8Je Al­Salam [2] estudaram dois sistemas de polinômios orto­
gonais [Cn(r)k72,o e (Dn(t)IkxLo cujas fórmulas de recorrência satisfazem

Cna+1(T) = rCrn(r) — anCn­1(X) (3.2.56)

Dr n(t) = Dr (x) — An DrnX1(0), (3.2.57)

XN2n = (2n)ºRº?, An+1 = (2n + 1)?,
Bon =(2n)º, Boni =(2n+1)ºK?

e x é um número real (ver [12, p.193)). Esses polinômios ortogonais estão relacionados a
funções elípticas da seguinte maneira. Sejam

K(1— xº)
O K(x2)K(8) =|A: =edo 41 — xºsenº0 17

Se0<x<1,então O0<q<leas funções distribuições W(x) para os polinômios
(Cn(x) IX, e (Drn(r))X, são, respectivamente,

oo n2i+1)/2 +11oC) — q — él +W(x)= XY EU É 2K(R)7
j=­00

e

WD (x) = =. 7 "o
onde U(x) é a função definida em (3.1.19) (veja [12, p.194]). Isto significa que os polinômios
TCn(xr) Ho e (Dn(x))X, são ortogonais no espaço gerado por n/K(xº).

É óbvio que as condições (3.2.34) são válidas com An = n (a = 1). Para os
polinômios definidos em (3.2.56), encontramos dh = 0h = 0, dy = K e ão = 1. Para os
polinômios dados por (3.2.57) temos que db = bo = 0, 7 = 1 e à = x. Se usarmos o

Teorema 3.2.4, obtemos
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1 1 Cr(nz) l 1 Dri (nz)
neon? Cr—2(nz) nescon? Dr—2o(nz)

22 = (E +042(= PA (e + 12),
uniformemente para z em conjuntos compactos de TV [­A, A]. Do limite superior (2.2.27),
segue que podemos tomar À = 2se 0 <x <1,n — coek/n—te|[0,1]. O valor 2

para A certamente não é o melhor possível e, provavelmente, o comportamento assintótico

vale uniformemente para z num subconjunto compacto de TN ([­(1 + «)t, —(1— x)t] U[(1 —

K)t, (14 «)t]). Entretanto, não é fácil provar esta última afirmação.
Sejam (OX1€ (22—, OS zeros de Cr(r) e Dr(x), respectivamente. Então,

pelo Teorema 3.2.7, temos que, para toda função contínua f e 0 <x < 1,

CclimDO“Bk­a((282)fes/2n)= limDNA,(2D 1)3)f(22,52n)
o! pretas (EE PVP (1­4)

—" 2 L
dr

2k+1
: Cc fo; Cc D Ddim DMD jessica DSf(x59 1 ;/2n) = limDEEak—1((SR) F(x5ps/2n)=

" 2 ff) + f(tox) fá+<)?º + ENE — (1— 2==) T
—"“ 2 LL

'

onde o significado de PN e x) é óbvio e fen(x))X, e (dn(r))X, são os polinômios ortonor­
mais.

Finalmente,

im 2/GO/m) = maenocon:

ff"fltr) + f(—to))arame amo
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Capítulo 4

Propriedades Assintóticas dos

Polinômios Similares

Neste capítulo, faremos um estudo semelhante ao que foi feito no capítulo anterior

para os polinômios ortogonais mas, agora, para os polinômios similares aos ortogonais, Bn( ).
Na seção 4.1, usamos principalmente o trabalho de Andrade, Sri Ranga e

Van Assche [3] e na seção 4.2, apresentamos os resultados obtidos por nós para o caso

em que os coeficientes da relação de recorrência são ilimitados.

4.1 Coeficientes da Relação de Recorrência Limitados

4.1.1. Introdução

Sejam X = (0,00) V[d,d e Z = TV dd. Quando (2.3.46) e/ou (2.3.47) valem,
então X é não vazio.

Vamos supor, a partir de agora, que (2.3.46) sempre vale e consideremos o compor­
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tamento dos polinômios Bn(z) e de seus zeros sob as seguintes condições assintóticas

limban = 69, dimão, = 0
(4.1.1)

lim Bona =60 e Tim âon+1 = a,
­ Nesta seção, daremos informações sobre o comportamento limite das sequências

[e | Bn(z) ei Bn(2) L.n> LBun(z) Bon+t1(2) (nBn(z))

4.1.2 Sequências Encadeadas e Resultados de Convergência

De (2.3.38), temos que

Bnv1(z) (2 — Bn+1) Bn(2) — ânn1izBnX1(2)

[(z = ÔBna1)(z = Br) = ân+12]Bn1(z) — ân(z — Bn+1)zBn—o(2). (4.1.2)

ÊBr1(2) = (2 — Bra) BnXa(2) — ân1zBns(2),

Bn1(z) + Gn1zBn—3(2z)
2 Ôn­1

Substituindo­se em (4.1.2), obtemos a seguinte relação de recorrência

Bnalz) =

Brn1(2) == ant1(2)Bn­1(2)— bn+1(2)Bn­3(2), n>3, (4.1.3)

an(2)= (2AI = Au) =aodnz (414)
= MPn­1

bnni(2) = ânsã AH, (4.1.5)
z— On­1

Podemos verificar facilmente que, para z € (d, oo) , Bn1(2) e Bni1(2) são estrita­
mente positivos, pois não se anulam, uma vez que seus zeros estão no intervalo [d,d| e vão

para infinito quando 2 vai para o infinito.
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Para z € (0,d), Bn­

70

1(2) e Br11(2) também não se anulam (pelo mesmo motivo an­
terior). Se Br (z) > O nesse intervalo, então, pelo Teorema 2.3.5, Bn­1(2) <0 e Bri1(2) <O.
Se Bn(z) < O nesse intervalo, então Bn1(2) > O e Bn1(2) > O.

Logo, para z € X,

An+1 (2) =

Bninlz) >0, n>lebr1i(2)>0,n>3.Br1(2)
Dividindo­se ambos os membros de (4.1.3) por Bn1(2), obtemos

Brii(z). Brn—3a(z ) nBri(a) +13Baita) 77É
Logo, segue que an41(2) > O para n >3ezE X. Como

a2(z) = (z — B)(z — Ba) — OAsz = Ba(z)

as(2) = (2 — Ba)(2 — Às) — ão] Ss 2 — 32= Ba(2)/B1(2),Z2—=m

então a2s(2z) e as(z) também são positivos para z € X. Da relação de recorrência (4.1.3),
obtemos que

— bn—1 (2) Bn—3(z)

Daí,

Logo,

an1(2)Bn1(2) i

— bn1(2)Bn3a(2) |
an1(2) Bn­1(2)

Br1(2) É — Bri1(2z) | ­ bn+1(2) n>3 (4.1.7)
nlAn—1 (2) Bn—3 (2)

que, para qualquer z E X, nos fornece duas seqiiências encadeadas f90(2))e (9 (2))
onde

910 (2) =

mz) =1­ Bon+av(z) O.

1 2 3 4 5

(1­

In

6

Wl(z)= ban+2+v(2) n> 1

(2)anti(2)'an+1(2)Bn—l (2)

,

mo())MO(2), n>1, para v=0,1,

Aan+o+vl(zJaanyv (2) !

n>
Aon+a+vl(z)Bontv(z) !
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Como mi(2) = O para v = O ev =], a sequência (MM (2)) é uma sequência
minimal de parâmetros para (9 (2)).

Agora, sob as condições assintóticas (4.1.1), de (4.1.4), (4.1.5) e (4.1.8), temos que

liman(2) = (2 — 90)(2 = 98) — (a +aO)2, limba(2) = 00002

ala?
o 1 o DyZi2 9(2),[E = 9OJ(2 — BM) — (O + aMD)z]

para qualquer z € X. Assim, do Teorema 2.1.7, segue que O < g(z) < 1/4 e que as correspon­
limn 9) (2) =

dentes seqiiências de parâmetros (mi) (2)) convergem para limites que dependem somente

de g(z). Isto significa que ambas as sequências convergem para o mesmo limite e, conseqiien­
temente, Brn11(2)/Bn1(z) converge para um limite Ra(z) para qualquer z E X. Fazendo n
tender para o infinito em (4.1.7), obtemos

Ra(z) h Ra(z)(= BO)(2 — JM) — (AO TaMD)z | (2— AO)(z — DO) — (dO +7)a0QM2
— E=50)(2 = 00) = (00 + aD)zR

Daí,

Ra(a) = (2 6)(2— 8) (A +a)z
+ Vl(2 = 8O)(2 — 80) — (O + aOM)zº — 40010022 ) |

Agora, do Teorema 2.2.12, para z E Z,

Br1(2)| [Bn1(2)|| Bn(2) s) bos udeLBri1(2) Br(z) Bry1(2) '

onde e = dist(z, [d, d). Isto significa que a segiiência D.a[Brn1(2), n > 1, é uniforme­
mente limitada em todo subconjunto compacto de Z. Portanto, do Teorema de Stieltjes­ Vitali
2.1.4, obtemos o seguinte resultado.

Teorema 4.1.1 Suponhamos que as condições (2.3.46) e (4.1.1) sejam satisfeitas. Então,

n+1(2 1EE­=R(2) = (2 (89 + 80 +00 +aM)2z+ 6080
nl

+ [22 — (60 + 80) + a(0 + a0)z + 8080]? — 400) am 2? | ;
uniformemente em todo subconjunto compacto de Z.
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De (2.3.38), temos

ÊBnt1(z) (4 Br(z) LãBr1(2) = (z Pig An+12,

o que nos permite concluir que

Corolário 4.1.2 Suponha que as condições (2.3.46) e (4.1.1) sejam satisfeitas. Então,

2 — BO)
— Ra()+o0z'

2 — BO)
E) = Ra(2) + a)2'

uniformemente em todo subconjunto compacto de Z.

Como Br4+1(2)/Bn­—1(2) é analítica em Z, podemos tomar as derivadas na corres­

pondente fórmula assintótica. Então, pelo Teorema 4.1.1,

a (ÉsnO) ­ nl) Bi ÊmiO nodz Br1(2) Bnilz)Bn1l(z)Bn1(z)

para qualquer zê Z. Ássim, de

dz Bn1(z) Bn1(2) Ê

Brn1(z) " Br1(2) Ro(2)o, (2S o) — Roz)
obtemos

para qualquer z E Z.

Estamos, agora, em condições de demonstrar o seguinte teorema.

Teorema 4.1.3 Sob as mesmas hipóteses do teorema anterior, temos que

im Árl) RG 1 22— BO 80) 1
Im —— = = —= +noconBn(z) 2R2(2) 22 2 — (600) + BM) + a(o) + a)z + 60) BM]? —40a0)n(1)2 22

Ra(z),

uniformemente em todo subconjunto compacto de Z.
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Demonstração: Como a seqiiência Bn+11(2)/Bn1(2) converge para Ra(2) uniformemente
em todo subconjunto compacto de Z, pelo Teorema 2.1.2, a sequência de suas derivadas,
(Bri1i(2)/Bn1(2))', também convergirá para R.(z) uniformemente em subconjuntos com­
pactos de Z . Logo, (4.1.9) é válido uniformemente em todo subconjunto compacto de Z.

Agora, seja K um conjunto compacto em ZeNtal que ÊBn(z) não tem zeros em K
para n > 2N — 2. Podemos, então, escrever

2n Ban(z) j Baj­2(2)J) 2njx |Baj(2) Bojol(z)
Bai(2) Bajol(z) 1 /(Bav2(2)

Pelo Lema de Cesàro 2.1.5, concluímos que

1 Bn(2) 18%)
2n Bun(z) 2 Ro(z)

uniformemente em todo subconjunto compacto de Z.

Um raciocínio análogo garante o resultado para os Índices ímpares.

Para se obter o valor da função limite (R4(2)), tomemos

2R2(2) = z7º— (6 + 69º + a + aM)z + 60 80)

+f[2º — (60 + 80 + al) + a(D)z + 80BM — 400009/0) 2271/2

e calculemos a derivada. Obtemos, então, que

2R2(2) = 2 = (90 + dO + dO + aO)z + GOD) — Ia UDZ2YVA
Observe que

2000 90) z?
= 2 (0) (1) (0) (1) (0) 3(1)= z2— + +a'+aiz+

—f[22 — (60 + 6O + 90 + a0)z + 90802 — 40000 22112,

O resultado do teorema segue, agora, imediatamente. mM

Note que

d z—­tBa) 5 We [A ab),
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onde a função escada nE,(t) = X7? , U(t — znr) representa o número de zeros de Bn(z)
menores ou iguais a t. Logo, podemos extrair informações sobre o comportamento assintótico

dos zeros de Br (2) a partir da função limite Ra(z). Primeiramente, podemos escrever Ra(z)

1 2º— BOBO 1R()=L1 6
+, (4.1.12)

22% /z=aVvz­aVz—D z—b 2%
onde O <a < à < b satisfazem

ab = ãb = 88), a +b=60 + 8 + a + 0 + 2Va0a)

Db 60 + 89 + a + oO) — 2V/a0 al),

Além disso, podemos decompõô­la da forma

—eo Ve —byz­b AVI avião,z oa ficaEbbb Vre­bVz­bi aSam HRa(z)

à Vr=aVe=a| fe=0/ vb

BOBO + aã 6080) + bb
abbraã) — obras)"

As relações acima indicam que R1(2) é finita e real se, e somente se, z não pertence

A, =

à união [a, à] U [5,0].

4.1.3 Representação Integral

Da convergência (4.1.11) já estabelecida e do Teorema de Grommer­Hamburger

2.1.6, segue que existe uma função não­decrescente Fem EC lá, d, tal que
àlim [ — adÉ(t) = Ra(2) = .nocofj z—t É(1), (4.1.13)

uniformemente em todo subconjunto compacto de Z = TN [d, d e, como conseqiiência, E,
converge (fracamente) para F. Este resultado também significa que

lim afro) = /fa)it()n=20N,.

FS
AVAVAV

1 2 3 4 5 6 7 unesp ”. 13 14 15 16 17 18



para toda função f contínua e limitada em (0,00).
O teorema a seguir nos dá, explicitamente, a expressão para a função distribuição

F(t).

Teorema 4.1.4 Suponhamos que (2.3.46) e (4.1.1) sejam válidos e que O < BOB! eO <
aa, Então,

F(t;10,1n,6)= 7 Ma,(1 —B)2/(1— 6)? 7x
onde Ig(x) = U(x — a) —U(x —ã) +U(x —b) — U(x — b) é a função indicadora do conjunto
E=B=[aâluls,d, 2 = (/89­/80)2 + (VAO+VAD? = (Vb­Vay,

= (/00­/002 + (VOU­VAOL=(/9­V2 e 8 = 9080.

Demonstração: Como 0 < 6888) < oo e 0 < ala < co, temos que

O0O<a<aãa<b<b<co

Seja T(x) = x — (600 + BM + a + aM) + BO BM/x.
Logo,

6080)
Tír)=1­ ­

Então, podemos escrever

=). I7'(x)|
> oo 1/4000!) —fT(ar”

Assim, basta mostrarmos que

1 17)
dt= BZ—t 1/4000 01) — (T(t)Y?R(z2)=

é igual a Ra(2).

Fazendo a substituição y = T(t), obtemos que

1 PVE 2 dy

27 2/0922 — [ua +y)— (1 +y)º — 4ua| V4uz — yº
1 2 2 dy

27/2/0527 — [(4 +y) + (um +y)º — 4ua| vV4uz — yº

R(z2) =
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Portanto,

R(2)= > 2/05 27 — (ur +yY) Ef ço dy—2/032º — (ur +y)2 + uaA— TU 2/13 Tíz) 4u3 — yº

Como

2 1 dy 1 e nf dy 21m).az—­yVNoY V2­N USVA CESTA
para qualquer À > O, temos

LAI Ela+ ETA nadT(2) —y uz — y?

1­>­ +:| 22 VIT(2))2=4u3g  R

R(z)

Substituindo, agora, a expressão para T(z), chegamos que R(z) = Ra(z), o que
completa a demonstração. E

Note que podemos também escrever

2 2
zé — 1: +Ra(z)=

Al) =2((­ 0) Ver (C­M­BR/E­AARL (AL)
onde 4? = (1/6800) — 1/BM)2º + al + O,

Consideraremos, agora, a convergência da razão Bn­1(2)/Bn(z). Primeiramente, ve­

jamos o seguinte teorema.

Teorema 4.1.5 Sejam a,ã,b,b tais que 0 <a <a <b<b<ocoeab=ãb=B". Então,
para da = (Vb— Ja), di = (Vo ­ V/à),dê<dê e B=[a,ã] U[b,b],

1
.

.D—V (tda, do, do, 8,6)dt = L(2; da, da, do, 9,5), (4.115)

dê — dê)? + da)W21?(dê BE 'p=2K
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V/A (BCB))­ dt(t— B)(t­ 6)
ViRANAA do ADE e 995 dei EA

e

L(z; di, da, do, À, ó)
2

2(2 — 6)
|

(2— 6) — diz — [(d3 — di)(df — dá) /?22 + (2 6)? — diz /(2— 6)? — diz

Demonstração: Para |do|] < di < da e Ê = [­da, —di] U [di,da), da equação (3.1.15), temos
que

dê —xº/1º— di
= “oBw­—­TD [x

2UW

wº — dg — [(d8 — di)(A —di+ 2 = B/02­ E
Em [50], Sri Ranga, Andrade e Phillips mostraram que

1 1figos) = de2Vz[|—av(),
quando

t

dy(t) = cte.­ + gaia » (4.1.16)

dé(x) é uma distribuição simétrica clássica em Ê e r(t) = (t — 6)/Vt. Usando r(t) em
(4.1.16), obtemos que

dé(t) = V(t; da, da, do, O, O) dt.

Portanto,

1 1
D dé(s) = DJ,— V (tda, do, do, 6, 6)dt.BW"TDX

Aplicando a mudança de variáveis w = (2 — 60)/V/z e x = (t — 8)/Vt, obtemos que
1

Observe que

— Ss V(tdda,do,6,6), réV(tdidae, do,6,6) b V(t; da, da, do, O, À)­ , o di= E eg dt + — dt.
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Fazendo t = (9º/u e, em seguida, u = t na primeira integral, teremos que

CNTSS LeoE V(6º/t; da, de, do, P, 6) dt +ANNA1 Rs­ eb
Daí,

tvsdi da, do, 6,0)Zzdt+ [º =2—V(t; da, da, do, 0, 9)dt =
B z—Bb

D V(t;da, da, do, 8, 6)z—­B Us, t­B dt

1+posd1, da, do,À,*Df1
z­Blez—t

1
L(2;d1, da, do, 1,6).z—B a, 2 0) 0, 6)

z—t t—6

Então,

1 V(t;day,da,do, 6,6)2 — t—­ Bb
D/­—=—v(t; da, da, do, B, 6) dt

1 TE dd &+(8­ no/A nana ãd a;
D/ E V(t di, do, do, 6,6)dtBZ —t

—

z—B
como queríamos demonstrar.

Note que a função V (t; da, da, do, 0,6) é uma função peso em B somente seà
Portanto, obtivemos duas funções distribuições, que são:

1 It — Bl(x +6)/z
da AEE BNG­EcAo

F(t;10,1n,6) =
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(da — do)? + (dd — do)
(di— di)?

nfABCA adia auul(u— 69º)?— dãu) lu6]
Df V(u; da,da,do, 8,5) Ig(u)du, (4.1.18)

> 2
G(t; di, da, do, 0,6) = ­

onde 7º, 11 e E foram definidos no Teorema 4.1.4 e do, da, da, BD e 6, no Teorema 4.1.5.
Observe, também, que essas duas funções distribuições F' e G, nada mais são do que

as funções distribuições F' e G que usamos no capítulo anterior, modificadas pela transfor­

mação x(t) = (t — 9) /Vt, o que era de se esperar (ver [48]).

Teorema 4.1.6 Suponhamos que (2.3.46) e (4.1.1) sejam válidos e que O < BIBM e0<
aIgM, Então,

— amin/0O 1 1(0) (0)(1)
—3 (2)= Luz dé (= tax ez=t : (0)

(0) Z —t
V(t; Vo) N1, A,D, 6 )dt

1 — min a)
EMZt 2 — BO 270) Jg z

onde B, 1 en são os mesmos do Teorema 4.14, 2º = (4/80 — V/6BO)?,
Amin = minfa(I, 001,

Amin Amin À

Amin Amin A

Demonstração: De (4.2.29) e do corolário 4.1.2,

R$(2) = 22­60) x (2 6O)(2 = BM) — (O — aO)z
+12 = BO)(2 — BM) — (a) + aO)zP — 400002)

2(2z — BO)
(2 — B)2—N2— (00 —aM)z + /(2­ B)2 Ra /(2­ 8) =1z

R$(2) = (4.1.20)
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Usando o mesmo raciocínio feito na demonstração do Teorema 3.1.5, este limite

pode ser escrito como

" 200)(7 — BM) + 2a)

Lembremos que

D
——V(t; da, da, do, B,6)dt = L(2; dz, do, do, 6,6).

BZ —t

Logo, analisando os casos a!) > a) e a(O < a),
a + 20) — Ja — nO 1 1

—2raIJgz—t

Assim, o primeiro resultado deste teorema segue do Teorema 4.1.5. De maneira

análoga, o outro resultado do teorema é obtido trocando­se (aí), 800) por (a, BOM) em
(4.1.19). m

O resultado desse último teorema e as equações (2.3.44) e (4.1.13) nos permitem
concluir que

Teorema 4.1.7 Para toda função contínua e limitada f em (0,00),
2n

r=l EO)

2n+1

(41) lim 3º transar f(2ont17) =, S(006(0)
r=l

e

(ii) dim 22/27) = /SOFAO),
onde d(x) e 9x) são as mesmas funções dadas no Teorema 4.1.6.

4.1.4 Casos Especiais

Vamos considerar, agora, alguns casos especiais. Note que, mesmo que os coefi­

cientes Dn, A&n41, 11 > 1, sejam positivos, qualquer um de seus limites, isto é, qualquer um
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dos valores 60), (9), BM e a(!), pode assumir o valor zero.

Caso 1: Vamos considerar o caso em que

a=aMU=a>0 e BP=680=8>O0.

Então,à =b =, a=B+22a— (+20)?­Beb=B+20+/(B+20)2— 2.
Substituindo esses valores em (4.1.12) e no Teorema 4.1.4, obtemos

Ra(z)
1 1 z+B A 1 1+6/t (4.121)EA =— dt.CER PE ra AN E 27 Ja z =tyVb­tVt­a

Do Teorema 4.1.6, segue que R$ (2) = R$ (2) = R3(z), onde

Rs(2) =
í = / —V(t0,2/a,0,0,9)dt,2—­ B+/(2— 6)? —40z 2T0Ja z—t

pois (z — a)(z — b) = (z — P)º — 4az.

Caso 2 : Agora, consideremos o caso onde a ou a! assume o valor zero. Sejam (para v
igual a O ou 1),

a =0, a” =a>0, Bº>0 e BI”) >O.

Então, de (4.1.12), segue quea = ã e b = b. Com isto, podemos escrever
1 1 2— 69060 1/2 1/2

Ml) = toma =D 720 TD
Portanto, F'(t) = 1U(t — a) + 1U(t —D).
Note que se a = 0, então a = min = min(6,MO) e b = Bnaz = max( 60, 60),
De (4.1.19) e (4.1.20), podemos concluir que:

e se (0) = a, então

z— BO. BA ­a 1 b—­6 1
(z­al(z­b) b­a 7­a bra z­bR$(2) = e R$(2)=z— 80)

e se a) = a, então

1

z — BO"
2 — BO) Ba 1 b— 60 ]

=
MN(z2)

=(z ­a)(z—D) ba z­a braz—b Rs)
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Caso 3 : Consideraremos, agora, o caso

a” > 0, a”) > O, 68) —=0 e 80») =B>O.

Segue que u2 = O e, assim,

a=ã=0, b=6+(VaO­vVaM? e b=B+(Va+vValM),

Substituindo esses valores em (4.1.12), temos que

1/2 1/1 1ni =P1H MV +=). dt2 QVz­b/2=b ?% 2d bot

21; Ulz—b)­Ule=b),,pr) o o=7/1­)
Se al = a e 8 =0, então b também é zero.

F(0) = UM) +

Caso 4 : Finalmente, suponhamos que

Isto significa que F(t) = 1U(t) + 1U(t —b). Sea=/ = 0, então F(t) = U(t).

4.1.5 Exemplos

Daremos, agora, alguns exemplos de polinômios que satisfazem à relação de recorrên­

cia (2.3.38) para a qual os coeficientes satisfazem às propriedades (2.3.46) e (4.1.1).

Exemplo 1 : Para A > 0 e 0 <a <b < co, os polinômios Br (2) definidos por
b

­" t "+ B. (Dt (b — 1) Vº2(g — a) HWºdt =0, 0<s<n­l,
a
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satisfazendo à relação de recorrência (2.3.38) com
n(n +2A—1)

= = >

onde À = Yab e a = (Vb— ya)?/4. Este resultado também é válido para À = O se tomarmos
as = 2a. Este caso foi trabalhado com mais detalhes por Cooper e Gustafson [15] e seus
polinômios Ran (x) estão relacionados aos polinômios Bn(z) por Bn(xº) = x"Ran(D).

Como BO) = BM = Beal = a = a, estamos tratando do caso 1 da última seção.

Exemplo 2: Para 0 <a < b < co, consideramos os polinômios Br(z) definidos por

nto 1+ Vab/tft “Bo
A função distribuição neste caso é aquela que aparece no limite em (4.1.21). Em [47],

=0, O0O<s<n­l.

Sri Ranga e Bracciali demonstraram que esses polinômios satisfazem à relação de recorrência

(2.3.38) com

= Bln=1/n, An+1l = (17É — 1) On, n21,—Qa+0"­A
—

2onde |, (TFT DA TA" = )/1+a/b, B=Yab, e a=(Vb— Va/A4.Como (610)=BM)= Be” = a!) = a, estamos tratando novamente do caso 1 da
última seção.

Exemplo 3 : Para À > O, consideremos os polinômios Bn(z) definidos por

ftb)=0, 0<s<n­1,
o

k+ 2) let

dp(t) = + > e
é uma função escada com saltos nos pontos

1 + 26(k+2)+()/1+460(kE+))
t=t1 = t=ti1=8"/tk+1 2(E +)

e k—1 = BD /tra1,

para k = 0,1,­­­. Esses polinômios estão relacionados aos polinômios de Tricomi­Carlitz

através da transformação t(x) = (Vorº + D+ pr)", x E (—oo,0o). Os coeficientes da
relação de recorrência associada satisfazem

n
= = > .Pa=0 e om mINmIAZD DZ!
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Como (90) = BM) = À e a(º) = n(!) = 0, estamos agora no caso 2 e
1 1

z­B e Rali) = —

Exemplo 4 : Como exemplo final consideremos os polinômios Bn(z) satisfazendo à relação
de recorrência (2.3.38) com

am =0, amu=al, Brn=B6 paranzl1 e Oonu=6 paran>O,

onde O < 60808) < co e 0 < aa < co. Assim, os resultados dos Teoremas 4.1.1 — 4.1.4

e 4.1.6 são válidos. Como An(2)/Bn(z) — R1(z) com

1

az
az

alz
2 — O) —".,

z— BO —
z— BO —

z = BO —

obtemos, da teoria de frações contínuas, que

2(2— BO)
(2 — 6)? — Xt2 — (00 — AM)z + (2 = 8) = Pz/(2­ B2 = Nz

Assim, da mesma forma que no Teorema 4.1.6, obtemos que

Ri(z) =

1 1— amin/0) 1 1Ri(2) = SEO)=.
onde B, 11,70 e À são os mesmos que os do Teorema 4.1.6. Dessa forma, concluímos que,

com a função distribuição acima, os polinômios Br (z) satisfazem

J,ttf (t)dy(t)=0, O<s<n­Ll.
Observe que se a(º) = a() = a, então A=n e

1 V/b—tVt­a |t— BO—= di,
27 t t — BO)

dp(t) =

em B = la, ÊBmin) U [Omaz, bl, onde ab = 6 BM eat+b= 680 + 60 + 4a.
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4.2 Coeficientes da Relação de Recorrência Ilimitados

4.2.1. Introdução

Como no capítulo 3, seção 3.2, faremos uso da definição de função que varia regu­

larmente, 3.2.1, e vamos supor que existe uma sequência que varia regularmente, Àr, com

expoente a > 0. Sejam os coeficientes da relação de recorrência (2.3.38) satisfazendo

(4.2.22)

dim Bont1/An = 8" e lim âon+1/An = GO,
Seguindo o mesmo raciocínio utilizado na seção e no capítulo anteriores e supondo

que (2.3.46) seja válido, faremos, aqui, um estudo sobre o caso ilimitado para os polinômios
similares as ortogonais, Br(2).

4.2.2 Propriedades Assintóticas

De (4.1.3), podemos obter a seguinte relação de recorrência:

Bri1(Aonz) = ax+1(Aonz)Br—1(Aonz) — br+1(Aonz)Br­3(Aonz), k > 3, (4.2.23)

Aanz— Ôr+1ax+1(Aonz)= (Anz — Be)(Aonz — Br41) — Õx Ant — Br­ 1 ÀA2nZ = Ak+1 An?

An2Z — Bri112
2n% — Br­1 Embr+1(Aanz)= GxX16k

De (4.2.23),

Br­s(Aanz) k>3. (4.2.26)ax+1(Aonz) = —————— +beninz)Z (* z) 21|)º92n

Temos que a2(Aonz) = Ba(Aanz) e a3(Aonz) = B3(Aanz)/B1(Aonz).
Logo, do mesmo modo que na seção 4.1.2, podemos mostrar que ax(Axnz) > O, k>2,
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para A2anz E X.
­ 1 BriAonz >Vamos estudar, agora, a convergência da razão — Brrai(Aanz) para todo z E Z =

An Br—1(Aonz)
TN [d, d), quando as condições (4.2.22) são satisfeitas.

Teorema 4.2.1 Suponhamos que os coeficientes da fórmula de recorrência (2.3.38) satis­

fazem (4.2.22), onde Ar, é uma sequência que varia regularmente com expoente a > O. Sejam
d e d constantes positiva tais que d < ZinÍAn < d para todo n (o que é possível devido a
(2.3.45)). Então, para n > oo ek/nte|0,1),

Been, frag) (4.2.27)
An Br—1(Aonz)

uniformemente em todo subconjunto compacto de Z, onde

fala,t) = 3 ((2— 09)(2 — BO) — (50 + 8O)tºz
+VI(a — Ata)(2 — ÁMta) — (30 + aM)taz]? — 4 MaMeaZa)..

Demonstração: De (4.1.7), para k > 3 temos que

Br1(Anz) É Br+1(Aonz) ) — br+1(Aonz)
k

axa
, > 3,A2nZ)Ak+1 (AanzZ)ax+1(Aanz) Br1(Aonz)

(4.2.8)
ax=1(Aonz) Br—3(Aonz)

que, para qualquer z € [d+d,0o), d > O suficientemente grande, nos fornece duas sequências
encadeadas fg(Anz)) e (96 (Aonz)), onde

96(Amz) = (1 — mM(Anz)IMO(Aonz), k>1, parav=0,1,

OR — bor+2+1v(A2nz) >he (2) = Aunz)= Aak+2+v (AonzZ)A2k+v (Aonz)' E>1
Barvoru (Aonz)

Aa2x+2+v(Aonz) Bor+v(Aanz)ré (2) = MO(Az) = 1­— k>O.

Como ri (2) = O parav = 0 ev = 1, a sequência tr (2)) é uma seqiilência minimal
de parâmetros para (ht (2)).

Agora, sob as condições assintóticas (4.2.22), de (4.2.24) e (4.2.25), concluímos que

lim ax(Aznz)n—0oo NM = (z = PO) (z = BO) = (ã) + a) ztº,
2n
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im brA2nz) = 503022/20,
nNnA+O0o0

2n

e, portanto,

(0)= (1) ,2420lim RO(2)= — SCAMA z = h(2,),
no [(2 — BOta)(2 — BOMta) — (40) + ãO)zta]

para qualquer z € [d+ d,co). Assim, do Teorema 2.1.7, segue que O < h(z,t) < 1/4 e as
correspondentes sequências de parâmetros rr (2)) convergem para limites que dependem
somente de h(z,t). Logo, (r(2)) e (rP(2)) convergem para o mesmo limite e, conseqijen­

Br+1(Aonz)
Min Br­1(Aonz)

Fazendo n tender para infinito em (4.2.28), obtemos o limite

converge para um limite Ro(2,t) para qualquer 2 E [d + d, oo).temente,

1 ­ ­

Ro(z,t) —= at — BO) (z — Bo) — (ão + a) tez
+V/[(2 — BOta)(7 — Ota) — (0 + &M)taz]? — 4505012022),

Agora, para z € Z, como Zk.j/An São Os zeros de Br(Aanz),

2 |Br1(Aonz) =x Br­1(A2nz)|| Br(Aonz) < K Tk,j ut E —l
** Brn1(Anz) "| Be(Amz) ||Beri(Aonz)| " [Az= zes/Am | Az zens/Am| E

Br(Anz)
­ MnBri1(Amnz)

mente limitada em todo subconjunto compacto de Z. Portanto, do Teorema de Stieltjes­Vitali

n > 1, é uniforme­onde e = dist(z, [d, d]). Isto siginifica que a seqiiência

2.1.4, obtemos o resultado do teorema. E

De (2.3.38), obtemos facilmente que

1 Brni(Anz) > (2­ Êrxbr1 Br(Amz) e,Mão Br 1(Anz) Àon À2on Br.1(Am2) Adr '
de onde concluimos que

Corolário 4.2.2 Suponha que (2.3.46) e (4.2.22) sejam válidos. Então,

lim Àanna íhanz)
não — Bor+1(Aonz)

Bari(Anz) RO (2,1t)= z — BO
Bar(Aonz)

” Ro(z,t) + àOtaz'
uniformemente em todo subconjunto compacto de Z.

z — BO ge
Ro(z,t) + aOtaz'RO(2,t) =
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Teorema 4.2.3 Sob as mesmas condições do TeoremaE temos que, quando nº — co,
n Br(Aonz) a(2, 1) 31 Ro(Z, . dt

(4.2.29)2º — fiat 10 > IES — ftoz + gia? — digeaza — 22
uniformemente em todo subconjunto compacto de Z, onde ih = BO +60 4+ãI+1ão,
ão = 6OBMO eng=aO0ã,

Demonstração: Como na demonstração do Teorema 3.2.6, mostraremos o resultado para

z€ [d+ d, oo). Seja a função

Gn (Lt) = (Z = ; O0<t<1l,YZ dz Bomnig+2(Aonz) Bamy+2(Aonz)
onde [a] é a parte inteira do número real a.

Desta forma, encontramos que
o Bon(Anz) =3/

Se fixarmos t, então, pelo Teorema 4.2.1,

(2)nl) = E Ro(z,t) — az)
| ã : Ro(z,t)

Ro(z,t)

que segue da convergência uniforme de funções analíticas, e de suas derivadas, em conjuntos

compactos. Também, para t E [((] — 1)/n, j/n),

­ — d Baj­a(Aonz) Baj­a(Aonz)
Gn(t) = dz BB O

2j­1(A2nz) B2aj­1(Aonz)

dd (Geo) (El­1(A2n2)dz Baj(Amnz) B2j(À2n%)

1

29n(t) <1/d.
O Teorema da convergência dominada de Lebesgue nos dá (4.2.29) para z E [d+

d,oo). O resultado geral segue do teorema de Stieltjes­Vitali 2.1.4. O mesmo argumento é
1(8/82) Ra(z,t)
2 Ro(z , t)usado para os Índicesímpares. Calculando­se explicitamente— chega­se ao

resultado desejado. mm
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4.2.3 Representação Integral

Consideremos as funções distribuições F' e G da seção anterior, ou seja,

1; lt — Bl + 6)/x
27 1­0 (nx — (x B)2/(x — 6)? — vôo

F(u;70,n,6) = Ig(x)dx

[(da — do)? + (dA — do)'P
(di— di)?

(4.2.32)

dir— (x — 82(2­6)­dr(1—B)(z—6)“f. São da Ea oh
onde Ip(x) é a função indicadora do conjunto E = [a, ã] U [b, b].

Daremos, agora, outras propriedades para o caso ilimitado. Primeiramente, anali­
Br—1(Aonz)

saremos a convergência da razão Aan—=
Br(Aanz) |

Teorema 4.2.4 Suponhamos que (2.3.46) e (4.2.22) sejam válidos e que O < PO6O e
0 < aO0ã0), Então,

1— &min/ãOCMCA) =),(0) z —a(s) E,
1 1

aE5O fa gn (a; Tot? atol, Jeml?, Bio, BO)de
e

1— &mnin/ã

1 1

2naMN Bz =x

fi (a9 = [/ No)
+ V (2; Fot*?, Atol, Atol?, fito, BONE) de

onde B = [a,ã] UIb,b], &min = min(ãO), ãM)y

(/ã0—­ /dmy, d=30ão,
2 =(V/50— 80): + (VãO + VaDY = (Vb­ va,
58 = (V/80—By+ (VÃO — VaDY = (/b— Va.
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Demonstração: De (4.2.27) e do corolário 4.2.2, obtemos

R$ (2,t) = 2(2— Ot)
x [(2 — BO)(2 — BM) — (ãO — àO0)tºz (4.2.33)

= =

1

+VI(z — Bota)(2 — Ba) — (GM) + (0) taz]2 — 460) (1f2022
PN ­ (0Com o mesmo raciocínio usado na demonstração do Teorema 4.1.6, R$ Nz, t) pode

ser escrito como

[ã — a) — (60 — O)((0 + a) — JaM — ãO|) 2 10/2 2 10a/2 Tr0/2 Bra A(O0)ja
2ã(0)(z — BMta) 2ã(0) L(z; ot nt , At , Dt 6 t ):

Lembremos que
1DVda, do, do, 6,6)dt = L(z;d1, da, do, 6,6).

Logo, analisando os casos &() > &(O e à) < à), chegamos que
(1) 2(0)y I3(1) (0)

iEe ON 2 L(2; Ft, 1/2, 14902, Bro, BO to)
1 1 a a 0.= 37800 Jaz QU EMO, e,at,Bee, BO dt.

Assim, o primeiro resultado deste teorema segue de (4.1.15). De maneira análoga,

RO (2,t) = 2(2— Ot)
x [(z — to)? — A2t92 — (O — aO) tez
+/(2 — Bta)2 — etazs (2 — Bto)2 — sta ?

o outro resultado do teorema é obtido trocando­se (&(), 800)) por (aM,6M). m

,

Teorema 4.2.5 Sob as mesmas condições do Teorema 4.2.1, para toda função contínua f,
quando n — co ek/n—tE|[0,1), temos que

2k =

; Ami o a

x 10/2 2 10/2 Tr0/2 6 A(1)

1a(6) D ransflzani/Am) > " F(x)dG (x; 508%? at?,Atl?, fito, BOA)
j=1 eo

ão) = AminFSB),
2k+1 >

5 OQmin [* &S Z 2 10a/2 F70/2 Bia A(O0)jJo(11) > Tronniif(2a+n1i/Am) > FEIO f faô (4; 308%? nt 12, Ato/?,Bo, BO )
j=l ­

Ft SGD),
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Gi) SDSens/dan) > ffFDA (2;508/2, 719, De) as
onde

R=”­oe À=E
Demonstração: Sejam as funções distribuições discretas

Gne(2) = SongU(s — Ze j/Agn) (4.2.35)

= 72X — Zni/A), (4.2.36)

onde U(x) é a função dada por (3.1.19). As transformadas de Stieltjes dessas funções dis­
tribuições são

­ .

= o dGr, r(X) Br1(Aonz)
nm 2) = =E AgE 4.2.37Ena); = [ TE Eno 428

S(Fn(x);2) = fe = 2eo (4.2.38)

O comportamento assintótico dessas transformadas é dado pelo Corolário 4.2.2 e

pelo Teorema 4.2.3, e, pelo Teorema de Grommer­Hamburger 2.1.6, os limites devem ser as

transformadas de Stieltjes dos limites fracos das funções distribuições Gnx(x) e Fn(x). À
identificação dos limites em (4.2.37) é feita de maneira análoga à demonstração do teorema
3.2.7 da seção 3.2. Para identificar o limite de (4.2.38), observe que o integrando de (4.2.29) é

a transformada de Stieltjes da função distribuição Fx; Foto? Antol?, Btº) de onde o resultado
segue. E

4.2.4 Casos Especiais

Como fizemos para o caso onde os coeficientes da relação de recorrência são limi­

tados, analisaremos aqui, também os casos que chamam mais a atenção. Entre eles estão

aqueles em que os coeficientes da relação de recorrência têm limites nulos.
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Caso 1 : Primeiramente, vamos considerar o seguinte caso:

aV=aMV=ã>0 e PIO=6B9=ô8>O.

Então,à = b = 3, a = B+2ã­ (+23) Br eb=B1+28+/(B+2ã)º—(X.
Observe que podemos escrever R4a(z,t) da seguinte maneira

1 22º — BOBO pre 1Áu(2,t) = =), | =

dt. (4.2.39)22 (2 — atº/2— at /2— bt /2 — bto AZ
Logo, substituindo esses valores em (4.2.39) e em (4.2.31), temos

­ 1 170 2 + Btº
Ra(z,t =+=—a(2)!)

22 oz o V2— atºV2— bte
br 1 —­f dF(x)dtz—XI

2f[= 1+BO/E  n47z—x/btº —xr— atº

Do Teorema 4.2.4, segue que R$(2,t)= R$(2,t) = Ás(z,t), onde
­

b
­ ­

Ía(2,1) =
—<—— 22 =/ E V(2;0,2V/a8,0, Btº, Bto)dt(2 — Bto) + /(2— Bta)? — 4ãtoz —2Tôa z—T

pois (2 — atº)(z — btº) = (7 — Btº)º — 4Gtºz.

Caso 2: Agora, consideremos o caso em que à(º! ou ãà(!!) assumem o valor zero. Sejam
(para v igual a O ou 1),

a” =0, a =ãa>0, 0º>0 e BI” >O.= ,

Então, de (4.2.39), segue que a = à e b=b. Com isto, podemos escrever

fulet= [27 * 2 2º — PO BODE |a=f| 12 + 12 |ae22: 2:7(z—atº)(z— bto) z—att z—bte

Portanto, F'(x; 30t*/?, 7ntº/?, Btº) = 1U(t — atº) + 1U(t — btº).
Agora, se à = O, então a = Bmin = min(6O), 6) e b = Bmaz = max(60), 60).
De (4.2.33) e (4.2.34), a seguinte afirmação também vale:

e se à(O) = à, então
1RO t —
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z — Ota 2 BO­a 1 p­6M 1RO(2,1) = ­

:2,1) = (2 — atº)(2— btº) b—­a z­att bra z— bt
e se âà(!) = à, então

z — BO 6º ­a 1 b— BOM 1
(z ­atº)(z—bte) bra z­att bra z—bteRO (z, t) ==

Caso 3 : Sejam, agora,

ãº>O, >, 8º —=(0 e Ba») — Ô > O.

Segue que dia = O e, assim,

34 (VAO ­V8D) e v=À+(/80+ Va).
Substituindo esses valores em (4.2.39), temos que

Ra(z,t)t)

UM)qua.F(z) = m+f.=u— bte
Caso 4 : Finalmente, vamos supor que

ãº =,

­ 1/2Ra(2,t) = DP.
Isto significa que F(x)= 1U(x) + 1U(r — btº). Se à = À = O, então F(x) = U(x).
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4.2.5 Exemplo

No artigo [48], Sri Ranga mostra a relação entre polinômios ortogonais e os polinômios
L­ortogonais associados quando as funções peso estão associadas de maneira especial, a partir

da transformação

tir) = (V/ pr? +B+ Px), xE(—oo,co), (4.2.40)

onde t(x) representa uma aplicação biunívoca entre (—oo, oo) e (0,00).

A inversa de t(x) é dada por

x(8) “3 (vi), t € (0,00).
Dois resultados importantes desse artigo são os seguintes.

Teorema 4.2.6 Sejam b e d tais que Vb=V/oP+B+ /Pd e

v(t) = At V/?w(x(t)).

Então, w(r) é uma função peso em (—d,d) tal que w(x) = w(—x) se, e somente se, v(t) é

uma função peso forte em (9º/b,b) tal que Vtu(t) = /B2/tu(6Bº/t), onde A é um número
positivo.

Teorema 4.2.7 Sejam w(r) e v(r) um par de funções peso dadas pelo Teorema 4.2.6 e

Qn(x) e Bn(t) os polinômios ortogonais e similares associados a w(x) e v(t), respectivamente.
Então, para n > O,

Bn(t) = (2/P8)"Qn(x(t)). (4.2.42)

Sabemos que os polinômios mônicos de Hermite, Hr (xr), são ortogonais no intervalo

(—oo, oo), com relação à função peso w(x) = e”** e satisfazem à relação de recorrência

Hhini(t) = zHi(x) — aenHhnn1(T), n >, (4.2.43)

onde a, = n/2. Logo, de (4.2.41), (4.2.42) e (4.2.43), os polinômios H,(t), similares aos
ortogonais H,(r), satisfazem à relação de recorrência (2.3.38), onde Ôn11 = Be ânu =
2pn, n>1ea função peso é, pelo Teorema 4.2.6,

t+8º /tv(t) = 1 V?er “e em (0,00).
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Gon =2(2n =1)o, Gonmi=2(2n)o e Bm=Ômu=B.

Podemos observar que os coeficientes &on E Qony1 São ilimitados, mas variam regu­

larmente. Dessa forma, podemos tomar uma sequência que varia regularmente, (Ar), onde

Am = 2n. Assim, das condições (4.2.22) teremos que 6) = BM = 8 e ãà0 = àO =2p.
Assim, estamos tratando do caso 1 da última seção, onde à =2p e = B.
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Capítulo 5

Considerações Finais

Diversos trabalhos sobre propriedades assintóticas dos polinômios ortogonais Qn (2)
e seus zeros quando ocorre o caso (3.1.1) já foram publicados. Para citar alguns, Nevai em

[35, 36] fez uma cuidadosa investigação do caso onde by = bz = be a = az = a (em [36]
a foi considerado maior que zero). Um de seus resultados é que os zeros dos correspon­

dentes polinômios ortogonais têm comportamento arco­seno. Este comportamento dos zeros

já foi verificado para uma grande classe de polinômios ortogonais (ver, por exemplo [21] e
[53]). Mas, na maioria dos casos, o resultado segue de um conhecimento a priori da função

distribuição é com relação à qual os polinômios são ortogonais. Entretanto, podemos ter

acesso à relação de recorrência (2.2.12) sem qualquer conhecimento da função distribuição

À. Chihara [9, 12] mostrou que, sob as condições (3.1.1) (com a, = a2 = a), pode­se usar
sequências encadeadas para mostrar que os zeros dos polinômios ortogonais são densos na

união de dois intervalos disjuntos. Essas sequências encadeadas foram também usadas por

Maki [33] para provar o comportamento regular arco­seno para o caso em que hy = bz =b e

a) = az = a, mas fez uma hipótese extra: a, < aº.
Akhiezer [1] estudou polinômios ortogonais com função peso concentrada na união de

dois intervalos disjuntos e com os coeficientes da relação de recorrência satisfazendo (3.1.1).
Os dois intervalos disjuntos desempenharam importante papel para se encontrar o compor­

tamento assintótico dos coeficientes da relação de recorrência que foram estudadas aqui.

O caso em que os coeficientes da relação de recorrência para os polinômios ortogo­
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nais têm limites finitos também foi tratado em Chihara [11], Nevai [37], Geronimo e Case
[23] e outros. Coeficientes de recorrência assintoticamente periódicos com finitos pontos de
acumulação foi estudado por Chihara [11], Geronimo e Van Assche [24, 5]. Já o caso em que
os coeficientes da relação de recorrência para os polinômios similares satisfazem (4.1.1) foi

tratado em [3]. Em geral, pode­se dizer que o suporte da função distribuição & é limitada

se, e somente se, os coeficientes da relação de recorrência são limitados.
Se os coeficientes da relação de recorrência são ilimitados, então a propriedade de

ortogonalidade é estendida sobre um conjunto ilimitado, possivelmente todo o eixo real.

Alguns aspectos interessantes dos polinômios ortogonais com relação a uma função peso

w(r) = é(x) em (—0co, co) e em (0,00) para a qual

dim17 *logu(r)==1  (a>O)

foi dado por Rakhmanov [40], Mhaskar, Saff [34] e Ullman [54, 55] (ver também [43]). Uma
conjectura bem conhecida por Freud [22] diz que, para a função peso |z|ºenl=!", os coeficientes
ar da relação de recorrência satisfazem

a/2)1(a/2+1)]"/º
no T(a+1)
lim nº VWaçi/? = r (5.1)

(observe que 6, = O, pois w é uma função par). Freud provou esta conjectura para a = 2,4
e6ea prova geral, para a um inteiro par positivo, foi dada por Magnus [32]. A conjectura

2/a Assim, dizemos que esta segijência varia(5.1) indica que a sequência o, cresce como n

regularmente com expoente 2/a. À conjectura foi provada por Lubinsky, Mhaskar e Saff
[30, 31). Ver também [38] para maiores informações sobre a conjectura de Freud.

Chihara [13] estudou o caso em que os coeficientes da relação de recorrência são ilimi­
tados e fez um extenso uso de sequências encadeadas para dar condições a esses coeficientes

sob as quais o conjunto dos zeros dos polinômios ortogonais tivesse um limitante superior

(ou inferior). Nevai e Dehesa [38] supuseram que os coeficientes da relação de recorrência

divergiam, mas de forma que existisse uma função crescente positiva &$(t) satisfazendo

DP(r + t)/D(t) — 1 para todo x > O e té — co, tal que Bn/P(n) e al/?/S(n) tivessem
limites finitos. Sob essas condições, Nevai e Dehesa obtiveram assintóticos para

SotS// DM (1) dt,
j=l
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onde rn1 < Tn2 <*** < Tnn São os zeros de pr (xr) (ou Qn(x)) e M é um inteiro fixo positivo.
De forma semelhante, Van Assche em [6] fez um estudo para o caso em que os co­

eficientes da relação de recorrência satisfazem (3.2.34), onde Ar é uma seqiiência que varia

regularmente (definição 3.2.2).
Em [3], Andrade, Sri Ranga e Van Assche estudaram o comportamento assintótico

dos polinômios similares quando os coeficientes da relação de recorrência satisfazem (4.1.1).
Com base nos trabalhos aqui apresentados, fizemos um estudo semelhante ao de Van

Assche [6] para o caso dos polinômios similares cujos coeficientes da relação de recorrência
satisfazem (4.2.22) que, para nosso conhecimento, ainda não há nenhum trabalho publicado.
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