AVA
AVAVAY  UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA

u nesp ' 40LIO DE MESQUITA FILHO"

Faculdade de Ciéncias e Tecnologia
Campus de Presidente Prudente

Andalise de Estabilidade Linear de Escoamentos
Bidimensionais do Fluido Oldroyd-B

Ellen Silva Gervazoni

Orientadora: Prof*. Dr®*. Analice Costacurta Brandi

Programa: Matemaética Aplicada e Computacional

Presidente Prudente, Junho de 2016






UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA

Faculdade de Ciéncias e Tecnologia de Presidente Prudente

Programa de Pos-Graduacao em Matematica Aplicada e Computacional

Andalise de Estabilidade Linear de Escoamentos
Bidimensionais do Fluido Oldroyd-B

FEllen Silva Gervazoni

Orientadora: Prof?. Dr®. Analice Costacurta Brandi

Dissertacao apresentada ao Programa de
Pos-Graduacao em Matematica Aplicada e
Computacional da Faculdade de Ciéncias e
Tecnologia da UNESP para obtengao do ti-
tulo de Mestre em Matematica Aplicada e
Computacional.

Presidente Prudente, Junho de 2016



FICHA CATALOGRAFICA

G33a

Gervazoni, Ellen Silva.

Anélise de estabilidade linear de escoamentos bidimensionais do fluido
Oldroyd-B / Ellen Silva Gervazoni. - Presidente Prudente : [s.n.], 2016

84 f.

Orientadora: Analice Costacurta Brandi

Dissertacdo (mestrado) - Universidade Estadual Paulista, Faculdade de
Ciéncias e Tecnologia

Inclui bibliografia

1. Transicdo laminar-turbulenta. 2. Fluidos viscoelsticos. 3. Simulagéo
numeérica direta. 4. Teoria de estabilidade linear. I. Brandi, Analice
Costacurta. Il. Universidade Estadual Paulista. Faculdade de Ciéncias e
Tecnologia. I11. Titulo.




\/
oy UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA

u nesp ¥ 40ULIO DE MESQUITA FILHO”

Campus de Presidente Prudente

BANCA EXAMINADORA

Qi C B

Profa. Dra. ANALICE COSTACURTA BRANDI
ORIENTADORA

Profa. Dra. GILEILENE-SANCHEZ DE PAULO
UNESP/FCT

Prof. Dr. L@A\ DR® FRANCO DE SOUZA
USP/S&o Carlos

Elline S Opamgpns

ELLEN SILVA GERVAZONI

Presidente Prudente (SP), 27 de junho de 2016.

Resultado: APROVADO.

Faculdade de Ciéncias e Tecnologia

Secao Técnica de Pés-Graduagéo

Rua Roberto Simonsen, 305 CEP 19060-900 Presidente Prudente SP
Tel 18 3229-5417 fax 18 3223-4519 posgrad@fct.unesp.br



A Deus e a minha familia,
por sempre acreditarem em mim.



Agradecimentos

Agradeco primeiramente a Deus, pois sem a Sua permissao o primeiro passo nao seria
dado.

Especialmente quero agradecer aos meus pais, José Antonio e Marta, minha irma
Emilly e meu noivo Danilo que estiveram comigo, apoiando-me em toda caminhada, tri-
lhando este meu caminho. Fizeram e fazem parte da realizacao da minha conquista. E
a todos os familiares presentes e ausentes que sempre foram lembrados em meus pensa-
mentos.

A Prof*. Analice Costacurta Brandi pela orientacio, que dedicou seu tempo, compar-
tilhou seus conhecimentos para que a minha formacao fosse também um aprendizado de
vida.

Aos professores Leandro Franco de Souza e Méarcio Teixeira de Mendonca pela dis-
posicao e colaboragao no desenvolvimento desta dissertacao.

Ao amigo e professor Aldo Eloizo Job, pelo incentivo para que realizasse este mestrado.

Aos docentes do Departamento de Matematica e Computacao da FCT - Unesp, em
especial, aos professores Messias Meneguette Jr. e Gilcilene Sanchez de Paulo, que fizeram
parte da banca de qualificacao, dando sugestoes para finalizacao do trabalho.

Aos meus amigos Naiara e Amauri, por todas as ajudas nos estudos, e principalmente
ao Luciano, pelo companheirismo, amizade e pelos momentos bons e ruins, mas sempre
ajudando um ao outro e nunca desistindo.

A CAPES, pelo apoio financeiro no desenvolvimento deste trabalho.

E a todos que contribuiram, diretamente ou indiretamente, para o sucesso deste.



“Que os vossos esforcos desafiem as impossibilidades,
lembrai-vos de que as grandes coisas do homem
foram conquistadas do que parecia impossivel.”

Charles Chaplin



Resumo

Diversos escoamentos de interesse pratico sao de fluidos viscoelasticos e muitas vezes
é desejavel saber se estes escoamentos propagam-se no estado laminar ou no turbulento.
Embora a hidrodinamica de fluidos viscoelasticos sejam fortemente afetadas pelo balango
entre forcas inerciais e elasticas no escoamento, o efeito da elasticidade sobre a estabili-
dade de escoamentos inerciais nao foi completamente estabelecida. No presente trabalho,
estuda-se o que ocorre entre estes dois estados, na transicao laminar-turbulenta. Especi-
ficamente, ¢é investigada a convecgao de ondas de Tollmien-Schlichting para o escoamento
incompressivel de Poiseuille para um fluido viscoelastico, utilizando a equacao constitutiva
Oldroyd-B. Para isto, utiliza-se a Simula¢gao Numeérica Direta para verificar a estabilidade
dos escoamentos de fluidos viscoelasticos a perturbagoes nao estacionarias. Os resulta-
dos numéricos obtidos para escoamentos de fluidos viscoelésticos sao comparados com os
resultados de escoamentos de fluidos Newtonianos, que ja estao bem documentados na co-
munidade cientifica. Além disso, uma equacao de Orr-Sommerfeld modificada é deduzida
para um escoamento viscoelastico utilizando a Teoria de Estabilidade Linear.

Palavras-Chave: Transicao Laminar-Turbulenta, Fluidos Viscoeldsticos, Simulacao
Numérica Direta, Teoria de Estabilidade Linear.






Abstract

Several flows of practical interest are of viscoelastic fluids and it is often desirable to
know if these flows are in a laminar or turbulent state. Although the hydrodynamics
of viscoelastic fluids are strongly affected by the balance between inertia and elastic
forces in the flow, the effect of elasticity on the stability of inertial flows has not been
completely established. In this work is studied what happens between these two states,
the laminar-turbulent transition. Specifically, it will be investigated the convection of
Tollmien-Schlichting waves to incompressible Poiseuille flow of viscoelastic fluid, using
the constitutive equation Oldroyd-B. For this, the analysis is carried out by means of
Direct Numerical Simulation to verify the stability of the non-stationary disturbances
viscoelastic fluids flows. The numerical results obtained for viscoelastic fluids flows are
compared with the results of Newtonian fluids flows, which are already well documented
in scientific community. In addition, an Orr-Sommerfeld modified equation is deducted
for a viscoelastic flow using Linear Stability Theory.

Keywords: Laminar-Turbulent Transition, Viscoelastic Fluids, Direct Numerical Si-
mulation, Linear Stability Theory.
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CAPITULO

Introducao

A din&mica de fluidos computacional é uma area com relevante interesse industrial
nas areas quimica, alimenticia, aeronautica e petrolifera, e por isso, h4 muitos problemas
a serem investigados. Entre os diversos problemas surgidos nessa area esta o tratamento
de escoamentos de fluidos nao-Newtonianos. Esse tipo de problema tem se tornado um
grande desafio nessa area pois a maioria das aplica¢oes industriais envolvem escoamentos
de fluidos viscoelasticos, tais como, inje¢ao de plasticos, processos de extrusao de forma
geral e extragao de petroleo.

Desse modo, existe um grande interesse em desenvolver métodos numéricos capazes
de simular escoamentos de fluidos viscoelasticos para poder prever, a custos baixos e com
bons resultados, o comportamento do escoamento de um fluido durante o processo indus-
trial. Porém, essa nao é uma tarefa facil pois nestes problemas as equagoes constitutivas
que modelam um fluido viscoelastico sao equagoes matemaéticas complexas e de dificil
tratamento em contornos do dominio computacional.

Um fluido viscoelastico pode ser definido simplificadamente como sendo um fluido que
se comporta como viscoso e elastico ao mesmo tempo. Um material elastico ideal, sob
uma tensao, responde com deformagao reversivel. Ao cessar a tensao o corpo retorna a sua
forma e volume original. J& um material viscoso, quando sob uma tensao de cisalhamento,
responde de forma irreversivel as deformagoes sofridas. O fluido viscoso dissipa energia
enquanto que, o fluido viscoelastico dissipa um pouco de energia e armazena o restante.
Portanto, a natureza dual deste material implica no seu comportamento complexo e ao
mesmo tempo interessante.

Os modelos viscoelasticos podem ser classificados entre lineares ou nao lineares. O
modelo viscoelastico linear mais popular ¢ o modelo de Maxwell ([3], [23]), que incorpora
a ideia de um fluido que apresenta caracteristicas tanto de um soélido elastico Hookeano,
como de um fluido viscoso Newtoniano. Entre os principais modelos viscoelasticos nao
lineares encontrados na literatura podem ser citados os modelos diferenciais: Oldroyd-B
(6], [23], [25], [26]), White-Metzner [34|, Giesekus [10], Leonov [18], modelos do tipo
FENE [4], PTT (|24], [26]) e derivados, Pom Pom [14] e derivados; ¢ os modelos integrais:
K-BKZ ([19], [20]).

O processo pelo qual um escoamento laminar torna-se turbulento é conhecido como
transi¢ao laminar-turbulenta. Este é um processo extremamente complexo que na atuali-
dade ainda nao é completamente compreendido. No entanto, com o resultado de décadas
de intensa investigacao, certas caracteristicas tornaram-se gradualmente claras, mas a
maioria para escoamentos de fluidos Newtonianos. Entrentanto, ha muitas aplicagoes
cientificas e industriais em que a estabilidade do escoamento laminar e a transi¢ao para a

17



1. Introducao 18

turbuléncia sao relevantes. Portanto, é importante investigar a fisica da estabilidade e a
transicao laminar-turbulenta a fim de controla-la, adianta-la ou preveni-la.

Escoamentos laminares estao sempre sujeitos a pequenas perturbacoes. Essas pertur-
bagoes sao devido a varios fatores, tais como, vibragao estrutural, rugosidade superficial,
ruido, turbuléncia externa, entre outros. Se essas perturbac¢oes nao sao amortecidas,
o escoamento laminar sofre transicao para um outro estado mais complexo, mas nao
necessariamente um estado de escoamento turbulento. O conceito de ondas de Tollmien-
Schlichting surge pela necessidade de se justificar o paradoxo gerado pelo fato de uma
camada limite laminar, teoricamente estavel por nao possuir nenhum ponto de inflexao,
transicionar para a turbuléncia. Normalmente, essa transicao é provocada por meio da
instabilidade da camada limite laminar frente as perturbacgoes.

A teoria de estabilidade hidrodindmica investiga como essas perturbacoes sao am-
plificadas ou amortecidas e como a evolucao dessas perturbacoes estao relacionadas ao
fenébmeno de transicao para o escoamento turbulento. O desequilibrio entre as forcas de
inércia e o campo de pressoes pode levar a instabilidade se nao houver efeitos viscosos dis-
sipativos. Porém, a viscosidade também tem um efeito desestabilizador devido a difusao
de quantidade de movimento.

Nos ultimos anos, varias instabilidades puramente elésticas tém sido relatadas corres-
pondendo a trabalhos experimentais ou tedricos através da analise de estabilidade linear
([15], [16], [29]). A Teoria de Estabilidade Linear ¢ suficientemente simples para ser rea-
lizada em uma variedade de geometrias diferentes e ainda eficiente para permitir uma
investigagao paramétrica sobre o limite de estabilidade em escoamento primario.

Ainda assim, existem questdes que nao podem ser respondidas unicamente através
da anéalise de estabilidade linear, tais como a estabilidade do escoamento secundario e
a evolucao nao linear das perturbacoes. Para responder a estas questoes, deve-se recor-
rer a uma analise de estabilidade nao linear e/ou simulagdo numeérica direta baseada
no conjunto nao linear de equacgoes governantes. No entanto, especialmente para os es-
coamentos viscoelasticos, a complexidade das equagoes governantes é tal que torna esta
tarefa computacionalmente muito exigente, especialmente se deseja resolver escoamentos
tridimensionais e dependentes do tempo |[2].

A Simulagao Numérica Direta consiste em resolver as equagoes de Navier-Stokes di-
retamente, resolvendo com precisao todas as escalas espaciais e temporais presentes no
escoamento, desde as escalas maiores e mais energéticas, representadas pela dimensao
caracteristica do problema, as escalas menores e dissipativas, representadas pela escala de
Kolmogorov. A vantagem deste método é a possibilidade de se chegar mais préoximo dos
ultimos estagios da transicao, onde as interagoes nao lineares sao fortes, permitindo um
estudo mais aprofundado dos processos que levam um escoamento a turbuléncia.

Neste contexto, o presente trabalho tem como objetivo investigar como ocorre o feno-
meno de transicao a turbuléncia, para um escoamento incompressivel, bidimensional de
um fluido viscoeléstico, utilizando a equacao constitutiva Oldroyd-B. Especificamente,
seré investigada a convecgao de ondas de Tollmien-Schlichting para o escoamento de
Poiseuille. Para isso, seré utilizada a Simulagao Numérica Direta para analisar a estabili-
dade de escoamentos de fluidos viscoelédsticos e comparar com a de fluidos Newtonianos,
a fim de contribuir para sanar as dificuldades encontradas neste problema. Além disso,
apresenta-se o desenvolvimento das equacoes de estabilidade linear e o método de solucao
para um escoamento viscoelastico do tipo Oldroyd-B, utilizando a Teoria de Estabilidade
Linear.

O trabalho esté organizado da seguinte forma:

e Capitulo 2: sao apresentadas as equagoes governantes para escoamentos incom-
pressiveis, isotérmicos, e para os modelos de fluidos Newtoniano e nao-Newtoniano.
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A equacao constitutiva considerada para o escoamento viscoelastico é o modelo
Oldroyd-B. Essas equacoes sao apresentadas na forma dimensional e adimensional.
Apresenta-se também as equacoes na formulacao vorticidade-velocidade utilizadas
na Simulacao Numérica Direta e a dedugao da equacao de Orr-Sommerfeld modifi-
cada para um fluido viscoelastico utilizando a Teoria de Estabilidade Linear.

e Capitulo 3: sao apresentados os métodos numéricos utilizados para a solucao das
equagoes governantes adotando a Simulagao Numérica Direta e a Teoria de Estabi-
lidade Linear.

e Capitulo 4: sao apresentados os resultados numéricos das simulac¢oes utilizando
Simulagao Numeérica Direta, em que o problema do escoamento de Poiseuille incom-
pressivel para um fluido viscoelastico, utilizando a equagao constitutiva Oldroyd-B
é investigado.

Por fim, sao apresentadas as conclusoes da pesquisa desenvolvida e perspectivas para
continuidade deste trabalho.






CAPITULO

2

Formulacao Matematica

Neste capitulo sao apresentadas as equacoes governantes para escoamentos incom-
pressiveis, isotérmicos, e para os modelos de fluidos Newtoniano e nao-Newtoniano. A
equacao constitutiva considerada para o escoamento viscoelastico é o modelo Oldroyd-B.
Essas equacoes sao apresentadas na forma dimensional e adimensional. Apresenta-se tam-
bém as equacoes na formulacao vorticidade-velocidade utilizadas na Simulagao Numérica
Direta e a dedugao da equagao de Orr-Sommerfeld modificada para um fluido viscoelastico
utilizando a Teoria de Estabilidade Linear.

2.1 Equacoes Governantes

As equacgoes instantaneas que modelam escoamentos incompressiveis e isotérmicos sao
as equagoes de conservagao de massa (continuidade) e de conservagao de quantidade de
movimento, dadas respectivamente, por

V-u=0, (2.1)

p[%—‘;+v-(uu) -V o. (2.2)

em que u é o vetor velocidade, t é o tempo, p é a densidade do fluido e o é o tensor tensao
total definido por

oc=T1—-pl (2.3)

em que p é a pressao, I é o tensor identidade e 7 o tensor simétrico das tensoes, que
pode ser determinado a partir da equacao constitutiva do fluido. No caso bidimensional,
u = [u v|" representa as velocidades nas direcdes x e 3, respectivamente, e o tensor
7T Ty :|

simétrico das tensoes é definido por 7= |
7T VY

2.1.1 Modelos Newtoniano e Nao-Newtoniano

Os fluidos apresentam diversas particularidades relacionadas as suas propriedades fisi-
cas, as quais podem influenciar de maneira direta fatores como o fluxo do material e a
taxa de deformacao, e esta caracteristica esta relacionada com a natureza do fluido que
pode ser Newtoniano ou nao-Newtoniano.

21



2. Formulagao Matemética 22

Sendo assim, nos modelos de fluidos Newtonianos, o tensor simétrico das tensoes é
linearmente proporcional ao tensor taxa de deformagao, que é dado por

T = 2n,D, (2.4)
em que 7, é a viscosidade dindmica do fluido e D é o tensor taxa de deformagao, dado
por

1

D = > (Vu+ (Vu)), (2.5)
ou ainda no caso bidimensional pode ser reescrito por

1 /[ % ou ou v 1 20u (@ + 8—“)
D:—({g‘f} gg}ju{g_g %D:_ , 8a:8 axaay ' (2.6)
9z Oy oy Oy 2 (6_:1; + 3_Z> 23—:
Assim, calculando o divergente da equacao (2.3) para um fluido Newtoniano, ou seja,
o divergente do tensor tensao total o, tem-se que

op v 0*u op v
Veo =V D= | -gen(Gaegs) e (gt ae) |

Em coordenadas cartesianas bidimensionais, as equagoes de conservacao (2.1) e (2.2),
para um fluido Newtoniano, tornam-se respectivamente

ou Ov

et =0, (2.7)
ou  O(uu)  O(uv) Op Pu  O*u

P [(‘% o oy |~ ox a2 T oz (28)
ov  O(uwv) Owv)|  Ip v 0%

P [at or oy | oy T a2 T ae| (2.9)

Os fluidos nao-Newtonianos sao os fluidos que nao apresentam uma linearidade entre
a taxa de deformacao e a tensao de cisalhamento, ou seja, o valor da viscosidade dinamica
nao é constante, variando de acordo com a taxa de deformacao aplicada [33]. Neste
tipo de fluido nao existe um comportamento padrao da variagao da taxa de deformacao.
Estas diferencas sugerem vérias subclassificagoes dos fluidos nao-Newtonianos, por exem-
plo: fluidos viscoelésticos, fluidos tixotrépicos, fluidos pseudoplasticos, entre outros, mais
detalhes em |[7], [11].

Sendo assim, no modelo de fluido nao-Newtoniano, em particular, de fluido viscoelés-
tico, o tensor das tensoes é definido pela soma da contribui¢do Newtoniana (viscosa) e da
contribui¢do nao-Newtoniana (eléstica) da seguinte maneira

T=2nD+T, (2.10)

em que 7, € a viscosidade do solvente Newtoniano, D é o tensor taxa de deformacao
definido em (2.5) e T é o tensor extra-tensao (simétrico) que representa a contribuicao
nao-Newtoniana (polimérica), que na forma bidimensional é dado por

Tz ey
T = { T*y  TYy ] :
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Logo, o divergente do tensor tensao total (2.3) para um fluido ndo-Newtoniano é dado
por

Vie=V-2n;D+T—pl) =
dp Py 0%*u or*  9T™ dp v 0% oT* o1V
) + o + —= 41 + o+
Ox 822 ' Oy? Ox Oy Oy Ox Oy

Neste caso, as equagoes de conservagao (2.1) e (2.2), para um fluido viscoelastico,
tornam-se respectivamente

Ox? * Oy?

ou  Ov
il (2.11)
ou  d(uu)  O(ww)]  Jp [0%u  O*u] OT** OT™
{at*' or oy | ar T |a Tae| T ar T oy (2.12)
ov  d(uv) = O(vv)] op (0% 0% or=y 9T
- == — 4+ — ) 2.1
{at*' or oy | oy T M|a2 Tor T ar T oy (2.13)

Neste trabalho ¢ utilizada a equagao constitutiva do modelo Oldroyd-B [6], que é uma
equagao reologica que descreve o comportamento fisico de um fluido, sendo caracterizada
por

\
T+ AT = 2,D, (2.14)

em que 7, ¢ um coeficiente de viscosidade polimérica, A é o tempo de relaxagao do fluido
v
e T é a derivada convectada dada por

v DT
DT . ) .
em que Dr é a derivada material de T, que pode ser descrita por
DT 0T
—_— = - (uT). 2.16
o = TV D) (2.16)

Reescrevendo a equagao (2.15) em coordenadas cartesianas bidimensionais, obtém-se
a seguinte diferenga de matrizes

[ oT*= N O(uT™*) N o(vT**)  9T*V N O(uT™) N o(vT™)
v ot ox oy ot ox dy
T = oT*v N I(uT™) N o(vT*v) oTvW N O(uT¥) N o(wT%) | +
ot ox oy ot ox oy
[ oqee 0 oy paa 00y O
_ gu e gf’f aé/ . (2.17)
u v v v
R
L oy + ox 8x

Substituindo as equagoes (2.6) e (2.17) em (2.14), os tensores nao-Newtonianos do
modelo Oldroyd-B se reduz as equacoes
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or=  o(uT**)  J(vT*) ou ou ou
T —2T**— = 2T — ) = 2n,— 2.1
+A( o " ox oy B o) = oy (218)
ar=y  J(uT*¥)  I(vT™) Jv Ju Jv  Ou
T 4+ \ T — —TW— | = — 4+ — 2.19
* ( o T or T oy 0z o) " "\ar Tay ) W
arvy  o(uT¥)  O(vTY) dv dv ov
Tv% — 2T — —2T% — | = 2n,—. 2.2
A ( ot * Ox i dy ox Jy Iy dy (2:20)

2.2 Adimensionalizacao

Em dinamica dos fluidos computacional é comum empregar formas adimensionais das
equacoes de conservagao com o objetivo de mostrar os efeitos fisicos, formular o modelo
independente do sistema de unidades, limitar os valores de variaveis e parametros e,
principalmente, fornecer condigbes para se obter situacOes geometricamente similares.
Para esses fins, em geral, considera-se uma mudanca de variaveis, surgindo entao alguns
grupos adimensionais como por exemplo o ntimero de Reynolds e o de Weissenberg [9].

Para adimensionalizacao das equagoes governantes definem-se os parametros, tais
como o comprimento L, a velocidade U e a densidade p, que neste caso pode ser o
proprio p, pois o escoamento ¢ incompressivel. Utilizando esses escalares as variaveis
adimensionais (acrescidas do sobrescrito *) sao dadas por

X u tu P T
X=X wer r= =l e 221
L U L P T U2 (221)
Ao aplicar as mudancas de variaveis (2.21) nas equagoes governantes surgem os nimeros
adimensionais, como mostrados abaixo:

e Nuamero de Reynolds (Re): Representa a razao entre as forgas inercias e as forgas
viscosas do escoamento e é definido por
_pUL

Re , 2.22
Mo ( )

onde 7y é a viscosidade total do fluido, dada por 7y = 75 + 71,, sendo que 7, ¢ a
viscosidade do solvente e 7, a viscosidade do polimero.

e Numero de Weissenberg (Wi): Para um fluido viscoeléstico, é a razao entre uma
escala de tempo caracteristica do fluido e uma escala de tempo do escoamento,

_w

Wi . 2.23
= (223)

e Constante 3: A constante § € (0,1) é uma quantidade que controla a contribuigao
do solvente Newtoniano, definida por

_ s
G = o (2.24)
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Substituindo as transformagoes (2.21) nas equagoes de conservacao (2.11)-(2.13) e
(2.18)—(2.20) obtém-se as formas bidimensional cartesiana e adimensional (o simbolo * foi
omitido por simplicidade) das equagoes

ou Ov
oy~ (2.25)
ou  O(uu) O(ww)  Op f [0*u  OPu]  OT*™ OT™
ot + ox + oy  Ox + Re | 02 * oy? Ox + oy’ (2.26)
dv  Ouwv) dwv)  Ip B [0Pv ]|  OoT™ OTY
ot + Ox + dy Oy + Re | 022 i oy? i Ox + oy’ (2.27)
o 0T O(uT™™)  O(vT™™) o OU wOuY (1= f)0u
T +Wz< T ety M 8y> =22 (228)
0T O(uT*)  O(WT*) ov u (1=p)0v  Ou
Ty _qrr_ Yy _— ) — - -
r +WZ< ot + ox i y g ox g 8y> Re (890 + 8y)’ (2.29)
0T O(uTY)  O(vTY) dv Jv (1—03)0v
Yy _ oY o @V _ v
TV Wz( et e ey g ay) g (230

As equagoes (2.25)—(2.30) modelam um escoamento incompressivel, isotérmico e bidi-
mensional, para um fluido viscoeléstico utilizando o modelo Oldroyd-B, em qualquer
regime do numero de Reynolds, e sao as equacoes de trabalho para a simulagao de pro-
blemas bem comportados. Os detalhes da adimensionalizagao dessas equacoes podem ser
vistos no Apéndice B.

2.3 Simulacao Numérica Direta

A Simulagdo Numérica Direta (DNS) resolve diretamente as equagoes de Navier-
Stokes, geralmente empregando esquemas de diferengas finitas de alta ordem, em que
todas as escalas do escoamento sao simuladas, das maiores e mais energéticas até as
menores, sem precisar adicionar equagoes de fechamento. A principal restricao desta
técnica esta relacionada com o custo computacional.

Com o objetivo de eliminar o tratamento dado & pressao nas equagoes de Navier-
Stokes, opta-se pela formulagao vorticidade-velocidade. Para tanto, define-se a vorticidade
w, bidimensional como

ou Ov

Derivando a equagao (2.31) em relagao a = para o componente v da velocidade, tem-se

Ox :8x8y_83c2:> Ox :8_y oxr| ox%

Considerando a equagao da continuidade dada por (2.7), tem-se

ow, Pu v Ow, O {811} 0%

o2 0r S Oy2 9x2

ow, O { (’91}] B *v  Ow, v 0%

dr —ay | dy
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Considerando a definicao de vorticidade e a equagao da continuidade, deriva-se uma
equacao de Poisson para a componente v da velocidade, obtendo-se
*v 0% O(w,
+ = — ( ) (2.32)
ox?  Oy? ox
Além disso, convenientes manipulagoes envolvendo as equagoes de Navier-Stokes re-
sultam na equagao de transporte de vorticidade bidimensional dada por

Ow, N O(uw,) N dvw,)| d%w, N J*w, N o*T* N o*Ty B o*Ty B o>Tvy
Ploc 7 ox gy |~ "\ a2 T oy ) T Bxdy T 02 012 oxoy’
(2.33)
ou na forma adimensional pode ser escrita como
2 2 2T 2y 2xy 2yy
&uz_i_@(uwz)_i_@(vwz):ﬂ 0wz+8wz +6T +8T _OT _8T (230)
ot ox dy Re \ 0x? 0y? oxdy  0y? ox?  Oxdy

Tendo como referéncia a formulacao adotada, o seguinte sistema de equagoes adimen-
sionalizadas devem ser considerado neste trabalho

ou Ov
T I 2.
I + 3y 0, (2.35)

*v 0% Ow,

@ + 0_y2 = o (236)
Ow, O(uw,) O(w,) B [Pw, Fw, 0?7  9*T*v 92T  9>TvY
+ + =L + + - - . (2.37)
ot ox dy Re \ 0x? oy? oxdy  0y? 0x? 0xdy
. or= Ty O(vT™*) o OU OuY (1= 0)0u
7o 4 Wz( T TR k) a_y> =2 (239)
0T O(uT™)  I(vT™) v ou (1=p)/0v  Ou
Ty _rr _— Yy _— ) — - -
™+ WZ( ot + ox + oy g ox r 8y> Re <8$ i 8y>’ (2.39)
0T O(uT¥)  O(WTY) ov ov (1—75)0v
vy _ ry — vy ___ ) — -
TV Wz( 5T oty T ay> 2 gy (240)

Os detalhes da adimensionalizacao da equacgao de transporte de vorticidade pode ser
visto no Apéndice B.3. As condic¢oes de contorno sao especificadas de acordo com o
problema a ser considerado.

No problema de interesse desse trabalho, a saber, escoamento plano de Poiseuille
nao-Newtoniano, como pode ser visto na Figura (4.1), existem basicamente trés tipos de
condicoes de contorno empregadas, a saber: condi¢ao de entrada de fluido no dominio de
solugao, condicao de saida de fluido do dominio de solucao e condi¢ao sobre uma superficie
rigida.
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Entrada de fluido (Inflow): Estabelecida a posigao do contorno de entrada a ve-
locidade tangencial (v) ao contorno é considerada nula e a velocidade normal (u) é
prescrita, ou seja,

u=U(y) e v=0. (2.41)
A contribui¢ao nao-Newtoniana T é determinada considerando que o fluido nao
recebe interferéncia desta propriedade, ou seja,
T =0. (2.42)
Parede ou fronteira solida: Nestes contornos considera-se a condi¢ao de nao-escorre-
gamento e impermeabilidade, ou seja,
u=0 e v=0. (2.43)

Saida de fluido (Outflow): Considera-se a condi¢do de Neumann homogénea na
direcao normal a fronteira, tanto para a velocidade quanto para a contribui¢ao nao-
Newtoniana, dada pelo tensor T

0%*u 0% 0*T

g2 a0 e O (244)

2.4 Teoria de Estabilidade Linear

Nesta secao a analise de estabilidade linear é estendida para escoamentos de fluidos vis-
coelasticos, utilizando a equagao constitutiva Oldroyd-B. O Apéndice A mostra a dedugao
da equagao de Orr-Sommerfeld para um fluido Newtoniano.

Neste trabalho, o objetivo é deduzir uma equacao de Orr-Sommerfeld para um fluido
viscoeléstico do tipo Oldroyd-B, e estudar sua solu¢ao numérica. Na literatura pouco se
conhece sobre a equacgao de Orr-Sommerfeld para fluidos nao-Newtonianos, assim é de
suma importancia apresentar uma dedugao detalhada para tal equacao.

As equagbes que descrevem escoamentos incompressiveis, isotérmicos e bidimensionais,
para o caso viscoelatico sao dadas por (2.25)—(2.30).

Assumindo que o escoamento base é invariante na direcao x, ou seja,

u = Uly),
v = 0,

p = lf(ﬂf,y),
T = T(y)

Em seguida, considera-se que o escoamento instantaneo pode ser decomposto em um
escoamento base e um escoamento perturbado. As varidveis dependentes sdo compostas
da seguinte forma:

u(z,y,t) = Uly) +u(z,y,1),
v(z,y,t) = o(x,y,t), (2.45)
p(z,y,t) = Pz,y)+plx,y,t),
T(x,y,t) = T(y)—i—f(x,y,t).
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Como por hipdtese o escoamento principal é solugao das equagoes de Navier-Stokes, as
resultantes descritas acima também devem satisfazer esse sistema de equagoes. Schlichting
[28] afirma que as perturbagoes devem ser pequenas no sentido de que os termos nao
lineares possam ser desprezados quando comparados com os termos lineares.

Substituindo as variaveis (2.45) nas equagoes de conservagao de massa e de quantidade
de movimento, e dos tensores nao-Newtonianos (2.25)—(2.30), obtém-se as equagoes de
conservagao e dos tensores nao-Newtonianos para as perturbacoes.

Continuidade:
u_ ov_ U + i@ yt) 0y t)
or Oy ox Ay o
Logo,
ou  0v
—+ —=0. 2.46
ox * dy ( )

Equacao da quantidade de movimento em z:

ou n ou n ou op n 3 [0%u n 0*u n oTr** L oT*v
—tu—tv—=—F+ = :
ot ox dy Odxr  Re |0x®  0y? ox dy
Substituindo as variaveis (2.45) na equagao da quantidade de movimento em x (2.26),
tem-se

{5(U(y) Bf(x, y.t) | OULy) +alz,y, tgl(U(y) +a@,y. )
+3(ﬁ(r,y,t))(l{9(§) +az,y, )] __O(P +:§iﬁv,y,t>) N

+% [02(U(y) ;rxg(x,y,t)) L oUW ;ryg(x,y,t)) N

LT+ T;“Z(x, y1) , AT+ T;Z(x, y.t)

Apo6s manipulagoes algébricas, separando em escoamento base e escoamento pertur-
bado, tem-se

aU(y)  Ou(x,yt) ,0U(y)  , Oulz,y,t) oU (y)
o + 9 +U e +U 5 + a(z,y,t) e +
_ ou(x,y,t) . oU(y) - du(r,y,t)
+ U(l’,y,t) a.ﬁlﬁ' +’U([E,y,t) ay ‘l‘U(ZL’,y,t) ay -
L 0P Oet) | B [PUG) | Pyt UG | Pl
N ox ox Re | 0x? 0x? Oy? Oy?
or=  oT™(x,y,t) OT™  9T™(x,y,t)
* Ox + Ox + dy + oy '

Sabendo que o escoamento base é solucao das equacoes de Navier-Stokes, a equacgao
acima pode ser reescrita como

Oi | 0L | G00  GOU 0L 0p B (0% 0N 0T 0T
ot Ox Ox oy dy  Or Re \0x2 0Oy? Ox dy
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Logo, a equacao da quantidade de movimento em x perturbada é dada por

ot ox 0y or  Oy|  Or Re\0x2 Oy Ox oy

Equacao da quantidade de movimento em y:

oTvY
Ox + oy

Substituindo as variaveis (2.45) na equacao da quantidade de movimento em y (2.27),
obtém-se

ov N ov N ov op B [821; 8211} o=y

ot "ar Yoy T "oy " Relow o

A(0(x,y,t)) N O((U(y) +a(x,y,1))(0(z,y,t))) N o(0(x,y,1))(0(z,y,1)
ot ox oy
(P +p(x,y,t)) B [P(0(x,y,t)  0*(0(z,y,t))
dy + Re 0x? +

Oy?
AT + T™(z,y,1))

AT + T%(x,y,1))
_I._
ox

oy '

Apo6s manipulagoes algébricas, separando em escoamento base e escoamento pertur-
bado, tem-se

90 (z,y,1) 90(r,y,t) | - 90(z,y,t) | - 90(z,y,t)
Y + U = 4 (@, y, t) =5 = + 0(z, 4, 1) o

Po(z,y,t) N Po(x,y,t)

N

8_3/ dy Re 0x? oy?
oT™  OT™(x,y,t) 0T 9T (x,y,t

n (2, y, )Jr n (,9,t)
ox ox dy Jy

Sabendo que o escoamento base é solucao das equacoes de Navier-Stokes, a equagao
acima pode ser reescrita como

ot Ox Ox dy Oy Re \0z2 0y? Ox dy
Logo, a equacao da quantidade de movimento em y perturbada ¢ dada por

ov 0o [.90  _0b op B (0% 0%\  OT®™ OTW
U+ |l + O | = — e . (248
ot i Ox N [uax +U@y] Jy * Re (8x2 i 0y? Ox * dy (2.48)

Os termos entre colchetes das equagdes (2.47) e (2.48) sdo os termos nao lineares.

Assumindo-se que as amplitudes das perturbagoes sao pequenas, pode-se desprezar os
termos nao lineares dessas equagoes. Sendo assim, o sistema simplificado dé-se por:

ou  0v
—_— —_— 2.4
e + 9y 0, (2.49)
ou  du _0U op B (0% 9*u\ oI 9T

ot + U8$ v oy Ox + Re <8$2 i Oy? + Ox + oy’ (2.50)
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oo v 9p B (90 %\ AT 9T
—+U—= — 4+ — . 2.51
o " Vor 0y+Re<8x2+(9y2 T or T oy (251)
Equacao do tensor nao-Newtoniano 7%":
T W@,(@T‘m N O(uT™*) N o(vT™*) QTWa 2T$y8u> B 2(1 — B) Ou
ot Ox oy Ox dy) ~ Re 0x

Substituindo as variaveis (2.45) na equagao do tensor nao-Newtoniano (2.28), tem-se

(Tmc + facx(x, Y, t)) + WZ<8(TII + gim(xa Y, t)) +
L AU+l y, )T+ T (1) | 0,9, )T + T (2,5,8)
Ox oy
I(U(y) + u(z,y,t))
ox

O(U(y) +ﬂ(fcayat))) _

2T+ T 1)) -2 4 (g, 0) AT

(1= 8) U () + i,y 1)

= 2
Re ox

Apoés manipulacoes algébricas, separando em escoamento base e escoamento pertur-
bado, tem-se

T T + Wi U U U U
* +Z<6t+8t+ 8$+ or "or TV T

T 9T . 0U(y) ou  _~ 0U(y) .~ 00
T y v y Cor or ox ox *

U (y) i U (y )) o0t _ (1= 5) {aU(?J) +@]

— T —— 9T =
dy dy dy dy Re ox ox

Py A

Sabendo que o escoamento base é solucao das equacoes de Navier-Stokes, a equacgao
T** perturbada é dada por

~ OT™ 9T 9w i O aU ()
TT TT Ty ~ zy
Tor Wz( 5 U g — o= s —of ROt
_oT™ 9T~ 90 i (1— ) 0a
—oTE I oW | ) =9 T 2.52
o ox v Jy ox dy > Re Oz (252)

Equacgao do tensor nao-Newtoniano 7*Y:

ar+  J(uT*v)  O(WT™) ov ou (1—=0)/0v 0Ou
LIl PSP (20, 2y
Re \Oxz 0Oy

Ty .
r +WZ( ot + ox dy ox dy

Substituindo as variaveis (2.45) na equagao do tensor nao-Newtoniano (2.29), tem-se
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R ~ Ty 4 Ty

O(U(y) + i(w,y, ) (T + T (,y,1)) L 9@(y, )L™ + T (., 1)) N

Ox dy
. (Tﬂc:c + fzx(l_7y’ t))a(v(aajjrya t)) . (Tyy + fyy(l',y, t))a(U(y) _B;L($a yat))> _
_ (=p) 0(z,y.t)  OUy) +alz,y,t))
B Re ( ox + dy )

Apoés manipulacoes algébricas, separando em escoamento base e escoamento pertur-
bado, tem-se

. - oTwy 9TV o=y oT=y _9Tw 9T
Fov L Tev g U U i i
t +’<at+at+ R R

oT™ 9T . 9 ~ 00 ., OU®y) ., 00
— Tl'x_ _ Txx_ _ Tyy— _ Tyy_
v y v dy ox ox dy oy *
~ OU(y)  ~,,0U (1—=p0) oo oU(y) Ou
Ty gt - bl
dy 8y) Re Ox + Ox o oy

_|_

Sabendo que o escoamento base é solucao das equacoes de Navier-Stokes, a equagao
T*Y perturbada é dada por

~ 0T 9T*v  9T*v 9T . P .. O~ OU(y)
T ey Z oy 27T
+ WZ( ot U ox o ox v oy ox oy y +
oT™ 9T~ 0b  ~ 00 (1-p)[05 04
e Ty | ) = — 4+ —. 2.
o ox v dy ox dy ) Re [(% ay} (2:53)
Equacao do tensor nao-Newtoniano 7YY:
L o0TY O(uTY)  O(vTY) v v (1—73)0v
T —2T™— —2TW—) =2 —.
* WZ( ot * ox - dy ox 8y> Re 0Oy

Substituindo as variaveis (2.45) na equagao do tensor nao-Newtoniano (2.30), tem-se
L (T + T (z,y,t
(Tyy +Tyy(x’y7t)) + WZ( ( + 5 ($,y, )) +

OU () + iy, ) + Ty, 1) | Doy, )W+ T(a 1)
ox dy

— 2T —i—Tvxy(a:,y,t))a(ﬁ(I’y’t)) (v —i—fyy(x,y,t))a(ﬁ(x’y’t))) _

ox dy
(1 - ﬁ) 8(6(x7 Y, t))
Re oy

= 2

Apo6s manipulagoes algébricas, separando em escoamento base e escoamento pertur-
bado, tem-se
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T T U o1 . oTYY 3 o1y 3 oTYY
N N e T T e
oTvY oTvY ov ov ov ov - 0) @

N N (1
— oSt oIt it ofwil) —pin T
T dy v dy ox ox dy dy Re 0y

o o i

Sabendo que o escoamento base é solucao das equacoes de Navier-Stokes, a equagao
TYY perturbada é dada por

oTvY oTv _9Tw v v

Ty ' ~ _omay®Y 9wy
T +W2< o U T 222 —of o
_oTv _OTv R0 R0 (1— )00
T QTw =2 —. 2.54
o ox v oy ox dy > Re 0Oy ( )

Os termos entre colchetes das equagoes (2.52), (2.53) e (2.54) sao os termos nao li-
neares. Assumindo-se que as amplitudes das perturbacgoes sao pequenas, pode-se des-
prezar os termos nao lineares dessas equacoes. Desta forma, as equagdes dos tensores
nao-Newtonianos perturbadas podem ser escritas por

~ 0T 9T e i i~ 0U(y) (1-0)du
" QI 9 QT =2
+ WZ( ot U ox v oy ox oy oy ) Re Oz
(2.55)
~ OT™ 9T 9T 0v ... 0l oU(y)\ (1—p3)[o0 o
T T Y VY = — 4+ .
+WZ< ot U ox v dy ox dy dy ) Re ox + oy
(2.56)
~ OTv 9T 9T .9 % (1— 1) 00
T oI T ) =2 =, 2.
+ WZ( ot U ox v dy or 6y> Re 0y (257)

As condigoes de contorno adotadas para o problema do escoamento de Poiseuille sao
dadas por

=gl

=0=0 para y=-1 e y=1.

Estas condi¢oes de contorno correspondem a condigao de nao escorregamento na
parede (no-slip) e ao decaimento das perturbagdes longe da parede.

Uma vez que as equacoes resultantes sao lineares e que os coeficientes das equacgoes
nao dependem de t e x, as solugdes podem ser buscadas através do método de separacao
de variaveis, da seguinte forma:
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(e, y,1) = S + o],
8,1 = SE()E 0 + ed] (2.58)
Blz,y,t) = %[ﬁ(y)e“w‘”) + d,
T(w,p,1) = 5T + e,

sendo i = \/—1, cc o complexo conjugado da varidvel em questao, o o nimero de onda na
dire¢do = e w a frequéncia com que as perturbagoes, de comprimento de onda A = 27/«
propagam-se. Considera-se ainda que @, 7, p e T sao as amplitudes das perturbacoes.

Utilizando o método de separacao de variaveis tem-se um sistema de equagoes di-
ferenciais ordinarias. E, substitui-se as variaveis (2.58) nas equagdes de conservagao
para perturbacdo (2.49)—(2.51) e nas equagoes dos tensores ndo-Newtonianos perturbadas
(2.55)—(2.57), obtém-se as seguintes equagoes.

Da equagao da continuidade perturbada (2.49), obtém-se

d |1 : d [1 ‘
. §(ﬂ(y)e’(ax_“’” + cc)] + dy {E(E(y)e’(‘“_”” + cc)] =0.
Deriva-se seus respectivos termos em relacao a x e v,
- i(aw— L 1dv(y) i(aw-
== i(ar—wt) - i(ar—wt) —0.
5 [u(y)ice + cc] + 5 { ¢ + cc
Colocando o termo comum em evidéncia na equagao anterior, tem-se
1, dv
éel(a‘”_m) [iaﬂ(y) -+ —Z;y)} =0.

Simplificando a equacao acima e denotando ' para a derivada na direcao y, obtém-se

1

-
iaT + d—” —0 =iau+7 =0 (2.59)
y

Da equagao da quantidade de movimento na dire¢ao z perturbada (2.50), resulta-se

d |1 , d [1 ,
— | Z(7 i(ar—wt) (7 i(az—wt)
o [Q(U(y)e +cc)} + de [Q(U(y)e —I—cc)} +

+{ T = dewWH”Hﬂ+

N | —

(e + o)

dy  dr |2
ﬁ d? L i(ar—w d? 1 i(ar—w
+ e | 22 é(u(y)e (0x=wt) 1 ce) | + a? §(u(y)e (0x=wt) 1 ce) ) | +
d [1 — 4 d [1,— .
el e TvmC i(az—wt) i Ta:y i(az—wt) )
+ o {2( (y)e +cc)1 + a0 {2( (y)e + cc)

Deriva-se seus respectivos termos em relacao a t, x e y,
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1 4 1 - 1 ; dU
. §ﬂ(y),iwez(o¢x—wt) + §Ua<y)iaez(ax—wt) + §U(y)6z(a:c—wt)d_y _

L ' - Paly)
_ Eﬁ(y)iae’(a‘”_m)—i—%;e |:(ia>2ﬂ<y>ez(az—wt)_’_%ez(a:ﬁ—wﬂ +
L e : 1dT™(y) .
+ §T (,y)ioéez(aa:fwt) + 5 dy(y) 6z(ax7wt)'

Colocando o termo em comum em evidéncia na equacao anterior, tem-se

1 . dU
— ilar—wt) | s ; 27 D —
5 [ iwt(y) +iaUu(y) + v(y) dy}

Re

_1 i(ar—wt) | . — ﬁ( . _ u
—2° [ iap(y) + (ior)*uly) + %

Simplicando a equagao acima, obtém-se

au *u —
—iwu +1aul + Ed—y = —iap + % ((ia)Qﬂ + —Z) +1ad + ——.
Fazendo todas as manipulagoes necessarias, tem-se

(—iw +iaU)u 4+ vU" = —iap + Rﬁ (—a*u+a") +iaT" +T".
(&

Logo, a equacao da quantidade de movimento na direcao x é dada por

T

Re(iaU — iw)u — " — o*u) + RevU’ = ia(T" —p)+T . (2.60)

E, da equagao da quantidade de movimento na diregao y perturbada (2.51), segue que

o 3w 4] 4 0L [Laweto 1 0] =
+j—; (%(@(y)e“m—wﬂ + cc))} - d% {%(Tﬁy(y)ei(“x‘“t) + CC)] +
% B(Tyy(y)ei(w wt) 4 cc)}

Deriva-se seus respectivos termos em relacao a t, x e vy,

! ' 1 ~ 1dp(y)
- §E(y)iwel(o‘x_m) + iUiom(y)e’(a““"t) =5 ZZZ(y) giloz—wt) |
Y
ﬁ . N2 i(az—wt) dQE(y) i(az—wt) 1. —zy —— 1dTyy(y) .
2Re |V T + 10T (y)e @ ,

Colocando o termo comum em evidéncia na equagao anterior, tem-se



2. Formulagao Matematica 35

1 .
561(0@7@&) [—iwt(y) + Uiav(y)| =

_ %ei(axwt) [_d}‘?(y) n ﬁ <—042U(y) n d2@(y>> +i0&T$y(y) + 3

dy Re

Simplicando a equagao acima, obtém-se
dp d*v ——
—iwv + Uiav = —d—z + % (—oﬂ@—l— 7 2) +iaT™ + d—y
Logo, a equagao da quantidade de movimento na direcao y é dada por

Re(ialU — iw)v — B0 — a®0) =i T~ +T" — 7. (2.61)

Da equagio do tensor nao-Newtoniano 7% perturbada (77%) (2.55), obtém-se

di me i(az—wt)
5 [ (y)e + cc] N

L i(az—wt) :
(T (y)e + cc] + W@[ o A

d% [sz (y)ei(aﬂf—wt) + ch| L i(aw—wt) dT’
+ U - +(§ [o(y)e + cc]) a +
dl — i(ax—wt) dl — i(ax—wt)
o 2T:m: 2 [u<y)€ + CC:| 2Txy 2 |: ( ) + CC} +
dx dy
dU(y)] _,0-5 dL [T(y)e =) + cc]

Y i(az—wt)
[T (y)e + cc] )—dy T o

1
2

_ 2(5

Deriva-se seus respectivos termos em relacao a t, z e vy,

_Tﬂﬂx( ) i(ar—wt) + Wi [ _ §in (y)ez(az—wt) + —UZasz(y)eZ(‘m_“’t) n

2
1 : are= .. 1 : 1d

+ 5@(1/)&‘“—“’“ i 2Tm§z'om(y)el(aw—wt> 2T”y2 l;i; ) giter—at)
- , dU 1—-0)1. ;

_ T y(y)ez(ax—wt) dg(;y>:| _ 2( Reﬁ) §Zaﬂ(y)67,(o¢x—wt)‘

Colocando o termo comum em evidéncia na equagao anterior, tem-se

T (y) + W@( — T (y) + UiaT " (y) + v(y) W 2T 0mu(y)+

_ei(ax—wt)

2

_QszdZ(yy) T (y )d[(fi(yy)ﬂ _ %ei(ax—wt) {2%2‘0@@)} ‘

Simplificando a equacio acima, a equacao do tensor T ¢é dada por

a7

T 1 Wi( — iwT™ 4+ UiaT™ +5—— — 21""iai +
Y
_d -
Y y—U) _o0=Pm (2.62)
dy dy Re
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Da equacdo do tensor nao-Newtoniano 7% perturbada (T%¥) (2.56), obtém-se

1 Y i(az—wt) ; d%
5 [T (y)e + cc] + Wi

[Txy(y)ei(w_“’t) + cc]
ar i

di [T (y)eilor=t 4 cc 1 . d1ev
+U 2 r (y) - } + (_ [ﬂ(y)ez(ax—wt) + CC]) e

2
2l R 1[5 i(az—wt)
+(§ [E<y>ei(o¢z—wt) + CC])dT Y _ d [U(y)e + CC] "

+

rr 2

dy dx

i di [a(y)e =" + cc] 1

dy 2

di (v(y)e' =" + cc) N di (u(y)e@r= + cc)
dx dy

dU(y)
dy

[Tyy(y)e"(a“‘“t) + cc]

(1-5)
Re

Deriva-se seus respectivos termos em relacao a t,z e vy,

|l e i 1. — . 1 ., '
-T y(y)‘eZ(oz:tfwt) + Wi |:_§sz y(y)ez(axfwt) + §U’LOJT y(y)el(axiwt)—k

2
L dre 1, a1 . |
+§a<y>ez(ax—wt) - + iﬁ(y)edax—wt)d_y _ ETIJ;ZO!@(@/)G (ax—wt)+
_l’f'yy dﬂ(y) ei(aa:—wt) _ lTyy(y)ei(aI_wt) dU(y _
2 dy 2 dy
= <1 _ ﬁ) L. i(ar—wt) 1 dﬂ(y)ei(ax—wt)
- 2zow(y)e +3 o .

Colocando o termo comum em evidéncia na equacao anterior, tem-se

~gila—wt) | T () 4 T (—z‘wT“’(y) + UiaT (y) + u(y) ddT;y +0(y ddT;y+
—T*%iaw(y) — Tyy%yy) — Tyy(y)d(ii—;y))] = %ei(o‘x“’t) [(1%—65) (io@(y) + dz—;y))] :
Simplificando a equagao acima, a equagao do tensor T & dada por

T + Wi (—MT“’ +UidT™ + @ddT;y — T""iav+

—Tyy;l—z — Tyy%) = % (io@—i— Z—Z) . (2.63)

Da equagdo do tensor nio-Newtoniano 7% perturbada (T%) (2.57), tem-se
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dl ryy z ax—wt) +CC}
dt *

[Ty (y)eilaz=wt) 1 cc|] + Wi

yy (azx—wt) I
2 + CC} 1 — i(ax—wt) a1
+U d:v + (2 [o(y)e + cc]) +
B ] e [T 4o

_9oTwy 2 9Ty 2 =
dz dy

d% (5<y>6i(aa}—wt) + CC)
dy

(1-5)
Re

= 2

Deriva-se seus respectivos termos em relacao a t,z e vy,

§Tyy(y)e’(ax*m) + Wi {—iz’wTyy(y)e’(Mm) + §UiozTyy(y)el(M*m)+

1 odT T o Ldo(y) 4
T i(az—wt) — T 0T i(az—wt) 2Tyy z ar—wt) [ _
—|—2U(y)e I 2zow(y)e 2y
_ 2(1_ﬁ> 1d—( )6zax wt) )
Re 2 dy

Colocando o termo comum em evidéncia na equagao anterior, tem-se

dTYY
dy

)]yt

i(ar—wt)

—€

T"(y) + Wi <_Wyy(y) + UiaT" (y) +0(y)

—2Tiaw(y) — 2T
Simplificando a equacio acima, a equacao do tensor T°° é dada por

— dTvy
T + Wi <—inyy + UiaT” + v y
y

Lo Z =8 dv (2.64)
dy Re dy

— 2T+

Reescreve-se as equacoes (2.59)(2.61) em funcdo das autofuncdes @, v, p e T, ad-
mitindo que ¢ = w/a seja a velocidade de onda, entao

iou+7 =0, (2.65)
iU — eya+ U +iap —iaT" —T" = 15 (@' — o™n), (2.66)

ialU —e)o+p —iol™’ =T = v — a’D) . (2.67)
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Derivando a equagao (2.66) em relagdo a y, tem-se

ia(U — )@ +iaal' +TU +0U" +iof —iaT" —T" = Rﬂ (@ —a®T). (2.68)
€

Multiplicando a equagao (2.67) pela constante i, obtém-se

—a*(U =)o +iap + o*T" —iaT" = Rﬁ (ia?" — ia’D) . (2.69)
e
Subtraindo as equagoes (2.68) e (2.69), resulta em
ia(U — e)u' +iaul’ + 09U +vU" 4+ o*(U — ¢)v + i <T/yy+ (2.70)

—lTx ——/lzy LY ﬁ — — . — R—
-T ) —TV —a’T7 = e (u”’ — o +ia’T — zow”) .
e

Impondo a equagao da continuidade (2.65) em (2.70), obtém-se

. ! .
ia(U — ¢) (ia’) +ia—TU +TU +7U" + (U — c)v +

« «
. Yy lrx Ty 2FLY ﬁ 'l — "
+ za(T - T )—T ol " =—|(-v] +

Re o
7; /
—a? (—v’) +ia’T — z’om”] .
8]

E, fazendo as manipulacoes algébricas necessarias, obtém-se

—(U — )" +0U" + o*(U — )V + i (T’yy — T/m> +

2 _ ﬂ
@ Re

=/lzy

- T [1@”’ —iav” +ia’T — io@”] : (2.71)
(0]

Multiplicando a equagao (2.71) por «, a equagao obtida ¢ uma equagao diferencial
ordinaria de quarta ordem para a variavel dependente v:

—a(U = 5"+ atU" + aX(U = )5 +ia? (T = T") +

CYT//zy - agTIy _ Rﬁ [iﬁlv — iy -+ ot — iaz_/,} . (272)
€

Logo, a equacao de Orr-Sommerfeld deduzida para um fluido viscoelastico, do tipo
Oldroyd-B, é dada por

a(U — )@ = a®) — avU" +ic*(T"" =T") + (T +
+ T = % [V — 200" + '] . (2.73)

Como o modelo viscoelastico considerado é o Oldroyd-B, entao as equacoes dos tensores
nao-Newtonianos que aparecem na equacao (2.73) podem ser obtidas por
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T £ Wi (—in'm +iaUT " + iU T + 7T 4 5" _ oT"vg 1

. . P e - 2(1 —
yopeeg — 9 Lpravgr ol paug _ oy _ 9T yU”) = —M@”, (2.74)
o « Re

T + Wi (—in/yy +iaUT™ +iaU'T" + 0T + 51" — 2ia T Yo+

—2iaT™y — 27"y — QTWE”> = yv”, (2.75)
(&

" L Wi (—z‘wT”"y +iaUT™ + iaUT™ +iaU"T™ + iaU'T™+
—i—@”T"ry + @/T//;cy + @T///xy + Elj—v//zy — OzT/m@/ . OzT”:m@ — Ozj—mrﬁﬂ +

_iajv/xxgl N T”yyU/ i T’yyU// _ T’yyU// I T’yyU/// B iTI/yy@// . ijv/yy@///_i_
(0% (6%

_ L prougn _ iTy%W) _1=p (m@” + i@”) : (2.76)
a a Re a
T £ Wi (—z’way +iaUT™ 401" — i1 — TV +

~-T"U") = u ;f ) (iav + 7). (2.77)

Com este conjunto de equagoes e condi¢oes de contorno apropriadas pode-se obter
resultados de analise de estabilidade linear.

2.5 Escoamento Base

Para calcular o escoamento base do canal, assume-se que todas as variaveis sao de-
pendentes apenas do eixo y, exceto para a pressao cujo gradiente é constante na direcao
x. Assume-se que na dire¢ao y o dominio compreende de y = —1 a y = 1.

Tem-se que o componente v do vetor velocidade é nulo, pois da equacao da con-
tinuidade (2.7) tem-se

0
a_v = 0= v(z,y,t) = constante (2.78)
Y

COMO Upgrede = 0 entao v(z,y,t) = 0.
Sintetizando as hipoteses acima, tem-se

0 0
(@ =0; i 0; Vp=constante; v=0; u=u(y); T= T(y))

Dadas as equagoes adimensionalizadas para o modelo de fluido viscoeléstico (2.25)—
(2.30), tem-se

@4_@—0
or oy
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ou  O(uu)  O(uv) op 1 Pu  O%*u ar+= — or+
= + + =+ = + :
ot ox dy ~Or ' Re |0x® ' Oy? ox Ay
ov  A(uwv)  O(vv) ap 1 [PPv O]  oT™ 9TV
— + e ,
ot ox oy (9y Re | 022 0y? ox oy
T 4 Wz’(aTm L OT™) | OWT™) o e Ot oy O ) _,1=p)ou
ot Ox oy Ox dy Re 0z’
0T J(uT*)  O(vT™) Jv , Ou (1—=p)/0v  Ou
T + W By g AR
* Z( ot i Ox i dy ox (9y> Re ((9x * 8y>’
0T O(uTv)  O(vTY) ov v (1—-75)0v
v —2T"— —2T% =2 —.
+ WZ( ot + ox + dy ox 8y> Re 0y

Considerando as hipoteses acima e a geometria do canal, obtém-se as equacoes sim-
plificadas que descrevem o escoamento de fluido viscoelatico, para o modelo Oldroyd-B

B d*u  dT™

— =0
Prt e Re dy? + dy ’
! Tyy
“Op A
9y dy
oo — oy Y
dy
pdt (1= 0) du
7oy — v Y o
Wi dy + Re dy’
v =0,

Da equagao (2.83), as equagoes (2.80) e (2.82) s@o reescritas como

dp
oy =
(1—75)du
T = >~~~ |
Re dy

Substituindo o 7% da equagao (2.79) pela equagao (2.85) tem-se

R
e dy
Pt g+ e =,
Prt pear T T ay
que pode ser reescrita da seguinte forma
1 du
—0.
R dy

Integrando a equagao (2.86) em relagao a y, obtém-se

(2.79)

(2.80)

(2.81)

(2.82)

(2.83)

(2.84)

(2.85)

(2.86)
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d*u du
/d—yzdyz/Repxdyé/@dyZ/(Repnyrcl)dy-

Integrando novamente em relagao a y, obtém-se

Rep,
= 2p Y2 + ey + ca,

u(y)

onde ¢y e ¢y sao constantes advindas da integracao. Utilizando as condigoes de contorno
na parede u,—1; = 0, tem-se

RBI Rea}

u(l) =0= 2p +c+ec = teg=— 2p,
Rex Rem
u(—=1)=0= 2p —Cclt+c = —ctc=— 2p.

Resolvendo o sistema acima obtém-se

Rep,
2co = —Rep, = cy=— Zp .
Portanto,
Rep,
u(y) = == =) +ay.

E, utilizando as condicoes de contorno no centro do canal u,—g = 1, pode-se obter a
expressao

Rep,
1 =u(0) = Zp (=1)+ .0 = Rep, = —2.
Portanto,
uy)=-@"-1) =u=1-y"
Logo,
du
— = 2. 2.87
i y (2.87)

Substituindo a equagao (2.87) nas equagoes (2.81) e (2.85), tem-se

(1-0)
T 8 QW(
Y Z—Re )

(B-1)

T = 2y I
e

Esta solucao analitica foi adotada como escoamento base na solucao da simulacao
numérica do escoamento.






CAPITULO

3

Método Numérico

Neste capitulo sao apresentados os métodos numéricos utilizados para a solugao das
equagoes governantes adotando a Simulagao Numérica Direta e a Teoria de Estabilidade
Linear, como pode ser vistas no capitulo 2.

3.1 Simulacao Numérica Direta

O sistema de equagoes (2.35)—(2.40) é resolvido numericamente através da Simulagao
Numérica Direta que, em decorréncia da evolugao das ferramentas de calculo, dos métodos
numeéricos e de computadores com alto poder de processamento, tem permitido calcular
todas as escalas de turbuléncia de um escoamento pela completa resolucao das equagoes
de Navier-Stokes de forma eficiente.

O método numérico adotado para discretizacao temporal das equagoes que modelam o
escoamento e dos componentes do tensor extra-tensao das equagoes do fluido viscoelastico
¢ um esquema cléssico de quatro etapas na integracao de Runge-Kutta de quarta ordem
[9]. O sistema linear resultante da solu¢ado numeérica da equagao de Poisson é resolvido
usando um esquema completo de Aproximagao multigrid (FAS) [32]. Esse sistema linear
foi resolvido por meio de um ciclo V composto por 4 niveis. Uma vez que objetiva-se a
resolu¢ao de um problema eliptico optou-se, de acordo com o trabalho de Brandt [5], por
uma razao de engrossamento igual a 2.

Deseja-se captar os efeitos transientes, e para simular adequadamente estes efeitos é
necessario empregar incrementos de tempo na simulagao numérica relativamente pequeno,
da mesma ordem de grandeza necesséaria para que se satisfagam os critérios de estabilidade
numérica. Assim, optou-se pelo método de Runge-Kutta de 4* ordem.

As derivadas espaciais sao calculadas usando diferencas finitas compactas de alta or-
dem ([13], [17], [30], [31]). O uso das diferencas finitas compactas utilizadas para a
estimativa da primeira e segunda derivada espacial, requer a solucao de sistemas lineares
tridiagonais. As aproximacoes numéricas das derivadas tém quinta e sexta-ordem de
precisao [31].

Adam [1] utilizou o método de Padé classico e faz comparagoes utilizando diferentes
condicoes de contorno. Ele mostrou que a vantagem em se calcular a derivada no contorno
através de aproximagoes compactas é a de manter o esquema estavel, previnindo qualquer
instabilidade numérica proveniente do contorno.

Neste estudo adotou-se aproximagoes de 6* ordem para o ponto préximo ao contorno
e aproximagoes de 5* ordem para o ponto no contorno. Aproximagoes de sexta ordem

43
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foram testadas para o ponto no contorno, mas resultaram em instabilidades numéricas

[30].

3.1.1 Introducao de Perturbacoes

Em concordancia com estudos de Fasel [8], a introducao de perturbagoes temporais
¢ realizada através de injecao e sucgao de massa na parede, por ser um método muito
eficiente para geracao de ondas de Tollmien-Schlichting. Justifica-se a escolha devido a
questoes de estabilidade e maior coeréncia com resultados experimentais e numeéricos [8].

No inicio, no tempo ¢t = 0 assume-se que o escoamento é nao perturbado. Portanto, a
partir do tempo t + §t, as perturbagoes sao introduzidas em uma determinada regiao dos
contornos, delimitada pelos extremos x; e x5, como pode ser observado na Figura 4.1. A
perturbagao é representada por meio de uma fungao polinomial f(x) de 9° grau para a
velocidade v na qual

v=Af(z)sen(wit), x; <x < X9, (3.1)

v=0, <z ou x> a9, (3.2)

onde A é uma constante utilizada para ajustar a amplitude das perturbagoes e w; é a fre-
quéncia temporal da perturbacao. Os coeficientes do polinémio sao escolhidos convenien-
temente objetivando anular o valor da funcao e das suas primeira e segunda derivadas nos
pontos z1 e x5. Isto torna a introducao de perturbacoes no escoamento mais suave.

3.1.2 Amortecimento de Reflexoes na Entrada do Escoamento

De acordo com Meitz [21], em simula¢bes numéricas onde estao presentes vortices
longitudinais, podem existir reflexdes destes vortices na entrada do dominio. Visando
evitar possiveis reflexdes, uma zona de amortecimento proxima a entrada é adotada e o
componente de vorticidade é ponderado por meio de uma funcao da forma

fi(z) = fi(e) = 66° — 15¢* 4 10€°, (3.3)

em que € é definida como uma funcao dependente dos pontos de discretizacao na direcao
longitudinal. A funcao € é definida como

1—1
ip— 1’

onde 1 <7 <i;. Assim, a func¢do fi(x) é aplicada, no intervalo em questao, como segue

(3.4)

€ =

wz(x,y,t) = f1<x>d)2<xay7t)' (35)

Ressalta-se que w, (z, y, t) representa o componente de vorticidade que sai do integrador
temporal e w,(x,y,t) é o valor do componente obtido apés a aplica¢ao do amortecimento.

Nos casos em que se deseja estudar um comprimento de onda transversal especifico,
e havendo necessidade de insercao de perturbagao com amplitude relativamente alta,
verificou-se que, se o primeiro harmoénico do modo excitado possuir uma taxa de amplifi-
cagao linear maior que a do proprio modo, este se amplifica mais rapidamente e altera o
resultado [30].
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3.1.3 Relaminarizagao do Escoamento

Nas simulagoes numéricas de transicao laminar-turbulenta as perturbagoes do tipo
convectivas sao carregadas pelo escoamento base para fora do dominio no contorno de
saida. Assim como ocorre na regiao da entrada do escoamento, efeitos nao fisicos associa-
dos a reflexao numérica de perturbagoes convectivas, na regiao de saida do escoamento,
podem comprometer a qualidade dos resultados numéricos ([13], [21]). Souza [30] adotou
uma técnica de relaminarizagao no sentido de eliminar tais efeitos de reflexao de onda.

A técnica consiste em, considerando um intervalo proximo a saida do escoamento,
impor que as perturbagoes dos componentes de vorticidade decaiam a zero. Neste sentido,
considerando um intervalo z3 < z < x4 (ver Figura 4.1) em correspondéncia com os pontos
de malha i3 e 74, utiliza-se uma funcao fs, a qual varia de fo(x3) = 1 até fo(z4) = 0. Assim,

w(z,y,t) = folz)w,(z,y,1t), (3.6)

para todo o intervalo anteriormente definido. De forma anéloga a subsecao anterior, vale
ressaltar que w,(x,y,t) representa o componente da vorticidade que sai do integrador
temporal e w,(x,y,t) é tomado como valor obtido apos a relaminarizacao.

Kloker [13] utiliza um polindémio de 5* ordem para a fun¢ao fo(z), onde

fo(x) = fa€) = 1 — 66" + 15¢* — 10€°, (3.7)

tal que € = (Z — 13)/(24 — ’ig), para i3 <1 <y
Além disso, Meitz |21] verificou os efeitos de se aplicar a técnica de relaminariza¢ao n
vezes, a cada passo do integrador temporal. Ou seja,

w(z,y,t) = fo(v)w.(z,y,t). (3.8)

Testes realizados por Meitz [21], voltados & aplica¢ao da equagao (3.8) a uma fungao
w,(z,y,t) constante, com n = 1,50,100 e 150, mostraram que a repetida aplicacao da
funcao fo(z) gera um decaimento brusco. Este decaimento pode causar reflexdes de onda
na regiao de relaminarizagao. Como forma de evitar este comportamento brusco, Meitz
[21] propés a utilizagdo de uma fungao f3(x) na forma

folw) = fale) = (1 — ), (3.9)

No presente trabalho, opta-se pela utilizagao da func¢éo proposta por Meitz [21]. Souza
[30] ainda ressalta que, para o bom funcionamento da técnica, as seguintes restrigoes
devem ser respeitadas

g — 13 > 2, (3.10)
Z-maav - 2'4 2 )\ (311)

sendo A um comprimento de onda de Tollmien-Schlichting. As perturbagoes temporais
em um escoamento se propagam como ondas, se estas ondas se propagam na dire¢ao do
escoamento principal, elas sao conhecidas como ondas de Tollmien-Schlichting planares.
Caso elas se propaguem numa dire¢ao obliqua ao escoamento, elas sao chamadas de ondas
de Tollmien-Schlichting obliquas. Se estas perturbacoes forem infinitesimais, elas podem
ser estudadas pela teoria da estabilidade linear.
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3.1.4 Calculo da Vorticidade na Parede

Obtidas as solugoes numéricas da equacao de Poisson e da continuidade, o calculo da
vorticidade em y = —1 ou y = 1 pode ser realizado, segundo Souza [30], efetuando-se os
seguintes passos:

a) Calcula-se

v 0%
Observa-se que a segunda derivada na dire¢ao x, no intervalo entre x; e xs, é obtida
(analiticamente) considerando a mesma funcao utilizada para a inser¢ao das ondas
de Tollmien-Schlichting. Além disso, toma-se como nula a derivada nos demais
pontos. Na diregao y, a aproximagao explicita e descentrada abaixo apresentada é
utilizada.

J (3.12)

0% 1
8_y2 1 = W [—13489U1 + 216'2]2 — 135U3 -+ 80U4— (313)

—33.75v5 + 8.64vs — v7] + O(03°).

Em y = 1, uma aproximagao similar é empregada. Essas aproximacoes reforcam o
9%
fato de que a—y2|y:pamde =0.

b) Tendo os valores do laplaciano da velocidade, o componente de vorticidade é entao
obtido por meio da equacao:

Oow,
o —J. (3.14)

As aproximagoes numéricas empregadas, também propostas por Souza [30], sdo:

para: =2 :

1 3
ey = o [B0(2510, + 6460, — 264, + 106w, — 1001,) + 720w, |40 75502 )
(3.15)

para 3 <1 <imar — 2 :
1
57

Wz,

11
(02100, +57w,, + 240, —ul, ) +33uL, , + 24, |+0( 500" );
(3.16)

para ¢ = ¢max — 1 : uma aproximagcao similiar a 1 = 2 é utilizada.

3.1.5 Algoritmo Computacional

Souza [30] em sua tese, estuda duas técnicas de filtragem no sentido de eliminar os-
cilagoes numéricas. A primeira, proposta por Kloker [13], utiliza alternadamente esquemas
descentrados compactos de 6* ordem a montante e a juzante, em cada passo do método
de Runge-Kutta. Ressalta-se que o esquema descentrado aplicado no tltimo passo do
integrador é novamente aplicado no primeiro passo do integrador no tempo posterior. A
segunda estratégia, a qual foi de fato adotada, decorre de Lele [17]. Dentre os diversos
métodos compactos de filtragem proposto pelo autor, opta-se pelo uso de um método
compacto de 4* ordem. A filtragem é aplicada ao final de cada iteracao temporal e con-
siste em recalcular a distribuicao dos componentes de vorticidade por meio de um sistema
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pentadiagonal, apresentado por Souza [30]|, onde @, representa a vorticidade antes da
aplicacao do filtro computacional.

Por fim, com o proposito de eliminar oscilagdes numeéricas (espurias), um filtro é
aplicado ap6s o ultimo passo de Runge-Kutta. Este filtro requer a solugao de um sistema
pentadiagonal, e é aplicado na componente vorticidade na dire¢ao do escoamento e nas
componentes do tensor extra-tensao nao-Newtoniano.

Resolve-se numericamente as equagoes (2.35)—(2.40) através da aplicagdo do seguinte
algoritmo:

1. Aplicar um passo do integrador de tempo para a vorticidade e para os tensores
nao-Newtonianos;

2. Aplicar as funcoes responsaveis pelas zonas de amortecimento e relaminarizagao do
escoamento;

3. Introduzir as perturbagoes por sucgao e injecao nas paredes;

4. Calcular o lado direito da equagao de Poisson, dada pela equagao (2.36);
5. Calcular a velocidade v, resolvendo a equagao de Poisson (2.36);

6. Calcular o valor da velocidade u através da equagao (2.35);

7. Atualizar o valor da vorticidade omega, nas paredes;

8. Aplicar o filtro ap6s o tultimo passo do integrador de tempo.

A simulagao numérica termina quando o tempo limite de simulacao é atingido. Nor-
malmente este tempo é escolhido de forma a atingir um regime periodico.

3.2 Teoria de Estabilidade Linear

A solugao da equacao de Orr-Sommerfeld para um fluido Newtoniano esté descrita,
em detalhes, no Apéndice A. Sendo assim, nessa se¢ao é apresentada o método de solugao
da equagao de Orr-Sommerfeld para um fluido viscoeléstico, do tipo Oldroyd-B.

A solugao da equacao de Orr-Sommerfeld modificada corresponde a um problema de
autovalor, cuja solucao existe para alguns valores dos parametros «a, w e Re, e depende
do perfil de velocidade do escoamento base em questao. As perturbacoes correspondentes
sao denominadas ondas de Tollmien-Schlichting.

O perfil de velocidade média analisado é conhecido e dado pela solucao analitica do
escoamento entre duas placas paralelas, ou escoamento de Poiseuille, para fluido viscoelés-
tico do tipo Oldroyd-B, que pode ser visto na segao 2.5.

A equacao de Orr-Sommerfeld modificada pode ser reescrita por

A(y)o"" + B(y)v" + C(y)v" + D(y)v' + E(y)v + F(y) = 0,

onde A(y), B(y),C(y), D(y) e E(y) correspondem as variaveis que multiplicam cada um
dos termos o'V, 0" ¥", 7' e v, respectivamente; e o termo F(y) é o termo independente.
Estas varidveis vem da substituicao dos tensores nao-Newtonianos dados pelas equagoes
(2.74)—(2.77) na equagao de Orr-Sommerfeld modificada, para fluido viscoelastico do tipo

Oldroyd-B, dada pela equagao (2.73).
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Reescrevendo essa equagao na forma matricial V' = MV, tem-se

il 5o Ew)
v 0 1 0 0 T+ 55
v 0 0 1 0 o
A 0 0 0 1 "
oV -Ely) D -Cl -B) —m
Aly) v Al A v
Para y = —1, uma combinagao linear de

Inicia-se o calculo pela parede inferior.

solugdes deve satisfazer as condi¢oes v = ' = 0. Assim, o vetor solugao V = [0, 0, 0", 0"

V,0,0",V

pode ser escrito por meio da base canonica

+a2

<

I‘I

|

o

S
oo o~
oo~ O
o~ oo
—_ o oo

onde ¢ necessario que a; = ap = 0, para que a condicao de nao escorregamento e imper-

meabilidade seja satisfeita. Tem-se entao, para o contorno inferior

+ ay

0
. — 0
asVi + a,Vir = as 1
0

_— o O O

Integra-se a equacao de Orr-Sommerfeld a partir das condicdes de contorno V;
[0,0,1,0]" e Vi; = [0,0,0,1] até o contorno oposto y = 1. O resultado da integracao
fornece em y = 1 os valores V; e Vir cuja combinacao linear deve ser compativel com a

condicao de contorno, tal que

0 0
— — 0 0
biVi+ baVir = b3 1 + by 0l
0 1
que na forma matricial é dada por
Ur 17} 17}' 17'1" by
Urr T/H 77}/1 7_’/1/} by _

0O 0 -1 0 bs
0O 0 0 -1 by

o O O O

Para o sistema linear acima admitir uma solugao nao trivial, faz-se necesséario que

or oy o) oY

vrr Uy Urp U |
1t Vi Vi g, (3.17)
0 0 0 -1

Um processo computacional implementado por Mendonga [22], adotando um Shooting
method, é utilizado para resolver a equagao de Orr-Sommerfeld modificada, para um fluido

viscoelastico do tipo Oldroyd-B, com os seguintes passos:

a. Considera-se valores iniciais para os autovalores dados a, w ,Re, Wi e (3,
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b. Integra-se a equacao de Orr-Sommerfeld, por meio de um método de Runge-Kutta
de quarta ordem, partindo-se do contorno inferior;

c. Verifica se a condicao de contorno no contorno superior é satisfeita, ou seja, se a
restrigao (3.17) é respeitada,

d. Altera-se o valor de w (ou « dependendo da analise — temporal ou espacial), de
forma que o mesmo esteja proximo do valor anterior;

e. Integra-se novamente a equacao e verifica se a restricao ¢ satisfeita !;

f. Caso a restricao nao seja respeitada, interpola-se w por meio das ultimas duas
aproximagoes. Neste ponto, o algoritmo retorna ao item (e.).

Para a integragao da equagao de Orr-Sommerfeld adotou-se o método de Runge-Kutta
de quarta ordem, e em cada passo dessa integracao ¢ necessario verificar se os vetores V;
e Vi; sao ortogonais e chamar uma rotina de ortonormalizacao de Gramm-Schmidt se
necessario.

Neste trabalho é apresentado apenas um estudo teérico sobre a Teoria da Estabilidade
Linear, com a deducao detalhada da equacao de Orr-Sommerfeld modificada, e as equagoes
dos tensores nao-Newtonianos para um fluido viscoelastico do tipo Oldroyd-B. Além disso,
também é apresentado e deduzido o método de solugao para a equacao de Orr-Sommerfeld
modificada. A implementacao desta técnica sera testada futuramente.

10 uso dos valores de w*~' e w”, no sentido de se estimar w

Secantes.

k+1 & caracterizado pelo método das






CAPITULO

4

Resultados

Neste capitulo sao apresentados resultados numéricos das simulagoes utilizando-se
Simulacao Numérica Direta, em que a taxa de crescimento das ondas de Tollmien-Schlich-
ting ¢ investigada para o problema do escoamento de Poiseuille incompressivel para um
fluido viscoeléstico, utilizando a equacao constitutiva Oldroyd-B. Os resultados obtidos
para fluido viscoelastico sao comparados com os resultados de fluido Newtoniano.

4.1 Simulacao do Escoamento de Poiseuille

Considerando o escoamento entre placas paralelas, conhecido como escoamento de
Poiseuille, e adotando as hipoteses de escoamento bidimensional, incompressivel e isotér-
mico, o dominio computacional pode ser visto na Figura 4.1. O objetivo é analisar a
estabilidade de uma simulagao de transicao a turbuléncia para o escoamento de Poiseuille,
através da Simulagao Numérica Direta.

P -

xﬂ- xi Xz }:3 x-"o xvvm

Figura 4.1: Dominio computacional para o escoamento de Poiseuille 2D.

O sistema de equagoes (2.35)—(2.40) é utilizado para resolver numericamente o proble-
ma de Poiseuille. Os céalculos sao realizados em uma malha uniforme ortogonal, paralela
a parede. O fluido entra no dominio computacional em = = xy e sai na fronteira em
T = Tymaz, cOMo mostra a Figura 4.1.

Neste trabalho, o comportamento das perturbacgoes infinitesimais do escoamento é
investigado. A introducao de perturbacgoes é realizada através de injecao e succao de
massa na parede e esta faixa esta localizada entre x; e z5. No inicio, no tempo ¢t = 0 o
escoamento é nao perturbado, portanto, a partir de um tempo ¢t > 0, as perturbacoes sao
introduzidas em uma regiao proxima da entrada, conhecida como faixa de perturbacao,

o1
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através da imposigao da velocidade v nas equagdes (3.1) e (3.2). Na regido localizada entre
os pontos xy e x1 e x3 e x4 uma técnica de relaminarizagao do dominio é implementada de
modo a evitar reflexoes de ondas a partir da entrada e saida da fronteira, respectivamente.

Para as simulagoes numéricas do problema em questao, os seguintes parametros foram
adotados:

e numero de pontos na dire¢ao z (imax) = 729;

e numero de pontos na dire¢ao y (jmax) = 129, e para os casos refinados adotou-se

jmax = 257;
e distancia entre dois pontos consecutivos na direcdo z: dr = =22, onde «,. é a parte
320, 7
real do namero de onda;
N . . . . ~ . o 2 .
e distancia entre dois pontos consecutivos na direcao y: dy = Grar=1))

e frequéncia da perturbacgao: w; = 0,27,

2
128wy

2m .
256wy ?

e passo de tempo: dt = , € para os casos refinados adotou-se dt =

e inicio do dominio xg = 1,0.

O parametro A utilizado na equagao (3.1) para ajustar a amplitude das ondas de
Tollmien-Schlichting foi de 1 x 10™*. As perturbacoes foram introduzidas entre os pontos
40 e 72, e a relaminarizacao do dominio inicia no ponto 629 e segue até o ponto 689.
Este caso foi escolhido porque é o mais proximo do caso neutro para um fluido Newto-
niano, e portanto, permite uma boa comparacao quando os termos nao-Newtonianos sao
adicionados as equagoes. Este caso também foi adotado no trabalho de Rogenski et al.
[27].

Com o proposito de avaliar as taxas maximas de amplificacao, diferentes simulagoes
numéricas foram realizadas variando-se os parametros adimensionais para o escoamento
de fluido viscoelastico e comparando com o escoamento de fluido Newtoniano. Neste tra-
balho, os parametros estudados sdo o nimero de Reynolds (Re), o ntimero de Weissenberg
(Wi) e a constante 3. A seguir, serdo apresentados os resultados numéricos obtidos para
cada parametro.

4.1.1 Variagao do Numero de Reynolds

Nesse estudo considera-se apenas simulagoes do escoamento de Poiseuille para fluido
Newtoniano, assumindo diferentes valores para o numero de Reynolds. Os valores de
Reynolds simulados sao: Re = 3000, 4000, 5000, 5900, 7000, 10000 e 12000.

A Figura 4.2 mostra o méximo valor da perturbacao da velocidade ,,,, na dire¢ao
do escoamento (x), obtido pela anélise temporal de Fourier. Esta andlise foi realizada
tomando-se o ultimo periodo simulado. Nesta figura, as curvas mostram o comporta-
mento das ondas de Tollmien-Schlichting do fluido Newtoniano para diferentes niimeros
de Reynolds. Pode-se observar que para os valores de Re = 3000, 4000, 5000 e 12000 as
curvas estao decrescendo, mostrando o decaimento das perturbacoes, tornando-as estaveis.
Por outro lado, para os valores de Re = 5900 e 7000, pode-se notar o crescimento das
perturbagoes, mostrando que sao instaveis. E, por fim, para Re = 10000, a propagacao
das perturbagoes permanecem quase todas ao mesmo nivel no dominio, tal como esperado
para um caso quase neutro.

A partir dessas simulagoes do escoamento de fluido Newtoniano, para diferentes valores
de Reynolds, foram escolhidos quatro valores de Reynolds para simular os casos de fluido
viscoeléstico, variando o nimero de Weissenberg e a constante (3.



4. Resultados 53
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Figura 4.2: Maximo valor da perturbacao da velocidade ,,,, na direcao do escoamento
para um fluido Newtoniano, considerando diferentes ntimeros de Reynolds.

4.1.2 Variacao do Numero de Weissenberg

Considerando o escoamento de Poiseuille viscoelastico, utilizando o modelo Oldroyd-B,
o efeito do niimero de Weissenberg nas simulacoes numéricas sera analisado. Nessas simu-
lacoes foram considerados quatro valores diferentes de Reynolds: Re = 5000, 5900, 7000
e 10000, quatro valores diferentes de 3: 6 =0,2;0,5;0,8 e 0,9 e todos esses casos serao
comparados com o escoamento de Poseuille Newtoniano.

O efeito do nimero de Weissenberg (i) na estabilidade do escoamento ¢ mostrado nas
Figuras 4.3 a 4.15 para diferentes valores de Re e 3. Nessas figuras serao apresentadas o
méaximo valor da perturbagao da velocidade t,,,, na diregao do escoamento () e as curvas
mostram o comportamento das ondas de Tollmien-Schlichting do fluido Newtoniano e do
fluido viscoelastico com seus parametros fixados.

Nas Figuras 4.3, 4.5 e 4.6 o valor de 3 = 0,2 é fixo nessas simulag¢bes para os valores
de Re = 5000,7000 e 10000, variando o nimero de Weissenberg para Wi = 0,4;1,0
e 2,0. Pode-se observar que aumentando o ntumero de Weissenberg, a propagacao das
perturbagoes crescem tornando o escoamento mais instavel. No entanto, na Figura 4.4 o
valor de # = 0,2 também é fixo nessas simulacoes para o valor de Re = 5900, simulando
altos valores do nimero de Weissenberg Wi = 0,4;2,0;5,0;10,0 e 12,0, observando o
mesmo comportamento das Figuras 4.3, 4.5 e 4.6.

Seguindo a mesma ideia, para os valores fixos de 3 = 0,5 e Re = 5900, variando
o namero de Weissenberg para os valores de Wi = 0,4;2,0;5,0;10,0 e 12,0 e ainda,
Re = 10000, variando o ntimero de Weissenberg para os valores de Wi = 0,4;1,0;2,0
e 5,0, as Figuras 4.7 e 4.8 mostram o mesmo comportamento dos casos anteriores nas
Figuras 4.3 a 4.6, em que o escoamento ¢ mais instavel & medida que o nimero de W4
aumenta.
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Newtoniano

Figura 4.3: Méaximo valor da perturbacao da velocidade ,,,, na direcao do escoamento
Linha preta: fluido Newtoniano, linhas coloridas: Wi =

com 0 = 0,2 e Re = 5000.
0,4;1,0 e 2,0.

0.003
0.0025

0.002

0.0015

Figura 4.4: Maximo valor da perturbacao da velocidade ,,,, na direcao do escoamento
com [ = 0,2 e Re = 5900. Linha preta: fluido Newtoniano, linhas coloridas: Wi =

0,4;2,0:5,0:10,0 e 12,0.
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Figura 4.5: Méaximo valor da perturbacao da velocidade ,,,, na direcao do escoamento
com 3 = 0,2 e Re = 7000. Linha preta: fluido Newtoniano, linhas coloridas: Wi =
0,4;1,0 e 2,0.

10° T ™ T ™
B=0.2

Wi=2.0

Newtoniano

Figura 4.6: Maximo valor da perturbacao da velocidade t,,,, na dire¢ao do escoamento
com 3 = 0,2 e Re = 10000. Linha preta: fluido Newtoniano, linhas coloridas: Wi =
0,4;1,0 e 2,0.
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Figura 4.7: Méaximo valor da perturbacao da velocidade ,,,, na direcao do escoamento
com [ = 0,5 e Re = 5900. Linha preta: fluido Newtoniano, linhas coloridas: Wi =

0,4;2,0;5,0;10,0 e 12,0.
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Figura 4.8: Maximo valor da perturbacao da velocidade t,,,, na diregao do escoamento
com 3 = 0,5 e Re = 10000. Linha preta: fluido Newtoniano, linhas coloridas: Wi =

0,4;1,0; 2,0 e 5,0.
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Aumentando o valor da constante (3, deixando o fluido mais proximo do fluido New-
toniano, considerando agora o valor fixo de = 0, 8 para os valores de Re = 5900, 7000 e
10000, variando o niimero de Weissenberg para Wi = 0,4;1,0;2,0;5,0;10,0 e 12,0, esses
resultados sao mostrados nas Figuras 4.9 a 4.12.

Na Figura 4.9 foram obtidos resultados para 8 = 0,8 e Re = 5900 fixos e variou-se o
ntumero de Weissenberg para Wi = 0,4;2,0;5,0;10,0 e 12,0. Neste caso, para elevados
valores de Weissenberg, Wi = 10,0 e Wi = 12,0, as curvas decrescem, mostrando o
decaimento das perturbagoes, tornando esses escoamentos mais estaveis que os outros
casos analisados.

Os resultados apresentados na Figura 4.10 foram obtidos para § = 0,8 e Re = 7000,
com estes valores fixados, apenas trés nimeros de Weissenberg foram simulados, a saber
Wi =0,4;1,0 e 2,0. Os resultados estao de acordo com os resultados obtidos anterior-
mente para os valores de f = 0,2 e § = 0,5, em que a taxa de crescimento (a taxa que
as perturbagoes crescem, isto é, a derivada das curvas na dire¢do do escoamento) das
perturbagoes aumentam com o ntimero de Weissenberg. E neste caso, para Wi = 2,0 o
escoamento é o mais instavel.

As Figuras 4.11 e 4.12 mostram os resultados obtidos para 8 = 0,8 e Re = 10000,
para os valores de Wi =0,4;1,0;2,0;5,0;10,0 e 12,0. Nessas figuras, numeros de Weis-
senberg maiores foram simulados e pode-se observar que para os ntimeros de Wi = 10,0
e 12,0 as curvas de propagagao das perturbacoes ainda continuam crescendo, tornando
o escoamento instével. Portanto, para os casos de Wi = 10,0 e 12,0 os escoamentos
sao mais estaveis que os casos de Wi = 0,4;1,0;2,0 e 5,0, o que pode ser comprovado
pela inclinagao das curvas vistas nessas figuras. A Figura 4.12 mostra uma ampliacao das
curvas do maximo valor da perturbacao da velocidade u,,,, na direcao do escoamento da
Figura 4.11, para ser melhor visualizada.

Por fim, tomando um caso mais proximo ao fluido Newtoniano, considerando a cons-
tante § = 0,9 fixa, para os valores de Re = 5900 e 10000, variando o ntiimero de Weis-
senberg para Wi = 0,4;1,0;2,0;5,0;10,0,12,0 e 15,0, esses resultados sao mostrados
nas Figuras 4.13 a 4.15.

Os resultados apresentados nas Figuras 4.13 e 4.14 foram obtidos para § = 0,9 e
Re = 5900, variando o ntumero de Weissenberg para Wi = 0,4;2,0;5,0;10,0 e 12,0.
Os resultados dessas figuras sao interessantes porque mostram que para elevados valores
de Weissenberg, Wi = 10,0 e 12,0, as curvas decrescem, mostrando o decaimento das
perturbagoes, tornando esses escoamentos mais estaveis que os outros casos de Wi =
0,4;2,0 e 5,0, e até mesmo do escoamento de fluido Newtoniano, que até entao tinha
sido mais estavel em todos os casos. A Figura 4.14 mostra uma ampliacao das curvas
do méximo valor da perturbacao da velocidade ,,, na direcao do escoamento da Figura
4.13, para ser melhor visualizada.

E por tdltimo, assumindo os valores de 3 = 0,9 e Re = 10000 fixos, variando o niimero
de Weissenberg para Wi =0,4;1,0;2,0;5,0;10,0,12,0 e 15, 0, esses resultados podem ser
vistos na Figura 4.15. Neste caso, embora tenha simulado elevados valores de Weissenberg,
Wi = 10,0,12,0 e 15,0, as curvas nao decrescem como ocorrido para Re = 5900. Para
esses valores de Wi = 10,0,12,0 e 15,0 as curvas de propagacao crescem com inclinac¢ao
menor que nos outros casos simulados, mas o escoamento ainda continua instéavel. Pode-se
notar nessa Figura que para Wi = 2,0 o escoamento é o mais instavel comparado com
todos os outros valores de Wi simulados.
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Figura 4.9: Méaximo valor da perturbacao da velocidade u,,,, na direcao do escoamento
com [ = 0,8 e Re = 5900. Linha preta: fluido Newtoniano, linhas coloridas: Wi =
0,4;2,0;5,0;10,0 e 12,0.

0.001 B I T I I T I |
B p=0.8 |

0.0008 — .
0.0006 |- N

0.0004

umax

Newtoniano

0.0002

L I L
20 40 60 80 100

Figura 4.10: Maximo valor da perturbacao da velocidade t,,,, na dire¢ao do escoamento
com 3 = 0,8 e Re = 7000. Linha preta: fluido Newtoniano, linhas coloridas: Wi =
0,4;1,0 e 2,0.
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Figura 4.11: Maximo valor da perturbacgao da velocidade w,,,, na diregao do escoamento
com # = 0,8 e Re = 10000. Linha preta: fluido Newtoniano, linhas coloridas: Wi =
0,4;1,0;2,0;5,0;10,0 e 12,0.
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Figura 4.12: Ampliagao das curvas do maximo valor da perturbagao da velocidade 4,
na dire¢ao do escoamento com 3 = 0,8 e Re = 10000. Linha preta: fluido Newtoniano,
linhas coloridas: Wi =0,4;1,0;2,0;5,0;10,0 e 12,0.
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Figura 4.13: Maximo valor da perturbacao da velocidade ,,,, na direcao do escoamento
com [ = 0,9 e Re = 5900. Linha preta: fluido Newtoniano, linhas coloridas: Wi =
0,4;2,0;5,0;10,0 e 12,0.
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Figura 4.14: Ampliagao das curvas do maximo valor da perturbacao da velocidade 4,
na direcao do escoamento com [ = 0,9 e Re = 5900. Linha preta: fluido Newtoniano,
linhas coloridas: Wi =0,4;2,0;5,0;10,0 e 12,0.
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Figura 4.15: Ampliagao das curvas do maximo valor da perturbagao da velocidade wy,qq
na direcao do escoamento com 3 = 0,9 e Re = 10000. Linha preta: fluido Newtoniano,
linhas coloridas: Wi =0,4;1,0;2,0;5,0;10,0;12,0 e 15,0.

Outra anéalise pode ser feita se observar as Figuras 4.6, 4.8, 4.12 e 4.15, em que o
numero de Reynolds é fixo Re = 10000 e a constante § é dada por § =0,2;0,5;0,8 e 0,9,
respectivamente nas figuras, variando o nimero de Weissenberg Wi em todos os casos.
Se analisar o caso de Wi = 2,0 em todas as figuras, pode-se perceber que a medida que
a constante § aumenta o escoamento torna-se mais instavel para esse mesmo valor, que
pode ser visto pela inclinagao das curvas e apresenta um valor da perturbagao menor, que
pode ser visto na Figura 4.6.

4.1.3 Variacao de (3

Para verificar a influéncia da constante 3 na estabilidade do escoamento de Poiseuille
viscoelédstico foram realizadas simulagoes numeéricas para quatro valores diferentes de
Reynolds: Re = 5000, 5900, 7000 e 10000, quatro valores diferentes de Weissenberg:
Wi = 0,4;1,0;2,0 e 5,0 e todos esses casos serao comparados com o escoamento de
Poiseuille Newtoniano.

Essa influéncia da constante 3 com a variagao dos parametros Re e W1 é apresentada
nas Figuras 4.16 a 4.25, que também mostram o maximo valor da perturbagao da veloci-
dade 4, na dire¢do do escoamento (x) e, ainda, as curvas descrevem o comportamento
das ondas de Tollmien-Schlichting do fluido Newtoniano e do fluido viscoeléstico com seus
parametros fixados.

Nas Figuras 4.16 e 4.17 os valores de Wi = 0, 4 e os nimeros de Reynolds considerados
foram Re = 5900 e 10000 fixos, variando a constante ( para § = 0,2;0,5;0,8 e 0,9.
Pode-se observar que a medida que a constante 3 diminui, a propagacao das perturbacoes
crescem tornando o escoamento mais instavel. Portanto, nessas figuras a curva de 5 = 0, 2
¢ a mais instavel.
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Os resultados apresentados nas Figuras 4.18, 4.19 e 4.20 foram obtidos para Wi = 1,0
fixo e os numeros de Reynolds considerados foram Re = 5000, 7000 e 10000, respecti-
vamente, variando a constante (§ para § = 0,2;0,5 e 0,8, e somente para a Figura 4.20
também é simulado o caso para = 0,9. Os resultados dessas figuras estao em concordan-
cia com os resultados obtidos na Figura 4.17 para Wi = 0,4 fixo, que também mostram
que o escoamento é mais instavel para menores valores de 3. E ainda, pode-se observar
na Figura 4.20 que o caso de 3 = 0,9, assumindo # com esse valor tem uma quantidade
de solvente Newtoniano maior que os outros casos de (3 simulados, é o mais estavel.

Seguindo a mesma ideia, para os valores fixos de Wi = 2,0 e, Re = 5900 e 10000,
variando a constante 3 para # = 0,2;0,5;0,8 e 0,9 as Figuras 4.21 e 4.22 mostram o
mesmo comportamento dos casos anteriores nas Figuras 4.17 a 4.20, em que o escoamento
é mais instavel a medida que o namero de 3 diminui, ou seja, quando se tem uma menor
quantidade de solvente Newtoniano no fluido.

Tomando um caso do ntumero de Weissenberg mais elevado, agora considerando os
valores fixos de Wi = 5,0 e, Re = 10000, variando a constante [ para § = 0,5;0,8
e 0,9, esses resultados sao mostrados na Figura 4.23. Pode-se notar que o escoamento
¢ mais instavel com a diminuicao do valor de 3, e ainda que para § = 0,5 a curva
¢ muito mais inclinada quando comparada com os outros casos, o que demonstra uma
maior instabilidade no escoamento para esses parametros adotados.

E, por fim, tomando dois casos do numero de Weissenberg mais elevado que o caso
anterior, considerando fixos os valores de Wi = 10,0 e Wi = 12,0 e, Re = 5900, variando
a constante § para = 0,2;0,5,0,8 e 0,9, esses resultados sao mostrados nas Figuras
4.24 e 4.25. Pode-se notar que o escoamento é mais instavel com a diminui¢ao do valor
de (3, e ainda que para = 0,8 e 0,9 a curva é menos inclinada quando comparada
com os outros casos, o que demonstra uma maior estabilidade no escoamento para esses
parametros adotados.

Outra analise pode ser feita se observar as Figuras 4.17, 4.20, 4.22 e 4.23, em que o
numero de Reynolds é fixo Re = 10000 e o niimero de Weissenberg ¢ dado por Wi =
0,4;1,0;2,0 e 5,0, respectivamente nas figuras, variando a constante 3 em todos os casos.
Se analisar o caso de § = 0,5 em todas as figuras, pode-se perceber que a medida que
o numero de Weissenberg aumenta o escoamento torna-se mais instével para essa mesma
constante, que pode ser vista pela inclinagao das curvas, e ainda, conclui-se que na Figura
4.23 atinge-se o valor mais alto da perturbacao, um valor maior que 1 x 1073,

Vale mencionar que para altos valores do ntimero de Weissenberg simulados nesse
capitulo, fez-se necessario o uso de malhas mais refinadas para convergéncia do método
numeérico implementado, como esta descrito nos parametros adotados na secao 4.1.
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Figura 4.16: Maximo valor da perturbacao da velocidade ,,,, na direcao do escoamento
com Wi = 0,4 e Re = 5900. Linha preta: fluido Newtoniano, linhas coloridas: ( =
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Figura 4.17: Maximo valor da perturbacgao da velocidade t,,,, na diregao do escoamento
com Wi = 0,4 e Re = 10000. Linha preta: fluido Newtoniano, linhas coloridas: 3 =
0,2;0,5;0,8e0,9.
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Figura 4.18: Maximo valor da perturbacao da velocidade ,,,, na direcao do escoamento
com Wi = 1,0 e Re = 5000. Linha preta: fluido Newtoniano, linhas coloridas: (§ =
0,2;0,5¢0,8.
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Figura 4.19: Maximo valor da perturbacao da velocidade t,,,, na dire¢ao do escoamento
com Wi = 1,0 e Re = 7000. Linha preta: fluido Newtoniano, linhas coloridas: (§ =
0,2;0,5¢0,8.
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Figura 4.20: Maximo valor da perturbacao da velocidade t,,,, na direcao do escoamento
com Wi = 1,0 e Re = 10000. Linha preta: fluido Newtoniano, linhas coloridas: 3 =

0,2;0,5;0,8¢0,9.
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Figura 4.21: Maximo valor da perturbacgao da velocidade t,,,, na diregao do escoamento

com Wi = 2,0 e Re = 5900. Linha preta: fluido Newtoniano, linhas coloridas: /3

0,2;0,5;0,8 ¢0,9.
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Figura 4.22: Maximo valor da perturbacao da velocidade u,,,, na dire¢ao do escoamento
com Wi = 2,0 e Re = 10000. Linha preta: fluido Newtoniano, linhas coloridas: 3 =
0,2;0,5;0,8 ¢ 0,9.
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Figura 4.23: Maximo valor da perturbacao da velocidade t,,,, na diregao do escoamento
com Wi = 5,0 e Re = 10000. Linha preta: fluido Newtoniano, linhas coloridas: [ =
0,5;0,8¢e0,9.
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Figura 4.24: Maximo valor da perturbagao da velocidade w,,,, na diregao do escoamento
com Wi = 10,0 e Re = 5900. Linha preta: fluido Newtoniano, linhas coloridas: 3 =
0,2;0,5;0,8 ¢ 0,9.
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Figura 4.25: Maximo valor da perturbacgao da velocidade t,,,, na diregao do escoamento
com Wi = 12,0 e Re = 5900. Linha preta: fluido Newtoniano, linhas coloridas: 3 =
0,2;0,5;0,8e0,9.






CAPITULO

9

Conclusao

Neste trabalho apresentou-se as equagoes que modelam escoamentos incompressiveis,
isotérmicos, e bidimensional para um fluido Newtoniano e viscoeléstico, utilizando a
equacao constitutiva Oldroyd-B, nas formas dimensional e adimensional. Também foram
descritas, em detalhe, a adimensionalizagao das equacoes governantes para um escoamento
viscoeléstico.

Apresentou-se a Teoria de Estabilidade Linear para um escoamento Newtoniano, a
deducao da equacao de Orr-Sommerfeld e a solucao numérica empregada para resolver
esta equacao. A anélise de estabilidade linear para escoamento de fluido Newtoniano ja é
bem documentada na literatura.

Nesse sentido, pouco se conhece sobre a equagao de Orr-Sommerfeld para fluidos nao-
Newtonianos, assim esse trabalho vem contribuir com uma deducao detalhada da equacao
de Orr-Sommerfeld modificada para um escoamento viscoeléstico, utilizando a equacgao
constitutiva Oldroyd-B, para verificar a estabilidade dos escoamentos a perturbagoes nao
estacionarias de fluidos viscoelésticos.

A solugao da equagao de Orr-Sommerfeld modificada corresponde a um problema de
autovalor, cuja solugao existe para alguns valores dos parametros o, w e Re, e depende do
perfil de velocidade do escoamento base em questao. As perturbagoes correspondentes sao
denominadas ondas de Tollmien-Schlichting. Um Shooting method, é apresentado para
resolver a equagao de Orr-Sommerfeld modificada. Neste trabalho, apenas um estudo
teorico foi realizado utilizando a Teoria de Estabilidade Linear, a implementacao desta
técnica seré testada futuramente.

A Simulagao Numérica Direta foi utilizada para analisar a estabilidade de escoamentos
de fluidos viscoelasticos e comparar com fluidos Newtonianos, a fim de contribuir para
as dificuldades encontradas neste problema. As equagoes governantes foram descritas
na formulagao vorticidade-velocidade e o seu método numérico de solugao também foi
apresentado.

Simulagbes numéricas foram realizadas para investigar a conveccao das ondas de
Tollmien-Schlichting em um escoamento de Poiseuille bidimensional, utilizando Simu-
lacao Numérica Direta. A fim de avaliar as taxas de amplificacdo maxima, diferentes
simulagoes numéricas foram realizadas variando-se os parametros adimensionais para o
escoamento de fluido viscoelastico e comparando com o escoamento de fluido Newtoniano.
Neste trabalho, os parametros estudados foram o nimero de Reynolds (Re), o namero de
Weissenberg (W4i) e a constante (3.

Os resultados numéricos obtidos variando-se o niimero de Reynolds foram realizados
apenas para o escoamento de fluido Newtoniano, para sete valores diferentes do ntmero
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de Reynolds, que dentre estes, foram escolhidos quatro valores de Re para simular os
escoamentos de fluidos viscoelasticos.

O efeito do niamero de Weissenberg (W+i) na estabilidade do escoamento foi simulado
para diferentes valores de Re e (3, em que nos resultados foram apresentados o maximo
valor da perturbagao da velocidade w4, na diregdo do escoamento (x), e as curvas dos
graficos mostravam o comportamento das ondas de Tollmien-Schlichting do fluido New-
toniano e do fluido viscoelastico com seus parametros fixados. A maioria dos resultados
mostraram que o escoamento torna-se mais instavel a perturbacoes nao estacionarias, a
medida que o nimero de Wi aumenta.

Apenas os resultados para o caso de Re = 5900 mostraram que para elevados valores
de Weissenberg, Wi = 10,0 e 12,0, as curvas decresceram, mostrando o decaimento das
perturbagoes, tornando esses escoamentos mais estaveis que os outros casos, e até mesmo
do escoamento de fluido Newtoniano, que até entao tinha sido mais estavel em todos os
casos.

Para verificar a influéncia da constante 3 na estabilidade do escoamento de Poiseuille
viscoelastico foram realizadas simulacoes numéricas com a variacao dos parametros Re e
Wi. Em todos os casos simulados observou-se que & medida que a constante ( diminui,
a propagacao das perturbagoes crescem tornando o escoamento mais instavel.

Por fim, os estudos de transicao laminar-turbulenta de fluidos viscoelédsticos podem
se tornar ferramentas indispenséaveis para aplicacoes onde se deseja que o escoamento se
propague de forma laminar. A Simulagdo Numérica Direta mostrou-se uma ferramenta
eficiente na anélise da establidade de escoamentos viscoelasticos, capaz de avaliar se o
escoamento vai se tornar mais ou menos instavel com a adi¢ao de solvente, permitindo
uma melhor escolha dos parametros adimensionais dos escoamentos.
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APENDICE

A

Analise de Estabilidade para Fluido
Newtoniano

Nesta se¢ao a analise de estabilidade linear é apresentada para escoamentos de fluidos
Newtonianos. Essa analise é representada por um modelo matematico que descreve a
evolucao de pequenas perturbagoes em um escoamento que é baseado nas equagoes da
continuidade, de Navier-Stokes e num certo ntimero de hipdteses sobre o escoamento médio
e sobre a forma de propagacao das perturbagcoes.

No caso bidimensional, o escoamento principal ¢ tomado como permanente, tendo u
e v como componentes cartesianos da velocidade nas diregoes x e y, respectivamente, e p
como a pressao. Os componentes da perturbacao sao pequenos em relagao ao escoamento
principal e, em um regime transiente, sao representados por u, v e p.

Para um escoamento bidimensional, incompressivel, isotérmico e de fluido Newtoniano,
as equagoes da continuidade e de Navier-Stokes adimensionais sao dadas por

ou Ov

7 T oy 0, (A.1)
ou  O(uu) Owu)  Op 1 (Pu  Pu
ot Ox dy  Or Re \0x2 + oy? )’ (A-2)
ov  Ovu) 9dwv) I 1 (0w %
ot Ox oy Oy * Re \ 022 i oy? )’ (4:3)

Assume-se que o escoamento principal é invariante na direcao x, ou seja,

u = Uly), (A.4)
v = 0,
p = P(y)

Em seguida, considera que o escoamento instantaneo pode ser decomposto em um
escoamento base e um escoamento perturbado. As varidveis dependentes sdo compostas
da seguinte forma

u(z,y,t) = Uly)+u(r,y,t),
v(z,y,t) = o(x,y,t), (A.5)
p(z,y,t) = Ply) +p(x,y,t).

)
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Como por hipdtese o escoamento principal é solugao das equagoes de Navier-Stokes, as
resultantes descritas acima também devem satisfazer esse sistema de equagoes. Schlichting
[28] afirma que as perturbagoes devem ser pequenas no sentido de que os termos nao
lineares possam ser desprezados quando comparados com os termos lineares.

Assume-se que o escoamento médio é invariante na dire¢ao do escoamento, a compo-
nente normal da velocidade é nula, o escoamento médio nao varia ao longo do tempo e os
gradientes de pressao sao despreziveis.

Substituindo as variaveis (A.5) nas equagdes de conservacao de continuidade e de
momento (A.1)—(A.3) e subtraindo das equagoes resultantes as equagoes satisfeitas pelo
escoamento base, obtém-se as equacoes de conservagao para as perturbacoes dadas por

ou 0v
— — A-
onu ouw _oU _ou  _ou op 1 [0*u 0%
E*U%+WE+P%+%ﬂ__%+E«%ﬂB?» (A7)
o ov [.06 o8] op 1 (9% 0%
5ﬁ”%+hﬂ“@y’@+ﬁeﬁ+@9' (A.8)

Os termos entre colchetes das equagdes (A.7) e (A.8) s@o os termos nao lineares.
Assumindo que as amplitudes das perturbacoes sao pequenas, pode-se desprezar esses
termos. Sendo assim, o sistema simplificado torna-se

ou  0v
— — A.-
Ox + oy 0 (4.9)
ou ou OU  9p 1 (d*u O
= B T (e R Al
3t+U8x+U8y 8x+Re <8x2+8y2>’ (A.10)
o6 o5 op 1 (% 0%
ot + U(?a: Ty + Re (81‘2 + 8y2) ' (A11)

Considerando um escoamento de Poiseuille, as condi¢oes de contorno sao dadas por

u=v=0 para y=0, (A.12)
u=v=0 para y=2L, (A.13)

as quais correspondem a condi¢ao de nao escorregamento e impermeabilidade nas paredes.

Uma vez que as equacoes resultantes sao lineares e que os coeficientes das equagoes
nao dependem de t e x, as solugoes podem ser obtidas através do método de separacao
de variaveis, da seguinte forma

i, y.t) = %[ﬂ(y)ei(w”t) +ed, (A.14)
~ L i(ar—wt)
U(']:’yu t) = §[U(y)6 + CC]? <A15)
~ L i(ar—wt)
.0.6) = S0 4 ed] (A.16)
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em que i = \/—1, cc é o complexo conjugado da varidvel em questdo, o é o ntimero de

onda na direcao x e w é a frequéncia com que as perturbacoes, de comprimento de onda

A = 27/, propagam-se. Considera ainda que @, v e p sao as amplitudes das perturbagoes.
Substituindo as expressoes (A.14)—(A.16) no sistema linearizado composto pelas equagoes

(A.9)—-(A.11), obtém-se a equagao da conservagao de continuidade

d
io + d—; =0, (A.17)

e, para as equacoes de Navier-Stokes tem-se

d 1 d*u

—wl + iaul + ﬂd—g = —iap+ Te ((z’a)Qﬂ + d_y126> ; (A.18)
dp 1 d*v

—iwv +1aUT = —d—]; + Te ((ioz)zﬂ + d_yz}) . (A.19)

As equagoes (A.17)—(A.19), reescritas em funcao das autofungoes @, v e p, admitindo
que ¢ = w/a seja a velocidade de onda, sao dadas por

Jo
io + i = 0, (A.20)
. _dUu_ 1 [(d*u .
io(U — c)u+ d—yv +iap = Te <d_y2 = a2u) : (A.21)
, _ dp 1 [(d*v _
ioa(U — ) + a ~ Re <d_y2 - oz%) . (A.22)

Esse sistema pode ser simplificado ainda mais derivando a equagao (A.21) em relagao
a Yy, entao torna-se

du dU  dvdU d*U dp 1 [(d*u du
(U — ¢)— +iaqi— + —— + T +ia— = — |~ — a?— A.23
io( C)dy —Haudy +dy a0 +Udy2 i 0~ Re <dy3 a dy)’ ( )
multiplicando pela constante i a equagao (A.22), tem-se
dp 1 d*v
— (U - o) + iad—z = = (md—;; - m%) , (A.24)
e subtraindo as equagdes (A.23) e (A.24), resulta em
. di  _ _dU dvdU _&U -
ia(U — c)d—y + zau@ + dy dy + Ud_yQ +a’(U—c)v= (A.25)
1 (du 20T s d*v
AT a i 1Q°v zozdy2 .
Utilizando a equagao da continuidade (A.17), obtém-se
— 2
i(U — C)diy (z%) + @% + (U —c)v = (A.26)
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Multiplicando a equagao (A.26) por «, a equagao obtida é uma equagao diferencial
ordinéria de quarta ordem para a variavel dependente v

a(U —c)@" — a®v) — U"av = RL(EIV — 200" + a'v), (A.27)
e

em que o apostrofe indica o grau da derivada em relagao a y. A equacao (A.27) é a
equagao diferencial fundamental para as perturbagoes (equagao da estabilidade) que forma
o ponto de partida para a teoria da estabilidade de escoamentos laminares, para um fluido
Newtoniano. Esta equacao é conhecida como equacao de Orr-Sommerfeld, em homenagem
aos dois cientistas que a derivaram de forma independente em 1907 e 1908.

A equacao de Orr-Sommerfeld resulta em um problema de autovalor, onde a solucao
existe apenas para valores particulares de o, w e Re. De modo geral, deseja-se determinar
como « e w dependem do nimero de Reynolds e do perfil de velocidade média U(y).

A.1 Andalise Temporal e Espacial de Instabilidades

A equacao de Orr-Sommerfeld foi derivada no campo dos nimeros complexos. A
autofuncao u(y) é complexa e pode-se ter a ou w complexo, ou ambos complexos. Assim,
solugao do sistema pode ser expressa por

u(z,y,t) = ﬂ(y)e(’ai“‘”t)e"(ar""”""”), (A.28)

em que os indices r e i, indicam componentes real e imaginaria, respectivamente.
Quando w ¢ um numero real e & um nimero complexo, a amplitude da perturbagao
cresce na dire¢ao do escoamento médio x e a formulagao é denominada formulacao espacial.
As componentes w,, .. € a;, representam, respectivamente, a frequéncia, o niimero de onda
e a taxa de amplificacao espacial. Quando « € um ntmero real e w um nimero complexo,
a amplitude cresce no tempo e a formulagao é denominada formulacao temporal. Neste

caso, w; é a taxa de amplificacao temporal. Portanto, isto pode ser observado na Tabela
Al

Tabela A.1: Classificagao de instabilidades.

Tipo de analise | Taxa de amplificacao | Amplitude | Classificacao
w; <0 decrescente estavel
analise temporal w; =0 constante neutro
w; >0 crescente instavel
a; <0 crescente instavel
analise espacial a; =0 constante neutro
a; >0 decrescente estéavel

Uma vez que w aparece linearmente na equacao de Orr-Sommerfeld, a anélise temporal
é mais facil. Apesar disso, em muitos problemas, a fisica indica que as perturbacoes
crescem ou decrescem espacialmente e nao temporalmente.



APENDICE

B

Adimensionalizacao das Equacoes

Neste apéndice é apresentado em detalhes a adimensionalizacao das equagoes gover-
nantes utilizadas neste trabalho.

Como ja apresentada na secao 2.2, para adimensionalizagao das equagoes apresentadas
a seguir, definem-se as variaveis adimensionais como

*
wiU

L b

T =TpU% w=

x=x"L, u=u'lU, t= p=ppU?. (B.1)

B.1 Equacoes de Navier-Stokes

As equacoes que modelam um escoamento incompressivel, bidimensional e isotérmico,
para um fluido nao-Newtoniano sao dadas por

ou Ov

— — T B¢2
Ju  O(uu)  O(vu)] dp [0%u  O%u]  OT™ OT™
i == B.
p{aﬁ or oy | T ar T a2 Ta| T ar T oy (B.3)
dv  O(vu) = O(vv)] Op [0%v  O%v] oT™  OT%
- . . B.4
p{aﬁ or oy | T oy T a2 o] T ar T oy (B.4)

Equagao da continuidade:
Substituindo as transformagoes (B.1) na equagao (B.2), obtém-se

o(wU) a(v*U)_U[E)u* (%*}: .

L) Ayl L |ow oy

Multiplicando a equagao acima por o a equacao de continuidade adimensionalizada
torna-se
ou* n ov*
ox* Oy

Omitindo o simbolo (*) por simplicidade, tem-se,

79
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ou n ov

or 0Oy

De modo anélogo, obtém-se as equagoes de momento adimensionalizadas, para as
diregoes x e y, respectivamente.

= 0. (B.5)

Equacao do momento em xz:
Substituindo as transformagoes (B.1) na equagao (B.3), obtém-se

O(uwU) o) (uwlU) OwU)(uU) _O(p*pU?)
71 7(E) oL (L) oLy
[82(U*U) 82(u*U)} A(T*pU?)=  J(T*pU?)™
d(z*L)?>  O(y*L)? J(z*L) J(y*L)
Ou ainda,

2o 220 800) o)
e [aéffﬁ a<; >3] 5 {af()?x% *agm }

L
Multiplicando a equacgao acima por ﬁ, obtém-se

o), ) A0 e () Sy T o

ot*) — 9(x*) A(y*) d(a*)  pUL [0(z*)*  O(y*)? d(x*) oy*)
pUL - .

Sabendo que Re = , B = — emny = ns+ 1, entao a equacao do momento na

o
direcao x adlmensmnahzada é dada por

Owr) | O(u'wr) Oww)  O(p") B {GQ(U*) 32(U*)} L o)™ o)™

o) T @) o) | dw) | Re lo@ 2 T o) T oG T o)

Omitindo o simbolo (*) por simplicidade, tem-se

ou _ 9 . B.
o " Tor oy B 22 "o T s T oy (B.6)

Equacao do momento em y:
Substituindo as transformacgoes (B.1) na equagao (B.4), obtém-se

u  O(uu) Owu)  dp B {8% 8%] N ore= 9T

Ow*U) O U)wU) 0oWU)(wU) _(3(]9*pU2)+
() O(x*L) d(y L) d(y*L)

PrU)  0?(wU)|  O(T*pU?)™  O(T*pU?)vv
£ {awm?*a(y*m} A L) | oL

Ou ainda,
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pU? {8(1}*) A(uv*) 8(@*@*)]:_0_[]2 {8@*)}
L 8(1&2*)* a(g[;*)* 8(y*)2 ;L 8(y:>yy
e Rl el

L
Multiplicando a equagao acima por Wick obtém-se
P

ow?) | olrvr) o) _ op7) . s [32(21*) 02(0*)} o(T)™  o(T")"

o) " o) o) o) | UL [0 T oy )? 9(x) ay*)

Sabendo que Re =

, B = T e 1y = 1s + 1p, entao a equacao do momento na

0
dire¢ao y adimensionalizada é dada por

ow?) | o)  owwr)  op") B {32(0*) a2(0*)] o)™ o(T")"

o) T o) e 0w | Re lo@ 2 T aw2) T aw) | o)

Omitindo o simbolo (*) por simplicidade, tem-se

v dww)  Ow)  dp P [6% 82@]+8T% T (B.7)

E+ Ox + oy __(‘3_y+§ 8x2+3y2 Ox + dy

B.2 Equacao Oldroyd-B

Neste trabalho a equagao constitutiva utilizada para o fluido viscoelastico é Oldroyd-B
é dada por

\Y
T + AT = 21,D, (B.8)

onde T é o tensor extra-tensao (simétrico) que representa a contribui¢ao nao-Newtoniana
(polimérica) e D é o tensor taxa de deformagao que ¢ definido por

D = (Vut (V).

Tz Ty
T= [ Tzy  TYy } :
A constante 7, ¢ um coeficiente de viscosidade polimérica, A refere-se ao tempo de

Y
relaxacao do fluido e T ¢é a derivada convectada definida como

’%:%—rijV-(uT)—T-(Vu)T—(Vu)-T.

Substituindo as equagoes (B.1) no tensor taxa de deformagao D, no tensor extra-tensao

v
T e na derivada convectada T, obtém-se
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Ju  Ou du  Ov Ju <@ @)
=g ([ &][E E])=3] ure) Tu |- @9
2\l & & 5 2| (&2+%) 2%
ou*rU ov*U ou*U ou* ov* ou*
- 1 23:1:*L <Bx*L + 8y*L> - g 2% <8x* + a_y*>
o ov*U ou*U o U o ov* ou* ov*
2 <8x_L + 8y_L> 250t 2L (5 - W) 20
Ta:x Txy 9 T*MZ T*WJ
[ or*  Q(uT*®)  A(vT*) 9T  O(uT™) I(vT™)
v ot ox oy ot ox dy
T = oT™y n O(uT™v) . o(wT=v) 9T n O(uTvv) n o(wT¥W) | +
ot ox dy ot ox oy
0 5 B 5
oree & | opay a7V puy T
B gac 88y goc 85
U v v v |
TV — 4+ T%— 2T — 4 2T% —
L y * ox ox * Jy

utilizando os parametros adimensionais e fazendo convenientes manipulagoes algébricas,
obtém-se

T 0T | Q)T AT AT oW ()
R I 0 BN 3 B RN WY 72
P AP o) o)t | aw)Tt) o) | o )T ) | oI ) | 4
o) o) o) o) (") )
e W) W) e D) L Ou)
_ oo | 2T g AT gy @ )%w>+”7’a@ﬂ | (B.11)
_ ) o) o) )

Substituindo as equagoes adimensionalizadas (B.10), (B.10) e (B.11) na equagao con-
stitutiva Oldroyd-B (B.8), obtém-se

2 T*I$ T*Iy
pU T*ry  T*yy
[ o) O )(T**)  o*)(T***) oT*™v)  o(u*)(T*Y)  Ow*)(T*")
oo | T a T o o T g o)
+ A oT*v)  O(u)(T*Y) +6(v (T*2Y)  O(T™vY) +f?(u (T yy)+6(v (T) | 4
o(t*) d(x*) a(y*) a(t) a(x*) o(y*)
e ) 0 ) o 0
i (T*vv) (y*)+(T*”)a(m*) 2(T*”)8(x*)+2(T*y”)a(y*)
277p2L (22 +%) 2% (B.12)
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Dividindo a equacao (B.12) por pU?, tem-se

TrET Ty
[ o(T™") +3(U*)( ) +f9(v*)( ) o(T) +5(U*)(T*’“’) o(v*)(Tv)
I O TN B [y RN O A )
TR I D ) O [ N i B U [ A BN i O
o(t*) d(x*) (y*) a(t) a(x*) o(y*)
a f *YyY o(u” *TT a(v*) *TY 8(1)* *Yy 8(1)*) -
| T T T e 2T s AT g
_ 227:: (g;: + %)
UL | (25422) a2 |
Sabendo que Wi = I entao a equacao torna-se
T*zT  ETy
T2y Ty -
o(r=er) o(ur)(Ter) o )(Trr)  o(TY) o) (Tv) | 9(vt)(T)
o) ol oy o) o )
bowi| | AT oI o (T) (T o) (T ) o) (T) | 4
o(t*) 9(x*) (y*) a(t*) I(x*) (y*)
Coa-p| 2% (BEse)
Re | (35+85)  28n

Pode-se observar que 1y = 1, + 1,, entao

1-5 1=F p-n

Re pg—L pUL pUL’
0
Assim, as equagoes adimensionalizadas para os tensores nao-Newtonianos do modelo

Oldroyd-B, omitindo o simbolo (*) por simplicidade, sao dadas por

. orT  o(uT*™)  O(vT*) o OU 50U\ (1—0)0u
™+ WZ( ot + Ox * oy 2T Ox 2T 8y> =2 Re 0z’
0T 9(uT™)  O(WT™) ov Ju (1—=0)/0v  0Ou
wy _ ez @Yy PN e Wt

S WZ( ot * Ox + dy g ox g 09) Re (8x i 8y>’

OTY  9(uTv)  O(vTY) Jv Jv (1—-0)0v

Yy _ oy Y oy U “
. WZ( ot i Ox i 0y 21 ox 21 3y) 2 Re 0Oy
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B.3 Equacao de Vorticidade

Considerando a equagao de transporte de vorticidade, para um escoamento incom-
pressivel de um fluido viscoelatico, tem-se

ot oz oy 022 o 0x0y | oy 022 ozdy
(B.13)

Substituindo as transformacoes (B.1) na equac@o de vorticidade (B.13), obtém-se

Ow, 8(uwz)+8(vwz) _%{82% 8%&} 1{82Tm 0*’T  9*T* 82Tyy]

0(57)  awr)(5Y) o) o o (4 ( ‘)
> + + = — +
9 (%) d(x*L) 8( ) 8 O(y*L)?
l |: 82(T*pU2)azm 82(T*,0U2 Ty B 82(T pUZ Ty 82(T*pU2>yy :|
p LO(x*L)d(y*L) ~ O(y*L)? o(xL)?  9(«*L)I(y L)
Reescrevendo a equagao acima, tem-se
U? [Ow!  Ou*w:  Ov'w! nU [ 0*w? 0?wr
- z z z — S z z B14
[315* "o oy } pL? [5(90*)2 i 3(y*)2] i (B14)

2 82 (T*)mz 82 (T*)my 62 (T*)xy aQ(T*)yy
+ _
Ox*y* d(y*)? O(x*)? Ox*y*

L2
Multiplicando a equagao (B.14) por — iR , Obtém-se

ow* N ou*w? N v'wr s [ 0w ;" 0w’ }

ot* oz* oy* pUL (x*)2 0(y*)?

_'_ aQ(T*)II + aQ(T*)Iy B ( *)Iy 82<T*)yy
Ox*Qy* 0(y*)? O(z*)? Ox*y*

Logo, a equagao de transporte de vorticidade adimensionalizada (o simbolo * foi omi-
tido por simplicidade) é dada por

Ow, N O(uw,) N Oww,) B 0w, N 0w, N ok N 0*T™y B 0*T™y B 0*TvY
ot ox oy 0x? oy? 0xdy 0y? 0x? Oxdy



