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Resumo

Neste trabalho estudamos o decaimento das érbitas para os pontos fixos em bifurcacoes
distintas em mapeamentos unidimensionais nao lineares discretos. Consideramos o mapa
Gauss, analisamos o diagrama de érbitas e estudamos o decaimento das trajetorias para
o ponto de equilibrio nas bifurcagoes tangente e de duplicacao de periodo. Encontramos
analitica e numericamente o conjunto de expoentes criticos que descrevem propriedades de
escala nas bifurcacoes e préximos delas. Estes expoentes caracterizam o tipo de bifurcacao
do problema. Estudamos, também, eventos chamados crises de fronteiras, que ocorrem
a partir de determinado valor do parametro de controle v. Estendemos nossos estudos
considerando o mapa Hassell e introduzimos uma perturbacao no problema. Assim como
no mapa Gauss, analisamos nestes sistemas o diagrama de érbitas, os decaimentos das
trajetérias para os pontos fixos nas bifurcagoes transcriticas e investigamos analitica e
numericamente para determinar os expoentes criticos destas bifurcagoes. Com o intuito
de investigar os efeitos da perturbacao paramétrica introduzida ao mapa Hassell, construi-
mos e analisamos as trajetorias no espaco de parametros. Utilizamos, como ferramentas,
as Orbitas superestaveis e extremas. Nas duas classes de mapas (Gauss e Hassell), carac-
terizamos o caos via expoentes de Lyapunov. Mostramos, também que, quando obtidos
os expoentes criticos e utilizando transformacoes de escalas apropriadas nos eixos coorde-
nados, todas as curvas de decaimento para os pontos de equilibrio se ajustaram em uma

unica curva, validando os expoentes.

Palavras Chaves: Mapas unidimensionais, pontos fixos, expoentes criticos, leis de escala,

crises de fronteiras e espago de parametros.



Abstract

In this work we study the decay of the orbits to the fixed points in different bifurca-
tions of nonlinear discrete one-dimensional mappings. We consider the Gauss map and
analyze the orbit diagram to study the convergence of the trajectories to the equilibrium
point at the fold and flip bifurcation. We find numerically and analytically the set of cri-
tical exponents that describe some scaling properties at the bifurcations and near them.
These critical exponents can also characterize which types of bifurcations that arises from
the problem in question. We also study particular events called boundary crisis that
occur from above a specific value of the control parameter v. We continue the studies
considering the Hassell map and its perturbed version. Just like in the Gauss map, we
analyze the orbit diagrams within these systems, as well as the convergence of the orbits
to the fixed points at the transcritical bifurcations, while also investigating numerically
and analytically to determine the specific critical exponents of those bifurcations. With
parametric perturbation added to the Hassell map, we build and analyze the trajectories
on the parameter space. We apply, as tools, the superstable and extreme orbits. In the
two classes of the maps (Gauss and Hassell), we quantify the chaos by Lyapunov expo-
nents. After the critical exponents are obtained, using convenient scale transformations in
the coordinate axes we show that all the curves of decay to the fixed points are collapsed

into a universal curve, thus validating the exponents.

Key Words: One-dimensional maps, fixed points, critical exponents, scaling law, boun-

dary crisis and parameter space.
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Introducao

Com o0s conceitos mateméaticos desenvolvidos na teoria de sistemas dinamicos nao
lineares, comportamentos dinamicos de varios sistemas fisicos puderam ser caracterizados
[1-5]. Estes sistemas podem ser classificados em dois tipos: deterministicos, ou nao
deterministicos. O primeiro: quando conhecidas as variaveis de estado em um dado
instante, seu comportamento em qualquer instante posterior é determinado univocamente.
O segundo: a modelagem, em geral, envolve teorias probabilisticas.

Edward Lorenz, na década de 1960, em seu estudo intitulado “Deterministic nonpe-
riodic flow” [6] notou ao variar sutilmente as condigoes iniciais do sistema, mudangas
totalmente distintas durante a evolugao dessas condig¢oes quando comparadas entre elas.
Isto, teoricamente, estava estranho, pois o problema era deterministico e essas pequenas
variagoes nas condigoes iniciais nao deveriam alterar completamente as caracteristicas da
evolucao do problema. Assim, estes comportamentos observados por Lorenz, indicavam
ser cadticos.

Como caracterizar um comportamento cadtico em sistemas unidimensionais nao line-
ares discretos? Robert Hilborn, em seu livro 7] apresentou uma maneira quantitativa de
verificar este tipo de comportamento. Ele analisou o afastamento médio entre trajetérias
vizinhas, de forma exponencial, utilizando os expoentes de Lyapunov. Quando os valores
destes expoentes sao negativos: temos érbitas regulares, ou periddicas. Caso contrario,
positivos: temos trajetérias cadticas, implicando na divergéncia exponencial média entre
essas condigoes iniciais.

Com a descoberta de sistemas sensiveis a condicoes iniciais, estudos em dinamica nao
linear e caos aumentaram muito ao longo das ultimas décadas e despertaram o interesse de
muitos pesquisadores para essa area [8-19]. Por exemplo, os estudos realizados por Robert
May e co-autores [20,121] com o mapa logistico. Um modelo que possui um parametro
de controle e nao linearidade quadratica, sendo matematicamente simples. Entretanto,
quando variamos o parametro, este mapeamento apresenta diversos comportamentos em
sua dinamica, como pontos fixos, bifurcagoes, atratores cadticos, crises. Possui, também,
aplicagoes em diversas dreas da ciéncia, como economia [22], criptografia [23]24], dentre
outras [25-27].

Existem sistemas dinamicos lineares e nao lineares. O primeiro: existem solucoes

gerais e nos permite determinar o comportamento futuro do sistema. Mas o segundo:
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as solucoes exatas, em geral, nao sao simples de obter analiticamente e se obtidas, os
resultados podem ser de dificil interpretacao. Ha alguns métodos que facilitam os estudos
desses sistemas. Por exemplo: as segdes de Poincaré [7], em que conseguimos reduzir o
fluxo de solugoes de um problema de N dimensoes para (N —1) dimensdes. Outro exemplo:
a discretizacao de equagoes diferenciais |28]. Este processo, por exemplo, pode demandar
um custo numérico menor em obter informacoes do problema quando comparado com
modelos descritos por equacoes diferenciais.

O conjunto de pontos da evolucao de um modelo unidimensional discreto — incluindo
a condicao inicial estabelecida —, sao chamados érbitas ou trajetorias do sistema. Estas
orbitas podem ser cadticas ou nao cadticas e as caracteristicas dessas trajetoérias estao
ligadas ao parametro de controle do problema. Uma maneira qualitativa de observar es-
ses comportamentos — descartando o transiente e apds um longo periodo de iteragoes —
¢é através do diagrama de drbitas do sistema. Este diagrama é a evolucao da trajetéria
do sistema em funcao do parametro de controle e mostra o nascimento, evolucao e des-
truigdo do conjunto de atratores do problema [29]. Outra maneira de observar — também
descartando o transiente e apés um longo periodo de iteragoes — é através do espago de
parametros [30], analisando a dinamica do sistema em fungao dos parametros de controle,
quando o mesmo possui dois ou mais.

Em mapeamentos unidimensionais, podemos observar e estudar alguns comportamen-
tos relacionados a dinamica do sistema. Um deles: o ponto fixo [12], dado da seguinte
forma F(xz*) = x*, sendo um ponto em que “mapeia” a si mesmo. Este ponto pode ser
estdvel, instével ou assintoticamente estavel. Outro: o ponto de bifurcagao [7], ponto em
que ocorre uma mudanca na estabilidade do ponto fixo, alterando seu comportamento de
assintoticamente estavel para instavel ou vice e versa. Por ultimo: atratores, classificados
em dois tipos: caéticos (ou estranhos) e nao caéticos. O comportamento desses atratores
sdo importantes para explicar fenémenos dinamicos do sistema [29].

Os estudos sobre atratores e como sao afetados quando o parametro de controle do
sistema é variado recebeu atencao de pesquisadores. Alguns tépicos nessa area incluem
teoria de bifurcagao [31}32], cascatas de duplicagao de periodo resultando em caos 21,33~
35], dentre outros. Quando um atrator caético colide com um ponto fixo instével, ocorrem
mudancas no comportamento da dinamica cadtica do sistema, no valor do parametro em
que acontece esse cruzamento, chamado crise [36H38]. Se o atrator caético é destruido,
temos crise de fronteira, mas se acontece a expansao no mesmo, temos crise interior.
Uma ferramenta que ajuda no estudo destes eventos sao as Orbitas supertracks, que sao
trajetorias avaliadas no ponto cuja derivada do mapeamento é nula e com dependéncia
apenas no parametro de controle do mesmo [39)].

Neste trabalho estudamos o decaimento das érbitas para os pontos fixos em trés bi-
furcagoes distintas, sendo elas: tangente, transcritica e duplicagao de periodo. Estuda-

das em dois mapeamentos unidimensionais nao lineares discretos. O primeiro: o mapa
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Gauss [7,40,41], analisamos o diagrama de drbitas e estudamos o decaimento das tra-
jetorias para o ponto de equilibrio nas bifurcagoes tangente e de duplicagao de periodo.
Encontramos analitica e numericamente o conjunto de expoentes criticos que descrevem
propriedades de escala nas bifurcagoes e proximos delas. Estes expoentes caracterizam
o tipo de bifurcacao do problema. Estudamos, também, os eventos chamados crises de
fronteiras, que ocorrem a partir de determinado valor de v. A segunda classe: o mapa
Hassell [42,43] e sua versao perturbada. Nestes dois mapeamentos também analisamos
o diagrama de drbitas, os decaimentos das trajetorias para o ponto fixo na bifurcagao
transcritica e estudamos analitica e numericamente os expoentes criticos caracteristicos
desta bifurcagao.

Com a perturbacao paramétrica introduzida ao mapa Hassell, como aplicada na ref.
[44] para o mapa logistico, construimos e analisamos as trajetérias no espaco de para-
metros a partir do célculo dos expoentes de Lyapunov. Neste estudo, utilizamos como
ferramentas as érbitas superestaveis e extremas |44]. Nas duas classes de mapas (Gauss
e Hassell), caracterizamos o caos via expoentes de Lyapunov. Mostramos também que
quando obtidos os expoentes criticos e utilizando transformagoes de escalas apropriadas,
todas as curvas de decaimento para os pontos de equilibrio se sobrepoem em uma tnica
curva, validando os expoentes.

Para melhor compreensao da dissertagao, organizamos a mesma em quatro Capitulos.
No primeiro Capitulo: descrevemos os estudos detalhados sobre os comportamentos di-
namicos para o mapa Gauss. No segundo Capitulo: descrevemos os estudos realizados no
mapa Hassell. O terceiro Capitulo: apresentamos os estudos detalhados do mapa Hassell
perturbado, analisando também o espago de parametros do mesmo. No ultimo Capitulo:

apresentamos os comentarios finais sobre o desenvolvimento e resultados do trabalho.
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Capitulo 1

Propriedades dinamicas do mapa

Gauss

Nesse Capitulo serao apresentados o diagrama de érbita, os conceitos de ponto fixo,
estabilidade e os expoentes de Lyapunov para o mapa Gauss. Mostramos, numericamente
os decaimentos das drbitas para os pontos de equilibrio e aproximacoes analiticas. Ainda
neste Capitulo, analisamos o diagrama de 6rbitas da varidvel x em funcao do parametro

[, para diferentes valores do parametro v.

1.1 Diagrama de orbita e ponto fixo

Nesta secao consideramos uma familia de mapas unidimensionais dada da seguinte

forma:

F(2) = Tnps = e 4 3, (1.1)

onde v, £ e § sao os parametros de controle, x uma variavel dinamica e n o termo de

recorréncia do sistema. A escolha de £ = 2 recupera o mapa Gauss, definido como:

F(z,) = Ty = € % + 8. (1.2)

Na referéncia [41] o mapa Gauss ¢é utilizado para estudar uma rede neural recorrente de
um ciclo que é composta por um tinico neuronio cadtico com auto-interagao. Neste modelo
o parametro v é considerado igual a 1 e o parametro 3 é interpretado como a soma das
bias fixas. Robert Hilborn, em seu livro |7] também aborda este mapeamento e descreve
alguns comportamentos dinamicos do mesmo.

Dada uma condicao inicial xy, o mapa evolui através de um processo iterativo

do tipo:

X0y L1y T2y vy Ly Lyt 1y oney (1.3)
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em que este conjunto de pontos representa a dérbita ou trajetéria do sistema a partir de
xo, representando a evolucao do mesmo. Trajetérias podem ser cadticas ou nao cadticas
e uma maneira qualitativa de observar esses comportamentos — descartando o transiente
e apdés um longo periodo de iteracoes — é através do diagrama de érbitas do sistema. A
ﬁgura mostra este diagrama referente ao mapa , em que temos x como funcao de

B. Fixamos v = 4,9 e usamos a condicao inicial xq = 0, 01.

| /I\ ]
Duplicacio de periodo ~ /

Tangente

-1,5 -1 -0,5 0 0,5
Figura 1.1: Diagrama de érbita para o mapa Gauss, com v =4,9 e zg =0, 1.

Na secao vamos estudar a convergéncia das orbitas para o ponto fixo, obtido da
seguinte maneira
F(z*) = z". (1.4)

Utilizando a equagao (1.4)), encontramos os pontos fixos de periodo 1 do mapa (1.2)) da

seguinte forma

F(x*) = e + 8 =a*,
e 4 B — a2t =0, (1.5)

que é uma equacao transcendente e uma solu¢ao analitica nao existe. Para encontrarmos
os pontos fixos das bifurcagoes relacionados ao parametro 3, podemos derivar o mapa

(1.2)), considerando v = 4,9 e usar a seguinte equagao

dmn-ﬁ-l
=1 1.
( df)?n >xn:x* 7 ( 6)

14




manipulando algebricamente a equagao ((1.6)), temos

h(z) = —2vze ™ —1. (1.7)

Utilizamos o método numérico de Newton Raphson [45] para encontrarmos o ponto fixo
da bifurcagao a partir de h(z). Com isso, encontramos x ~ —0, 11.

Encontrado o ponto fixo da bifurcagao, isolamos /3 na equagao e obtemos o valor
f = B, = —1,05. O indice ¢ indica que este ponto é um ponto criticdf| em que ocorre
a bifurcagdo, caracterizada como tangente [12]. Igualando a equagao a —1, temos
como caracteristica, uma bifurcacao de duplicacao de periodo [12,/18] e obtemos =5 ~ 0, 11
e = B, ~ —0,84. Essas bifurca¢oes sao indicadas pelas setas na figura [I.1]

1.2 Expoente de Lyapunov

Divergéncia exponencial média de trajetérias vizinhas é uma propriedade que nos leva
a um tipo de comportamento chamado de cadtico [7]. Esta divergéncia é dada da seguinte

forma

dy = doe™, (1.8)

onde t é o tempo, dy a distancia inicial entre as trajetorias, d; a distancia futura e A é o
chamado expoente de Lyapunov.

Seja um mapa unidimensional discreto qualquer, dado da seguinte forma

Tpr1 = F(xy). (1.9)

Vamos considerar duas condigoes iniciais bem proximas para analisarmos suas érbitas e
podermos introduzir o conceito de expoentes de Lyapunov para mapas unidimensionais.
Considere uma condicao inicial zy e outra condicao inicial o muito proximas, tal que

a distancia
do = |Zo — w0/, (1.10)

seja muito pequena. Apds a primeira iteracao do mapa, a distancia entre os pontos

correspondentes a cada orbita serd

dy = |71 — 1] = | F(&) — F(ao)], (1.11)

realizando a iteragao seguinte

dy = |F (%)) — F(a1)| = [FP(%0) — FP(z)]. (1.12)

*Definimos como ponto critico o ponto em que o ponto fixo troca sua estabilidade de assintoticamente
estavel para instavel ou vice e versa.
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Continuando este processo até a n-ésima iteracao a distancia d,, serd dada por

dn = |F")(20) — F" (29)]. (1.13)

Se o comportamento das érbitas é cadtico, a distancia entre as trajetorias da equacao

(1.9) divergem com n [7], entao, podemos reescrever a equacao ([1.8)) da seguinte forma
d, = doe™. (1.14)
Substituindo as equagoes ([1.10)) e (1.13)) na equagao acima, obtemos

|F" () — FU")(xo)| = |20 — @ole™,
|FI () — F" ()| A

?

[ Zo — ol
1 [l (5) _ Flnl
n |Zo — xo|

como Tg = g + dp, temos

1 Fi dy) — FI"
A__m< (0 + do) (%v. (1.16)
n do
Aplicando os limites quando dy tende a zero e n tende ao infinito, teremos
1 Fll dy) — FI"
A= lim —1In <1im (o + do) (xo)) ) (1.17)
n—o00 N do—0 dO

note que, o termo do lado direito entre parénteses é a definicao de derivada da funcao
FI"l(z4). Logo podemos reescrever a equacao ([1.17) como

(%)] | (1.18)

A derivada aplicada no ponto zy entre parénteses na equacao (1.18) — utilizando a

1
A= lim —In
n—oo M,

regra da cadeia [46] — pode ser reescrita da seguinte maneira

[n] T n—1 "y n—1
(dFdx( ))x:zo -1 dFdif) =17, (1.19)

7=

substituindo este resultado na equacao ([1.18)) e lembrando que o logaritmo do produto
é a soma dos logaritmos de cada um dos seus fatores. Teremos a expressao final para o

expoente de Lyapunov dada por

n—1
1
A= lim = In|F'(z,)]. (1.20)
=0

n—oo N, 4
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A funcao F' que define o mapa depende em geral de um parametro de controle. Deste
modo, o expoente de Lyapunov A também dependera desse parametro [47], ou seja, A =
A(B).

Na equagao (1.20)), se A > 0, temos uma marca registrada da ocorréncia de caos, pois
implica na divergéncia do somatorio para ntimeros grandes de iteradas n e caso contrario,

A < 0 as Orbitas sao regulares.

= — /\/_

Figura 1.2: (a) Diagrama de 6rbita para o mapa Gauss, (b) Expoente de Lyapunov referente
ao diagrama de 6rbita mostrado em (a). A linha azul em (b) quando tocada pela
curva em preto, marca os pontos de bifurcacoes.

A figura[l.2(a) mostra a evolugao do sistema em funcao do pardmetro de controle, en-
quanto a figura[L.2|b) mostra os expoentes de Lyapunov, em que observamos os expoentes
positivos e negativos. A linha azul (A = 0) na figura [1.2(b) quando tocada pela curva em

preto, marca os pontos de bifurcagoes.
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1.3 Convergéncia das orbitas para o ponto fixo

Para entendermos o decaimento das 6rbitas para os pontos fixos z7 e x5, vamos inves-
tigar o comportamento de x aproximando dos pontos fixos em dois casos, sendo eles: Na
bifurcacao tangente e na bifurcacao de duplicacao de periodo. A convergéncia depende
do ntimero de iteracoes n, da condigao inicial xy e de um parametro y = . — 5 = 0, com

B. > B, que define a distancia do ponto de bifurcacao, conforme apresentamos a seguir

1.3.1 Bifurcacao tangente

Quando temos p; = ., — f = 0, implica que, estamos no ponto de bifurcacao f,,
relacionado ao ponto fixo xj. Desta maneira, a convergéncia de érbitas para o ponto de
equilibrio é mostrada na figura [I.3] usando os parametros de controle e condigoes iniciais

especificados na prépria figura.

¥ c-ox =1 02
f aﬂx0=10’3
-4 ]
af x,=10 i
10 omme e oss S abx=10"
3 - - Aprox. Analiticas
%;~ AL A NI A DL — Melhor Ajuste |3
o ?
-6
10 [ 7
8l
10
L | R L v v Lo
0 2 4 6 8
10 10 10 10 10
n
Figura 1.3: Decaimento das 6rbitas para o ponto fixo 27 ~ —0, 11, quando 8 = 3., = —1,05 e
v=4,9.

Na figura — dependendo da condicao inicial o — as érbitas iniciam e mantém-se
em um comportamento constante até o nimero de iteracao de cruzamento n,ﬂ Apoés este
cruzamento as trajetorias decaem em lei de poténcia descrita pelo expoente o’. Analisando
a figura[1.3] considerando (z, — z}) = €, e (xo — 2}) = €,, podemos propor as seguintes

hipéteses de escala:

i) Para n < n,, o comportamento de (z — x}) vs. n é dado por:

’ ~ , . R A~
€ny X €5, observando que a evolugao das drbitas iniciam e mantém-se constantes

tCruzamento entre as duas linhas em laranja na ﬁgura uma indicando o comportamento constante
e a outra o decaimento em lei de poténcia.
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antes do nimero de iteragoes de cruzamento, concluimos que o expoente critico é

o =1;

ii) Para n > n,, o comportamento de (z — x7) vs. n é dado por uma lei de poténcia do
tipo:

/ , sy
€n, X N7, em que o’ é um expoente critico;

iii) Finalmente, no numero de iteragoes de cruzamento n,, temos que:

/ /7 L
ng X €5, em que Z' é um expoente critico.

O expoente ¢’ pode ser obtido a partir de um ajuste em lei de poténcia para o regime
de decaimento e na figura obtivemos que ¢’ = —0,9999789(2), considerando p; = 0
ev =49 A figura [[.4 mostra n, como funcao de €y, em que obtivemos o valor do

expoente critico 2z’ dado por um ajuste em lei de poténcia, sendo 2’ ~ —1.

T T LR | T T T
4 &-© Dados numéricos
10 F — Melhor Ajuste =
10’ ;
i 2’=-1,000(1) 1
< |
10°F ;
10' ;
T BT T BTN
107 10" 10° 107 10™
€

1

Figura 1.4: Numero de iteracoes de cruzamento n, como funcao das condicoes €y, .
Com o comportamento observado na figura|l.3|e as hipoteses de escala, podemos descrever
o comportamento de €,, como uma fun¢ao homogénea generalizada nas variaveis n e €, ,

definida como:

oy m) = Le (1" €0, "), (1.21)
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em que [’ é um fator de escala e a’ e b’ sdo expoentes caracteristicos. Como [’ é um fator

. . /
de escala, este pode assumir qualquer valor — em especial — escolhemos ' ¢y, = 1, levando

para ' = ¢, "/ Substituindo isso na equagao (|1.21]) obtemos:

_ 1/a/ _ b'/a’
T(eoym) = €0, ' T(1, €, " ). (1.22)
. —b' /o’ . .
Assumindo o termo x(1, €, / n) constante para n < n, e comparando com a primeira
hipétese de escala, concluimos que o/ = —1/o’. Consideramos ainda !’ sendo constante e
/ _ / . , ~
escolhemos agora ("' n = 1, que nos leva para I’ = n~ ' e substituimos na equacéo (1.21)),

obtemos

.T(e()l,n) = nil/b/x(n_al/b/EON 1), (]_23)

novamente vamos supor que o termo x(n - o ! €o,, 1) é constante para n > n, e comparando
com a segunda hipétese de escala, concluimos que ¢/ = ~ /. Finalmente, comparamos as
duas expressoes obtidas para o fator de escala. Isso na verdade, nos leva para n, = 68;/ v
Uma comparacao com a terceira hipdtese de escala nos permite obter uma relagao
entre os trés expoentes criticos o/, o’ e z/. Portanto, convergindo para a seguinte lei de
escala
/
=2 (1.24)
o
A partir da equacao podemos ver que conhecendo qualquer dois expoentes,
permite-nos encontrar o terceiro. Assim, na figura os expoentes também podem ser
usados para reescalar as variaveis €,, e n em uma maneira conveniente, tal que €,, — i /g’
e n — "/eg. em que ocorre o colapso de todas as curvas de €,, vs. n em uma unica curva.

Este colapso valida nossos expoentes o/, o’ e 2’ citados anteriormente.
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Figura 1.5: Colapso de todas as curvas mostradas na figura em uma unica curva, depois
de uma reescala conveniente dos eixos coordenados.

1.3.2 Bifurcacao de duplicacao de periodo

Vamos analisar a convergéncia das orbitas para o ponto fixo x3 considerando py =
Be, — B = 0, que significa que estamos no ponto 5 = f3.,, em que ocorre uma bifurca-
¢ao de duplicagao de periodo. Com isso, analisaremos as convergéncias das trajetdrias

considerando o mapa na sua segunda iteracao, da seguinte forma

Tnis = € Vb1 + B (1.25)

Na figura [I.6], podemos ver a convergéncia das érbitas para o ponto de equilibrio 3,
usando os parametros especificados na propria imagem. Dependendo da condicao inicial
Zp, as Orbitas iniciam e mantém-se constantes até um nimero de iteragoes de cruzamento
n.. ApOs este cruzamento a trajetoria decai em lei de poténcia, descrita pelo expoente o
e o tamanho do patamar depende da condicao inicial xy. Analisando o comportamento
mostrado na figura [I.6], também podemos usar as hipéteses de escala discutidas na sub-
secdo [L.3.1 mas substituindo (z, — x7}) por (z, — x}) = €n,, (zo — 2}) por (zo — a3) = €o,,
o por o, o/ por o e 2’ por z.
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Figura 1.6: Decaimento das 6rbitas para o ponto fixo 25 ~ 0,11, quando 5 = ., ~ —0,84 e
v=4,9.

O expoente o pode ser obtido a partir da figura [1.6| em um ajuste em lei de poténcia
no regime de decaimento, fornecendo o = —0,499937(1), considerando u =0 e v = 4,9.
A figura mostra n, como funcao de €j,, em que obtemos o valor do expoente critico z
dado por um ajuste em lei de poténcia, sendo z ~ —2. Com o comportamento observado
na figura [I.6] e as hipéteses de escala, podemos descrever o comportamento de €,, como

uma funcao homogénea generalizada nas variaveis n e €,, definida como:

T(egym) = L2 (%0,, 1"n), (1.26)

em que [ é um fator de escala e a e b sao expoentes caracteristicos. Utilizando o mesmo
procedimento feito na subsecao [1.3.1], conseguimos relacionar os trés expoentes criticos a,

o e z, pela lei de escala

z=—. (1.27)

o

Portanto, conhecendo qualquer dois expoentes, permite-nos encontrar o terceiro usando
a equacao . A figura mostra que os expoentes podem ser utilizados para rees-
calar os eixos coordenados da figura de maneira conveniente, tal que €,, — =/, e
n — "/e;., de modo que podemos observar o colapso de todas as curvas de €,, vs. n em

uma unica curva. Este colapso valida os expoentes «, ¢ e z citados anteriormente.
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Figura 1.7: Numero de iteragbes de cruzamento n, como fungao das condigoes €g,.
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Figura 1.8: Colapso de todas as curvas mostradas na figura em uma unica curva, depois
de uma reescala conveniente dos eixos coordenados.

23



1.4 Aproximacoes analiticas para as convergéncias das

orbitas para os pontos fixos

Nesta secao vamos discutir e apresentar as aproximacoes analiticas para as convergen-
cias das drbitas nos pontos fixos x] e z3, nas suas respectivas bifurcagoes — tangente e
duplicagao de periodo. Isso sera abordado em dois momentos. O primeiro: na subsecao
em que estudamos esta aproximacao para o ponto fixo ] na bifurcacao tangente.
O ultimo: na subsecao , em que investigamos a aproximacao para o ponto fixo =3 na

bifurcacao de duplicacao de periodo.

1.4.1 xj na bifurcacao tangente

Vamos estudar esta aproximacao para o caso quando p; = 0, quando estamos no ponto
de bifurcagao 8 = B, ~ —1,05. Expandindo o mapa (1.2)) em série de Taylor em torno

do ponto fixo x7, obtemos

F'(z)

F(o) ~ Fa}) + P — o) + o) (oo +0(3), (128)
reescrevendo a equacgao (|1.28) na forma
F(z) =~ o +uy(xr — 27) +us(z — 2})* + 0(3), (1.29)

em que u; e ug sao as derivadas de primeira e segunda ordem do mapa (|1.2]), dividas pelos

seus respectivos fatores e aplicadas ao ponto fixo, fornecendo

w = —2waie (1.30)

Qve v Quat? — 1]

2! '
Resolvendo numericamente para z7 ~ —0,11, ., =~ —1,05 e v = 4,9, obtemos u; =1 e
Ug = —4, 09.

Perto do ponto fixo, x é muito préoximo de 0, entao, podemos manter os termos de

(1.31)

Ug =

baixa ordem na expressao ([L.28]), considerando até o termo de segunda ordem. Com isso,

temos

Tpi1 = 2] +ur(z, —27) + ug(z, — x{)Q, (1.32)

supondo que a evolugao temporal discreta em relacao a variavel dinamica x pode ser

considerada como uma evolugao continua, podemos reescrever a equagao ((1.32)) como
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* * *\ 2
Tpy1 = X+ T, — 2 +ug(z, — x7)°,

Tnt+1 — Tp *\2
— = ug(x, —3])°,
(n+1)—n 2 Y
dz 9
R — = ug€], 1.33
T (133)
em que €, = (x — z7). Fazendo separagao de varidveis, obtemos a seguinte equagao
diferencial
dx
— = ugdn. (1.34)
€1

A condigao inicial xy é definida para n = 0, enquanto que, para um arbitrario n temos
x(n). Entao, fazendo o processo de integragdo na equacao (1.34) de ambos os lados e

usando estas variaveis como os limites de integracao, temos

z(n) dr’ n
/ e% = u2/ dn'. (1.35)
o 1 0

Integrando esta equacao, obtemos

R — |\
1 1

—— 4+ — = un, (1.36)
€ny €0,

em que €,, = (z(n) —z}) e g, = (xro — x7). Manipulando algebricamente, chegamos a

aproximagao analitica para a convergéncia das érbitas para o ponto fixo z7, escrita como

601
- 1.37
€1 (1 — u2n601) ( )

Vamos discutir as implicagoes da equagao ((1.37)) para especificos valores de n. Comegamos

com o caso n K n,, em que —usney, K 1, que é equivalente a uma das hipéteses de escala

citadas na subsegao [[.3.1} Para tal caso, obtemos que

€ny = €0y (1.38)

uma rapida comparacao com a primeira hipdtese de escala, nos permite concluir que o
expoente critico o/ = 1. Fazendo uma segunda consideracao, agora a situacao n > n,

em que —ugneg, > 1. Para tal caso, obtemos que
€n, = —Uy M, (1.39)
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comparando este resultado com a segunda hipétese de escala comentada na subsecao|l.3.1},
nés concluimos que ¢/ = —1. O ultimo caso é obtido quando —usney, = 1, isto significa

que n = n,. Entao, obtemos

—U2Ng€0;, = ]-a

n, = —uy'e’, (1.40)

comparando com a terceira hipotese de escala, nos permite concluir que, 2z’ = —1.

Com esses procedimentos, obtivemos de maneira satisfatéria, os expoentes criticos o/,
o’ e 2 discutidos numericamente. A figura mostra os decaimentos das érbitas para o
ponto fixo x7, com as aproximacoes analiticas que estao indicadas pelas linhas tracejadas.

Aquelas curvas foram construidas a partir da equacao ([1.37)).

1.4.2 x3 na bifurcacao de duplicagao de periodo

Para estudar a aproximacao analitica para o caso quando us = 0, quando estamos no
ponto de bifurcagao g = ., =~ —0, 84, vamos analisar a convergéncia das trajetérias para
o segundo ponto fixo, onde ocorre a bifurcacao de duplicacao de periodo. Isto implica
que vamos analisar as érbitas a partir da segunda iteragao do mapa , fornecendo a

seguinte expressao

F(F(wy)) = @pio = e 4 5, (1.41)

com F(z,) = 2,11 = e ¥*» + 3. Expandindo a equacio (1.41) em série de Taylor, mas

agora em torno de z3, obtemos

F(E@) ~ o5+ PP - ag) + ) P gy 400,

~ @) +us(r — a5) + (e — 25)” + us(z — 25)° + O(4), (1.42)

(x —x3)* +

em que ug, Uy € Uz sao a primeira, segunda e a terceira derivada do mapa (|1.41)), divididas

pelos seus respectivos fatores, aplicadas ao ponto fixo z3, fornecendo

2 a2 —V(e_”z§2+5)—1/x*2
ug = 4v°as [e 2 +B} e 2 (1.43)

ug = — 4y3x;26‘[”(e‘”‘”§2+5)+2”32} + 2,,2@‘[”(8_”9”32*5)2*”””32] <e%;2 - ﬂ) X

(1.44)
X {1 + 5 [41/256’2“6’”32 <e*’“52 - 5) — 2m:§] }
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Y
us = — 2ve(F@3) {4? [F(x3)F'(23)]° — 60 F (23)2F' (a3) F" (a3) + 3F' () F" (235 +

T P(a3) [F"(3) — 6P (23)"] }.
(1.45)
Resolvendo numericamente as equagoes ((1.43)), (1.44)) e (1.45) para 25 ~ 0,11, 3., ~ —0, 84

ev=4,9, obtemos us ~ 1, uy =~ 0 e us ~ —43,01.
Considerando novamente que perto do ponto fixo, x é muito préximo de 0. Entao,
podemos novamente manter termos de baixa ordem. Na expressao ([1.42)) consideramos

até o termo de terceira ordem, pois o de segunda foi uy =~ 0. Com isso, obtivemos

Tnyo = Ty + (1, — 13) + us(x, — 13)°. (1.46)

Supondo novamente que a evolucao temporal discreta em relagao a variavel dinamica x
pode ser considerada como uma evolugao continua, podemos reescrever a equagao (|1.46)),

considerando que, (n + 2) — (m + 1) e n — m, da seguinte maneira

* * *\3
Tmi1 = Ty + (T — 25) + us(Tm — 23)°
* * *\3
Tl = Ty + Ty — T3+ us(Tm — 25)°
_ *\3
T+l — Tm = U5<l’m - x2) )
dx
N —— = usey, (1.47)
dm
€ = — x3). z a variavei ' a
em que x — x5). Fazendo separagao de varidveis, obtemos a seguinte equagao
diferencial
dz
€
2

A condicao inicial zy é definida para m = 0, enquanto que, para um arbitrario m
temos x(m). Entdo, aplicando o processo de integragao na equacao ([1.48)) de ambos os

lados, usando estas variaveis como os limites de integragao, temos

z(m) dr’ m
/ 6% = u5/0 dm/, (1.49)
xo 2

Integrando esta equacao, obtemos
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j— r|m

2eg |, o
1/ 1 1
m2 2

em que €,, = (x(m) — z5) e €g, = (rg — x3). Manipulando algebricamente chegamos a
aproximagcao analitica para a convergencia das érbitas para o ponto fixo 3, escrita como

602

€ny = : (1.51)
(1 —2usneg,)

retornamos o indice n, visto que m — n. Vamos agora discutir as implicacoes da equagao
1} para especificos valores de n. Comegamos com o caso n < n,, onde —2u5n6(2)2 <1,
que ¢ equivalente a uma das hipdteses de escala citadas em ((1.3.2]). Para tal caso, obtemos

que

€ny = €0y, (1.52)

uma rapida comparacao com a primeira hipdétese de escala, nos permite concluir que o
expoente critico @« = 1. Fazendo uma segunda consideragao, agora a situacao n > n,,

sendo —2u5n632 > 1, para tal caso, obtemos que

€ny = (—2u5) "0~ (1.53)

comparando este resultado com a segunda hipdtese de escala comentada anteriormente
em (|1.3.2]), ndés concluimos que 0 = —1/2. O ultimo caso é obtido quando —2u5n632 =1,

isto significa que n = n,. Entao, obtemos

2
—2usngeg, = 1,
= (—2us) e, 1.54
n, = (=2us) e, (1.54)
comparando com a terceira hipétese de escala, nos permite concluir que, z = —2.

A figura mostra os decaimentos das érbitas para o ponto fixo x5, com as aproxi-
magoes analiticas que estao indicadas pelas linhas tracejadas. Aquelas curvas ilustram o
comportamento da equacao .

Com esses procedimentos, obtivemos os expoentes criticos «, o e z discutidos numeri-
camente e fazendo uma rapida comparagao na literatura em |17] conseguimos comparar
estes trés expoentes com os obtidos para o mapa logistico, os quais produziram os mesmos

expoentes criticos na bifurcacao de duplicacao de periodo.
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1.5 Crises de fronteiras

Nos anos 80, Celso Grebogi e co-autores publicaram estudos em que observaram mu-
dancas repentinas em atratores cadticos quando o parametro de controle do sistema era
variado. Estes eventos foram chamados de crises, encontrados nas referéncias [36-38] e sao
classificadas de duas maneiras. A primeira: crise de fronteira, que ocorre quando o ponto
fixo instavel toca o atrator cadtico e o mesmo é destruido em um valor de parametro de
controle critico. No mapa quadrético, por exemplo, o valor do parametro é C' = 2 [36].
A segunda: crise interior, que acontece quando existe colisao entre atratores cadticos com
um ponto fixo instavel e apds isso, o atrator cadtico é aumentado.

Na figura[L.9(b) observamos o diagrama de érbitas do mapa Gauss da varidvel z como
uma funcao do parametro de controle 3, quando consideramos zy = 0,01 e v = 4,9.
Entretanto, escolhendo outros valores para o parametro v e mantendo a mesma condicao
inicial, este diagrama apresenta algumas mudancgas significativas, como a nao presenca de
caos —mostrada figura[l.9(a)—, a jun¢ao dos atratores separados na figura[l.9(b) -mostrada
na figura [L.9(c)—, até a ocorréncia de crises de fronteiras, mostrada na figura [1.9(d).

=

a) Lo oo o o b

(=3
I

1 4 L ;

C) I | I | I | 1 | 1 d) I | I | 1 | I | I
-5 -1 -05 0 0,5 1I-1,5 -1 05 0 0,5 1

Figura 1.9: Diagramas de 6rbitas de « em fungao de  para o mapa Gauss com diferentes
valores de v, sendo em (a) v = 2,0, (b) v = 4,9, (¢c) v = 9,81 e (d) v = 10, em
todos os diagramas a condicao inicial usada foi zg = 0, 01.

Estudamos o comportamento caracteristico de crise de fronteira quando consideramos
v =10 (figura [1.9[(d)). Para isso, vamos utilizar duas ferramentas. A primeira: o ponto
fixo instavel de periodo 1, indicado pela linha tracejada e pode ser observado no diagrama
de érbitas da figura . A segunda: as érbitas supertracks [39], para encontrar os valores

dos parametros criticos em que as as crises ocorrem.
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Um comportamento observado no mapa logistico [4§] e quadratico [36-38] é a exis-
téncia de apenas um evento de crise, para os valores de parametros r = 4 no logistico
e C' = 2 para o quadratico. Entretanto, no mapa Gauss é diferente, pois ocorrem dois
eventos de crises de fronteiras, para os parametros = Serise; € B = Berisen, conforme
mostra a amplia¢ao na figura [1.10]

A figura mostra o diagrama de orbitas do mapa Gauss considerando v = 10. A

érbita do ponto fixo instavel de periodo 1 (PFI) é obtida da seguinte maneira

B=x—e, (1.55)

em que x esta entre o intervalo de —1,5 a 1. As o6rbitas supertracks sao dadas por

sui1(B) = e + B, (1.56)

mas a condi¢ao inicial sg tem um valor especifico, que é a primeira derivada da equacao
(1.2) igualada a 0, resultando em so(f) = 0. A partir disso, obtivemos as curvas s, sy e

s3, mostradas na propria figura.

2 . . . . .

Figura 1.10: Diagramas de érbitas para o mapa Gauss com v = 10, condigao inicial g = 0,01,
o ponto fixo instavel indicado pela linha em tracejado e as érbitas supertracks si,
so e s3. A ampliacao na figura evidencia as crises de fronteiras.

Analisando a ampliacao na figura[I.10, o ponto fixo instavel toca os atratores cadticos
nos parametros de controle S = Berise; € 8 = Berise, DO MESMO ponto em que as curvas so
e s3 se interseccionam. Com as érbitas supertracks, conseguimos obter numericamente o
valor dos parametros em que as crises ocorrem. Para isso, utilizamos o método da bissecao

e consideramos a condicao s3 — sy &~ 0. Assim, obtemos os valores dos parametros criticos

ﬁ - ﬁcrisel ~ _0768 € ﬁ = ﬁcrisez ~ _0761
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Na figura consideramos f..;se 0 valor em que ocorrem as crises de fronteiras com
a destruicao dos atratores cadticos quando 8 aumenta (ou diminui, para o caso de Sepise2)
através de [..;sc. Vamos analisar a crise de fronteira que ocorre em [..se,, considerando
um valor de (3 sutilmente maior que S5, € um conjunto de condigoes iniciais na regiao da
bacia de atracao do atrator que existe para 8 < Beise,- Este conjunto comportard como
um transiente cadtico, isto €, inicialmente as condigoes iniciais serao atraidas e ocuparao
o atrator para f < Beise,, €ntao, aglomeram-se na regiao cadtica, tendo comportamentos
imprevisiveis na mesma para 3 < [..ise, € finalmente, depois deste comportamento e apds
um longo periodo de iteracoes, elas movem-se para fora da regiao do atrator cadtico e
aproximam-se para o outro atrator.

O periodo de tempo que as Orbitas gastam até o atrator ser destruido depende sen-
sivelmente da condicao inicial, porém considerando um conjunto de condigoes iniciais, o
periodo do transiente cadtico aparentemente tem uma média bem definida que tende para
o infinito quando [ aproxima-se de Seise,. Por exemplo, se considerarmos um ensemble
de condigoes iniciais, o tempo médio de vida dessas condi¢oes no atrator cadtico serd o
mesmo se escolhermos uma das condicoes diferentes dentro desse conjunto. Denotaremos

esse tempo médio de sobrevivéncia do transiente caético de 77, dado da seguinte forma

T ~ Ml_%’ (157)

em que p; = (8 — Perise;) € 71 € 0 expoente critico do transiente cadtico em relacdo a
71. O mesmo processo é valido para analisar a crise de fronteira em [.,;se2, entretanto,

consideramos o transiente cadtico T escrito como
-2

em que fig = (Berise; — ) € 72 é 0 expoente critico do transiente cadtico em relagao a 7. As
figuras[1.11)(a) e[L.11|(b) mostram os comportamentos dos tempos médios de sobrevivéncia
dos transientes cadticos 7 e 7o, como fungoes de i e po para os valores de 8 = Bepise, €
ﬁ = ﬁcrisez-

Nas figuras M(a) e M(b), consideramos um conjunto de 10° condicdes iniciais,
108 iteracoes e v = 10. Os expoentes criticos ; e 7, foram obtidos por um ajuste em
lei de poténcia, fornecendo v, ~ —0,509(7) e 72 ~ —0,507(4). Estes expoentes estao
em bom acordo com os resultados encontrados nas referéncias [36-38| calculados para o
mapa Quadratico. Nas equagoes e os tempos de sobrevivéncia 7 dependem
do parametro , porém na figura |1.9] quando variamos v, percebemos a influéncia desse
parametro para a existéncia de crises de fronteiras. Com isso, na figura temos uma
interface de v como uma funcao de 3, cuja a cor marrom indica os valores em que as crises
ocorrem e a cor cinza onde nao acontecem esses eventos.

A figura mostra o diagrama de drbitas e trés curvas supertracks (conforme mostra
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Figura 1.11: Tempo médio de sobrevivéncia do transiente cadtico em (a) 71, como funcao de pq
em [ = Berise; = —0,68 e em (b) 72, como funcdo de pz em 5 = Bepise, = —0,61.
Nas duas figuras consideramos um conjunto de 10° condicdes inicias e o parametro
de controle v = 10.

a legenda), usando v = 4,9 e zy = 0,01. A partir da figura e analisando a figura
[[.13] vamos utilizar as 6rbitas supertracks para obter numericamente o valor critico de v
em que as crises comecam a ocorrer. Para isso, na figura [1.13| consideramos o intervalo de
B € [—0,8;—0,2], em que a curva s3 > sy e variamos v entre 4,8 até 10. Quando s3 for
menor que Sp paramos o programa, pois implica que ocorreu uma crise de fronteira. Por
exemplo, como acontece na figura [I.10} Feito isso, obtivemos que o valor critico de v em

que o mapa Gauss comeca a apresentar as crises de fronteiras é v = v .5 &~ 9, 82.
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Figura 1.12: Interface mostrando onde os eventos de crises de fronteiras acontecem, a cor
marrom indica eventos com crises e a cor cinza, sem crise.
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1+
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Figura 1.13: Diagrama de 6rbitas para o mapa Gauss, com v = 4,9 e a condigdo inicial
xg = 0,01. As curvas s1, s € s3 sdo as curvas supertracks e a linha em tracejado
é o ponto fixo instdvel de periodo 1.
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Capitulo 2

Propriedades dinamicas do mapa
Hassell

Nesse Capitulo serao apresentados o diagrama de orbita, os cdlculos dos pontos fixos,
analise de estabilidade, expoente de Lyapunov e convergéncia para o ponto estacionério.
Mostramos, também, o que acontece quando estamos a uma distancia p da bifurcagao,
chamada de relaxagao.

Os resultados apresentados neste Capitulo foram publicados na revista internacional

indexada Physica A e podem ser encontrados na referéncia [43].

2.1 Diagrama de 6rbita e ponto fixo

Nesta secao, vamos considerar o mapa Hassell, definido como

rN,

F(N,) =Ny = m,

(2.1)

em que a, r e y sao parametros de controle e N a varidvel dinamica do sistema. De acordo
com as referéncias [42] e [49] este mapeamento é utilizado para descrever estudos sobre
populagoes de insetos. O parametro r > 0 é a taxa de crescimento da populacao, a > 0
dimensiona o tamanho da populagdo ou ambiente e v > 0 descreve a forma e forca da
competicao interna da populacao.

A figura mostra o diagrama de 6rbitas e uma ampliacao na primeira bifurcacao,
usando os parametros de controle a = 1, v = 6 e a condic¢ao inicial Ny = 0, 1.

Os pontos fixos de periodo 1 deste mapa sao obtidos utilizando a seguinte condigao:

F(N*) = N*. (2.2)

Fazendo manipulacoes algébricas do tipo:
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4 = 0’1__.-'5 Transcritica

60

Figura 2.1: Diagrama de 6rbitas do mapa Hassell com ¢ = 1 e v = 6 e uma ampliagao na
figura, evidenciando uma bifurcacao transcritica, que ocorre quando r = r, = 1.

rN*
F(INYY = ———— = N*
() (14 aN*)" '
rN*
1 +ap ’
,
= N[ ——— 1) =0 2.3
((1+aN*)V ) ’ (2:3)

e resolvendo a equagao (2.3]), obtemos os pontos fixos Ny =0 e Ny = (' —=1)/a.

Analisando a estabilidade de Ny e NJ, temos que

dF)
— <1, (2.4)
(&),...
onde
rN
F == -——— 2.
(1+aN) (25)
e
dF _ 4
W:r(l—i-a]\f) "1 —ayN(l+aN)"], (2.6)
aplicando ao ponto fixo NJ = 0, obtemos
dF
(—) =r. (2.7)
dN N=N}
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De acordo com a equagao (2.4]) este ponto serd assintoticamente estével [50] quando

—l<r<l1. (2.8)

Como r > 0, o ponto fixo Ni = 0 serd assintoticamente estdvel quando r € [0,1) e
utilizando o mesmo processo, mas para N, este segundo ponto fixo serd assintoticamente
estavel quando r € (1,11.3).

Apds o ponto fixo Nj uma sequéncia de bifurcacoes de duplicacao de periodo é obser-
vada, acumulando até regioes cadticas. Apds isso, janelas periddicas também sao vistas

para grandes valores de r.

2.2 Expoente de Lyapunov

Para caracterizar o caos, recorremos aos estudos sobre os expoentes de Lyapunov
apresentados na se¢ao [[.2] O resultado pode ser observado na figura[2.2] A figura [2.2)a)
mostra o diagrama de érbitas enquanto na figura (b) mostra os expoentes de Lyapunov,

considerando os parametros a =1 e v = 6.

5

4,

1k |

(by 0 10 20 3r0 40 50 60

Figura 2.2: (a) Diagrama de érbita para o mapa Hassell e (b) expoentes de Lyapunov referente
ao diagrama de 6rbita mostrado em (a). Os parametros de controles usados foram
a=1ey=6.
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Quando r = 1, a reta (em azul) A = 0 é tocada pela curva em preto, isto implica que,

neste ponto temos uma bifurcacao, caracterizada transcritica.

2.3 Convergéncia das orbitas para o ponto fixo

Para entendermos o decaimento das érbitas para o ponto fixo, vamos investigar o
comportamento de N aproximando do ponto fixo Ny = 0 na bifurcagao transcritica. A
convergéncia depende do ntimero de iteracoes n, da condi¢ao inicial g e de um parametro
pw=r.—r=0,comr.,>r, que define a distancia do ponto de bifurcacao.

A figura mostra a convergéncia para o ponto fixo, para u = 0, condigoes iniciais
diferentes, a = 1 e v = 6. Podemos ver que, dependendo das condigoes iniciais Ny, as
orbitas ficam confinadas em um patamar constante N e depois de alcancar um niumero

de iteragoes de cruzamento n,, elas decaem em lei de poténcia, descrita por um expoente

g

l T T TTTIT I T T TTTIT
G_ON():lOQ
-8 Nozlo'3
5

N,=10
A—ANO:]()J

& —- Aprox. Analiticas
[y — Melhor Ajuste

107

10° 10° . 10° 10

Figura 2.3: Decaimento para o ponto fixo N, quandor. =1, a=1e vy =6.

A partir dos comportamentos observados na figura [2.3, podemos supor hipdteses de

escala semelhantes aquelas apresentadas na segao de modo que

i) Para n < n,, o comportamento de N vs. n é dado por:
/ , .
Ny o< Ng¥, como as érbitas ficam confinadas em um patamar constante, temos,

o =1.

ii) Para n > n,, o comportamento de N vs. n é dado por uma lei de poténcia do tipo:

! ’ 75
Ny o %, em que B’ é um expoente critico.
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iii) Finalmente, no nimero de iteragoes de cruzamento n,, o comportamento é dado por:

’ ’ 75"
n, < N§, em que 2’ é um expoente critico.

O expoente ' pode ser obtido a partir de um ajuste em lei de poténcia, na figura
obtemos ' = —0.9999960(1). O expoente 2z’ pode ser obtido em n, vs. Ny, como
mostrado na figura 2.4] em que o valor do expoente é dado por uma ajuste em lei de

poténcia, sendo 2’ ~ —1.

I
&-© Dados numéricos
— Melhor Ajuste
10°[ -
z’=-1,002(2)
:K
10°F -
Lo | Lo
10" 10° 10"
N

0

Figura 2.4: Numero de iteracoes de cruzamento n, como funcao das condigoes iniciais NVg.

O comportamento mostrado na figura 2.3} juntamente com as trés hipéteses de escala,
permite-nos descrever o comportamento de N como uma func¢ao homogénea de variaveis

n e Ny, do tipo

NNony = IN(I°Ny, In), (2.9)

em que [ ¢ um fator de escala e ¢ e d sao expoentes caracteristicos. Utilizando o processo

analogo aquele discutido na subsecao [1.3.1], obtemos a seguinte lei de escala

/
’ (07

-5

Da subsegao [1.3.1] seguimos o mesmo principio que, dado o conhecimento de qualquer
dois expoentes, permite-nos encontrar o terceiro usando a equacao (2.10). A figura

mostra n, como uma funcao de Ny mostrando a inclinagao dada por z/ = —1. Logo abaixo,

2 (2.10)
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Figura 2.5: Colapso de todas as curvas mostradas na figura (2.3) em uma tnica curva, apés
uma reescala conveniente dos eixos.

na figura os expoentes também podem ser usados para reescalar os eixos coordenados
N e n em uma maneira conveniente, tal que N — N/ng¢' e n — 7/Ng', em que ocorre o
colapso de todas as curvas de N vs. n em uma unica curva, validando os expoentes.
Agora vamos discutir a convergéncia das érbitas do mapa para o ponto fixo, quando
estamos a uma distancia p = r. —r = 0, com r. > r, isto caracteriza a vizinhanca ao
redor da bifurcacao. A evolugao das orbitas para o ponto fixo é entao dada por uma lei

exponencial [13], escrita como
N(n,pu) oce ", (2.11)

em que 7 é o tempo de relaxacao e tem a seguinte forma
T o< (2.12)

e 0 é um expoente de relaxagao.

A figura mostra o comportamento de 7 vs. u, para a = 1 e v = 6 — embora outros
valores de v produziram o mesmo resultado—, considerando o conjunto de 1000 condigoes
iniciais préximas ao ponto fixo, a distancia u representada em décadas e apés um longo
numero de iteragoes do mapa . Um ajuste em lei de poténcia fornece o expoente

0 = —1 e é independente do valor do parametro ~.
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Figura 2.6: Relaxacao para o ponto fixo como uma fung¢ao de u, quando y =6 e a = 1.

2.4 Aproximacao analitica da convergéncia das orbi-

tas para o ponto fixo Ny

Nesta secao vamos discutir e apresentar diferentes aproximagoes analiticas para a
convergéncia das érbitas para o ponto de equilibrio. No primeiro caso, consideramos o
ponto de bifurcacao em p = 0 para r = r. = 1. Deste modo, o mapeamento é reescrito

como

Nyt = No(1 4+ alN,) ™7, (2.13)

expandindo o termo entre parénteses em série de Taylor de N,,, quando aN,, < 1, obtemos

1
Nig1 = N[1 = qaN, — 5ya*(=y = )N; = 0(3)], (2.14)

perto do ponto fixo, N é muito proximo de 0. Entao, podemos manter termos de baixa

ordem na expressao, considerando apenas o termo de primeira ordem. Com isso, temos

Nps1 = Ny(1 —~yaN,), (2.15)

sobre essa condi¢ao, supomos que a variavel dinamica /N pode ser considerada como uma
varidvel continua. Assim a eq. (2.15)) é reescrita como
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Nyp1— N, = 7270

(n+1)—n
dN
~ — — _gvN? 2.16
o = T (2.16)
Fazendo separacao de variaveis, obtemos a seguinte equagao diferencial
dN
= —arydn. (2.17)

A condicao inicial Ny é definida para n = 0, enquanto que, para um n arbitrario temos
N(n). Entao, aplicando a integral em ambos os lados da equagao (2.17)) e usando estas

variaveis como os limites de integracao, temos

N(n) AN’ n
=— [ aydn' (2.18)
o =

Integrando esta equagao chegamos na aproximacao analitica para o ponto fixo Ny, que é

escrita como

1

Y ey

(2.19)

Vamos agora discutir as implicagdes da equagao ([2.19)) para especificos valores de n. Co-
megamos com o caso n < n,, em que yan < 1/ny, que é equivalente a uma das hipéteses

de escala citadas na secao (2.3). Para tal caso, obtemos que

N(n) = N,. (2.20)

Uma rapida comparacao com a primeira hipotese de escala, nos permite concluir que o
expoente critico o/ = 1. Fazendo uma segunda consideracao, agora a situacao de n > n,,

em que yan > 1/n,. Para tal caso, obtemos que

N(n) = (ya) 'nt. (2.21)

Comparando este resultado com a segunda hipdtese de escala comentada anteriormente,
nés concluimos que ' = —1. O dltimo caso é obtido quando yan = /Ny, isto significa

que n = n,. Entao, obtemos

ne = (ya) "Nyt (2.22)

Uma comparacao com a terceira hipdtese de escala, nos permite concluir que, 2/ = —1.
Com esses procedimentos, obtemos todos os nossos trés expoentes criticos discutidos nu-

mericamente. A figura mostra os decaimentos das érbitas para o ponto fixo Ny, com
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as aproximagoes analiticas que estao indicadas pelas linhas tracejadas. Aquelas curvas
foram construidas a partir da equagao (2.19).

Agora, vamos discutir o segundo caso, considerando p # 0. Assim, temos

Nyt1 — N, = rN,(1—=~aN,)— N, ,

Nap1— N, _dN

(n+1)—n " dn’

= —(1—-7r)N —raN>. (2.23)

Entretanto, perto do ponto fixo N = 0 consideramos que o termo N? tende a zero muito
mais rapido do que o termo linear N. Logo, o ultimo termo da equagao (2.23) pode ser

desprezado e temos

dN

— = —uN, 2.24

o= h (2.24)
onde 4 = 1 — r. Separando as variaveis, considerando novamente que para n = 0 a

condigao inicial é Ny, vamos aplicar a integral em ambos os lados da equagao. Assim,

N(n) AN’ n
= —,u/ dn'. (2.25)
fo 5=

Integrando e reagrupando os termos, obtemos a aproximacao analitica da seguinte

obtemos

maneira

N(n) = Noe *". (2.26)

Comparando este resultado com as equacgoes e , concluimos que § = —1 esta
em bom acordo com o resultado mostrado na figura [2.6]

A convergéncia das trajetorias para o ponto fixo na bifurcacao transcritica produziram
0s mesmos expoentes criticos — incluindo § — quando comparados com os resultados refe-
rentes ao mapa logistico e estes resultados sdo mostrados na referéncia [17]. Entretanto,
quando comparamos os resultados entre os mapas Hassell e Gauss o decaimento das or-
bitas para o ponto fixo apresentaram diferentes expoentes. Isto implica que os expoentes
criticos em relacao ao decaimento das 6rbitas para o ponto fixo sao distintos e dependem

do tipo de bifurcacao que os estudos sao realizados.
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Capitulo 3

Propriedades dinamicas do mapa

Hassell perturbado

Nesse Capitulo acrescentamos uma perturbacao ao mapa Hassell . Estudamos
se a mesma afeta na convergencia das orbitas para o ponto fixo. Comegamos estudando
o diagrama de oOrbita, ponto fixo, sua estabilidade, os expoentes de Lyapunov e a con-
vergéncia das trajetdrias para o ponto estacionario quando estamos a uma distancia p
da bifurcagao, chamada de relaxacao. Mostramos, também, a investigacao do espaco de

parametros, estudando as orbitas superestaveis e extremas, como discutidas na referéncia

C.

3.1 Diagrama de 6rbita e ponto fixo

Nesta secao, vamos considerar o mapa Hassell perturbado definido como

(14 bye) N,

F(Nn>:Nn+1: (1+CLN )’Y )

(3.1)

onde a, r e v sao parametros de controle, € controla a amplitude da perturbacao para-

métrica e b, pode ser b, = (—1)" ou b, = (—1)""!, isso implica que by pode ser definido
como by = 1 ou by = —1 para uma dada condicao inicial Ny. Se € = 0 o mapa Hassell é
recuperado.

A figura mostra o diagrama de bifurcagoes de N como funcao do parametro r para
0 mapa , considerando os parametros a = 1, v = 6, ¢ = 0,01 e a condicao inicial
Ny =0,1.

O nosso objetivo neste topico serd investigar o efeito da perturbagao no comportamento
das drbitas do sistema no ponto fixo N*. Analisando a equagao (3.1]) e as tabelas e
3.2, em que consideramos quatro iteragoes, podemos ver que o termo b, pode variar entre
(—1) ou (+1).
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Figura 3.1: Diagrama de bifurcagées do mapa Hassell perturbado com a = 1 e v = 6, € =
0,01 e a condigao inicial Ng = 0,1 e uma ampliacao do mapa, evidenciando uma
bifurcacao transcritica.

Tabela 3.1: Oscilacao de b, Tabela 3.2: Oscilacao da perturbacao
n Npp by =(=1)" n F(N,) =Ny

n=0 N +1 n=>0 (r 4+ €)Ny

n=1 N, —1 n=1 (r—e)(r+e)N;

n = N3 +1 n=2 (r+e)(r—e)(r+eN;

n=3 Ny -1 n=3 (r—e)(r+e(r—e)(r+eN;

A partir dessas tabelas, podemos observar que a equacao (3.1)) devido a oscilagao de b,
se repete a cada periodo 2. Assim, a maneira analitica de calcular o ponto fixo sera dada

da seguinte forma
F(F(N*)) = N*,

que ¢ a segunda iteragdo do mapa (3.1)). Fazendo esta andlise analitica, temos

F(F(N*) =7*(1 = &)N* [(1 +aN*) + ar(l — e)N* (1 +aN*) ] 7T = N (3.2)
logo,

r2(1 = )N* [(1+aN*) + ar(l — )N*(1 4+ aN*) D] 77 — N* = 0.
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Assim obtemos:
N* {7‘2(1 — &) [(14aN") + ar(1 — N*(1 + aN*) D] 77 = 1} —0, (3.3)

podemos observar na equacao (3.3) que N* = 0 é um ponto fixo, como no mapa Hassell
(2.1). Com isso, podemos analisar se a perturbagao afeta na convergéncia das drbitas
para o mesmo ponto fixo de ambos os mapas. Seguindo os estudos, vamos analisar a

estabilidade deste ponto da seguinte maneira

(59,

onde F o I’ é uma funcao composta de F' em F', dada por

<1, (3.4)

FoF =7r*(1—¢€)N* [(1 +aN*)+ar(l —e)N*(1+ aN*)(_’YH)]M/ . (3.5)

Aplicando o ponto fixo N* = 0 na inequagao (3.4)), obtemos

(%)Nm =r2(1—é2). (3.6)

De acordo com a equagao (3.4]) este ponto serd assintoticamente estével [50] quando

—1<r*(l1-¢€)<1. (3.7)

Como r é maior que 0, o ponto fixo N* = 0 seré estavel quando 7%(1 — ¢*) € [0,1) e com
r = ——— temos uma mudanca de estabilidade no ponto fixo, implicando que r neste

V1—¢€2

ponto é um 7., cujo o indice ¢ representa que este ponto é um ponto critico.

3.2 Expoente de Lyapunov

Uma maneira de quantificar e caracterizar o caos é recorrendo aos mesmos estudos
sobre os expoentes de Lyapunov apresentados nas secoes e2.2] Sendo assim, a figura
3.2(a) mostra o diagrama de bifurcagdes para o mapa Hassell perturbado, enquanto a
figura (b) mostra os expoentes de Lyapunov. Em ambas figuras usamos os seguintes

parametros de controle a =1, v =6 e ¢ = 0,01
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Figura 3.2: (a) Diagrama de 6rbita para o mapa Hassell perturbado e (b) expoentes de Lyapu-
nov referente ao diagrama de 6rbita mostrado em (a). Os valores dos paradmetros
usados foram a =1, v =6, ¢ = 0,01 e a condicao inicial Ny =0, 1.

Quando r = a reta azul — A\ = 0 — toca a curva preta. Neste ponto temos

1
V1—¢?

uma bifurcacao, chamada transcritica.

3.3 Convergéncia das 6rbitas para o ponto fixo

Para entendermos o decaimento das orbitas para o ponto fixo N*, vamos considerar o
mapa na sua segunda iteracao, devido a perturbacao paramétrica, que comentamos
quando realizamos o estudo de ponto fixo na se¢ao [3.1] Novamente, vamos considerar o
comportamento de N aproximando do ponto fixo N* = 0, considerando y = r. —r = 0
com r. > r, em que N é uma funcao de n, que é o nimero de iteracoes.

A figura mostra a convergéncia das orbitas para o ponto fixo N*, para pu = 0,
condicoes iniciais diferentes e os parametros a = 1, v =6 e ¢ = 0,01. Podemos observar

que dependendo das condicoes iniciais Ny, as Orbitas ficam confinadas em um patamar
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Figura 3.3: Decaimento das érbitas para o ponto fixo N*, quando 7. =

ee=0,01.

1
——a=1,7v=6
VvV1—ce¢ 7

constante N e depois de alcancar um nimero de iteracoes de cruzamento n,, elas decaem
em lei de poténcia, descrita por um expoente 5. A partir do comportamento observado,
também podemos supor as hipGteses de escala apresentadas na se¢ao 2.3, mas substituindo
o por a, ' por B e 2 por z.

O expoente 3 pode ser obtido a partir de um ajuste em lei de poténcia, na figura |3.3
obtemos 3 = —0,9999906(1). O expoente z pode ser obtido por um grafico de n, como
uma funcao de Ny, como mostrado na figura[3.4] O expoente é determinado por um ajuste
em lei de poténcia que fornece z =~ —1. Neste caso podemos observar que a perturbagao
nao interferiu nos valores dos expoentes, quando comparados com o', 5’ e 2/, encontrados
anteriormente para o mapa Hassell.

O comportamento mostrado na figura 3.3, juntamente com as trés hipoteses de escala,
permite-nos descrever o comportamento de N como uma fungao homogénea de variaveis
n e Ny, do tipo

NNon) = IN(I°Ny, 1n), (3.8)

em que [ é um fator de escala e ¢ e d sdo expoentes caracteristicos. Fazendo procedimentos
semelhantes aqueles discutidos para o mapa Gauss e para o mapa Hassell, conseguimos
relacionar nossos trés expoentes criticos a, § e z, através de uma lei de escala, dada da
seguinte forma

Z = E, (39)
de modo que dado o conhecimento de qualquer dois expoentes, permite-nos encontrar o
terceiro usando a equacao . A figura mostra que os expoentes obtidos podem ser
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Figura 3.4: Numero de iteracoes de cruzamento n, como funcao das condigoes iniciais Ng.

usados para reescalar os eixos coordenados da figura de maneira conveniente, tal que
N — N/ng e n — /Nz. Assim, um colapso de todas as curvas de N vs. n em uma tdnica

curva pode ser observado, validando os expoentes a, (5 e z.

Vamos discutir a convergéncia das orbitas para o ponto fixo do mapa (3.36)), quando
nao estamos no 7. e sim a uma distancia g4 = r. — r com r. > r, isto caracteriza a
vizinhanga ao redor da bifurcacao. A evolucao das dérbitas para o ponto fixo é entao dada

por uma lei exponencial [13], escrita como

N(n,p) oce ", (3.10)

em que 7 é o tempo de relaxacao e tem a seguinte forma

7o (3.11)

e 0 é o expoente de relaxacao.
A figura mostra o comportamento de 7 vs. u, para a = 1 e v = 6 e um ajuste
em lei de poténcia fornece o expoente d &~ —1. Assim como no mapa Hassell o valor do

expoente 0 é independente do valor do parametro ~.
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Figura 3.5: Colapso de todas as curvas mostradas na ﬁgura em uma Unica curva, apds uma
reescala conveniente dos eixos.
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Figura 3.6: Relaxacao das érbitas para o ponto fixo como uma funcao de u, quando a = 1,
vy=06¢ee=0,01.
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3.4 Aproximacao analitica da convergéncia das orbi-

tas para o ponto fixo N*

Nesta secao vamos discutir as aproximacoes analiticas diferentes para alcancar a con-
vergéncia das orbitas para o ponto de equilibrio N*. No primeiro caso, consideramos o
ponto de bifurcagao em p = 0 para r = r. = 1/vi—¢. Devido a perturbagao paramétrica
ser peri6dica, como comentado na secao [3.1] vamos reescrever a equacao do mapa

em sua segunda iteragao, considerando (n +2) — (m + 1) e n — m. Assim, obtemos

N1 = 12(1 = )Ny, [(1 + aN,p) + ar(1 — )Ny (1 + aN,,) ] 77 (3.12)
expandindo o termo entre colchetes em série de Taylor de N,,,, quando aN,, < 1, obtemos

Nps1 =172(1 = )Ny {1 — ay[l + (1 — €)]N,,, + O(2)}, (3.13)

perto do ponto fixo, NV, é muito préximo de 0. Entao, podemos manter termos de baixa

ordem na expressao, considerando apenas o termo de primeira ordem. Com isso, temos

Npi1 =721 — )Ny {1 —ay[1 +7(1 — €)]N,n }. (3.14)

Sobre essa condigao, nos supomos que a variavel dinamica N pode ser considerada como
uma varidvel continua. Assim, a equacao (3.14)), considerando 1 = 0, pode ser reescrita

como

N1 = 181 = €)Np = 12(1 = €)N,,,

Nm+1 . Nm _ Nm+1 - Nm 7
(m+1)—m
dN
R~ i —pN? . (3.15)

em que ¢ = ay[l+7r.(1—¢)]. Fazendo separagao de varidveis, obtemos a seguinte equagao

diferencial

A condicgao inicial Ny é definida para m = 0, enquanto que, para um arbitrario m temos
N(m). Entao, integrando a equacao (3.16) de ambos os lados e usando estas varidveis

como os limites de integragao, temos

N(m) dN’ m ,
= | gdm. 3.17
/N s / (3.17)
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Como m — n, chegamos a aproximacao analitica para o ponto fixo N*, escrita como

No

Vamos agora discutir as implicagoes da equacao (3.18]) para especificos valores de n.

N(n) = (3.18)

Assim, comecamos com o caso n < n,, onde ¢pnNy < 1, que é equivalente a uma das

hipdteses de escala citadas anteriormente nesta secao. Para tal caso, obtemos que

N(n) = Ny, (3.19)

uma rapida comparagao com a primeira hipotese de escala, nos permite concluir que o
expoente critico ¢ a = 1. Fazendo uma segunda consideracao, agora a situacao em que

n > n,, onde ¢nNg > 1. Para tal caso, obtemos que

N(n) = (¢n)~". (3.20)

Comparando este resultado com a segunda hipdtese de escala comentada anteriormente,
concluimos que § = —1. O 1ultimo caso é obtido quando ¢nNy = 1, isto significa que

n = n,. Entao, obtemos

¢an0 = 17
n, = ¢ "Ny, (3.21)
comparando com a terceira hipétese de escala, nos permite concluir que z = —1. Com

esses procedimentos, obtemos os expoentes criticos «, 5 e z discutidos numericamente. A
figura mostra os decaimentos das érbitas para o ponto fixo N*, com as aproximacoes
analiticas que estao indicadas pelas linhas tracejadas. Aquelas curvas foram obtidas a
partir da equacao (3.18]).

Agora, vamos discutir o segundo caso, considerando p # 0. Assim, temos

Npy1 = 31 — E)N,, — r*(1 — €2)oN?2, (3.22)

sendo N,, < 1 o termo N2 tende a zero muito mais rdpido que o termo de primeira

ordem. Assim, desprezamos o ultimo termo da equagao (3.22) e obtemos
Nm+1 = 7"2(1 — GQ)Nm.

Subtraindo N,, de ambos os lados, considerando
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Te = )
Vi
1
(1—¢€) = o) (3.23)

2
Nm+1_Nm = (L) Nm_Nm7

Npit = Ny dN
(m+1)—m ~ dm
= —unN,, , (3.24)

emque p=r.—ren= <”{%) Separando variaveis, considerando novamente que para
(&

m = 0 a condicao inicial é Ny, e integrando em ambos os lados a equagao, obtemos

N(m) dN/ m ,
— = —;m/ dm . (3.25)
fo w=m,

Integrando e reagrupando os termos, obtemos a aproximacao analitica quando estamos a

uma distancia p do ponto de bifurcagao, dada da seguinte maneira

N(n) = Noe ™™, (3.26)

Comparando este resultado com as equagoes e , concluimos que 6 = —1
estd de bom acordo com o resultado numérico mostrado na figura [3.6, Por fim, mesmo
existindo a perturbacao paramétrica ao mapa Hassell, foram encontrados os mesmos ex-
poentes criticos que no Capitulo [2], incluindo §, mostrando que a perturbagdo nao afeta

nos expoentes da convergéncia das orbitas para o ponto fixo.

3.5 Espaco de parametros, érbitas superestaveis e ex-

tremas

Neste Capitulo vamos estudar o espaco de parametros do mapa Hassell perturbado,
utilizando como ferramenta as érbitas superestaveis e extremas. Obtemos algumas dessas

orbitas de forma analitica, dando mais robustez ao nosso trabalho.
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3.5.1 Espaco de parametros

Existem ferramentas, como espaco de fases, diagrama de orbitas para analisar o com-
portamento dinamico de sistemas dinamicos. Outra forma de analisar o comportamento
de um sistema dinamico ¢é através do espago de parametros . Esta forma de analise é
em relagao aos parametros de controle do sistema. Para estes estudos uma ferramenta im-

portante a ser utilizada é o expoente de Lyapunov (comentada nos Capitulos anteriores),

1. (dN,
A= lim —ln( “). (3.27)

definido da seguinte forma

n—oco 1, dN,

Para um X positivo, temos orbitas cadticas, enquanto que para valores negativos, as érbitas
sao periddicas. Através do calculo dos expoentes de Lyapunov, podemos analisar algumas
estruturas no espago de parametros. A figura [3.7] mostra r como funcao de € para uma
grade de 1000 por 1000 em relacao aos parametros, com a condig¢ao inicial Ny = 0,1,
considerando um transiente de 10° e fazendo 10° iteracoes. A paleta de cores da figura
mostra os expoentes de Lyapunov A. Podemos observar uma sequéncia de estruturas

periédicas, também conhecidas como shrimps (camardes).

Figura 3.7: Espaco de parametro do mapa Hassell perturbado. A paleta de cores representa
os expoentes de Lyapunov .

A figura[3.§ mostra os periodos dos camardes, em que a paleta de cores da figura exibe
o periodo de cada uma dessas estruturas. Cada estrutura consiste de um corpo principal

de periodo k, mais uma sucessao de dominios adjacentes de periodos k x 2™ [30].
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Figura 3.8: Espaco de parametro do mapa Hassell perturbado, em que a paleta de cores re-
presenta os periodos de cada estrutura camarao observadas na figura

3.5.2 Orbitas superestaveis e extremas

Nesta secao vamos estudar as estruturas periédicas observadas nas figuras e
utilizando como ferramentas as orbitas superestaveis. Estas sao drbitas em que os ex-
poentes de Lyapunov tendem a menos infinito e estao representadas pelas curvas em
laranja/vermelho na figura

Estudaremos, também, as érbitas extremas, que sao trajetérias conectando pontos de
maximos a minimos ou vice-versa e estao representadas na figura 3.9

Para isso, considere um mapa unidimensional da forma

Npy1 = F(N,), (3.28)

com 2 ou mais parametros e N € IR. Uma 6rbita de periodo k, onde N, = F®(N,,) é

superestavel se

dF®R(N,) M AFR(N,) S
n n=0 n n=0

Com isso, uma orbita é superestavel se as duas condigoes

N, = F®O(N,), (3.30)
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Figura 3.9: Espago de parametro do mapa Hassell perturbado, em que a paleta de cores repre-
senta os periodos de cada estrutura periddica e as curvas enumeradas representam
as 6rbitas extremas. O numero, por exemplo, 3(+), representa uma 6rbita extrema
de periodo 3, cujo sinal (+) é devido a b, = +1.

F'(N,) =0, (3.31)

sao satisfeitas, porém a equagao ([3.31]) contém pelo menos uma das solugdes, do conjunto
de solugdes dado por {Ny, N3, ..., N}, ..., N7, ...}, que representam pontos de maximos e
minimos da equacao ([3.28)), podendo corresponder a pontos de inflexdo também, mas
frequentemente correspondem a maximos e minimos [44]. Com isso, podemos ter solugoes
para a segunda condic¢do (3.31]), que quando substituidas na primeira (3.30)), levam a
orbitas do tipo

k * *

F®(NF) = N7, (3.32)
que conectam pontos de maximos e minimos ou vice e versa. Quando isto ocorre, temos
érbitas extremas [44]. Se i = j e a primeira condi¢ao ([3.30]) é satisfeita, retornamos a
condicao de uma orbita superestavel.

Utilizando a relacao (3.31)) no mapa Hassell perturbado, podemos obter de maneira

analitica, uma das condicoes de érbitas superestaveis, da seguinte forma

F'(N) =71 +bue)(14+aN)""[1 —ayN(1 +aN) '] =0, (3.33)

para que a igualdade seja satisfeita, basta que o termo entre colchetes seja zero, com isso,
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obtemos

1—ayN(l+aN)"' = 0,
ayN(1+aN)™' = 1, (3.34)

resultando em

~ 1
N = m, (3.35)
com este resultado, obtemos o valor de N relacionado as érbitas superestéveis e/ou retorno
representado por N. Satisfazendo a outra condicio, que é a equacio 1} na primeira
iteracao, obtemos
F(N)= Npyy = PN+ D) N, (3.36)
(1+aN)

queremos relacionar os parametros € e r, assim, manipulando a equacao (3.36)), temos

(1+aN)
(b = L)
¢ — bi (1+SN)7—1] (3.37)

A partir disso, podemos ter a primeira érbita extrema, representada na figura que
¢ a drbita extrema 1(—). Dando continuidade aos estudos, mas analisando a segunda

iteragao, obtemos

F(F(N)) = wN {(1 +aN)™ [1 +ualN (1 + aN)*V} _7} — N,
- N{(1+aN) [1+uaN(1+aN)*7”_7:N,
— whi [(1 +aN) + uaN(1 + aN)L- ry ~ N, (3.38)
em que u =7(1 —€) e v =r(1 +¢€). Resolvendo a equacio (3.38), obtemos
v = ! | (3.39)

u[(14 aN,) + uaN,(1 4+ aN, )]
Para obtermos as curvas que representam as orbitas superestaveis de periodo 2, vamos

relacionar os termos u e v, colocando-os em funcao dos parametros de controle estudados
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no espaco de parametros. Assim, temos

u+v=2r, (3.40)

u—v=—2re. (3.41)

De modo que, manipulando a equacao (3.40]), temos

r = “;”. (3.42)

Substituindo o resultado da equagao (3.42)) na (3.41)), temos

2 (“;”) = u—u, (3.43)

resultando em

U—v —(u—w
€= e €= g (3.44)
u+v u+v
Em que as equagoes (3.42)) e (3.44) sdo as relagoes entre r e €, com relagdo a u e v, onde

0 negativo em € representa a oscilacao de b, que é de +1 para —1. Com isso, podemos

observar na figura [3.10] as 6rbitas superestaveis de periodo 2.
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Figura 3.10: Espaco de parametro do mapa Hassell perturbado em que a paleta de cores re-
presenta os expoentes de Lyapunov e as curvas desenhadas na figura representam
as orbitas extremas de periodo 2.

Por fim, vamos analisar analiticamente quando estamos na terceira iteracao. Dessa forma,

temos
F(F(F(N)) = u’oN [z + aquzl_W] TN 7
= u’vN [z(l + aquz‘”)] TN :
= ug[l+ag] " =N, (3.45)
em que
2= (L+aN) +uaN(1+aN)'™ (3.46)
e
q= uv]\?z_”, (3.47)

isolando u na equagao (3.45)), temos

u= M tag— (3.48)
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Isolando v na equagao ([3.47), substituindo o valor de z dado pela equacao (3.46|), temos

q
v = :
ulN, [(1 4+ aN,) + uaN,(1 + aN,)=7]"

(3.49)

A ideia para encontrarmos as orbitas de periodo 3 no espaco de parametros é variarmos
q, dado pela equacao , para encontrarmos u. Depois disso, os valores de v, dado
pela equagao . Assim, obtemos a érbitas representadas na figura , nomeadas de
3(+) e 3(—). As demais drbitas de retorno foram obtidas numericamente considerando a
condicio inicial Ng = N = a(y 1), 10® iteracdes e que |N, 1 — N| < 10* para que as
érbitas sejam periddicas. Com isso, obtemos as 6rbitas 5(+),7(+), 5(—) e 7(—), que estao
representadas na figura |3.11] em que a figura [3.12| é o espaco de parametros em relacao

ao calculo dos expoentes de Lyapunov.

70 pndl = 10
N
60 -8
-
_ 50 6
- 4
40
ym. 2
30
0.5 0.55 0.6 0.65 0.7 0.75
€

Figura 3.11: Ampliacdo no espaco de parametro do mapa Hassell perturbado mostrado na
figura [3.8] com as érbitas extremas.

As equagoes ([3.31)) e (3.32) quando satisfeitas, levam a orbitas extremas, entretanto,

vamos supor que num periodo ki, temos uma orbita do tipo

F®)(N¥) = N7 (3.50)

VR

e em um periodo ks, temos

F®)(NF) = N7, (3.51)

Aplicando a equagao (]3.51[) na (]3.50[), trocando o termo N} por F*2)(N *), temos
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Figura 3.12: Ampliacdo no espaco de parametro do mapa Hassell perturbado mostrado na
figura em que a paleta de cores representa os expoentes de Lyapunov

F(kl)(Ni*) — k) (F(kz)(Ni*))7

J

k1+k *
Ftk)(Nx), (3.52)
em que a equagao (3.52)) implica em

Flhitk) (N = N*, (3.53)

J J

Podemos observar que, partimos de um ponto critico (méximo ou minimo) e retornamos
ao mesmo ponto, mas acrescentando a soma dos periodos (k; +kz). Com isso, temos outra
forma de obter érbitas superestaveis e podem ser vistas novamente nas figuras e
que sao os cruzamentos entre as curvas de indices (+) e (—).

Portanto, analitica e numericamente as orbitas superestaveis e extremas podem ser
outras ferramentas para estudo dos periodos e organizacao das estruturas denominadas

shrimps no espaco de parametros.
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Capitulo 4

Comentarios finais

Neste trabalho consideramos um conjunto de mapas unidimensionais discretos e in-
vestigamos algumas propriedades dinamicas. Iniciamos os estudos considerando o mapa
Gauss e investigamos a convergencia das drbitas para os pontos fixos x] e x5 para os
parametros de controle § = (., e 8 = [.,, em que ocorrem as bifurcacoes tangente e
duplicacao de periodo respectivamente. Nestes pontos fizemos analises fenomenolégicas
e observamos que o decaimento das trajetorias para os pontos fixos sao caracterizadas

por trés expoentes criticos cada. Estes expoentes estao relacionados entre si pelas leis de

escalas 2/ = @/o' ¢ z = 2/s e os resultados forneceram o =1, 0’ = —1 e 2/ = —1 para
a bifurcagao tangente e « = 1, 0 = —1/2 e z = —2 para a bifurcacdo de duplicagao de
periodo.

Mostramos no mapa Gauss, quando escolhidos outros valores do parametro de controle
v, comportamentos chamados de crises de fronteiras. Caracterizamos estes eventos e obte-
mos os expoentes y; ~ —0, 509(7) para a crise de fronteira em 5 = Sepise, € Y2 & —0,507(4)
para crise em 8 = [erise,, quando consideramos v = 10. Estes resultados produziram o
mesmo valor encontrado nas referéncias [36-38] para o mapa quadratico. Utilizando a
orbita de ponto fixo instavel de periodo 1 e as orbitas supertracks, conseguimos encontrar
o valor que iniciam as crises no mapeamento, fornecendo v = Vg5, ~ 9, 82.

Estendemos nossos estudos considerando o mapa Hassell e investigamos a convergen-
cia das orbitas para o ponto fixo na bifurcacao transcritica. Neste ponto, fizemos analises
fenomenoldgicas e observamos que a convergéncia das érbitas também sao caracterizadas
por trés expoentes. Eles estdo relacionados entre si pela lei de escala 2 = o /s e os resul-
tados encontrados foram o/ = 1, § = —1 e 2/ = —1. Perto da bifurcacao a convergéncia
das orbitas para o ponto fixo no mapa Hassell é marcada por um decaimento exponencial
e o tempo de relaxacdo é descrito pela lei do tipo 7 o< i°, com § = —1.

Comparando os expoentes criticos encontrados para o mapa Hassell e Hassell per-
turbado, observamos que a perturbacao nao afetou a convergéncia das trajetérias para o

ponto de equilibrio na bifurcagao transcritica, com isso, conseguimos os mesmos resultados
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de expoentes.

Comparando os resultados dos trés mapas estudados com os estudos realizados para
o mapa logistico em [17], observamos que os expoentes criticos obtidos no mapa Gauss,
estudando a convergéncia das orbitas para o ponto fixo na primeira iterada, na bifurcagao
tangente; sao diferentes dos expoentes obtidos para o mapa Logistico, Hassell e Hassell
perturbado. Entretanto, os trés ultimos mapas, quando estudados os decaimentos das
trajetérias na bifurcacao transcritica, apresentaram os mesmos expoentes criticos.

Analisamos a convergéncia das trajetérias para o ponto estaciondrio no mapa Gauss na
bifurcacao de duplicacao de periodo e encontramos outros trés expoentes criticos. Com-
parando estes expoentes com os do mapa Logistico, na mesma bifurcagao, os expoentes
apresentaram os mesmos resultados. Portanto, de acordo com a bifurcacao em que esta-
mos analisando o decaimento das drbitas para o ponto de equilibrio, os expoentes criticos
podem ser iguais (se estivermos na mesma bifurcacao) ou diferentes (se nao estivermos na
mesma bifurcagao).

Finalizando, utilizamos como ferramenta os expoentes de Lyapunov para obter o es-
paco de parametros e verificar estruturas complexas periédicas chamadas shrimps (cama-
roes). Além disso, quando observamos o espago de parametros via periodos e utilizamos
as Orbitas de retorno que foram encontradas numérica e analiticamente, nos possibilitou
entender melhor como essas estruturas se organizam. Visto que, utilizando estas érbitas
foi possivel localizar mais precisamente os camardes. Com isso, sendo uma importante
ferramenta para investigacao global e local destas estruturas periédicas complexas.

Temos como perspectivas, analisar o comportamento das érbitas na relaxacao para a
bifurcacao tangente e verificar se ha modificagao no valor do expoente de relaxacao. Além
disso, pretendemos acoplar o mapa Gauss ao mapa logistico. Neste tema, vamos investigar
os efeitos que este acoplamento pode causar no espaco de parametros deste novo sistema.
Queremos, também, analisar o que acontece na mudancga da bacia de atracdo no mapa
Hassell perturbado, pois quando acrescentamos essa perturbacao paramétrica a mesma

produz novos comportamentos na dinamica do mapeamento.
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