
�
��
�
��
�
�
�

�
�
��

�
��
��
�
��
	
		








�
��

��


 ��� ���� ���� ��� IFT Instituto de Fı́sica Teórica
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Orientador

Dr. Bruto Max Pimentel Escobar

Agosto de 2012



Agradecimentos

• Primeiro, e mais importante, agradeço a minha famı́lia pelo apoio durante todos estes
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Resumo

Nesta Tese, apresentamos a formulação clássica completa da teoria de Hamilton-Jacobi para

sistemas vinculados. Usando o método de Lagrangianas Equivalentes de Carathéodory ob-

temos um conjunto de Equações Diferenciais Parciais de Hamilton-Jacobi, também chamado

de Hamiltonianos. A Condição de Integrabilidade nos permite dividir os Hamiltonianos entre

involutivos e não-involutivos. Construı́mos os Parênteses Generalizados a fim de eliminar os

Hamiltonianos não-involutivos, enquanto que relacionamos os Hamiltonianos involutivos com

o Gerador das transformações canônicas. Por outro lado, a Equação de Lie é resultado da

realização das variações totais no funcional de ação, e que é relacionada às simetrias da teoria.

Usamos a Equação de Lie e a estrutura das Equações Caracterı́sticas, que indicam a evolução

dinâmica do sistemas, para associar o Gerador de transformações canônicas às simetrias de

calibre. Aplicamos o formalismo de Hamilton-Jacobi ao modelo da Mecânica Quântica Topo-

logica, ao modelo BF bi-dimensional equivalente à Teoria de Jackiw-Teitelboim, ao campo de

Yang-Mills Topologicamente Massivo e seu equivalente Auto-dual, assim como para o campo

da Gravitação linearizada.

Palavras Chaves: Principios variacionais; Formalismo de Hamilton-Jacobi; Teorias Topologi-

cas; Gravitação Linearizada.

Áreas do conhecimento: Teoria de Campos.
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Abstract

It is presented the complete classical formulation of the Hamilton-Jacobi theory for cons-

trained systems. From fixed point variations and using the Carathéodory’s method of Equiva-

lent Lagrangian we obtain a set of Hamilton-Jacobi Partial Differential Equations, also called

Hamiltonians. The Integrability Condition allow us to divide the Hamiltonians between invo-

lutive and non-involutive ones. We build the Generalized Brackets in order to eliminate the

non-involutive Hamiltonians, whereas we relate the involutive Hamiltonians to the Generator

of Canonical Transformations. On the other hand, we build the Lie Equation, result of perform

total variations to the action functional and which is related to the symmetries of the theory.

We use the Lie equation along with the structure of the Characteristic Equations, related to the

dynamical evolution of the systems, to associate the Generator of Canonical Transformation to

Gauge symmetries. We apply this formalism to the Topologically Quantum Mechanics, the two-

dimensional BF model equivalent to the Jackiw-Teitelboim theory, the Topologically Massive

Yang-Mills field as well as its correspondent self-dual and to the Linearized Gravity field.

Key words: Variational Principles; Hamilton-Jacobi Formalism; Topological Theories; Linea-

rized Gravity.

Knowledge Area: Field theory.
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Capı́tulo 1

Introdução

O estudo dos sistemas vinculados iniciou-se com os trabalhos de Dirac [1] e Bergmann [2] e

tornou-se uma ferramenta poderosa para lidar com teorias de calibre uma vez que, tal como foi

provado por Anderson e Bergmann, estas teorias possuem vı́nculos. Como a maioria das teorias

modernas são teorias de calibre, a importância do estudo do formalismo de Dirac é evidente

e uma vasta bibliografia foi produzida desde então. O formalismo de Dirac foi aplicado com

sucesso em vários tipos de sistemas, desde a mecânica clássica até QED, e da Teoria Geral de

Relatividade até a Teoria de Cordas [3].

O formalismo de Dirac para sistemas vinculados é estritamente Hamiltoniano, desde que

começou com a definição das variáveis canônicas e baseia-se como uma tentativa para fixar a

degenerecência da função Hamiltoniana devido a que o determinante da matriz Hessiana nulo,

responsável da transformação de Legendre, que permite uma transição do formalismo Lagrangi-

ano para o Hamiltoniano. A chamada Condição de Consistência afirma que todo vı́nculo obtido

a partir da definição dos momentos canônicos (denominados vı́nculos primários) deve ser con-

servado no tempo. Com este procedimento podemos obter um novo conjunto de vı́nculos, cha-

mados de vı́nculos secundários. Esses novos vı́nculos também têm que satisfazer a Condição de

Consistência, podendo assim produzir vı́nculos terciários, quaternários e assim por diante. Com

o conjunto completo de vı́nculos, podemos dividi-lo em dois grupos: os vı́nculos de primeira e

segunda classe. Essa classificação resulta útil, uma vez que está relacionada com as simetrias

da teoria em consideração.

O problema de se encontrar as simetrias de uma teoria particular como resultado da sua

análise de vı́nculos é ainda um problema aberto. Teve inicio com a chamada Conjectura de Di-

rac que afirma que todos os vı́nculos de primeira classe geram as simetrias de calibre. Mesmo

assim, como o nome insinua, é apenas uma conjectura e foram construı́dos modelos para que

a contradigam. Provavelmente, o algorı́tmo mais utilizado para construir os geradores das

transformações de calibre de uma teoria vinculada é aquele dado por Castellani [4]. Estu-

dando as variações no espaço de fase, ele deduziu que o gerador dessas transformações, assim

como seu Parênteses de Poisson com o Hamiltoniano devem ser vı́nculos de primeira classe.

Devido ao espaço onde essas variações são feitas, vemos que este procedimento é puramente
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Hamiltoniano, mesmo assim, têm havido tentativas para construir todo o conjunto de simetrias

Lagrangianas. Nesse contexto, temos a abordagem HTZ, em homenagem ao trabalho de Hen-

neaux, Teitelboim e Zanelli [5] ou, mais recentemente, o trabalho de Gitman e Tyutin [6] que

proporciona um novo método para a obtenção das simetrias de um sistema vı́nculado através da

solução da chamada Equação de Simetria.

Sem dúvida, o formalismo de Dirac é a abordagem mais utilizada para lidar com sistemas

vinculados. Mesmo assim, novos métodos para o análise de vı́nculos surgiram na tentativa

de esclarecer a estrutura desses sistemas. Assim encontramos, por exemplo, o formalismo

de Faddeev-Jackiw [7] utilizado para ações de primeira ordem. Esse formalismo mostra uma

vantagens algébrica se comparamos com o formalismo de Dirac, mas possui sérias desvantagem

na análise das simetrias de calibre. Por esta razão, existe uma extensão direta na qual se permite

a análise da simetria de calibre, chamada de formalismo Simplético [8].

Outro método alternativo para lidar com os sistemas vinculados é o formalismo de Hamilton-

Jacobi, que foi desenvolvido por Güler [9] como uma extensão do método de Lagrangianas

equivalentes de Carathéodory no cálculo de variações [10]. Para esses sistemas as condições

para que a ação seja estacionária são reduzidas a um conjunto de equacões diferenciais parciais

de Hamilton-Jacobi, também denominado Hamiltoniano, o qual deve obedecer uma Condição

de Integrabilidade. Houve vários trabalhos que desemvolveram o formalismo de Hamilton-

Jacobi [11], assim como também generalizações para Lagrangianas de segunda ordem [12], de

ordem superior [13], e de sistemas de Berezin [14] (Neste trabalho também é mostrada a equi-

valência entre a Condição de Integrabilidade com a Condição de Consistência do formalismo

de Dirac). O formalismo também tem sido aplicado ao estudo da partı́cula não relativı́stica em

espaços curvos [15], do modelo sigma O (3) não linear [16], do modelo de Schwinger [17],

do modelo de Proca [18], da Gravitação de Polyakov de duas dimensões [19] e da Gravitação

Teleparalela [20]. O estudo de ações de primeira ordem [21] permitiu a construção do chamado

Parêntese Generalizado, esse resultado também foi obtido em [22]. Em [23] foi demonstrado

que para todo sistema que possua Hamiltonianos que não satisfazem a Condição de Integrabi-

lidade pode-se construir o Parêntese Generalizado. O estudo da dinâmica do Plano Nulo for-

nece um bom laboratório para o estudo dessa estrutura, assim temos estudado o modelo escalar

complexo e o Eletromagnetismo em [24], e o campo de Yang-Mills Topologicamente Massivo

[25]. No contexto de Relatividade Geral, estudamos a Gravitação em duas dimensões [26] e

a Gravitação Linearizada [27]. Encontramos a estrutura do Parêntese Generalizado no modelo

da Gravitação BF [28] assim como o modelo Auto-Dual [29]. Rothe, no seu livro sob sistemas

vinculados [30] inclui um capı́tulo completo para o estudo do formalismo de Hamilton-Jacobi

e indica alguns dos problemas enfrentados nessa descrição e que serão tratados nesta tese.

O interesse inicial no formalismo de Hamilton-Jacobi foi a não discriminação entre as Ha-

miltonianos, ou seja, os vı́nculos de primeira e segunda classe foram tratados no mesmo nı́vel,

mas logo foi mostrado [23] que, para satisfazer a Condição de Integrabilidade, os Hamiltonia-

nos não-involutivos devem ser eliminados, redefinindo assim a dinâmica do sistema através da

construção dos Parênteses Generalizados. Portanto, o sistema termina com um conjunto com-
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pleto de Hamiltonianos involutivos. Em [31] mostramos que o papel desses Hamiltonianos é

gerar as transformações canônicas.

Uma vez que o estudo do formalismo de Hamilton-Jacobi iniciou-se com Lagrangianas

equivalentes, devemos esperar que a análise de vı́nculos forneça todas as simetrias em nı́vel La-

grangiano. Por outro lado, o estudo das variações totais nos leva a obter a chamada Equação de

Lie que juntamente com as Equação Caracterı́stica, fornece um procedimento de como podemos

construir o gerador das transformações de calibre. Por conseguinte, este processo de obtenção

das simetrias de uma teoria determinada é puramente Lagrangiano. O objetivo desta tese é

fornecer o estudo clássico completo do formalismo de Hamilton-Jacobi no qual estudamos o

papel de cada um das classes de Hamiltonianos a partir da Condição de Integrabilidade que é a

pedra angular deste formalismo. Eliminamos os Hamiltonianos não-involutivos desde que eles

não satisfaçam esta condição. Portanto, a evolução do sistema é descrito por um conjunto de

Hamiltonianos involutivos, geradores das transformações canônicas. Finalmente, utilizamos a

Equação de Lie para obter o gerador da transformação de calibre.

No capı́tulo II estudamos diferentes tipos de princı́pios variacionais, resultado da realização

das variações totais na função de ação. Esse procedimento é utilizado na teoria de campos, mas

podemos explorar mais as suas propriedades no contexto da mecânica analı́tica. Assim também

obtemos a Equação de Lie que está relacionada com às propriedades de invariância do sistema

em consideração e, portanto, com o teorema de Noether. Para sistemas regulares é estudada

a passagem do formalismo Lagrangeano ao formalismo Hamiltoniano, assim como também o

estudo das transformações canônicas a partir do Princı́pio de ação de Weiss e sua relação com

o formalismo de Hamilton-Jacobi. Como passo prévio para o estudo de sistemas vinculados,

apresentamos a abordagem de Carathéodory para a teoria de Hamilton-Jacobi, estudamos as

chamadas Equações Caracterı́sticas, que dizem respeito à dinâmica do sistema, e as Condições

de Integrabilidade, que atestam sob a obtenção de uma solução completa do problema con-

siderado. Neste capı́tulo também apresentamos uma nova abordagem para obter uma versão

simetrizada do tensor energia-momentum canônico, mesmo que este procedimento não esteja

relacionado com a estrutura de vı́nculos de uma teoria. Mostramos que para alguns casos, a

Equação de Lie fornece naturalmente a simetrização do tensor de energia-momento sem fazer

uso do procedimento de Belinfante [32].

O Capı́tulo III é dedicado ao estudo da estrutura de vı́nculos através do formalismo de

Hamilton-Jacobi. Seguimos o mesmo roteiro para sistema regulares até que a presença da

Condição Hessiana seja necessária. Introduzimos as variáveis canônicamente conjugadas e

obtemos as Equações Caracterı́sticas. O estudo da Condição de Integrabilidade nos levam a

dividir os Hamiltonianos em dois grupos: os involutivos e não-involutivos e, em seguida, estu-

dar o papel de cada um desses dentro do formalismo de Hamilton-Jacobi. Uma vez que todo

o procedimento tem sido estudado no contexto da Mecânica Analı́tica e com o fim de clari-

ficar as ideias e a utilidade do formalismo, trabalhamos com um modelo chamado Mecânica

Quântica Topológica [33]. Esse modelo contém as duas classes de Hamiltonianos, portanto, a

importância para visualizar o formalismo torna-se evidente.
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O interesse em Teorias Topológicas nos levou a estudar o model BF bi-dimensional assim

como o campo de Yang-Mills Topologicalmente Massivo, juntamente com sua Auto-dualidade.

O modelo BF será estudado no capı́tulo IV e tem sido usado para modelar a gravitação bi-

dimensional devido à sua comprovada equivalência com o modelo de Jackiw-Teitelboim [34].

As teorias de calibre Topologicamente Massivas [35] foram introduzidas a fim de evitar di-

vergências infravermelhas, mas foi mostrado que estas teorias também são limites de teorias

quadri-dimensionais com temperatura, desta forma, esses modelos obtêm uma vasta gama de

aplicações. Nesse sentido, o capı́tulo V será dedicado ao estudo do campo de Yang-Mills Topo-

logicalmente Massivo, tanto na forma Instantânea como no Plano Nulo, e o modelo Auto-dual

[36] e a correspondência entre esse modelos [37].

No Capı́tulo VI, apresentamos a análise de vı́nculos do campo da Gravitação Linearizada.

Como o nome indica, essa teoria é obtida através da linearização da Lagrangiana de Einstein-

Hilbert. A importância desse modelo estabelece a medida em que os campos de spin dois apa-

recem na tentativa de estudar o regime perturbativo da Gravitação. Para todos esses modelos

apresentamos, primeiro, a Equação de Lie a partir da qual obtemos as propriedades Lagrangi-

anas de nosso interesse e, em seguida, prosseguimos com o análise de vı́nculos utilizando o

formalismo de Hamilton-Jacobi.

No último capı́tulo discutiremos os resultados obtidos, assim como mostraremos algumas

perspectivas futuras para nosso trabalho.

4



Capı́tulo 2

Princı́pios Variacionais e o formalismo de
Hamilton-Jacobi

2.1 Introdução

Uma afirmação que impõe uma condição extrema ou estacionária ao longo de um funcional

é chamado de Princı́pio Variacional. O cálculo das variações consiste em encontrar uma função

que deixe estacionária um dado funcional. Em outras palavras, o cálculo de variações é uma

ferramenta que traduz um princı́pio variacional em uma linguagem matemática. Uma vez que

a maioria das equações que governam os sistemas fı́sicos parecem ser obtidos a partir de uma

condição estacionária ao longo de um dado funcional, a importância do estudo de métodos

variacionais é de suma importância.

Sabe-se que os primeiros princı́pios variacionais foram formulados pelos gregos, tais como

Hero de Alexandria ou Aristóteles e, ao longo da história notáveis cientistas propuseram princı́pios

para diferentes ramos da fı́sica como a ótica, elasticidade e, principalmente na mecânica. Para

uma pesquisa histórica sobre princı́pios variacionais recomendamos [38].

Em seu Mécanique Analytique, Lagrange provoca uma revolução no estudo da mecânica

observando que os princı́pios variacionais podem ser formulados através de funcionais que

dependem de um conjunto de parâmetros, chamado coordenadas generalizadas, em vez das

coordenadas cartesianas usuais que caracterizam a posição de um determinado sistema. Desta

forma, o tratamento variacional da mecânica torna-se superior à mecânica vectorial e que, por

sua vez, permite novas generalizações. Os Princı́pios variacionais que vamos estudar neste

capı́tulo são estabelecidos no que hoje chamamos de mecânica analı́tica.

Postula-se que existe uma quantidade para sistemas dinâmicos chamada de ação. O Princı́pio

de Hamilton na dinâmica clássica afirma que este funcional de ação é estacionária para variações

em torno da trajetória fı́sica do sistema, desde que os estados iniciais e finais das configurações

sejam mantidos fixos. Uma conseqüência direta da estacionariedade da ação são as equações

de movimento de Euler-Lagrange (Veja [39] por exemplo).

Em 1938, Weiss [40] propôs uma extensão ao Princı́pio de ação. Esse princı́pio decorre
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em considerar variações gerais e é formulado como que caminho é seguido por um sistema

dinâmico no espaço de configuração no qual as variações gerais produzem apenas contribuições

de contorno. O tempo nos pontos do contorno é variado e, então, as variações não desaparecem

nas fronteiras. Em contraste com o Princı́pio de Hamilton, a superfı́cie de contorno tem que ser

considerada. Schwinger explorou o potencial do Princı́pio de Weiss em algumas aplicações na

mecânica clássica e eletromagnetismo [41].

Não é de surpreender que o Princı́pio de ação quântica de Schwinger [42], que é a descrição

Lagrangiana da Mecânica Quântica, tenha muitas analogias com o Princı́pio da Weiss. Nesse

formalismo, o equivalente à equação de movimento pode ser expresso através de um operador

hermitiano chamado gerador de transformações infinitesimais.

Este gerador encontra o seu equivalente clássico no termo de superfı́cie no Princı́pio da

Weiss. Este princı́pio foi aplicado a modelos simples como partı́culas livres e osciladores

harmônicos [43], efeito Casimir e gases de Fermi.

Quanto a mecânica clássica, existe um método alternativo para se obter o caminho fı́sico

seguido por um sistema dinâmico. Este método consiste em resolver a equação de Hamilton-

Jacobi. A visão geométrica da presente equação descobriu ser análoga ao Princı́pio de Fermat

do tempo mı́nimo na óptica, e tem uma semelhança com a equação de Schroedinger na mecânica

quântica. Carathéodory [10] desenvolveu um formalismo para obter a equação de Hamilton-

Jacobi como uma consequência direta do uso de Lagrangianas equivalentes para minimizar o

funcional de ação.

2.2 O Princı́pio Variacional

Vamos considerar um sistema fı́sico, caracterizado por sua função LagrangeanaL = L (t, qi, q̇i),

onde i = 1, ..., N , e N representa o número de coodenadas generalizadas. O funcional de ação

W [qi] =

∫ tf

t0

dtL(t, qi(t), q̇i(t)), (2.1)

é avaliada sobre as trajetórias, qi = qi(t). O espaço de configuração é constituı́do pelo conjunto

de coordenadas generalizadas qi, logo a sua dimensão é igual ao número de graus de liberdade

do sistema. O parâmetro temporal t pertence ao intervalo [t0, tf ] e, também consideramos que

tanto as trajetórias, quanto as suas derivadas são funções diferenciáveis.

O problema variacional na mecânica consiste em encontrar condições adequadas para ex-

tremizar o funcional de ação. Esse problema pode ser resolvido investigando a taxa de variação

do funcional (2.1) causada por variações sobre as trajetórias. Para começar com esse es-

tudo, precisamos definir o tipo de variação. Por exemplo, no Princı́pio de Hamilton lidamos

com transformações em torno da trajetória fı́sica, qiphys , que deixam inalterados os pontos

de contorno. Generaliz-se este procedimento, considerando uma famı́lia r−paramêtrica de
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transformações.

t̄ = T (t, qj, εr), (2.2a)

q̄i = X i(t, qj, εr), (2.2b)

onde εr representa os r parâmetros independentes. Assumimos que a transformação (2.2) torna-

se a identidade para cada εr = 0, i.e., t = T (t, qj, 0) e qi = X i(t, qj, 0). Também temos que

sob a transformação (2.2), a velocidade q̇i é transformada segundo a relação

d

dt
q̄i = V i(t, qj, q̇j, εr) =

∂X i

∂t
+ q̇k

∂X i

∂qk
. (2.3)

Observa-se que, nas condições impostas εr = 0, temos que q̇i = V i(t, qj, 0). Por conseguinte,

iremos retornar a nossa trajetória inicial qi(t) ajustando εr = 0 na trajetória variada q̄i(t̄), cuja

restrição também nos permite fazer variações ao redor da Lagrangiana original e do funcional

de ação.

Como ilustrações simples da transformação (2.2) temos as translações temporais mono-

paramétricas t̄ = t+ ε, q̄i = qi, ou as translações espaciais N−paramétricas t̄ = t, q̄i = qi + εi.

Para um sistema com um grau de liberdade, podemos também considerar a rotação no plano

(t, q), onde o parâmetro dessa transformação é caracterizado pelo ângulo ε assim

t̄ = t cos ε− q sin ε,

q̄ = t sin ε+ q cos ε,

nesse caso temos que o ângulo esta entre 0 e 2π. Em muitos casos, não estamos interessados

em tratar com parâmetros arbitrários εr, ao invés disso, restringimos o estudo para o caso de

parâmetros infinitesimais, considerando que eles só produzem pequenas mudanças em torno

das trajetorias qi(t) e de suas derivadas q̇i(t). Voltando à rotação no plano (t, q), podemos

expandir essa transformação em torno de ε = 0 e ası́ obtemos

t̄− t = −εq +O(ε2),

q̄ − q = εt+O(ε2).

Podemos desprezar os termos iguais e superiores a ε2 enquanto mantemos ε para zero. Nesse

caso, temos que os coeficientes de ε: −q e t agem como geradores infinitesimais da rotação.

Generalizamos essa afirmação, assumindo que as funções T , X i e V i são suaves, de modo que,

ao expandir a transformação (2.2) em série de Taylor em torno a εr = 0, temos

t̄ = t+ εrτr +O(ε2), (2.4a)

q̄i = qi + εrξir +O(ε2), (2.4b)

d

dt
q̄i = q̇i + εr

(
∂ξir
∂t

+ q̇k
∂ξir
∂qk

)
+O(ε2), (2.4c)

onde os geradores infinitesimais da transformação (2.4) são definidos por

τr ≡ ∂T

∂εr
(t, qi, 0), ξir ≡

∂X i

∂εr
(t, qj, 0).
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Para variações infinitesimais definimos δt ≡ εrτr = t̄ − t, nota-se que a trajetória variada

q̄i depende do parâmetro temporal assim como dos r parâmetros da transformação. Podemos

avaliar as transformações (2.4b) e (2.4c) em um tempo dado t, tal que obtemos

q̄i(t, ε) = qi(t) + εrξir = qi(t) + δ̄qi, (2.5)

d

dt
q̄i(t, ε) = q̇i(t) + εr

d

dt
ξir = q̇i(t) +

d

dt
δ̄qi, (2.6)

onde temos definido δ̄qi como a variação dada a um tempo fixo. Podemos também avaliar as

transformações em um outro tempo t̄, e assim obter a transformação total sobre as trajetórias e

suas velocidades

q̄i(t̄, ε) = qi(t) + δ̄qi + q̇iδt,

d

dt
q̄i(t̄, ε) = q̇i(t) +

d

dt
δ̄qi + q̈iδt.

Nesse ponto definimos as variações totais δqi ≡ q̄i(t̄, ε)− qi(t) e δq̇i ≡ dq̄i(t̄, ε)/dt− q̇i(t), tal

que as equações anteriores possam ser reescritas como

δqi = δ̄qi + q̇iδt, (2.7a)

δq̇i = δ
d

dt
q̄i + q̈iδt. (2.7b)

Uma simples inspeção das equações (2.5) e (2.6) diz que para variações a ponto fixo a trajetória

qi comuta com sua respectiva velocidade, enquanto que para variações totais obtemos uma regra

de comutação [
d

dt
, δ

]
qi = q̇i

d

dt
δt, (2.8)

que é consequência direta de (2.7a) e (2.7b).

Agora, analisaremos as mudanças no funcional de ação sob variações totais. Primeiro,

observa-se que a dependência dos parâmetros εr na trajetória q̄i será também refletida no funci-

onal de ação. Escrevemos

W [q̄i, εr] =

∫ t̄f

t̄0

dt̄L(t, q̄i(t, εr),
d

dt
q̄i(t, εr)).

Para poder compará-lo com o funcional W [qi], mudamos o intervalo de integração

W [q̄i, εr] =

∫ tf

t0

dt

(
dt̄

dt

)
L̄(t, qi(t), q̇i(t)),

notamos que com essa transformação temos também que alterar a forma da Lagrangiana. Es-

crevemos o Jacobiano da transformação temporal como dt̄/dt = 1 + dδt/dt já que somente

estamos tratando com transformações infinitesimais. Assim, temos

W [q̄i, εr] =

∫ tf

t0

dt

[
L̄(t, qi(t), q̇i(t)) +

dδt

dt
L̄(t, qi(t), q̇i(t))

]
.
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Devido à presença explı́cita da variação temporal δt no segundo termo do lado direito da

equação e a dependência implı́cita da mesma variação na nova Lagrangiana L̄, escrevemos

W [q̄i, εr]−W [qi] =

∫ tf

t0

dt

[
L̄(t, qi(t), q̇i(t))− L(t, qi(t), q̇i(t)) +

dδt

dt
L(t, qi(t), q̇i(t))

]
,

onde ignoramos os termos iguais ou superiores que (δt)2. Agora, definimos a variação total da

funcional de ação como δW [qi] ≡ W [q̄i, εr]−W [qi], cuja forma é

δW [qi] =

∫ tf

t0

dt

[
δL+ (

dδt

dt
)L

]
. (2.9)

Especificando a variação na forma funcional da Lagrangiana como δL = L̄− L, temos que

δL = L(t+ δt, qi + δqi, q̇i + δq̇i)− L(t, qi, q̇i),

= δt
∂L

∂t
+ δqi

∂L

∂qi
+ δq̇i

∂L

∂q̇i
. (2.10)

O nosso objectivo é o de separar as variações arbitrárias δt e δqi na variação total do funcional

de ação. Podemos alcançar este objetivo através de derivações por partes no segundo termo

dentro da integral em (2.9) e, substituindo a regra de comutação (2.8) na variação da forma da

Lagrangiana (2.10) para assim escrever

δL = δt
∂L

∂t
+ δqi

∂L

∂qi
+

(
d

dt
δqi − q̇i

d

dt
δt

)
∂L

∂q̇i
,

= δt

[
∂L

∂t
+
d

dt

(
q̇i
∂L

∂q̇i

)]
+ δqi

(
∂L

∂qi
− d

dt

∂L

∂q̇i

)

+
d

dt

(
∂L

∂q̇i
δqi − q̇i

∂L

∂q̇i
δt

)
.

Com esse procedimento obtemos

δW [qi] =

∫ tf

t0

dt

[
δqiEi + δt

(
dH

dt
+
∂L

∂t

)
+
dG

dt

]
,

onde temos definido a expressão de Euler-Lagrange

Ei ≡ ∂L

∂qi
− d

dt

∂L

∂q̇i
, (2.11)

assim como o momento conjugado pi, a “Hamiltoniana”H e o Gerador G como

pi ≡ ∂L

∂q̇i
, H ≡ q̇ipi − L, G ≡ piδq

i −Hδt. (2.12)

É importante notar que a expressão para a “Hamiltoniana”é uma função no espaço de configuração,

H = H (t, qi, q̇i), e a função Hamiltoniana será definida posteriormente. Da definição do Ge-

rador G percebemos que os coeficientes das variações δqi e δt são as respectivas variáveis

conjugadas pi e H . Podemos também escrever a variação total do funcional de ação em termos

da variação a tempo fixo δ̄qi, nesse caso escrevemos

δW [qi] =

∫ tf

t0

dt

[
δ̄qiEi +

dG

dt

]
. (2.13)

Equação (2.13) é a expressão final para a variação total do funcional de ação.
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O Princı́pio de Hamilton

Na seção anterior consideramos δt e δqi como variações arbitrárias. Iremos agora especia-

lizar nossos resultados em alguma classe especial de configuração e analisar suas propriedades.

O primeiro caso é considerar as variações a tempo fixo δt = 0, tal que os pontos do contorno da

trajetória qi(t0) e qi(tf ) sejam inalterados, isto é, δq(t0) = δq(tf ) = 0. Nesse caso temos que as

variações totais δqi e as variações a tempo fixo δ̄qi são iguais e o gerador é dado por G = piδ̄q
i.

A equação (2.13) se escreve como

δW [qi] =

∫ tf

t0

dtδ̄qiEi + piδ̄q
i(tf )− piδ̄q

i(t0).

Nota-se que o termo de contorno, determinado pelo gerador, não contribui com a variação no

funcional de ação devido à condição de pontos fixos no contorno. Dizemos que a trajetória fı́sica

qiphys(t) extremiza o funcional de ação se δW [qiphys] = 0, de modo que sob as considerações

impostas sobre as variações, temos que qiphys(t) deve satisfazer a Equação de Euler-Lagrange

Ei(q
i
phys) ≡

(
∂L

∂qi
− d

dt

∂L

∂q̇i

)
phys

= 0. (2.14)

Como resultado de extremizar o funcional de ação, obtemos um conjunto de N equações dife-

renciais de segunda ordem. Consideraremos que toda solução da equação de Euler-Lagrange

mantém estacionária a ação, ou a extremiza, contudo, essa afirmação tem que ser sempre tes-

tada. Na linguagem da mecânica clássica, acabamos de estudar o Princı́pio de Hamilton, que

afirma que a evolução temporal de um sistema fı́sico é de tal forma que mantém a ação esta-

cionária, neste caso, chamamos a configuração qiphys(t) de trajetória fı́sica do sistema.

O Princı́pio de ação de Weiss

A seguir realizaremos mais uma outra interpretação para a equação (2.13). Consideremos

que a trajetória fı́sica qiphys(t) de um sistema determinado é conhecida, para tal configuração

especı́fica temos que Ei(q
i
phys) = 0, logo a variação total no funcional de ação é dada por

δW [qiphys] =

∫ tf

t0

dt
d

dt
G =

[
piδq

i −Hδt
]tf
t0
. (2.15)

percebemos então que existe uma contribuição dos pontos do contorno da trajetória. Essa

contribuição depende das variações totais de qi e t. O Princı́pio de ação de Weiss é formu-

lado como: A trajetória fı́sica seguida pelo sistema é aquela configuração cuja variação total só

produz contribuições do termo de contorno no funcional de ação.

Nota-se que o Gerador G assim como as variáveis conjugadas a δqi e δt, isto é, o momento

canônico pi e −H tem uma maior importancia nesse Princı́pio de ação. Essa caracterı́stica

é importante já que nos permite expressar o Principio de ação num outro contexto, no qual

os momentos conjugados e as coordenadas generalizadas desempenham o papel de variáveis

independentes, chamadas de dinâmica Hamiltoniana.
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A partir da definição dos momentos conjugados (2.12) pode ser possı́vel expressar as velo-

cidades q̇i como funções das variáveis t, qi e pi

pi ≡ ∂

∂qi
L(t, qi, q̇i)→ q̇i = q̇i(t, qj, pj), (2.16)

Nesse caso, a Hamiltoniana somente dependerá das variáveis canônicas qi, pi e t

H(t, qi, pi) ≡ piq̇
i(t, qj, pj)− L(t, qi, q̇i(t, qj, pj)),

essa passagem de variáveis (t, qi, q̇i) para (t, qi, pi) é chamada de transformação de Legendre.

Nota-se que a equação (2.16) só é alcançada se a chamada Condição Hessiana é satisfeita

det

[
∂2L

∂q̇i∂q̇j

]
�= 0. (2.17)

Escrevendo a expressão de Euler-Lagrange como

Ei =
∂L

∂qi
− ∂2L

∂t∂q̇i
− q̇j

∂2L

∂q̇i∂qj
− q̈j

∂2L

∂q̇i∂q̇j
, (2.18)

percebemos que a Condição Hessiana está relacionada com a possibilidade de resolver as

acelera-ções q̈j na Equação de Euler-Lagrange (2.14). Sistemas fı́sicos que satisfazem (2.17)

são chamados de regulares, enquanto que as teorias que não satisfazem a Condição Hessiana

são chamadas de singulares ou vinculadas. Para sistemas regulares, devido à correspondência

(2.16) é possı́vel definir um espaço 2N dimensional, chamado de Espaço de Fase, onde qi e pi

são variáveis independentes. No espaço de fase, o funcional de ação pode ser reescrito como

W [C] =
∫ tf

t0

dt
[
piq̇

i(t, qj, pj)−H(t, qi, pi)
]
. (2.19)

Nessa expressão C é a trajetória no espaço de fase, em que ambas variáveis canônicas são

funções do parâmetro temporal. O cálculo da variação total da ação segue um procedimento

análogo ao que tinhamos utilizado na descrição Lagrangiana. Como as coordenadas do espaço

de fase são independentes, temos que

δW [C] =
∫ tf

t0

dt

[
δpiq̇

i + piδq̇
i − ∂H

∂t
δt− ∂H

∂qi
δqi − ∂H

∂pi
δpi +

dδt

dt

(
piq̇

i −H
)]
,

nessa relação estamos também considerando variações na variável temporal. Aplicando a

relação para δq̇i

δW [C] =
∫ tf

t0

dt

[(
q̇i − ∂H

∂pi

)
δpi + pi

d

dt
δqi − ∂H

∂t
δt− ∂H

∂qi
δqi −H

dδt

dt

]
.

Finalmente, derivando por partes o segundo e último termo na integral e reordenando-os, obte-

mos

δW [C] =
∫ tf

t0

dt

[(
q̇i − ∂H

∂pi

)
δpi −

(
ṗi +

∂H

∂qi

)
δqi + δt

(
dH

dt
− ∂H

∂t

)
+
d

dt
G

]
. (2.20)
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Nota-se que nessa descrição também obtemos o mesmo gerador obtido no formalismo Lagran-

giano como termo de derivada total na variação da ação. O Princı́pio de ação de Weiss postu-

lado no espaço de fase afirma que a variação total na trajetória fı́sica C fornece simplesmente

contribuições dos extremos da trajetória. De (2.20) obtemos as equações de Hamilton

q̇i =
∂H

∂pi
, ṗi = −∂H

∂qi
. (2.21)

Isto é, no formalismo Hamiltoniano, mudamos de um conjunto de N equações diferenciais

parciais de segunda ordem (as equações de Euler-Lagrange) para um conjunto de 2N equações

diferenciais de primeira ordem.

Do Princı́pio de Weiss à Teoria de Hamilton-Jacobi

A passagem da descrição Lagrangiana à Hamiltoniana é realizada a partir da definição das

variáveis canônicamente conjugadas, definindo o Espaço de Fase e fazendo uma transformação

de Legendre. Usando o Princı́pio de Weiss com as variáveis conjugadas podemos obter a teo-

ria de Hamilton-Jacobi. Para proceder com esse método, primeiro consideraremos a seguinte

transformação inversı́vel

Qi = Qi(t, q
j, pj), Pi = Pi(t, q

j, pj), (2.22)

na qual um ponto no Espaço de Fase, previamente denotado por (t, qj, pj), será agora rotulado

por (t, Qj, Pj). Contudo, não estamos interessados em estudar transformações (2.22) arbitrárias,

mas aquelas que deixam as Equações de Hamilton invariantes. Em outras palavras, vamos

considerar que existe uma nova função Hamiltoniana H̄ ≡ H̄(t, Qj, Pj) tal que (2.21) são

ainda válidas para estas novas variáveis. Evidentemente que estas equações deven ser resultado

do Princı́pio de ação de Weiss, em que o funcional de ação é dado por

W̄ [C] =
∫ tf

t0

dt
[
PiQ̇

i(t, Qj, Pj)− H̄(t, Qj, Pj)
]
. (2.23)

Observa-se que denotamos a mesma trajetória C já que descrevemos o mesmo sistema dinâmico.

Devido às variações de ambas ações, (2.23) e (2.19), que somente produzem contribuição dos

extremos da trajetórias, temos que a diferença entre elas deve ser, também, dependente desses

pontos. Equivalentemente

PiQ̇
i(t, Qj, Pj)− H̄(t, Qj, Pj) = piq̇

i(t, qj, pj)−H(t, qi, pi) +
dF

dt
. (2.24)

A função F = F (t, qi, pi, Q
i, Pi) envolve as 4N + 1 coordenadas, mas como temos 2N

transformações (2.22) a função F também chamada de Função Geratriz, deve possuir somente

2N + 1 variáveis independentes. Segue-se que existem quatro possibilidades para as variáveis

dessa função F1 = F1(t, q
i, Qi), F2 = F2(t, q

i, Pi), F3 = F1(t, pi, Q
i) e F4 = F4(t, pi, Pi).

Consideremos o caso F = F2(t, q
i, Pi) para o qual temos que

dF2

dt
=
∂F2

∂t
+ q̇i

∂F2

∂qi
+ Ṗi

∂F2

∂Pi

.
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Seria interessante introduzir essa equação em (2.24) e comparar o lado direito e esquerdo da

equação, para assim obter relações entre as variáveis canônicas. Contudo, esse processo não

pode ser realizado devido a que o lado direito da equação ter o termo Ṗi o qual não está presente

no lado esquerdo. Para superar esse problema, substraimos um termo para F2, digamos PiQ
i,

de modo que
dF2

dt
=
∂F2

∂t
+ q̇i

∂F2

∂qi
+ Ṗi

(
∂F2

∂Pi

−Qi

)
− Q̇iPi, (2.25)

nessa expressão estamos considerando que Qi = Qi(t, qj, pj = pj(t, q
k, Pk)). Agora escreve-

mos (2.25) em (2.24) e comparamos, assim obtemos

pi =
∂F2

∂qi
, Qi =

∂F2

∂Pi

, (2.26a)

H̄ = H +
∂F2

∂t
. (2.26b)

Das primeiras duas relações (2.26a) obtemos uma expressão para qi e pi em termos das novas

variáveis. Essas expressões podem ser substituı́das em (2.26b) para assim obter uma regra para

o novo Hamiltoniano.

Um exemplo desse tipo de Função Geratriz pode ser a descrita por F2 = Pig(q
i), em que g

é uma função arbitrária de qi. Neste caso, (2.26a) representa a chamada transformação pontual

Qi = g(qi), pi = Pi e o novo Hamiltoniano tem a forma

H̄(t, Qi, Pi) = H(t, qi = g−1(Qi), pi = Pi).

Um dos principais objetivos da transformação (2.22) é tentar obter um sistema de Equações

de Hamilton simples de resolver. Evidentemente que podemos atingir isso se considerarmos que

as novas variáveis canônicas são constantes, isto é Qi = αi e Pi = βi. Nesse caso definimos a

função S (t, qi) ≡ F2(t, q
i, Pi = βi), tal que (2.26a) se torne

pi =
∂S

∂qi
, αi =

∂S

∂βi
,

e a Função Geratriz tem que satisfazer a chamada Equação de Hamilton-Jacobi

H

(
t, qi, pi =

∂S

∂qi

)
+
∂S

∂t
= 0.

Na seção [2.4] obteremos essa mesma equação, mas sob outro ponto de vista.

Equação de Lie e o Teorema de Noether

Nas secções prévias, estudamos o princı́pio variacional com o objetivo de obter a equação

de movimento de um dado sistema fı́sico, mas o verdadeiro alcance do princı́pio variacional

estudado consiste em que ele também pode ser utilizado para deduzir as simetrı́as do sistema.

Consideremos o Princı́pio de ação de Weiss (2.15), observa-se que se tomarmos as variações

infinitesimais total ao longo da trajetória fı́sica, temos que

δW [qiphys] =

∫ tf

t0

dt
d

dt
G = 0↔ G(tf ) = G(t0). (2.27)
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Portanto, para uma variação especı́fica ao longo da trajetória fı́sica, temos que G(t) torna-se

uma constante no tempo, isto é, uma constante do movimento. Generalizamos esta ideia como

segue: Consideremos uma transformação (2.3), ou equivalentemente suas variações δt e δqi.

Dizemos que o funcional de ação é W [q] é quasi-invariante sob essa transformação especı́fica

se

δW [qi] =

∫ tf

t0

dt

[
δ̄qiEi +

dG

dt

]
=

∫ tf

t0

dt
d

dt
F, (2.28)

onde F = F (t, qi, q̇i). Caso F = 0 dizemos que a ação é invariante. Nota-se que como esta

afirmação é satisfeita ao longo da evolução temporal do sistema, temos que

δ̄qiEi +
dG

dt
= 0. (2.29)

Essa última relação é chamada de Equação diferencial de Lie, ou simplesmente Equação de

Lie. As variações δt e δqi que satisfazem (2.22) são chamadas de simetrias do sistema. Por

exemplo, se o funcional de ação é invariante sob translações temporais (δt = ε, δqi = 0) temos

que G = −H é uma constante do sistema, isto é, a energia é conservada. Para translações

espaciais (δt = 0, δqi = εi) temos que o momento canônico G = pi é conservado.

O problema inverso também é de interesse. Considerando que temos um conjunto de

variações δt e δ̄qi conhecidas, podemos utilizar a Equação de Lie para construir Lagrangianas

invariantes sob este grupo de transformações dadas. Para visualizar melhor este procedimento

re-escrevemos a Equaçõ de Lie usando (2.7a)

δW [qi] =

∫ tf

t0

dt

[
δ̄qiEi +

d

dt

(
∂L

∂q̇i
δ̄qi + Lδt

)]
,

logo, se conhecemos qual tipo de transformação deixa o sistema invariante, a equação diferen-

cial para a Lagrangiana é

δ̄qiEi +
d

dt

(
∂L

∂q̇i
δ̄qi + Lδt

)
= 0. (2.30)

Por exemplo, vamos considerar o grupo de transformações de Galileo, que consiste em translações

temporais, translações espaciais, rotações espaciais e translações de velocidades. É conhe-

cido que a Lagrageana L = L(qi, q̇i, t) invariante sob translações temporais L(qi, q̇i, t) =

L(qi, q̇i, t+ε) conserva sua energia e não depende, explicitamente, da variável temporal. Analo-

gamente, a invariância sob translações espaciais elimina a dependencia explı́cita na coordenada

qi. Com essas restrições e considerando que o outro subgrupo de transformações de Galileo

consideram as variações a tempo fixo δt = 0, escrevemos a Equação de Lie como

−q̈j ∂2L

∂q̇i∂q̇j
δ̄qi +

d

dt

(
∂L

∂q̇i
δ̄qi

)
= 0,

onde L = L (q̇i). Percebemos que parte do segundo termo da direita da equação se elimina com

o primeiro termo, resultando em
∂L

∂q̇i
d

dt
δ̄qi = 0. (2.31)
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Substituindo uma rotação infinitesimal δ̄qi = ωij q̇j em (2.31) a solução não trivial que obtemos

é que o momento canônico deve ter a mesma direção que a velocidade pi = ∂L/∂q̇i = Mq̇i.

Desse modo, obtemos a Lagrangiana da partı́cula livre L = Mq̇iq̇i/2. Finalmente, notamos

que sob translações a velocidade constante δqi = λit, com λi constante, o sistema é quase-

invariante. Em [44] também se constroi a Lagrangiana da partı́cula livre a partir do grupo de

transformações de Galileo, mas nesse caso, se considera que este grupo deixa invariante as

equações de Euler-Lagrange.

Existem ainda mais aplicações do Princı́pio de ação de Weiss, por exemplo, podemos con-

siderar variações nulas nas coordenadas fixas δq̄i = 0 mas mantendo variações temporais δt

dessa forma, o “Hamiltoniano”é a constante de energı́a H = E. Nesse caso reproduzce-se

o Princı́pio de ação de Maupertuis [45]. O Princı́pio de ação de Weiss foi generalizado por

Schwinger ao considerar a Lagrangiana como função da variável tempo t, a coordenada gene-

ralizada qi, sua respeitiva velocidade q̇i, assim como seu momento conjugado pi. Esse último

procedimento é análogo ao formulado por Routh na Mecânica Clássica (veja [45]), considerado

útil em casos em que existam coordenadas cı́clicas, isto é, aquelas cujos momentos conjugados

são constantes.

As aplicações mais importantes da Equação de Lie podem ser encontradas em Teoria de

Campos. Mostraremos a seguir o uso dessa equação para a obtenção da versão simetrizada do

tensor de energia-momento canônico.

2.2.1 O campo de Proca: Equação de Lie e simetrização do tensor de
Energia-Momento

Por questão de clareza, estudamos as variações totais no contexto da Mecânica Clássica e

assim poder explorar alguns tópicos que são geralmente ignorados, como o uso da Equação

de Lie para a construção de Lagrangianas e sua ı́ntima relação com o Teorema de Noether. A

descrição clássica também irá nos permitir estudar alguma das caracterı́sticas do formalismo de

Hamilton-Jacobi numa seção posterior. Por outro lado, podemos estender esse estudo clássico

para um tratamento em Teoria de Campos. Isto é possı́vel devido a existência de uma analogı́a

direta entre essas teorias. Em vez de etiquetar qi, a trajetória como variável fundamental para

o estudo do sistema dinâmico, consideraremos agora um conjunto de campos ψA(x), onde

A = 1, ..., N . Estes campos são definidos em uma região D dimensional do espaço-tempo Ω,

onde nos também definimos o funcional de ação

W [ψA] ≡
∫
Ω

dDxL(x, ψA(x), ∂μψA(x)),

nota-se que a função Lagrangiana é agora substituı́da pela densidade Lagrangiana

L = L(x, ψA, ∂μψA).
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Como exemplo do uso das variações totais, assim como da Equação de Lie em Teoria de Cam-

pos, vamos considerar o modelo de Proca [46], que possui a seguinte ação

W [Aμ] =

∫
d4x

(
−1

4
FμνF

μν +
1

2
m2AμA

μ

)
, (2.32)

onde o tensor Fμν é definido como

Fμν ≡ ∂μAν − ∂νAμ. (2.33)

Nesse caso, a variável dinâmica é o vector com componentes Aμ. A variação total é dada por

δW =

∫
d4x

(
−1

2
F μνδFμν +mAμδAμ

)

+

∫
d4x∂αδx

α

(
−1

4
FμνF

μν +
1

2
m2AμA

μ

)
.

O primeiro termo do lado direito da equação representa a variação na forma da densidade La-

grangiana, enquanto que o segundo termo é a contribuição da variação no volume de integração.

Lembremos que uma vez que não estamos usando variações a ponto fixo, a variação δ e as de-

rivadas parciais ∂μ não comutam, de fato, temos que

δ∂μAν = ∂μδAν − (∂μδx
α)∂αAν . (2.34)

Usando (2.34) e realizando derivações por partes para assim separar as variações arbitrárias δxμ

e δAμ obtemos

δW =

∫
d4x =

[
δAν

(
∂μF

μν +m2Aν
)
+ δxα∂μΘ

μ
α + ∂μ (F

νμδAν − δxαΘμ
α)
]
,

onde temos definido o tensor

Θμ
α ≡ −F μν∂αAν +

1

4
δμαF

νβFνβ − 1

2
m2δμαAνA

ν . (2.35)

Esse tensor não é simétrico e é usualmente mal chamado de tensor de energia-momento canônico

do campo de Proca [47]. Além disso se consideramos m2 = 0 na densidade Lagrangiana

(2.32), o campo de Proca torna-se o campo Electromagnético. Nesse caso, o tensor correspon-

dente, Θμ
α(m

2 = 0) in (2.35), é o tensor de energia-momento canônico, e ainda assim não é

simétrico. O método de simetrização de Belinfante [32] requer o uso de termos de divergência.

Nas etapas seguintes, vamos mostrar como obter a expressão correta e simetrizada para o tensor

de energia-momento sem utilizar o método de Belinfante, apenas o Princı́pio Variacional. Desse

modo, identificamos primeiro o Gerador, ou densidade Geradora, como

Gμ ≡ F νμδAν − δxαΘμ
α, (2.36)

tal que a Equação de Lie é dada por

ΔL = δAν

(
∂μF

μν +m2Aν
)
+ δxα∂μΘ

μ
α + ∂μGμ. (2.37)
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Quando escrevemos ΔL = 0, indicamos a invariância da ação sobre algum grupo especial de

variação. A Equação de Euler-Lagrange é obtida ao considerar um volume fixo de integração,

também chamada variação a ponto fixo, δxα = 0, tal que a variação total no campo é equivalente

à variação fixa δAν = δ̄Aν . Sob essas condições (2.37) produz

∂μF
μν +m2Aν = 0. (2.38)

De (2.38) e devido a antisimetria do tensor Fμν temos como consequência ∂μA
μ = 0.

Consideremos agora a transformação de Poincaré

x′μ = xμ + δxμ, δxμ = ωμ
νx

ν + εμ, (2.39)

onde ωμν = −ωνμ e εμ são parâmetros constantes e independentes. A transformação de Poin-

caré induz uma transformação no campo vetorialA′μ(x
′) = (∂xν/∂x′μ)Aν(x), tal que a variação

em Aμ é dada por

δAμ = −(∂μδxα)Aα. (2.40)

Substituindo (2.40) na equação de Lie e considerando que essa transformação deixa invariante

a teoria, ΔL = 0, escrevemos

0 = ∂μ (AαF
νμ∂νδx

α − δxαΘμ
α)− Aα

(
∂μF

μν +m2Aν
)
∂νδx

α + δxα∂μΘ
μ

α.

De novo, devido à antisimetria do tensor F νμ temos que

0 = ∂μ(AαF
νμ)∂νδx

α − ∂μ(δx
αΘμ

α)− Aα∂μF
μν∂νδx

α

+m2AνAα∂νδx
α + δxα∂μΘ

μ
α,

= (∂νδx
α)F νμ∂μAα +m2AνAα∂νδx

α − ∂μ(δx
αΘμ

α) + δxα∂μΘ
μ

α. (2.41)

realizando derivação por partes podemos escrever (2.41) como

0 = ∂μ
[
δxα

(
F μν∂νAα +m2AμAα −Θμ

α

)]
−δxα∂μ(F μν∂νAα +m2AμAαδx

α − δxα∂μΘ
μ

α).

Portanto, a Equação de Lie tem agora a forma

δxα∂μT
μ

α + ∂μJ μ = 0, (2.42)

onde identificamos o tensor T μ
α como

T μ
α ≡ F μν∂νAα +m2AμAαδx

α − δxα∂μΘ
μ

α,

= F μνFνα +
1

4
δμαF

νβFνβ − 1

2
m2δμαAνA

ν +m2AαA
μ. (2.43)

que mostra a expressão correta para o tensor de Energia-momento simetrizado do campo de

Proca. Assim também, identificamos um novo Gerador J μ = δxαT μ
α, que tem que ser con-

servado devido à invariância do modelo de Proca sob transformações de Poincaré, como se pode
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provar

δxα∂μT
μ

α = δxα
[
∂μ(F

μνFνα) +
1

4
∂α(F

νβFνβ)− 1

2
m2∂α(AνA

ν) +m2∂μ(AαA
μ)

]
,

= δxαFνα∂μF
μν + δxα

[
F μν∂μFνα +

1

2
F νβ∂αFνβ

]
+δxα

[
m2Aν (∂νAα − ∂αAν) +m2Aα∂μA

μ
]
.

Reordenamos essa expressão como

δxα∂μT
μ

α = δxαFνα(∂μF
μν +m2) + δxαm2Aα∂μA

μ

+δxα
[
F μν∂μFνα +

1

2
F νβ∂αFνβ

]
.

Finalmente, nota-se que o último termo do lado direito da equação pode-se escrever como

E = δxα
[
F μν∂μFνα +

1

2
F νβ∂αFνβ

]

= δxα
[
1

2
F μν∂μFνα +

1

2
F νμ∂νFμα +

1

2
F νμ∂αFνμ

]
,

e devido à antisimetria do tensor F μν temos que

E =
1

2
δxαF μν [∂μFνα − ∂νFμα − ∂αFνμ] ,

=
1

2
δxαF μν [∂μFνα + ∂νFαμ + ∂αFμν ] .

Definamos Bμνα ≡ ∂μFνα + ∂νFαμ + ∂αFμν , de modo que temos

δxα∂μT
μ

α = δxαFνα(∂μF
μν +m2) +

1

2
δxαF μνBμνα + δxαm2Aα∂μA

μ, (2.44)

onde escrevemos δxα∂μT
μ

α como uma combinação de expressões fundamentais da teoria.

Sempre que a Equação de Euler-Lagrange para o campo de Proca for válida, isto é, no campo

fı́sico temos ∂μF
μν + m2 = 0 e ∂μA

μ = 0. Como também temos que Bμνα = 0 é sempre

satisfeito devido à definição do tensor Fμν . Essa expressão é chamada de Identidade de Bianchi,

devido à sua semelhança geométrica com a identidade do mesmo nome na teoria da Gravitação.

Sobre o campo fı́sico temos que a lado direito da equação (2.44) é nulo, portanto, substuindo

na equação de Lie obtemos

∂μJ μ = 0.

O Gerador J μ = δxαT μ
α é agora uma corrente conservada. Este resultado é similar ao obtido

em [48].

2.3 A estrutura do Espaço de Fase

No Espaço de Fase definimos os Parênteses de Poisson para duas funções diferenciáveis

A = A(qi, pi, t) e B = B(qi, pi, t) como

{A,B} ≡ ∂A

∂qi
∂B

∂pi
− ∂B

∂qi
∂A

∂pi
, (2.45)
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a partir da qual se mostra que essa expressão algébrica é antisimétrica nos seus argumentos,

assim como sua linearidade em A e B. Adicionalmente temos a Identidade de Jacobi

{A, {B,C}}+ {B, {C,A}}+ {C, {A,B}} = 0, (2.46)

e a regra do produto {AB,C} = A {B,C}+{A,C}B. Particularmente, quando avaliamos es-

ses parênteses nas variáveis canônicamente conjugadas qi e pi obtemos os chamados parênteses

fundamentais {qi, qj} = {pi, pj} = 0 e {qi, pj} = δij . A evolução temporal de quaisquer função

bem definida no Espaço de Fase se escreve como

dF

dt
= {F,H}+ ∂F

∂t
.

Mesmo que às vezes seja útil diferenciar entre o par canônico qi e pi, essas podem ser consi-

deradas como componentes de uma nova variável zμ ≡ (q1, ..., qN , p1, ..., pN). Nesse caso, o

Parêntese de Poisson pode ser reescrito como

{A,B} = εμν
∂A

∂zμ
∂B

∂zν
, (2.47)

onde εμν são os elementos da matriz antisimétrica 2N × 2N

ε =

(
0N 1N

1N 0N

)
, (2.48)

onde denotamos por 0N e 1N as N ×N matrices nula e identidade, respectivamente. Também

satisfaz ε2 = −1 e, εT = −ε, ou em termos das componentes εμνε
νγ = δγμ. Nota-se que

o Parêntese de Poisson fundamental é dado por {zμ, zν} = εμν e a Equação de Hamilton se

escreve como

żμ = {zμ, H} = εμν
∂H

∂zν
. (2.49)

Uma transformação z̄μ = T μ(zν) é chamada canônica caso o Parêntese de Poisson seja

invariante, isto é

{z̄μ, z̄ν} = εμν . (2.50)

Inversamente, podemos dizer que qualquer transformação z̄μ = T μ(zν) será canônica se satis-

fazer a seguinte condição

εμν =

{
zα
∂T μ

∂zα
, zβ

∂T ν

∂zβ

}
=
∂T μ

∂zα
εαβ

∂T ν

∂zβ
. (2.51)

Desde que a identidade é uma transformação canônica, podemos explorar as propriedades

das transformações infinitesimais z̄μ = zμ + δzμ. Essas transformações têm que satisfazer

a condição

εμν =

(
δμα +

∂δzμ

∂zα

)
εαβ

(
δνβ +

∂δzν

∂zβ

)
,

que, até a primeira ordem nas variações, torna-se

0 = εγν
∂δzμ

∂zγ
+ εμγ

∂δzν

∂zγ
.
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Multiplicando por εανεβμ e das propriedades da matriz ε, a condição para se obter uma transformação

canônica infinitesimal se reescreve como

∂

∂zα
(εβμδz

μ) =
∂

∂zβ
(εαμδz

μ) ,

que é válida sempre que escolhemos uma função Gcan(z) de tal modo que

εαμδz
μ =

∂Gcan(z)

∂zα
. (2.52)

Portanto, uma transformação canônica infinitesimal tem a seguinte forma

z̄μ = zμ + εαμ
∂Gcan(z)

∂zα
= zμ + {zμ, Gcan} ,

= zμ + θ {zμ, Gcan
θ } . (2.53)

Onde escrevemos a função Gcan, o gerador das transformações canônicas infinitesimais, como

função do parâmetro θ, isto é, Gcan = θGcan
θ . A variação ao longo desse parâmetro θ pode ser

definida como δθG
can ≡ θ {zμ, Gcan

θ }, o que gera um cambio sob quaisquer função no Espaço

de Fase da forma

δθF (z
μ) = F (zμ + δθz

μ)− F (zμ) = θδθz
μ ∂F

∂zμ
,

= θ {F,Gcan} . (2.54)

A partir dessa relação podemos concluir que se {F,Gcan} = 0, a função F se torna uma in-

variante sob transformações canônicas. Observe que se escrevemos F = H , o gerador da

transformação canônica comuta com o Hamiltoniano {H,Gcan} = 0 e é portanto uma quanti-

dade conservada
d

dt
Gcan = 0.

Agora, se considerarmos o Hamiltoniano como gerador das transformações canônicas Gcan =

H , esse irá produzir a seguinte variação nas variáveis canônicas

δθz
μ = θ {zμ, H} = θ

dzμ

dt
,

por outro lado, das relações obtidas na equação (2.53) temos

dzμ

dt
= εαμ

∂H

∂zα
. (2.55)

Esta equação tem como solução

zμ = zμ0 + εαμ
∂H

∂zα
t, (2.56)

da qual vemos que a evolução do sistema é um desdobramento de uma transformação canônica,

ou que o Hamiltoniano é quem gera a variação temporal ao longo de toda a trajetória.

As transformações canônicas foram definidas como as transformações que deixam a estru-

tura do Parêntese de Poisson invariante, mas, o que pode ser dito sobre a estrutura da Equações

de Hamilton? Para investigar isto procedemos em considerar a transformação z̄μ = z̄μ(zν , t),
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para a qual associamos a Hamiltoniana H̄ = H̄ (z̄μ, t). Como a evolução temporal das novas

variáveis z̄μ é dada por

d

dt
z̄μ = {z̄μ, H}+ ∂z̄μ

∂t
= εαβ

∂z̄μ

∂zα
∂H

∂zβ
+
∂z̄μ

∂t
, (2.57)

e, por outro lado, se essa evolução corresponde à definida pela nova função Hamiltoniana, temos

d

dt
z̄μ = εμα

∂H̄

∂z̄α
. (2.58)

Comparando ambas equações, (2.57) e (2.58), obtemos que

∂H̄

∂z̄μ
= εμγε

αβ ∂z̄
γ

∂zα
∂H

∂zβ
+ εμα

∂z̄α

∂t
. (2.59)

Claramente, o novo Hamiltoniano H̄ deve satisfazer ∂2H̄/∂z̄μ∂z̄ν = ∂2H̄/∂z̄ν∂z̄μ. Essa

condição é necessária e suficiente para garantir a existência do novo Hamiltoniano. Portanto,

temos que satisfazer

∂

∂z̄ν

(
εμγε

αβ ∂z̄
γ

∂zα
∂H

∂zβ
+ εμα

∂z̄α

∂t

)
=

∂

∂z̄μ

(
ενγε

αβ ∂z̄
γ

∂zα
∂H

∂zβ
+ ενα

∂z̄α

∂t

)
,

e, multiplicando por ∂z̄μ/∂zρ.∂z̄ν/∂zλ obtemos

∂

∂zλ

(
εμγε

αβ ∂z̄
γ

∂zα
∂H

∂zβ
+ εμα

∂z̄α

∂t

)
∂z̄μ

∂zρ
=

∂

∂zρ

(
ενγε

αβ ∂z̄
γ

∂zα
∂H

∂zβ
+ ενα

∂z̄α

∂t

)
∂z̄ν

∂zλ
. (2.60)

Nesse ponto é conveniente definir a seguinte quantidade

Lμν ≡ εαβ
∂z̄α

∂zμ
∂z̄β

∂zν
. (2.61)

e com essa definição vamos reescrever a equação (2.60) como

∂

∂t
Lρλ + {Lρλ, H}+ εαβ

(
Lρα

∂H

∂zβ∂zλ
− Lβλ

∂H

∂zα∂zρ

)
= 0. (2.62)

Nota-se que, como cada termo do lado esquerdo da equação envolve diferentes ordens de de-

rivadas de H , para poder satisfazer a condição (2.62) para todo Hamiltoniano, cada um desses

termos deverão ser nulos. Do primeiro termo temos que Lρλ deve ser independente do tempo e,

do Parêntese de Poisson {Lρλ, H} = 0, devemos ter que Lρλ seja independente dos zα também.

Finalmente, ajustando a zero o terceiro termo temos que Lρλ = kερλ, onde k é uma constante.

Para entender o que estas condições significam, definimos os chamados Parênteses de La-

grange para um conjunto de funções independentes Fμ = Fμ(z
α) como

[Fμ, Fν ]z ≡ −εαβ
∂zα

∂Fμ

∂zβ

∂Fν

, (2.63)

essa estrutura é antisimétrica e também satisfaz [Fμ, Fα]z {Fα, Fν} = −δμν . Em particular,

essa última propriedade é importante porque nos permite identificar o Parêntese de Lagrange
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como o inverso do Parêntese de Poisson. Agora consideremos uma transformação canônica e

calculemos o Parêntese de Lagrange nas novas variáveis

[Fμ, Fν ]z̄ = −εαβ
∂z̄α

∂Fμ

∂z̄β

∂Fν

= −εαβ ∂z̄
α

∂zρ
∂z̄β

∂zγ
zρ

∂Fμ

zγ

∂Fν

, (2.64)

e, de (2.50) temos [Fμ, Fν ]z̄ = [Fμ, Fν ]z. Portanto, o Parêntese de Lagrange é independente de

uma escolha em particular de variáveis canônicas utilizadas.

Assim, reconhecemos Lρλ, de (2.61), como o Parêntese de Lagrange dos zα com respeito as

novas variáveis z̄α, e a condição (2.62) se escreve

Lρλ ≡ [
zρ, zλ

]
z̄
= kερλ, (2.65)

tornando-se assim condição para uma transformação canônica se escolhemos k = 1. Existem

outras possibilidades, como a dilatação z̄ρ =
√
kzρ ou a troca de variáveis canônicas q̄ = p, p̄ =

q, ainda que essas últimas transformações não sejam estritamente canônicas.

2.4 O formalismo de Hamilton-Jacobi

O procedimento para a obtenção da equação de Hamilton-Jacobi que mostramos anterior-

mente teve o seguinte roteiro: Partindo de uma descrição Lagrangiana, definimos as variáveis

canônicas e efetuamos uma transformação de Legendre, para assim obter o formalismo Ha-

miltoniano. Enseguida, efetuamos uma transformação canônica que nos leva a um Hamiltiano

nulo. Essa transformação é realizada através da função F2 introduzida segundo o Principio de

ação de Weiss.

Carathéodory desenvolveu outra forma para obter a Equação de Hamilton-Jacobi. Este novo

método é baseado na construção de Lagrangianas que produzem as mesmas equações de mo-

vimento. Essas Lagrangianas, chamadas de equivalentes, são construı́das mediante a adição

de uma derivada temporal total de uma função S = S(t, qi). Ele provou que, a fim de obter

um extremo do funcional de ação é necessário que S satisfaça a equação de Hamilton-Jacobi.

Essa equação está relacionada às equações de movimento de Hamilton devido à conexão en-

tre as equações diferenciais parciais de primeira ordem e um sistema de equações diferenciais

ordinárias, ou seja as Equações Caracterı́sticas do sistema. Em contraste com o Princı́pio Va-

riacional apresentado nas seções precedentes, o formalismo desenvolvido pelo Carathéodory

é exclusivo para sistemas regulares, e a adequada generalização para sistemas vinculados será

apresentada no próximo capı́tulo.

2.4.1 Lagrangianas equivalentes e a equação de Hamilton-Jacobi

Consideremos dois funções Lagrangianas, L e L∗, tal que suas respectivas equações de

movimento são exatamente iguais, isto é, a forma funcional de suas respectivas expressões de
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Euler-Lagrange são as mesmas Ei = E
∗
i . Escrevendo explicitamente a derivada temporal total

da expressão de Euler-Lagrange (2.11) obtemos

Ei − E
∗
i =

∂Λ

∂qi
− ∂2Λ

∂t∂q̇i
− q̇j

∂2Λ

∂q̇i∂qj
− q̈j

∂2Λ

∂q̇i∂q̇j
= 0, (2.66)

onde Λ (t, qi, q̇i) = L − L∗. Para essas equações funcionais podemos estabelecer como nulo o

coeficiente de q̈j . Desse modo reduzimos drasticamente a forma de Λ, pois

Λ = q̇iAi(q
j, t) +B(qj, t), (2.67)

onde Ai e B são funções arbitrárias. Substituindo essas expressões em (2.66), obtemos a se-

guinte condição
∂Ai

∂t
− ∂B

∂qi
= 0. (2.68)

Resolvemos a equação (2.68) considerando a existência de uma função, digamos S = S(t, qi),

tal que

Ai =
∂S

∂qi
, B =

∂S

∂t
.

Embora não tenhamos resolvido completamente (2.66), temos determinado uma forma funcio-

nal para Λ (t, qi, q̇i) como

Λ = q̇i
∂S

∂qi
+
∂S

∂t
.

Portanto, a função L∗ torna-se

L∗(t, qi, q̇i) = L(t, qi, q̇i)− ∂S

∂t
− q̇k

∂S

∂qk
= L− dS

dt
. (2.69)

Diferentemente da seção anterior, aqui só estamos modificando a forma da Lagrangiana, dei-

xando a variável temporal, assim como as coordenadas generalizadas e suas derivadas inaltera-

das. Desde que a construção de Lagrangianas equivalentes (2.69) seja baseada em

∂2Λ

∂q̇i∂q̇j
→ ∂2L

∂q̇i∂q̇j
=

∂2L∗

∂q̇i∂q̇j
,

notamos a estreita relação com a condição Hessiana. A inclusão de uma derivada temporal total

na Lagrangiana não muda seu caráter regular ou singular.

A equivalência das equações de Euler-Lagrange também pode ser analisada diretamente

pelo Princı́pio Variacional. O funcional de ação para a nova Lagrangiana é dado por

W ∗[qi] =
∫ tf

t0

dt

[
L(t, qi(t), q̇i(t))− d

dt
S(qi, q̇i(t))

]
,

de modo que a mudança no funcional de ação para uma mesma trajetória qi(t) é

W [qi] = W ∗[qi] + S(t0)− S(tf ). (2.70)

Considerando a variação ao redor da trajetória fı́sica, tal que, o funcional de ação seja esta-

cionário δW [qiphys] = 0, o novo funcional também será estacionário, desde que as variações
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no contorno da função S sejam nulas. Dizemos que as contribuições das derivadas totais na

ação mantêm inalteradas as equações de movimento. A afirmação inversa também é satisfeita,

a trajetória fı́sica que extremiza W̄ [qi] também extremiza o funcional da ação original.

Agora, consideremos para uma trajetória dada qi(t) uma função zi = zi(t, qj). Essa função

zi é chamada de campo geodésico se satisfazer q̇i = zi(t, qj), isto é, um campo geodésico é um

sistema de n equações diferenciais de primeira ordem e que pode ser integrado tal que obtemos

uma famı́lia de curvas C : qi = qi(t). Assumiremos as seguintes condições para a Lagrangiana

L̄ sobre o campo geodésico

L∗(t, qi, q̇i = zi(t, qj)) = 0, (2.71)

e L̄ > 0, caso contrário. Consideremos uma curva K1 da famı́lia C, e avaliamos no funcional de

ação

W ∗[K1 : q
i] =

∫ tf

t0

dtL∗(t, qi(t), q̇i(t)) = 0,

enquanto que para outra curva K2 que possui iguais pontos de contorno de K1 em tf e t0 temos

W ∗[K2 : q
i] =

∫ tf

t0

dtL∗(t, qi(t), q̇i(t)) > 0.

Logo, a curva K1 solução do campo geodésico que extremiza o funcional de ação W , também

extremizará W ∗. Portanto, a trajetória qi(t) é um extremo sempre que suas velocidades são

campos geodésicos. Sob essas circunstâncias a função Lagrangiana também tem que satisfazer

∂L∗

∂q̇i
(t, qi, q̇i = zi(t, qj)) = 0. (2.72)

Essa condição impõe uma forte relação na forma da função S = S(t, qi), pois

∂L∗

∂q̇i
=
∂L

∂q̇i
− ∂S

∂qi
,

de modo que sob o campo geodésico temos

∂L

∂q̇i
=
∂S

∂qi
. (2.73)

Voltando à equação (2.71), temos que L(t, qi, żi) − żk∂S/∂qk − ∂S/∂t = 0 e, substituindo a

condição (2.73), obtemos

żi
∂L

∂q̇i
− L(t, qj, żj) +

∂S

∂t
= 0. (2.74)

As equações (2.73), (2.74) assim como a existência do campo geodésico q̇i = zi(t, qj) são pon-

tos fundamentais da abordagem de Carathéodory ao formalismo de Hamilton-Jacobi. Contudo,

a existência a priori do campo geodésico é uma imposição muito forte, pois este em geral é

obtido quando resolvemos o sistema dinâmico. Podemos contornar esse problema introduzindo

o momento canônico, que, ao longo do campo geodésico (2.73) resulta em

pi =
∂L

∂q̇i
(
t, qj, q̇j

)
=
∂S

∂qi
(
t, qj

)
, (2.75)
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também definimos p0 = ∂S/∂t, tal que a equação (2.74) se torna

p0 + żipi − L(t, qj, żj) = 0. (2.76)

Anteriormente já tinhamos visto que para sistemas regulares a condição Hessiana nos permitia

escrever as velocidades em termos de momentos canônicos q̇i = φi(t, qj, pj), enquanto que da

equação (2.75) temos também pi = βi (t, q
j), combinando essas relações obtemos

q̇i = φi(t, qj, pj = βj
(
t, qk

)
) = zi(t, qj), (2.77)

determinando assim o campo geodésico. Para simplificar a notação, escrevemos zi = q̇i e da

definição do Hamiltoniano canônico, temos que

H0 ≡ p0 +H(t, qi, pi = ∂S/∂qi) = 0. (2.78)

Essa é uma equação parcial de primeira ordem para a função S, chamada de equação de

Hamilton-Jacobi. Essa equação tem um significado geométrico interessante. Consideremos

o caso no qual qi = xi representa a coordenada de uma partı́cula num espaço tridimensional

cartesiano. Conforme (2.75), as componentes do momento canônico são dadas por

pi =
∂S

∂xi
→ p = ∇S.

Portanto, o momento canônico é perpendicular às superfı́cies equipotenciais de S, logo a tra-

jetória fı́sica é representada por curvas ortogonais à superfı́cie S = constante. A equação

(2.75) é também conhecida como condição de transversalidade, mesmo que não estivéssemos

utilizando coordenadas cartesianas.

Exemplo: Partı́cula carregada dentro de um campo magnético constante mais um poten-
cial quadrático

A fim de esclarecer algumas ideias, consideraremos o modelo de uma partı́cula carregada,

submetida a um campo magnético B mais um potencial quadrático; a Lagrangiana desse sis-

tema é

L =
m

2
ẋ2 + ẋ ·A− k

2
x2, (2.79)

onde consideramos que o movimento é num plano, tal que x = (x1, x2) é o vetor posição e

A é o vetor potencial, relacionado a um campo magnético uniforme perpendicular ao plano

de movimento mediante A = 1/2B × x. Levamos em conta também as seguintes unidades

q = c = 1. Para um campo magnético constante, existem dois tipos de escolha de calibre, a

primeira chamada de calibre de Landau, A = 1/2 (−Bx2, 0) ou A = 1/2 (0, Bx1) e a segunda

é a escolha do gauge simétrico A = 1/2 (−Bx2, Bx1).
É importante mencionar que a versão quântica desse problema (com k = 0) no calibre de

Landau foi resolvido em [49]; entretanto só no inı́cio dos anos oitenta Lauglin [50] resolveu

esse problema no calibre simétrico e essa versão tem sido ampliamente utilizada para mode-

lar o efeito Hall Quântico. A versão clássica deste problema não é trivial e seu tratamento
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à la Hamilton-Jacobi não é estudado nos livros-textos. Iniciaremos seu estudo calculando o

momento canônico

pi ≡ ∂L

∂xi
= mẋi − B

2
εijxj, (2.80)

onde εij é o sı́mbolo de Levi-Civita, com ε12 = 1. A equação (2.80) representa uma relação que

pode ser invertida para assim escrever a velocidade ẋi em termos de pi, tal relaçao é chamada

de dinâmica. Nesse caso temos

ẋi =
1

m

(
pi +

B

2
εijxj

)
. (2.81)

Como estudamos teorias regulares, podemos escrever a função Hamiltoniana

H =
1

2m

(
pi +

B

2
εijxj

)2

+
k

2
x2i . (2.82)

Nota-se também que utilizamos simplemente os sub-ı́ndices desde que as coordenadas pertençem

a um espaço Euclideano, logo, podemos subir e descer os ı́ndices sem nenhum problema de

sinal. Queremos resolver a equação de Hamilton-Jacobi para S = S (t, x1, x2), onde pi =

∂S/∂xi. Escrevendo explicitamente todas as componentes, temos de (2.78) e (2.82) que

∂S

∂t
+

1

2m

(
∂S

∂x1
+
B

2
x2

)2

+
1

2m

(
∂S

∂x2
− B

2
x1

)2

+
k

2

(
x21 + x22

)
= 0. (2.83)

Como a parte que representa a Hamiltoniana na equação de Hamilton-Jacobi não depende ex-

plicitamente da variável temporal, é razoável escrever o seguinte ansätz S = −Et+W (x1, x2),

onde E é uma constante arbitrária que a posteriori identificaremos como a energia do sistema.

Temos que

1

2m

(
∂W

∂x1
+
B

2
x2

)2

+
1

2m

(
∂W

∂x2
− B

2
x1

)2

+
k

2

(
x21 + x22

)
= E. (2.84)

Lembremos que se B = 0 em (2.84), voltamos à equação de Hamilton-Jacobi para um osci-

lador harmônico. Nesse caso é possı́vel escrever W (x1, x2) = W1(x1) + W2(x2), ja que as

componentes do vetor posição estão desacopladas. De fato, a maior parte dos exemplos dos

livros-textos de mecânica clássica somente estudam modelos nos quais a separação de variável

é possı́vel. No nosso caso, não é possı́vel utilizar tal ansätz com um sistema cartesiano a não

ser escrevamos em coordenadas polares, onde x1 = r cos θ e x2 = r sin θ. Um cálculo direto

nos mostra que a equação de Hamilton-Jacobi (2.84) torna-se

1

2m

(
∂Z

∂r

)2

+
1

2mr2

(
∂Z

∂θ
− 1

2
Br2

)2

+
k

2
r2 = E, (2.85)

onde Z (r, θ) = W (x1, x2). Mesmo que não seja tão evidente como no caso do oscilador

harmônico, consideremos uma solução da forma Z (r, θ) = R (r) + Θ (θ). Essa suposição

torna-se evidente se escrevemos (2.85) como

dΘ

dθ
=

√
2m

(
E − k

2
r2
)
r2 − 2mr2

(
dR

dr

)2

+
1

2
Br2.
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Uma vez que o lado esquerdo da equação é puramente dependente do argumento θ enquanto o

lado direito depende simplesmente do variável radial r, temos que Θ = Eθθ , onde Eθ é uma

constante, assim como a função R tem a seguinte forma integral

R =

∫
dr

√
E − k

2
r2 − 1

2mr2

(
Eθ − 1

2
Br2

)2

. (2.86)

Portanto, o uso das coordenadas polares é uma ferramenta importante para a solução da equação

de Hamilton-Jacobi de uma partı́cula carregada num campo magnético constante já que nessas

coordenadas se aproveita a simetria rotacional do calibre A = 1/2 (−Bx2, Bx1). Há ainda uma

outra transformação que separa as coordenadas de posição deste problema, e que será estudada

na seguinte subseção.

2.4.2 Equações Caracterı́sticas

Existe uma equivalência entre uma equação diferencial parcial de primeira ordem com um

sistema de equações diferenciais ordinárias. Para entender essa equivalência precisamos do

conceito de Curvas Caracterı́sticas. Para poder entender melhor esse conceito e assim aplicá-lo

ao formalismo de Hamilton-Jacobi, primeiro, consideramos um exemplo clássico utilizado em

[51]. Consideremos a equação

a
∂S

∂q1
+ b

∂S

∂q2
− c = 0,

onde a, b e c são funções de q1, q2 e S. Para uma solução dada S = S(q1, q2) temos que

um ponto no plano (q1, q2, S) possui um plano tangente cujo vetor normal (perpendicular)

tem como componentes (p1 = ∂S/∂q1, p2 = ∂S/∂q2,−1) as quais se relacionam pela equação

ap1 + bp2 − c = 0. Um vetor tangente à solução da nossa equação considerada tem como

componentes (a, b, c) e a solução S = S(q1, q2) tem que ser a união de curvas desse vetor tan-

gente. Chamamos a todas estas curvas de Curvas Caracterı́sticas, e essas satisfazem, sob uma

parametrização particular t, o seguinte sistema de equações diferenciais ordinárias

dq1
dt

= a,
dq2
dt

= b,
dS

dt
= c.

Por conseguinte existe uma relação entre a equação de Hamilton-Jacobi e um conjunto de

equações diferenciais. Mostraremos nesta seção que esse conjunto não é mais que as equações

de movimento do formalismo Hamiltoniano. Para atingir isto, primeiro vamos derivar parcial-

mente e relação ao momento canônico pi, a Equação de Hamilton-Jacobi, assim

∂H0

∂pi
=

∂H

∂pi
=

∂

∂pi

[
pjφ

j − L(t, qj, φj)
]
,

= φi + pj
∂φj

∂pi
− ∂L

∂qj
∂φj

∂pi
= q̇j,

onde na última linha utilizamos a relação q̇j = φi assim como a definição do momento canônico.

Portanto, obtemos

dqi =
∂H0

∂pi
dt. (2.87)
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Por outro lado, da condição de transversalidade (2.75) temos que

dpi =

[
q̇j

∂2S

∂qj∂qi
+

∂

∂qi

(
∂S

∂t

)]
dt. (2.88)

O segundo termo do lado direito da equação pode ser determinado a partir da equação de

Hamilton-Jacobi, já que

∂H0

∂qi
=

∂

∂qi

(
∂S

∂t

)
+
∂H

∂qi
+
∂H

∂pj

(
∂2S

∂qi∂qj

)
= 0, (2.89)

e utilizando a equação (2.87) no terceiro termo, obtemos

∂

∂qi

(
∂S

∂t

)
+
∂H

∂qi
+ q̇j

(
∂2S

∂qi∂qj

)
= 0, (2.90)

combinando (2.89) e (2.90) em (2.88), resulta

dpi =
∂H0

∂qi
dt. (2.91)

As equações (2.87) e (2.91) são equivalentes às equações de Hamilton e são chamadas de

Equações Caracterı́sticas. Soluções dessas equações são as Curvas Caracterı́sticas, que são

geodésicas do sistema. Finalmente, diferenciando a função S = S (t, qj)

dS =
∂S

∂t
dt+

∂S

∂qi
dqi = −Hdt+ pidq

i, (2.92)

onde no primeiro termo do lado direito usamos a equação de Hamilton-Jacobi (2.78), enquanto

que para o segundo termo utilizamos a condição de transversalidade. Substituindo a equação

(2.87) em (2.92) conseguimos escrever a função S dependente unicamente da variável temporal.

Integrando obtemos

dS =

[
pi
∂H0

∂pi
−H

]
dt =

[
piq̇

i −H
]
dt, (2.93)

nota-se que essa expressão para S é análoga à obtida para o funcional de ação escrito na forma

canônica.

Exemplo: Partı́cula carregada dentro de um campo magnético constante mais um poten-
cial quadrático

Voltamos ao modelo anterior (2.79) que foi resolvido usando a equação de Hamilton-Jacobi

em coordenadas polares. Também podemos fazer uso das Equações Caracterı́sticas (2.87) e

(2.91) para resolver esse problema em coordenadas cartesianas. Neste caso temos

ẋi =
∂H

∂pi
=

1

m

(
pi +

B

2
εijxj

)
, (2.94)

e

ṗi = −∂H
∂xi

=
B

2m

(
εijpj − B

2
xi

)
− kxi. (2.95)
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A Equação Caracterı́stica (2.94) em perfeito acordo com (2.81), resultado da relação dinâmica

do sistema. Além disso, podemos derivar mais uma vez e utilizar (2.95), de modo que obtemos

a equação de movimento do sistema mẍk = Bεkiẋi + kxk ou

mẍ1 = Bẋ2 + kx1, (2.96a)

mẍ2 = −Bẋ1 + kx2. (2.96b)

Mais uma vez, a escolha do calibre simétrico acopla as coordenadas de nosso sistema (2.96).

Contudo, neste caso podemos desacoplar essas equações introduzindo a variável complexa z =

x1 + ix2, de modo que escrevemos

mz̈ + iBż − kz = 0,

a qual possui como solução

z = a1 exp iw1t+ a2 exp iw2t, (2.97)

onde a1 e a2 são constantes complexas, e

w1,2 =
−B ±√B2 − 4km

2m
.

Naturalmente, podemos voltar e obter as variáveis cartesianas pela transformação inversa x1 =

(z + z∗) /2, x2 = (z − z∗) /2i. Também temos a variável pz ≡ mż + iBz/2 que possui

como componentes cartesianas os momentos canônicos p1 e p2. Uma vez que temos a solução

para z de (2.96), também temos solução para pz e, assim também para todas as variáveis

canônicamente conjugadas xi e pi. Podemos substituir as soluções para essas variáveis em

(2.92), desse modo obtemos uma expressão para a função S (x1, x2, t).

2.4.3 Integrabilidade

A equação de Hamilton-Jacobi (2.78) é uma equação diferencial parcial de primeira ordem

para a função S e possui N + 1 variáveis, que são qi e t. A fim de obter uma solução completa

da Equação de Hamilton-Jacobi, temos que integrar N + 1 vezes por cada pi = ∂S/∂qi e

p0 = ∂S/∂t. Portanto, teremos N + 1 constantes de integração. Porém, devido à presença

de uma só derivada temporal partial da função S em (2.78), esta função só será determinada

até uma constante, isto é, se S é uma solução, logo, S + k é também uma solução. Uma das

N + 1 constantes de integração tem que ser esta constante aditiva k, logo, a solução completa

da equação de Hamilton-Jacobi tem a seguinte forma

S = S
(
t, qi, αi

)
. (2.98)

Da definição de momento canônico se mostra que pi = pi (t, q
i, αi). Por outro lado, da forma

explı́cita da equação (2.98) podemos escrever

d

dt

(
∂S

∂αi

)
=

∂

∂t

(
∂S

∂αi

)
+ q̇j

∂

∂qj

(
∂S

∂αi

)
, (2.99)
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enquanto que da equação de Hamilton-Jacobi obtemos

∂

∂t

(
∂S

∂αi

)
= −∂H

∂αi

(
t, qi, pi = ∂S/∂qi

)
,

= −∂H
∂pj

∂pj
∂αi

= −∂H
∂pj

∂2S

∂αi∂αj
.

Usando esta última relação juntamente com (2.87) em (2.99), temos

d

dt

(
∂S

∂αi

)
= 0, (2.100)

como resultado, obtemos as seguintes N constantes βi ≡ ∂S/∂αi. Esta relação pode ser inver-

tida se considerarmos

det

(
∂2S

∂qj∂αi

)
�= 0,

de onde obtemos a forma explı́cita para uma solução das Equações Caracterı́sticas qi = qi (t, αi, βi),

enquanto que, para a segunda Equação Caracterı́stica temos que pi = pi
(
t, qj

(
t, αk, βk

)
, αj

)
=

pi (t, α
i, βi).

Até agora, supomos que possuimos a forma explı́cita para a solução completa da Equação de

Hamilton-Jacobi. O seguinte passo seria perguntar sob quais condições essa hipótese é possı́vel.

Para poder responder, consideremos a solução das Equações Caracterı́sticas como

qi = qi
(
t, αj, βj

)
, pi = pi(t, α

j, βj). (2.101)

Logo, se derivarmos ∂S/∂αi = ∂S/∂qj.∂qj/∂αi e usarmos a condição de transversalidade,

obtemos
∂S

∂αi
= pk

∂qk

∂αi
.

Enquanto uma segunda derivação nos leva a

∂2S

∂αi∂αj
− pk

∂2qk

∂αi∂αj
=
∂qk

∂αi

∂pk
∂αj

.

O lado direito da equação é simétrico nos ı́ndices i e j. Logo temos

∂qk

∂αi

∂pk
∂αj

− ∂qk

∂αj

∂pk
∂αi

=
[
αi, αj

]
= 0, (2.102)

que identificamos como a condição de Parênteses de Lagrange nulos (2.63). Claramente, um

procedimento análogo nos leva a condição [βi, βj] = 0. Neste caso, esta estrutura aparece como

uma condição para a Integrabilidade da equação de Hamilton-Jacobi. Ainda mais, a condição

(2.102) é uma condição suficiente para considerar as variáveis canônicamente conjugadas qi e

pi como campos geodésicos. Para provar esta afirmação, consideremos as soluções (2.101), as

quais já satisfazem a condição de Parênteses de Lagrange nulos (2.102). Esta condição pode ser

reescrita, uma vez que o termo do lado esquerdo de (2.102) é

∂

∂αj

(
pk
∂qk

∂αi

)
=

∂

∂αi

(
pk
∂qk

∂αj

)
,
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esta relação é evidentemente satisfeita se considerarmos uma função σ = σ (t, αi) tal que

∂σ

∂αi
= pk

∂qk

∂αi
. (2.103)

Se a equação (2.101) é inversı́vel, temos que αi = αi (t, qj) e, assim podemos definir uma nova

função Σ (t, qi) ≡ σ (t, αi (t, qj)). Desta relação segue

∂σ

∂αi
=
∂Σ

∂qk
∂qk

∂αi
,

logo, comparando com (2.103) temos que pk = ∂Σ/∂qk que é análoga à condição de transver-

salidade. Se derivamos esta nova relação com relação ao tempo, obtemos

d

dt

(
pi − ∂Σ

∂qi

)
= ṗi − ∂2Σ

∂qi∂t
− qj

∂2Σ

∂qi∂qj
= 0.

Como o momento canônico satisfaza sua respectiva Equação Caracterı́stica, temos

0 =
∂H0

∂qi
− ∂2Σ

∂qi∂t
− qj

∂2Σ

∂qi∂qj
,

=
∂

∂qi

(
H0 − ∂Σ

∂t
− qj

∂Σ

∂qj

)
.

Isso é satisfeito se considerarmos

H0 − ∂Σ

∂t
− qj

∂Σ

∂qj
= f(t), (2.104)

e, sem perdida de generalidade podemos escolher f(t) = 0. Assim identificamos (2.104) como

a equação de Hamilton-Jacobi e Σ como a nossa função geradora S (t, qi).

Aqui termina o nosso tratamento do formalismo de Hamilton-Jacobi segundo o procedi-

mento de Carathéodory. Nota-se que no decorrer desse procedimento, se deve satisfazer a

condição Hessiana a fim de obter a equação de Hamilton-Jacobi.

No seguinte capı́tulo estudaremos a generalização desse formalismo para analisar sistemas

vinculados, que é o foco principal desta tese. No entanto, o programa que seguimos até aqui, isto

é, a introdução das variáveis canônicas, a obtenção das Equações Caracterı́stica e a Condição

de Integrabilidade serão de grande ajuda para a generalização desse formalismo.
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Capı́tulo 3

Formalismo de Hamilton-Jacobi para
sistemas singulares

3.1 Introdução

Sistemas fı́sicos que são descritos por uma função Lagrangiana são classificados em dois di-

ferentes grupos, dependendo de satisfazerem ou não a Condição Hessiana. Um sistema regular

possui uma matriz Hessiana cuja determinante é nula, ou seja, satisfaz a Condição Hessiana e,

portanto, é possı́vel construir um espaço de fase sem nenhuma ambigüidade. Por outro lado, os

sistemas singulares, também chamados de sistemas vinculados, são aqueles que não satisfazem

a Condição Hessiana.

Foi no inı́cio dos anos cinquenta que Dirac [1] desenvolveu um método para lidar com

sistemas singulares utilizando a formulação Hamiltoniana. Este método continuou sendo me-

lhorado por ele, Bergmann [2] assim como muitos outros (veja por exemplo [3]) durante os anos

seguintes utilizaram essa ferramenta, que sem dúvidaé a mais poderosa para lidar com sistemas

vinculados. A importância do estudo de vı́nculos reside, entre outros, na relação entre esses

sistemas e as teorias de calibre.

Não obstante o forte posicionamento do formalismo de Dirac, há diversas tentativas para a

construção de novos métodos para o estudo dos sistemas vinculados. Neste capı́tulo estudare-

mos a abordagem de Hamilton-Jacobi para sistemas singulares, que foi iniciado por Güler [9]

como uma generalização do método Carathéodory para sistemas regulares [10] apresentado no

Capı́tulo II. No formalismo de Hamilton-Jacobi, os vı́nculos da teoria aparecem como um con-

junto de Equações Diferenciais Parciais, condições necessárias para a existência de extremos

de um determinado funcional de ação. Relacionadas a esse sistema de Equações Diferencial

Parcial, também chamados de Hamiltonianos, temos as chamadas Equações Caracterı́sticas que

descrevem a dinâmica do sistema como dependente de diversos parâmetros “temporais”. Para

que o conjunto de Hamiltonianos seja também uma condição de suficiência deve obedecer a

chamada Condição de Integrabilidade, ou seja, ele deve formar um conjunto completo de vin-

culos involutivos.
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A procura da Integrabilidade do sistema, que é, de fato, a análise de vı́nculos propriamente

dita, geralmente revela dois tipos de Hamiltonianos, chamados de involutivos e não-involutivos.

O primeiro grupo são os que formam um conjunto fechado de equações integráveis. A presença

de um conjunto de Hamiltonianos não-involutivos indica uma dependência entre os parâmetros

da teoria, que devem ser eliminados com uma redefinição da dinâmica do espaço de fase.

Neste capı́tulo, vamos acompanhar de perto os procedimentos mostrados em [23] e [31]

onde classificamos os Hamiltonianos e estudamos seus papéis dentro do formalismo. Para visu-

alizar esse procedimento, examinamos um modelo de mecânica analı́tica, a chamada Mecânica

Quântica Topológica (Chern-Simons) [33] que tem uma estreita relação com a Electrodinâmica

Topologicamente Massiva [35]. A análise de vı́nculos mostra que a Mecânica Quântica To-

pológica possui os dois tipos de Hamiltonianos, isto nos permite fazer uso de todo o procedi-

mento mostrado dentro do formalismo de Hamilton-Jacobi.

3.2 O formalismo de Hamilton-Jacobi

Como vimos no Capı́tulo II, podemos evitar o formalismo de Hamilton e obter a equação de

Hamilton-Jacobi diretamente do formalismo Lagrangiano, para isto simplesmente extremiza-

mos o funcional de ação usando Lagrangianas equivalentes. Neste procedimento foi necessário

satisfazer a Condição Hessian, isto é, que o determinante da matriz Hessiana

Wij ≡ ∂2L

∂qi∂qj
, i, j = 1, 2, ..., N (3.1)

seja não nula, ou em outras palavras, que o sistema seja regular.

Como já foi estudado, sempre que a Condição Hessian se mantém, é possı́vel determinar

as acelerações como uma função exclusiva da posição e das velocidades num determinado mo-

mento. Por outro lado, se o determinante de (3.1) é nulo, somos incapazes de determinar as

velocidades completamente. Nesse último caso, consideramos que o posto da matriz Hessiana

é P , então, existe uma submatriz regular

Wab ≡ ∂2L

∂qa∂qb
, a, b = 1, 2, ..., P (3.2)

que produz P relações dinâmicas

pa = pa(t ≡ q0, qi, q̇i), (3.3)

que podem ser invertidas para ter q̇a = q̇a(q0, qi, pb). A condição (3.2) também assegura que

temos R = N − P relações

pz − ∂L

∂q̇z
= 0, z = 1, 2, ..., R.

Definimos Hz ≡ ∂L/∂q̇z, de modo que temos R relações que podem ser escritas da seguinte

forma

H ′
z(q

0, qi, pz) ≡ pz −Hz = 0, (3.4)
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essas relações não devem depender de quaisquer velocidades, caso contrário, seria possı́vel

resolver para uma delas. As equações (3.4) são chamadas de vı́nculos canônicos da teoria, uma

que vez são resultados da própia definição dos momentos canônicos. Essas relações também

mostram que nem todas as 2N variáveis canônicas qi e pi são independentes; de fato, o número

correto de variáveis independentes deve ser 2N − (N − P ) = N + P .

Voltando à teoria de Hamilton-Jacobi, vemos que com o auxı́lio de Lagrangianas equivalen-

tes L̄ = L− ∂S/∂q0, a condição que extremiza o funcional de ação é

p0 + piq̇
i − L(q0, qi, q̇i) = 0, (3.5)

onde p0 = ∂S/∂q0 e pi = ∂S/∂qi. A equação (3.5) pode ser identificada como a equação de

Hamilton-Jacobi apenas para sistemas regulares. Para sistemas singulares, no entanto, temos

que perceber que os momentos canônicos estão divididos em dois grupos: os que fornecem

vinculos canônicos que são os pz e os que fornecem as relações dinâmicas. Definimos o Hamil-

toniano canônica como

H0 ≡ piq̇
i − L(q0, qi, q̇i),

= paq̇
a + pz q̇

z − L(q0, qi, q̇a, q̇z). (3.6)

Nessa relação podemos substituir a equação (3.3) e assim eliminar a dependência nas velocida-

des q̇a. Além disso, temos que o Hamiltoniano canônico também não depende das velocidades

q̇z uma vez que
∂H0

∂q̇z
= pz − ∂L

∂q̇z
= 0.

Portanto, esse Hamiltoniano é simplesmente uma função das variáveis canônicas e a variável

temporal q0. Escrevemos (3.5) como

H ′
0 ≡ p0 +H0 = 0, (3.7)

essa equação, juntamente com (3.5) forma um conjunto de R + 1 Equações Differenciais Par-

ciais de Hamilton-Jacobi. As variáveis tα ≡ (q0, qz) desempenham o papel de parâmetros da

teoria, uma vez que suas respetivas derivadas temporais, isto é, suas velocidades q̇α não estão

determinadas dentro da equação (3.5). Com esta notação escrevemos a coleção de equações

(3.5) e (3.7) como

H ′
α ≡ pα +Hα = 0, α = 0, 1, ..., R. (3.8)

O lado esquerdo dessas equações, digamos H ′
0 e H ′

z são chamadas de Hamiltonianos, a razão

por trás desse nome será esclarecida na próxima seção.

3.2.1 Equações Caracterı́sticas

Nesta seção, vamos mostrar que o conjunto de Equações Diferenciais Parciais de Hamilton-

Jacobi (3.8) está relacionado a um novo conjunto de equações diferenciais, chamado de Equações
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Caracterı́sticas do sistema. Primeiro, nota-se que a partir das definições (3.6) e (3.7) temos

∂H ′
0

∂pi
=

∂

∂pi
(paq̇

a −Hz q̇
z − L) ,

= δiaq̇
a + pa

∂q̇a

∂pi
− ∂Hz

∂pi
q̇z − ∂L

∂q̇a
∂q̇a

∂pi
, (3.9)

devido à definição do momento canônico, o segundo e quarto termo do lado direito da equação

são iguais, então obtemos

δiaq̇
a =

∂H ′
0

∂pi
+
∂Hz

∂pi
q̇z. (3.10)

A partir da definição q0 = t, temos que q̇0 = 1 logo, podemos introduzir a unidade na equação

(3.10) e reescrevê-la de forma compacta

dqa =
∂Hα

∂pa
dtα. (3.11)

Observa-se que essa última equação pode ser generalizada para

dqi =
∂Hα

∂pi
dtα, (3.12)

uma vez que para as variáveis qz simplesmente obtemos as identidades

dqz =
∂Hα

∂pz
dtα = dtz. (3.13)

A equação (3.12) é a nossa primeira Equação Caracterı́stica e nos informa sobre a evolução

dinâmica da variável canônica qi. Essa equação também ratifica que não só q0 = t desempenha

o papel de parâmetro temporal, mas também que temos outrosR parâmetros qz = tz. A segunda

Equação Caracterı́stica nos diz sobre a variável canônica restante pi; aqui momenteneamente

esquecemos a expressão explı́cita (3.8) e consideramos

H ′
α (t

α, pα, q
a, pa) = 0, pi =

∂S

∂qi
(tα, qa) . (3.14)

Essa generalização será útil posteriormente. Agora, derivando em relação à qi obtemos

∂H ′
α

∂qi
+
∂H ′

α

∂pa

∂2S

∂qi∂qa
+
∂H ′

α

∂pβ

∂2S

∂qi∂qβ
= 0, (3.15)

e da definição de momento canônico temos que

dpi =
∂2S

∂qi∂qa
dqa +

∂2S

∂qi∂tα
dtα. (3.16)

Vamos multiplicar a equação (3.15) por −dtα e adicioná-la à equação (3.16), tal que

dpi +
∂H ′

α

∂qi
dtα =

∂2S

∂qi∂qa
dqa +

∂2S

∂qi∂tα
dtα − ∂H ′

α

∂pa

∂2S

∂qi∂qa
dtα − ∂H ′

α

∂pβ

∂2S

∂qi∂qβ
dtα,

=
∂2S

∂qi∂qa

(
dqa − ∂H ′

α

∂pa
dtα

)
+

∂2S

∂qi∂qα

(
dtα − ∂H ′

α

∂pβ
dtα

)
.
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A Equação Caracterı́stica (3.11) assegura que o primeiro termo do lado direito da equação

é nulo. O segundo termo só será nulo se assumirmos que os Hamiltonianos H ′
α dependam

linearmente dos momentos canônicos, isto é

∂H ′
α

∂pβ
= δβα, (3.17)

claro está que essa relação é sempre satisfeita se assumirmos a expressão (3.8). Portanto, sob a

condição (3.17), obtemos a segunda Equação Caracterı́stica

dpi = −∂H
′
α

∂qi
dtα. (3.18)

A última Equação Caracterı́stica nos diz sobre a dinâmica da função S = S (qα, qa). Obtemos

isso realizando o diferencial

dS =
∂S

∂qa
dqa +

∂S

∂qα
dqα = padq

a + pαdq
α,

que devido à equação (3.8) pode ser reescrito como

dS = padq
a −Hαdq

α. (3.19)

Essa equação está ainda longe de ser integrada devido à dependência das variáveis qα.

3.2.2 Integrabilidade

O procedimento após a obtenção do conjunto de Equações Diferenciais Parciais de Hamilton-

Jacobi H ′
α = 0 é o estudo das condições necessárias para obter uma solução completa para esse

sistema e, como consequência, integrar as correspondentes Equações Caracterı́sticas.

Sem perda de generalidade, vamos supor que possamos resolver as Equações Caracterı́sticas

(3.12) e (3.18) com soluções da forma

qa = qa (tα) , pa = pa(t
α).

Gostarı́amos de saber em que condições, o sistema de Hamiltonianos (3.14) é completamente

integravel, isto é, se possui uma solução completa

S = S (tα, qa (tα)) . (3.20)

Para esse efeito, vamos diferenciar com relação à tα, assim temos que

dS

dtα
=
∂S

∂tα
+
dqa

dtα
∂S

∂qa
= pβ

dtβ

dtα
+ pa

dqa

dtα
. (3.21)

Agora definiremos o ı́ndice i′ = 0, 1, 2, ..., N , assim, podemos reescrever (3.21) em uma forma

mais simples
dS

dtα
= pi′

dqi
′

dtα
.
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Executando uma segunda diferenciação obtemos

d2S

dtαdtβ
=
dpi′

dtβ
dqi

′

dtα
+ pi′

d2qi
′

dtαdtβ
,

nota-se que uma vez que o segundo termo do lado direito, assim como todo o lado esquerdo da

equação são simétricos em α e β, temos

dpi′

dtβ
dqi

′

dtα
− dpi′

dtα
dqi

′

dtβ
= 0. (3.22)

A equação (3.22) pode ser escrita em uma forma mais simples se definirmos os Parênteses de

Lagrange [
tα, tβ

] ≡ dqi
′

dtα
dpi′

dtβ
− dqi

′

dtβ
dpi′

dtα
. (3.23)

Portanto, a condição para a existência de uma solução completa (3.20) é dada por

[
tα, tβ

]
= 0. (3.24)

Há uma diferença notável entre a definição dos Parênteses de Lagrange (3.23) com os definidos

no capı́tulo anterior. Neste caso os parênteses agem sobre um espaço de fase estendido no qual

temos que considerar tanto a variável tempo q0 = t assim como seu par canônico p0.

Por outro lado, pode-se também provar que a condição (3.22), ou equivalentemente (3.24),

nos permite definir a função S, transversa ao campo geodésico qi. Podemos fazer isso através

de uma diferenciação parcial em (3.22) tal que

d

dtβ

(
pi′
dqi

′

dtα

)
− d

dtα

(
pi′
dqi

′

dtβ

)
= 0,

então, deve existir uma função, digamos σ (tα) que satisfaça

dσ

dtα
= pi′

dqi
′

dtα
. (3.25)

Agora, se as funções qi
′
= qi

′
(tα) são inversı́veis, temos que tα = tα

(
qi

′)
e, assim podemos

definir a função S
(
tα, qi

′) ≡ σ
(
tα

(
qi

′)
, qi

′)
. Derivando

dσ

dtα
=

∂S

∂qi′
dqi

′

dtα
, (3.26)

e logo comparando com a equação (3.25) obtemos pi′ = ∂S/∂qi
′
.

A condição dos Parênteses de Lagrange torna-se necessária e suficiente para a existência

de uma solução completa S (3.20). Mesmo assim, esta condição de integrabilidade torna-se

mais funcional quando expressa em termos dos Hamiltonianos da teoria. Para este efeito, vale

lembrar que das Equações Caracterı́sticas (3.12) e (3.18) temos

dqi
′
=
∂H ′

α

∂pi′
dtα, dpi′ = −∂H

′
α

∂qi′
dtα,
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e substituindo-as na condição (3.24) obtemos

[
tα, tβ

]
= −∂H

′
α

∂pi′

∂H ′
β

∂qi′
+
∂H ′

β

∂pi′

∂H ′
α

∂qi′
=

{
H ′

α, H
′
β

}
. (3.27)

A condição de integrabilidade em termos dos Parênteses de Lagrange torna-se então numa

condição sobre os Parênteses de Poisson entre os Hamiltonianos do sistema. Dizemos que

dois Hamiltonianos que satisfazem a condição de integrabilidade

{
H ′

α, H
′
β

}
= 0, (3.28)

são involutivos. A equação (3.28) é também chamada de Condição de Integrabilidade de Frobe-

nius ou simplesmente Condição de Integrabilidade. Podemos combinar tanto essas condições

com as Equações Caracterı́sticas em uma única equação se definirmos o chamado diferencial

fundamental

dF = {F,H ′
α} dtα. (3.29)

Quando sustituirmos F com alguma das variáveis canônicas, qi ou pi obtemos as Equações

Caracterı́sticas (3.12) e (3.18). Também temos

dH ′
α = 0, (3.30)

é completamente equivalente a (3.28) uma vez que os parâmetros tα são independentes entre

eles, logo dH ′
α será nulo quando todos os Parênteses de Poisson sejam nulos na equação (3.29).

Há ainda a possibilidade de que os Hamiltonianos fechem uma álgebra

{
H ′

α, H
′
β

}
= Cγ

αβH
′
γ, (3.31)

onde Cγ
αβ são as constantes de estrutura. Neste caso, a Condição de Integrabilidade também é

satisfeita, devido à (3.8)

dH ′
α =

{
H ′

α, H
′
β

}
dtβ = Cγ

αβH
′
γdt

β = 0. (3.32)

Uma vez que os Hamiltonianos que satisfazem (3.31) também satisfazem (3.30) chamamos a

eles de involutivos. Contudo, não todos os sistemas fı́sicos satisfazem a Condição de Integrabi-

lidade diretamente. Na seguinte seção analisamos estes sistemas.

3.2.3 Hamiltonianos não-involutivos: Parênteses Generalizados

Em geral, a imposição da Condição de Integrabilidade nos leva a três casos diferentes:

- Primeiro, a condição é satisfeita automaticamente, isto é, obtém-se uma identidade 0 = 0.

- O segundo caso é que a Condição de Integrabilidade produz uma expressão do tipo

χ (qi, pi) = 0, neste caso vamos a definir um novo Hamiltoniano, digamos H ′ ≡ χ (qi, pi).

Como vimos anteriormente, enquanto esse Hamiltoniano seja linear nos momentos canônicos, é

possı́vel configurá-lo dentro da estrutura das Equações Caracterı́sticas e portanto do diferencial
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fundamental. Nesse caso, temos também que testar a Condição de Integrabilidade deste

dH ′ = dχ = 0.

- Como último caso, temos que a Condição de Integrabilidade impõe uma relação entre duas

ou mais variáveis tα. Nota-se que esse caso viola a condição de que todas as variáveis relacio-

nadas a um Hamiltoniano devem ser independentes. Apesar disso, o diferencial fundamental dá

uma visão sobre como esses Hamiltonianos devem ser eliminados, cujo processo é mostrado a

seguir.

Consideraremos um conjunto de Hamiltonianos, digamos H ′
α, cada um esta relacionado

com a variável tα. A partir da forma das Equações Caracterı́sticas construı́mos o diferencial

fundamental (3.29). Podemos separar a variável tempo t das outras tz, de modo que escrevemos

dF = {F,H ′
0}dt+ {F,H ′

z}dtz. (3.33)

Uma vez que temos o conjunto completo de Hamiltonianos, qualquer hamiltoniano dado, diga-

mos H ′
x, deve satisfazer a Condição de Integrabilidade

dH ′
x = {H ′

x, H
′
0}dt+ {H ′

x, H
′
z}dtz = 0. (3.34)

Dizemos que dois Hamiltonianos são não-involutivos se a matriz com componentes

Mxz ≡ {H ′
x, H

′
z} (3.35)

não é nula. Nesse casos, a partir de (3.34) temos

Mxzdt
z = −{H ′

x, H
′
0}dt.

Nota-se que pode existir uma dependência entre os parâmetros t e tz se a matriz Mxz possui

inversa

dtz = −M−1
zx {H ′

x, H
′
0}dt. (3.36)

Portanto, a presença de Hamiltonianos não-involutivos viola a Condição de Integrabilidade uma

vez que a independência das variáveis tα já não é satisfeita. Contudo, as variáveis tz podem ser

eliminadas da evolução dinâmica do sistema. Isso é obtido usando (3.36) em (3.34) para que

possamos reescrever o diferencial fundamental como

dF = {F,H ′
0}dt− {F,H ′

z}M−1
zx {H ′

x, H
′
0}dt,

=
({F,H ′

0} − {F,H ′
z}M−1

zx {H ′
x, H

′
0}
)
dt. (3.37)

Dessa forma, definimos os Parênteses Generalizados

{A,B}∗ ≡ {A,B} − {A,H ′
z}M−1

zx {H ′
x, B}, (3.38)

de modo que, substituindo estes parênteses dentro do diferential fundamental obtemos

dF = {F,H ′
0}∗dt. (3.39)
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Certamente, essa redução de variáveis tz na evolução da teoria é restringida a todos os Hamil-

tonianos H ′
x não-involutivos na qual a matriz (3.35) é inversı́vel. No caso em que nem todos os

Hamiltonianos são não-involutivos, ou a matriz Mxz não é inversı́vel, o procedimento é seme-

lhante. Escolhemos um subconjunto de Hamiltonianos H ′
x̄ não-involutivo tal que a matriz

Mx̄z̄ ≡ {H ′
x̄, H

′
z̄}, (3.40)

seja inversı́vel. Com essa definição, podemos escrever o diferencial fundamental (3.33) como

dF = {F,H ′
0}dt+ {F,H ′

r̂}dtr̂ + {F,H ′
z̄}dtz̄, (3.41)

aqui o sub-ı́ndice r̂ representa a parte não-inversı́vel da matriz (3.35). A Condição de Integra-

bilidade para um Hamialtoniano não-involutivo arbitrário H ′
x se lê

dH ′
x = {H ′

x, H
′
0}dt+ {H ′

x, H
′
r̂}dtr̂ + {H ′

x, H
′
z̄}dtz̄ = 0.

Essa relação pode ser escrita como um conjunto

{H ′
x̂, H

′
r̂}dtr̂ + {H ′

x̂, H
′
z̄}dtz̄ = −{H ′

x̂, H
′
0}dt, (3.42a)

{H ′
x̄, H

′
r̂}dtr̂ + {H ′

x̄, H
′
z̄}dtz̄ = −{H ′

x̄, H
′
0}dt. (3.42b)

A partir da segunda linha identificamos a submatriz regularMx̄z̄, logo a equação (3.42b) fornece

a seguinte relação

dtz̄ = −M−1
x̄z̄

[{H ′
x̄, H

′
0}dt+H ′

x̄, H
′
r̂}dtr̂

]
,

denotemos com tα̂ a coleção de variáveis t e tr̂, assim escrevemos a relação anterior como

dtz̄ = −M−1
x̄z̄ {H ′

x̄, H
′
α̂}dtα̂, (3.43)

e substituindo essa em (3.41) obtemos

dF = {F,H ′
α̂}dtα̂ + {F,H ′

z̄}dtz̄,
=

[{F,H ′
α̂} − {F,H ′

z̄}M−1
x̄z̄ {H ′

x̄, H
′
α̂}

]
dtα̂. (3.44)

Essa relação também nos permite definir os Parênteses Generalizados, com o subconjunto re-

gular dos Hamiltonianos não-involutivos, como

{A,B}∗ ≡ {A,B} − {A,H ′
z̄}M−1

x̄z̄ {H ′
x̄, B}. (3.45)

Portanto, a dinâmica do sistema só irá depender das variáveis tα̂, isto é, t e tr̂, que estão relaci-

onadas ao subconjunto irregular dos Hamiltonianos não-involutivos

dF = {F,H ′
α̂}∗dtα̂. (3.46)

Retornamos à equação (3.42a), que pode ser escrita como

{H ′
x̂, H

′
z̄}dtz̄ + {H ′

x̂, H
′
α̂}dtα̂ = 0.
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Ao substituir a equação (3.43) obtemos

{H ′
x̂, H

′
α̂}∗dtα̂ = 0. (3.47)

que afirma que os Hamiltonianos restantes H ′
x̂ devem também satisfazer a Condição de Integra-

bilidade dH ′
x̂ = {H ′

x̂, H
′
α̂}∗dtα̂ sob os novos Parênteses Generalizados.

A presença de Hamiltonianos não-involutivos viola a independência linear das variáveis

temporais ou parâmetros relacionados a esses Hamiltonianos, mas a imposição da Condição

Integrabilidade fornece um método para eliminar esses parâmetros, permitindo-nos obter um

conjunto completo de Hamiltonianos involutivos sob a álgebra dos Parênteses Generalizados.

Portanto, podemos dizer que o papel dos Hamiltonianos não-involutivos é a redução do espaço

de fase.

Agora, estudaremos como a redução da dinâmica, devido à presença de Hamiltonianos não-

involutivos, atua na teoria da Mecânica Quântica Topológica.

3.2.4 Mecânica Quântica Topológica: Hamiltonianos não-involutivos

As teorias Topologicamente Massivas foram propostas por Jackiw et al. [35] no inı́cio

dos anos oitenta. Essas teorias são construı́das pela adição de um termo de Chern-Simons

nas teorias de calibre em três dimensões. Assim, a teoria da Eletrodinâmica Topologicamente

Massiva, também conhecida como de Maxwell-Chern-Simons, é descrita pela seguinte ação

W [Aμ] =

∫
d3x

[
−1

4
FμνF

μν +
μ

4
εμνγFμνAγ

]
, (3.48)

que é invariante sob a transformação δAμ = ∂με, isto é, transformações U(1). No chamado

calibre de Weyl temos que A0 = 0, assim, a equação (3.48) torna-se

W [Aμ] =

∫
d3x

[
1

2
A2 − μ

2
A×Ȧ− 1

2
(∇×A)2

]
, (3.49)

onde A = (A1, A2). Esta ação é análoga à de uma partı́cula massiva carregada movendo-se em

um plano sob a influência de um campo electromagnético externo

W [x] =

∫
dt

[m
2
x2 +

e

c
x ·A(x)− eV (x)

]
,

se considerarmos as seguintes caracterı́sticas: primeiro, Ai = εijxjA (x), V (x) = V (x), isto

é, possui uma simetrı́a rotacional e, segundo, A (x) = −B/2, V (x) = kx2/2, onde B e k são

constantes positivas. Nesse caso temos

W [x] =

∫
dt

[
m

2
x2 +

B

2
x× ẋ− k

2
x2

]
. (3.50)

A semelhança entre (3.49) e (3.50) é evidente. Este modelo clássico também foi estudado no

Capı́tulo II sob o formalismo de Hamilton-Jacobi uma vez que ele é regular. Como já menciona-

mos, a teoria da Maxwell-Chern-Simons é invariante sob transformações U(1) logo, esperamos
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uma invariância similar para seu análogo mecânico. Nesse sentido, se propõe uma generalização

do (3.50) que possua algumas propriedades de invariância

L (x, ẋ, q) ≡ m

2
Dx ·Dx+

B

2
x×Dx− k

2
x2 + νq, (3.51)

onde ν é uma constante de acoplamento, e

Dxi ≡ ẋi + qεijxj, (3.52)

é a derivada covariante. Observa-se que a Lagrangiana (3.51) não depende somente das N

coordenadas ẋi, mas também de uma nova variável q. No limite m→ 0, k → 0, temos

L0 (x, ẋ, q) =
B

2
x×Dx+ νq. (3.53)

As teorias descritas por (3.51) e (3.53) são chamadas de Mecânica Quântica Topológica. Con-

tudo, a Lagrangiana (3.51) tem uma estrutura completamente diferente da Lagrangiana (3.53).

Observa-se que a Lagrangiana reduzida L0 é apenas linear em suas velocidades, portanto não

satisfaz a condição Hessiana, ou seja, (3.53) representa uma teoria singular.

Escreveremos a ação (3.53) em termos das componentes do vector x e substituiremos a

definição da derivada covariante

W0

[
xi, q

]
=

∫
dt

[
B

2
εijxi (ẋj + qεjkxk,) + νq

]
,

=

∫
dt

[
B

2
εijxiẋj − qC

]
, (3.54)

onde C, é apenas uma função das componentes do vector x e, se comporta como um potencial

definido por

C ≡ B

2
xixi − ν. (3.55)

As propriedades Lagrangianas de nosso interesse são obtidas através da realização da variação

total para o funcional de ação, ou equivalentemente escrevendo a Equação Lie. Escrevemos

δW0 [x
i, q] =

∫
dtΔL e

ΔL = B (εijẋj − qxi) δ̄xi − Cδ̄q +
d

dt

(
−B

2
εijxjδxi − qCδt

)
. (3.56)

Por simples inspeção da derivada total nessa equação, identificamos o Gerador G ≡ piδxi +

πδq −H0δt como

G = −B
2
εijxjδxi − qCδt, (3.57)

assim como os momentos canônicos de xi e q e o Hamiltoniano Canônico

pi ≡ ∂L0

∂ẋi
= −B

2
εijxj, (3.58a)

π ≡ ∂L0

∂q̇
= 0, (3.58b)

H0 ≡ piẋi + πq̇ − L0 = qC. (3.58c)
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Além disso, devido à linearidade das velocidades em (3.54) dizemos que essa é uma ação de

primeira ordem. Em geral, as Lagrangianas correspondentes às ações de primeira ordem são

escritas como L = K(x)ẋ − V (x) e, a partir dessa expressão, identificamos os momentos

canónicos, bem como o Hamiltoniano canônico p = K(x), H0 = V (x), respectivamente. Di-

zemos também que as Lagrangianas de primeira ordem já estão escritas na forma canônica pois

L = pẋ−H0.

Voltando à Equação de Lie, identificamos as equações de Euler-Lagrange quando igualamos

a zero os coeficientes das variações das variáveis independentes δxi e δq. Obtemos

εijẋj − qxi = 0, (3.59a)

B

2
xixi − ν = 0. (3.59b)

Como mencionamos anteriormente, o modelo da Mecânica Quântica Topológica (3.53) é inva-

riante sob transformações de calibre. Para esta análise de simetria utilizamos a Equação Lie

para variações de ponto fixo δt = 0 (δxi = δ̄xi, δ̄q = δq ), assim temos

ΔL = B (εijẋj − qxi) δxi − Cδq − d

dt

(
B

2
εijxjδxi

)
,

= B

[
1

2
εij (ẋjδxi − xjδẋi)− qxiδxi − 1

2
xixiδq

]
+ νδq,

agora, se considerarmos a seguinte transformação

δq = α̇, (3.60a)

δxi = −εijxjα. (3.60b)

onde a função α = α (t) é chamada de “potencial de calibre”e substituı́mos em (3.56), obtemos

que

ΔL = B

[
1

2
εijεik (−ẋjxkα + xjxkα + xjxkα̇)− 1

2
xixiα̇

]
+ να̇,

= B

[
1

2
εijεikxjxkα− 1

2
xixiα̇

]
+ να̇,

= ν
d

dt
α,

pois εijεik = δjk. Se a potencial de calibre é independente do tempo, teriamos que o funcio-

nal de ação é invariante sob rotações globais δxi = −εijxjα. Por outro lado, a versão local

dessa simetria deixa o funcional de ação quasi-invariante. Por isso dizemos que (3.60) são as

transformações de calibre da Mecânica Quântica Topológica.

Aseguir estudaremos o problema sob o formalismo Hamilton-Jacobi, nesse caso, o sistema

é governado pelo seguinte conjunto de Hamiltonianos

H ′ ≡ p0 +H0 = 0, (3.61a)

H ′
i ≡ pi +

B

2
εijxj = 0, (3.61b)

H ′
q ≡ π = 0. (3.61c)
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Cada um desses H ′, H ′
i e H ′

q correspondem aos parâmetros t = x0, λi ≡ xi e λ ≡ q, respec-

tivamente. Os Parênteses de Poisson são dados por {xi, pj} = δij e {q, π} = 1, a partir desta

estrutura construı́mos o diferencial fundamental

dF = {F,H ′} dx0 + {F,H ′
i} dλi +

{
F,H ′

q

}
dλ. (3.62)

Observe que o Hamiltoniano H ′
i é não-involutivo uma vez que

{
H ′

i, H
′
j

}
=

{
pi +

B

2
εikxk, pj +

B

2
εjlxl

}
= Bεij, (3.63)

Logo, podemos eliminar os parâmetros λi ≡ xi da evolução dinámida do sistema se definimos

os Parênteses Generalizados

{F,G}∗ = {F,G} − {F,H ′
i}M−1

ij {H ′
j, G}, (3.64)

onde a matriz Mij ≡
{
H ′

i, H
′
j

}
possui inversa (lembrando que εikεjk = δij)

M−1
ij = − 1

B
εij. (3.65)

A redefinição da dinâmica não afeta as variáveis q e π, porque mantém a álgebra {q, π}∗ = 1,

enquanto que para as variáveis canônicas xi e pj temos

{xi, pj}∗ = 1

2
δij, {xi, xj}∗ = − 1

B
εij, {pi, pj}∗ = −B

4
εij, (3.66)

e o diferencial fundamental agora é dado por

dF = {F,H ′}∗ dx0 + {
F,H ′

q

}∗
dλ. (3.67)

Claro, ainda temos que testar a Condição de Integrabilidade para H ′
q. Como

{
H ′

q, H
′
q

}∗
= 0,

em que dH ′
q = 0 define um novo Hamiltoniano

dH ′
q =

{
H ′

q, H
′}∗ dx0 = −Cdx0.

Esse Hamiltoniano (3.55) ainda tem que satisfazer a Condição de Integrabilidade dC = 0 com

o diferencial fundamental definido em (3.67). Sendo C uma função da variável x2, temos{
C,H ′

q

}∗
= 0. Também temos {C,C}∗ = −B2 {xi, xj}∗ xixj = 0, devido à antisimetria dos

Parênteses Generalizados entre as variáveis xi. Portanto, temos que a Condição de Integrabili-

dade para o Hamiltoniano C é satisfeita identicamente

dC = {C,−qC}∗ dx0 + {
C,H ′

q

}∗
dλ = 0.

Assim, obtemos o conjunto completo de Hamiltonianos do sistema H ′, H ′
q e C. Esses Hamil-

tonianos são involutivos, pois todos os Parênteses Generalizados entre eles são nulos, exceto

{
H ′

q, H
′}∗ = −C, (3.68)
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a qual fecha uma álgebra de Lie. As Equações Caracterı́sticas estao dadas pelo diferencial

fundamental, definido num espaço de fase estendido

dF = {F,H ′}∗ dx0 + {
F,H ′

q

}∗
dλ+ {F,C}∗ dω, (3.69)

onde ω representa o parâmetro relacionado ao Hamiltoniano C. Para o primeiro grupo de

variáveis canônicas, q e π, obtemos

dq = dλ, (3.70a)

dπ = −Cdx0. (3.70b)

O significado dessas equações é simples. A equação (3.70a) significa que a variável q perma-

nece como um parâmetro pois não tem evolução dinâmica q̇ = dq/dx0 = 0. A equação (3.70b)

é equivalente à Condição de Integrabilidade para o Hamiltoniano H ′
q assim como também re-

presenta a equação de Euler-Lagrange para a variável q ainda que esta variável não forneça

evolução no sistema.

Para o segundo grupo de variáveis canônicas, xi e pi, obtemos

dxi = −εijqxjdx0 − εijxjdω, (3.71a)

dpi = −B
2
qx∗i dx

0 − B

2
xidω. (3.71b)

Lembremos que, sendo o conjunto de Hamiltonianos involutivo, em seguida, seus respectivos

parâmetros são independentes entre si. Por conseguinte, a fim de estudar só a evolução temporal,

temos que

ẋi = −εijqxj, (3.72a)

ṗi = −B
2
qxi. (3.72b)

As equações (3.72a) e (3.72b) representam a equação de Euler-Lagrange para a variável xi. Isso

pode ser notado com a ajuda do Hamiltoniano (3.61b), o qual podemos reescrever (3.72b) como

−B
2
εijẋj = −B

2
qxi,

que é claramente equivalente a (3.72a). Portanto, provamos assim a equivalência entre as

equações de Euler-Lagrange com as Equações Caracterı́sticas do sistema. Contudo, ainda temos

outra variável ω que não possui um equivalente no formalismo Lagrangiano, pois foi introducida

em um espaço de fase estendido. Antes de estudar o papel dessas variáveis e seus respectivos

Hamiltonianos implementaremos uma visão geométrica sobre a Condição de Integrabilidade.

3.2.5 Quadro Geométrico

Connsideraremos as variáveis canônicas como uma única entidade, digamos zI = (qi, pi), e

definamos a seguinte quantidade

XI
α ≡

{
zI , H ′

α

}
, (3.73)
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esta expressão está intimamente relacionada com o diferencial fundamental (3.29), pois dzI ={
zI , H ′

α

}
dtα = XI

αdt
α. De fato, temos que (3.73) são as componentes de um campo vectorial

Xα, que avaliado em qualquer função F dá

Xα [F ] ≡ XI
α

∂F

∂zI
. (3.74)

Escolheremos F = zI , neste caso temos que Xα

[
zI
]
= XJ

α∂z
I/∂zJ = XJ

αδ
I
J = XI

α. Portanto,

temos que as Equações Caracterı́sticas podem ser escritas como

dzI = XI
αdt

α = Xα

[
zI
]
dtα. (3.75)

A adequada generalização dessa equação para quaisquer funções no espaço de fase pode ser

obtida a partir de (3.74)

Xα [F ] =
{
zI , H ′

α

} ∂F

∂zI
=
∂F

∂zI
dzI

dtα
=
dF

dtα
,

com o que temos

dF = {F,H ′
α} dtα = Xα [F ] dt

α. (3.76)

Vemos que os vetores Xα estão intimamente relacionados à evolução dinâmica do sistema.

Resolvendo as Equações Caracterı́sticas (3.75) temos que os Xα geram a solução do problema

variacional. Por outro lado, o desvio entre os dois vectores é dado pelo comutador

[Xα, Xβ]F = Xα [Xβ [F ]]−Xβ [Xα [F ]] , (3.77)

podemos escrever essa expressão em termos do Parênteses de Poisson

Xα [Xβ [F ]] = Xα

[{
F,H ′

β

}]
=

{{
F,H ′

β

}
, H ′

α

}
,

dessa forma, temos que

[Xα, Xβ]F =
{{
F,H ′

β

}
, H ′

α

}− {{F,H ′
α} , H ′

β

}
=

{{
H ′

α, H
′
β

}
, F

}
,

onde na última igualdade usamos a identidade de Jacobi. Considerando que os Hamiltonianos

são involutivos, isto é, a equação (3.31) se mantém, podemos escrever

[Xα, Xβ]F =
{
Cγ

αβH
′
γ, F

}
= −Cγ

αβXγ [F ] +
{
Cγ

αβ, F
}
H ′

γ.

Portanto, sempre que as constantes de estruturaCγ
αβ são independentes das variáveis canônicas,

temos que a Condição de Integrabilidade torna-se

[Xα, Xβ] = −Cγ
αβXγ, (3.78)

essa equação define uma base para esses vetores. Nota-se que esse procedimento baseia-se na

estrutura do diferencial fundamental e nas propriedades algébricas do Parêntese de Poisson,

portanto, também é válido no caso em que a dinâmica do sistema tenha que ser redefinida

pelo Parêntese Generalizado. Essas ideias geométricas ser ão de utilidade para a construção da

estrutura simplética na seguinte seção.
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3.2.6 Hamiltonianos Involutivos: Geradores das Transformações
Canônicas

No capı́tulo II construı́mos a estrutura simplética do espaço de fase considerando a variável

zI = (qi, pi) assim como explorando as propriedades dos Parênteses de Poisson e das transforma-

ções canônicas. Nesta seção, seguiremos uma análise semelhante usando a geometria diferen-

cial.

Primeiro cogitaremos em um sistema regular e construiremos a chamada 2-forma simplética

ω = dqi ∧ dpi, (3.79)

que é não-degenerada e fechada (dω = 0). Nesta expressão também introduzimos o produto ex-

terior ∧ que age nas formas diferenciais. O objeto geométrico (3.79) nos permite escrever uma

equação de Hamilton independentemente das coordenadas. Para isso, primeiramente, defini-

mos o seguinte vetor XH ≡ (∂H/∂pi,−∂H/∂qi). O produto interior, iXH
, é uma operação que

mede a contração de uma forma diferencial com um vector, neste caso a contração é definida

por

iXH
dqi ≡ ∂H

∂pi
, (3.80a)

iXH
dpi ≡ −∂H

∂qi
. (3.80b)

O produto interior também pode ser avaliado sobre 2-formas, digamos ω (3.79) seguindo a regra

da cadeia

iXH
ω = iXH

(
dqi ∧ dpi

)
=

(
iXH

dqi
)
dpi − (iXH

dpi) dq
i,

desse modo, substituindo (3.80) nesta última equação, obtemos

iXH
ω =

∂H

∂pi
dpi +

∂H

∂qi
dqi = dH. (3.81)

Essa é a Equação em termo de formas diferenciais. Agora, se queremos construir uma estrutura

similar para sistemas singulares temos que examinar cuidadosamente a forma simplética. Nota-

se que da definição de momento canônico temos

ωL = dqi ∧ d
(
∂L

∂q̇i

)
,

=

(
∂2L

∂qi∂q̇j

)
dqi ∧ dqj +

(
∂2L

∂q̇i∂q̇j

)
dqi ∧ dq̇j.

Portanto, percebe-se que somente se a Lagrangiana for regular, a forma ωL será não-degenerada.

Este resultado insinua que para sistemas vinculados a forma simplética deve ter um termo refe-

rente às variáveis canônicas inversı́veis dqa ∧ dpa.

A terceira Equação Caracterı́stica (3.19) fornece uma melhor sugestão para a construção da

forma simplética, pois ela define uma 1-forma diferencial

θ ≡ dS = padq
a −Hαdt

α, (3.82)
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a partir da qual obtemos uma 2-forma ωc diferenciando ω = −dθ. Logo

ω = dqa ∧ dpa + dHα ∧ dtα. (3.83)

Esta forma simplética depende, como esperado, de um termo chamado principal ωP ≡ dqa∧dpa
e um termo que diz sobre a estrutura de vı́nculos a ≡ dHα ∧ dtα. Analisamos a 2-forma a a

partir do diferencial fundamental dHα =
{
HαH

′
β

}
dtβ , sendo H ′

α = pα +Hα logo

dHα =
{
H ′

α, H
′
β

}
dtβ − {

pα, H
′
β

}
dtβHα,

=
{
H ′

α, H
′
β

}
dtβ − {pα, pβ +Hβ} dtβ,

=

[{
H ′

α, H
′
β

}
+
∂Hβ

∂tα

]
dtβ,

sempre que a Condição de Integrabilidade é satisfeita, a última equação torna-se

dHα =
∂Hβ

∂tα
dtβ =

∂2L

∂tα∂tβ
dtβ. (3.84)

Na última linha da equação usamos a definição de Hβ . Dessa forma temos que

a =
∂2L

∂tα∂tβ
dtβ ∧ dtα = 0, (3.85)

devido à antisimetria do produto exterior e à simetria das derivadas parciais. Portanto, a forma

simplética canônica ω = ωP + a é degenerada sempre que a Condição de Integrabilidade for

satisfeita. Quando aplicamos o produto interior para esta 2-forma obtemos

iXαω = dH ′
α, (3.86a)

iXαiXβ
ω =

{
H ′

α, H
′
β

}
, (3.86b)

onde o lado direito da equação torna-se nulo sempre que a integrabilidade for satisfeita. Dize-

mos que os vetores Xα são autovetores da forma simplética e possuem autovalores nulos.

Agora, tendo definido a estrutura simplética passamos a estudar as transformações canôni-

cas, que são aquelas que preservam a forma simplética. Uma vez que as transformações

canônicas estão também relacionadas à dinâmica do sistema; primeiro analisaremos a variação

de qualquer função F como

δF = δtαXαF. (3.87)

Aqui consideraremos δtα = t̄α − δtα que são funções arbitrárias de zI . Claramente, para

δtα = dtα a equação (3.87) torna-se o diferencial fundamental (3.29). Para F = zI temos que

δzI = z̄I (t̄α)− zI (tα) = δtαXα

[
zI
]
. (3.88)

Uma transformação g produz essa variação assim

z̄I (t̄α) = gzI (tα) , (3.89)
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logo temos que (g − 1) zI = δtαXα

[
zI
]

ou, equivalentemente

g = 1 + δtαXα. (3.90)

A seguir consideraremos a transformação f = 1 − δtαXα, de tal modo que quando se aplica

juntamente com g temos

gf = 1− δtαXαδt
βXβ,

e, dado que a Condição de Integrabilidade pode também ser descrita como condição sob os

vectores Xα, e ser uma base completa (3.78), temos que se essa condição for satisfeita

gf = fg = 1,

dessa relação vemos que a inversa da g se escreve como g−1 = f = 1 − δtαXα. Agora, esta

transformação também afeta a forma simplética como gωg−1. Substituindo (3.90) temos

gωg−1 = ω − δtαXαδt
βωXβ,

= ω − δtαδtβiXαiXβ
ω.

Mais uma vez, quando a Condição de Integrabilidade é satisfeita, temos a forma simplética

invariante. Portanto, as transformações g são canônicas. Assim, é mostrado que o conjunto

completo de Hamiltonianos involutivo H ′
α, que está relacionado aos vectores Xα, são geradores

das transformações canônicas

δzI = δtαXαz
I =

{
zI , H ′

α

}
δtα. (3.91)

Nosso interesse no estudo das transformações canônicaa é relacioná-las com as transformações

de calibre. Para esse fim, devemos restringir-nos a transformações canônica a tempos fixos, isto

é δt0 = δt = 0, que é o equivalente clâssico à variação de ponto fixo na teoria de campos. Neste

caso, para que a seguinte variação

δzI =
{
zI , H ′

z

}
δtz, (3.92)

seja canônica, temos que satisfazer a seguinte condição

{
H ′

x, H
′
y

}
= Cz

xyH
′
z, (3.93)

No entanto, essa condição não garante integrabilidade sob a álgebra dos Hamiltonianos, que

ainda é dada por (3.31), logo

{
H ′

x, H
′
y

}
= C0

xyH
′
0 + Cz

xyH
′
z. (3.94)

A fim de conciliar essas duas equações, (3.93) e (3.94), temos que considerar C0
xy = 0 ou

H ′
0 = 0. Uma vez que a condição C0

xy = 0 se reflete em {H ′
0, H

′
z} = 0, vemos que ela é

realmente muito forte, pois quase nunca é satisfeita. Por outro lado, a condição H ′
0 = 0 reduz o
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espaço de fase, restringindo a dinâmica para as variações (3.92). Com base nesses pressupostos,

dizemos que

Gcan ≡ H ′
zδt

z, (3.95)

é o Gerador das transformações canônica, pois

δzI =
{
zI , Gcan

}
. (3.96)

Mesmo que esse Gerador não seja o Gerador da transformações de calibre Gg no sentido

Lagrangiano, podemos relacioná-los quando impomos que (3.96) deixa o funcional de ação

invariante, bem como a estrutura das Equações Caracterı́sticas. Consideramos isto devido a

seguinte razão: sabemos que a função S foi definida mediante variações a ponto fixo como

L∗ − L = dS/dt; no caso regular essa função corresponde ao funcional de ação da teoria,

enquanto que para o caso singular, simplesmente podemos dizer que o diferencial dS = θ é

proporcional à variação a ponto fixo ΔL. Por outro lado, esse diferencial esta relacionado à

1-forma simplética (3.82) a qual é preservada pelas variações (3.88), tal que

I ≡
∫
ω =

∫
dθ, (3.97)

assim, as variações que preservam a integral, devem satisfazer a Equação de Lie até termos uma

diferencial total. Isto é, sendo invariâncias ou quase-invariâncias da teoria, relacionamos assim

os geradores Gcan e Gg. Agora, continuamos com o modelo da Mecânica Quântica Topologica

para esclarecer este procedimento.

3.2.7 Mecânica Quântica Topológica: Hamiltonianos involutivos

Consideraremos o modelo da Mecânica Quântica Topológica estudado anteriormente. Das

Equações Caracterı́sticas (3.71) e (3.72) temos que as variações independentes ao longo das

variáveis λ e ω , denotadas por δλ e δω são dadas por

δλq = δλ,

δωxi = −εijxjδω,
δωpi = −B

2
xiδω.

Essas variações representam transformações globais por estarem relacionadas aos parâme-tros

independentes δλ e δω. Agora, já sabemos que a Mecânica Quântica Topológica apresenta

uma simetria relacionada a uma transformação local (3.60). Essas transformações locais não

são consideradas dentro da Condicão de Integrabilidade devido a que esta impõe independencia

entre t, λ e ω. Superamos este problema considerando λ = λ (t) e ω = ω (t) e escrevendo as

variações como

δq = δλ, (3.98a)

δxi = −εijxjδω, (3.98b)

δpi = −B
2
xiδω. (3.98c)
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Aqui eliminamos os subı́ndices porque todas as variações estão relacionadas. Além disso, ob-

servamos que, se substituirmos a definição dos momentos canônicos em (3.98c) obtemos o

mesmo resultado que (3.98b) logo, serão equações equivalentes.

Sabemos que o Gerador das transformações canônicas Gcan é dado pela combinação linear

dos Hamiltonianos involutivos Gλ ≡ H ′
q e Gω ≡ C. Escrevemos

Gcan ≡ Gλδλ+Gωδω. (3.99)

Esse é o Gerador da transformações canônicas, pois seus Parênteses Generalizados com as

variáveis q, xi e pi ocorre

{q,Gcan}∗ = δλ, (3.100a)

{xi, Gcan}∗ = −εijxjδω, (3.100b)

{pi, Gcan}∗ = −B
2
xiδω. (3.100c)

Nota-se que esses parênteses coincidem com as variações (3.98). Agora, ao substituir essas

variações em (3.56), obtemos

ΔL = −B (εijẋj − qxi) εikxkδω − Cδλ+
d

dt

(
B

2
εijεikxjxkδω

)
,

= νδλ+
B

2
xkxk (δω̇ − δλ) .

A partir dessa expressão vemos que, se considerarmos δλ = δω̇, a teoria é quase-invariante.

Além disso, sob esta condição, o Gerador das transformações canônicas torna-se o Gerador da

transformação de calibre

Gg ≡ Gλδω̇ +Gωδω, (3.101)

pois gera as variações

δq = {q,Gg}∗ = δω̇, (3.102a)

δxi = {xi, Gg}∗ = −εijxjδω, (3.102b)

que são as bem conhecidas transformações de calibre do modelo. Agora, notemos que o espaço

de fase inicial desse modelo tem a dimensão 2N = 6, devido as 4 variáveis canônicas rela-

cionadas ao par (xi, pi) e 2 ao par (q, π). E um total de Nn + Ni = 4 Hamiltonianos, sendo

Nn = 2 não-involutivos e Ni = 2 involutivos. Ainda assim, como mostrado pelo diferen-

cial fundamental, existem Ni = 2 parâmetros independentes, previamente a relacionar esses

Hamiltonianos involutivos a geradores da transformação de calibre, sem contar ao parâmetro

temporal. A construção dos Parênteses Generalizados mostrou que podemos eliminar Hamilto-

nianos do sistema sempre que estes sejam não-involutivos, então, se considerarmos maisNi = 2

Hamiltonianas para eliminar os parâmetros independentes, temos um sistema bem definido.

Neste caso, o espaço de fase do sistema, chamado de espaço de fase reduzido tem dimensão

2N∗ ≡ 2N − (Nn + Ni) − Ni = 2N − Nn − 2Ni. Enquanto que o número total de graus de

liberdade é N∗, vemos que o modelo de Mecânica Quântica Topologica, o sistema não possui

graus de liberdade.
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Capı́tulo 4

O modelo BF para a Gravitação
Bi-dimensional

4.1 Introdução

Até o momento não existe nenhuma teoria quântica satisfatória para a Gravitação em qua-

tro dimensões. A fim de compreender algumas propriedades da gravidade em nı́vel quântico,

alguns teóricos têm encontrado um interessante tema de pesquisa em modelos de dimensão

inferior de gravitação [52]. Existem, no entanto, algumas trivialidades nesses modelos. Por

exemplo, a gravitação tridimensional pura não contém graus de liberdade, porém no caso bidi-

mensional, é bem conhecido que as equações de Einstein tornam-se identicamente nulas.

Devido a este comportamento trivial da Gravitação bidimensional costuma-se fazer algumas

reformulações na ação de Einstein-Hilbert. Um dos modelos mais utilizados se deve a Jackiw e

a Teitelboim [53], em que a ação é dada por

WJT =

∫
d2x
√
gψ (R− k) , (4.1)

onde ψ é um campo dilaton utilizado como multiplicador de Lagrange, e k é a constante cos-

mológica. As equações de Euler-Lagrange para o modelo de Jackiw-Teitelboim são dadas por

R− k = 0, ∇μ∇νψ +
1

2
kgμνψ = 0, (4.2)

isto é, tornando nula a variação do campo dilaton, obtém-se a curvatura constante, enquanto que

a equação de movimento para o campo dilaton é determinado sem fazer restrições adicionais

sobre a métrica. Para uma extensa revisão de dois modelos dilaton bi-dimensionais da gravidade

ver a referência [34].

O modelo de Jackiw-Teitelboim pode ser reformulado como uma teoria de calibre SO(2, 1)

que pode ser reproduzido através de uma ação BF [54]. A análise Hamiltoniana do modelo de

BF foi estudada tanto no nı́vel clássico como quântico em [55].

Neste capı́tulo mostraremos como é construı́do o modelo BF, assim como a sua equivalência

com o modelo de Jackiw-Teitelboim. Em seguida faremos a análise de vı́nculos, construindo
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os Parênteses Generalizados, assim como obteremos as Equações Caracterı́sticas. Analisando

essas equações construı́remos o gerador de transformações canônicas.

4.2 O Modelo BF

Sob uma variedade d-dimensional M, o modelo BF consiste num grupo de Lie G uma

(d−2)−forma B, também chamada de campo de fundo (Background) ou simplesmente campo

B, e uma 2−forma F . A ação BF é dada por

WBF [B,A] =

∫
M
Tr(B ∧ F ), (4.3)

onde a conexão de calibre A é uma 1−forma relacionada a F através da derivada covariante D

como F = DA = dA + A ∧ A. Considerando um elemento do grupo de Lie da teoria como

g, percebe-se que sob a representação adjunta de G, o traço do produto exterior é invariante de

calibre

Tr(Bg ∧ F g) = Tr(gBg−1 ∧ gFg) = Tr(gB ∧ Fg−1) = Tr(B ∧ F ).
Certamente, dependendo da dimensão da variedade, podem ser construı́dos outros invariantes.

Por exemplo, para d = 2 podemos adicionar o termo Tr(B ∧B) a (4.3), ou em d = 3 adicionar

Tr(B ∧ B ∧ B). A seguir, estudaremos puramente o modelo BF bidimensional.

Quando estudamos as variações totais de um determinado funcional de ação, separamos

explicitamente a variação na forma da Lagrangiana da variação do volume de integração. Na

linguagem das formas diferenciais, a forma funcional de ação não contém explicitamente o

elemento volume, por estar escrito implicitamente na conexão de calibre A = Aμdx
μ, assim

como no campoB. Para escrever a Equação de Lie para o modelo BF, abandonamos a elegância

da notação das forma diferenciais e, em vez disso, usamos as componentes

F =
1

2!
F a
μνJadx

μ ∧ dxν , (4.4a)

B = BaJa (4.4b)

onde Ja são os geradores da álgebra de Lie G, isto é, Aμ = Aa
μJa. Dado que a conexão de

calibre e seu respectivo campo F são relacionados por uma derivada covariante, da equação

(4.4a) obtemos a seguinte relação

F a
μνJa = ∂μA

a
νJa − ∂νA

a
μJa + Aa

μA
b
ν [Ja, Jb]. (4.5)

Especializamo-nos em álgebras de Lie tal que [Ja, Jb] = f c
ab Jc, onde a constante de estrutura

é indicada por f c
ab . Assim temos que

F a
μν = ∂μA

a
ν − ∂νA

a
μ + f a

bc Ab
μA

c
ν , (4.6)

permitindo-nos escrever a derivada covariante do seguinte modo

DμA
a
ν = ∂μA

a
ν − f a

bc Ab
μA

c
ν . (4.7)
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Agora, quando substituı́mos a expressão para a campo F assim como para o campo B das

equações (4.4) no funcional de ação (4.3), obtemos

WBF [B,A] =
1

2

∫
M
BaF b

μνgabdx
μ ∧ dxν ,

com gab = Tr(JaJb). Uma vez que o traço de uma matriz é uma aplicação linear e simétrica,

gab = gba podem ser consideradas como as componentes de um tensor métrico. Dessa forma,

podemos descer os ı́ndices por meio desse traço, isto é, Ba = gabB
b. É claro que se gab possui

uma inversa, também podemos subir os ı́ndices como Ba = gabBb. Devido à antissimetria do

produto exterior, podemos escrever a ação do modelo BF como

WBF [B,A] = ε01
∫
M
d2xF01Ba, (4.8)

onde εαβ é o tensor de Levi-Civita, e por notação consideramos ε01 = 1.

As propriedades principais do formalismo Lagrangiano podem ser obtidas através da realização

das variações totais no funcional de ação (4.8). Considerando que os elementos gab não são de-

pendentes do espaco-tempo, escrevemos a Equação de Lie como

ΔL = δBaF
a
01 + δAa

α (δ
α
0D1Ba − δα1D0Ba) + δxαΘμ

α + ∂μG
μ, (4.9)

onde

Θμ
α = (δμ0∂νA

a
1 − δμ1∂νA

a
0)Ba − δμνF

a
01Ba, (4.10a)

Gμ = δμ0BaδA
a
1 − δμ1BaδA

a
0 −Θμ

αδx
α, (4.10b)

são o tensor de Energia-Momento canônico Θμ
α e o gerador Gμ. As equações de Euler-

Lagrange do formalismo são obtidas considerando as variações a ponto fixo e campos nulos

quando calculados no contorno determinado. Nesse caso obtemos

0 = F a
01, (4.11a)

0 = δα0D1Ba − δα1D0Ba. (4.11b)

Ambas as equações podem ser reescritas como F = 0 e DB = 0. A interpretação dessas

equações é direta pois temos uma conexão plana A, já que possui um campo F nulo, enquanto

que o campo B é paralelo a A.

Considerando somente as variações a ponto fixo, δxα = 0, temos que (4.9) se torna

ΔL = δBaF
a
01 + δAa

0D1Ba − δAa
1D0Ba + ∂μ (δ

μ
0BaδA

a
1 − δμ1BaδA

a
0) ,

= δBaF
a
01 + δAa

0D1Ba − δAa
1D0Ba + ∂0 (BaδA

a
1)− ∂1 (BaδA

a
0) .

Pode-se obter uma forma mais conveniente para esta expressão através da substituição da

definição da derivada covariante

ΔL = δBaF
a
01 + Ba (D0δA

a
1 −D1δA

a
0) . (4.12)
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Construı́mos a teoria considerando que Aa
μ é um campo de calibre, então, a pergunta que se faz

será saber que tipo de transformação para o campo B torna o modelo BF invariante. A fim de

testar as propriedades de invariância de calibre, vamos primeiro substituir δAa
μ = DμΛ

a, onde

Λa é função diferenciável arbitrária. Neste caso temos que (4.12) se torna

ΔL = δBaF
a
01 + Ba [D0, D1] Λ

a,

e de (4.7) podemos demonstrar a regra de comutação

[D0, D1] Λ
a = −f a

bc ΛbF c
01. (4.13)

Logo,

ΔL = δBaF
a
01 − f a

bc BaΛ
bF c

01 =
(
δBa − f b

ca BbΛ
c
)
F a
01.

A imposição da invariância de calibre ΔL = 0 sobre δAa
μ = DμΛ

a torna-se uma restrição sobre

o campo B

δBa = f b
ca BbΛ

c = −f b
ac BbΛ

c.

Portanto,

δAa
μ = DμΛ

a, (4.14a)

δBa = −f b
ac BbΛ

c, (4.14b)

são transformações de calibre, por deixarem invariante a teoria.

4.2.1 O modelo BF bidimensional e a teoria de Jackiw-Teitelboim

A seguir, construiremos um modelo de teoria de calibre do grupo de Poincaré ISO(1, 1),

em que escrevemos a conexão A como a combinação da 1−forma zweibein eI e a 1−forma

de conexão de spin ω. Esses campos são considerados independentes, pois trabalhamos no

formalismo da primeira ordem da gravitação

A = eIPI + ωΛ, (4.15)

onde I = 0, 1, e PI e Λ são os geradores das translações e boost de Lorentz, respectivamente

[Λ, PI ] = ε J
I PJ , [PI , PJ ] = 0, (4.16)

também definimos o sı́mbolo de Levi-Civita εIJ tal que ε01 = 1. A métrica de Killing é definida

através desses geradores como

gab = Tr(JaJb), a, b = 0, 1, 2, (4.17)

com J0 = P0, J1 = P1 e J2 = Λ. No caso bidimensional, a métrica de Killing é degenerada,

logo, não é possı́vel construir uma teoria de calibre consistente. É habitual considerar a presença
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de uma constante cosmológica k não nula, de modo que se pode deformar a álgebra de Poincaré

em álgebra de (anti) de Sitter

[Λ, PI ] = ε J
I PJ , [PI , PJ ] = kεIJΛ, (4.18)

nesse caso, a métrica de Killing resulta invariante e não degenerada

gab =

(
kηIJ 0

0 1

)
. (4.19)

A álgebra de (anti) de Sitter expressa em termos dos geradores Ja é dada por [Ja, Jb] =

f c
ab Jc = εabcg

cdJd, com gab = 1/2f d
ac f c

db e ε012 = 1.

Em termos do zweibein e a conexão de spin temos que o campo F pode ser escrito como

F = (deI − ωεIJ ∧ eJ)PI + (dω +
k

2
εIJe

I ∧ eJ)Λ ≡ T IPI +RΛ, (4.20)

em que T I eR representam a 2−formas de torsão e curvatura do campo zweibein no formalismo

de primeira ordem. A equação de conexão plana se lê

deI = ωεIJ ∧ eJ , (4.21a)

dω = −k
2
εIJe

I ∧ eJ . (4.21b)

Considerando um campo zweibein inversı́vel, é possı́vel calcular a conexão de spin, da qual

obtemos o escalar de curvatura de Ricci R = k. Esse é o procedimento padrão para mos-

trar a equivalência entre os modelos BF bi-dimensional com a teoria de Jackiw-Teitelboim,

encontrando-se, por exemplo, em [54] e [56].

4.3 Formalismo de Hamilton-Jacobi

Vimos na seção anterior que a ação do modelo BF bidimensional (4.3) pode ser utilizada

para modelar a teoria da gravitação de Jackiw-Teitelboim. Na construção do modelo, definimos

objetos geométricos, as formas diferenciais, assim como a derivada covariante (4.7), que podem

ser introduzidas novamente no funcional de ação (4.3), para assim poder escrever

WBF [B,A] =

∫
dx2Ba(∂0A

a
1 −D1A

a
0). (4.22)

Como é possı́vel eliminar termos de divergência na ação sem afetar as equações de movimento,

reescrevemos (4.3) por meio de sua ação equivalente

WBF [B,A] =

∫
dx2 (Ba∂0A

a
1 + Aa

0D1Ba) , (4.23)

que é mais adequada para uma análise de vı́nculos, pois considera a componente Aa
0 como um

multiplicador de Lagrange. As ações equivalentes (4.22) e (4.23) fornecem as mesmas equações

56



de Euler-Lagrange (4.11). Assim, a invariância de calibre é preservada ainda que tenhamos

eliminado os termos de divergência.

A ausência do termo ∂0Ba assim como a linearidade das velocidades Aa
1 fazem de (4.22) e

(4.23) ações de primeira ordem. Como ações de primeira ordem são escritas na forma canônica

L = q̇ipi −H0; de modo claro identificamos os momentos canônicamente conjugados

πμ
a ≡

∂L
∂(∂0Aa

μ)
, Πa ≡ ∂L

∂(∂0Ba)
, (4.24)

como vı́nculos canônicos. Reconhecemos também a Hamiltoniana canônica H0 = −Aa
0D1Ba.

E o conjunto de equações diferenciais parciais de Hamilton-Jacobi é

H′ ≡ π +H0 = 0→ x0, (4.25a)

H′0a ≡ π0
a = 0→ Aa

0 ≡ λa0, (4.25b)

H′1a ≡ π1
a − Ba = 0→ Aa

1 ≡ λa1, (4.25c)

H′a ≡ Πa = 0→ Ba ≡ εa. (4.25d)

O lado esquerdo dessas equações são chamadas de densidades Hamiltonianas. Para cada uma

delas temos as variáveis independentes x0, λaμ e εa que desempenham o papel de parâmetros da

teoria. Definimos os Parênteses de Poisson tal que

{Aa
μ, π

ν
b } = δab δ

μ
ν δ(x− y), {Ba,Π

b} = δab δ(x− y). (4.26)

Com essa estrutura, escreve-se o diferencial fundamental, que descreve a evolução dinâmica de

qualquer função no espaço de fase tal como

dF =

∫
dy

[{F,H′}dx0 + {F,H′μa }dλaμ + {F,H′a}dεa] . (4.27)

Nota-se que a partir desse diferencial, as densidades Hamiltonianas atuam como geradores

da evolução dinâmica em cada direção dos seus correspondentes parâmetros. O diferencial

fundamental é utilizado para testar a Condição de Integrabilidade a fim de encontrar outras

possı́veis densidades hamiltonianas. Como estudado no Capı́tulo III, também analisaremos a

álgebra das densidades hamiltonianas anteriores, construiremos os Parênteses Generalizados

com os hamiltonianos não-involutivos para depois encontrarmos os vı́nculos restantes. Para o

modelo BF, esse método simplifica os cálculos, como esclarece certos aspectos do formalismo.

Como o subconjunto de densidades Hamiltonianas h0 ≡ H′a e h1 ≡ H′1a é não-involutivo,

construı́mos a matriz M(x, y) com componentes

M rs(x, y) ≡ {hr(x), hs(y)} =
(

03×3 13×3
−13×3 03×3

)
δ(x− y), r, s = 0, 1. (4.28)

Essa matriz possui inversa

M−1
rs (x, y) =

(
03×3 −13×3
13×3 03×3

)
δ(x− y), (4.29)
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com a qual é possı́vel reduzir o espaço de fase eliminando os parâmetros relacionados às densi-

dades Hamiltonianas não-involutivas (λa1, εa) construindo os Parênteses Generalizados

{F (x), G(y)}∗ ≡ {F (x), G(y)} −
∫
dzdw{F (x), h′s(z)}M−1

rs (z, w){h′r(w), G(y)}, (4.30)

assim o novo diferencial fundamental é dado por

dF =

∫
dx

[{F,H′}∗dx0 + {F,H′0a }∗dλa0] . (4.31)

Da equação (4.30) obtemos que os únicos Parênteses Generalizados não nulos são

{Aa
μ, π

ν
b }∗ = δab δ

μ
ν δ(x− y), {Aa

μ(x)Bb(y)}∗ = δab δ
1
μδ(x− y).

A redução do espaço de fase é agora evidente, desde que Ba e Πa não são mais variáveis

canônicamente conjugadas. De fato, agora temos que Ba tem o papel de momento canônico do

π1
a. Assim como mencionamos anteriormente, precisamos testar a Condição de Integrabilidade

do sistema. Observamos que dH′0a = 0 fornece a relação

dH ′0
a = −D1Badx

0,

por isso temos de considerar uma nova densidade Hamiltoniana

C ′a ≡ D1Ba = 0. (4.32)

Qualquer nova Hamiltoniana deve satisfazer a Condição de Integrabilidade. Aqui dC ′a = 0 é

satisfeita identicamente, portanto, não é necessário definir novas densidades Hamiltonianas e o

programa Integrabilidade está fechado.

4.3.1 Equações Caracterı́sticas

O modelo BF só possui duas densidades Hamiltonianas sob a álgebra dos Parênteses Gene-

ralizados G0
a ≡ H′0a e Ga ≡ C ′a. Nós os tı́nhamos renomeado, uma vez que é sabido que estes

hamiltonianos agem como geradores da evolução dinâmica G0
a e Ga sendo eles involutivos

{Ga(x),Gb(y)}∗ = f c
ab Gc(x)δ(x− y).

Impondo ωa como um novo parâmetro, que corresponde ao gerador Ga, o diferencial funda-

mental final é dado por

dF =

∫
dx

[{F,H′}∗dx0 + {F,G0
a}∗dλa + {F,Ga}∗dωa

]
, (4.33)

em que também renomeamos λa ≡ λa0. As Equações Caracterı́sticas são computadas através da

equação (4.33). Obtemos

dBa = −f c
ab Bc

[
Ab

0dx
0 + dωb

]
, (4.34a)

dΠa = 0, (4.34b)
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e

dAa
μ = δ1μD1A

a
0dx

0 + δ0μdλ
a − δ1μD1dω

a, (4.35a)

dπμ
a = δ0μD1Badx

0 − δ1μf
c

ab Bc

[
Ab

0dx
0 − dωb

]
. (4.35b)

Essas equações devem ser equivalentes as Euler-Lagrange(4.11). Como usamos um parâmetro

ωa a mais que no formalismo Lagrangiano, é preciso esclarecer em que condições a equivalência

dessas equações é válida. Devido a todos os parâmetros x0, λa e ωa serem linearmente inde-

pendentes e devido à Condição de Integrabilidade, a evolução dinâmica na direcção de cada um

dos dados parâmetros é totalmente independente dos outros. Portanto, a evolução temporal para

o conjunto de Equações Caracterı́sticas (4.34) é dada por

D0Ba = 0, (4.36a)

∂0Π
a = 0. (4.36b)

Vemos que (4.36a) é uma das equações de Euler-Lagrange para o campo B (4.11b). Como o

momento canônico Πa é nulo, a equação (4.36b) representa a condição para a integrabilidade da

densidade Hamiltoniana relacionada a esse momento. Essa relação está também relacionada ao

fato de que o campo Ba serve como multiplicador de Lagrange na ação. A evolução temporal

para o segundo conjunto de Equações Caracterı́sticas (4.35) é

∂0A
a
μ = δ1μD1A

a
0, (4.37a)

∂0π
μ
a = δ0μD1Ba − δ1μf

c
ab BcA

b
0. (4.37b)

Nota-se que a componente μ = 0 para a equação (4.37a) afirma que Aa
0 permanece como um

parâmetro da teoria, enquanto que a componente μ = 1 é a equação de Euler-Lagrange (4.24).

Para μ = 0, (4.37b) produz ∂0π
0
a = D1Ba = C ′a, que é zero por imposição de Integrabilidade.

Portanto, esta equação reproduz a equação de Euler-Lagrange D1Ba = 0. Finalmente, para

μ = 1 (4.37b) obtemos

∂0π
1
a + f c

ab BcA
b
0 = 0,

dessa relação, assim como de (4.36a) obtemos que ∂0π
1
a = ∂0Ba, que corrobora a interpretação

de Ba como momento canonicamente conjugado a Aa
1. Assim, temos mostrado que a evolução

temporal das Equações Caracterı́sticas (4.34) e (4.35) é completamente equivalente as equações

de Euler-Lagrange (4.11).

4.3.2 Geradores das Transformações Canônicas e de Calibre

As Equações Caracterı́sticas também fornecem as variações nas direções dos parâmetros

λa and ωa. Por considerarmos esses parâmetros independentes, as variações globais ao longo

desses parâmetros são dadas por

δλA
a
μ = δ0μδλ

a, δωA
a
μ = −δ1μD1δω

a, (4.38a)

δωπ
μ
a = δ1μf

c
ab Bcδω

b. (4.38b)
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Nota-se que escrevemos δλ e δω para indicar as variações independentes nas direções λa e

ωa respectivamente. Não escrevemos as variações para o campo Ba por ser é equivalente ao

momento canônico π1
a.

A fim de analisar uma versão local para as variações (4.38), temos que considerar os parâmetros

dependentes do tempo λa = λa(x0) e ωa = ωa(x0). Para esse caso, escrevemos

δAa
μ = δ0μδλ

a − δ1μD1δω
a, (4.39a)

δπμ
a = δ1μf

c
ab Bcδω

b. (4.39b)

O gerador das transformações canônicas é dado por

Gcan ≡
∫
dy

[G0
aδλ

a + Gaδωa
]
, (4.40)

pois

δAa
μ =

{
Aa

μ, G
can

}∗
= δ0μδλ

a − δ1μD1δω
a, (4.41a)

δπμ
a = {πμ

a , G
can}∗ = δ1μf

c
ab Bcδω

b. (4.41b)

A fim de relacionar o gerador Gcan com o gerador das transformações de calibre, podemos

testar, substituindo na equação de Lie a ponto fixo (4.12), lembrando que π1
a = Ba, logo

ΔL = δπ1
aF

a
01 + Ba (D0δA

a
1 −D1δA

a
0) ,

= f c
ab Bcδω

bF a
01 + Ba (−D0D1δω

a −D1δλ
a) .

Utilizando a regra de comutação para derivadas covariantes, equação (4.13), obtemos

ΔL = f c
ab Bcδω

bF a
01 + Ba

(−D1D0δω
a + f a

bc δωbF c
01 −D1δλ

a
)
,

= −BaD1 (D0δω
a + δλa) +Bcδω

bF a
01 (f

c
ab + f c

ba ) ,

O segundo termo no lado direito da equação é igual a zero devido à antissimetria da constante

de estrutura. Portanto, se o conjunto de variações (4.39) ou (4.41) deixa a teoria invariante

ΔL = 0, os parâmetros λa e δωa não são mais totalmente independentes, mas satisfazem as

seguintes relações

δωa = −Λa, (4.42a)

δλa = D0Λ
a, (4.42b)

Claramente, sob essas condições, o gerador de transformações canônicas Gcan se torna o gera-

dor das transformações de calibre

Ggauge ≡
∫
dy

[G0
aD0Λ

a − GaΛa
]
,

pois reproduz as transformações de calibre (4.32)

δAa
μ =

{
Aa

μ, G
gauge

}∗
= δ0μD0Λ

a + δ1μD1Λ
a = D0Λ

a, (4.43a)

δBa =
{
π1
a, G

gauge
}∗

= −f c
ab BcΛ

b, (4.43b)
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as mesmas obtidas da análise da Equação de Lie. Finalmente, contaremos o número de graus

de liberdade da teoria. Lembremos que o ı́ndice a possui 3 valores, portanto, o número de

variáveis canônicas é 6× 3, sendo 2× 3 relacionadas ao par (Ba,Π
a), e 4× 3 ao par (Aa

μ, π
μ
a ).

Também temos 2×3 Hamiltonianos não-involutivos (H′1a ,H′a) e 2×3 Hamiltonianos involuti-

vos (Ga
λ,Ga

ω), dando como resultado um espaço de fase de dimensão 6×3−2×3−2(2×3) = 0,

sendo este também o número de graus de liberdade do modelo BF.
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Capı́tulo 5

Campo de Yang-Mills Topologicamente
Massivo e Auto-dualidade

5.1 Introdução

É bem conhecido que em 2+1 dimensões as teorias não-abelianas são super-renormalizáveis

e sofrem de divergências infravermelhas. Uma maneira de evitar essas divergências [57] é pela

adição de um termo de Chern-Simons, ou seja, construir uma teoria Topologicamente Massiva

[35]. Assim, temos a teoria de Maxwell-Chern-Simons, a teoria de Yang-Mills Topologica-

mente Massiva e da Gravitação Topologicamente Massiva. Como resultado da adição do termo

de Chern-Simons, é fornecida uma massa para os campos mantendo a sua invariância de calibre.

Outra caracterı́stica importante das teorias Topológicamente Massivas é que, a nı́vel quântico

a massa topológica fornece um cut-off infravermelho natural. Essas teorias são também de

grande interesse uma vez que elas são de utilidade em modelos de matéria condensada, como

no Efeito Hall Quântico [58], superconductividade [59], bem como a sua relevância no estudo

de teorias de calibre quatro-dimensionais com alta temperatura [60].

Com relação à análise da vı́nculos, a teoria de Yang-Mills Topologicamente Massiva foi

estudada usando o formalismo Hamiltoniano em [61]. Esta análise demonstrou que a álgebra

dos vı́nculos, bem como o número de graus de liberdade são inalterados pelo termo massivo.

A teoria de Maxwell-Chern-Simons foi quantizada, utilizando a quantização canônica de Dirac

assim como também pelo Princı́pio de Ação de Schwinger em [62]. Mais recentemente, tanto a

teorı́a de Maxwell-Chern-Simons como a teoria de Yang-Mills Topologicamente Massiva foram

analisadas utilizando o formalismo de primeira ordem [63] desde que o cálculo dos vértices se

tornam mais simples. Em primeira ordem também temos que estas teorias já estão escritas na

forma canônica e a identificação dos vı́nculos é direta. É importante destacar que existe uma

correspondência entre as teorias Topologicamente Massivas e os modelos Auto-duais, esses

últimos introduzidos por Townsend [36]. Os modelos Auto-duais também são definidos em

dimensões ı́mpares, mas apresentam uma estrutura mais simples no que diz respeito às teorias

Topologicamente Massivas devido à linearidade nos campos de velocidade. Essa equivalência
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foi analisada com o formalismo de Faddev-Jackiw [37] e foram revistas em [64] e [65]. A

importância dessa equivalência reside na estrutura das teorias Topologicamente Massivas que

também pode ser estudada com os mais simples e equivalentes modelos Auto-duais.

Por outro lado, existem diversas formas de estudar a dinâmica de um sistema. Como foi

indicado por Dirac [66], essas formas de dinâmica são resultados de se impor que as equações

de movimento da teoria sejam expressas na sua forma Hamiltoniana, enquanto se mantenha

invariante sob transformações de Poincaré e, estão, por sua vez, relacionadas com a escolha

de uma hipersuperfı́cie onde são impostas as condições iniciais do problema em particular. A

chamada forma Frontal ou de Plano nulo é que a superficie em consideração é Σ : τ = x+,

onde x+ ≡ (x0 + x2)/
√
2 é uma das coordenadas do Cone de Luz em 2 + 1 dimensões. Existe

um interesse no estudo de teoria de campos no Plano Nulo devido à redução do número de

graus de liberdade independentes da teoria; isto está relacionado com o fato de que a grupo de

estabilidade do grupo de Poincaré no Plano Nulo possui sete geradores, em comparação com

os seis geradores na forma Instantânea. Para a Cromodinâmica Quântica [67] assim como para

modelos com quebra espontânea da simetria [68], tem-se mostrado que a dinâmica no Plano

Nulo fornece exitações quânticas livres no vácuo devido a uma separação completa dos graus

de liberdade fı́sicos.

Neste capı́tulo, prosseguiremos com o análise de vı́nculos à la Hamilton-Jacobi da teoria

de Yang-Mills Topologicamente Massiva. Primeiro, estudamos as propriedades Lagrangianas,

usando a Equação de Lie, depois obtemos o conjunto completo de Hamiltonianos involutivos

por meio da Condição de Integrabilidade, calculamos as Equações Caracterı́sticas e identifica-

mos o Gerador da transformação de calibre. Seguindo esse mesmo roteiro, estudaremos a teoria

na dinâmica no Plano Nulo em que mostraremos como difere a estrutura dos vı́nculos devido à

presença de Hamiltonianos não-involutivos. Também estudamos os vı́nculos do modelo Auto-

dual para assim encontrar a correspondência entre essas duas teorias desde o ponto de vista do

formalismo de Hamilton-Jacobi.

5.2 Teoria de Yang-Mills Topologicamente Massiva

A adição de um termo de Chern-Simons a um campo de Yang-Mills em 2 + 1 dimensões

resulta na chamada teoria de Yang-Mills Topologicamente Massiva, sua ação lê-se

WTMYM =

∫
d3x

[
−1

4
F aμνF a

μν +
μ

4
εμνγ

(
F a
μνA

a
γ −

g

3
fabcAa

μA
b
νA

c
γ

)]
, (5.1)

onde μ é o parâmetro de massa e as componentes do tensorF são definidas por

F a
μν = ∂μA

a
ν − ∂νA

a
μ + gfabcAb

μA
c
ν . (5.2)

Estudamos as propriedades Lagrangianas realizando variações totais no funcional de ação, dessa

forma obtemos a Equação de Lie, da qual identificamos as equações de movimento, os momen-

tos canônicos, a Hamiltoniana canônica assim como testar a invariância ou quase-invariância de
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calibre da teoria. Escrevemos δWTMYM =
∫
d3xΔL, onde ΔL contém a variação na forma da

densidade Lagrangiana e a variação no espaço-tempo. Obtemos

ΔL = δAa
α

(
DνF

aνα +
μ

2
εαβγF a

βγ

)
+ δxν∂μΘ

μ
ν + ∂μGμ. (5.3)

Nessa expressão, definimos a derivada covariante

DμX
a ≡ ∂μX

a − gfabcXbAc
μ, (5.4)

com essa definição, podemos também escrever (5.2) como

F a
μν = ∂μA

a
ν −DνA

a
μ = DμA

a
ν − ∂νA

a
μ, (5.5)

que resulta ser útil nos cálculos. Partindo das definições (5.4) e (5.5) obtemos a chamada iden-

tidade de Bianchi

DαFβμ +DμFαβ +DβFμα = 0, (5.6)

devido ao seu significado geométrico e semelhança com uma identidade do mesmo nome en-

contrada no contexto da Relatividade Geral.

Na Equação de Lie também introduzimos o tensor de energia-momentum Θμ
ν que tem

uma forma bastante extensa, não-simétrica e dependente do termo de massivo

Θμ
ν = −F aμα∂νA

a
α +

1

4
δμνF

a
αβF

aαβ

−μ
2
εαβγ

[
δμβA

a
γ∂νA

a
α +

1

2
δμν

(
F a
αβA

a
γ −

g

3
fabcAa

αA
b
βA

c
γ

)]
. (5.7)

O gerador Gμ é dado por

Gμ = δAa
α

(
−F aμα +

μ

2
εμαγAa

γ

)
− δxνΘμ

ν . (5.8)

A evolução temporal do sistema está relacionada com uma folheação no espaço-tempo τ = x0,

assim a componente G0 corresponde à derivada temporal no gerador clássico G = pδq −Hδt,

assim identificamos os momentos canônicos

πα
a = −F a0α +

μ

2
ε0αγAa

γ,

como a Hamiltoniana canônica Θ00, retornaremos a essas expressões para a análise de vı́nculos.

A equação de movimento é obtida a partir de (5.3) quando há uma ação estacionária sob

variações a ponto fixo δxα = 0 com variações nulas do campo Aa
α no contorno. Assim, a

equação de Euler-Lagrange é dada por

Eα ≡ DνF
aνα +

μ

2
εαβγF a

βγ = 0. (5.9)

A fim de encontrar a invariância ou quase-invariância de calibre desse sistema, considerare-

mos as variações de ponto fixo apenas. Nesse caso, escrevemos a Equação de Lie como

ΔL = δAa
α

(
DνF

aνα +
μ

2
εαβγF a

βγ

)
+ ∂μ

[
δAa

α

(
−F aμα +

μ

2
εμαγAa

γ

)]
,

= δAa
αDμF

aμα − ∂μ (δA
a
αF

aμα) +
μ

2

[
εαβγF a

βγδA
a
α + εβαγ∂β

(
Aa

γδA
a
α

)]
. (5.10)
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Essa variação é dividida em duas partes: a que representa o campo de Yang-Mills mais o termo

(Chern-Simons) topológico ΔL = ΔLYM + μ
2
ΔLCS . Passamos a reescrever o termo de Yang-

Mills como

ΔLYM = δAa
αDμF

aμα − ∂μ (δA
a
αF

aμα) ,

= δAa
α

(
∂μF

aμα − gfabcF bμαAc
μ

)− ∂μ (δA
a
αF

aμα) ,

= −F aμα∂μδA
a
α − gfabcF bμαAc

μδA
a
α,

onde na penúltima linha temos apenas reordenado o primeiro e terceiro termo do lado direito da

equação. Agora mudando os ı́ndices no último termo obtemos

ΔLYM = −F aμα
(
∂μδA

a
α + gf bacAc

μδA
b
α

)
,

= −F aμα
(
∂μδA

a
α − gfabcAc

μδA
b
α

)
,

= −F aμαDμδA
a
α. (5.11)

A partir dessa expressão, obtemos a transformação de calibre para o campo de Yang-Mills, pois

as derivadas covariantes satisfazem a regra de comutação

[Dμ, Dν ]X
a = −gfabcXbF c

μν , (5.12)

e, devido à antisimetria da constante de estrutura fabc temos que para δAa
α = DαX

a, onde Xa

é uma função diferenciável arbitrária, a variação no funcional de ação é

ΔLYM = −F aμαDμDαX
a = −F aμα

(
DαDμX

a − gfabcXbF c
μα

)
,

= −ΔLYM + gfabcXbF aμαF c
μα,

assim obtemos ΔLYM = 0. Portanto, a transformação δAa
α = DαX

a deixa a teoria de Yang-

Mills field invariante. Agora, se substituirmos essa variação no termo de Chern-Simons

ΔLCS = εαβγF a
βγδA

a
α + εβαγ∂β

(
Aa

γδA
a
α

)
,

= εαβγF a
βγDαX

a − εαβγ∂β
(
Aa

γDαX
a
)
,

e da definição de derivada covariante

ΔLCS = εαβγF a
βγ

(
∂αX

a − gfabcXbAc
α

)
+ εβαγ∂β

(
Aa

γDαX
a
)
,

= −εαβγXaDαF
a
βγ + ∂α

(
εαβγF a

βγX
a
)− εαβγ∂β

(
Aa

γDαX
a
)
,

= −εαβγXaDαF
a
βγ + ∂α

[
εαβγ

(
F a
βγX

a + Aa
γDβX

a
)]
.

Nota-se que, se multiplicarmos a identidade de Bianchi por εαβγ , temos que εαβγDαF
a
βγ =

0. Portanto, sob a transformação δAa
α = DαX

a o termo de Chern-Simons torna-se uma

divergência total, deixando assim, a teoria de Yang-Mills Topologicamente Massiva quase-

invariante.
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Finalmente, podemos usar a Equação de Lie para simetrizar o tensor de energia-momentum

canônico (5.7). Esse procedimento é baseado na invariância sob transformações de Poin-

caré. Obtemos, após a simetrização, que o termos de Chern-Simons não acrescenta qualquer

contribuição para o tensor energia-momentum do sistema, tendo assim, um tensor igual ao ob-

tido para o campo de Yang-Mills

(T μ
ν)TMYM = F aμσF a

σν +
1

4
δμνF

a
αβF

aαβ, (5.13)

cujo procedimento é mostrado no apêndice (A.1) para o caso abeliano.

5.3 Formalismo de Hamilton-Jacobi

Agora realizaremos com a análise de vı́nculos. A partir da Equação de Lie já tinhamos

identificado os momentos canônicos

πμ
a = −F a0μ +

μ

2
ε0μνAa

ν . (5.14)

Nota-se que devido à antisimetria do sı́mbolo de Levi-Civita, a componente temporal do mo-

mentos é um vı́nculo canônica π0
a = 0, resultado análogo ao campo de Yang-Mills. Para a

componente espacial, obtemos uma relação dinâmica

πi
a = −ηijF a

0j +
μ

2
εijAa

j , εij ≡ ε0ij, (5.15)

podendo ser invertida para assim obter ∂0A
a
i como uma função dos momentos canônicos

∂0A
a
i = −ηijπj

a +DiA
a
0 +

μ

2
ηjkij εA

a
k. (5.16)

De (5.14) e (5.16), ou calculando Θ00, construimos o Hamiltoniano canônicoH0 ≡ πμ
a∂0A

a
μ−L.

Obtemos

H0 = −1

2
ηij

[
πi
a −

μ

2
εikAa

k

] [
πj
a −

μ

2
εjlAa

l

]
+

1

4
F a
ijF

aij − Aa
0

[
Diπ

i
a +

μ

2
εij∂iA

a
j

]
. (5.17)

Portanto, a teoria de Yang-Mills Topologicamente Massiva é caracterizada pelo seguinte con-

junto de equações diferenciais parciais de Hamilton-Jacobi ou Hamiltonianos

H′ ≡ π +H0 = 0→ x0, (5.18a)

H′0a ≡ π0
a = 0→ Aa

0 ≡ λa, (5.18b)

onde foi renomeado Aa
0 ≡ λa pois esse campo age agora como um parâmetro e, π = ∂S/∂x0,

π0
a = ∂S/∂Aa

0. Os Hamiltonianos H′ e H′0a estão relacionados aos parâmetros x0 e λa, respec-

tivamente. A fim de testar a Condição de Integrabilidade para o sistema (5.18) construiremos

o Parêntese de Poisson fundamental
{
Aa

μ(x), π
ν
a(y)

}
= δνμδ(x − y). Com essa estrutura cons-

truı́mos o diferencial fundamental

dF =

∫
d3y

[{F (x),H′(y)} dx0 + {
F (x),H′0a (y)

}
dλa

]
.
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O Hamiltoniano H′0a é involutivo pois {H′0a (x),H′0a (y)} = 0 logo, sua Condição de Integrabili-

dade só depende do Parêntese de Poisson com o HamiltonianoH′. Neste caso, temos{H′0a (x),H′(y)} =
[
Diπ

i
a +

μ

2
εij∂iA

a
j

]
dx0,

portanto, definimos um novo Hamiltoniano

C ′a ≡ Diπ
i
a +

μ

2
εij∂iA

a
j . (5.19)

Sendo esse Hamiltoniano o resultado da Condição de Integrabilidade, não tem uma variável

correspondente no espaço de fase original. É importante notar que C ′a também são involutivos

desde que satisfaçam a seguinte álgebra

{C ′a(x), C ′b(y)} = fabcC ′c(x)δ(x− y), (5.20)

e os outros Parênteses de Poisson são nulos. Como resultado dessa álgebra, temos que a

Condição de Integrabilidade para C ′a, isto é, dC ′a = 0 é satisfeita idênticamente.

5.3.1 Equações Caracterı́sticas

Quando a Condição de Integrabilidade é completamente satisfeita, terminamos com um

conjunto de Hamiltonianos involutivos, neste caso H′, H′0a e C ′a. Precisamos ampliar o nosso

espaço de fase inicial a fim de considerar o Hamiltoniano C ′a. Vamos renomear os Hamiltonianos

Gλ
a ≡ H′0a e Gω

a ≡ C ′a, uma vez que eles agem como geradores. O novo diferencial fundamental

que engloba todos os Hamiltonianos involutivos tem a forma

dF =

∫
d3y

[{F (x),H′(y)} dx0 + {
F (x),Gλ

a (y)
}
dλa + {F (x),Gω

a (y)} dωa
]
. (5.21)

Aqui temos ωa como novo parâmetro relacionado ao Hamiltoniano Gω
a . A partir deste diferen-

cial obtemos as seguintes Equações Caracterı́sticas

dAa
μ = δkμ

[
−ηjkπj

a +DkA
a
0 +

μ

2
ηijε

jkAa
k

]
dx0 + δ0μ dλ

a − δkμDkdω
a, (5.22a)

dπμ
a = δμk δ

μ
k

(
DjF

ajk + gfabcπk
bA

c
0 −

μ

2
εjkD0A

a
j

)
dx0

+δμ0

(
Dkπ

k
a +

μ

2
εkj∂kA

a
j

)
dx0 + δμk

[
gfabmπk

m +
μ

2
εjk∂jδ

b
a

]
dωb. (5.22b)

Essas equações descrevem a evolução dinâmica do sistema como dependente dos parâmetros

x0, λa e ωa. A Condição de Integrabilidade afirma que esses parâmetros são independentes.

Então, se considerarmos apenas a evolução na direção temporal, isto é x0, temos

∂0A
a
0 = 0, (5.23a)

∂0A
a
i = −ηijπj

a +DiA
a
0 +

μ

2
ηijε

jkAa
k, (5.23b)

∂0π
0
a = Diπ

i
a +

μ

2
εij∂iA

a
j , (5.23c)

∂0π
i
a = DjF

aji + gfabcπi
bA

c
0 −

μ

2
εjiD0A

a
j . (5.23d)
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A análise dessas equações é direta, (5.23a) significa que os Aa
0 ainda permanece como um

parâmetro da teoria. A equação (5.23b) é exatamente a relação dinâmica (5.16) resultante da

definição dos momentos canônicos. Uma vez que o momento π0
a é nulo, temos a equação

(5.23c) que representa a Condição de Integrabilidade para Gλ
a ≡ H′0a . Além disso, observa-se

que esta equação é equivalente à componente temporal da equação de Euler-Lagrange Eα ≡
DνF

aνα + μ
2
εαβγF a

βγ , uma vez que

E0 = −DiF
a0i +

μ

2
εijF a

ij = Di

(
πi
a −

μ

2
εijAa

j

)
+
μ

2
εijF a

ij

= Diπ
i
a +

μ

2
εij

(
F a
ij −DiA

a
j

)
,

= Diπ
i
a −

μ

2
εij∂jA

a
i = Diπ

i
a +

μ

2
εij∂iA

a
j ,

é (5.23c). Finalmente, podemos escrever a equação (5.23d) como−D0π
i
a+DjF

aji−μ
2
εjiD0A

a
j =

0, o que é equivalente à componente espacial da equação de Euler-Lagrange E i. Para visualizar

isso, calculamos

E i = D0F
a0i +DjF

aji − μεijF a
0j,

= D0

(
−πi

a +
μ

2
εijAa

j

)
+DjF

aji − μεijF a
0j,

= −D0π
i
a +DjF

aji +
μ

2
εij

(
∂jA0 − F a

0j

)
,

usando a relação (5.5), essa equivalência é atingida.

5.3.2 Gerador das transformações canônicas

A evolução temporal das Equações Caracterı́sticas é, então, equivalente às equações de

Euler-Lagrange. A evolução ao longo dos parâmetros λa e ωa são variações, denotadas com δλ

e δω, dadas por

δλA
a
μ = δ0μδλ

a (5.24a)

δωA
a
μ = −δkμDkδω

a, (5.24b)

δωπ
i
a =

(
gfabmπi

m +
μ

2
εji∂jδ

b
a

)
δωb, (5.24c)

aqui ainda estamos considerando que os parâmetros são linearmente independentes. Em se-

guida, temos que o conjunto de variaçãoes (5.24) representam as transformações globais. Para

estudar as transformações locais, devemos considerar os parâmetros λa e ωa como dependentes

da variável temporal x0. Escrevemos as variações (5.24) como

δAa
μ = δ0μδλ

a − δkμDkδω
a, (5.25a)

δπi
a = gfabmπi

mδω
b − μ

2
εij∂jδω

a. (5.25b)

Temos simplesmente representado as variações δλ e δω por δ, por estarem correlacionadas. O

conjunto de variações locais (5.25) agora é gerado pela combinação linear de Hamiltonianos
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involutivos

Gcan ≡
∫
d3y

[Gλ
a δλ

a + Gω
a δω

a
]
, (5.26)

onde chamamos Gcan de gerador das transformações canônicas, pois

δAa
μ =

{
Aa

μ, G
can

}
= δ0μδλ

a − δkμDkδω
a, (5.27a)

δπi
a =

{
πi
a, G

can
}
= gfabmπi

mδω
b − μ

2
εij∂jδω

a. (5.27b)

Sabemos que a teoria de Yang-Mills topologicamente massiva possui um grupo de transfor-

mações que deixa seu funcional de ação quase-invariante. O gerador dessas transformações

de calibre Gg está relacionado com o Gcan. A relação entre esses gerador é obtida quando se

analisa sob que tipo de condição as variações (5.27) são uma invariância da teoria. Para isso,

substituimos as variações no funcional de ação ou, equivalentemente, na Equação de Lie (5.3)

para variações a ponto fixo

ΔL =
(
δ0αδλ

a − δjαDjδω
a
) (
DνF

aνα +
μ

2
εαβγF a

βγ

)
− ∂μ

[
δAa

α

(
F aμα +

μ

2
εμαγAa

γ

)]
,

devido à quase-invariância, eliminamos os termos de contorno. Sob esta consideração temos

XaDμY
a = −Y aDμX

a, logo

ΔL = δλa
(
DiF

ai0 +
μ

2
εijF a

ij

)
−Diδω

a
(
D0F

a0i +DjF
aji − μεijF a

0j

)
,

= −F ai0Diδλ
a +

μ

2
εijδλaF a

ij +D0Diδω
aF a0i + F ajiDjDiδω

a + μεijF a
0jDiδω

a,

= F a0iDiδλ
a + F a0iD0Diδω

a + F ajiDjDiδω
a + μεij

(
F a
0jDiδω

a +
1

2
δλaF a

ij

)
,

utilizando a regra de comutação das derivadas covariantes, temos F a0iD0Diδω
a = F a0iDiD0δω

a

e F ajiDjDiδω
a = 0. Assim

ΔL = F a0iDi (D0δω
a + δλa) + μεij

[
−δωaDiF

a
0j +

1

2
δλaF a

ij

]
.

Usamos a identidade Bianchi para obter εijD0F
a
ij = −εij (DjF

a
0i +DiF

a
j0

)
= 2εijDiF

a
0j .

Dessa forma, a Equação de Lie torna-se

ΔL = F a0iDi (D0δω
a + δλa) + μεij

[
−1

2
δωaD0F

a
ij +

1

2
δλaF a

ij

]
,

= F a0iDi (D0δω
a + δλa) +

μ

2
εijF a

ij (D0δω
a + δλa) . (5.28)

A partir dessa expressão, temos a quase-invariância da teoria satisfeita, se considerarmos

δλa = −D0δω
a, (5.29)

por isso temos só um parâmetro arbitrário, digamos δωa = −Xa. Sob essa condição, temos a

variação no campo Aa
μ cuja forma é

δAa
μ = δ0μD0X

a + δiμDiX
a = δνμDνX

a = DμX
a.
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A partir da condição (5.29) escrevemos o gerador da transformação transformação de calibre

como

Gg ≡ Gλ
a δλ

a + Gω
a δω

a =
(Gλ

aD0 + Gω
a

)
Xa. (5.30)

Agora, o espaço de fase inicial possui 3N variáveis canônicas (Aa
μ, π

μ
a ) onde o ı́ndice a tem N

valores. A análise de vı́nculos indica que só existem 2N Hamiltonianos involutivos. Portanto,

o espaço reduzido possui dimensão 6N − 2(2N) = 2N . Notemos que o termo de massa

topológica não contribui para mudança do número de graus de liberdade do sistema que é N .

5.4 Campo de Yang-Mills Topologicamente Massivo no Plano
Nulo

Nas teorias de campo relativı́sticas, temos a liberdade de escolher o parâmetro que determina

a evolução temporal do sistema. Esta liberdade vem de um requisito fı́sico, a covariância de

Poincaré. A escolha de um parâmetro especı́fico τ acompanha a escolha de uma famı́lia de

superfı́cies τ = cte. Se sabemos a configuração dos campos sob um dos membros dessa famı́lia

de superfı́cies, as equações de movimento na forma canônica deve fornecer a evolução dessa

configuração em superfı́cies posteriores a uma forma única. Nos modelos estudados nesta tese,

usamos a dinâmica na forma Instantânea, na qual escolhemos τ = x0 como parâmetro temporal,

ainda assim, como foi mostrado por Dirac, existem outras formas de dinâmica relativı́stica. Foi

demostrado que existem cinco formas inequivalentes da dinâmica Hamiltoniana em teorias de

campo relativı́sticas [69]. Uma delas é a dinâmica no Plano Nulo, definida pela superfı́cie

τ = x+, onde x+ é uma das componentes das coordenadas de Cone de Luz. Em um espaço-

tempo de Minkowski 2 + 1 dimensional, as coordenadas de Cone de Luz são definidas por

x+ ≡ 1√
2

(
x0 + x2

)
, x− ≡ 1√

2

(
x0 − x2

)
, x1 = x1, i = 1, 2, ..., d− 1.

Voltando ao problema em consideração, temos que nas coordenadas de cone de luz, os momen-

tos canônicos do campo de Yang-Mills Topologicamente Massivo são

πμ
a = −F a+μ +

μ

2
ε+μνAa

ν . (5.31)

O sı́mbolo de Levi-Civita tem por convenção o valor de ε+−1 = 1, logo, escrevemos as compo-

nentes dos momentos (5.31) como

π+
a = 0, (5.32a)

π−a = F a
+− +

μ

2
Aa

1, (5.32b)

π1
a = F a

−1 −
μ

2
Aa
−. (5.32c)

Nota-se que (5.32a) e (5.32c) são vı́nculos canônicos. Esta é a primeira diferença com a

dinâmica na forma Instantânea (τ = x0) , estudada na seção anterior, uma vez que uma co-

ordenada espacial Aa
1 age como parâmetro da teoria. Por outro lado, a equação (5.32b) é uma
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relação dinâmica

∂+A
a
− = π−a + ∂−Aa

+ − gfabcAb
+A

c
− −

μ

2
Aa
−. (5.33)

A densidade Hamiltoniana canônica é Hc ≡ πμ
a∂+A

a
μ − L = π−a ∂+A

a
− + πi

a∂+A
a
i − L, substi-

tuindo as expressões dos momentos canônicos, obtemos

Hc =
1

2

[
π−a −

μ

2
Aa

1

]2
− Aa

+

[
D−π−a +D1π

1
a −

μ

2

(
∂1A

a
− − ∂−Aa

1

)]
, (5.34)

dessa forma, temos o seguinte conjunto de densidades Hamiltonianas

H′ ≡ p+ +Hc = 0→ τ = x+, p+ = ∂S/∂x+, (5.35a)

H′+a ≡ π+
a = 0→ λa+ ≡ Aa

+, π+
a = ∂S/∂Aa

+, (5.35b)

H′1a ≡ π1
a − F a

−1 +
μ

2
Aa
− = 0→ λa1 ≡ Aa

1, π1
a = ∂S/∂Aa

1. (5.35c)

As variáveis x+, Aa
+ e Aa

1 são agora os parâmetros da teoria e cada um está relacionada com

uma densidade Hamiltoniana. A Condição de Integrabilidade do sistema é estudada a partir do

diferencial fundamental

dF =

∫
d3y

[{F (x),H′(y)} dx+ +
{
F (x),H′+a (y)

}
dλa+ +

{
F (x),H′1a (y)

}
dλa1

]
. (5.36)

A estrutura dos Parênteses de Poisson é a mesma dada para a dinâmica na forma instantânea{
Aa

μ(x), π
ν
a(y)

}
= δνμδ(x−y). Agora, impondo dH′+a = 0, isto é, a Condição de Integrabilidade

para o HamiltonianoH′+a obtemos

dH′+a =
[
D−π−a +D1π

1
a −

μ

2

(
∂1A

a
− − ∂−Aa

1

)]
dx+,

que nos leva a definir uma nova densidade Hamiltoniana

C ′a ≡ D−π−a +D1π
1
a −

μ

2

(
∂1A

a
− − ∂−Aa

1

)
, (5.37)

que satisfaz a Condição de Integrabilidade. Por outro lado, temos que a densidade Hamiltoniana

H′1a é não-involutiva uma vez que

Mab (x, y) ≡
{H′1a (x) ,H′1b (y)

}
= −2Dx

−δabδ (x− y) . (5.38)

Sendo assim, o parâmetro λa1 relacionado a H′1a pode ser eliminado do diferencial fundamental

ao inverter a matriz com elementos (5.38) e construı́mos os Parênteses Generalizados. Supondo

que esta matriz inversa exista, isto é, Gab (x, y) ≡M−1
ab (x, y), ela satisfaz∫

d3zMac (x, z)Gcb (z, y) = δabδ (x− y) .

Substituindo (5.38) nessa última equação, temosGab (x, y) tem que satisfazer a seguinte equação

diferencial

−2Dx
−Gab (x, y) = δabδ (x− y) . (5.39)
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Observando que esta equação não depende da massa topológica μ, é também válida para o

campo de Yang-Mills livre no Plano Nulo. Além disso, temos que Gab (x, y) é a função de

Green da equação (5.39) e depende da constante de acoplamento g assim como da variável Aa
−

devido à presença da derivada covariante. Para resolver essa equação, primeiro consideramos

g = 0, para assim ter

−2∂x−G(0)
ab (x, y) = δabδ (x− y) , (5.40)

que possui como solução particular

G
(0)
ab (x, y) = −1

4
δabε (x− y) , (5.41)

onde ε (x− y) ≡ ε (x− − y−) δ (x− y) = −ε (y − x) é a função sinal, que satisfaz

∂x−ε (x− y) = 2δ (x− y) .

Nota-se que também podemos escolher uma solução do tipo ε (x− y) + f(x+), mas podemos

escolher f(x+) = 0 sem afetar as equações de movimento do problema. No Apêndice B mostra-

mos alguns detalhes sobre esta peculiaridade na dinâmica do Plano Nulo. Outras caracterı́sticas

do estudo de vı́nculos no Plano Nulo podem ser encontradas em [70] e [71] no contexto do

formalismo de Dirac. Agora, a solução completa para Gab (x, y) é constituı́da pela série infinita

Gab = G
(0)
ab + gG

(1)
ab + g2G

(2)
ab + ... =

∞∑
n=0

gnG
(n)
ab . (5.42)

Substituindo essa seŕie em (5.39) obtemos

−1

2
δabδ (x− y) = ∂x−Gab (x, y)− gfaceGcb (x, y)A

e
− (x) ,

assim como em (5.40) do lado esquerdo da equação, para obter

∂x−G
(0)
ab =

∞∑
n=0

gn∂x−G
(n)
ab − face

∞∑
n=0

gn+1G
(n)
cb A

e
−,

∂x−G
(0)
ab = ∂x−G

(0)
ab + g

[
∂x−G

(1)
ab − faceG

(0)
cb A

e
−
]
+ g2

[
∂x−G

(2)
ab − faceG

(1)
cb A

e
−
]
+ ...

dessa forma, obtemos uma correlação entre G
(n)
ab e seu antecessor

∂x−G
(n+1)
ab = faceG

(n)
cb A

e
−. (5.43)

Desde que é conhecida, G
(0)
ab logo podemos fazer uso de (5.43) a fim de construir todos os

elementos da série (5.42). Portanto, a forma explı́cita para a função de Green Gab (x, y) é

Gab (x, y) = −1

4
δabε (x− y)− 1

8
gfabc

∫
dzAc

− (z) ε (x− z) ε (z − y) + ... (5.44)

Com a matriz Gab (x, y) definida, escrevemos os Parênteses Generalizados como

{F (x) , G (y)}∗ ≡ {F (x) , G (y)}
−

∫
dzdw

{
F (x) ,H′1b (y)

}
Gab (z, w)

{H′1a (x) , G (y)
}
, (5.45)
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a partir dessa expressão, obtemos os seguintes parênteses fundamentais

{
Aa

μ (x) , A
b
ν (y)

}∗
= δ1μδ

1
νGab (x, y) , (5.46a){

Aa
μ (x) , π

ν
b (y)

}∗
= δabδ

ν
μδ (x− y)− δ1μ

[
δν1D

y
− − δν−D

y
1 +

μ

2
δν−

]
Gab (x, y) , (5.46b)

{πμ
a (x) , π

ν
b (y)}∗ =

[
δν1D

y
− − δν−D

y
1 +

μ

2
δν−

] [
δμ1D

x
− − δμ−D

x
1 +

μ

2
δμ−

]
Gab (x, y) . (5.46c)

A construção dos Parênteses Generalizados é um resultado direto da Condição de Integrabi-

lidade para o Hamiltoniano H′1a e, como consequência, redefine a dinâmica do sistema. Temos

agora que testar se os Hamiltonianos restantes, ou seja, H′+a e C ′a são involutivos. De (5.46b)

temos que a densidade Hamiltoniana H′+a só comuta com Aa
+, logo, seus Parênteses Generali-

zados com outros Hamiltonianos são nulos. Para C ′a temos que

{C ′a (x) , C ′b (y)}∗ = gfabcC ′c (x) δ (x− y) ,

esta álgebra indica que C ′a é involutivo.

Obtemos o conjunto completo de Hamiltonianos involutivos, isto é, H′, Gλ
a ≡ H′+a e Gω

a ≡
C ′a, cada um deles está relacionado aos parâmetros x+, λa+ e ωa. Este último parâmetro é

introduzido através da expansão do espaço de fase tal que o diferencial fundamental é agora

dado por

dF =

∫
d3y

[
{F (x),H′(y)}∗ dx+ +

{
F (x),Gλ

a (y)
}∗
dλa+ + {F (x),Gω

a (y)}∗ dωa
]
. (5.47)

Substituindo F = Aa
μ obtém-se as seguintes Equações Caracterı́stica

dAa
+ = dλa+, (5.48a)

dAa
− =

[
π−a + ∂−Aa

+ − gfabcAb
+A

c
− −

μ

2
Aa

1

]
dx+ −D−dωa, (5.48b)

dAa
1 = dx+

∫
d3yF b

+− (y)
(
Dy

1 −
μ

4

)
Gab (x, y) + dx+D1A

a
+ −D1dω

a, (5.48c)

Uma vez que os parâmetros x+, λa+ e ωa são linearmente independentes, podemos considerar

a evolução temporal independentemente das variações em λa+, ω
a. Assim, a equação (5.48a)

torna-se ∂+A
a
+ = 0, indicando que a variável Aa

+ ainda permanece como um parâmetro da

teoria. A equação (5.48b) é equivalente à relação dinâmica (5.33), resultado da definição do

momento canônico π−a . Devido à presença da função Gab (x, y) em (5.48c), temos que derivar

essa equação com relação a Dx
−

∂+A
a
1 =

∫
d3yF b

+− (y)
[
Dy

1 −
μ

4

]
Gab (x, y) +D1A

a
+,

D−∂+Aa
1 = −

1

2

∫
d3yF b

+− (y)
[
Dy

1 −
μ

4

]
δabδ (x, y) +D−D1A

a
+,

para assim obter

D−F a
+1 =

1

2
D1F

a
+− +

μ

8
F a
+−,
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essa equação corresponde a uma das equações de Euler-Lagrange. O fato de se obter uma

relação dinâmica para a Equação Caracterı́stica da variável Aa
1 vem da existência de um sub-

conjunto de Hamiltonianos involutivos correspondentes a esse parâmetro.

Agora, a evolução do campo Aa
μ ao longo dos parâmetros λa+ e ωa é dada pelas variações

δAa
μ = δ+μ δλ

a
+ − δ−μD−δω

a − δ1μD1δω
a, (5.49)

a partir dessa expressão identificamos o Gerador das transformações canônicas Gcan como

Gcan ≡
∫
dy

(Gλ
a δλ

a
+ + Gω

a δω
a
)
, (5.50)

pois

δAa
μ =

{
Aa

μ, G
can

}∗
. (5.51)

Como fizemos nos exemplos anteriores, podemos obter o Gerador da transformação de calibre

Gg impondo que as variações (5.49) sejam simetrias do campo de Yang-Mills Topologicamente

Massivo, isto é, substituindo essas variações na Equação de Lie e procurando a condição para

obter uma quase-invariância. Temos

ΔL =
(
δ+α δλ

a
+ − δ−αD−δω

a − δ1αD1δω
a
) (
DνF

aνα +
μ

2
εαβγF a

βγ

)
− ∂μ

[
δAa

α

(
F aμα +

μ

2
εμαγAa

γ

)]
,

e, eliminando termos de contorno temos

ΔL = δλa+

(
DνF

aν+ +
μ

2
ε+βγF a

βγ

)
−

(
DνF

aν− +
μ

2
ε−βγF a

βγ

)
D−δωa

−
(
DνF

aν1 +
μ

2
ε1βγF a

βγ

)
D1δω

a,

ou em termos de componentes

ΔL = δλa+
(
D−F a−+ +D1F

a1+ + με+−1F a
−1

)
− (

D+F
a+− +D1F

a1− + με−1+F a
1+

)
D−δωa

− (
D−F a−1 +D+F

a+1 + με1+−F a
+−

)
D1δω

a.

reorganizamos essa equação como

ΔL = F a+−D−
(
δλa+ +D+δω

a
)
+ F a+1D1

(
δλa+ +D+δω

a
)

+ μ
[
δλa+F

a
−1 + δωa

(
D−F a

1+ + δωaD1F
a
+−

)]
. (5.52)

Usando a identidade de Bianchi, D+F−1 +D1F+− +D−F1+ = 0, escrevemos (5.52) como

ΔL = F a+−D−
(
δλa+ +D+δω

a
)
+ F a+1D1

(
δλa+ +D+δω

a
)
+ μF a

−1
(
δλa+ +D+δω

a
)
,

o que é claramente nulo se considerarmos δλa+ = −D+δω
a. Lembrando que já eliminamos

termos de contorno para obter esse resultado, então ΔL = 0 significa que a teoria é quase-

invariante e sob essa condição a variação (5.49) torna-se

δAa
μ = −δ+μD+δω

a − δ−μD−δω
a − δ1μD1δω

a = −Dμδω
a,
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que é a transformação de calibre da teoria. Além disso, o Gerador dessa transformação se

escreve como

Gg ≡
∫
dy

(−Gλ
aD+ + Gω

a

)
δωa.

Agora, assim como no caso da descrição na forma Instantânea, o espaço de fase inicial é 6N ,

enquanto que agora o sistema possui N Hamiltonianos não-involutivos e 2N Hamiltonianos

involutivos, portanto existe uma mudança no espaço de fase final do sistema, possuindo esse

uma dimensão de 6N −N − 2(2N) = N . Portanto, o número de graus de liberdade do sistema

se reduz pela metade, comparado com a forma Instantânea. Nota-se que neste contexto estamos

considerando que N é par, isto é sempre válido já que toda matriz antisimétrica de dimensão

ı́mpar tem determinante nulo, portanto a matriz inversa com elementos Gab é bem determinada

para N par.

5.5 Auto-dualidade da teoria Topologicamente Massiva Abe-
liana

As teorias Topologicamente Massivas foram introduzidas no inı́cio dos anos oitenta como

um novo método para fornecer um cut-off infravermelho para as teorias de calibre puramente

cinéticas em 2 + 1 dimensões. Alguns anos mais tarde, Townsend introduziu os modelos Auto-

duais, que também são definidos em dimensões ı́mpares. Existe uma correspondência entre as

teorias Topologicamente Massivas e as teorias de Townsend. Por exemplo, o correspondente

modelo Auto-dual para a Eletrodinâmica Topologicamente Massivo é dado por uma densidade

Lagrangiana que consiste na parte massiva de um campo de Proca mais um termo de Chern-

Simons

LSD =
1

2
m2BμB

μ − 1

2
mεμνρB

μ∂νBρ,

onde Bμ é um campo vetorial. Observamos que o modelo de Auto-dual contém uma estrutura

mais simples devido à presença de apenas derivadas de primeira ordem na Lagrangiana. Nesta

seção, analisaremos a estrutura de vı́nculos desse modelo segundo o formalismo de Hamilton-

Jacobi.

Alguns autores preferem fazer uma redefinição do campo Bμ → fμ/m, assim temos

LSD =
1

2
fμf

μ − 1

2m
εμνρf

μ∂νfρ. (5.53)

Agora, escreveremos a variação total do funcional de ação, δWSD =
∫
d3xΔLSD, para assim

obter as propriedades Lagrangianas de nosso interesse. a Equação de Lie é dada por

ΔLSD = δfα

(
fα − 1

m
εανρ∂νfρ

)
+ δxα∂μΘ

μ
α + ∂μ

[
− 1

2m
εαμβfαδfβ − δxαΘμ

α

]
,

onde Θμ
α é o tensor de energia-momento canônico

Θμ
α = − 1

2m
εσμβfσ∂αfβ − 1

2
δμαfσf

σ +
1

2m
εσβρδμαfσ∂βfρ. (5.54)
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Usando a invariância sob a transformação Poincaré (onde δxα = ωα
βx

β+aα, com ωαβ = −ωβα

e aα constantes, e δfα = − (
∂αδx

β
)
fβ) na Equação de Lie, é possı́vel simetrizar (5.54). Este

procedimento é um pouco extenso e é mostrado no Apêndice (A.2), onde obtemos

T μν = fμf ν − 1

2
ημνfαf

α. (5.55)

A partir da Equação de Lie também identificamos a expressão de Euler-Lagrange como o coe-

ficiente de δfα. Portanto, a equação de Euler-Lagrange é

fμ − 1

m
εμνρ∂

νfρ = 0, (5.56)

derivando essa equação e, como resultado da antissimetria de εμνρ, obtemos

∂μf
μ = 0. (5.57)

Sabemos que o termo topologicamente massivo, tanto da teoria abeliana como da não abeliana,

é quase-invariante sob a transformação δfμ = ∂μΛ, com Λ = Λ (x) uma função arbitrária, mas

o termo Proca não é invariante. Portanto, o modelo Auto-dual não possui invariância de calibre.

Isto será refletido na ausência de Hamiltonianos involutivo, como mostraremos a seguir.

A densidade Lagrangiana (5.53) é de primeira ordem, portanto o modelo Auto-dual é vin-

culado. Identificamos os momentos canônicos, bem como o Hamiltoniano canônico como

πμ = − 1

2m
εα0μfα, (5.58a)

H0 = −1

2
fμf

μ +
1

m
εijf0∂ifj, (5.58b)

A partir dessas expressões obtemos o seguinte conjunto de Hamiltonianos (onde π = ∂S/∂x0,

πμ = ∂S/∂fμ)

H′ ≡ π +H0 → x0, (5.59a)

H′0 ≡ π0 = 0→ f0 ≡ λ0, (5.59b)

H′i ≡ πi +
1

2m
εijfj = 0→ fi ≡ λi, (5.59c)

as variáveis x0 e fμ ≡ λμ são agora parâmetros da teoria. Os Parênteses de Poisson são definidos

tais que {fμ (x) , πν (y)} = δμν δ (x− y) e o diferencial fundamental é dado por

dF =

∫
d2y

[{F,H′} dx0 + {
F,H′0} dλ0 + {

F (x) ,H′i (y)} dλi] . (5.60)

Uma vez que a densidade HamiltonianaH′0 comuta consigo mesmo eH′i, temos que a Condição

de Integrabilidade dH′0 = 0 resulta em

dH′0 =
[
f 0 − 1

m
εij∂ifj

]
dx0 = 0,
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o que nos leva a definir um novo Hamiltoniano

C ′ ≡ f 0 − 1

m
εij∂ifj = 0. (5.61)

Devido aos parenteses {C ′ (x) ,H′0 (y)} = δ (x− y) ,{C ′ (x) ,H′i (y)} =
1

m
εij∂xj δ (x− y) ,

notamos que a Condição de Integrabilidade para o novo Hamiltoniano fornece uma relação

entre os parâmetros λ0, λi e x0, assim não temos mais a independência entre esses parâmetros.

Podemos afirmar o mesmo com a Condição de Integrabilidade para o Hamiltoniano H′i, uma

vez que

{H′i (x) ,H′j (y)} =

{
πi,

1

2m
εjlfl

}
+

{
1

2m
εikfk, π

j

}

=
1

m
εijδ (x− y) .

Portanto, identificamos h1 ≡ H′1, h2 ≡ H′2, h3 ≡ H′0 e h4 ≡ C ′ como Hamiltonianos

não-involutivos. Procedemos a eliminação desses Hamiltonianos através da construção dos

Parênteses Generalizados. Primeiro, construimos a matriz M (x, y) com componentes

Mrs (x, y) ≡ {hr (x) , hs (y)} r, s = 1, 2, 3, 4.

Explicitando em componentes cada um dos Hamiltonianos

h1 = π1 +
1

2m
f1, h2 = π2 − 1

2m
f2, (5.62a)

h3 = π0, h4 = f0 − 1

m
(∂1f2 − ∂2f1) , (5.62b)

logo temos

M (x, y) =

⎛
⎜⎜⎜⎝

0 1
m

0 1
m
∂x2

− 1
m

0 0 − 1
m
∂x1

0 0 0 −1
1
m
∂x2 − 1

m
∂x1 1 0

⎞
⎟⎟⎟⎠ δ (x− y) . (5.63)

Supondo que M (x, y) possue inversa, e a partir da definição∫
d2zM (x, z)M−1 (z, y) = I4×4δ (x− y) ,

obtemos que esta inversa existe e tem a forma

M−1 (x, y) =

⎛
⎜⎜⎜⎝

0 −m ∂x1 0

m 0 ∂x2 0

∂x1 ∂x2 0 1

0 0 −1 0

⎞
⎟⎟⎟⎠ δ (x− y) . (5.64)
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onde I4×4 é a matriz Identidade 4× 4. Os Parênteses Generalizados são definidos como

{F (x) , G (y)}∗ = {F (x) , G (y)}
−

∫
d2zd2w {F (x) , hr (z)}M−1

rs (z, w) {hs (w) , G (y)} . (5.65)

Substituindo F e G pelas componentes do campo fμ, observamos que a estrutura simplética da

teoria é governada pelos parênteses fundamentais

{f 0(x), f 0(y)}∗ = 0, (5.66a)

{f 0(x), f i(y)}∗ = ∂ixδ(x− y), (5.66b)

{f i(x), f j(y)}∗ = −mεijδ(x− y). (5.66c)

Existe um campo escalar ϕ incorporado dentro da álgebra de (5.66), esse escalar satisfaz

{ϕ(x), π(y)}∗ = δ(x− y),

Nesse sentido, de (5.66a) escrevemos o campo f 0 como a combinação

f 0 = αϕ+ βπ,

onde α = α (x) e β = β (x) são operadores, em geral. A escolha de um ”valor”particular para α

e β servirá apenas para uma melhor visualização da correspondência. Definimos os operadores

∇̂ ≡ (−∇2)
1/2

, ∂̂i ≡ (−∇2)
−1/2

∂i e escolhemos β = 0 e α = −∇̂, tal que

f 0 (x) = −∇̂ϕ (x) , (5.67a)

f i (x) = ∂̂ixπ (x)−mεik∂̂xkϕ (x) . (5.67b)

são soluções do sistema (5.66).

Por outro lado, temos a teoria de Maxwell-Chern-Simons, também chamada de Electrodi-

namica Topologicamente Massiva, que é descrita pela seguinte densidade Lagrangiana

LMCS = −1

4
F μνFμν +

μ

4
εμνγFμνAγ, (5.68)

com Fμν = ∂μAν − ∂νAμ. Dos resultados do modelo não-abeliano, temos que a álgebra dos

Parênteses de Poisson mantém-se intacta na análise de vı́nculos, devido à presença de apenas

Hamiltonianos involutivos. Sendo esse resultado igual para o caso abeliano, temos {Aμ, π
ν} =

δνμδ (x− y). A fim de identificar um campo escalar sob esta álgebra, primeiro precisamos definir

as quantidades

Ei ≡ εijFj0, (5.69a)

B ≡ 1

2
εijFij = εij∂iAj. (5.69b)

Nota-se que Ei age como as componentes do campo eléctrico, enquanto B é a componente do

campo magnético perpendicular ao plano (x1, x2). Agora, seguindo a definição dos momentos

canônicos πi = −F 0i + μ
2
εijAj obtemos a seguinte expressão para o campo Ei

Ei = εijπj +
μ

2
Ai, (5.70)
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assim, a álgebra dos Parênteses de Poisson torna-se

{B (x) , B (y)} = 0, (5.71a){
B (x) , Ei (y)

}
= ∂ixδ (x− y) , (5.71b){

Ei (x) , Ej (y)
}

= −μεijδ (x− y) . (5.71c)

A semelhança entre (5.66) e (5.71) é evidente. Identificamos os campos

B = f 0, Ei = f i (5.72)

assim como o parâmetro de massa m = μ. Além disso, vimos que o tensor energia-momento

da teoria de Maxwell-Chern-Simons simetrizado não depende do termo massivo, obtendo um

resultado análogo ao caso do campo eletromagnético

T μν
MCS = −F μσF ν

σ +
1

4
ημνFαβF

αβ.

Sob uma variedade de três dimensões, o dual de um tensor de segunda ordem é uma 1−forma,

que tem componentes F μ ≡ 1
2
εμαβFαβ , ou equivalente a Fαβ = εμαβF

μ. Em termos do campo

dual, o tensor de energia-momentum simetrizado tem a forma

T μν
MCS = (−ημνFαF

α + F μF ν) +
1

4
ημν (2FαF

α) ,

= F μF ν − 1

2
ημνFαF

α. (5.73)

Ambos tensores (5.55) e (5.73) tem a mesma forma quando consideramos fμ = F μ = 1
2
εμαβFαβ ,

claro, que esta definição está em perfeito acordo com o resultado de (5.69) e a identificação

(5.72). Agora, através da substituição da expansão do campo escalar (5.67), a energia do sis-

tema se escreve como

T 00
MCS = T 00

SD =
1

2

(
E2 + B2

)
,

=
1

2

[
π2 + μ2ϕ

(∇2 + μ2
)
ϕ
]
,

onde temos eliminado termos de contorno.

Assim obtemos uma correlação entre estas duas teorias, mesmo que tenham propriedades

de invariância diferentes. O fato é que a teoria de Maxwell-Chern-Simons e a uma Auto-dual

são ambas resultado de um único modelo, descrito pela assim chamado Lagrangiana master

L =
1

2
fμfμ − fμF

μ +
1

2
μF μAμ, (5.74)

onde fμ e Aμ são consideradas variáveis independentes. Existem, ainda, generalizações de

Lagrangianas master para proporcionar um melhor entendimento da auto-dualidade (see [72])

assim como sua importância na gravitação massiva [73].

79



Capı́tulo 6

Gravitação Linearizada

6.1 Introdução

Apesar que a gravidade tem uma diferença significativa com os outros campos, por tra-

tar os fenómenos gravitacionais como uma manifestação da geometria do espaço-tempo, com

as mesmas ferramentas para sua quantização canónica. É bem conhecido que o campo de

gravitação, bem como as outras interações fundamentais, é uma teoria singular e, em seguida,

requer métodos consistentes para a sua análise de vı́nculos. Na verdade, quando Dirac iniciou

o estudo do campo gravitacional [74] descobriu que uma folheação do espaço-tempo simpli-

fica a estrutura de vı́nculos de gravidade com o custo de abandonar a simetria na descrição

Lagrangiana. Uma exposição pormenorizada da teoria canônica da gravitação pode ser lida em

[75]. Na fase inicial desse estudo foram encontrados vários problemas teóricos, um deles foi

o problema da não-renormalização. A fim de evitar esse problema, têm sido construı́das teo-

rias três-dimensionais, como a Gravitação Topologicamente Massiva [35] ou a Nova Gravitação

Massiva [76], de onde obtemos, por linearização, o estudo do conteúdo de partı́culas da gravi-

dade.

O procedimento de linearização consiste em manter a ordem inferior de uma aproximação

fraca na métrica, dessa forma, obtemos um campo de spin dois sob um espaço-tempo de Min-

kowski. Este é o campo de gravitação linearizado, descrito por uma densidade Lagrangiana que

possui uma quase-invariância de calibre. É importante notar que essa mesma Lagrangiana foi

encontrada por Fierz e Pauli [77] no estudo da equação de onda relativista para partı́culas com

spin arbitrário. Em geral, pode-se trabalhar com uma famı́lia de densidades Lagrangianas diffe-

renciadas por um parâmetro [78] onde a Lagrangiana de Fierz–Pauli aparece como um membro

dessa famı́lia. Essa famı́lia é edificada pela adição de um termo de superfı́cie que só irá afetar a

forma funcional dos vı́nculos, mas não a sua álgebra [79].

Este capı́tulo está estruturado da seguinte forma: apresentamos as chamadas variáveis de

Goldberg, para assim reescrever a ação de Einstein-Hilbert em termos dessas variáveis. Esse

procedimento nos permite escrever de maneira elegante a expansão perturbativa. O campo

de gravitação linearizada é dada pela ordem mais baixa desta expansão. Mostramos também

80



o “Ponto de vista de Feynman”da Gravitação e comparamos a estrutura da Lagrangiana de

Feynman com a expressa em termos das variáveis de Goldberg depois da linearização. Depois

de escolher qual descrição é mais adequada para a nossa análise de vı́nculos, escrevemos a

Equação de Lie e obtemos as propriedades que serão úteis ao nosso estudo e, realizamos à

análise à la Hamilton-Jacobi [27].

6.2 A ação equivalente de Einstein-Hilbert e as variáveis de
Goldberg

A ação de Einstein-Hilbert em d dimenções é dada por [80]

WEH = − 1

κ2

∫
ddx
√
εgR, (6.1)

onde ε = (−1)d−1 , κ2 é um parâmetro escolhido de forma que no limite de aproximação fraca

as equações de Euler-Lagrange do movimento da Relatividade Geral se assemelham a Lei de

Newton da gravitação. O determinante da métrica é dada por g ≡ det gμν e a curvatura de Ricci

é definida por

R = gμνRμν = gμν(∂αΓ
α
μν − ∂νΓ

α
μα + Γα

μνΓ
β
βα − Γα

μβΓ
β
να), (6.2)

e o sı́mbolo Christoffel é dado por

Γα
μν =

1

2
gαβ(∂νgβμ + ∂μgβν − ∂βgμν), (6.3)

nota-se que esta expressão pode ser invertida a fim de obter a derivada parcial da métrica como

∂αg
μν = −Γμ

αβg
βν − Γν

αβg
βμ. (6.4)

Sabemos que a subtração dos termos de divergência na Lagrangiana não afeta as equações de

Euler-Lagrange. Para a Relatividade Geral, temos a eliminação dos termos de divergência que

também removem derivadas de segunda ordem no escalar de Ricci. Realiza-se esse procedi-

mento escrevendo

√
εggμν∂γΓ

α
μν = ∂α

(√
εggμνΓα

μν

)− Γα
μν∂α (

√
εggμν) ,

= ∂α
(√

εggμνΓα
μν

)− Γα
μνg

μν∂α
√
εg − Γα

μν

√
εg∂αg

μν ,

uma vez que ∂αg = ggρσ∂αgρσ = −ggρσ∂αgρσ e, substituindo (6.4) na última equação, temos

√
εggμν∂αΓ

α
μν = ∂α

(√
εggμνΓα

μν

)
+
√
εg

(
1

2
gρσg

μνΓα
μν − Γα

ρσ

)
∂αg

ρσ,

= ∂α
(√

εggμνΓα
μν

)−√εg(1

2
gρσg

μνΓα
μν − Γα

ρσ

)(
Γρ
αβg

βσ + Γσ
αβg

βρ
)
,
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resultando na expressão seguinte

√
εggμν∂αΓ

α
μν = ∂α

(√
εggμνΓα

μν

)−√εggμν (Γβ
αβΓ

α
μν − 2Γβ

ανΓ
α
βμ

)
. (6.5)

Um resultado análogo pode ser obtido para
√
εggμν∂νΓ

α
μα, neste caso temos

√
εggμν∂νΓ

α
μα = ∂ν

(√
εggμνΓα

μα

)
+
√
εgΓα

ραΓ
ρ
σγg

σγ, (6.6)

então, ao substituir as eqs. (6.5) e (6.6) na densidade Lagrangiana de Einstein-Hilbert, ob-

servamos que as derivadas de segunda ordem na métrica agora fazem parte de um termo de

divergência

√
εgR =

√
εggμν(Γα

νβΓ
β
μα − Γα

μνΓ
β
αβ)− ∂α

[√
εg

(
gμνΓα

μν − gμαΓν
μν

)]
.

A chamada parte Gamma-Gamma da Lagrangiana de Einstein-Hilbert é, então, uma Lagrangi-

ana equivalente

LEH = − 1

κ2
√
εggμν(Γα

νβΓ
β
μα − Γα

μνΓ
β
αβ), (6.7)

que contém apenas derivadas de primeira ordem da métrica. A equação (6.1) como também

(6.7) produzem a equação de Einstein, quando consideramos a variação da métrica gμν

Gμν ≡ Rμν − 1

2
gμνR = 0, (6.8)

que é resultado de variações a ponto fixo do tensor métrico. Ao invés de trabalhar com a métrica,

podemos usar como variável din âmica uma densidade métrica, também chamada de variável de

Goldberg [81] (um tratamento moderno destas variáveis também pode ser encontrado em [82])

g̃μν ≡ √
εggμν , (6.9a)

g̃μν ≡ (εg)−1/2gμν . (6.9b)

Essas variáveis satisfazem g̃νσg̃μσ = gνσgμσ = δνμ, e a partir dela obtemos g̃μβ∂ρg̃
μα = −g̃μα∂ρg̃μβ

e, juntamente, com as seguintes propriedades

∂ρg =
2

d− 2
gg̃μν∂ρg̃

μν , (6.10a)

∂ρgμν =
√
εg

[
1

d− 2
g̃μν g̃σγ∂ρg̃

σγ − g̃μσg̃νγ∂ρg̃
σγ

]
, (6.10b)

podemos escrever o sı́mbolo de Christoffel (6.3) como

Γα
μν =

1

2
[

1

d− 2
δαν g̃σγ∂μg̃

σγ +
1

d− 2
δαμ g̃σγ∂ν g̃

σγ − g̃νγ∂μg̃
αγ

−g̃μγ∂ν g̃αγ + g̃αβ g̃μσg̃νγ∂β g̃
σγ − 1

d− 2
g̃αβ g̃μν g̃σγ∂β g̃

σγ]. (6.11)

Essa relação também nos ajuda a escrever a parte Gamma-Gamma da ação de Einstein-Hilbert,

ou seja, a densidade Lagrangiana (6.7) em termos das variáveis de Goldberg como

LEH = − 1

κ2

[
1

2
g̃αβ∂ν g̃

βμ∂μg̃
αν − 1

4
g̃αρg̃βσg̃

μν∂μg̃
ρβ∂ν g̃

σα

]

− 1

κ2
1

4(d− 2)
g̃αβ g̃μν g̃ρσ∂αg̃

μν∂β g̃
ρσ. (6.12)
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O estudo da teoria linearizada da gravitação surge a partir da análise de um novo campo, di-

gamos ϕμν(x), que mede o desvio dessa densidade métrica com a métrica de Minkowski, isto

é

g̃μν ≡ ημν + κϕμν , (6.13)

enquanto que a inversa da variável de Goldberg será dada pela expansão

g̃μν ≡ ημν − κϕμν + κ2ϕσ
μϕσν − ... (6.14)

Portanto, a densidade Lagrangiana (6.7) resulta numa soma de infinitos termos da forma LEH =∑
n=0 κ

nL(n), onde κ é o parâmetro da expanssão. A ordem mais baixa L(0) ≡ L descreve a

teoria da gravitação linearizada

L = −1

2
∂μϕ

αβ∂βϕ
μ
α +

1

4
∂μϕαβ∂

μϕαβ − 1

4(d− 2)
∂αϕ

μ
μ∂

αϕν
ν , (6.15)

por só conter a primeira ordem na aproximação (6.14), isto é, g̃μν ≡ ημν − κϕμν , ou em outras

palavras, com um parâmetro da expansão fraco. Na próxima seção, estudaremos a mesma teoria,

mas do ponto de vista de Feynman. Esta nova abordagem permite comparar as descrições para

o campo de spin dois. Embora essas descrições sejam equivalentes, a estrutura de vı́nculos é

totalmente diferente. Como o campo de spin dois também está presente em teorias de gravitação

mais complexas e, visando seu estudo em trabalhos futuros, escolheremos aquela Lagrangiana

que nos permita uma análise de vı́nculos mais adequada.

6.3 A abordagem de Feynman para a Gravitação Lineari-
zada

Na Lectures Notes on Gravity [83], Feynman propôs um método para obter uma descrição

Lagrangiana do campo de gravitação linearizada. Ele afirma que a partir do ponto de vista

de um fı́sico de partı́culas, seria extremamente útil ter uma teoria da gravidade num espaço-

tempo plano, enquanto que mantém todas as caracterı́sticas dos fenômenos gravitacionais de

um limite não-relativı́stico. Nesse processo construtivo apenas os campos de spin par têm que

ser considerados, desde que campos de spin fracionários levam a potenciais não-estáticos e spin

ı́mpares permitem uma força repulsiva. Uma vez que a gravidade tem um potencial de longo

alcance, o campo que descreve essa interação tem que ser não massivo.

O campo escalar (spin zero) não pode descrever a gravidade, desde que a sua interação

com o campo eletromagnético, T μ
μ k

−2T ν
ν , é nulo uma vez que o campo eletromagnético tem

traço nulo. Por conseguinte, o campo escalar não interage com fótons e, em seguida, deixa de

descrever a deflexão da luz. Um modelo de campo escalar gravitacional também foi proposto

por Nordström [84], mas contradize a experiência, porque falha ao tentar calcular o periélio de

Mercúrio.
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O próximo passo é considerar o campo de spin dois hμν . Este campo tensorial tem que ser

simétrico, já que um campo antisimétrico que contém 6 variáveis independentes, seria equiva-

lente ao campo eletromagnético (descrito por dois campos vetoriais). A Lagrangiana mais geral

para a teoria de spin dois é dada por

L = a1∂σhμν∂
σhμν + a2∂νh

μν∂σh
σ
μ + a3∂νh

μν∂μh
σ
σ + a4∂μh

ν
ν∂

μhσσ + a5∂σhμν∂
νhμσ, (6.16)

deve-se observar que o quinto termo difere do segundo por uma divergência

∂σhμν∂
νhμσ − ∂νh

μν∂σh
σ
μ = ∂σ (hμν∂

νhμσ − hμσ∂νhμν) . (6.17)

Portanto, podemos desprezar este termo, deixando assim uma Lagrangiana da forma

L = a1∂σhμν∂
σhμν + a2∂νh

μν∂σh
σ
μ + a3∂νh

μν∂μh
σ
σ + a4∂μh

ν
ν∂

μhσσ. (6.18)

O raciocı́nio que segue Feynman consiste em estudar a interação da gravitação com a matéria;

neste caso, o Lagrangiano para esta teoria é dada por L+Lmatt.−λT μνhμν , onde λ é a constante

de acoplamento e T μν representa o tensor de energia-momento da matéria. Devido à simetria

do hμν temos
∂hμν
∂hαβ

= Δαβ
μν ≡

1

2

(
δαμδ

β
ν + δαν δ

β
μ

)
,

essa expressão é útil para calcular a equação de Euler-Lagrange para a teoria com interação

−λTαβ = 2a1∂σ∂
σhαβ + a2∂

σ (∂αhβσ + ∂βhασ)

+a3 (∂α∂βh
σ
σ + ηαβ∂μ∂νh

μν) + 2a4ηαβ∂σ∂
σhμμ. (6.19)

Considerando que o tensor energia-momento é conservado, isto é ∂μT
μν = 0, derivamos a

equação (6.19) com respeito a α (ou β) e, assim obtemos a seguinte relação

0 = 2a1∂σ∂
σ∂αhαβ + a2∂

σ (∂α∂αhβσ + ∂α∂βhασ)

+a3 (∂
α∂α∂βh

σ
σ + ∂β∂μ∂νh

μν) + 2a4∂σ∂
σ∂βh

μ
μ,

= (2a1 + a2) ∂σ∂
σ∂αhαβ + (a2 + a3) ∂

α∂σ∂βhασ + (a3 + 2a4) ∂σ∂
σ∂βh

μ
μ.

e se considerarmos que os três termos ∂σ∂
σ∂αhαβ , ∂α∂σ∂βhασ e ∂σ∂

σ∂βh
μ
μ são independentes,

temos seus respectivos coeficientes nulos, assim obtemos três equações

2a1 + a2 = 0,

a2 + a3 = 0,

a3 + 2a4 = 0,

para quatro parâmetros independentes. Isto significa que temos a liberdade de escolher o fator

de escala da lagrangiana e, então podemos definir, por exemplo a1 = 1/4. Com isso obtemos

a2 = −a3 = 1/2 e a4 = −1/4. Em seguida, o campo da gravitação linearizada é descrito pela

seguinte densidade Lagrangiana

L = −1

2
∂μh

αβ∂βh
μ
α +

1

2
∂μh∂βh

μβ − 1

4
∂βh∂

βh+
1

4
∂μhαβ∂

μhαβ. (6.20)
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Este resultado também corresponde à densidade Lagrangiana Fierz-Pauli [77].

A teoria descrita por (6.20) é equivalente a apresentada em (6.15) descrita em termos das

variáveis Goldberg linearizadas. A relação entre essas duas descrições é evidente se escrever-

mos

ϕμν = −
(
ημαηνβ − 1

2
ημνηαβ

)
hαβ. (6.21)

Essa equação significa que ao invés de trabalhar com uma expansão nas variáveis Goldberg,

estamos expandindo na métrica de Minkowski gμν = ημν + khμν até os termos de primeira

ordem.

Mesmo que estas descrições sejam equivalentes, sua estrutura de vı́nculos é diferente. A fim

de discriminar uma dessas Lagrangianas, primeiro notemos que, com a versão linearizada das

variáveis de Goldberg, os momentos canônicos são dados por

π̂αβ ≡ ∂L
∂ (∂0gαβ)

= −1

2
(∂αϕ0β + ∂βϕ0α) +

1

2
∂0ϕαβ − 1

2(d− 2)
ηαβ∂0ϕ

μ
μ. (6.22)

A partir dessa relação, obtemos duas equações dinâmicas

π̂00 = − 1

2(d− 2)

[
(d− 1)∂0ϕ00 + ∂0ϕ

i
i

]
,

π̂ij = −1

2
(∂iϕ0j + ∂jϕ0i) +

1

2
∂0ϕij − 1

2(d− 2)
ηij∂0ϕ00 − 1

2(d− 2)
ηij∂0ϕ

k
k,

assim como dois Hamiltonianos não-involutivosH′0i = π̂0i +
1
2
∂iϕ00 eH′ii = π̂i

i − 1
2
∂iϕ

i
0 + π00.

Portanto, por razão de simplicidade, apenas estudaremos a análise de vı́nculos com a variável

hμν , como mostramos a continuação.

6.4 Equação de Lie e a ação de Fierz-Pauli

A partir de agora vamos nos concentrar na ação Fierz-Pauli

WLG =

∫
ddx

(
−1

2
∂μh

αβ∂βh
μ
α +

1

2
∂μh∂βh

μβ − 1

4
∂βh∂

βh+
1

4
∂μhαβ∂

μhαβ
)
. (6.23)

Como fizemos nos capı́tulos anteriores, as propriedades Lagrangianas que são de interesse aos

nossos propósitos são obtidas pela Equação de Lie, resultado da realização das variações totais

em (6.23). Temos δWLG =
∫
d3xΔL, onde ΔL contém a variação na forma da Lagrangiana

assim como a variação no espaço-tempo. Escrevemos

ΔL = δhαβEαβ + δxα∂μΘ
μ

α + ∂μGμ, (6.24)

onde Eαβ é a expressão de Euler-Lagrange

Eαβ ≡ 1

2

[
∂σ∂

σhαβ + ∂σ
(
∂αhβσ + ∂βhασ

)− ∂α∂βhσσ + ηαβ∂μ∂νh
μν − ηαβ∂σ∂

σhμμ
]
, (6.25)
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o tensor de energia-momento canônico, denotado com Θμ
α é dado por

Θμ
α = πμρσ∂αhρσ − δμαL, (6.26)

e Gμ é o gerador

Gμ = πμαβδhαβ −Θμ
αδx

α, (6.27)

aqui temos denotado por πμαβ a expressão

πμαβ ≡ −1

2

(
∂αhμβ + ∂βhμα

)
+

1

2
ηαβ∂ρh

μρ

+
1

4

(
ημα∂βhσσ + ημβ∂αhσσ

)− 1

2
ηαβ∂μhρρ +

1

2
∂μhαβ. (6.28)

Quando impomos tipos diferentes de variações na Equação de Lie (6.24), obtemos diferentes

caracterı́sticas do formalismo Lagrangiano. A primeira é a equação de Euler-Lagrange Eαβ = 0,

obtida a partir de variações a ponto fixo δxα = 0 com os campos inalterados no contorno de

estudo. Explicitamente temos

2E00 = ∂i∂jh
ij − ∂j∂

jhii, (6.29a)

2E0i = −∂j∂jh0i + ∂0∂jh
ij + ∂i∂jh

0j − ∂0∂ihjj, (6.29b)

e

2E ij = ∂j∂0h
0i + ∂i∂0h

0j − ∂0∂0h
ij + ∂k∂

jhki

+∂k∂
ihkj − ∂i∂jh00 − ∂i∂jhkk − ∂k∂kh

ij

+ηij
(−2∂0∂kh0k + ∂0∂0h

k
k + ∂k∂kh

0
0 + ∂k∂kh

l
l − ∂k∂lh

kl
)
. (6.30)

Para a variação a ponto fixo δxα = 0 e, considerando que a expressão (6.28) está relacionada

com a expressão de Euler-Lagrange (6.25) por Eαβ = −∂μπμαβ , a Equação de Lie (6.24) toma

a forma

ΔL = δhαβEαβ + ∂μ
(
πμαβδhαβ

)
,

= −δhαβ∂μπμαβ + ∂μ
(
πμαβδhαβ

)
,

que, efetuando uma derivada parcial, torna-se

ΔL = πμαβ∂μδhαβ. (6.31)

Antes de estudar que tipo de variação δhαβ deixa invariante a teoria, nota-se que, a partir da

relação (6.28), temos

2∂μ∂απ
μαβ = −∂α∂α∂μhμβ − ∂μ∂α∂

βhμα + ∂μ∂ρ∂
βhμρ

+∂α∂α∂
βhσσ − ∂μ∂

μ∂βhρρ + ∂μ∂
μ∂αh

αβ,

o primeiro termo do lado direito da equação cancela com o último, o segundo termo cancela

com o terceiro, enquanto o quarto termo cancela com o quinto. Portanto

∂μ∂απ
μαβ = 0. (6.32)
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É evidente que esta relação é satisfeita sob o campo fı́sico, onde a equação de Euler-Lagrange

de movimento é válido, uma vez que ∂μ∂απ
μαβ = −∂αEαβ = 0; ainda assim, a equação (6.32)

é uma identidade e sempre é válida. Devido a esta expressão, assim como da simetria do δhαβ ,

é razoável considerar

δhαβ = ∂αXβ + ∂βXα, (6.33)

onde Xα são funções diferenciáveis arbitrárias, como a transformação de calibre para o campo

de gravitação linearizado, pois a partir de (6.31) temos

ΔL = 2πμαβ∂μ∂αXβ = 2∂μ
(
πμαβ∂αXβ

)− 2
(
∂μπ

μαβ
)
∂αXβ,

= 2∂μ
[
πμαβ∂αXβ

]− 2∂α
[
Xβ∂μπ

μαβ
]
+ 2

(
∂α∂μπ

μαβ
)
Xβ,

= 2∂μ
[
πμαβ∂αXβ −Xβ∂απ

αμβ
]
,

deixando esta teoria quase-invariante.

Quando construı́mos a Lagrangiana da gravitação linearizada, segundo à abordagem de

Feynman, consideramos um termo de interação −λT μνhμν , onde T μν é o tensor de energia-

momento da matéria o qual tem que ser conservado ∂μT
μν = 0. Mesmo assim, a teoria tem um

tensor energia-momento canônico que deve ser considerado dentro do termo de interação. Para

vermos isso claramente, consideraremos apenas uma parte da Lagrangiana,L = 1/4∂μhαβ∂
μhαβ ,

que fornece uma equação de Euler-Lagrange ∂μ∂
μhαβ = 0, assim como um tensor de energia-

momento simetrizado

Θαβ =
1

2
∂αhμν∂

βhμν − 1

4
ηαβ∂γhμν∂

γhμν .

Se quisermos considerar este tensor energia-momento como uma fonte para o campo em si,

podemos escrever ∂μ∂
μhαβ = Θαβ , logo, a Lagrangiana deve ter derivadas de ordem superior e

o tensor energia-momento tem que ser modificado também. Este é o problema de consistência

que foi estudado primeiro por Gupta [85] e seguido por Deser [86], que expandiu seus argu-

mentos para o campo de Yang-Mills. Na Lectures on Gravitation, Feymann também utiliza a

consistência para obter assim a teoria da Relatividade Geral a partir do campo de gravitação

linearizado. No entanto, seus argumentos não eram tão gerais como os dados pelo Deser.

6.5 O formalismo de Hamilton-Jacobi

No estudo da estrutura de vı́nculos de Gravitação linearizada, seja utilizando o formalismo

de Dirac ou outros métodos diferentes, é habitual quebrar a covariância na descrição Lagran-

giana fazendo explı́cita a variável de evolução x0. Este procedimento é útil, porque permite

um melhor controle do termo de superfı́cie que será eliminado, a fim de alcançar uma máxima

simplificação nos momentos canônicos na estrutura de vı́nculos. Este procedimento também

reduz em uma quantidade razoável os cálculos para o estudo desta teoria em outro tipo de

dinâmica, tal como no Plano Nulo ou, para uma outra versão desta teoria, como a gravitação

topologicamente massiva linearizada.
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A Lagrangiana de Fierz-Pauli (6.23) pode ser escrita como

L = −1

2
∂ih

i0∂0h00 + ∂0h0i

(
1

2
∂ih00 +

1

2
∂ihjj − ∂jh

ji

)

+∂0hij

(
1

4
∂0hij − 1

4
ηij∂0hkk +

1

2
ηij∂kh

k0

)
− V , (6.34)

onde V é dada por

V = −1

2
∂ih0j∂

ih0j − 1

4
∂ihjk∂

ihjk +
1

2
∂ih00∂

ihjj +
1

4
∂ih

j
j∂

ihkk

−1

2
∂ih

i
j∂

jh00 − 1

2
∂ih

i
j∂

jhkk +
1

2
∂ih

i0∂jh
j0 +

1

2
∂ih

i
j∂kh

kj. (6.35)

Esta divisão do espaço-tempo não afeta a estrutura de calibre da teoria (ver Apêndice C.0.1).

A presença dos termos ∂0h00, ∂0h0i e ∂0hij indica que devem existir seus correspondentes mo-

mentos canônicos. Neste caso, temos

p00 ≡ ∂L
∂∂0h00

= −1

2
∂ih

i0, (6.36a)

p0i ≡ ∂L
∂∂0h0i

=
1

2

(
1

2
∂ih00 +

1

2
∂ihjj − ∂jh

ji

)
, (6.36b)

pij ≡ ∂L
∂∂0hij

=
1

2
∂0hij − 1

2
ηij∂0hkk +

1

2
ηij∂kh

k0, (6.36c)

A partir dessas equações, identificamos (6.36a) e (6.36b) como vı́nculos canônicos. No entanto,

nota-se que, usando a seguinte relação

∂ρhαβ∂γhμν = ∂γhαβ∂ρhμν + ∂ρ (hαβ∂γhμν)− ∂γ (hαβ∂ρhμν) , (6.37)

e eliminando os termos de contorno, pode-se escrever (6.34) como

L = −1

2
∂ih

i0∂0h00 +
1

2
∂0h0i∂

ih00 + ∂0h0i

(
1

2
∂ihjj − ∂jh

ji

)

+∂0hij

(
1

4
∂0hij − 1

4
ηij∂0hkk +

1

2
ηij∂kh

k0

)
− V ,

= −1

2
∂ih

i0∂0h00 +
1

2
∂ih0i∂0h

00 + ∂0h0i

(
1

2
∂ihjj − ∂jh

ji

)

+∂0hij

(
1

4
∂0hij − 1

4
ηij∂0hkk +

1

2
ηij∂kh

k0

)
− V ,

Claramente, os dois primeiros termos do lado direito das equações anulam-se mutuamente e

obtemos

L = ∂0h0i

(
1

2
∂ihjj − ∂jh

ji

)
+ ∂0hij

(
1

4
∂0hij − 1

4
ηij∂0hkk +

1

2
ηij∂kh

k0

)
− V . (6.38)

Dessa forma, eliminamos a velocidade ∂0h00. Claro que, a eliminação dos termos de superfı́cie

reflete-se numa nova expressão para os momentos canônicos de ∂0h00 e ∂0h0i, uma vez que

p̄00 = 0, p̄0i =
1

2

(
1

2
∂ihjj − ∂jh

ji

)
, (6.39)
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enquanto que o momento canônico de ∂0hij mantém-se inalterado.

Podemos realizar este procedimento novamente, desta vez com o primeiro termo da equação

(6.38). Obtemos

L = ∂0hij

(
1

4
∂0hij − 1

2
∂jh0i − 1

2
∂ih0j + ηij∂kh0k − 1

4
ηij∂0hkk

)
− V . (6.40)

Os momentos canônicos são dados por

π0μ ≡ ∂L
∂∂0h0μ

= 0, (6.41a)

πij ≡ ∂L
∂∂0hij

=
1

2
∂0hij − 1

2
∂jh0i − 1

2
∂ih0j + ηij∂kh0k − 1

2
ηij∂0h

k
k. (6.41b)

De (6.41a) vemos que foi obtida uma grande simplificação no momento π0μ. Como foi apontado

por Anderson [87], é possı́vel simplificar os vı́nculos canônicos e obter um resultado semelhante

com o campo de Yang-Mills, em que um destes vı́nculos tem a forma canônica π0
a = 0.

A equação (6.41b) é uma relação dinâmica, de onde se obtém ∂hij em termos de sua res-

pectivo momento canônico

∂0h
ij = 2

[
πij − 1

(d− 2)
ηijπk

k +
1

2
∂jh0i +

1

2
∂ih0j

]
. (6.42)

Nota-se a dependência desta relação com a dimensão da teoria que no caso bi-dimensional não

é possı́vel proceder com esta relação. O Hamiltoniano canônico é dado por

H0 = πijπ
ij − 1

(d− 2)
πi
iπ

j
j + 2πij∂ih0j

− 1

4
∂ihjk∂

ihjk +
1

2
∂ih00∂

ihjj +
1

4
∂ih

j
j∂

ihkk

− 1

2
∂ih

i
j∂

jh00 − 1

2
∂ih

i
j∂

jhkk +
1

2
∂ih

i
j∂kh

kj. (6.43)

De acordo com o formalismo de Hamilton-Jacobi, temos um conjunto de densidades Ha-

miltonianas

H′ ≡ π +H0 = 0→ t ≡ x0, (6.44a)

H′μ ≡ π0μ = 0→ h0μ ≡ λμ, (6.44b)

o Hamiltoniano H′ está relacio-nado com a variável de tempo x0 enquanto que o H′μ está

relacionado com a variável h0μ, que agora é considerada como um parâmetro da teoria. Os

Parênteses de Poisson fundamentais são dados por

{hαβ(x), πμν(y)} = Δμν
αβδ(x− y), (6.45)

lembremos que todos esses parênteses são calculados em tempos iguais x0 = y0. Escrevemos

o diferencial fundamental como

dF =

∫
dy

[{F (x),H′(y)}dx0 + {F (x),H′0(y)}dλ0(y) + 2{F (x),H′i(y)}dλi(y)
]
, (6.46)
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o coeficiente 2 em um dos parênteses se deve à simetria da variável h0i = hi0 ≡ λi.

Neste ponto, testamos a Condição de Integrabilidade a fim de obter o conjunto completo de

Hamiltonianos involutivos. Uma vez que os hamiltonianosH′0 eH′i satisfazem

{H′0,H′0} = {H′j,H′i} = {H′0,H′i} = 0,

seus correspondentes Condições de Integrabilidade, dH′0 = 0 e dH′i = 0 dependerão do

Parênteses de Poisson com o HamiltonianoH′. Temos

dH′0 =
1

2

[
∂i∂

ihjj − ∂i∂
jhij

]
dx0,

dH′i = 2
[
∂jπ

ij
]
dx0.

Portanto, temos que definir novas densidades hamiltonianas, sejam C ′0 e C ′i

C ′0 ≡ ∂i∂
ihjj − ∂i∂

jhij, (6.47a)

C ′i ≡ ∂jπ
ij. (6.47b)

A Condição de Integrabilidade deve ser testada também para estes novos Hamiltonianos. Uma

vez que os parênteses entre eles são nulos, e

{C ′0,H′} = ∂i∂jπ
ijδ(x− y) = ∂iC ′iδ(x− y),

temos que dC ′μ = 0 é identicamente satisfeita. Como resultado, temos que H′μ e C ′μ são o

conjunto completo de Hamiltonianos involutivos da teoria.

6.5.1 Equações Caracterı́sticas

Os HamiltonianosH′,H′μ e C ′μ são agora geradores da evolução dinâmica do campo gravi-

tacional linearizado. Vamos renomear Gμ
λ ≡ H′μ e Gμ

ω ≡ C ′μ, além de ampliar o espaço de fase

a fim de incluir o gerador G ′μω , atingindo isso através da introdução de um novo parâmetro ωμ.

O diferencial fundamental é dado por

dF =

∫
dy

[{F (x),H′(y)}dx0 + {F (x),G0
λ(y)}dλ0(y) + 2{F (x),Gi

λ(y)}dλi(y)
]

+

∫
dy{F (x),Gμ

ω(y)}dωμ(y). (6.48)

Obtemos as Equações Caracterı́sticas ao substituir a função arbitrária F em (6.48) pelas variáveis

canônicas hμν e πμν . Obtemos

dhμν = 2

[
Δkl

μνπkl −
1

(d− 2)
ηkmΔ

km
μν π

l
l +Δkl

μν∂kh0l

]
dx0

+Δ00
μνdλ0 + 2Δ0k

μνdλk −Δkl
μν∂ldωk, (6.49)
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e

dπμν =
1

2
Δμν

00

[
∂k∂kh

l
l − ∂k∂lh

kl
]
dx0 + 2Δμν

0l

[
∂kπ

kl
]
dx0

+
1

2
Δμν

kl

[−∂k∂lh00 + ηkl∂m∂
mh00 + ηkl∂n∂

nhmm − ∂m∂mh
kl
]
dx0

+
1

2
Δμν

kl

[−ηkl∂m∂nhmn − ηnl∂k∂nh
m
m + 2ηml∂n∂mh

nk
]
dx0

+Δμν
kl

[−ηlk∂m∂m + ηkm∂m∂
l
]
dω0. (6.50)

Nota-se que estas equações dependem do novo parâmetro ωμ, que não tem qualquer análogo no

formalismo Lagrangiano.

A Condição de Integrabilidade assegura a independência linear dos parâmetros x0, λμ e ωμ.

Portanto, podemos separar a evolução dinâmica ao longo de cada parâmetro. Por enquanto,

vamos apenas analisar a evolução temporal das variáveis canônicas. Para hμν temos

∂0hμν = 2

[
Δkl

μνπkl −
1

(d− 2)
ηkmΔ

km
μν π

l
l +Δkl

μν∂kh0l

]
. (6.51)

A presença da expressão Δkl
μν em todos os termos do lado direito da equação indica que ∂0h00 =

∂0h0i = 0 reforça que as variáveis h0μ são ainda parâmetros da teoria. Além disso, as compo-

nentes hij são dadas por

∂0hij = 2πij − 2

(d− 2)
ηijπ

k
k + ∂ih0j + ∂jh0i,

esta expressão é igual a (6.42), resultado de inverter a expressão dinâmica dada pelos momentos

canônicos πij .

A evolução temporal dos momentos πμν são dadas por

∂0π
00 =

1

2

(
∂i∂ih

j
j − ∂i∂jh

ij
)
, (6.52a)

∂0π
0i = ∂jπ

ij, (6.52b)

∂0π
ij =

1

2

(
ηij∂k∂

k − ∂i∂j
)
h00 +

1

2
ηij

(
∂k∂

khll − ∂k∂lh
kl
)

+
1

2

[−∂k∂khij − ∂i∂jhkk + ∂k∂
ihjk + ∂k∂

jhik
]
. (6.52c)

Observa-se que a partir da própria definição dos momentos canônicos temos π0μ = 0. Em

seguida, as equações (6.52a) e (6.52b) representam as Condições de Integrabilidade para seus

respectivos geradores G ′μλ . Nota-se também que (6.52a) é equivalente à componente E00 da

equação de Euler-Lagrange enquanto que a componente E0i pode ser escrita como

0 = ∂j∂
0hij − ∂i∂0hjj + ∂i∂jh

0j − ∂j∂
jh0i,

= ∂j

[
2πij − 2

(d− 2)
ηijπk

k + ∂ih0j + ∂jh0i
]

−∂i
[
− 2

(d− 2)
πk
k + 2∂jh

0j

]
+ ∂i∂jh

0j − ∂j∂
jh0i,

= 2∂jπ
ij − 2

(d− 2)
∂iπk

k +
2

(d− 2)
∂iπk

k + 2∂j∂
ih0j

+∂j∂
jh0i − 2∂i∂jh

0j − ∂j∂
jh0i,
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pois os termos ∂iπk
k cancelam uns aos outros, bem como os termos proporcionais à variàvel

h0i, logo temos ∂jπ
ij = 0. Portanto, a equação (6.52b) é equivalente à componente E0i da

equação de Euler-Lagrange. Também devemos esperar que a equação (6.52c) esteja em perfeito

acordo com a equação de Euler-Lagrange (6.30). Isto pode ser demonstrado ao substituirmos

as expressões para ∂0h
0k e ∂0h

k
k na equação E ij = 0

0 = −∂0∂0hij + ∂j∂0h
0i + ∂i∂0h

0j + ∂k∂
jhki + ∂k∂

ihkj − ∂i∂jh00 − ∂i∂jhkk − ∂k∂kh
ij

+ηij
(
∂0∂0h

k
k − 2∂k∂0h

0k + ∂k∂kh
0
0 + ∂k∂kh

l
l − ∂k∂lh

kl
)
,

dessa forma, obtemos

0 = −∂0
[
2πij − 2

(d− 2)
ηijπk

k + ∂ih0j + ∂jh0i
]
+ ηij∂0

[
− 2

(d− 2)
πk
k + 2∂kh

0k

]
+∂j∂0h

0i + ∂i∂0h
0j + ∂k∂

jhki + ∂k∂
ihkj − ∂i∂jh00 − ∂i∂jhkk − ∂k∂kh

ij

+ηij
(−2∂k∂0h0k + ∂k∂kh

0
0 + ∂k∂kh

l
l − ∂k∂lh

kl
)
,

novamente, os termos proporcional à ∂0π
k
k cancelam uns aos outros, bem como a proporcional

à ∂0h
0i. Portanto E ij = 0 pode ser escrita como

2∂0π
ij = ∂k∂

jhki + ∂k∂
ihkj − ∂i∂jh00 − ∂i∂jhkk − ∂k∂kh

ij

+ηij
(
∂k∂kh00 + ∂k∂kh

l
l − ∂k∂lh

kl
)
,

que é igual a (6.52c). Dessa forma, a equivalência entre as Equações Caracterı́sticas e as de

Euler-Lagrange é provada.

6.5.2 Gerador das Transformações Canônicas

As variações ao longo da direção dos parâmetros λμ e ωμ são dadas por

δλhμν = Δ00
μνδλ0 + 2Δ0k

μνδλk, (6.53a)

δωhμν = −Δkl
μν∂lδωk, (6.53b)

δωπ
μν = Δμν

kl

[−ηlk∂m∂m + ηkm∂m∂
l
]
δω0, (6.53c)

nessas equações temos denotado com os subı́ndices λ e ω ao longo de qual dos parâmetros

independentes estamos variando os campos. A Condição de Integrabilidade só nos permite es-

tudar transformações globais. A fim de transformar (6.53) numa transformação local, é preciso

considerar os parâmetros dependentes do tempo λμ = λμ(x
0 = t) e ωμ = ωμ(x

0 = t). Para

isto, escrevemos

δhμν = Δ00
μνδλ0 + 2Δ0k

μνδλk −Δkl
μν∂lδωk, (6.54a)

δπμν = Δμν
kl

[−ηkl∂m∂m + ηkm∂m∂
l
]
δω0, (6.54b)

aqui abandonamos o subı́ndice, uma vez que neste caso as variações são também dependentes

do tempo.
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O gerador das transformações canônicas é dada pela combinação dos geradores G ′μλ e G ′μω ,

assim temos

Gcan =

∫
dy

[G ′0λ δλ0 + 2G ′iλδλi + G ′0ω δω0 + G ′iωδωi

]
, (6.55)

podendo ser mostrado

{hμν , Gcan} = δhμν = Δ00
μνδλ0 + 2Δ0k

μνδλk −Δkl
μν∂lδωk, (6.56a)

{πμν , Gcan} = δπμν = Δμν
kl

[−ηkl∂m∂m + ηkm∂m∂
l
]
δω0. (6.56b)

Agora, ao impor a invariância sob as variações δλμ e δωμ podemos relacionar esses parâmetros.

Como fizemos nos capı́tulos anteriores, medimos a invariância ou a quase-invariância da teoria

através da análise da Equação de Lie. Uma vez que a variação do campo hμν não contém a

variável ω0, escreveremos a Lagrangiana (6.38) de uma forma mista, misturando os momentos

canônicos com algumas velocidades, assim

L = πij∂0hij − 1

4
∂0hij∂0h

ij − 1

4
∂0h

i
i∂0h

k
k − V .

Lembremos que a Equação de Lie tem a mesma forma funcional, mesmo que trabalharmos com

a Lagrangiana na forma canônica ou na forma mista. Assim, a Equação de Lie a ponto fixo lê-se

(veja Apêndice C.0.2)

ΔL = δπij∂0hij + πij∂0δhij − 1

2
∂0hij∂0δh

ij +
1

2
∂0h

i
i∂0δh

k
k − δV . (6.57)

Ao substituirmos (6.54) e eliminando termos de contorno, obtemos

ΔL = h0i
[
−∂j∂j

(
δλi +

1

2
∂0δωi

)
+ ∂i∂

j

(
δλj +

1

2
∂0δωj

)]

− hij

[
∂j∂i

(
∂0δω0 +

1

2
δλ0

)
− ηij∂k∂k

(
1

2
δλ0 + ∂0δω0

)]
. (6.58)

Neste caso, a condição ΔL = 0 não significa que nosso sistema seja invariante, pois já eli-

minamos os termos de contorno. Como as variáveis h0i e hij são independentes entre si, a

quase-invariância do nosso problema tem como soluções

1

2
δλ0 = −∂0δω0,

δλi = −1

2
∂0δωi + ∂iX0.

Nota-se que a variação δλi não é unicamente determinada desde que o termo proporcional à h0i

em (6.58) permite a introdução do termo ∂iX0. Mesmo assim, podemos fixá-la, comparando-a

com a variação produzida pela equação dinâmica (6.41b) com a obtida pela Equação Carac-

terı́stica (6.54b). Isto é, a variação dos momentos canônicos é dada por

δπij =
1

2
∂0δhij − 1

2
∂jδh0i − 1

2
∂iδh0j + ηij∂kδh0k − 1

2
ηij∂0δh

k
k,

= −1

4
∂0

(
∂iδωj + ∂jδωi

)− 1

2
∂jδλi − 1

2
∂iδλj + ηij∂kδλ

k +
1

2
ηij∂0∂

kδωk,
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substituindo a expressão para δλi e comparando com (6.54b), isto é, δπij = ∂j∂iδω0−ηij∂k∂kδω0,

obtemos que X0 = δω0. Agora vamos apenas renomear o parâmetro δωi = −2Xi de modo que

δh00 = δλ0 = −2∂0X0,

δh0i = δλi = ∂0Xi + ∂iX0,

δhij = −Δkl
μν∂lδωk = ∂iXj + ∂jXi,

que pode ser escrito na forma δhμν = ∂μXν + ∂νXμ. Sob estas condições, o gerador das

transformações canônicas torna-se agora

Gg =

∫
dy

[
−2G ′0λ ∂0δω0 + 2G ′iλ

(
−1

2
∂0δωi + ∂iδω0

)
+ G ′0ω δω0 + G ′iωδωi

]
, (6.59)

gerador da transformação de calibre. Finalmente, podemos contar os graus de liberdade do

sistema: Considerando um espaço-tempo de d dimensões, temos um total de d(d+ 1) variáveis

canônicas hμν = hνμ, π
μν = πνμ, e d Hamiltonianos involutivos Gμ

λ e d Gμ
ω . Devido a não

existência de Hamiltonianos não involutivos, temos como resultado um total de d(d + 1)/2 −
(d + d) = d(d − 3)/2 graus de liberdade. Assim, no caso d = 4 temos um total de 2 graus de

liberdade, enquanto que para o caso d = 3 o sistema não possui graus de liberdade.
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Capı́tulo 7

Considerações finais

Nesta tese estudamos a análise clássica de vı́nculos através do formalismo de Hamilton-

Jacobi. Esta análise é baseada no método de Lagrangianas equivalentes de Carathéodory, porém

também está intimamente relacionada com o Princı́pio Variacional. Por esse motivo, apresenta-

mos no capı́tulo II o método de variações totais no funcional de ação para assim obter diversos

Princı́pios Variacionais, tais como o Princı́pio de Hamilton, de Weiss e de Maupertuis, além de

ser o equivalente clássico ao Princı́pio de ação de Schwinger. Obtemos também, a Equação de

Lie, que possui uma ligação direta com o teorema de Noether e, portanto, com as simetrias da

teoria em consideração. Essa equação fornece também uma alternativa para a obtenção do ge-

rador das transformações de calibre como mostramos mais adiante. A equação de Lie também

proporciona um método alternativo ao de Belinfante para a simetrização do tensor de energia-

momento. Ao longo da tesis mostramos como efetuar esta simetrização para o modelo de Proca,

para a teoria de Maxwell-Chern-Simons e para o modelo Auto-dual. É importante ressaltar que

todo o processo relacionado ao Princı́pio Variacional e a Equação de Lie é válido tanto para

sistemas regulares como singulares.

No capı́tulo II também mostramos a Equação de Hamilton-Jacobi. Para a sua obtenção,

seguimos duas abordagens: a primeira esta relacionada ao Princı́pio de Weiss no espaço de

fase que permite a introdução da função geratriz S(t, qi), a qual tem que satisfazer a equação

de Hamilton-Jacobi. Dentro deste quadro teórico e, como uma seção introdutória à aborda-

gem geométrica que será apresentada no capı́tulo seguinte, mostramos a estrutura simplética

para teorias regulares e aqui definimos as transformações canônicas que deixam a estrutura dos

Parênteses de Poisson invariante. A segunda abordagem à equação de Hamilton-Jacobi está re-

lacionada ao método de Carathéodory das Lagrangianas equivalentes. Todo este procedimento

é válido somente para sistemas regulares, contudo, o estudo das Equações Caracterı́sticas e a

Condição de Integrabilidade vão a servir como guia para a análise do caso singular. Acom-

panhamos esta seção com um modelo da mecânica clássica que representa a uma partı́cula

carregada em um campo magnético constante e um potencial quadrático. Esse modelo é in-

teressante devido a sua relação com o efeito Hall Quântico, além de ter uma solução não tão

simples devido ao acomplamento das coordenadas cartesianas na equação de Hamilton-Jacobi.
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Esse problema pode ser resolvido utilizando a simetrı́a rotacional do problema sempre que con-

siderarmos o chamado gauge simétrico (se utilizamos o gauge de Landau as coordenadas estão

desacopladas e é possı́vel fazer uma separação de variáveis). A solução do mesmo problema,

mas focado na solução das Equações Caracterı́sticas resulta ser prático devido que o desacopla-

mento das coordenadas é mais evidente quando consideramos a variável complexa z = x1+ix2,

que também explora a simetria rotacional.

No capı́tulo III mostramos o método de Güler para a obtenção de um conjunto de Equações

Diferenciais Parciais de Hamilton-Jacobi chamadas Hamiltonianos, uma vez que agem como

geradoras da dinâmica do sistema. Também mostramos que para que esse sistema de equações

seja integrável, temos que satisfazer a Condição de Integrabilidade, que é a pedra angular da es-

trutura matemática deste formalismo. Ao impor essa condição, obtemos o conjunto completo de

Hamiltonianos do sistema, que devem ser involutivos. Caso algum Hamiltoniano não satisfaça

a Condição de Integrabilidade, esses podem ser eliminados ao construir o Parêntese Generali-

zado redefinindo desta forma a dinâmica do sistema. Para construir a estrutura simplética da

teoria utilizamos uma abordagem geométrica, construimos vetores e formas diferenciais que

estão relacionadas às Equações Caracterı́sticas bem como, mostramos que obtemos uma forma

simplética degenerada e a partir dela estudamos as transformações canônicas no contexto de

sistemas vinculados. Além disso, mostramos que o conjunto completo de Hamiltonianos invo-

lutivos é o gerador dessas transformações. Como já foi mencionado anteriormente, a Conjetura

de Dirac relaciona os vı́nculos de primeira classe (Hamiltonianos involutivos) com as simetrias

de calibre, e existem diversos métodos para a obtenção do gerador das transformações asso-

ciadas a essas simetrias. Uma vez que o formalismo de Hamilton-Jacobi inicia-se a partir de

Lagrangeanas equivalentes, que diferem por uma derivada temporal total relacionada a dS (rela-

cionada à forma simplética), é natural impor que as variações ao longo dos parâmetros da teoria,

que estão relacionados aos Hamiltonianos involutivos, sejam invariâncias da teoria. Para obter

esse resultado substituı́mos as variações dentro da Equação de Lie e consideramos ΔL = 0 para

uma teoria invariante, ou ΔL = dF para uma teoria quase-invariante.

Ainda que as aplicações na teoria de campos sejam um dos principais objetivos desta tese,

incluı́mos ainda no capı́tulo III uma uma aplicação dentro do marco da Mecânica Analı́tica,

chamada de Mecânica Quântica Topológica. Esse modelo é o análogo clássico à teoria abe-

liana do campo de Yang-Mills Topologicamente Massivo e é interessante por apresentar tanto

Hamiltonianos involutivos como não-involutivos, permitindo assim uma análise à la Hamilton-

Jacobi completa. O modelo da Mecânica Quântica Topológica possui como variáveis dinâmicas

a coordenada de posição xi e a variável q imposta para manter a invariância de calibre que pos-

sui seu equivalente na teoria de campos. Resulta que os vı́nculos canônicos relacionados as

variáveis xi são não-involutivos, portanto construı́mos o Parêntese Generalizado, enquanto que

a Condição de Integrabilidade sob este parênteses fornece um novo vı́nculo qC, proporcional

à Hamiltoniana canônica. Aqui percebemos que a variável q age como um multiplicador de

Lagrange e, portanto sua Equação Caracterı́stica não deve fornecer informação dinâmica, o que

em seguida é mostrado. Identificamos, depois, o gerador das transformações canônicas, que
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possui dois parâmetros. Considerando que as variações ao longo desses parâmetros são sime-

trias do modelo, isto é, considerando que anulam a Equação de Lie, obtemos uma relação entre

os parâmetros (δλ = δω̇), permitindo assim obter o gerador da transformação de calibre desta

teoria.

No capı́tulo IV estudamos o modelo BF em duas dimensões. Este modelo é equivalente

à teoria de Jackiw-Teitelboim que é bem conhecida por modelar gravitação bi-dimensional,

uma vez que as equações da Relatividade Geral resultam triviais, ainda que não se possa dizer

o mesmo da sua estrutura interna. Esta teoria é descrita por dois campos, um campo dilaton

Ba e um campo de calibre Aa
μ. A análise a nı́vel Lagrangiano da Equação de Lie é escrita,

considerando esses campos como independentes, e apartir dessa equação tambêm obtemos de

manera natural a invariância da teoria como resultado da imposição ΔL = 0. A análise à la

Hamilton-Jacobi mostra que tanto o vı́nculo canônico relacionado à variável Ba quanto ao rela-

cionado à variávelAa
1 resultam não-involutivos. A construção dos Parênteses Generalizados não

leva a maiores complicações, uma vez que a inversa da matriz formada com os Hamiltonianos

não-involutivos é bem definida e a dinâmica do sistema é redefinida. A partir dos parênteses

fundamentais, observamos também que a variável Ba pode ser identificada com π1
a, que é a

variável canônicamente conjugada a Aa
1 e cuja Equação Caracterı́stica não fornece informação

dinâmica do sistema. É importante mencionar que o estudo do modelo BF segundo o forma-

lismo de Dirac identifica as variáveis Ba e π1
a já no inicio da análise de vı́nculos, portanto todos

os vı́nculos restantes são de primeira classe sem necessidade alguma da redefinição da dinâmica

da teoria. Depois de estudar a equivalência emtre as Equações Caracterı́sticas com as equações

de Euler-Lagrange e identificar o gerador das transformações canônicas, utilizamos a Equação

de Lie para relacionar os parâmetros do modelo e assim obter o gerador da transformação de

calibre.

No capı́tulo V, logo após estudar as propriedades a nı́vel Lagrangiano da teoria de Yang-

Mills Topologicamente Massiva analisamos a estrutura de vı́nculos, tanto na forma Instantânea

como no Plano Nulo. Na forma Instantânea o formalismo é direto uma vez que todos os Ha-

miltonianos presentes na teoria resultam ser involutivos sem a necessidade de uma redefinição

da dinâmica por meio da construção do Parêntese Generalizado. Temos também que o termo

massivo não afeta a contagem de graus de liberdade do sistema, por outro lado, o estudo em

coordenadas de Cone de Luz possui uma estrutura mais rica, devido a presencia de Hamilto-

nianos ”não-involutivos”H′1a e, mencionamos esses entre aspas porque que existe, entre eles

um subconjunto de Hamiltonianos involutivos. Essa é uma das caracterı́sticas mais importantes

na dinâmica do Plano Nulo e se reflete na não-unicidade da inversa da matriz formada pelos

Hamiltonianos H′1a . Contudo, podemos escolher uma inversa, em particular aquela que não

dependa de uma função no tempo f(x+) = 0, sem alterar as equações de movimento do sis-

tema. Tanto na forma Instantânea como no Plano Nulo, obtemos o gerador da transformação

de calibre utilizando a Equação de Lie asociando assim os dois parâmetros da teoria δλa e δωa.

Neste processo eliminamos os termos de contorno da equação, confirmando assim que a teoria

é quase-invariante.
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Nesse mesmo capı́tulo estudamos tambem a teoria Auto-dual vetorial fμ, que é equivalente

ao caso abeliano da teoria de Yang-Mills Topologicamente Massiva, chamada de Maxwell-

Chern-Simons. Esta teoria é constituı́da por um termo massivo de Proca mais um termo de

Chern-Simons, portanto não possui invariância de calibre. Isto é corroborado com a análise

de vı́nculos da teoria, que não apresenta nenhum Hamiltoniano involutivo. Com todos os Ha-

miltonianos restantes construı́mos o Parêntese Generalizado e nessa estrutura identificamos um

campo escalar. Esse mesmo campo escalar também é identificado dentro do Parêntese de Pois-

son da teoria de Maxwell-Chern-Simons, uma vez que sua dinâmica não tem que ser redefinida.

Assim, temos que variável fμ corresponde ao auto-dual do campo tensorial Fμν mostrando as-

sim a correspondência entre estas duas teorias.

No capı́tulo VI estudamos a teoria da Gravitação Linearizada. Apresentamos primeiro, a

Lagrangiana da Einstein-Hilbert assim como a sua equivalente, chamada Gamma-Gamma que

não possui derivadas de segunda ordem na métrica. Em seguida apresentamos as variáveis de

Goldberg que são densidades métricas. Essas variáveis permitem escrever em uma forma conve-

niente a ação de Einstein-Hilbert e permitem um melhor acompanhamento da expansão pertur-

bativa da teoria. Todavia, a análise de vı́nculos da teoria linearizada com variáveis de Goldberg

parece bem complexa devido à presenção de vı́nculos canônicos não-involutivos. Embora esses

Hamiltonianos possam ser eliminados, redefinindo a dinâmica do sistema, esse processo não

será útil para posteriores aplicações em teorias mais complexas de gravitação. Por essa razão

preferimos um estudo de vı́nculos onde a variável dinâmica seja a métrica.

O método para obter a Lagrangiana para a Gravitação Linearizada em termos da métrica não

é unico. Uma forma é linearizar diretamente a Lagrangiana de Einstein-Hilbert, outro método

(mostrado nesta tese) é utilizar o processo de consistência formulado pelo Feynman. Utilizando

quaisquer dos dois métodos obtemos assim a Lagrangiana de Fierz-Pauli, que tambêm está re-

lacionada com a teoria linearizada em termos da variáveis de Goldberg. Comquanto estas duas

teorias sejam equivalentes, suas estruturas de vı́nculos diferem drasticamente. Além de possuir

vı́nculos canônicos involutivos, a Lagrangiana de Fierz-Pauli permite obter uma simplificação

desses quando foliamos o espaço-tempo e eliminamos os termos de superficie. Se bem esse

proceso elimina as covariância da teoria no formalismo Lagrangeano, esta não perde suas pro-

priedades de calibre, como foi mostrado a partir da análise da Equação de Lie. Neste caso, a

Condição de Integrabilidade só fornece Hamiltonianos involutivos ao sistema que são gerado-

res das transformações canônicas do sistema. Para obter o gerador da transformação de calibre

utilizamos a equação de Lie, mas diferente dos outros casos, existe uma indeterminação para

relacionar os parâmetros dessa teoria. Contudo, a relação dinâmica como resultado da definição

do momento conjugado nos permite relacionar os parâmetros de manera única.

Como perspectivas futuras e, havendo completado o formalismo clássico de vı́nculos, pla-

nejamos complementar o formalismo para obter um programa de quantização vı́a integração

funcional à la Hamilton-Jacobi. Assim como a nı́vel clássico, a propria estrutura matemática do

formalismo fornece elementos para redefinir a dinâmica e obter os geradores das transformações

canônicas; esperamos que o análise da equação caracterı́stica dS = pidq
i − H ′

adt
a nos leve a
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uma análise a nı́vel quântico naturalmente. Por outro lado, no que concerne as aplicações, es-

tamos interessados em estudar os geradores das supersimmetrias. Nesse sentido, precisamos

generalizar o formalismo apresentado nesta tese para sistemas de Berezin, uma vez que seus

elementos implementam tanto as variáveis bosónicas como as fermiônicas. Vale ressaltar que o

trabalho apresentado em [14] não contempla a nova divisão entre Hamiltonianos nem o papel de

cada um deles no formalismo. O estudo das variações totais assim como da Equação de Lie para

sistemas de Berezin tambem é necessário para a análise de vı́nculos à la Hamilton-Jacobi. A

análise da teoria de Yang-Mills Topologicamente Massiva nos incentiva ao estudo da teoria da

Gravitação Topologicamente Massiva assim como sua versão linearizada. Segunda esta linha de

estudo, vemos que a análise do modelo de Auto-dual para a teoria da gravitação linearizada to-

pologicamente massiva é útil, pois reduz o estudo de uma teoria de ordem superior para uma de

primeira ordem. Finalmente, gostarı́amos de generalizar o método de simetrização, resultante

da invariância de Poincaré na Equação de Lie, para ações de ordem superior e, assim aplicá-la

a modelos tais como a teoria de Podolsky.
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[11] Y. Güler, Il Nuovo Cimento B111, 513 (1996).
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Apêndice A

Simetrização do tensor de
energia-momento via Equação de Lie

Nesta seção calcularemos o tensor de energia-momento simetrizado das teorias de Maxwell-

Chern-Simons e do modelo Auto-dual utilizando a invariância sob transformações de Poincaré

na Equação de Lie.

A.1 Teoria de Maxwell-Chern-Simons

A teoria de Maxwell-Chern-Simons, caso abeliano do campo de Yang-Mills Topologica-

mente Massivo, é descrita pela seguinte funcional de ação

WMCS =

∫
d3x

[
−1

4
F μνFμν +

μ

4
εμνγFμνAγ

]
. (A.1)

Realizando variações totais obtemos a Equação de Lie

ΔL = δAα

(
∂μF

μα +
μ

2
ερσαFρσ

)
+ δxα∂μΘ

μ
α

+ ∂μ

[(
−F μα +

μ

2
εμαγAγ

)
δAα − δxαΘμ

α

]
. (A.2)

onde o tensor de energia-momento canônico é dado por

Θμ
α = −F μβ∂αϕβ +

1

4
δμαF

ρσFρσ +
μ

2

(
εμβγAγ∂αϕβ − 1

2
ερσγδμαFρσAγ

)
. (A.3)

Para simetrizar o tensor energia-momentum canônico, vamos a considerar a transformação de

Poincaré

x′μ = xμ + δxμ, (A.4a)

δxμ = ωμ
νx

ν + εμ, (A.4b)

que induz uma transformação no vector Aμ

A′μ (x
′) =

∂xν

∂x′μ
Aν (x) =

[
δνμ − ∂μδx

ν
]
Aν (x) = Aμ (x)− ∂μδx

νAν ,
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logo

δAμ = −Aν∂μδx
ν . (A.5)

Agora, definindo

πμα ≡ −F μα +
μ

2
εμαγAγ, (A.6)

escrevemos a Equação de Lie para variações a ponto fixo

ΔL =
μ

4
ερσαFρσδAα + πμα∂μδAα + δxα∂μΘ

μ
α − ∂μ (δx

αΘμ
α) ,

substituindo (A.5) temos que

ΔL =− μ

4
ερσαFρσAν∂αδx

ν − πμα∂μ (Aν∂αδx
ν) + δxα∂μΘ

μ
α − ∂μ (δx

αΘμ
α) ,

=− μ

4
ερσαFρσAν∂αδx

ν − πμα (∂μAν) ∂αδx
ν + δxα∂μΘ

μ
α − ∂μ (δx

αΘμ
α) ,

=
[
−μ
4
ερσαFρσAν − πμα∂μAν

]
∂αδx

ν + δxα∂μΘ
μ

α − ∂μ (δx
αΘμ

α) ,

=
[
−μ
4
ερσμFρσAα − πσμ∂σAα

]
∂μδx

α + δxα∂μΘ
μ

α − ∂μ (δx
αΘμ

α) ,

=δxα∂μ

[
Θμ

α +
μ

4
ερσμFρσAα + πσμ∂σAα

]
− ∂μ

[
δxα

(
Θμ

α +
μ

4
ερσμFρσAα + πσμ∂σAα

)]
,

agora, definindo

T μ
α ≡ Θμ

α +
μ

4
ερσμFρσAα + πσμ∂σAα. (A.7)

e substituindo (A.6) e (A.3) obtemos

T μ
α =− F μβ∂αAβ +

1

4
δμαF

ρσFρσ +
(
−F σμ +

μ

2
εσμγAγ

)
∂σAα

+
μ

2

(
εμσγAγ∂αAσ − 1

2
ερσγδμαFρσAγ

)
+
μ

4
ερσμFρσAα,

=− F μσ∂αAσ +
1

4
δμαF

ρσFρσ − F σμ∂σAα

+
μ

2

(
εμσγAγ∂αAσ + εσμγAγ∂σAα − 1

2
ερσγδμαFρσAγ +

1

2
ερσμFρσAα

)
,

=
1

4
δμαF

ρσFρσ − F σμ (∂σAα − ∂αAσ)

+
μ

2

[
εμσγAγFασ − 1

2
ερσγδμαFρσAγ +

1

2
ερσμδγαFρσAγ

]
,

=
1

4
δμαF

ρσFρσ − F σμFσα

+
μ

2

[
εμσγδραFρσAγ +

1

2
(ερσμδγα − ερσγδμα)FρσAγ

]
,

=
1

4
δμαF

ρσFρσ − F σμFσα +
μ

2

[
εμσγδρα +

1

2
(ερσμδγα − ερσγδμα)

]
FρσAγ,

108



analizando a expresão

Σρσγ = εμσγδρα +
1

2
(ερσμδγα − ερσγδμα) ,

= εμσγδρα +
1

2

(
ερσβδμβδ

γ
α − ερσβδγβδ

μ
α

)
,

= εμσγδρα +
1

2
ερσβ

(
δμβδ

γ
α − δγβδ

μ
α

)
,

= εμσγδρα +
1

2
ερσβελβαε

λμγ,

= εμσγδρα −
1

2
ερσβελαβε

λμγ,

= εμσγδρα −
1

2
(δρλδ

σ
α − δσλδ

ρ
α) ε

λμγ,

= εμσγδρα −
1

2
(δσαε

ρμγ − δραε
σμγ) ,

= εμσγδρα −
1

2
δσαε

ρμγ +
1

2
δραε

σμγ,

=
1

2
(εμσγδρα − δσαε

ρμγ) ,

logo

T μ
α =

1

4
δμαF

ρσFρσ − F σμFσα +
μ

4
(εμσγδρα − δσαε

ρμγ)FρσAγ,

T μ
α =

1

4
δμαF

ρσFρσ − F σμFσα +
μ

4
(εμσγFασ − ερμγFρα)Aγ,

T μ
α =

1

4
δμαF

ρσFρσ − F σμFσα +
μ

4
(εμσγFασ − εσμγFσα)Aγ,

T μ
α =

1

4
δμαF

ρσFρσ − F σμFσα +
μ

4
(εμσγFασ − εμσγFασ)Aγ,

T μ
α =

1

4
δμαF

ρσFρσ − F σμFσα, (A.8)

e o termo de Chern-Simons não afeta a energia do sistema.

A.2 Modelo Auto-dual

O modelo Auto-dual é descrito pela seguinte funcional de ação

W =

∫
d3x

(
1

2
fμf

μ − 1

2m
εμνρf

μ∂νfρ

)
, (A.9)

e sua correspondente equação de Lie que é obtida, considerando variações totais δW =
∫
ΔL

dada por

ΔL = δfα

(
fα − 1

m
εανρ∂νfρ

)
+ δxα∂μΘ

μ
α + ∂μ

[
− 1

2m
εαμβfαδfβ − δxαΘμ

α

]
, (A.10)

onde o tensor de energia-momentum canónico Θγ
λ é

Θμ
α = − 1

2m
εσμβfσ∂αfβ − 1

2
δμαfσf

σ +
1

2m
εσβρδμαfσ∂βfρ. (A.11)
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A primeira expressão é identificada como a equação de movimento de Euler-Lagrange, que

decorre das variações a ponto fixo com campos nulos no contorno do espaço-tempo (A.10),

obtemos

fα − 1

m
εαμν∂μfν = 0. (A.12)

Note-se que se derivamos esta equação, conseguimos

∂αf
α = 0, (A.13)

como uma consequência da antisimmetria do sı́mbolo de Levi-Civita. Agora, é posı́vel simetri-

zar (A.11) se utilizamos a invariância sob transformações de Poincaré, onde δxα = ωα
βx

β+aα,

com ωαβ = −ωβα e aα constantes. Esta transformação também impõe uma transformação no

campo vectorial δfα = − (
∂αδx

β
)
fβ . Substituindo na equação de Lie

0 =δfμ

(
fμ − 1

m
εμνρ∂νfρ

)
− 1

2m
∂μ

(
εσμβfσδfβ

)
+ δxα∂μΘ

μ
α − ∂μ (δx

αΘμ
α) ,

=− (∂μδx
α)

(
fαf

μ − 1

m
εμνρfα∂νfρ

)
+

1

2m
∂μ

(
εσμβfσfα∂βδx

α
)

+ δxα∂μΘ
μ

α − ∂μ (δx
αΘμ

α) ,

=− fαf
μ∂μδx

α +
1

m
εμνρfα∂νfρ∂μδx

α +
1

2m
∂μ

(
εσμβfσfα∂βδx

α
)

+ δxα∂μΘ
μ

α − ∂μ (δx
αΘμ

α) ,

e devido à antisimmetria do εσμβ assim como da simetria das derivadas parciais ∂μ∂βδx
α, o

terceiro termo no lado direito da equação pode ser re-escrito como ∂μ
(
εσμβfσfα∂βδx

α
)

=

∂μ
(
εσμβfσfα

)
∂βδx

α = ∂β
(
εσβμfσfα

)
∂μδx

α, re-ordenamos os termos como

0 =

[
−fαfμ +

1

m
εμνρfα∂νfρ +

1

2m
∂β

(
εσβμfσfα

)]
∂μδx

α + δxα∂μΘ
μ

α − ∂μ (δx
αΘμ

α) ,

=

[
−fαfμ +

1

m
εμνρfα∂νfρ +

1

2m
εσβμfσ∂βfα +

1

2m
εσβμfα∂βfσ

]
∂μδx

α

+ δxα∂μΘ
μ

α − ∂μ (δx
αΘμ

α) ,

=

[
−fαfμ +

1

m
εμνρfα∂νfρ +

1

2m
εσβμfσ∂βfα − 1

2m
εμβσfα∂βfσ

]
∂μδx

α

+ δxα∂μΘ
μ

α − ∂μ (δx
αΘμ

α) ,

o segundo e quarto termo dentro dos parênteses são iguais, então

0 =

[
−fαfμ +

1

2m
εμνρfα∂νfρ +

1

2m
εσβμfσ∂βfα

]
∂μδx

α + δxα∂μΘ
μ

α − ∂μ (δx
αΘμ

α) .

(A.14)

renomeamos

Cμ
α ≡ −fαfμ +

1

2m
εμσβfα∂σfβ +

1

2m
εσβμfσ∂βfα, (A.15)
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tal que, pode-se escrever (A.14) como

0 = Cμ
α∂μδx

α + δxα∂μΘ
μ

α − ∂μ (δx
αΘμ

α) ,

= δxα∂μ (Θ
μ

α − Cμ
α)− ∂μ [δx

α (Θμ
α − Cμ

α)] .

Consequentemente, podemos definir um novo tensor de energia-momentum, T μ
α ≡ Θμ

α − Cμ
α,

tal que

0 = δxα∂μT
μ

α − ∂μ (δx
αT μ

α) , (A.16)

e

T μ
α =− 1

2m
εσμβfσ∂αfβ − 1

2
δμαfσf

σ +
1

2m
εσβρδμαfσ∂βfρ

+ fαf
μ − 1

2m
εμσβfα∂σfβ − 1

2m
εσβμfσ∂βfα,

reordenando os termos, podemos escrever

T μ
α = fαf

μ − 1

2
δμαfσf

σ +Kμ
α, (A.17a)

Kμ
α ≡ −

1

2m
εσμβfσ∂αfβ +

1

2m
εσβρδμαfσ∂βfρ −

1

2m
εμσβfα∂σfβ − 1

2m
εσβμfσ∂βfα.

(A.17b)

Para a última expressão, (A.17b), temos que

Kμ
α =

1

2m
εμσβ (fσ∂αfβ − fσ∂βfα − fα∂σfβ) +

1

2m
εσβρδμαfσ∂βfρ,

=
1

2m
εμσβ [fσ (∂αfβ − ∂βfα)− fα∂σfβ] +

1

2m
εσβρδμαfσ∂βfρ,

=
1

2m
εμσβ

[
fσ

(
δγαδ

ρ
β − δγβδ

ρ
α

)
∂γfρ − fα∂σfβ

]
+

1

2m
εσβρδμαfσ∂βfρ,

devido que o sı́mbolo de Levi-Civita em três dimensões satisfaz ελαβε
λγρ = δγαδ

ρ
β − δγβδ

ρ
α, logo

Kμ
α =

1

2m
εμσβ

[
ελαβε

λγρfσ∂γfρ − fα∂σfβ
]
+

1

2m
δμαε

σβρfσ∂βfρ,

=
1

2m

[
εμσβελαβε

λγρfσ∂γfρ − εμσβfα∂σfβ
]
+

1

2m
δμαε

σβρfσ∂βfρ,

=
1

2m

[
(δμλδ

σ
α − δμαδ

σ
λ) ε

λγρfσ∂γfρ − εμσβfα∂σfβ
]
+

1

2m
δμαε

σβρfσ∂βfρ,

=
1

2m

[
εμγρfα∂γfρ − δμαε

σγρfσ∂γfρ − εμσβfα∂σfβ
]
+

1

2m
δμαε

σβρfσ∂βfρ,

vemos que o primeiro e terceiro termo do lado direito da equação cancelam-se entre si, as-

sim como o segundo com o quarto termo. Nota-se que o cancelamento do termo Kμ
α é

consequência das propiedades do termo de Levi-Civita e não, uma eliminação de termos de

divergência. Portanto, substituindo em (A.17a), obtemos uma versão simetrizada do tensor de

energia-momentum

T μν = fμf ν − 1

2
ημνfσf

σ. (A.18)
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Agora, nota-se que

δxα∂μT
μ

α = δxα (fα∂μf
μ + fμ∂μfα − fμ∂αfμ) ,

= δxα
[
fα∂μf

μ + fμ
(
δβμδ

σ
α − δβαδ

σ
μ

)
∂βfσ

]
,

= δxα
[
fα∂μf

μ + ελμαε
λβσfμ∂βfσ

]
,

substituindo esse em (A.16)

∂μ (δx
αT μ

α) = δxα
[
fα∂μf

μ + ελμαf
μ
(
ελβσ∂βfσ

)]
.

Sempre que a equação de Euler-Lagrange (A.12) for válida e, como consequência da (A.13),

obtemos

∂μ (δx
αT μ

α) = δxα
[
fα∂μf

μ +mελμαf
μfλ

]
= 0,

resultando na conservação da corrente J μ = δxαT μ
α. Logo

J μ = ωαβx
βT μα + aαT

μα,

=
1

2
ωαβ

(
xβT μα − xαT μβ

)
+ aαT

μα,

e

∂μJ μ =
1

2
ωαβ∂μ

(
xβT μα − xαT μβ

)
+ aα∂μT

μα = 0,

essa relação tambem resulta em considerar um tensor de energia-momento sem divergencia

∂μT
μα = 0 e o tensor de momento angular Mβμα ≡ xβT μα − xαT μβ .
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Apêndice B

Algumas caracterı́sticas da dinâmica no
Plano Nulo

B.1 Campo Complexo em 3 + 1

A densidade Lagrangiana no campo escalar complexo em coordenadas de Cone de Luz é

dada por

L = ∂μϕ∂μϕ
∗ −m2ϕϕ∗ = ∂+ϕ∂−ϕ∗ + ∂−ϕ∂+ϕ∗ − ∂iϕ∂iϕ

∗ −m2ϕϕ∗. (B.1)

Nota-se a dependência em primeira ordem nas velocidades ∂+ϕ e ∂+ϕ
∗, o que indica que esta-

mos lidando com uma teoria com vı́nculos. Uma vez que os campos ϕ e ϕ∗ são considerados

independentes, os renomeamos ϕ1 = ϕ and ϕ2 = ϕ∗. A equação de Euler-Lagrange é

(
2∂+∂− − ∂i∂i +m2

)
ϕa = 0, a = 1, 2, (B.2)

também conhecida como equação de Klein-Gordon-Fock. A estructura singular dessa teoria

esta caracterizada pelo seguinte conjunto de densidades Hamiltonianas

H′ ≡ p+ +Hc = 0→ τ ≡ x+, p+ = ∂S/∂x+, (B.3a)

H′a ≡ πa − ∂−ϕa = 0→ λa ≡ ϕa, π
a = ∂S/∂ϕa, (B.3b)

onde a densidade Hamiltoniana canônica é dada porHc = ∂iϕ1∂iϕ2+m
2ϕ1ϕ2. A Hamiltoniana

H′a é não-involutiva uma vez que

Mab (x, y) ≡ {H′a (x) ,H′b (y)} = −2δab∂x−δ (x− y) , (B.4)

indicando que a variável λa, conjugada a essa Hamiltoniana, pode ser eliminada da dinâmica

do sistema se construirmos o Parêntese Generalizado

{F (x) , G (y)}∗ ≡ {F (x) , G (y)}
−

∫
dzdw {F (x) ,H′a (z)}M−1

ab (z, w) {H′a (w) , G (y)} . (B.5)
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A matriz inversa com componentes M−1
ab (x, y) tem que satisfazer∫

dzMac (x, z)M
−1
cb (z, y) = δabδ (x− y) , (B.6)

onde temos δ (x− y) ≡ δ (x− − y−) δ (x− y). Substituindo (B.4) em (B.6) obtemos que

−2∂x−M−1
ab (x, y) = δabδ (x− y) . (B.7)

É bem conhecido que a função sinal ε (x− y) ≡ ε (x− − y−) δ (x− y) = −ε (y − x) satisfaz

∂x−ε (x− y) = 2δ (x− y), logo uma solução geral para (B.7) tem a forma

M−1
ab (x, y) = −1

4
δabε (x− y) + fab

(
x+,x,y

)
, (B.8)

onde fab = fab (x
+,x,y) são funções arbitrárias. Podemos escolher uma determinada solução,

considerando uma dada condição de contorno que fixa fab. Para essa solução particular obtemos

como Parênteses Generalizados fundamentais

{ϕa (x) , ϕb (y)}∗ = −1

4
δabε (x− y) + fab, (B.9a)

{
ϕa (x) , π

b (y)
}∗

=
1

2
δabδ (x− y) , (B.9b)

{
πa (x) , πb (y)

}∗
=

1

2
δab∂

x
−δ (x− y) . (B.9c)

A evolução dinâmica do sistema é agora fornecido pelo seguinte diferencial fundamental

dF =

∫
dy {F (x) ,H′ (y)}∗ dx+, (B.10)

de onde obtemos a seguinte Equação Caracterı́stica para o momento canônico

dπa =
1

2

[
δa1

(
∂i∂i −m2

)
ϕ2 + δa2

(
∂i∂i −m2

)
ϕ1

]
dx+. (B.11a)

Notemos que se substituirmos (B.3b) nessa última equação, obtemos a equação de Klein-

Gordon-Fock sem impor qualquer outra condição sobre a função fab.

A não unicidade da matriz inversa está relacionada com um subconjunto de Hamiltonianas

involutivas. Para isso consideremos a combinação linear

H ′
a ≡

∫
d3xΛab

(
x+,x

)H′b (x) , (B.12)

onde d3x = dx−d2x e Λab = Λab (x
+,x) são funções arbitrárias. Essa função Hamiltoniana

comuta com quaisquer densidadeH′a já que

{H ′
a,H′b (x)} =

∫
d3yΛac

(
y+,y

) {H′c (y) ,H′b (x)} = 2∂x−Λab

(
x+,x

)
= 0.

Agora consideremos uma combinação mais geral com um conjunto de funções Fab = Fab (x) e

representada pelo funcional

Fab [H′b] ≡
∫
d3xFab (x)H′b (x) . (B.13)
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Essa expressão contém um subconjunto de Hamiltonianos involutivos. Logo, o complemento

deste subconjunto fornece os Hamiltonianos não-involutivos de onde se obtém os Parênteses

Generalizados. Identificamos esses subconjuntos se escrevemos

Fab [H′b] =
∫
d3x

[
Fab (x) + Λab

(
x+,x

)]H′b (x)−
∫
d3xΛab

(
x+,x

)H′b (x) ,
Para que essa decomposição seja unica temos que impor uma condição de contorno sob a função

F ′ab (x) = Fab (x) + Λab (x
+,x). Uma dessas condições que são bem determinadas no Plano

Nulo é

F ′ab
(
x− =∞)

= −F ′ab
(
x− = −∞)

, (B.14)

que se reflete na determinação para Λab em

Λab

(
x+,x

)
=

1

2

[
F ′ab

(
x− =∞)

+ F ′ab
(
x− = −∞)]

.

A condição (B.14) é satisfeita pela função sinal F ′ab = 1/4δabε (x− y). Portanto, o Hamiltoni-

ano não-involutivo tem a forma

H̄ ′
a =

1

4

∫
d3xε (x− y)H′a (x) . (B.15)

que pode ser mostrado se calcularmos

M̄ab (x, y) ≡
{
H̄ ′

a (x) , H̄
′
b (y)

}
=

1

4
δabε (x− y) , (B.16)

o que é um resultado diferente do em (B.4). A principal diferença é que a matriz (B.16) possui

uma inversa única

M̄−1
ab (x, y) = 2δab∂

x
−δ (x− y) . (B.17)

A partir dessa inversa construı́mos os Parênteses Generalizados, obtemos a estrutura fundamen-

tal dada por

{ϕa (x) , ϕb (y)}∗ = −1

4
δabε (x− y) , (B.18a)

{
ϕa (x) , π

b (y)
}∗

=
1

2
δabδ (x− y) , (B.18b)

{
πa (x) , πb (y)

}∗
=

1

2
δab∂

x
−δ (x− y) , (B.18c)

que resulta ser os mesmos parênteses obtidos em (B.9) sob a escolha particular de fab (x
+,x,y) =

0.
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Apêndice C

Equação de Lie para a Gravitação
Linearizada

C.0.1 Foliação espaço-tempo da Lagrangiana

Quebramos a covariância da densidade Lagrangiana de Fierz-Pauli dividindo as coordena-

das do espaço-tempo, dessa forma escrevemos

L = −1

2
∂ih

i0∂0h00 + ∂0h0i

(
1

2
∂ih00 +

1

2
∂ihjj − ∂jh

ji

)

+ ∂0hij

(
1

4
∂0hij − 1

4
ηij∂0hkk +

1

2
ηij∂kh

k0

)
− V , (C.1)

onde V é dado por

V = −1

2
∂ih0j∂

ih0j − 1

4
∂ihjk∂

ihjk +
1

2
∂ih00∂

ihjj +
1

4
∂ih

j
j∂

ihkk

− 1

2
∂ih

i
j∂

jh00 − 1

2
∂ih

i
j∂

jhkk +
1

2
∂ih

i0∂jh
j0 +

1

2
∂ih

i
j∂kh

kj. (C.2)

Uma vez que estamos interessados nas simetrias a nı́vel Lagrangiano, escrevemos a Equação de

Lie para pontos fixos ΔL =δL. De (C.1) temos

δL = −1

2
∂iδh

i0∂0h00 − 1

2
∂ih

i0∂0δh00 + ∂0δh0i

(
1

2
∂ih00 +

1

2
∂ihjj − ∂jh

ji

)

+ ∂0h0i

(
1

2
∂iδh00 +

1

2
∂iδhjj − ∂jδh

ji

)
+ ∂0δhij

(
1

4
∂0hij − 1

4
ηij∂0hkk +

1

2
ηij∂kh

k0

)

+ ∂0hij

(
1

4
∂0δhij − 1

4
ηij∂0δhkk +

1

2
ηij∂kδh

k0

)
− δV .

Nossa intenção é escrever essa equação como dependente das variáveis h00, h0i e hij . Podemos

fazer isso através da eliminação dos termos de contorno, tanto espaciais como temporais, tendo
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assim:

δL =
1

2
h00∂0∂iδh

i0 +
1

2
hi0∂i∂0δh00 − 1

2
h00∂

i∂0δh0i − 1

2
hjj∂

i∂0δh0i + hji∂j∂0δh0i

+ h0i

(
−1

2
∂0∂

iδh00 − 1

2
∂0∂

iδhjj + ∂0∂jδh
ji

)
− 1

4
hij∂0∂0δhij +

1

4
hii∂0∂

0δhjj −
1

2
h0i∂i∂0δh

j
j

+ hij

(
−1

4
∂0∂

0δhij +
1

4
ηij∂0∂

0δhkk −
1

2
ηij∂0∂kδh

k0

)
− δV ,

reordenando esses termos, obtemos

δL = hij

(
−1

2
∂0∂0δh

ij + ∂j∂0δh
0i +

1

2
ηij∂0∂

0δhkk − ηij∂0∂kδh
k0

)
+ h0i

(−∂0∂iδhjj + ∂0∂jδh
ji
)− δV . (C.3)

Agora executamos a variação do termo V a partir de (C.2) seguindo o mesmo procedimento

utilizado anteriormente

δV = −∂ih0j∂iδh0j − 1

2
∂ihjk∂

iδhjk +
1

2
∂iδh00∂

ihjj +
1

2
∂ih00∂

iδhjj +
1

2
∂ih

j
j∂

iδhkk

− 1

2
∂iδh

i
j∂

jh00 − 1

2
∂ih

i
j∂

jδh00 − 1

2
∂iδh

i
j∂

jhkk −
1

2
∂ih

i
j∂

jδhkk + ∂ih
i0∂jδh

j0 + ∂ih
i
j∂kδh

kj,

δV = h0i∂j∂
jδh0i +

1

2
hij∂k∂

kδhij − 1

2
hii∂

k∂kδh00 − 1

2
h00∂i∂

iδhjj −
1

2
hii∂k∂

kδhll

+
1

2
h00∂

j∂iδh
i
j +

1

2
hij∂

i∂jδh00 +
1

2
hii∂

k∂lδhkl +
1

2
hij∂

i∂jδhkk − hi0∂i∂jδh
j0 − hij∂

i∂kδh
kj,

temos que

δV = h00

(
1

2
∂j∂iδhij − 1

2
∂i∂

iδhjj

)
+ h0i

(
∂j∂

jδh0i − ∂i∂
jδh0j

)
+ hij

(
1

2
∂i∂jδh00 +

1

2
∂i∂jδhkk − ∂i∂kδh

kj +
1

2
∂k∂

kδhij
)

+ hii

(
1

2
∂k∂lδhkl − 1

2
∂k∂kδh00 − 1

2
∂k∂

kδhll

)
. (C.4)

De (C.3) e (C.4) obtemos

δL =
1

2
h00

(−∂j∂iδhij + ∂i∂
iδhjj

)
+ h0i

(−∂0∂iδhjj + ∂0∂jδh
ji − ∂j∂

jδh0i + ∂i∂
jδh0j

)
+ hij

[
−1

2
∂0∂0δh

ij − 1

2
∂i∂jδh00 + ∂j∂0δh

0i − 1

2
∂i∂jδhkk + ∂i∂kδh

kj − 1

2
∂k∂

kδhij
]

+ ηijhij

[
1

2
∂0∂0δh

k
k +

1

2
∂k∂kδh00 − ∂0∂kδh

k0 − 1

2
∂k∂lδhkl +

1

2
∂k∂

kδhll

]
.

Nota-se que uma vez que todos os hαβ são independentes, todos seus coeficientes devem ser

nulos para assim obter uma simetria. De

0 = −∂j∂iδhij + ∂i∂
iδhjj,

0 = −∂0∂iδhjj + ∂0∂jδh
ji − ∂j∂

jδh0i + ∂i∂
jδh0j,
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temos que

δhij = ∂iXj + ∂jXi,

δh0i = ∂0Xi + ∂iX0,

substituindo essa expressão no coeficiente de hij obtemos

δL = hij

[
−1

2
∂i∂jδh00 + ∂j∂0∂

iX0

]
+ ηijhij

[
∂0∂0∂kX

k +
1

2
∂k∂kδh00

]
,

logo identificamos

δh00 = 2∂0X0.

Portanto, obtemos uma quase-invariância da teoria devido à eliminação de termos de contorno

na Equação de Lie sob a transformação de calibre δhμν = ∂μXν + ∂νXμ.

C.0.2 Equação de Lie para a obtenção do Gerador da transformação de
Calibre

Reduzimos a Lagrangiana de Fierz-Pauli para assumir a forma

L = ∂0hij

(
1

4
∂0hij − 1

2
∂jh0i − 1

2
∂ih0j + ηij∂kh0k − 1

4
ηij∂0hkk

)
− V , (C.5)

de onde obtemos uma simplificação máxima dos momentos canônicos π0μ = 0, e

πij =
1

2
∂0hij − 1

2
∂jh0i − 1

2
∂ih0j + ηij∂kh0k − 1

2
ηij∂0h

k
k, (C.6)

sendo o único momento canônico não nulo. Em seguida reescrevemos a Lagrangiana

L = ∂0hij

(
1

2
∂0hij − 1

2
∂jh0i − 1

2
∂ih0j + ηij∂kh0k − 1

2
ηij∂0hkk −

1

4
∂0hij +

1

4
ηij∂0hkk

)
− V ,

= ∂0hij

(
πij − 1

4
∂0hij +

1

4
ηij∂0hkk

)
− V ,

= πij∂0hij − 1

4
∂0hij∂0h

ij − 1

4
∂0h

i
i∂0h

k
k − V ,

nesse ponto estamos considerando as variáveis πij e as velocidades ∂0hij como variáveis inde-

pendentes. Portanto, a variação fixa ΔL =δL é dada por

δL = δπij∂0hij + πij∂0δhij − 1

2
∂0hij∂0δh

ij +
1

2
∂0h

i
i∂0δh

k
k − δV .
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Substituindo a expressão para πij e eliminando os termos de contorno, obtemos

δL = −hij∂0δπij +

(
1

2
∂0hij − 1

2
∂jh0i − 1

2
∂ih0j + ηij∂kh0k − 1

2
ηij∂0h

k
k

)
∂0δhij

+
1

2
hij∂0∂0δh

ij − 1

2
hii∂0∂0δh

k
k − δV ,

δL =

(
−hij∂0δπij +

1

2
hij∂0∂0δh

ij

)
+

(
1

2
∂0hij − ∂jh0i + ηij∂kh0k − 1

2
ηij∂0h

k
k

)
∂0δhij

− 1

2
hii∂0∂0δh

k
k − δV ,

=

(
−hij∂0δπij +

1

2
hij∂0∂0δh

ij

)
− 1

2
hij∂0∂0δhij + h0i∂j∂0δhij

− h0i∂
i∂0δh

j
j +

1

2
hii∂0∂0δh

k
k −

1

2
hii∂0∂0δh

k
k − δV ,

isto é

δL = −hij∂0δπij + h0i
(
∂j∂0δhij − ∂i∂0δh

j
j

)− δV . (C.7)

Agora, substituindo (C.4) obtemos

δL = −hij∂0δπij + h00

(
−1

2
∂j∂iδhij +

1

2
∂i∂

iδhjj

)
+ h0i

(
∂j∂0δhij − ∂i∂0δh

j
j − ∂j∂

jδh0i + ∂i∂
jδh0j

)
− hij

(
1

2
∂i∂jδh00 +

1

2
∂i∂jδhkk − ∂i∂kδh

kj +
1

2
∂k∂

kδhij
)

− hii

(
1

2
∂k∂lδhkl − 1

2
∂k∂kδh00 − 1

2
∂k∂

kδhll

)
, (C.8)

que é a Equação de Lie que será utilizada, juntamente com as Equações Caracterı́sticas, a fim

dese obter a relação entre dois geradores: a relacionada com a transformação canônica e a

relacionada com a transformação de calibre.
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