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Resumo

Nesta Tese, apresentamos a formulacao cldssica completa da teoria de Hamilton-Jacobi para
sistemas vinculados. Usando o método de Lagrangianas Equivalentes de Carathéodory ob-
temos um conjunto de Equagdes Diferenciais Parciais de Hamilton-Jacobi, também chamado
de Hamiltonianos. A Condi¢do de Integrabilidade nos permite dividir os Hamiltonianos entre
involutivos e nao-involutivos. Construimos os Parénteses Generalizados a fim de eliminar os
Hamiltonianos nao-involutivos, enquanto que relacionamos os Hamiltonianos involutivos com
o Gerador das transformagdes candnicas. Por outro lado, a Equagdo de Lie € resultado da
realizacdo das variacdes totais no funcional de acdo, e que € relacionada as simetrias da teoria.
Usamos a Equacgdo de Lie e a estrutura das Equacdes Caracteristicas, que indicam a evolucao
dinamica do sistemas, para associar o Gerador de transformagdes candnicas as simetrias de
calibre. Aplicamos o formalismo de Hamilton-Jacobi ao modelo da Mecanica Quantica Topo-
logica, ao modelo BF bi-dimensional equivalente a Teoria de Jackiw-Teitelboim, ao campo de
Yang-Mills Topologicamente Massivo e seu equivalente Auto-dual, assim como para o campo

da Gravitacao linearizada.

Palavras Chaves: Principios variacionais; Formalismo de Hamilton-Jacobi; Teorias Topologi-
cas; Gravitacdo Linearizada.
Areas do conhecimento: Teoria de Campos.
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Abstract

It is presented the complete classical formulation of the Hamilton-Jacobi theory for cons-
trained systems. From fixed point variations and using the Carathéodory’s method of Equiva-
lent Lagrangian we obtain a set of Hamilton-Jacobi Partial Differential Equations, also called
Hamiltonians. The Integrability Condition allow us to divide the Hamiltonians between invo-
lutive and non-involutive ones. We build the Generalized Brackets in order to eliminate the
non-involutive Hamiltonians, whereas we relate the involutive Hamiltonians to the Generator
of Canonical Transformations. On the other hand, we build the Lie Equation, result of perform
total variations to the action functional and which is related to the symmetries of the theory.
We use the Lie equation along with the structure of the Characteristic Equations, related to the
dynamical evolution of the systems, to associate the Generator of Canonical Transformation to
Gauge symmetries. We apply this formalism to the Topologically Quantum Mechanics, the two-
dimensional BF model equivalent to the Jackiw-Teitelboim theory, the Topologically Massive
Yang-Mills field as well as its correspondent self-dual and to the Linearized Gravity field.

Key words: Variational Principles; Hamilton-Jacobi Formalism; Topological Theories; Linea-
rized Gravity.

Knowledge Area: Field theory.
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Capitulo 1

Introducao

O estudo dos sistemas vinculados iniciou-se com os trabalhos de Dirac [1] e Bergmann [2] e
tornou-se uma ferramenta poderosa para lidar com teorias de calibre uma vez que, tal como foi
provado por Anderson e Bergmann, estas teorias possuem vinculos. Como a maioria das teorias
modernas sdo teorias de calibre, a importancia do estudo do formalismo de Dirac € evidente
e uma vasta bibliografia foi produzida desde entdao. O formalismo de Dirac foi aplicado com
sucesso em varios tipos de sistemas, desde a mecanica cléssica até QED, e da Teoria Geral de
Relatividade até a Teoria de Cordas [3].

O formalismo de Dirac para sistemas vinculados € estritamente Hamiltoniano, desde que
comecgou com a definicdo das varidveis canoOnicas e baseia-se como uma tentativa para fixar a
degenerecéncia da fungdo Hamiltoniana devido a que o determinante da matriz Hessiana nulo,
responsavel da transformacgado de Legendre, que permite uma transicao do formalismo Lagrangi-
ano para o Hamiltoniano. A chamada Condicdo de Consisténcia afirma que todo vinculo obtido
a partir da definicdo dos momentos candnicos (denominados vinculos primarios) deve ser con-
servado no tempo. Com este procedimento podemos obter um novo conjunto de vinculos, cha-
mados de vinculos secundarios. Esses novos vinculos também t€m que satisfazer a Condi¢do de
Consisténcia, podendo assim produzir vinculos tercidrios, quaterndrios e assim por diante. Com
o conjunto completo de vinculos, podemos dividi-lo em dois grupos: os vinculos de primeira e
segunda classe. Essa classificacdo resulta util, uma vez que estd relacionada com as simetrias
da teoria em consideracao.

O problema de se encontrar as simetrias de uma teoria particular como resultado da sua
andlise de vinculos € ainda um problema aberto. Teve inicio com a chamada Conjectura de Di-
rac que afirma que todos os vinculos de primeira classe geram as simetrias de calibre. Mesmo
assim, como o0 nome insinua, € apenas uma conjectura e foram construidos modelos para que
a contradigam. Provavelmente, o algoritmo mais utilizado para construir os geradores das
transformacoes de calibre de uma teoria vinculada é aquele dado por Castellani [4]. Estu-
dando as variagdes no espaco de fase, ele deduziu que o gerador dessas transformacdes, assim
como seu Parénteses de Poisson com o Hamiltoniano devem ser vinculos de primeira classe.

Devido ao espago onde essas variagdes sdo feitas, vemos que este procedimento € puramente



Hamiltoniano, mesmo assim, t€ém havido tentativas para construir todo o conjunto de simetrias
Lagrangianas. Nesse contexto, temos a abordagem HTZ, em homenagem ao trabalho de Hen-
neaux, Teitelboim e Zanelli [5] ou, mais recentemente, o trabalho de Gitman e Tyutin [6] que
proporciona um novo método para a obten¢do das simetrias de um sistema vinculado através da
solucdo da chamada Equacao de Simetria.

Sem duvida, o formalismo de Dirac € a abordagem mais utilizada para lidar com sistemas
vinculados. Mesmo assim, novos métodos para o andlise de vinculos surgiram na tentativa
de esclarecer a estrutura desses sistemas. Assim encontramos, por exemplo, o formalismo
de Faddeev-Jackiw [7] utilizado para acdes de primeira ordem. Esse formalismo mostra uma
vantagens algébrica se comparamos com o formalismo de Dirac, mas possui sérias desvantagem
na analise das simetrias de calibre. Por esta razdo, existe uma extensao direta na qual se permite
a andlise da simetria de calibre, chamada de formalismo Simplético [8].

Outro método alternativo para lidar com os sistemas vinculados é o formalismo de Hamilton-
Jacobi, que foi desenvolvido por Giiler [9] como uma extensdo do método de Lagrangianas
equivalentes de Carathéodory no cdlculo de variagdes [10]. Para esses sistemas as condi¢des
para que a acdo seja estaciondria sio reduzidas a um conjunto de equacdes diferenciais parciais
de Hamilton-Jacobi, também denominado Hamiltoniano, o qual deve obedecer uma Condicao
de Integrabilidade. Houve vérios trabalhos que desemvolveram o formalismo de Hamilton-
Jacobi [11], assim como também generaliza¢des para Lagrangianas de segunda ordem [12], de
ordem superior [13], e de sistemas de Berezin [14] (Neste trabalho também € mostrada a equi-
valéncia entre a Condicao de Integrabilidade com a Condi¢ao de Consisténcia do formalismo
de Dirac). O formalismo também tem sido aplicado ao estudo da particula ndo relativistica em
espagos curvos [15], do modelo sigma O (3) ndo linear [16], do modelo de Schwinger [17],
do modelo de Proca [18], da Gravitacao de Polyakov de duas dimensdes [19] e da Gravitacao
Teleparalela [20]. O estudo de a¢des de primeira ordem [21] permitiu a construcao do chamado
Paréntese Generalizado, esse resultado também foi obtido em [22]. Em [23] foi demonstrado
que para todo sistema que possua Hamiltonianos que nao satisfazem a Condig¢ao de Integrabi-
lidade pode-se construir o Paréntese Generalizado. O estudo da dinamica do Plano Nulo for-
nece um bom laboratério para o estudo dessa estrutura, assim temos estudado o modelo escalar
complexo e o Eletromagnetismo em [24], e o campo de Yang-Mills Topologicamente Massivo
[25]. No contexto de Relatividade Geral, estudamos a Gravitacdo em duas dimensdes [26] e
a Gravitacdo Linearizada [27]. Encontramos a estrutura do Paréntese Generalizado no modelo
da Gravitacdao BF [28] assim como o modelo Auto-Dual [29]. Rothe, no seu livro sob sistemas
vinculados [30] inclui um capitulo completo para o estudo do formalismo de Hamilton-Jacobi
e indica alguns dos problemas enfrentados nessa descri¢do e que serdo tratados nesta tese.

O interesse inicial no formalismo de Hamilton-Jacobi foi a ndo discriminagdo entre as Ha-
miltonianos, ou seja, os vinculos de primeira e segunda classe foram tratados no mesmo nivel,
mas logo foi mostrado [23] que, para satisfazer a Condi¢ao de Integrabilidade, os Hamiltonia-
nos nao-involutivos devem ser eliminados, redefinindo assim a dinamica do sistema através da

construcao dos Parénteses Generalizados. Portanto, o sistema termina com um conjunto com-



pleto de Hamiltonianos involutivos. Em [31] mostramos que o papel desses Hamiltonianos €
gerar as transformagdes canonicas.

Uma vez que o estudo do formalismo de Hamilton-Jacobi iniciou-se com Lagrangianas
equivalentes, devemos esperar que a andlise de vinculos fornega todas as simetrias em nivel La-
grangiano. Por outro lado, o estudo das variacdes totais nos leva a obter a chamada Equacgdo de
Lie que juntamente com as Equagao Caracteristica, fornece um procedimento de como podemos
construir o gerador das transformagdes de calibre. Por conseguinte, este processo de obtencao
das simetrias de uma teoria determinada é puramente Lagrangiano. O objetivo desta tese é
fornecer o estudo cldssico completo do formalismo de Hamilton-Jacobi no qual estudamos o
papel de cada um das classes de Hamiltonianos a partir da Condi¢ao de Integrabilidade que € a
pedra angular deste formalismo. Eliminamos os Hamiltonianos ndo-involutivos desde que eles
ndo satisfacam esta condicdo. Portanto, a evolucio do sistema € descrito por um conjunto de
Hamiltonianos involutivos, geradores das transformagdes candnicas. Finalmente, utilizamos a
Equacdo de Lie para obter o gerador da transformacao de calibre.

No capitulo IT estudamos diferentes tipos de principios variacionais, resultado da realizacao
das variacoes totais na fun¢do de acao. Esse procedimento € utilizado na teoria de campos, mas
podemos explorar mais as suas propriedades no contexto da mecénica analitica. Assim também
obtemos a Equacgado de Lie que estd relacionada com as propriedades de invariancia do sistema
em consideracdo e, portanto, com o teorema de Noether. Para sistemas regulares é estudada
a passagem do formalismo Lagrangeano ao formalismo Hamiltoniano, assim como também o
estudo das transformagdes canOnicas a partir do Principio de acdo de Weiss e sua relagdo com
o formalismo de Hamilton-Jacobi. Como passo prévio para o estudo de sistemas vinculados,
apresentamos a abordagem de Carathéodory para a teoria de Hamilton-Jacobi, estudamos as
chamadas Equagdes Caracteristicas, que dizem respeito a dindmica do sistema, e as Condi¢des
de Integrabilidade, que atestam sob a obten¢do de uma solu¢do completa do problema con-
siderado. Neste capitulo também apresentamos uma nova abordagem para obter uma versao
simetrizada do tensor energia-momentum candnico, mesmo que este procedimento ndo esteja
relacionado com a estrutura de vinculos de uma teoria. Mostramos que para alguns casos, a
Equacao de Lie fornece naturalmente a simetrizacao do tensor de energia-momento sem fazer
uso do procedimento de Belinfante [32].

O Capitulo III € dedicado ao estudo da estrutura de vinculos através do formalismo de
Hamilton-Jacobi. Seguimos o mesmo roteiro para sistema regulares até que a presenca da
Condicdo Hessiana seja necessaria. Introduzimos as varidveis candnicamente conjugadas e
obtemos as Equagdes Caracteristicas. O estudo da Condicdo de Integrabilidade nos levam a
dividir os Hamiltonianos em dois grupos: os involutivos e ndo-involutivos e, em seguida, estu-
dar o papel de cada um desses dentro do formalismo de Hamilton-Jacobi. Uma vez que todo
o procedimento tem sido estudado no contexto da Mecénica Analitica e com o fim de clari-
ficar as ideias e a utilidade do formalismo, trabalhamos com um modelo chamado Mecanica
Quantica Topoldgica [33]. Esse modelo contém as duas classes de Hamiltonianos, portanto, a

importancia para visualizar o formalismo torna-se evidente.



O interesse em Teorias Topoldgicas nos levou a estudar o model BF bi-dimensional assim
como o campo de Yang-Mills Topologicalmente Massivo, juntamente com sua Auto-dualidade.
O modelo BF sera estudado no capitulo IV e tem sido usado para modelar a gravitacdo bi-
dimensional devido a sua comprovada equivaléncia com o modelo de Jackiw-Teitelboim [34].
As teorias de calibre Topologicamente Massivas [35] foram introduzidas a fim de evitar di-
vergéncias infravermelhas, mas foi mostrado que estas teorias também sdo limites de teorias
quadri-dimensionais com temperatura, desta forma, esses modelos obtém uma vasta gama de
aplicacdes. Nesse sentido, o capitulo V serd dedicado ao estudo do campo de Yang-Mills Topo-
logicalmente Massivo, tanto na forma Instantinea como no Plano Nulo, e o modelo Auto-dual
[36] e a correspondéncia entre esse modelos [37].

No Capitulo VI, apresentamos a analise de vinculos do campo da Gravitacao Linearizada.
Como o nome indica, essa teoria € obtida através da linearizagdo da Lagrangiana de Einstein-
Hilbert. A importancia desse modelo estabelece a medida em que os campos de spin dois apa-
recem na tentativa de estudar o regime perturbativo da Gravitagao. Para todos esses modelos
apresentamos, primeiro, a Equacao de Lie a partir da qual obtemos as propriedades Lagrangi-
anas de nosso interesse e, em seguida, prosseguimos com o andlise de vinculos utilizando o
formalismo de Hamilton-Jacobi.

No dltimo capitulo discutiremos os resultados obtidos, assim como mostraremos algumas

perspectivas futuras para nosso trabalho.



Capitulo 2

Principios Variacionais e o formalismo de
Hamilton-Jacobi

2.1 Introducao

Uma afirmacio que impde uma condi¢do extrema ou estaciondria ao longo de um funcional
¢ chamado de Principio Variacional. O célculo das variagcdes consiste em encontrar uma fungao
que deixe estaciondria um dado funcional. Em outras palavras, o cdlculo de variagdes ¢ uma
ferramenta que traduz um principio variacional em uma linguagem matemdtica. Uma vez que
a maioria das equagdes que governam os sistemas fisicos parecem ser obtidos a partir de uma
condi¢do estaciondria ao longo de um dado funcional, a importancia do estudo de métodos
variacionais € de suma importancia.

Sabe-se que os primeiros principios variacionais foram formulados pelos gregos, tais como
Hero de Alexandria ou Aristételes e, ao longo da histdéria notdveis cientistas propuseram principios
para diferentes ramos da fisica como a 6tica, elasticidade e, principalmente na mecanica. Para
uma pesquisa historica sobre principios variacionais recomendamos [38].

Em seu Mécanique Analytique, Lagrange provoca uma revolu¢do no estudo da mecénica
observando que os principios variacionais podem ser formulados através de funcionais que
dependem de um conjunto de pardmetros, chamado coordenadas generalizadas, em vez das
coordenadas cartesianas usuais que caracterizam a posicao de um determinado sistema. Desta
forma, o tratamento variacional da mecanica torna-se superior a mecanica vectorial e que, por
sua vez, permite novas generalizagdes. Os Principios variacionais que vamos estudar neste
capitulo sdo estabelecidos no que hoje chamamos de mecanica analitica.

Postula-se que existe uma quantidade para sistemas dindmicos chamada de acdo. O Principio
de Hamilton na dinamica cldssica afirma que este funcional de acao € estaciondria para variagoes
em torno da trajetodria fisica do sistema, desde que os estados iniciais e finais das configuracdes
sejam mantidos fixos. Uma conseqii€ncia direta da estacionariedade da acdo sdo as equacoes
de movimento de Euler-Lagrange (Veja [39] por exemplo).

Em 1938, Weiss [40] prop0s uma extensdao ao Principio de acdo. Esse principio decorre



em considerar variagdes gerais € é formulado como que caminho € seguido por um sistema
dindmico no espacgo de configuracdo no qual as varia¢des gerais produzem apenas contribui¢des
de contorno. O tempo nos pontos do contorno € variado e, entdo, as variagcdes ndo desaparecem
nas fronteiras. Em contraste com o Principio de Hamilton, a superficie de contorno tem que ser
considerada. Schwinger explorou o potencial do Principio de Weiss em algumas aplicagdes na
mecanica classica e eletromagnetismo [41].

Nao é de surpreender que o Principio de a¢do quantica de Schwinger [42], que € a descri¢ao
Lagrangiana da Mecanica Quantica, tenha muitas analogias com o Principio da Weiss. Nesse
formalismo, o equivalente a equacdo de movimento pode ser expresso através de um operador
hermitiano chamado gerador de transformacdes infinitesimais.

Este gerador encontra o seu equivalente cldssico no termo de superficie no Principio da
Weiss. Este principio foi aplicado a modelos simples como particulas livres e osciladores
harmonicos [43], efeito Casimir e gases de Fermi.

Quanto a mecanica cldssica, existe um método alternativo para se obter o caminho fisico
seguido por um sistema dindmico. Este método consiste em resolver a equacao de Hamilton-
Jacobi. A visdo geométrica da presente equacao descobriu ser analoga ao Principio de Fermat
do tempo minimo na éptica, e tem uma semelhanca com a equagdo de Schroedinger na mecanica
quantica. Carathéodory [10] desenvolveu um formalismo para obter a equacdo de Hamilton-
Jacobi como uma consequéncia direta do uso de Lagrangianas equivalentes para minimizar o

funcional de ac¢do.

2.2 O Principio Variacional

Vamos considerar um sistema fisico, caracterizado por sua fungiio Lagrangeana L = L (¢, ¢',
onde? = 1,..., N, e N representa o nimero de coodenadas generalizadas. O funcional de acdo
, ty . .

Wig) = [ a4 (0), e
0
é avaliada sobre as trajetérias, ¢' = ¢'(t). O espago de configuragio é constituido pelo conjunto
de coordenadas generalizadas ¢', logo a sua dimensdo é igual ao nimero de graus de liberdade
do sistema. O pardmetro temporal ¢ pertence ao intervalo [to, ;| e, também consideramos que
tanto as trajetérias, quanto as suas derivadas sdo fungdes diferencidveis.

O problema variacional na mecanica consiste em encontrar condi¢cdes adequadas para ex-
tremizar o funcional de a¢do. Esse problema pode ser resolvido investigando a taxa de variagdo
do funcional (2.1) causada por variacdes sobre as trajetérias. Para comecar com esse es-
tudo, precisamos definir o tipo de variacdo. Por exemplo, no Principio de Hamilton lidamos
com transformacdes em torno da trajetdria fisica, q;hys , que deixam inalterados os pontos

de contorno. Generaliz-se este procedimento, considerando uma familia r—paramétrica de



transformacoes.

t = T(tq¢,¢€), (2.2a)
7 = X'(t,¢,¢€), (2.2b)

onde €" representa os r parametros independentes. Assumimos que a transformacao (2.2) torna-
se a identidade para cada ¢" = 0, i.e., t = T(t,¢7,0) e ¢¢ = X'(t,¢’,0). Também temos que
sob a transformacio (2.2), a velocidade ¢* é transformada segundo a relacdo

J . oXT 9X
@l =V &) =5 a5

(2.3)

Observa-se que, nas condi¢des impostas €” = 0, temos que ¢' = V(t,¢’,0). Por conseguinte,
iremos retornar a nossa trajetoria inicial ¢*(¢) ajustando " = 0 na trajetdria variada q*(¢), cuja
restricdo também nos permite fazer variagdes ao redor da Lagrangiana original e do funcional
de acdo.

Como ilustragdes simples da transformagdo (2.2) temos as translagdes temporais mono-
paramétricas t = t + ¢, §* = ¢, ou as translacdes espaciais N —paramétricas t = t, @’ = ¢* + €'.
Para um sistema com um grau de liberdade, podemos também considerar a rota¢cao no plano

(t,q), onde o pardmetro dessa transformagdo é caracterizado pelo angulo € assim

t = tcose—gsinge,

g = tsine+ gcose,

nesse caso temos que o angulo esta entre 0 e 2. Em muitos casos, ndo estamos interessados
em tratar com parametros arbitrdrios €”, ao invés disso, restringimos o estudo para o caso de
parametros infinitesimais, considerando que eles s6 produzem pequenas mudancas em torno
das trajetorias ¢'(t) e de suas derivadas ¢‘(¢). Voltando 2 rota¢do no plano (¢, q), podemos

expandir essa transformagdo em torno de € = 0 e asi obtemos

t—t = —eq+O(),

= 2

Gg—q = et+O(€).
Podemos desprezar os termos iguais e superiores a €2 enquanto mantemos ¢ para zero. Nesse
caso, temos que os coeficientes de €: —¢ e t agem como geradores infinitesimais da rotacao.

Generalizamos essa afirmagao, assumindo que as funcgdes 7', X i e V' sdo suaves, de modo que,

ao expandir a transformacao (2.2) em série de Taylor em torno a €" = 0, temos

t = t+e7n+0(H), (2.4a)
7 = ¢+ 40, (2.4b)
d_; &, k96
—q = 24
7 q+e(at+qak)—l—0() (2.4¢)
onde os geradores infinitesimais da transformacao (2.4) sdao definidos por
_or . oX?
t,q",0 , t,¢,0
=55 (6d,0), & =52(6¢,0).



Para variagdes infinitesimais definimos 6t = €"7,, = t — t, nota-se que a trajetdria variada
q* depende do pardmetro temporal assim como dos r pardmetros da transformagio. Podemos
avaliar as transformacodes (2.4b) e (2.4c) em um tempo dado ¢, tal que obtemos

g(t,e) = ¢'t)+e¢ =q(t)+0q, (2.5)

i y Cd o ds

S

onde temos definido d¢* como a variagdo dada a um tempo fixo. Podemos também avaliar as
transformagdes em um outro tempo ¢, € assim obter a transformag@o total sobre as trajetdrias e

suas velocidades

te) = ¢'(t)+dq" +q'ot,

- . d- . .
ST = @0+ 5o+ it

_7;

Nesse ponto definimos as variagdes totais dq" = q'(f,€) — ¢'(t) e 6¢° = dq'(t,€)/dt — ¢'(t), tal

que as equagdes anteriores possam ser reescritas como

5¢ = 6q'+q'ét, (2.7a)
. d . .

53¢ = 05— + §'ot. 2.7b
q i +q (2.7b)

Uma simples inspecdo das equacdes (2.5) e (2.6) diz que para variacdes a ponto fixo a trajetdria
¢ comuta com sua respectiva velocidade, enquanto que para variacdes totais obtemos uma regra
de comutagao
{%, 5} ¢ = qi%&, (2.8)
que € consequéncia direta de (2.7a) e (2.7b).
Agora, analisaremos as mudangas no funcional de acdo sob variagOes totais. Primeiro,
observa-se que a dependéncia dos parimetros €” na trajetéria q* serd também refletida no funci-

onal de acdo. Escrevemos

o tf . o d .
W[q@,a]:/ Gt (1, ), 5 (1))

to
Para poder compard-lo com o funcional W[¢‘|, mudamos o intervalo de integragdo

. tf
W[q_z,er]:/ dt

to

(3_?) L(t,q'(8),d' (1)),

notamos que com essa transformacao temos também que alterar a forma da Lagrangiana. Es-
crevemos o Jacobiano da transformagdo temporal como dt/dt = 1 + dot/dt ja que somente

estamos tratando com transformacoes infinitesimais. Assim, temos

Wil = [ a L. 0) + G Lo 0.40)
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Devido a presencga explicita da variacdo temporal ¢ no segundo termo do lado direito da

equacdo e a dependéncia implicita da mesma variacao na nova Lagrangiana L, escrevemos

dét

Wit el - Wiel = [ at [L0d 0. 00) - Lt 0,30 + G206 @),

onde ignoramos os termos iguais ou superiores que (d¢)2. Agora, definimos a varia¢do total da
funcional de ag¢do como W |[¢'] = W, "] — W|q'], cuja forma é

, by dot
Wlq'| = / dt {5[/ + (— )L} . (2.9)
Especificando a variacdo na forma funcional da Lagrangiana como 6L = L — L, temos que
6L = L(t+0t,q¢" +q",¢" +¢") — L(t,q", ¢"),
oL ;0L aL
= 0t— 4 9¢’ 2.10
at "9 T8 (10

O nosso objectivo é o de separar as variagdes arbitrarias Jt e d¢* na variagio total do funcional
de acdo. Podemos alcancar este objetivo através de derivacdes por partes no segundo termo
dentro da integral em (2.9) e, substituindo a regra de comutacao (2.8) na variagdo da forma da
Lagrangiana (2.10) para assim escrever

OL s iOL (. oL
OL = bt +dg a (dt(s —q—5t)az

o [PE L (GOEY] g (2L dOL
- ot T\ o d¢  diog

L4 6L5 oL
dt azq qa

Com esse procedimento obtemos

. ty dH 9L\ dG
Wl = R, —
SWq'] /to dt{éq +5t(dt+8t>+dt},

onde temos definido a expressdo de Euler-Lagrange

oL dOJOL
E =————, 2.11
¢t dt 0¢* ( )
assim como o momento conjugado p;, a “Hamiltoniana” H e o Gerador G como
oL i i
szF7 H=¢p;,— L, G=piq — Hot. (2.12)
q’L

E importante notar que a expressdo para a “Hamiltoniana”é uma funcio no espago de configuracio,
H = H (t,q",q"), e a fungdo Hamiltoniana serd definida posteriormente. Da defini¢do do Ge-
rador G percebemos que os coeficientes das variagdes d¢' e Ot sdo as respectivas varidveis
conjugadas p; e H. Podemos também escrever a variacdo total do funcional de acdo em termos
da variacdo a tempo fixo d¢’, nesse caso escrevemos

ty
SW(q'] = /t dt {WE +%} (2.13)

Equacgao (2.13) € a expressao final para a variacao total do funcional de acao.
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O Principio de Hamilton

Na secdo anterior consideramos dt e d¢" como variagdes arbitrarias. Iremos agora especia-
lizar nossos resultados em alguma classe especial de configuracdo e analisar suas propriedades.
O primeiro caso é considerar as variacdes a tempo fixo ot = 0, tal que os pontos do contorno da
trajetoria q'(to) € ¢'(ts) sejam inalterados, isto €, dq(ty) = dq(t;) = 0. Nesse caso temos que as
variagdes totais d¢’ e as variagdes a tempo fixo 0¢’ sdo iguais e o gerador é dado por G = p;0¢".

A equacdo (2.13) se escreve como

, o _ _
Wlg'] = / dtoq'E; + pidq'(ty) — piog'(to).
to
Nota-se que o termo de contorno, determinado pelo gerador, ndo contribui com a variagao no
funcional de acdo devido a condi¢do de pontos fixos no contorno. Dizemos que a trajetéria fisica
(bpys(t) extremiza o funcional de acdo se 0W(g!,,,] = 0, de modo que sob as consideragdes

impostas sobre as variagdes, temos que q;hys(t) deve satisfazer a Equacao de Euler-Lagrange

= 0. (2.14)

. . (0L doL
Ei(QphyS) = (8(]1 B ani>phys

Como resultado de extremizar o funcional de ac¢do, obtemos um conjunto de N equagdes dife-
renciais de segunda ordem. Consideraremos que toda solu¢cdo da equacdo de Euler-Lagrange
mantém estaciondria a a¢do, ou a extremiza, contudo, essa afirmacao tem que ser sempre tes-
tada. Na linguagem da mecanica cléssica, acabamos de estudar o Principio de Hamilton, que
afirma que a evolu¢do temporal de um sistema fisico € de tal forma que mantém a agdo esta-

ciondria, neste caso, chamamos a configuragcao q;hys(t) de trajetoria fisica do sistema.

O Principio de acao de Weiss

A seguir realizaremos mais uma outra interpretacao para a equagao (2.13). Consideremos
que a trajetoria fisica q;hys(t) de um sistema determinado € conhecida, para tal configuracao
especifica temos que Ei(q;hys) = 0, logo a variagdo total no funcional de agao é dada por

, trd . b
W gy = / thG = [pidq' — Hét],!. (2.15)
to
percebemos entdo que existe uma contribuicio dos pontos do contorno da trajetria. Essa
contribuicdo depende das variacdes totais de ¢° e t. O Principio de a¢do de Weiss é formu-
lado como: A trajetdria fisica seguida pelo sistema é aquela configuracdo cuja variagao total s6
produz contribui¢des do termo de contorno no funcional de acao.

Nota-se que o Gerador G assim como as variaveis conjugadas a ¢’ e dt, isto €, 0 momento
candnico p; e —H tem uma maior importancia nesse Principio de agcdo. Essa caracteristica
¢ importante ja que nos permite expressar o Principio de acdo num outro contexto, no qual
os momentos conjugados e as coordenadas generalizadas desempenham o papel de varidveis

independentes, chamadas de dindmica Hamiltoniana.
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A partir da definicdo dos momentos conjugados (2.12) pode ser possivel expressar as velo-

cidades ¢ como fungdes das varidveis t, ¢ e p;

o, o

Nesse caso, a Hamiltoniana somente dependerd das varidveis candnicas ¢', p; e t
H(ta qlapl) = pqu(t7 qjapj) - L(ta qi> ql<t7 qj7pj))7

essa passagem de varidveis (¢, ¢, ¢') para (t,q', p;) é chamada de transformagio de Legendre.

Nota-se que a equacgdo (2.16) s6 € alcancada se a chamada Condi¢do Hessiana € satisfeita

0L
det —— 0. 2.17
ot |70 7 1
Escrevendo a expressao de Euler-Lagrange como
2 2 2
]Ei:@_L_ﬁL_,j(‘?L . 0L (2.18)

a¢  otog L ogog T agog
percebemos que a Condicdo Hessiana estd relacionada com a possibilidade de resolver as
acelera-¢des ¢/ na Equagdo de Euler-Lagrange (2.14). Sistemas fisicos que satisfazem (2.17)
sdo chamados de regulares, enquanto que as teorias que nao satisfazem a Condi¢do Hessiana
sdo chamadas de singulares ou vinculadas. Para sistemas regulares, devido a correspondéncia
(2.16) é possivel definir um espago 2N dimensional, chamado de Espaco de Fase, onde ¢’ € p;

sdo variaveis independentes. No espacgo de fase, o funcional de a¢do pode ser reescrito como

ty ) ) )
wic =/ dt [pid'(t, ¢’ p;) — H(t,¢', pi)] - (2.19)

to
Nessa expressdo C € a trajetéria no espago de fase, em que ambas varidveis candOnicas sao
fungdes do parametro temporal. O cdlculo da variacdo total da acdo segue um procedimento
andlogo ao que tinhamos utilizado na descri¢do Lagrangiana. Como as coordenadas do espaco

de fase sdao independentes, temos que

oH oH oH dot

tr .
oWiC] = /to dt {519@(1 +pidg’ — — -0t = o7 8pi5pz~+% (pid —H)},

nessa relacdo estamos também considerando variacdes na varidvel temporal. Aplicando a

relacdo para ¢’

tr - OH d OH OH _ . dot
OW|C| = dt T Op; i , —H—].
2 / Kq ap) Pict g0 = 0t = 5l dtl

Finalmente, derivando por partes o segundo e ultimo termo na integral e reordenando-os, obte-

mos

b . 0H oOH : dH 0H d
to 2 (3
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Nota-se que nessa descri¢do também obtemos 0 mesmo gerador obtido no formalismo Lagran-
giano como termo de derivada total na variacdo da acdo. O Principio de acdo de Weiss postu-
lado no espago de fase afirma que a variagado total na trajetdria fisica C fornece simplesmente
contribui¢des dos extremos da trajetéria. De (2.20) obtemos as equagdes de Hamilton
s OH . 0OH

~ Op;i’ b= _3%'

q
Isto é, no formalismo Hamiltoniano, mudamos de um conjunto de N equacdes diferenciais

(2.21)

parciais de segunda ordem (as equacdes de Euler-Lagrange) para um conjunto de 2N equagdes
diferenciais de primeira ordem.

Do Principio de Weiss a Teoria de Hamilton-Jacobi

A passagem da descrigdo Lagrangiana a Hamiltoniana € realizada a partir da defini¢do das
varidveis candnicamente conjugadas, definindo o Espacgo de Fase e fazendo uma transformacao
de Legendre. Usando o Principio de Weiss com as varidveis conjugadas podemos obter a teo-
ria de Hamilton-Jacobi. Para proceder com esse método, primeiro consideraremos a seguinte

transformacao inversivel

na qual um ponto no Espago de Fase, previamente denotado por (¢, ¢, p;), serd agora rotulado
por (¢, @7, P;). Contudo, ndo estamos interessados em estudar transformagdes (2.22) arbitrdrias,
mas aquelas que deixam as Equacdes de Hamilton invariantes. Em outras palavras, vamos
considerar que existe uma nova fungio Hamiltoniana H = H(t,Q7, P;) tal que (2.21) sdo
ainda vdlidas para estas novas varidveis. Evidentemente que estas equacdes deven ser resultado

do Principio de acdo de Weiss, em que o funcional de acdo é dado por

W[C]:/tf @t [P, )~ H (1. 7). (2.23)

to
Observa-se que denotamos a mesma trajetéria C ja que descrevemos o mesmo sistema dinamico.
Devido as variagdes de ambas agdes, (2.23) e (2.19), que somente produzem contribui¢do dos
extremos da trajetdrias, temos que a diferenca entre elas deve ser, também, dependente desses
pontos. Equivalentemente

o o o . dF

A fun¢do F' = F(t,q',p;, Q", P;) envolve as 4N + 1 coordenadas, mas como temos 2N
transformacoes (2.22) a funcdo F' também chamada de Fungdo Geratriz, deve possuir somente
2N + 1 varidveis independentes. Segue-se que existem quatro possibilidades para as varidveis
dessa fungio Fy = Fi(t,q',Q"), Fo = F(t,q', Pi), Fs = Fi(t, pi, Q") e Fy = Fu(t,pi, P)).
Consideremos o caso F' = Fy(t,¢', P;) para o qual temos que
dFy 0F, OF,

dt ot -

+d oP

or, .
-+ P
oq +
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Seria interessante introduzir essa equagdo em (2.24) e comparar o lado direito e esquerdo da
equacgdo, para assim obter relacdes entre as varidveis canonicas. Contudo, esse processo nao
pode ser realizado devido a que o lado direito da equacio ter o termo P; o qual ndo estd presente
no lado esquerdo. Para superar esse problema, substraimos um termo para F», digamos P;Q’,

de modo que

dFy 0F, ,0F OF,
dt ot +qal+P(8P

nessa expressdo estamos considerando que Q' = Q'(t, ¢/, p; = p;(t,q", Py.)). Agora escreve-

— Qi) ~Q'P, (2.25)

mos (2.25) em (2.24) e comparamos, assim obtemos
OF, 0F;

pi = 8_qi’ Q' = op. (2.26a)
= OF,
H = H+ T (2.26b)

Das primeiras duas relagdes (2.26a) obtemos uma expressio para ¢' € p; em termos das novas
variaveis. Essas expressoes podem ser substituidas em (2.26b) para assim obter uma regra para
o novo Hamiltoniano.

Um exemplo desse tipo de Fungiio Geratriz pode ser a descrita por Fy = P;g(q%), em que g
é uma fungio arbitraria de ¢'. Neste caso, (2.26a) representa a chamada transformagdo pontual

Q' = g(q"), p; = P; e 0 novo Hamiltoniano tem a forma
H(t,Q',P)=H(t,q' = g1 (Q"),pi = P).

Um dos principais objetivos da transformacgao (2.22) € tentar obter um sistema de Equagdes
de Hamilton simples de resolver. Evidentemente que podemos atingir isso se considerarmos que
as novas variaveis candnicas sdo constantes, isto é Q' = o' e P; = 3'. Nesse caso definimos a
fungdo S (t,q') = Fy(t, ¢', P, = ), tal que (2.26a) se torne

08 o= 08
p’l - aqzﬁ - 8/317
e a Funcdo Geratriz tem que satisfazer a chamada Equacao de Hamilton-Jacobi
aS oS
H\t ;= =0.
< = g ) i

Na secdo [2.4] obteremos essa mesma equagdo, mas sob outro ponto de vista.

Equacao de Lie e o0 Teorema de Noether

Nas seccOes prévias, estudamos o principio variacional com o objetivo de obter a equagdo
de movimento de um dado sistema fisico, mas o verdadeiro alcance do principio variacional
estudado consiste em que ele também pode ser utilizado para deduzir as simetrias do sistema.
Consideremos o Principio de acdo de Weiss (2.15), observa-se que se tomarmos as variagoes
infinitesimais total ao longo da trajetdria fisica, temos que

. trd
OW dphys] = / di G =0 & G(ts) = Glto). (2.27)
to
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Portanto, para uma varia¢ao especifica ao longo da trajetdria fisica, temos que G(t) torna-se
uma constante no tempo, isto €, uma constante do movimento. Generalizamos esta ideia como
segue: Consideremos uma transformacio (2.3), ou equivalentemente suas variacdes 6t e dq'.
Dizemos que o funcional de a¢do é W {q| é quasi-invariante sob essa transformagdo especifica

se
d

W g tfd 0¢'E dG tfd F 2.28
i = t ¢ i _ = t— R .

onde F' = F(t,¢',¢"). Caso FF = 0 dizemos que a agdio é invariante. Nota-se que como esta
afirmacao € satisfeita ao longo da evolucao temporal do sistema, temos que

o dG
0¢'E;, + — = 0. 2.29
qE; + 7 (2.29)

Essa tltima relacdo € chamada de Equacao diferencial de Lie, ou simplesmente Equacdo de
Lie. As variacdes dt e 6¢° que satisfazem (2.22) sdo chamadas de simetrias do sistema. Por
exemplo, se o funcional de a¢do € invariante sob translagdes temporais (5t = €, d¢' = 0) temos
que G = —H é uma constante do sistema, isto €, a energia € conservada. Para translacdes
espaciais (6t = 0, 0¢° = €') temos que o momento candnico G' = p; é conservado.

O problema inverso também ¢ de interesse. Considerando que temos um conjunto de
variacdes 6t e 6¢° conhecidas, podemos utilizar a Equacdo de Lie para construir Lagrangianas
invariantes sob este grupo de transformacdes dadas. Para visualizar melhor este procedimento

re-escrevemos a Equacd de Lie usando (2.7a)

. ty - d (0L - .
cWlq" :/ dt [5 in‘F—(f(s 1+L5t>}7
[Q] " q dt 8qz q

logo, se conhecemos qual tipo de transformagdo deixa o sistema invariante, a equagdo diferen-
cial para a Lagrangiana é

dt \ ¢’

Por exemplo, vamos considerar o grupo de transformacoes de Galileo, que consiste em translagoes

5¢'E; + 4 (a—LSqi + Lét) = 0. (2.30)

temporais, translacdes espaciais, rotacdes espaciais e translagdes de velocidades. E conhe-
cido que a Lagrageana L = L(q',q’,t) invariante sob translagdes temporais L(q’,¢',t) =
L(q%, ¢*, t+¢) conserva sua energia e nio depende, explicitamente, da varidvel temporal. Analo-
gamente, a invariancia sob translacdes espaciais elimina a dependencia explicita na coordenada
q'. Com essas restri¢des e considerando que o outro subgrupo de transformagdes de Galileo
consideram as variacdes a tempo fixo 0t = 0, escrevemos a Equacdo de Lie como

- 0’L - . d [(OL- .
—§ ———0¢" + — 0¢' | =
Togoi’ T a (8@1 "’) .

onde L = L (¢'). Percebemos que parte do segundo termo da direita da equagio se elimina com

o primeiro termo, resultando em

oL d - |,
aqi%(sq = 0. 2.31)
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Substituindo uma rotacio infinitesimal ¢’ = w*” ¢’ em (2.31) a soluco ndo trivial que obtemos
é que 0 momento candnico deve ter a mesma direcdo que a velocidade p; = dL/9¢ = M¢'.
Desse modo, obtemos a Lagrangiana da particula livie L = M ‘G’ /2. Finalmente, notamos
que sob translagdes a velocidade constante 6g° = \t, com A’ constante, o sistema é quase-
invariante. Em [44] também se constroi a Lagrangiana da particula livre a partir do grupo de
transformacoes de Galileo, mas nesse caso, se considera que este grupo deixa invariante as
equagoes de Euler-Lagrange.

Existem ainda mais aplicagcdes do Principio de acdo de Weiss, por exemplo, podemos con-
siderar variagdes nulas nas coordenadas fixas ' = 0 mas mantendo variagdes temporais &t
dessa forma, o “Hamiltonianoé a constante de energia H = FE. Nesse caso reproduzce-se
o Principio de acdo de Maupertuis [45]. O Principio de acdo de Weiss foi generalizado por
Schwinger ao considerar a Lagrangiana como funcdo da varidvel tempo ¢, a coordenada gene-
ralizada ¢’, sua respeitiva velocidade ¢, assim como seu momento conjugado p;. Esse tdltimo
procedimento é andlogo ao formulado por Routh na Mecénica Cléssica (veja [45]), considerado
util em casos em que existam coordenadas ciclicas, isto €, aquelas cujos momentos conjugados
sdo constantes.

As aplicacOes mais importantes da Equagdo de Lie podem ser encontradas em Teoria de
Campos. Mostraremos a seguir o uso dessa equacao para a obten¢ao da versao simetrizada do

tensor de energia-momento candnico.

2.2.1 O campo de Proca: Equacao de Lie e simetrizacao do tensor de

Energia-Momento

Por questdo de clareza, estudamos as variacdes totais no contexto da Mecanica Cléssica e
assim poder explorar alguns topicos que sao geralmente ignorados, como o uso da Equacao
de Lie para a constru¢do de Lagrangianas e sua intima relacdo com o Teorema de Noether. A
descricao cldssica também ird nos permitir estudar alguma das caracteristicas do formalismo de
Hamilton-Jacobi numa secdo posterior. Por outro lado, podemos estender esse estudo cldssico
para um tratamento em Teoria de Campos. Isto € possivel devido a existéncia de uma analogia
direta entre essas teorias. Em vez de etiquetar ¢, a trajetéria como varidvel fundamental para
o estudo do sistema dindmico, consideraremos agora um conjunto de campos 1 4(x), onde
A =1,...,N. Estes campos sdo definidos em uma regidao D dimensional do espago-tempo {2,

onde nos também definimos o funcional de acao

W(oa = [ dPeL(e,va(a),0y0a(a),
Q
nota-se que a funcdo Lagrangiana € agora substituida pela densidade Lagrangiana

L= L(z,1a,0,0a).
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Como exemplo do uso das variacdes totais, assim como da Equagdo de Lie em Teoria de Cam-

pos, vamos considerar o modelo de Proca [46], que possui a seguinte acao
4 1 v 1 2
WA = [ d'x —ZFWF“ +om AAM ) (2.32)
onde o tensor [, € definido como

Fo = 0,A, — 0,A,. (2.33)

w =

Nesse caso, a varidvel dindmica € o vector com componentes A,,. A variagdo total € dada por
4 1 v
oW = dx —§F“ 0F,, +mA*5A,

1 1
+ / 4420, 07° (—ZFWF‘“’ + §m2AﬂA“> .

O primeiro termo do lado direito da equacdo representa a variacdo na forma da densidade La-
grangiana, enquanto que o segundo termo € a contribuicao da variagao no volume de integracao.
Lembremos que uma vez que ndo estamos usando variacdes a ponto fixo, a variagdo J e as de-

rivadas parciais d, ndo comutam, de fato, temos que
00, A, = 0,04, — (0,02%)0,A,. (2.34)

Usando (2.34) e realizando derivagdes por partes para assim separar as variacoes arbitrarias oz
e 0A, obtemos

oW = /d4a: = [(5Al, (GMFW + mzA”) +02%0,0" , + 0, (F"M0A, — 0x“OF a)] ,
onde temos definido o tensor
et  =-F"o,A, + iégF”BF,,g — %mQ(SgA,,A”. (2.35)

Esse tensor nao € simétrico e é¢ usualmente mal chamado de tensor de energia-momento candnico
do campo de Proca [47]. Além disso se consideramos m?* = 0 na densidade Lagrangiana
(2.32), o campo de Proca torna-se o campo Electromagnético. Nesse caso, o tensor correspon-
dente, ©* _(m? = 0) in (2.35), é o tensor de energia-momento candnico, € ainda assim ndo é
simétrico. O método de simetrizacdao de Belinfante [32] requer o uso de termos de divergéncia.
Nas etapas seguintes, vamos mostrar como obter a expressao correta e simetrizada para o tensor
de energia-momento sem utilizar o método de Belinfante, apenas o Principio Variacional. Desse

modo, identificamos primeiro o Gerador, ou densidade Geradora, como
g =F""6A, —ox"0" (2.36)
tal que a Equacao de Lie ¢ dada por
AL = 0A, (0, F" +m*A”) + 62°0,0"  + 0,G". (2.37)
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Quando escrevemos AL = (, indicamos a invaridncia da agdo sobre algum grupo especial de
variagdo. A Equacdo de Euler-Lagrange € obtida ao considerar um volume fixo de integracgao,
também chamada variagao a ponto fixo, dx® = 0, tal que a variacao total no campo é equivalente
a variacdo fixa 04, = 0A,. Sob essas condi¢des (2.37) produz

0, F" +m?*A” = 0. (2.38)

De (2.38) e devido a antisimetria do tensor F},, temos como consequéncia J, A" = 0.

Consideremos agora a transformacao de Poincaré
ot =gt 4 oxt, St =Wt a¥ + et (2.39)

onde w,,, = —w,, e " sdo parametros constantes ¢ independentes. A transformagdo de Poin-
caré induz uma transformag@o no campo vetorial A (2') = (92" /0z'")A, (z), tal que a variagdo
em A, é dada por

0A, = —(0,02%)A,. (2.40)

Substituindo (2.40) na equacgdo de Lie e considerando que essa transformacao deixa invariante
a teoria, AL = 0, escrevemos

0=0, (A F""0,0x* — 0z°O" ) — A, (8,LF“” + mQA”) 0,0z + 02%0,0" .
De novo, devido a antisimetria do tensor F'** temos que

0 = 0,(AaF")0,02° — 9,(02°0" ) — A0, F"d,02"
+m2A” A,0,01% + 62°0,0"
= (0,62°)F"0, Ay + m2AY A,0,02% — 9,(62°OF )+ 62°0,0" . (2.41)

realizando derivacdo por partes podemos escrever (2.41) como

0 = 8, [0a” (F"™0,Au+m*AFA, — O )]
520, (F™ 0, Ag + m2AF Ay02® — 62°0,0" ).

Portanto, a Equacao de Lie tem agora a forma
0x*0,T" ,+90,J" =0, (2.42)
onde identificamos o tensor 7# _ como

T = F"O,A, +m2ArA, 0z — 0x%0,0" ,

[0

1 1
= F"F,,+ ZagFVﬂFyg — §m25gA,,A” +m? A, A" (2.43)

que mostra a expressao correta para o tensor de Energia-momento simetrizado do campo de
Proca. Assim também, identificamos um novo Gerador J# = dz*T*" _, que tem que ser con-

servado devido a invariancia do modelo de Proca sob transformag¢des de Poincaré, como se pode
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provar

§x°9,T" , = dx° [@(F“”Fya) + iaa(FVﬂFyﬁ) - %m28a(AVA”) +m?0, (A AN |,

= 62"F,00,F" + dz° [F”“@MFW + %F“ﬁaaFyﬁ}
+62% [m*A” (0,Aq — 0, A,) + m*A,0,A%] .
Reordenamos essa expressao como
620, T" , = 02°F,(0,F"™ +m?) + dx“m*A,0,A"
+62° {Fﬂ”auFm + %F”ﬁaaFyﬁ} :
Finalmente, nota-se que o dltimo termo do lado direito da equagdo pode-se escrever como

1
E - 5.%'& |:Fuyaqu/a + §FllﬁaaFl/ﬁ:|

1 1 1
= Jx“ {iF‘“’ﬁuFm + §F”“&,Fw + §FV”8O{FW} ,
e devido a antisimetria do tensor F'*¥ temos que
1 (0% v
E = 5(5:13 FM10,Fy0 — 0, F 0 — 0aFy,l,
1
= 5MO‘FW 0, F e + 0uFoy + 0o F ) -
Definamos B, = 0,F,o + 0,F,, + 0,F),, de modo que temos
1
619, T , = 6x°F 0 (0, F" +m?) + 507" F* Byya + 6z%m*A,0, A", (2.44)

onde escrevemos 0z“0,T" , como uma combinac¢do de expressdes fundamentais da teoria.

@
Sempre que a Equacdo de Euler-Lagrange para o campo de Proca for valida, isto €, no campo
fisico temos 9, F* + m* = 0 e 9,A* = 0. Como também temos que B,,, = 0 é sempre
satisfeito devido a defini¢do do tensor F),,. Essa expressdo € chamada de Identidade de Bianchi,
devido a sua semelhanga geométrica com a identidade do mesmo nome na teoria da Gravitagao.
Sobre o campo fisico temos que a lado direito da equacdo (2.44) € nulo, portanto, substuindo
na equacao de Lie obtemos

0, T" = 0.

O Gerador J* = 0x*T*  é agora uma corrente conservada. Este resultado € similar ao obtido
em [48].

2.3 A estrutura do Espaco de Fase

No Espaco de Fase definimos os Parénteses de Poisson para duas fungdes diferencidveis
A= A(¢',pi,t) e B= B(¢', p;, t) como
0A0B 0BO0A
0q' Opi  Oq' Opi’

{A,B} = (2.45)
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a partir da qual se mostra que essa expressdo algébrica € antisimétrica nos seus argumentos,

assim como sua linearidade em A e B. Adicionalmente temos a Identidade de Jacobi
{AAB,C}} +{B,{C,A}} +{C,{A, B}} =0, (2.46)

e aregra do produto {AB,C} = A{B,C}+{A, C} B. Particularmente, quando avaliamos es-
ses parénteses nas varidveis candnicamente conjugadas ¢’ e p; obtemos os chamados parénteses
fundamentais {¢*, ¢’} = {pi, p;} = 0e {¢’,p;} = 0}. A evolugdo temporal de quaisquer fungdo

bem definida no Espaco de Fase se escreve como

dF oF
—={FH} + —.
dt ot
Mesmo que 2s vezes seja ttil diferenciar entre o par candnico ¢' e p;, essas podem ser consi-
deradas como componentes de uma nova varidvel z* = (¢', ..., ¢", p1, ..., pn). Nesse caso, o

Paréntese de Poisson pode ser reescrito como

0A 0B
A B} =e"— 2.47
{ ) } 6 azﬂ aZV7 ( )
onde " sao os elementos da matriz antisimétrica 2N x 2N
0 1
e= N N, (2.48)
1y On

onde denotamos por Ox € 1 as N x N matrices nula e identidade, respectivamente. Também
satisfaz €2 = —1 e, e = —¢, ou em termos das componentes e = (5;1. Nota-se que
o Paréntese de Poisson fundamental é dado por {z*, 2"} = " e a Equacdo de Hamilton se
escreve como
H={'H}= 5‘“’8—H. (2.49)
ozv
Uma transformagdo z# = T*(z") é chamada candnica caso o Paréntese de Poisson seja
invariante, isto é

{zV, 2"} = M. (2.50)

Inversamente, podemos dizer que qualquer transformacao z* = T#(z") serd candnica se satis-

fazer a seguinte condi¢do

oTH oTv oTH oT”
W= g 2P = h 2.51

c {Z 920" 928 } 920" 028 (2.51)
Desde que a identidade € uma transformacdo candnica, podemos explorar as propriedades

das transformagdes infinitesimais z# = z* 4 0z*. Essas transformagdes t€ém que satisfazer

00z 002"
wy w af v
& (6(1 + P > g (5ﬂ + 825 ) y

que, até a primeira ordem nas variagdes, torna-se

, 0021 06z
0=¢ 027 e 01"

a condicao
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Multiplicando por €, €, € das propriedades da matriz €, a condig@o para se obter uma transformagao

candnica infinitesimal se reescreve como

O i) = 2 (et

0z“ 028
que é vélida sempre que escolhemos uma fung¢do G°**(z) de tal modo que
aGcan (Z)
504;152:“ = W. (252)
Portanto, uma transformacdo canonica infinitesimal tem a seguinte forma
aGcan
P o= Gl o 8_(2) = 24 {2, G}
ZO(
= M4 0{" Gy}, (2.53)

Onde escrevemos a funcdo G°*", o gerador das transformagdes candnicas infinitesimais, como
fungdo do parametro 6, isto é, G = 0G§*". A variacdo ao longo desse parametro 6 pode ser
definida como §yG*™ = 0 {z", G§""}, o que gera um cambio sob quaisquer fun¢do no Espago

de Fase da forma

GoF(2) = F(2M 4 dp2") — F(2H) = 6’592“%,
— {F Gy, (2.54)

A partir dessa relagdo podemos concluir que se {F, G““"} = 0, a fungdo F' se torna uma in-
variante sob transformacdes candnicas. Observe que se escrevemos F' = H, o gerador da
transformagdo candnica comuta com o Hamiltoniano { H, G**"} = 0 e é portanto uma quanti-
dade conservada p

—Gen =0,
dt

Agora, se considerarmos o Hamiltoniano como gerador das transformacdes canonicas G =

H, esse ira produzir a seguinte variacao nas varidveis canonicas

dgzt =0{z' H} = 9%,
por outro lado, das relagdes obtidas na equagdo (2.53) temos
% = 50‘“%. (2.55)
Esta equagdo tem como solucdo
2=z + 5”‘%7&, (2.56)

da qual vemos que a evolucdo do sistema é um desdobramento de uma transformacgao canonica,
ou que o Hamiltoniano é quem gera a variagdo temporal ao longo de toda a trajetdria.

As transformagdes candnicas foram definidas como as transformacdes que deixam a estru-
tura do Paréntese de Poisson invariante, mas, o que pode ser dito sobre a estrutura da Equagdes

de Hamilton? Para investigar isto procedemos em considerar a transformagdo z* = zH(z",t),
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para a qual associamos a Hamiltoniana H = H (z*,t). Como a evolugdo temporal das novas
variaveis z# é dada por
d ozt ap 02" OH ~ 0z"

T T =
T CENCE R ke vt w It Tk

(2.57)

e, por outro lado, se essa evolugdo corresponde a definida pela nova fun¢do Hamiltoniana, temos

d OH
Pow _ palt 2.
dtz =& EES (2.58)

Comparando ambas equacoes, (2.57) e (2.58), obtemos que

OH 5027 OH 0z®
o == g8 ey (2:9)
Claramente, o novo Hamiltoniano H deve satisfazer 9>H /0z+0z" = 0?H/0z"0z". Essa

condicdo € necessdria e suficiente para garantir a existéncia do novo Hamiltoniano. Portanto,

temos que satisfazer

i . €a58278H+8 0z*\ 0 . o 8z78H+€ 0z%
ozv \ M 920028 Feor ) oz \TYT 0 022028 Yot

e, multiplicando por 9z#/0z*.0%" /02> obtemos

9] s 027 OH s 0z*\ 0z 0 0302 OH e 0z 0z" (2.60)
9\ 920028 TG ) 9z T 92r \T 920028 T ot ) 90 '
Nesse ponto € conveniente definir a seguinte quantidade
0z 0z°
LM =e3— : 2.61
P o 9o 2.61)
e com essa defini¢do vamos reescrever a equagao (2.60) como
8 0H oH
Lo, HY + % | Lyg=—n— — = 0. 2.62
it il H +e ( SFErE ”azaazp) (2:62)

Nota-se que, como cada termo do lado esquerdo da equacdo envolve diferentes ordens de de-
rivadas de H, para poder satisfazer a condi¢do (2.62) para todo Hamiltoniano, cada um desses
termos deverdo ser nulos. Do primeiro termo temos que L, deve ser independente do tempo e,
do Paréntese de Poisson {L,, H} = 0, devemos ter que L, seja independente dos 2z também.
Finalmente, ajustando a zero o terceiro termo temos que L,, = ke,y, onde k € uma constante.

Para entender o que estas condi¢des significam, definimos os chamados Parénteses de La-
grange para um conjunto de fungdes independentes F, = F,(z%) como

02 02°
F,F)| =—cupmF7 7, 2.63
b bl = =200 5 OF, (2639
essa estrutura é antisimétrica e também satisfaz [F),, F,] {F.,F,} = —0,,. Em particular,

essa ultima propriedade € importante porque nos permite identificar o Paréntese de Lagrange
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como o inverso do Paréntese de Poisson. Agora consideremos uma transformacdo candnica e

calculemos o Paréntese de Lagrange nas novas varidveis

0z 9z° 0z 0z° ¢ 2V
F, F). = —eqg = ¢, , 2.64
Bz = —¢as 557, = %0925 520 oF, OF, (264)
e, de (2.50) temos [F),, F,]. = [F,, F,|_. Portanto, o Paréntese de Lagrange ¢ independente de

uma escolha em particular de varidveis candnicas utilizadas.
Assim, reconhecemos L, de (2.61), como o Paréntese de Lagrange dos z* com respeito as

novas variaveis z%, e a condi¢ao (2.62) se escreve
L = [29, 2], = kepa, (2.65)

tornando-se assim condic¢do para uma transformacdo candnica se escolhemos k£ = 1. Existem
outras possibilidades, como a dilatagdo z* = V'kz” ou a troca de varidveis candnicas q=p,p=

¢, ainda que essas ultimas transformacdes ndo sejam estritamente candnicas.

2.4 O formalismo de Hamilton-Jacobi

O procedimento para a obtencdo da equacdo de Hamilton-Jacobi que mostramos anterior-
mente teve o seguinte roteiro: Partindo de uma descri¢do Lagrangiana, definimos as varidveis
canoOnicas e efetuamos uma transformacido de Legendre, para assim obter o formalismo Ha-
miltoniano. Enseguida, efetuamos uma transformacao canonica que nos leva a um Hamiltiano
nulo. Essa transformacdo € realizada através da funcdo F3 introduzida segundo o Principio de
acao de Weiss.

Carathéodory desenvolveu outra forma para obter a Equacdo de Hamilton-Jacobi. Este novo
método é baseado na construcao de Lagrangianas que produzem as mesmas equacoes de mo-
vimento. Essas Lagrangianas, chamadas de equivalentes, sdo construidas mediante a adi¢do
de uma derivada temporal total de uma fun¢do S = S(t,¢%). Ele provou que, a fim de obter
um extremo do funcional de ag@o € necessario que S satisfaca a equagdo de Hamilton-Jacobi.
Essa equacdo estd relacionada as equagdes de movimento de Hamilton devido a conexao en-
tre as equagoes diferenciais parciais de primeira ordem e um sistema de equacdes diferenciais
ordindrias, ou seja as Equacdes Caracteristicas do sistema. Em contraste com o Principio Va-
riacional apresentado nas secdes precedentes, o formalismo desenvolvido pelo Carathéodory
€ exclusivo para sistemas regulares, e a adequada generalizacdo para sistemas vinculados sera

apresentada no préoximo capitulo.

2.4.1 Lagrangianas equivalentes e a equacao de Hamilton-Jacobi

Consideremos dois fungdes Lagrangianas, L e L*, tal que suas respectivas equacgdes de

movimento sdo exatamente iguais, isto €, a forma funcional de suas respectivas expressoes de

22



Euler-Lagrange sao as mesmas [E; = [E;. Escrevendo explicitamente a derivada temporal total

da expressdo de Euler-Lagrange (2.11) obtemos

2 2 2
E, - Ef = oA —M—qj oA — oA
dq¢*  O0toq* 0G 0q? G 0¢’

=0, (2.66)

onde A (t,q",¢") = L — L*. Para essas equagdes funcionais podemos estabelecer como nulo o
coeficiente de ¢’. Desse modo reduzimos drasticamente a forma de A, pois

A =G Ai(dt)+ B(d 1), (2.67)

onde A; e B sdo fungdes arbitrarias. Substituindo essas expressdes em (2.66), obtemos a se-

guinte condicao

0A; OB
- — = 2.68
ot oq ( )
Resolvemos a equagio (2.68) considerando a existéncia de uma fungdo, digamos S = S(¢, ¢'),
tal que
oS 08
Ai=—, B=—.
oq* ot

Embora ndo tenhamos resolvido completamente (2.66), temos determinado uma forma funcio-

nal para A (¢, ¢, ¢') como
A0S, 08
~ o o

Portanto, a fun¢do L* torna-se

* i i i - as .08 dS

(2.69)
Diferentemente da se¢do anterior, aqui s6 estamos modificando a forma da Lagrangiana, dei-
xando a varidvel temporal, assim como as coordenadas generalizadas e suas derivadas inaltera-

das. Desde que a construg@o de Lagrangianas equivalentes (2.69) seja baseada em

PN 0L oL
9¢9¢1 " 9§dy OGO

notamos a estreita relacdo com a condi¢do Hessiana. A inclusdo de uma derivada temporal total

na Lagrangiana ndo muda seu cardter regular ou singular.
A equivaléncia das equacOes de Euler-Lagrange também pode ser analisada diretamente
pelo Principio Variacional. O funcional de acdo para a nova Lagrangiana ¢ dado por

Wl = [ |0 - G5 0]

de modo que a mudanga no funcional de a¢do para uma mesma trajetoria ¢*(t) é
Wlq'] = W*g'l + S(to) — S(ty)- (2.70)

Considerando a variacdo ao redor da trajetéria fisica, tal que, o funcional de acdo seja esta-

cionario dW|q’ = 0, o novo funcional também sera estacionario, desde que as variacoes
phys
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no contorno da fungdo S sejam nulas. Dizemos que as contribui¢cdes das derivadas totais na
acdo mantém inalteradas as equacdes de movimento. A afirmacdo inversa também € satisfeita,
a trajetoria fisica que extremiza 1/ [¢'] também extremiza o funcional da ago original.
Agora, consideremos para uma trajetéria dada ¢*(¢) uma fungdo 2 = z(¢, ¢’ ). Essa fungdo
" é chamada de campo geodésico se satisfazer ¢* = 2'(t, ¢’), isto é, um campo geodésico é um
sistema de n equagdes diferenciais de primeira ordem e que pode ser integrado tal que obtemos
uma familia de curvas C : ¢ = ¢'(t). Assumiremos as seguintes condi¢des para a Lagrangiana
L sobre o campo geodésico
L*(t,q',¢" = 2'(t,¢’)) = 0, 2.71)

e L > 0, caso contrario. Consideremos uma curva K; da familia C, e avaliamos no funcional de
acao

W) = [ g @) =0

to

enquanto que para outra curva Ky que possui iguais pontos de contorno de K; em ¢5 € ¢, temos

Wl = [ o, i) > o

to

Logo, a curva Xy solucdo do campo geodésico que extremiza o funcional de agdo W/, também
extremizard TW*. Portanto, a trajetéria ¢'(t) é um extremo sempre que suas velocidades sdo

campos geodésicos. Sob essas circunstancias a func¢do Lagrangiana também tem que satisfazer

oL*
¢t

(t,q',q" = 2'(t,¢")) = 0. (2.72)

Essa condi¢do impde uma forte relagio na forma da fun¢do S = S(t, ¢*), pois

o' 9L 9S
o¢ 0 og

de modo que sob o campo geodésico temos

oL S
oi I

(2.73)

Voltando a equagio (2.71), temos que L(t, ', 2*) — 2¥0S/0q¢" — 8S/dt = 0 e, substituindo a

condicdo (2.73), obtemos
0L . oS
' — — L(t, ¢, 27 — =0. 2.74

As equagdes (2.73), (2.74) assim como a existéncia do campo geodésico ¢° = 2'(t, ¢’) sdo pon-

tos fundamentais da abordagem de Carathéodory ao formalismo de Hamilton-Jacobi. Contudo,
a existéncia a priori do campo geodésico é uma imposi¢do muito forte, pois este em geral é
obtido quando resolvemos o sistema dinamico. Podemos contornar esse problema introduzindo

o0 momento candnico, que, ao longo do campo geodésico (2.73) resulta em

oL

..y 0S
J AT —

oqt
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também definimos py = 0.5/0t, tal que a equacao (2.74) se torna
po+ #'pi — L(t, ¢, 27) = 0. (2.76)

Anteriormente ja tinhamos visto que para sistemas regulares a condi¢ao Hessiana nos permitia
escrever as velocidades em termos de momentos candnicos ¢* = ¢*(t, ¢, p;), enquanto que da

equagdo (2.75) temos também p; = 3; (£, ¢’), combinando essas relagdes obtemos
' =9¢'(t.a\p;=B; (t.4")) = #'(t.), 2.77)

determinando assim o campo geodésico. Para simplificar a notagdo, escrevemos 2* = ¢' e da

definicdo do Hamiltoniano candnico, temos que
Hy=po+ H(t,q" p; = 0S/q") = 0. (2.78)

Essa € uma equacdo parcial de primeira ordem para a fungdo .S, chamada de equagdo de
Hamilton-Jacobi. Essa equagdo tem um significado geométrico interessante. Consideremos
o caso no qual ¢° = ' representa a coordenada de uma particula num espaco tridimensional

cartesiano. Conforme (2.75), as componentes do momento candnico sdo dadas por

= 85 —p=VS.
oxt

Portanto, o momento candnico € perpendicular as superficies equipotenciais de S, logo a tra-

Di

jetoria fisica é representada por curvas ortogonais a superficie S = constante. A equagdo
(2.75) é também conhecida como condicdo de transversalidade, mesmo que ndo estivéssemos
utilizando coordenadas cartesianas.

Exemplo: Particula carregada dentro de um campo magnético constante mais um poten-
cial quadratico

A fim de esclarecer algumas ideias, consideraremos o modelo de uma particula carregada,
submetida a um campo magnético B mais um potencial quadritico; a Lagrangiana desse sis-
tema €

k
L= %d:? +id-A- o, (2.79)

onde consideramos que o movimento é num plano, tal que * = (1, x2) é o vetor posi¢ao e
A € o vetor potencial, relacionado a um campo magnético uniforme perpendicular ao plano
de movimento mediante A = 1/2B x x. Levamos em conta também as seguintes unidades
q = ¢ = 1. Para um campo magnético constante, existem dois tipos de escolha de calibre, a
primeira chamada de calibre de Landau, A = 1/2 (—Bx,,0) ou A = 1/2 (0, Bz) e a segunda
¢ a escolha do gauge simétrico A = 1/2 (—Bxs, Bxy).

E importante mencionar que a versdo quintica desse problema (com & = 0) no calibre de
Landau foi resolvido em [49]; entretanto sé no inicio dos anos oitenta Lauglin [50] resolveu
esse problema no calibre simétrico e essa versao tem sido ampliamente utilizada para mode-

lar o efeito Hall Quantico. A versdo cldssica deste problema nao € trivial e seu tratamento
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a la Hamilton-Jacobi nao € estudado nos livros-textos. Iniciaremos seu estudo calculando o

momento candnico oL B
Di = I = mxl - 581']']7]', (280)

onde ¢;; € o simbolo de Levi-Civita, com €15 = 1. A equagdo (2.80) representa uma relagdo que

pode ser invertida para assim escrever a velocidade &; em termos de p;, tal relacao é chamada
de dinamica. Nesse caso temos

. 1 B
T; = E (pi + E&Tijl‘]) . (281)
Como estudamos teorias regulares, podemos escrever a funcado Hamiltoniana
1 B 2k
H = P (pi + Egijxj) + 59312- (2.82)

Nota-se também que utilizamos simplemente os sub-indices desde que as coordenadas pertengem
a um espaco Euclideano, logo, podemos subir e descer os indices sem nenhum problema de
sinal. Queremos resolver a equagdo de Hamilton-Jacobi para S = S (t,z1,x2), onde p; =
0S/0x;. Escrevendo explicitamente todas as componentes, temos de (2.78) e (2.82) que

s 1 (oS B \* 1 (dS B \* k,,

— 4+ — | =—+ = — == - = = =0. 2.83

ot * 2m (8951 * 2332) * 2m (8352 2 x1> * 2 (w1 +2) (2.83)
Como a parte que representa a Hamiltoniana na equagdo de Hamilton-Jacobi ndo depende ex-
plicitamente da varidvel temporal, é razodvel escrever o seguinte ansdtz S = —Et+W (1, x3),

onde F € uma constante arbitraria que a posteriori identificaremos como a energia do sistema.

oW B N1 (oW B 2+E(2+ 2)
2m \ 0z 2:62 2m \ 0z 2351 2 SR

Temos que

E. (2.84)

Lembremos que se B = 0 em (2.84), voltamos a equacao de Hamilton-Jacobi para um osci-
lador harmdnico. Nesse caso é possivel escrever W (1, x9) = Wi(x1) + Wa(x2), ja que as
componentes do vetor posi¢ao estdo desacopladas. De fato, a maior parte dos exemplos dos
livros-textos de mecanica cldssica somente estudam modelos nos quais a separacao de variavel
€ possivel. No nosso caso, ndo é possivel utilizar tal ansdtz com um sistema cartesiano a nao
ser escrevamos em coordenadas polares, onde x; = rcosf e x5 = rsinf. Um célculo direto
nos mostra que a equagao de Hamilton-Jacobi (2.84) torna-se
1 (0z\* 1 (0Z 1_.,\° k,

L (5) b (% g ) +heop, (2.85)
onde Z (r,0) = W (x1,22). Mesmo que ndo seja tdo evidente como no caso do oscilador
harmdnico, consideremos uma solugio da forma Z (r,0) = R(r) + © (). Essa suposi¢do

torna-se evidente se escrevemos (2.85) como

2
1
% = \/2m (E — gﬂ) r2 — 2mr? (%) + §Br2.
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Uma vez que o lado esquerdo da equacdo é puramente dependente do argumento  enquanto o
lado direito depende simplesmente do varidvel radial r, temos que © = Fyf , onde Fy é uma

constante, assim como a funcdo R tem a seguinte forma integral

R—/d E—k2— ! E—132 2 (2.86)
= r 5 T g |\ Be— 587 ) .

Portanto, o uso das coordenadas polares € uma ferramenta importante para a solucao da equagao

de Hamilton-Jacobi de uma particula carregada num campo magnético constante ja que nessas
coordenadas se aproveita a simetria rotacional do calibre A = 1/2 (—Bxy, Bx,). H4 ainda uma
outra transformacao que separa as coordenadas de posicao deste problema, e que serd estudada

na seguinte subsec¢ao.

2.4.2 Equacoes Caracteristicas

Existe uma equivaléncia entre uma equacgdo diferencial parcial de primeira ordem com um
sistema de equagOes diferenciais ordindrias. Para entender essa equivaléncia precisamos do
conceito de Curvas Caracteristicas. Para poder entender melhor esse conceito e assim aplici-lo
ao formalismo de Hamilton-Jacobi, primeiro, consideramos um exemplo cldssico utilizado em

[51]. Consideremos a equagdo

aa—S + ba—S —c=0,
Oq g2
onde a,b e ¢ sdo fungdes de ¢i,q, e S. Para uma solugdo dada S = S(¢i,¢2) temos que
um ponto no plano (¢, g, S) possui um plano tangente cujo vetor normal (perpendicular)
tem como componentes (p; = 905/0qy, ps = 05/0q2, —1) as quais se relacionam pela equagido
apy + bpo — ¢ = 0. Um vetor tangente a solucdo da nossa equacdo considerada tem como
componentes (a, b, ¢) e a solugdo S = S(qi, ¢2) tem que ser a unido de curvas desse vetor tan-
gente. Chamamos a todas estas curvas de Curvas Caracteristicas, e essas satisfazem, sob uma

parametrizacdo particular ¢, o seguinte sistema de equagdes diferenciais ordinarias
dgy dgo dS

a ~ Cat Ut ©
Por conseguinte existe uma relacdo entre a equacdo de Hamilton-Jacobi e um conjunto de
equagoes diferenciais. Mostraremos nesta se¢ao que esse conjunto ndo € mais que as equagoes
de movimento do formalismo Hamiltoniano. Para atingir isto, primeiro vamos derivar parcial-

mente e relagdo a0 momento candnico p;, a Equacdo de Hamilton-Jacobi, assim
0Hy oH 0 , o
= [p](bj _L<t7q]7¢])} )

ap:  Op Op
L ngﬁj B OL O¢’ o
= ¢ +pjapz‘ 3qj Op; -

onde na tltima linha utilizamos a relacdo ¢/ = ¢’ assim como a defini¢io do momento candnico.

Portanto, obtemos

— aHOdt (2.87)

dq* = .
1 Op;
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Por outro lado, da condicdo de transversalidade (2.75) temos que

.. 0*S 0 (08

O segundo termo do lado direito da equagdo pode ser determinado a partir da equacdo de

Hamilton-Jacobi, ja que

OH, o [0S\ OH OH [ 0°S
- = | = -4+ — — | = 2.
¢t g (?%) - oq’ * Ip; (0q’0q1) " (2.59)

e utilizando a equacao (2.87) no terceiro termo, obtemos
o ([0S 0H [ 0*S

o -+ ¢’ — | =0 2.90
aq' (0t) o (aq@qﬂ) ’ (290
combinando (2.89) e (2.90) em (2.88), resulta

— aH.O dt. (2.91)
aq"

dp;

As equacgdes (2.87) e (2.91) sdo equivalentes as equacdes de Hamilton e sdo chamadas de
Equagdes Caracteristicas. Solucdes dessas equagdes sao as Curvas Caracteristicas, que sao

geodésicas do sistema. Finalmente, diferenciando a fung¢do S = S (¢, ¢’)

a5 = a4+ 940 - _Hat + pidg, (2.92)
ot aq"

onde no primeiro termo do lado direito usamos a equacdo de Hamilton-Jacobi (2.78), enquanto
que para o segundo termo utilizamos a condicdo de transversalidade. Substituindo a equagdo
(2.87) em (2.92) conseguimos escrever a funcio S dependente unicamente da variavel temporal.

Integrando obtemos

0H,
dS = |pi——
[ api

nota-se que essa expressdo para S é analoga a obtida para o funcional de acdo escrito na forma

— H} dt = [pi¢' — H| dt, (2.93)

canonica.

Exemplo: Particula carregada dentro de um campo magnético constante mais um poten-
cial quadratico

Voltamos ao modelo anterior (2.79) que foi resolvido usando a equa¢ao de Hamilton-Jacobi
em coordenadas polares. Também podemos fazer uso das Equacdes Caracteristicas (2.87) e
(2.91) para resolver esse problema em coordenadas cartesianas. Neste caso temos

OH 1 B
T op m (pz + 2%%) , (2.94)
© OH B B
P T " om (eiﬂ’ﬂ' - 5) ke (25
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A Equacio Caracteristica (2.94) em perfeito acordo com (2.81), resultado da relacao dindmica
do sistema. Além disso, podemos derivar mais uma vez e utilizar (2.95), de modo que obtemos

a equacdo de movimento do sistema mz; = Bey;x; + kxy ou

mil = Bj]2+k$1, (2968.)
mies = —DBiy+ kzs. (2.96b)

Mais uma vez, a escolha do calibre simétrico acopla as coordenadas de nosso sistema (2.96).
Contudo, neste caso podemos desacoplar essas equagdes introduzindo a varidvel complexa z =

21 + 112, de modo que escrevemos
mz+iBz —kz =0,
a qual possui como solugdo
z = a1 expiwit + ag exp twst, (2.97)

onde a; e ay sdo constantes complexas, e

—B+vB? —4km

2m

Wi =

Naturalmente, podemos voltar e obter as varidveis cartesianas pela transformacao inversa r; =
(z42%) /2, 1o = (2 — 2*) /2i. Também temos a varidvel p, = mZ + iBz/2 que possui
como componentes cartesianas os momentos candnicos p; € po. Uma vez que temos a solugao
para z de (2.96), também temos solucdo para p, e, assim também para todas as varidveis
candnicamente conjugadas x; € p;. Podemos substituir as solucdes para essas varidveis em

(2.92), desse modo obtemos uma expressdo para a fun¢do S (x1, 22, ).

2.4.3 Integrabilidade

A equacgdo de Hamilton-Jacobi (2.78) € uma equacgdo diferencial parcial de primeira ordem
para a fun¢do S e possui N + 1 varidveis, que sdo ¢’ e t. A fim de obter uma solu¢do completa
da Equagdo de Hamilton-Jacobi, temos que integrar N + 1 vezes por cada p; = 95/9q" e
po = 0S/0t. Portanto, teremos N + 1 constantes de integragdo. Porém, devido a presenca
de uma s6 derivada temporal partial da fungao S em (2.78), esta fungdo s6 sera determinada
até uma constante, isto €, se S € uma solucdo, logo, S + k é também uma solu¢do. Uma das
N + 1 constantes de integragdo tem que ser esta constante aditiva k, logo, a solu¢do completa

da equacao de Hamilton-Jacobi tem a seguinte forma
S=S(tq, o). (2.98)

Da defini¢do de momento candnico se mostra que p; = p; (¢, ¢', ). Por outro lado, da forma

explicita da equagdo (2.98) podemos escrever

d (9S\ & (8S\ .0 (8S
- = — 3J
dt (aai) ot (a@z‘) TG (a@i) : (2.99)
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enquanto que da equagdo de Hamilton-Jacobi obtemos

o (08 o0H , )
( > = - (taq’L?pi = aS/aql) )

ot \ dai dot
omay __on o'
dp; Ot Op; Oaidad’

Usando esta tltima relagdo juntamente com (2.87) em (2.99), temos

d [0S
o (am) _0, (2.100)

como resultado, obtemos as seguintes N constantes 3° = 95/da’. Esta relagdo pode ser inver-

0*S

de onde obtemos a forma explicita para uma solugio das Equagdes Caracteristicas ¢' = ¢* (, o', 3),

tida se considerarmos

enquanto que, para a segunda Equacdo Caracteristica temos que p; = p; (t, ¢ (t, ok, gk ) ol ) =
bi <t7 aia 51)

Até agora, supomos que possuimos a forma explicita para a solucao completa da Equacdo de
Hamilton-Jacobi. O seguinte passo seria perguntar sob quais condicoes essa hipotese € possivel.

Para poder responder, consideremos a solu¢dao das Equacdes Caracteristicas como

¢ =q o). ), pi=pilt,ad,B). (2.101)
Logo, se derivarmos 0S/da’ = 05/0q¢’.0¢’ /0a’ e usarmos a condi¢do de transversalidade,
obtemos
as oq*
9o P*oai
Enquanto uma segunda derivagdo nos leva a
0%S O*¢" 04" Opy,

0o P*oaioal Ol dod

O lado direito da equacgdo € simétrico nos indices 7 e j. Logo temos

d¢" dpr, 9" Opy
dat dad  Jad Dot

que identificamos como a condi¢do de Parénteses de Lagrange nulos (2.63). Claramente, um

= [o, 0] =0, (2.102)

procedimento andlogo nos leva a condigdo [3°, 37] = 0. Neste caso, esta estrutura aparece como
uma condicdo para a Integrabilidade da equacdo de Hamilton-Jacobi. Ainda mais, a condi¢dao
(2.102) é uma condicdo suficiente para considerar as varidveis candnicamente conjugadas ¢’ e
p; como campos geodésicos. Para provar esta afirmacao, consideremos as solucoes (2.101), as
quais ja satisfazem a condi¢@o de Parénteses de Lagrange nulos (2.102). Esta condi¢ao pode ser

reescrita, uma vez que o termo do lado esquerdo de (2.102) é

0 g~ 0 aq*
o0 \P*oai ) = ai \P*oad )
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esta relagdo € evidentemente satisfeita se considerarmos uma fungio o = o (¢, ') tal que

do g~
oo *oai

(2.103)

Se a equagdo (2.101) € inversivel, temos que o = o' (¢, ¢’) e, assim podemos definir uma nova
fungdo X (¢,¢") = o (t,a’ (t,¢)). Desta relagio segue

do 0% g~

dat  Og* dat’

logo, comparando com (2.103) temos que p, = 0% /9q" que € andloga a condigio de transver-

salidade. Se derivamos esta nova relacao com relacao ao tempo, obtemos

d N0 VIR
—(pi—5=)=n =
dt aq’

“ogor T ogog
Como o momento candnico satisfaza sua respectiva Equagdo Caracteristica, temos

>
a¢  ogor T agog’

) oY 0%
S (A e
aqz( T ot q8q3>

Isso € satisfeito se considerarmos

)

= — 5 = 1), (2.104)

e, sem perdida de generalidade podemos escolher f(¢) = 0. Assim identificamos (2.104) como
a equagdo de Hamilton-Jacobi e 3 como a nossa fungdo geradora S (¢, ¢').

Aqui termina o nosso tratamento do formalismo de Hamilton-Jacobi segundo o procedi-
mento de Carathéodory. Nota-se que no decorrer desse procedimento, se deve satisfazer a
condicdo Hessiana a fim de obter a equagdo de Hamilton-Jacobi.

No seguinte capitulo estudaremos a generalizacdo desse formalismo para analisar sistemas
vinculados, que € o foco principal desta tese. No entanto, o programa que seguimos até aqui, isto
¢, a introdugdo das varidveis canodnicas, a obtencdo das Equacdes Caracteristica e a Condicao

de Integrabilidade serdao de grande ajuda para a generaliza¢ao desse formalismo.
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Capitulo 3

Formalismo de Hamilton-Jacobi para
sistemas singulares

3.1 Introducao

Sistemas fisicos que sdo descritos por uma fun¢do Lagrangiana sdo classificados em dois di-
ferentes grupos, dependendo de satisfazerem ou ndo a Condi¢ao Hessiana. Um sistema regular
possui uma matriz Hessiana cuja determinante € nula, ou seja, satisfaz a Condi¢do Hessiana e,
portanto, € possivel construir um espago de fase sem nenhuma ambigiiidade. Por outro lado, os
sistemas singulares, também chamados de sistemas vinculados, sdo aqueles que ndo satisfazem
a Condicao Hessiana.

Foi no inicio dos anos cinquenta que Dirac [1] desenvolveu um método para lidar com
sistemas singulares utilizando a formula¢do Hamiltoniana. Este método continuou sendo me-
lhorado por ele, Bergmann [2] assim como muitos outros (veja por exemplo [3]) durante os anos
seguintes utilizaram essa ferramenta, que sem dividaé a mais poderosa para lidar com sistemas
vinculados. A importancia do estudo de vinculos reside, entre outros, na relacao entre esses
sistemas e as teorias de calibre.

Nao obstante o forte posicionamento do formalismo de Dirac, hé diversas tentativas para a
constru¢cdo de novos métodos para o estudo dos sistemas vinculados. Neste capitulo estudare-
mos a abordagem de Hamilton-Jacobi para sistemas singulares, que foi iniciado por Giiler [9]
como uma generalizacdo do método Carathéodory para sistemas regulares [10] apresentado no
Capitulo II. No formalismo de Hamilton-Jacobi, os vinculos da teoria aparecem como um con-
junto de Equagdes Diferenciais Parciais, condi¢des necessdrias para a existéncia de extremos
de um determinado funcional de ag¢do. Relacionadas a esse sistema de Equacdes Diferencial
Parcial, também chamados de Hamiltonianos, temos as chamadas Equacdes Caracteristicas que
descrevem a dinamica do sistema como dependente de diversos parametros “temporais”. Para
que o conjunto de Hamiltonianos seja também uma condi¢io de suficiéncia deve obedecer a
chamada Condicao de Integrabilidade, ou seja, ele deve formar um conjunto completo de vin-

culos involutivos.
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A procura da Integrabilidade do sistema, que €, de fato, a analise de vinculos propriamente
dita, geralmente revela dois tipos de Hamiltonianos, chamados de involutivos e ndo-involutivos.
O primeiro grupo sao os que formam um conjunto fechado de equagdes integraveis. A presenca
de um conjunto de Hamiltonianos ndo-involutivos indica uma dependéncia entre os parametros
da teoria, que devem ser eliminados com uma redefini¢do da dindmica do espacgo de fase.

Neste capitulo, vamos acompanhar de perto os procedimentos mostrados em [23] e [31]
onde classificamos os Hamiltonianos e estudamos seus papéis dentro do formalismo. Para visu-
alizar esse procedimento, examinamos um modelo de mecanica analitica, a chamada Mecanica
Quantica Topoldgica (Chern-Simons) [33] que tem uma estreita relacdo com a Electrodinamica
Topologicamente Massiva [35]. A andlise de vinculos mostra que a Mecanica Quantica To-
poldgica possui os dois tipos de Hamiltonianos, isto nos permite fazer uso de todo o procedi-

mento mostrado dentro do formalismo de Hamilton-Jacobi.

3.2 O formalismo de Hamilton-Jacobi

Como vimos no Capitulo II, podemos evitar o formalismo de Hamilton e obter a equagdo de
Hamilton-Jacobi diretamente do formalismo Lagrangiano, para isto simplesmente extremiza-
mos o funcional de acdo usando Lagrangianas equivalentes. Neste procedimento foi necessario
satisfazer a Condi¢ao Hessian, isto é, que o determinante da matriz Hessiana

0L
0= gog

seja nao nula, ou em outras palavras, que o sistema seja regular.

i, j=1,2,...N 3.1

Como j4 foi estudado, sempre que a Condi¢do Hessian se mantém, é possivel determinar
as aceleracoes como uma fungao exclusiva da posicao e das velocidades num determinado mo-
mento. Por outro lado, se o determinante de (3.1) é nulo, somos incapazes de determinar as
velocidades completamente. Nesse tltimo caso, consideramos que o posto da matriz Hessiana

¢ P, entdo, existe uma submatriz regular

0?L
w==—, a,b=12..P 3.2
v = oo ° (3.2)
que produz P relagdes dinamicas
Pa = pa(t = ¢°, ¢, "), (3.3)

que podem ser invertidas para ter ¢ = ¢*(¢°, ¢*, py). A condigdo (3.2) também assegura que
temos R = N — P relacOes
oL
og=

Definimos H, = 0L/d¢*, de modo que temos R relagcdes que podem ser escritas da seguinte

D z=1,2,...,R.

forma
H.(¢" ¢',p.) =p. — H. =0, (3.4)
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essas relagdes ndo devem depender de quaisquer velocidades, caso contrdrio, seria possivel
resolver para uma delas. As equagdes (3.4) sdo chamadas de vinculos candnicos da teoria, uma
que vez sdo resultados da propia definicdo dos momentos canonicos. Essas relacdes também
mostram que nem todas as 2N varidveis candnicas ¢’ e p; sdo independentes; de fato, o niimero
correto de varidveis independentes deve ser 2N — (N — P) = N + P.

Voltando a teoria de Hamilton-Jacobi, vemos que com o auxilio de Lagrangianas equivalen-

tes L = L — 05/0q°, a condi¢do que extremiza o funcional de agdo é

onde po = 95/0¢° e p; = 0S/0q". A equagdo (3.5) pode ser identificada como a equagdo de
Hamilton-Jacobi apenas para sistemas regulares. Para sistemas singulares, no entanto, temos
que perceber que os momentos candnicos estdo divididos em dois grupos: os que fornecem
vinculos candnicos que sdo os p, € os que fornecem as relagdes dindmicas. Definimos o Hamil-

toniano candnica como

HO = pzqz - L(q07 qi7 qz)v
= pa§" +p:¢° — L(¢°, ¢, 4%, §7). (3.6)

Nessa relacao podemos substituir a equagao (3.3) e assim eliminar a dependéncia nas velocida-
des ¢*. Além disso, temos que o Hamiltoniano canonico também nao depende das velocidades

¢° uma vez que
0H, oL

aq'z =P aqz

Portanto, esse Hamiltoniano € simplesmente uma fun¢do das varidveis candnicas e a varidvel

temporal ¢°. Escrevemos (3.5) como
H| =po+ Hy =0, 3.7

essa equacgao, juntamente com (3.5) forma um conjunto de R + 1 Equagdes Differenciais Par-
ciais de Hamilton-Jacobi. As varidveis t* = (¢°, ¢°) desempenham o papel de pardmetros da
teoria, uma vez que suas respetivas derivadas temporais, isto €, suas velocidades ¢* ndo estdao
determinadas dentro da equacdo (3.5). Com esta notacdo escrevemos a colecido de equacoes
(3.5) e (3.7) como

H, =p,+H,=0, a=0,1,...R. (3.8)

O lado esquerdo dessas equagdes, digamos H|, e H_ sdo chamadas de Hamiltonianos, a razdo

por tras desse nome serd esclarecida na proxima se¢ao.

3.2.1 Equacoes Caracteristicas

Nesta secdo, vamos mostrar que o conjunto de Equacdes Diferenciais Parciais de Hamilton-

Jacobi (3.8) estd relacionado a um novo conjunto de equacdes diferenciais, chamado de Equagdes
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Caracteristicas do sistema. Primeiro, nota-se que a partir das defini¢des (3.6) e (3.7) temos

OH, o .
pr— —_— a a _— HZ # - L 9
o, o, (Pad q )
| 8* OH.. . 0L dg
= 5+ Pan s (3.9)

“Op; O I ¢ Op;’
devido a definicio do momento candnico, o segundo e quarto termo do lado direito da equacao

sdo iguais, entdo obtemos
6iq-a — a]—‘I(/) 4 aHZqz
¢ Ipi opi ~

A partir da defini¢do ¢° = ¢, temos que ¢° = 1 logo, podemos introduzir a unidade na equaco

(3.10)

(3.10) e reescrevé-la de forma compacta
dg* = ——dt“. 3.11)

Observa-se que essa ultima equacao pode ser generalizada para

- OH,
dq' = 0 dt”, (3.12)
Op;

uma vez que para as variaveis ¢ simplesmente obtemos as identidades

_ 0H,
~ Op.

dq® dt™ = dt*. (3.13)
A equacdo (3.12) é a nossa primeira Equacdo Caracteristica € nos informa sobre a evolugdo
dinAmica da varidvel canonica ¢'. Essa equagdo também ratifica que ndo s6 ¢° = ¢ desempenha
o papel de parametro temporal, mas também que temos outros R parametros ¢° = t*. A segunda
Equacao Caracteristica nos diz sobre a varidvel candnica restante p;; aqui momenteneamente

esquecemos a expressao explicita (3.8) e consideramos

oS
H,, (t% pa,q*,pa) =0, pi= e (t*, ") (3.14)

Essa generalizacio serd ttil posteriormente. Agora, derivando em relagio 2 ¢° obtemos

OH, , OH, &S  OH, 0S

, . . = 3.15
50 Op. 0g0g | Ops dg0g7 1
e da definicao de momento candnico temos que
928 928
dp; dq” + dt®. (3.16)

~ 0qidg" dgiote

Vamos multiplicar a equacdo (3.15) por —dt“ e adicioné-la a equagdo (3.16), tal que

by O S 9S . OHL O°S . OH, O°S .,
P T agaget T dgiore Opa Dqi0G Ops 0P
928 < OH! ) 92 ( OH! >
= 22 (ggr - Pegre) + 22 (gro — Tlage)
90 \"" o, 9q'0q° Ops
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A Equagdo Caracteristica (3.11) assegura que o primeiro termo do lado direito da equagdo
¢ nulo. O segundo termo s6 serd nulo se assumirmos que os Hamiltonianos H/ dependam

linearmente dos momentos candnicos, isto é

OH!
— = (3.17)
Ips
claro esta que essa relagdo € sempre satisfeita se assumirmos a expressao (3.8). Portanto, sob a
condicdo (3.17), obtemos a segunda Equacdo Caracteristica
OH!
dp; = ———=dt*. (3.18)
aq"
A udltima Equag@o Caracteristica nos diz sobre a dinAmica da fung¢do S = S (¢, ¢*). Obtemos

isso realizando o diferencial

oS oS
dq® + -—dq” = padq” + padq®,
0q° g~

ds =
que devido a equagao (3.8) pode ser reescrito como
dS = p,dq® — H,dq“. (3.19)

Essa equacdo esta ainda longe de ser integrada devido a dependéncia das varidveis ¢“.

3.2.2 Integrabilidade

O procedimento ap6s a obtencao do conjunto de Equacdes Diferenciais Parciais de Hamilton-
Jacobi H!, = 0 é o estudo das condi¢Oes necessdrias para obter uma solu¢ao completa para esse
sistema e, como consequéncia, integrar as correspondentes Equagdes Caracteristicas.

Sem perda de generalidade, vamos supor que possamos resolver as Equagdes Caracteristicas
(3.12) e (3.18) com solugdes da forma

qa = qa (ta) y  DPa = pa(ta)'

Gostarfamos de saber em que condigdes, o sistema de Hamiltonianos (3.14) € completamente

integravel, isto €, se possui uma solu¢do completa
S =50t q¢" (t7)). (3.20)

Para esse efeito, vamos diferenciar com relagdo a ¢, assim temos que

as 9SS dq* 0S dat? dq®
_ _ M A 21
dte o de o Pge TP (3-21)

Agora definiremos o indice i/ = 0,1, 2, ..., N, assim, podemos reescrever (3.21) em uma forma

mais simples
!

das _ dg”
dto P gpa
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Executando uma segunda diferenciacao obtemos

/

S _dpedg’ &y
deodt? AP die P gredes’

nota-se que uma vez que o segundo termo do lado direito, assim como todo o lado esquerdo da

equacao sao simétricos em « e [3, temos

dpy dg”  dpi dq"
AP dte  dte dtP

= 0. (3.22)

A equagdo (3.22) pode ser escrita em uma forma mais simples se definirmos os Parénteses de

Lagrange
dg” dpy  dq" dpy
2,7 . 3.23
= e T w ae 6.2
Portanto, a condicao para a existéncia de uma solucdo completa (3.20) € dada por
[t,t°] =o0. (3.24)

Ha uma diferenca notavel entre a defini¢do dos Parénteses de Lagrange (3.23) com os definidos
no capitulo anterior. Neste caso os parénteses agem sobre um espago de fase estendido no qual
temos que considerar tanto a varidvel tempo ¢° = ¢ assim como seu par candnico pj.

Por outro lado, pode-se também provar que a condi¢do (3.22), ou equivalentemente (3.24),
nos permite definir a fungdo S, transversa ao campo geodésico ¢'. Podemos fazer isso através

de uma diferenciagdo parcial em (3.22) tal que

d (dg"\ d [ d¢” 0
a8 \P7 e dre \P s ) T

entdo, deve existir uma fungo, digamos o (t*) que satisfaca

!

do dqi

e iy 3.25
dte P (3.25)

Agora, se as funcdes ¢"

— ¢" (1*) sdo inversiveis, temos que t* = 1* (q"') e, assim podemos
definir a fungdo S (1%, ¢") = o

(t* (¢") ,¢"). Derivando

do 05 dg"

e 3.26
dte ~ og" dto’ (3.26)

e logo comparando com a equagio (3.25) obtemos p; = 05/9¢" .

A condi¢do dos Parénteses de Lagrange torna-se necessdria e suficiente para a existéncia
de uma solu¢ao completa S (3.20). Mesmo assim, esta condi¢io de integrabilidade torna-se
mais funcional quando expressa em termos dos Hamiltonianos da teoria. Para este efeito, vale

lembrar que das Equagdes Caracteristicas (3.12) e (3.18) temos

., OH' OH'
dg = Z2eq, dpy = — 2o g
T W aq’
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e substituindo-as na condi¢do (3.24) obtemos

_OH], 0Hj N OHj5 0,

o 48]
.= Opy Oq" ~ Opy Iq"

— {H., H}) . (3.27)

A condicao de integrabilidade em termos dos Parénteses de Lagrange torna-se entdo numa
condicdo sobre os Parénteses de Poisson entre os Hamiltonianos do sistema. Dizemos que

dois Hamiltonianos que satisfazem a condicdo de integrabilidade
{H;,H/’g} =0, (3.28)

sdo involutivos. A equacdo (3.28) é também chamada de Condic¢ao de Integrabilidade de Frobe-
nius ou simplesmente Condic¢do de Integrabilidade. Podemos combinar tanto essas condigdes
com as Equacdes Caracteristicas em uma tnica equacdo se definirmos o chamado diferencial

fundamental
dF = {F, H(’l} dt®. (3.29)

Quando sustituirmos F com alguma das varidveis candnicas, ¢* ou p; obtemos as Equacdes

Caracteristicas (3.12) e (3.18). Também temos
dH!, =0, (3.30)

¢ completamente equivalente a (3.28) uma vez que os parametros t* sdo independentes entre
eles, logo dH!, sera nulo quando todos os Parénteses de Poisson sejam nulos na equag@o (3.29).

H4 ainda a possibilidade de que os Hamiltonianos fechem uma algebra
{H], H}} = C" ,H, (3.31)

onde C7 5 s80 as constantes de estrutura. Neste caso, a Condi¢do de Integrabilidade também ¢
satisfeita, devido a (3.8)

dH,; = {H), Hy} di’ = O, ;1 dt’ = 0. (3.32)

Uma vez que os Hamiltonianos que satisfazem (3.31) também satisfazem (3.30) chamamos a
eles de involutivos. Contudo, ndo todos os sistemas fisicos satisfazem a Condic¢ao de Integrabi-

lidade diretamente. Na seguinte se¢ao analisamos estes sistemas.

3.2.3 Hamiltonianos nao-involutivos: Parénteses Generalizados

Em geral, a imposicdo da Condi¢do de Integrabilidade nos leva a trés casos diferentes:
- Primeiro, a condigdo € satisfeita automaticamente, isto €, obtém-se uma identidade 0 = 0.
- O segundo caso é que a Condicao de Integrabilidade produz uma expressao do tipo
x (¢*,p;) = 0, neste caso vamos a definir um novo Hamiltoniano, digamos H' = x (¢*, p;).
Como vimos anteriormente, enquanto esse Hamiltoniano seja linear nos momentos candnicos, €

possivel configurd-lo dentro da estrutura das Equacdes Caracteristicas e portanto do diferencial
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fundamental. Nesse caso, temos também que testar a Condicao de Integrabilidade deste
dH' = dx = 0.

- Como ultimo caso, temos que a Condi¢do de Integrabilidade impde uma relagcdo entre duas
ou mais varidveis t“. Nota-se que esse caso viola a condi¢cao de que todas as varidveis relacio-
nadas a um Hamiltoniano devem ser independentes. Apesar disso, o diferencial fundamental da
uma visao sobre como esses Hamiltonianos devem ser eliminados, cujo processo € mostrado a
seguir.

Consideraremos um conjunto de Hamiltonianos, digamos H/, cada um esta relacionado
com a variavel t“. A partir da forma das Equagdes Caracteristicas construimos o diferencial

fundamental (3.29). Podemos separar a variavel tempo ¢ das outras ¢*, de modo que escrevemos
dF = {F, H}dt + {F, H. }dt*. (3.33)

Uma vez que temos o conjunto completo de Hamiltonianos, qualquer hamiltoniano dado, diga-
mos H_, deve satisfazer a Condi¢do de Integrabilidade

dH! = {H., Hy}dt + {H,, H }dt* = 0. (3.34)
Dizemos que dois Hamiltonianos sdo ndo-involutivos se a matriz com componentes
M, ={H,, H} (3.35)
nao € nula. Nesse casos, a partir de (3.34) temos
M, dt* = —{H., H}}dt.

Nota-se que pode existir uma dependéncia entre os parametros ¢ e t* se a matriz M,, possui

inversa

dt* = —M_M{H', H}dt. (3.36)

Portanto, a presenca de Hamiltonianos ndo-involutivos viola a Condi¢ao de Integrabilidade uma
vez que a independéncia das varidveis t* ja ndo ¢ satisfeita. Contudo, as varidveis t* podem ser
eliminadas da evolucdo dinamica do sistema. Isso é obtido usando (3.36) em (3.34) para que

possamos reescrever o diferencial fundamental como

dF = {F H)}dt—{F, H.YM_{H., H}}dt,
= ({F, Hy} — {F, HYM_'{H}, Hy}) dt (3.37)

Dessa forma, definimos os Parénteses Generalizados
{A,B}*={A,B} - {A, H.}M_'{H., B}, (3.38)
de modo que, substituindo estes parénteses dentro do diferential fundamental obtemos
dF = {F, Hy}"dt. (3.39)
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Certamente, essa reducdo de varidveis ¢* na evolucdo da teoria € restringida a todos os Hamil-
tonianos H! ndo-involutivos na qual a matriz (3.35) € inversivel. No caso em que nem todos o0s
Hamiltonianos s@o nao-involutivos, ou a matriz M,., ndo € inversivel, o procedimento é seme-

lhante. Escolhemos um subconjunto de Hamiltonianos H_ ndo-involutivo tal que a matriz
M;z = {H;, H'}, (3.40)
seja inversivel. Com essa definicdo, podemos escrever o diferencial fundamental (3.33) como
dF = {F, H}}dt + {F, H.}dt" + {F, H.}dt*, (3.41)

aqui o sub-indice 7 representa a parte nao-inversivel da matriz (3.35). A Condicao de Integra-

bilidade para um Hamialtoniano nao-involutivo arbitrario H., se 1&
dH! = {H., H)}dt + {H., H.}dt" + {H., H.}dt* = 0.
Essa relacdo pode ser escrita como um conjunto
{H,, H.}dt" + {H], H.Ydt* = —{H}, H}}dt, (3.42a)
{H., H.}dt" + {H., H.}dt* = —{H., H}}dt. (3.42b)

A partir da segunda linha identificamos a submatriz regular Mz, logo a equacao (3.42b) fornece
a seguinte relacao
dt* = —M_' [{H,, H}dt + HY, H}dt']

z

denotemos com t¢ a colecdo de varidveis t e ¢, assim escrevemos a relacio anterior como

dt* = —M_M{H., H.}dt®, (3.43)

z

e substituindo essa em (3.41) obtemos

dF {F,H,}dt* + {F, H.}dt*,

= [{F H.} — {F, H.}M;'{H,, H,}] dt*. (3.44)

Essa relacao também nos permite definir os Parénteses Generalizados, com o subconjunto re-

gular dos Hamiltonianos nao-involutivos, como
{A, B} ={A,B} — {A, H}M{H;, B}. (3.45)

Portanto, a dindmica do sistema s6 ird depender das varidveis 1o isto é,tet”, que estdo relaci-

onadas ao subconjunto irregular dos Hamiltonianos ndo-involutivos
dF = {F, H.}*dt*. (3.46)
Retornamos a equacao (3.42a), que pode ser escrita como
{H,, H.}dt* + {H}, H.}dt* = 0.
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Ao substituir a equacao (3.43) obtemos
{H., H.}*dt* = 0. (3.47)

que afirma que os Hamiltonianos restantes H, devem também satisfazer a Condigdo de Integra-
bilidade dH), = { H}, H) }*dt* sob os novos Parénteses Generalizados.

A presenca de Hamiltonianos ndo-involutivos viola a independéncia linear das varidveis
temporais ou parametros relacionados a esses Hamiltonianos, mas a imposi¢do da Condi¢do
Integrabilidade fornece um método para eliminar esses parametros, permitindo-nos obter um
conjunto completo de Hamiltonianos involutivos sob a dlgebra dos Parénteses Generalizados.
Portanto, podemos dizer que o papel dos Hamiltonianos ndo-involutivos € a redu¢ao do espaco
de fase.

Agora, estudaremos como a reducd@o da dinamica, devido a presenga de Hamiltonianos nao-

involutivos, atua na teoria da Mecanica Quantica Topoldgica.

3.2.4 Mecanica Quantica Topolégica: Hamiltonianos nao-involutivos

As teorias Topologicamente Massivas foram propostas por Jackiw et al. [35] no inicio
dos anos oitenta. Essas teorias sdo construidas pela adicio de um termo de Chern-Simons
nas teorias de calibre em trés dimensodes. Assim, a teoria da Eletrodinamica Topologicamente

Massiva, também conhecida como de Maxwell-Chern-Simons, € descrita pela seguinte a¢ao

1
W[A,] = / d*z {—ZFWFW + %5“”VFWAJ , (3.48)

que € invariante sob a transformagdo dA, = 0,e, isto é, transformagdes U(1). No chamado

calibre de Weyl temos que A° = 0, assim, a equacdo (3.48) torna-se
3 |42 1 i1 2
WA, = [ &« §A — §A><A — §(V x A)°|, (3.49)

onde A = (A, As). Esta acdo € andloga a de uma particula massiva carregada movendo-se em

um plano sob a influéncia de um campo electromagnético externo
W x| = /dt [%:ﬁ + . A(x) — eV(m)} :
c

se considerarmos as seguintes caracteristicas: primeiro, A; = ¢;;2;A (x), V (x) = V (), isto
é, possui uma simetria rotacional e, segundo, A (x) = —B/2, V (z) = kx?/2, onde B e k sdo

constantes positivas. Nesse caso temos

B k
Wx] = /dt l%wZ + ST X T — 5;1:21 : (3.50)

A semelhancga entre (3.49) e (3.50) € evidente. Este modelo cldssico também foi estudado no
Capitulo II sob o formalismo de Hamilton-Jacobi uma vez que ele é regular. Como ja menciona-

mos, a teoria da Maxwell-Chern-Simons € invariante sob transformacdes U (1) logo, esperamos
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uma invariancia similar para seu andlogo mecanico. Nesse sentido, se propde uma generalizagdo
do (3.50) que possua algumas propriedades de invariancia
B k
L(x,d,q) = %Daz Dz + o x Da - 5a + g, (3.51)

onde v é uma constante de acoplamento, e
DZL‘Z‘ = IZ + q<i; T, (352)

€ a derivada covariante. Observa-se que a Lagrangiana (3.51) ndo depende somente das N

coordenadas z;, mas também de uma nova variavel ¢. No limite m — 0, k — 0, temos
) B
Lo (x,&,q) = P x Dz + vq. (3.53)

As teorias descritas por (3.51) e (3.53) sdo chamadas de Mecanica Quantica Topolégica. Con-
tudo, a Lagrangiana (3.51) tem uma estrutura completamente diferente da Lagrangiana (3.53).
Observa-se que a Lagrangiana reduzida L, € apenas linear em suas velocidades, portanto nao
satisfaz a condicdo Hessiana, ou seja, (3.53) representa uma teoria singular.

Escreveremos a acdo (3.53) em termos das componentes do vector x e substituiremos a

definicdo da derivada covariante

. B .
W() [l‘z, q} = /dt |:§5ij$i (l‘j + CJE]‘]CZL"]C,) + I/q:| ,

B
= /dt |:55ij$ijjj - C]C} ) (3.54)
onde C', é apenas uma funcio das componentes do vector x e, se comporta como um potencial
definido por
B
C= Exzxz — . (3.55)

As propriedades Lagrangianas de nosso interesse sdo obtidas através da realizacio da variagdao
total para o funcional de acdo, ou equivalentemente escrevendo a Equacdo Lie. Escrevemos
Wy lz',q) = [dtALe

AL =B (éTijJ.}j - qxi) Sl’z - ng + % <_§€ijxj6xi — qC’(5t> . (356)

Por simples inspecdo da derivada total nessa equacgao, identificamos o Gerador G = p;dz; +
m0q — Hpdt como

B
assim como os momentos candnicos de z‘ e ¢ e o Hamiltoniano Candnico

dL, B

pi = o7, _Egijxj; (3.58a)
oL

= 2=, (3.58b)
dq
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Além disso, devido a linearidade das velocidades em (3.54) dizemos que essa é uma agdo de
primeira ordem. Em geral, as Lagrangianas correspondentes as acdes de primeira ordem sdo
escritas como L = K(x)& — V(x) e, a partir dessa expressdo, identificamos os momentos
canénicos, bem como o Hamiltoniano canénico p = K(z), Hy = V(z), respectivamente. Di-
zemos também que as Lagrangianas de primeira ordem j4 estio escritas na forma candnica pois

Voltando a Equacao de Lie, identificamos as equagdes de Euler-Lagrange quando igualamos
a zero os coeficientes das variagdes das varidveis independentes dx; € dg. Obtemos

giji'j —qr; = 0, (3593)
B
Exﬂi —v = 0. (3.59b)

Como mencionamos anteriormente, o modelo da Mecanica Quantica Topoldgica (3.53) € inva-
riante sob transformacdes de calibre. Para esta andlise de simetria utilizamos a Equagdo Lie

para variacdes de ponto fixo 6t = 0 (§z; = dx;, 6q = dq ), assim temos

d (B
AL = B (Eiji'j — Qfﬂz) 5$7, — 05q — % (Egijzjéxi) s

1 1
= B 5Cii (Zj0x; — xj0%;) — quidT; — 5:1%9%-5(]] + vdq,
agora, se considerarmos a seguinte transformacgao
g = a, (3.60a)
5.flfi = —&yxjo. (360b)
onde a fun¢do o = « (t) é chamada de “potencial de calibre”’e substituimos em (3.56), obtemos
que
1 . . 1 ) .
AL = B SCisCik (—&jrpa + zjzpe + TEG) — STt + va,
1 1 ) .
= B SEHEKT TR — STTih + va,
d
= V—a«
dt -’

pois ;e = J,,. Se a potencial de calibre é independente do tempo, teriamos que o funcio-
nal de acdo € invariante sob rotagdes globais dx; = —e;;z;a. Por outro lado, a versdo local
dessa simetria deixa o funcional de a¢do quasi-invariante. Por isso dizemos que (3.60) sdo as
transformacoes de calibre da Mecanica Quantica Topoldgica.

Aseguir estudaremos o problema sob o formalismo Hamilton-Jacobi, nesse caso, o sistema

€ governado pelo seguinte conjunto de Hamiltonianos

H = po+ Ho =0, (3.61a)
B

H = pi+ Seym; =0, (3.61b)

H, = m=0. (3.61c¢)
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Cada um desses H', H; e H, correspondem aos parimetros ¢ = 2%, Nl = 2t e A = ¢, respec-
tivamente. Os Parénteses de Poisson sdo dados por {z*,p;} = d;; € {¢, 7} = 1, a partir desta

estrutura construimos o diferencial fundamental
dF ={F H'}yda® + {F, H]} d\" + {F, H,} dX. (3.62)

Observe que o Hamiltoniano H/ é ndo-involutivo uma vez que

B B
{H! H}} = {pi R Ty §€jzxz} = Beyj, (3.63)

Logo, podemos eliminar os parAmetros A’ = z* da evolucdo dindmida do sistema se definimos

os Parénteses Generalizados
* -1

onde a matriz M;; = { H/, H}} possui inversa (lembrando que ;&5 = ;)

M1l=——¢,. (3.65)

A redefini¢do da dindmica ndo afeta as varidveis ¢ e 7, porque mantém a algebra {¢, 7} = 1,

enquanto que para as varidveis candnicas x; € p; temos

{zi,p;} 255@', {x;,x;} =~ g {pi,p;} =~ i (3.66)

e o diferencial fundamental agora é dado por

dF = {F,H'}" da® + {F,H}}" d\. (3.67)

Claro, ainda temos que testar a Condig@o de Integrabilidade para H,. Como {H o H, é}* =0,

em que dH; = ( define um novo Hamiltoniano
dH, = {H,, H'}" d2° = —Cda”.

Esse Hamiltoniano (3.55) ainda tem que satisfazer a Condicdo de Integrabilidade dC' = 0 com
o diferencial fundamental definido em (3.67). Sendo C uma funcio da varidvel 2%, temos
{C,H}" = 0. Também temos {C,C}* = —B*{x;,z;}" x;z; = 0, devido a antisimetria dos
Parénteses Generalizados entre as variaveis z;. Portanto, temos que a Condicao de Integrabili-

dade para o Hamiltoniano C' € satisfeita identicamente
dC = {C,—qC}" da® + {C, H,}" d\ = 0.

Assim, obtemos o conjunto completo de Hamiltonianos do sistema H’, H ; e C'. Esses Hamil-

tonianos sao involutivos, pois todos os Parénteses Generalizados entre eles sdo nulos, exceto
*
{H,H'} =-C, (3.68)
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a qual fecha uma algebra de Lie. As EquacOes Caracteristicas estao dadas pelo diferencial

fundamental, definido num espaco de fase estendido
dF = {F,H'} da® + {F,H}}" d\ + {F,C}" dw, (3.69)

onde w representa o parametro relacionado ao Hamiltoniano C'. Para o primeiro grupo de

varidveis canonicas, ¢ € 7, obtemos

dg = d)\, (3.70a)
dr = —Cdi°. (3.70b)

O significado dessas equagdes € simples. A equacgao (3.70a) significa que a varidvel ¢ perma-
nece como um parametro pois ndo tem evolug¢do dindmica ¢ = dq/dx° = 0. A equagdo (3.70b)
€ equivalente a Condigdo de Integrabilidade para o Hamiltoniano H; assim como também re-
presenta a equacdo de Euler-Lagrange para a varidvel ¢ ainda que esta varidvel ndo forneca
evolugdo no sistema.

Para o segundo grupo de varidveis candnicas, x; e p;, obtemos

dr; = —5Z-jq:cjdx0 — gijxjdw, (3.71a)
B B
dp; = —gqxfdxo — Ea:idw. (3.71b)

Lembremos que, sendo o conjunto de Hamiltonianos involutivo, em seguida, seus respectivos

parametros sao independentes entre si. Por conseguinte, a fim de estudar s6 a evolugdo temporal,

temos que
I'i = —&;5q9%j, (3723.)
) B
i = _Eqaji- (3.72b)

As equagdes (3.72a) e (3.72b) representam a equagao de Euler-Lagrange para a varidvel x;. Isso
pode ser notado com a ajuda do Hamiltoniano (3.61b), o qual podemos reescrever (3.72b) como

B . B
—5&;’% = —Eqﬁm

que € claramente equivalente a (3.72a). Portanto, provamos assim a equivaléncia entre as
equagoes de Euler-Lagrange com as Equacdes Caracteristicas do sistema. Contudo, ainda temos
outra varidvel w que nao possui um equivalente no formalismo Lagrangiano, pois foi introducida
em um espaco de fase estendido. Antes de estudar o papel dessas varidveis e seus respectivos
Hamiltonianos implementaremos uma visao geométrica sobre a Condi¢ao de Integrabilidade.

3.2.5 Quadro Geométrico

Connsideraremos as varidveis candnicas como uma dnica entidade, digamos 2! = (¢%, p;), e
definamos a seguinte quantidade
J— 1 /
X, ={ H.,}, (3.73)
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esta expressdo estd intimamente relacionada com o diferencial fundamental (3.29), pois dz! =
{zI ,H (’X} dt® = X1dt. De fato, temos que (3.73) sdo as componentes de um campo vectorial
X, que avaliado em qualquer funcdo F' da

OF
X, [Fl=XI—, 74

Escolheremos F' = 2, neste caso temos que X, [2/] = XJ027/027 = X/} = X!. Portanto,
temos que as Equagdes Caracteristicas podem ser escritas como

dz' = X1dt* = X, [2'] dt*. (3.75)
A adequada generalizacdo dessa equacdo para quaisquer fungdes no espago de fase pode ser
obtida a partir de (3.74)

or OF dz! dF
XalFl={" Ha} 57 = 5t e = o

com O que temos
dF = {F, H.} dt* = X, [F] dt°. (3.76)

Vemos que os vetores X, estdo intimamente relacionados a evolucao dindmica do sistema.
Resolvendo as Equacdes Caracteristicas (3.75) temos que os X, geram a solucdo do problema

variacional. Por outro lado, o desvio entre os dois vectores € dado pelo comutador
[Xoy Xp] F' = Xo [Xp [F]] = X [Xao [F]], (3.77)
podemos escrever essa expressao em termos do Parénteses de Poisson
Xo[Xp [FI) = Xo [{F. H5}] = {{F H} HL}
dessa forma, temos que
[Xo, Xo) P = {{F, Hy} , H,} = {{F, H,} Hy} = {{H], Hy ) P

onde na ultima igualdade usamos a identidade de Jacobi. Considerando que os Hamiltonianos
sdo involutivos, isto €, a equacdo (3.31) se mantém, podemos escrever

[Xa, Xp] F' = {C’LﬁH;,F} = _Cwa,BXv [F] + {Cwa,@wF} Hf/.

Portanto, sempre que as constantes de estrutura C"” 5 sdo independentes das varidveis candnicas,

temos que a Condi¢do de Integrabilidade torna-se
[(Xa, Xp] = —C, 53X, (3.78)

essa equacgdo define uma base para esses vetores. Nota-se que esse procedimento baseia-se na
estrutura do diferencial fundamental e nas propriedades algébricas do Paréntese de Poisson,
portanto, também € valido no caso em que a dinamica do sistema tenha que ser redefinida
pelo Paréntese Generalizado. Essas ideias geométricas ser ao de utilidade para a construc¢io da

estrutura simplética na seguinte secao.
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3.2.6 Hamiltonianos Involutivos: Geradores das Transformacoes

Canonicas

No capitulo II construimos a estrutura simplética do espacgo de fase considerando a varidvel
2! = (¢', p;) assim como explorando as propriedades dos Parénteses de Poisson e das transforma-
coes candnicas. Nesta se¢do, seguiremos uma andlise semelhante usando a geometria diferen-
cial.

Primeiro cogitaremos em um sistema regular e construiremos a chamada 2-forma simplética
w = dq" A dp;, (3.79)

que é ndo-degenerada e fechada (dw = 0). Nesta expressdo também introduzimos o produto ex-
terior /A que age nas formas diferenciais. O objeto geométrico (3.79) nos permite escrever uma
equacao de Hamilton independentemente das coordenadas. Para isso, primeiramente, defini-
mos o seguinte vetor Xy = (0H/dp;, —OH/dq"). O produto interior, iy, , ¢ uma operagdo que

mede a contracdo de uma forma diferencial com um vector, neste caso a contracdo € definida

por
: oH
ix,dq¢ = — 3.80
H
ix,,dp; _ng—‘ (3.80b)

O produto interior também pode ser avaliado sobre 2-formas, digamos w (3.79) seguindo a regra

da cadeia
ix,w =ix, (d¢' Ndp;) = (ix,dq") dp; — (ix,dp;) dq’,

desse modo, substituindo (3.80) nesta dltima equagao, obtemos
. 0H OH
Ix W = a—pidpi + iy

Essa é a Equacdo em termo de formas diferenciais. Agora, se queremos construir uma estrutura

dq' = dH. (3.81)

similar para sistemas singulares temos que examinar cuidadosamente a forma simplética. Nota-
se que da definicdo de momento canonico temos

, L
wr = dql/\d(gqi>,

0L , , 021 . .
= —— | do* A dd? —— | dg* N dd’.
(aqzaqﬂ) her (aqzaq'f) Thd

Portanto, percebe-se que somente se a Lagrangiana for regular, a forma wy, serd ndo-degenerada.

Este resultado insinua que para sistemas vinculados a forma simplética deve ter um termo refe-
rente as varidveis canonicas inversiveis dq® A dp,.
A terceira Equacdo Caracteristica (3.19) fornece uma melhor sugestio para a construgdo da

forma simplética, pois ela define uma 1-forma diferencial
0 =dS = p,dq® — H,dt, (3.82)
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a partir da qual obtemos uma 2-forma w, diferenciando w = —df. Logo
w=dq" Ndp, + dH, N dt”. (3.83)

Esta forma simplética depende, como esperado, de um termo chamado principal wp = dq®Adp,
e um termo que diz sobre a estrutura de vinculos a = dH,, A dt®. Analisamos a 2-forma a a
partir do diferencial fundamental dH, = {H,H}} dt®, sendo H, = p, + H, logo

dH, = {H,, H,}dt’ —{ps, Hy} dt’H,,
= {H(;’Hé}dtﬁ_{paypﬁ+Hﬁ}dt67
OHg

= |{HLHy} + 50| 4t

sempre que a Condicao de Integrabilidade € satisfeita, a tiltima equacao torna-se

0Hg 0*L
dH, = —2dt’ = ——dit’. 3.84
o " Breor 559
Na ultima linha da equag¢do usamos a definicdo de Hg. Dessa forma temos que
0L
~ Oteots

a dt’ A dt® =0, (3.85)

devido a antisimetria do produto exterior e a simetria das derivadas parciais. Portanto, a forma
simplética candnica w = wp + a € degenerada sempre que a Condicao de Integrabilidade for

satisfeita. Quando aplicamos o produto interior para esta 2-forma obtemos

ix.w = dH, (3.86a)
ixJx,w = {H, Hj}, (3.86b)

onde o lado direito da equacdo torna-se nulo sempre que a integrabilidade for satisfeita. Dize-
mos que os vetores X, sdo autovetores da forma simplética e possuem autovalores nulos.
Agora, tendo definido a estrutura simplética passamos a estudar as transformagdes canoni-
cas, que sao aquelas que preservam a forma simplética. Uma vez que as transformacdes
candnicas estdo também relacionadas a dindmica do sistema; primeiro analisaremos a variagao
de qualquer funcao F' como
0F =0t X, F. (3.87)

Aqui consideraremos 6t = t* — §t* que sdo funcdes arbitririas de z/. Claramente, para
0t = dt* a equacio (3.87) torna-se o diferencial fundamental (3.29). Para F' = 2! temos que

62" = 2" (1) — 2" (t%) = 0t X, [¢7] . (3.88)
Uma transformacio g produz essa variacao assim

2 (1) = g2! (1%), (3.89)
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logo temos que (g — 1) 2/ = §t*X,, [2'] ou, equivalentemente
g=146°X,,. (3.90)

A seguir consideraremos a transformacao f = 1 — §t*X,, de tal modo que quando se aplica
juntamente com g temos
gf =1—8t*X,6t° X,

e, dado que a Condicdo de Integrabilidade pode também ser descrita como condi¢do sob os

vectores X, € ser uma base completa (3.78), temos que se essa condi¢ao for satisfeita

9f =fg=1,

dessa relacdo vemos que a inversa da g se escreve como g ' = f = 1 — 6t*X,. Agora, esta

transformacdo também afeta a forma simplética como gwg~!. Substituindo (3.90) temos

qwg~!t = w—éto‘Xa&BwXﬁ,

= W — (5ta5t'8’ixaixﬁw.

Mais uma vez, quando a Condicdo de Integrabilidade € satisfeita, temos a forma simplética
invariante. Portanto, as transformagdes g sdo candnicas. Assim, € mostrado que o conjunto
completo de Hamiltonianos involutivo H/,, que esta relacionado aos vectores X, sdo geradores

das transformacdes canOnicas
62" = 6t X" = {#', H.,} 6t°. (3.91)

Nosso interesse no estudo das transformacdes candnicaa € relaciond-las com as transformagoes
de calibre. Para esse fim, devemos restringir-nos a transformacdes candnica a tempos fixos, isto
¢ 5t = 6t = 0, que é o equivalente classico a variacio de ponto fixo na teoria de campos. Neste
caso, para que a seguinte variacao

6z" = {z' H.} 6t°, (3.92)
seja candnica, temos que satisfazer a seguinte condicao
{H,. H)} = C%, HL, (3.93)

No entanto, essa condi¢do ndo garante integrabilidade sob a dlgebra dos Hamiltonianos, que
ainda é dada por (3.31), logo

{H, H} =C° H),+C%, H.. (3.94)

A fim de conciliar essas duas equacoes, (3.93) e (3.94), temos que considerar C%cy = 0 ou
Hy = 0. Uma vez que a condigdo C,, = 0 se reflete em {Hj, H.} = 0, vemos que ela é

realmente muito forte, pois quase nunca ¢ satisfeita. Por outro lado, a condi¢do H, = 0 reduz o
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espaco de fase, restringindo a dindmica para as variacdes (3.92). Com base nesses pressupostos,
dizemos que
G = H.ot7, (3.95)

¢ o Gerador das transformagdes canodnica, pois
62" = {1, G} . (3.96)

Mesmo que esse Gerador ndo seja o Gerador da transformagdes de calibre GY no sentido
Lagrangiano, podemos relaciona-los quando impomos que (3.96) deixa o funcional de a¢do
invariante, bem como a estrutura das Equacdes Caracteristicas. Consideramos isto devido a
seguinte razdo: sabemos que a funcgdo S foi definida mediante variagdes a ponto fixo como
L* — L = dS/dt; no caso regular essa fun¢do corresponde ao funcional de acdo da teoria,
enquanto que para o caso singular, simplesmente podemos dizer que o diferencial dS = 6 ¢
proporcional a variacdo a ponto fixo AL. Por outro lado, esse diferencial esta relacionado a
1-forma simplética (3.82) a qual é preservada pelas variacdes (3.88), tal que

I= /w — /d@, (3.97)

assim, as variagoes que preservam a integral, devem satisfazer a Equagao de Lie até termos uma
diferencial total. Isto é, sendo invaridncias ou quase-invariancias da teoria, relacionamos assim
os geradores G e G9. Agora, continuamos com o modelo da Mecanica Quantica Topologica

para esclarecer este procedimento.

3.2.7 Mecanica Quantica Topologica: Hamiltonianos involutivos

Consideraremos o modelo da Mecanica Quantica Topoldgica estudado anteriormente. Das
Equagdes Caracteristicas (3.71) e (3.72) temos que as variacdes independentes ao longo das

varidveis \ e w , denotadas por d) e d,, sdo dadas por

6>\q - 5)‘)
50.)37@' = —5ijxj5w,
B
dwDi = —Exi&u.

Essas variagdes representam transformacoes globais por estarem relacionadas aos parame-tros
independentes d\ e dw. Agora, ja sabemos que a Mecanica Quantica Topoldgica apresenta
uma simetria relacionada a uma transformacao local (3.60). Essas transformagdes locais ndo
sdo consideradas dentro da Condicdo de Integrabilidade devido a que esta impde independencia
entre t, A e w. Superamos este problema considerando A = A () e w = w (t) e escrevendo as

variacoes como

5qg = O\ (3.982)
(Sl‘i = —Eijxjéw, (398b)
op; = —gxidw. (3.98¢)



Aqui eliminamos os subindices porque todas as variacdes estio relacionadas. Além disso, ob-
servamos que, se substituirmos a definicdo dos momentos candnicos em (3.98c) obtemos o
mesmo resultado que (3.98b) logo, serdo equacgdes equivalentes.

Sabemos que o Gerador das transformagdes candnicas G*"* € dado pela combinagdo linear

dos Hamiltonianos involutivos G = H, C’I e G, = C. Escrevemos
G =GN+ G ow. (3.99)

Esse é o Gerador da transformacdes canoOnicas, pois seus Parénteses Generalizados com as

variaveis q, x; € p; ocorre

{g.G"}" = ), (3.100a)

{C(]Z‘,Gcan}* = —eijxj&u, (3100b)
B

{pi, G} = —5xi5w. (3.100c¢)

Nota-se que esses parénteses coincidem com as variagdes (3.98). Agora, ao substituir essas

variacoes em (3.56), obtemos

d (B
AL = -B (Eiji‘j — qm,) sikxkéw — CoA + % <§€ij€ikfﬁj$k5w) s

= viA+ gmkxk (0w — ON).

A partir dessa expressdo vemos que, se considerarmos dA = Jw, a teoria € quase-invariante.
Além disso, sob esta condi¢do, o Gerador das transformagdes candnicas torna-se o Gerador da
transformacao de calibre

GY = Grow + G, 0w, (3.101)

pois gera as variagdes
¢ = {q,G}" = ow, (3.102a)
or; = {x;,G} = —¢gjjz0w, (3.102b)

que sao as bem conhecidas transformacdes de calibre do modelo. Agora, notemos que o espaco
de fase inicial desse modelo tem a dimensdo 2N = 6, devido as 4 varidveis canOnicas rela-
cionadas ao par (z;,p;) € 2 ao par (¢, 7). E um total de N,, + N; = 4 Hamiltonianos, sendo
N,, = 2 ndo-involutivos e N; = 2 involutivos. Ainda assim, como mostrado pelo diferen-
cial fundamental, existem /N; = 2 parametros independentes, previamente a relacionar esses
Hamiltonianos involutivos a geradores da transformacdo de calibre, sem contar ao parametro
temporal. A constru¢do dos Parénteses Generalizados mostrou que podemos eliminar Hamilto-
nianos do sistema sempre que estes sejam ndo-involutivos, entdo, se considerarmos mais /N; = 2
Hamiltonianas para eliminar os parametros independentes, temos um sistema bem definido.
Neste caso, o espaco de fase do sistema, chamado de espago de fase reduzido tem dimensao
2N* = 2N — (N,, + N;) — N; = 2N — N,, — 2N,. Enquanto que o nimero total de graus de
liberdade € N*, vemos que o modelo de Mecanica Quantica Topologica, o sistema nao possui
graus de liberdade.
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Capitulo 4

O modelo BF para a Gravitacao
Bi-dimensional

4.1 Introducao

Até o momento nao existe nenhuma teoria quantica satisfatoria para a Gravitacdo em qua-
tro dimensdes. A fim de compreender algumas propriedades da gravidade em nivel quantico,
alguns tedricos tém encontrado um interessante tema de pesquisa em modelos de dimensao
inferior de gravitacdo [52]. Existem, no entanto, algumas trivialidades nesses modelos. Por
exemplo, a gravitacdo tridimensional pura ndo contém graus de liberdade, porém no caso bidi-
mensional, € bem conhecido que as equacdes de Einstein tornam-se identicamente nulas.

Devido a este comportamento trivial da Gravita¢do bidimensional costuma-se fazer algumas
reformulacdes na a¢do de Einstein-Hilbert. Um dos modelos mais utilizados se deve a Jackiw e
a Teitelboim [53], em que a acdo € dada por

Wor = /d%\/@/} (R—Fk), 4.1)

onde ¢ é um campo dilaton utilizado como multiplicador de Lagrange, e k£ € a constante cos-

moldgica. As equagdes de Euler-Lagrange para o modelo de Jackiw-Teitelboim sdo dadas por
1
R—k=0, V,V,o+ §kgww =0, 4.2)

isto €, tornando nula a variagdao do campo dilaton, obtém-se a curvatura constante, enquanto que
a equacdao de movimento para o campo dilaton € determinado sem fazer restri¢cdes adicionais
sobre a métrica. Para uma extensa revisao de dois modelos dilaton bi-dimensionais da gravidade
ver a referéncia [34].

O modelo de Jackiw-Teitelboim pode ser reformulado como uma teoria de calibre SO(2, 1)
que pode ser reproduzido através de uma acdo BF [54]. A andlise Hamiltoniana do modelo de
BF foi estudada tanto no nivel cldssico como quantico em [55].

Neste capitulo mostraremos como € construido o modelo BF, assim como a sua equivaléncia

com o modelo de Jackiw-Teitelboim. Em seguida faremos a anédlise de vinculos, construindo
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os Parénteses Generalizados, assim como obteremos as Equagdes Caracteristicas. Analisando

essas equacgdes construiremos o gerador de transformacdes canOnicas.

4.2 O Modelo BF

Sob uma variedade d-dimensional M, o modelo BF consiste num grupo de Lie G uma
(d —2)—forma B, também chamada de campo de fundo (Background) ou simplesmente campo

B, e uma 2—forma F'. A acdo BF é dada por

Wgr|B, A :/ Tr(B A F), 4.3)
M

onde a conex@o de calibre A € uma 1—forma relacionada a F' através da derivada covariante DD
como F' = DA = dA + A N A. Considerando um elemento do grupo de Lie da teoria como
g, percebe-se que sob a representacdo adjunta de GG, o trago do produto exterior € invariante de
calibre

Tr(BY A F9) =Tr(gBg ' ANgFg) =Tr(¢gBAFg ') =Tr(BAF).

Certamente, dependendo da dimensao da variedade, podem ser construidos outros invariantes.
Por exemplo, para d = 2 podemos adicionar o termo 77 (B A B) a (4.3), ou em d = 3 adicionar
Tr(B A B A B). A seguir, estudaremos puramente o modelo BF bidimensional.

Quando estudamos as variacoes totais de um determinado funcional de a¢do, separamos
explicitamente a variagdo na forma da Lagrangiana da variagdo do volume de integracdo. Na
linguagem das formas diferenciais, a forma funcional de acdo ndo contém explicitamente o
elemento volume, por estar escrito implicitamente na conexdo de calibre A = A, dx", assim
como no campo B. Para escrever a Equacao de Lie para o modelo BF, abandonamos a elegancia

da notagdo das forma diferenciais e, em vez disso, usamos as componentes

1
F = 5F;;JadﬂAdg;”, (4.42)
B = BJ, (4.4b)

a

onde J, sdo os geradores da dlgebra de Lie G, isto €, A, = AfJ,. Dado que a conexdo de

calibre e seu respectivo campo F' sdo relacionados por uma derivada covariante, da equacao
(4.4a) obtemos a seguinte relagao

FiJo = 0,A0 g — 0, AT, + AL AL a, ). (4.5)

Especializamo-nos em algebras de Lie tal que [J,, J,] = f ;, “J., onde a constante de estrutura

¢ indicada por f , ¢. Assim temos que
Fiy = 04y = 0, AL + foo “ALAL, (4.6)
permitindo-nos escrever a derivada covariante do seguinte modo
DAY = 0,A5 — f,. “ALAS. 4.7
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Agora, quando substituimos a expressao para a campo F' assim como para o campo B das

equagoes (4.4) no funcional de agdo (4.3), obtemos
1
Wgr[B, Al = = / B*F), gapda* A dz",
2 Jpm

com g,y = Tr(J,Jy). Uma vez que o traco de uma matriz é uma aplicagdo linear e simétrica,
Jab = 9ra podem ser consideradas como as componentes de um tensor métrico. Dessa forma,
podemos descer os ndices por meio desse trago, isto €, B, = gq;,B°. E claro que se gqp possul
uma inversa, também podemos subir os indices como B, = ¢*B;. Devido 2 antissimetria do

produto exterior, podemos escrever a agdo do modelo BF como

Wgr[B, A] = ™ / d*xFy By, (4.8)
M
onde £%7 é o tensor de Levi-Civita, e por notacio consideramos %' = 1.
As propriedades principais do formalismo Lagrangiano podem ser obtidas através da realizagdo
das variacoes totais no funcional de acdo (4.8). Considerando que os elementos g,;, ndo sao de-

pendentes do espaco-tempo, escrevemos a Equagdo de Lie como

AL = 6B, F, + 6 A% (0§ D1 B, — 07 Dy B,) + 6z*©" | + 9,G*, (4.9)

onde
e" , = (6§0,A7 — 610,A}) By — 0L F, B, (4.10a)
Gl = SUB.SA% — 6" B,SAS — O 5a®, (4.10b)

sdo o tensor de Energia-Momento candnico ©# _ e o gerador G*. As equacdes de Euler-

«

Lagrange do formalismo sdo obtidas considerando as variagdes a ponto fixo e campos nulos

quando calculados no contorno determinado. Nesse caso obtemos
0 = F2, (4.11a)
0 = 0¢D1B, —6{DyB,. (4.11b)

Ambas as equacdes podem ser reescritas como /' = 0 e DB = 0. A interpretagdo dessas
equacdes é direta pois temos uma conexao plana A, ja que possui um campo F' nulo, enquanto
que o campo B € paralelo a A.

Considerando somente as variagdes a ponto fixo, dz = 0, temos que (4.9) se torna

AL = 0B,FY +8A%D\B, — §A%DyB, + 0, (81! BuSA? — 61 B,6AY) |
= OB,FS + 0A%D B, — 6A*DyB, + 0o (B.6AY) — 0y (B,6A2) .

Pode-se obter uma forma mais conveniente para esta expressdo através da substituicdo da
definicdo da derivada covariante

AL = 6B,F% + B, (Do A% — D15 AL) . (4.12)
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Construimos a teoria considerando que Aj; € um campo de calibre, entdo, a pergunta que se faz
serd saber que tipo de transformacao para o campo B torna o modelo BF invariante. A fim de
testar as propriedades de invaridncia de calibre, vamos primeiro substituir 0 A7, = D, A", onde
A“ € fungdo diferenciavel arbitraria. Neste caso temos que (4.12) se torna

AE - 5BCLF§1 + Ba [Do, Dl] Aa,
e de (4.7) podemos demonstrar a regra de comutacao
[Do, D] A* = —f,, “A°F,. (4.13)

Logo,
AL = 6B, F§, — f,, “Bo\"Fg, = (0By — f.o "By\°) Fy,.

A imposi¢ao da invariéncia de calibre AL = 0 sobre 0 A7, = D, A® torna-se uma restri¢ao sobre

o campo B
6B, = f.o "ByA° = —f,. "ByA°.
Portanto,
0A, = DAY (4.14a)
6B, = —f,. "By\", (4.14b)

sdo transformagdes de calibre, por deixarem invariante a teoria.

4.2.1 O modelo BF bidimensional e a teoria de Jackiw-Teitelboim

A seguir, construiremos um modelo de teoria de calibre do grupo de Poincaré 150(1,1),
em que escrevemos a conexao A como a combinacio da 1—forma zweibein e/ e a 1—forma
de conexdo de spin w. Esses campos sdo considerados independentes, pois trabalhamos no

formalismo da primeira ordem da gravitagao
A= e P+ wA, (4.15)
onde ] = 0,1, e P e A sdo os geradores das translacdes e boost de Lorentz, respectivamente
A, Pl =¢ "P;, [Pr,P;]=0, (4.16)

também definimos o simbolo de Levi-Civita €;; tal que €y; = 1. A métrica de Killing € definida

através desses geradores como
9ab = Tr(Johy), a,b=0,1,2, (4.17)

com Jy = Fy, J1 = P e J, = A. No caso bidimensional, a métrica de Killing ¢ degenerada,

logo, ndo € possivel construir uma teoria de calibre consistente. E habitual considerar a presenca
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de uma constante cosmoldgica k ndo nula, de modo que se pode deformar a dlgebra de Poincaré

em dlgebra de (anti) de Sitter
A, P)=¢; "P;, [P, Pj] = kepA, (4.18)

nesse caso, a métrica de Killing resulta invariante e ndo degenerada

knry O
o , 4.19
Gab ( 0 1 ) (4.19)

A dlgebra de (anti) de Sitter expressa em termos dos geradores .J, é dada por [J,, J;] =

_ d _ d _
fap €Je = €apeg™Ja, com ggp = 1/2f,. “fu €€ €012 = 1.
Em termos do zweibein e a conexao de spin temos que o campo £’ pode ser escrito como

k
F = (de' —we'; N e )P+ (dw + §euel ANeNA = TPy + RA, (4.20)

em que 7" e R representam a 2—formas de torsdo e curvatura do campo zweibein no formalismo

de primeira ordem. A equacdo de conexao plana se 1€

de’ = we; Ne’, (4.21a)
k
dw = —ieljelAe‘]. (4.21b)

Considerando um campo zweibein inversivel, € possivel calcular a conexdo de spin, da qual
obtemos o escalar de curvatura de Ricci R = k. Esse é o procedimento padrdo para mos-
trar a equivaléncia entre os modelos BF bi-dimensional com a teoria de Jackiw-Teitelboim,

encontrando-se, por exemplo, em [54] e [56].

4.3 Formalismo de Hamilton-Jacobi

Vimos na secao anterior que a a¢do do modelo BF bidimensional (4.3) pode ser utilizada
para modelar a teoria da gravitagcdo de Jackiw-Teitelboim. Na constru¢dao do modelo, definimos
objetos geométricos, as formas diferenciais, assim como a derivada covariante (4.7), que podem

ser introduzidas novamente no funcional de acdo (4.3), para assim poder escrever
Wgr [B, A] = / dz® B, (0 A} — D1 AS). (4.22)

Como € possivel eliminar termos de divergéncia na acdo sem afetar as equacdes de movimento,

reescrevemos (4.3) por meio de sua acdo equivalente
Wgr|B, Al = / dz® (B,0oAY + ASD1B,) , (4.23)

que € mais adequada para uma andlise de vinculos, pois considera a componente Aj como um

multiplicador de Lagrange. As a¢des equivalentes (4.22) e (4.23) fornecem as mesmas equagoes
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de Euler-Lagrange (4.11). Assim, a invariancia de calibre € preservada ainda que tenhamos
eliminado os termos de divergéncia.

A auséncia do termo 0y B, assim como a linearidade das velocidades A{ fazem de (4.22) e
(4.23) acdes de primeira ordem. Como acdes de primeira ordem sdo escritas na forma candnica

L = ¢'p; — Hy; de modo claro identificamos os momentos candnicamente conjugados

oL oL
™= — "= ————, (4.24)
9(9pA2) (0 B.,)
como vinculos canonicos. Reconhecemos também a Hamiltoniana canonica Hy = —A{ D1 B,.

E o conjunto de equagdes diferenciais parciais de Hamilton-Jacobi €

H = 7+Ho=0—2° (4.25a)
HY = 70 =0— A=\, (4.25b)
H! = 7. —B,=0— A =), (4.25¢)
H* = MI°=0— B, =¢, (4.25d)

O lado esquerdo dessas equagdes sao chamadas de densidades Hamiltonianas. Para cada uma
delas temos as variaveis independentes x°, Aj € €, que desempenham o papel de parametros da

teoria. Definimos os Parénteses de Poisson tal que
{AC 7} = 036kd(x —y), {Ba, 11"} = 63d(x — ). (4.26)

Com essa estrutura, escreve-se o diferencial fundamental, que descreve a evolu¢do dinamica de

qualquer func¢do no espaco de fase tal como
dF = /dy [{F, H'}dx® + {F, HI N, + {F, H’“}dea} : (4.27)

Nota-se que a partir desse diferencial, as densidades Hamiltonianas atuam como geradores
da evolugdo dinamica em cada dire¢do dos seus correspondentes parametros. O diferencial
fundamental € utilizado para testar a Condicao de Integrabilidade a fim de encontrar outras
possiveis densidades hamiltonianas. Como estudado no Capitulo III, também analisaremos a
algebra das densidades hamiltonianas anteriores, construiremos os Parénteses Generalizados
com os hamiltonianos nao-involutivos para depois encontrarmos os vinculos restantes. Para o
modelo BF, esse método simplifica os cdlculos, como esclarece certos aspectos do formalismo.

Como o subconjunto de densidades Hamiltonianas h° = H'% e h! = ’H;l € ndo-involutivo,

construimos a matriz M (z,y) com componentes

0 1

M™(z,y) = {h" (@), Ry =| 2 P )sx-y), rs=0L (4.28)
—13x5 Osxs

Essa matriz possui inversa

M Nz,y) = < Vs —loxs ) 3(x —y), (4.29)

13><3 O3><3
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com a qual € possivel reduzir o espaco de fase eliminando os parametros relacionados as densi-

dades Hamiltonianas nao-involutivas (A, ¢,) construindo os Parénteses Generalizados
{F(2), Gy} ={F(2),G(y)} - /dzdw{F(m), R (2)}M (2, w) (R (w), G(y)}, (4.30)
assim o novo diferencial fundamental é dado por
dF = / do [{F,H'}da® + {F,H2}d\G] . 4.31)
Da equacdo (4.30) obtemos que os tnicos Parénteses Generalizados ndo nulos sao
{4l m} =600z —y),  {AL(2)By(y)}" = 0;6,0(z — ).

A reducdo do espaco de fase é agora evidente, desde que B, e II* ndo sdo mais varidveis
candnicamente conjugadas. De fato, agora temos que 5, tem o papel de momento candnico do
7!, Assim como mencionamos anteriormente, precisamos testar a Condigao de Integrabilidade

do sistema. Observamos que dH/° = 0 fornece a relagdo
dH? = —D,B,dz°,
por isso temos de considerar uma nova densidade Hamiltoniana
C! =DB, =0. (4.32)

Qualquer nova Hamiltoniana deve satisfazer a Condigdo de Integrabilidade. Aqui dC, = 0 ¢
satisfeita identicamente, portanto, nao € necessdrio definir novas densidades Hamiltonianas e o

programa Integrabilidade esta fechado.

4.3.1 Equacoes Caracteristicas

O modelo BF s6 possui duas densidades Hamiltonianas sob a dlgebra dos Parénteses Gene-
ralizados G0 = H? e G, = C.. N6s os tinhamos renomeado, uma vez que é sabido que estes

hamiltonianos agem como geradores da evolugdo dindmica G e G, sendo eles involutivos

{Gal2), Go(¥)}" = fap “Ge()d(z — ).

Impondo w* como um novo parametro, que corresponde ao gerador G,, o diferencial funda-

mental final é dado por
dF = /dw [{F, H' Y da® + {F, G2} d\* + {F, Qa}*dw“} , (4.33)

em que também renomeamos A\ = \j. As Equacdes Caracteristicas sdo computadas através da

equacao (4.33). Obtemos

AB, = —fy °B. [Ayds’ + du?]. (4342)
dll* = 0, (4.34b)
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dAY = 0,DyAjdx’ + 0,d\* — 6, Dyduw”, (4.352)
drl = 0)D\B,da’ — 4. f,, “B. [Ajdz’ — dw’] . (4.35b)

Essas equacOes devem ser equivalentes as Euler-Lagrange(4.11). Como usamos um parametro
w® amais que no formalismo Lagrangiano, é preciso esclarecer em que condi¢des a equivaléncia
dessas equacdes € vélida. Devido a todos os pardmetros 2°, \* e w® serem linearmente inde-
pendentes e devido a Condic¢ado de Integrabilidade, a evolucdo dinamica na direc¢ao de cada um
dos dados parametros € totalmente independente dos outros. Portanto, a evolugdo temporal para

o conjunto de Equacdes Caracteristicas (4.34) é dada por

DoB, = O, (4.36a)
Il* = 0. (4.36b)

Vemos que (4.36a) ¢ uma das equacdes de Euler-Lagrange para o campo B (4.11b). Como o
momento candnico [1* é nulo, a equacdo (4.36b) representa a condic¢ao para a integrabilidade da
densidade Hamiltoniana relacionada a esse momento. Essa relagdo estd também relacionada ao
fato de que o campo B, serve como multiplicador de Lagrange na acdo. A evolucdo temporal

para o segundo conjunto de Equacgdes Caracteristicas (4.35) é

QA5 = 6, D1AG, (4.37a)
Qo = 60 D1By —0,,f,;, “BAY. (4.37b)

Nota-se que a componente ;4 = 0 para a equagdo (4.37a) afirma que A} permanece como um
parametro da teoria, enquanto que a componente ;. = 1 é a equacdo de Euler-Lagrange (4.24).
Para y = 0, (4.37b) produz 9y7° = DB, = C/, que é zero por imposi¢do de Integrabilidade.
Portanto, esta equagdo reproduz a equagdo de Euler-Lagrange D; B, = 0. Finalmente, para
i =1 (4.37b) obtemos

Ot + fup “B.AY =0,

dessa relagdo, assim como de (4.36a) obtemos que dy} = 9y B,, que corrobora a interpreta¢io
de B, como momento canonicamente conjugado a A{. Assim, temos mostrado que a evolucio
temporal das Equacgdes Caracteristicas (4.34) e (4.35) é completamente equivalente as equacdes
de Euler-Lagrange (4.11).

4.3.2 Geradores das Transformacoes Canonicas e de Calibre

As Equacdes Caracteristicas também fornecem as variacdes nas dire¢cdes dos parametros
A% and w®. Por considerarmos esses parametros independentes, as variagdes globais ao longo

desses parametros sao dadas por

AL = 60X, 8,AY% = —0,D1dw”, (4.38a)
S, = 6, fup “Beow’. (4.38b)
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Nota-se que escrevemos J, e d, para indicar as variacdes independentes nas dire¢des \* e
w® respectivamente. Nao escrevemos as variagdes para o campo B, por ser é equivalente ao
momento candnico ..

A fim de analisar uma versao local para as varia¢des (4.38), temos que considerar os parametros

dependentes do tempo A% = \%(2°) e w* = w*(z"). Para esse caso, escrevemos

§AY = 60X — 8, Db, (4.39a)
ol = 6 fu “Beow’. (4.39b)

O gerador das transformacdes candnicas € dado por

G = / dy [GOSA" + Goow] (4.40)

pois
SAL = {A% G} =606\ — 6. D1ow”, (4.41a)
ol = {mt, G} =6} f ‘Bedw’. (4.41b)

A fim de relacionar o gerador G com o gerador das transformacdes de calibre, podemos

testar, substituindo na equagdo de Lie a ponto fixo (4.12), lembrando que 7} = B,, logo
AL = 0T F§ + By (DoAY — D10AS),
= f “BOWES 4 B, (—DoD16w® — Di6)\").
Utilizando a regra de comutacao para derivadas covariantes, equacao (4.13), obtemos
AL = [y, “Bbw’E + B, (—D1Dodw® + f,, “0w’EFg — D16A?)
= —B,Dy (Db +6X) + BOw'Ffy (fu * 4 fi ©)

O segundo termo no lado direito da equagdo é igual a zero devido a antissimetria da constante
de estrutura. Portanto, se o conjunto de variagdes (4.39) ou (4.41) deixa a teoria invariante
AL = 0, os parametros \* e Jw” ndo sdo mais totalmente independentes, mas satisfazem as

seguintes relagdes

Sw' = —A° (4.42a)
SAE = DyA?, (4.42b)

Claramente, sob essas condi¢des, o gerador de transformacgdes candnicas G°" se torna o gera-
dor das transformacdes de calibre

GYwge = /dy [gSDOAa . gaAa} 7
pois reproduz as transformacdes de calibre (4.32)

JAL = {A% G99} = 6 DoA" + 6, D1 A" = DoA”, (4.43a)
0B, = {ﬂ-i7 Ggauge}* =—f., CBCAb, (4.43Db)
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as mesmas obtidas da andlise da Equacgdo de Lie. Finalmente, contaremos o nimero de graus
de liberdade da teoria. Lembremos que o indice a possui 3 valores, portanto, o nimero de
varidveis canonicas € 6 x 3, sendo 2 x 3 relacionadas ao par (B,, 1%), e 4 x 3 ao par (A}, 74).
Também temos 2 x 3 Hamiltonianos ndo-involutivos (.}, H'a) e 2 x 3 Hamiltonianos involuti-
vos (G$,G), dando como resultado um espaco de fase de dimenséo 6 x3—2x3—2(2x3) = 0,

sendo este também o nimero de graus de liberdade do modelo BF.
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Capitulo 5

Campo de Yang-Mills Topologicamente
Massivo e Auto-dualidade

5.1 Introducao

E bem conhecido que em 241 dimensdes as teorias ndo-abelianas sio super-renormalizveis
e sofrem de divergéncias infravermelhas. Uma maneira de evitar essas divergéncias [57] € pela
adicao de um termo de Chern-Simons, ou seja, construir uma teoria Topologicamente Massiva
[35]. Assim, temos a teoria de Maxwell-Chern-Simons, a teoria de Yang-Mills Topologica-
mente Massiva e da Gravitacdo Topologicamente Massiva. Como resultado da adi¢cdo do termo
de Chern-Simons, € fornecida uma massa para os campos mantendo a sua invariancia de calibre.
Outra caracteristica importante das teorias Topolégicamente Massivas € que, a nivel quantico
a massa topologica fornece um cut-off infravermelho natural. Essas teorias sdo também de
grande interesse uma vez que elas sdo de utilidade em modelos de matéria condensada, como
no Efeito Hall Quantico [58], superconductividade [59], bem como a sua relevancia no estudo
de teorias de calibre quatro-dimensionais com alta temperatura [60].

Com relagdo a analise da vinculos, a teoria de Yang-Mills Topologicamente Massiva foi
estudada usando o formalismo Hamiltoniano em [61]. Esta anélise demonstrou que a algebra
dos vinculos, bem como o nimero de graus de liberdade sdo inalterados pelo termo massivo.
A teoria de Maxwell-Chern-Simons foi quantizada, utilizando a quantizacdo candnica de Dirac
assim como também pelo Principio de A¢dao de Schwinger em [62]. Mais recentemente, tanto a
teoria de Maxwell-Chern-Simons como a teoria de Yang-Mills Topologicamente Massiva foram
analisadas utilizando o formalismo de primeira ordem [63] desde que o calculo dos vértices se
tornam mais simples. Em primeira ordem também temos que estas teorias ja estdo escritas na
forma canénica e a identificacdo dos vinculos é direta. E importante destacar que existe uma
correspondéncia entre as teorias Topologicamente Massivas e os modelos Auto-duais, esses
ultimos introduzidos por Townsend [36]. Os modelos Auto-duais também sdo definidos em
dimensdes impares, mas apresentam uma estrutura mais simples no que diz respeito as teorias

Topologicamente Massivas devido a linearidade nos campos de velocidade. Essa equivaléncia
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foi analisada com o formalismo de Faddev-Jackiw [37] e foram revistas em [64] e [65]. A
importancia dessa equivaléncia reside na estrutura das teorias Topologicamente Massivas que
também pode ser estudada com os mais simples e equivalentes modelos Auto-duais.

Por outro lado, existem diversas formas de estudar a dindmica de um sistema. Como foi
indicado por Dirac [66], essas formas de dinamica sao resultados de se impor que as equagoes
de movimento da teoria sejam expressas na sua forma Hamiltoniana, enquanto se mantenha
invariante sob transformacdes de Poincaré e, estdo, por sua vez, relacionadas com a escolha
de uma hipersuperficie onde sdo impostas as condi¢des iniciais do problema em particular. A
chamada forma Frontal ou de Plano nulo é que a superficie em consideragdo é X : 7 = ™,
onde 2 = (2° + 2?)/4/2 é uma das coordenadas do Cone de Luz em 2 + 1 dimensdes. Existe
um interesse no estudo de teoria de campos no Plano Nulo devido a reducdo do numero de
graus de liberdade independentes da teoria; isto esta relacionado com o fato de que a grupo de
estabilidade do grupo de Poincaré no Plano Nulo possui sete geradores, em comparagdo com
os seis geradores na forma Instantdnea. Para a Cromodinamica Quantica [67] assim como para
modelos com quebra espontianea da simetria [68], tem-se mostrado que a dindmica no Plano
Nulo fornece exitacdes quanticas livres no vicuo devido a uma separacdo completa dos graus
de liberdade fisicos.

Neste capitulo, prosseguiremos com o andlise de vinculos a la Hamilton-Jacobi da teoria
de Yang-Mills Topologicamente Massiva. Primeiro, estudamos as propriedades Lagrangianas,
usando a Equacgdo de Lie, depois obtemos o conjunto completo de Hamiltonianos involutivos
por meio da Condicao de Integrabilidade, calculamos as Equagdes Caracteristicas e identifica-
mos o Gerador da transformacao de calibre. Seguindo esse mesmo roteiro, estudaremos a teoria
na dindmica no Plano Nulo em que mostraremos como difere a estrutura dos vinculos devido a
presenca de Hamiltonianos ndo-involutivos. Também estudamos os vinculos do modelo Auto-
dual para assim encontrar a correspondéncia entre essas duas teorias desde o ponto de vista do

formalismo de Hamilton-Jacobi.

5.2 Teoria de Yang-Mills Topologicamente Massiva

A adicdo de um termo de Chern-Simons a um campo de Yang-Mills em 2 + 1 dimensoes

resulta na chamada teoria de Yang-Mills Topologicamente Massiva, sua acdo 1é-se

1
Wy a = / ' [—ZF““”F;LU + Lo (P2 fabCAgA*;A;ﬂ ENGAY

onde p € o parametro de massa e as componentes do tensor ' sdo definidas por
Fo, = 0,A% — 9,A% + gf ™A} A (5.2)

Estudamos as propriedades Lagrangianas realizando variagdes totais no funcional de acao, dessa
forma obtemos a Equacgao de Lie, da qual identificamos as equa¢des de movimento, 0s momen-

tos candnicos, a Hamiltoniana can6nica assim como testar a invariancia ou quase-invariancia de
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calibre da teoria. Escrevemos W1y = f d*xAL, onde AL contém a variagio na forma da

densidade Lagrangiana e a variacdo no espaco-tempo. Obtemos
AL = o4 (D Fee gaaﬁwg;) + 020,08, + 0,G". (5.3)
Nessa expressao, definimos a derivada covariante
DX = 9,X" — gf™" X As, (5.4)
com essa definicdo, podemos também escrever (5.2) como
Fi, = 0,A, — DA, = DA, — 0,47, (5.5)

que resulta ser util nos cdlculos. Partindo das defini¢goes (5.4) e (5.5) obtemos a chamada iden-
tidade de Bianchi
Dy Fg, + D, F,3+ Dgk}, =0, (5.6)

devido ao seu significado geométrico e semelhanga com uma identidade do mesmo nome en-
contrada no contexto da Relatividade Geral.
Na Equacdo de Lie também introduzimos o tensor de energia-momentum ©* , que tem

uma forma bastante extensa, nao-simétrica e dependente do termo de massivo

1
O, = PO L
M asy (5499, 40 + lé“ ( GgAY — gfabcA“AbAC> (5.7)
9 50 e T 500 (Fapdy — 3 oAy ) | - -
O gerador G* é dado por
g =0A; (—F“W + gd“”A‘;) —0x"er . (5.8)

A evolugdo temporal do sistema estd relacionada com uma folheagio no espago-tempo 7 = 22,

assim a componente G° corresponde a derivada temporal no gerador cldssico G = pdq — Ht,

assim identificamos 0os momentos canonicos

o ala I Oa a
Ty = —F"% + 5¢ TAL,

como a Hamiltoniana candnica ©%, retornaremos a essas expressoes para a analise de vinculos.
A equagao de movimento é obtida a partir de (5.3) quando hd uma acdo estaciondria sob
variagdes a ponto fixo Jz“ = 0 com variagdes nulas do campo A% no contorno. Assim, a

equacgdo de Euler-Lagrange é dada por
E" = D,F™ + LM FY =0, (5.9)

A fim de encontrar a invariancia ou quase-invariancia de calibre desse sistema, considerare-

mos as variagdes de ponto fixo apenas. Nesse caso, escrevemos a Equacdo de Lie como
AL = oAy (DF + 5P Eg ) 40, [94s (—Fe + Serenan) ]

= SA“D,Fe 9, (FAS ) + g [P Fg 6A% + 779, (A%6A2)] . (5.10)
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Essa variacao € dividida em duas partes: a que representa o campo de Yang-Mills mais o termo
(Chern-Simons) topoldgico AL = ALy + 5ALcs. Passamos a reescrever o termo de Yang-
Mills como

ALyy = OALD,F — 9, (SALF™),
= GAL (9, FH — gf P FMOAC) — 9, (BALF™)
= FUOg,AL — gf R ACSAL,

onde na pentltima linha temos apenas reordenado o primeiro e terceiro termo do lado direito da

equacgdo. Agora mudando os indices no ultimo termo obtemos

ALyy = —F (9,0A% + gf*cAcsAL),
= —F (9,0A% — gfATSAL)
= —FeD,6AL. (5.11)

A partir dessa expressao, obtemos a transformacao de calibre para o campo de Yang-Mills, pois

as derivadas covariantes satisfazem a regra de comutacao

[D,,, D, | X% = —gf*X"F¢ (5.12)

pvo

e, devido a antisimetria da constante de estrutura £ temos que para 6A% = D, X, onde X

¢ uma funcdo diferencidvel arbitréria, a variacdo no funcional de agdo é

ALy

_FaMaD#DaXa — _ oo (DaDuXa _ gfabCXbF/fa> ’
— —A£Y]V[ + gfachbFa;wch

pa

assim obtemos ALy, = 0. Portanto, a transformagdo dA% = D, X* deixa a teoria de Yang-

Mills field invariante. Agora, se substituirmos essa variacao no termo de Chern-Simons

ALcs = z—:”ﬁ'ngy(SAZ + P79, (Ag(SAZ) )
= e"Fg Do X — 95 (ADX")
e da definicdo de derivada covariante
ALcs = G (0aX" — gf*™ X A) + €705 (AIDX")

= =X DGFG, + 00 (e"7F3 X) — D05 (A2Do X") |

= —e"X D Fg, + 0, [e* (F§, X + A2DgX®)] .
Nota-se que, se multiplicarmos a identidade de Bianchi por £*?7, temos que 5a57Dang =
0. Portanto, sob a transformacdo 0A% = D,X* o termo de Chern-Simons torna-se uma

divergéncia total, deixando assim, a teoria de Yang-Mills Topologicamente Massiva quase-
invariante.

65



Finalmente, podemos usar a Equacgdo de Lie para simetrizar o tensor de energia-momentum
candnico (5.7). Esse procedimento é baseado na invariancia sob transformacdes de Poin-
caré. Obtemos, apds a simetrizacdo, que o termos de Chern-Simons ndo acrescenta qualquer
contribuicdo para o tensor energia-momentum do sistema, tendo assim, um tensor igual ao ob-
tido para o campo de Yang-Mills

1
(T raryar = FUOFG, + 00 Fos 7, (5.13)

cujo procedimento € mostrado no apéndice (A.1) para o caso abeliano.

5.3 Formalismo de Hamilton-Jacobi

Agora realizaremos com a andlise de vinculos. A partir da Equagdo de Lie ja tinhamos
identificado os momentos candonicos

Y T gao‘“’A,‘i. (5.14)

Nota-se que devido a antisimetria do simbolo de Levi-Civita, a componente temporal do mo-
mentos é um vinculo candnica 70 = 0, resultado andlogo ao campo de Yang-Mills. Para a

componente espacial, obtemos uma relagao dinamica

o _nijFézj 4 ggijA?’ il = Vi (5.15)

a

podendo ser invertida para assim obter JyA¢ como uma fun¢do dos momentos candnicos
a j a K a
a()Ai = —7]1']‘71'& + DZAO + 5773]k814k (516)
De (5.14) e (5.16), ou calculando ©°, construimos o Hamiltoniano candnico H, = ThO AL, — L.
Obtemos
1 % ) a ] K it 4a 1 a rrai] a ) K _ij a
Ho = 5 [ﬁa —Le ’fAk} [wg - EgﬂAl] - FGE - A [Dma + L] )

Portanto, a teoria de Yang-Mills Topologicamente Massiva € caracterizada pelo seguinte con-
junto de equacdes diferenciais parciais de Hamilton-Jacobi ou Hamiltonianos

H = 7+Hy=0—2" (5.18a)
HY = 70 =0— A=)\, (5.18b)
onde foi renomeado A = \® pois esse campo age agora como um parimetro €, 7 = 95/9z°,
70 = 90S5/0A%. Os Hamiltonianos H' e H[ estdo relacionados aos pardmetros z° e A\, respec-
tivamente. A fim de testar a Condicao de Integrabilidade para o sistema (5.18) construiremos

o Paréntese de Poisson fundamental { A%(z), 7% (y)} = 046(x — y). Com essa estrutura cons-

truimos o diferencial fundamental
aF = [ &y [P W (@)} &2 + {Fl), HDw)} X
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O Hamiltoniano #H[? é involutivo pois {H" (), H(y)} = 0 logo, sua Condigdo de Integrabili-
dade s6 depende do Paréntese de Poisson com o Hamiltoniano H’. Neste caso, temos

{(H2(@0) H ()} = | Diml+ 590,45 ] da,
portanto, definimos um novo Hamiltoniano
¢l = Dirl + ggijaiA;. (5.19)

Sendo esse Hamiltoniano o resultado da Condicdao de Integrabilidade, ndo tem uma varidvel
correspondente no espago de fase original. E importante notar que C’; também sio involutivos

desde que satisfacam a seguinte dlgebra

{Cu(2),Co(y)} = farcCe(x)d(x —y), (5.20)

e os outros Parénteses de Poisson sdao nulos. Como resultado dessa dlgebra, temos que a
Condigdo de Integrabilidade para C/, isto é, dC! = 0 ¢ satisfeita idénticamente.

5.3.1 Equacoes Caracteristicas

Quando a Condicdo de Integrabilidade é completamente satisfeita, terminamos com um
conjunto de Hamiltonianos involutivos, neste caso H’, ”H;O e C!. Precisamos ampliar o nosso
espago de fase inicial a fim de considerar o Hamiltoniano C!. Vamos renomear os Hamiltonianos
G = HP e G¥ = C!, uma vez que eles agem como geradores. O novo diferencial fundamental

que engloba todos os Hamiltonianos involutivos tem a forma

dF:/d3y [{F(z),H (y)} dz° + {F(z),G)(y) } d\* + {F (), G2 (y) } dw?] . (5.21)

Aqui temos w® como novo parametro relacionado ao Hamiltoniano G¥. A partir deste diferen-

cial obtemos as seguintes Equacgdes Caracteristicas
A = O | —mpem] + DiAf + Smge Ap] da® + 8 dX* = SEDudu”,  (5.220)
dr = §lst (DF‘”"“ + gfoenkAS — ﬁgjkDoA@) dz®
Lo (Dkw + B skjakAa> dz® + 6t [g fabmpk sjkc‘? 5"] d’. (5.22b)

Essas equacdes descrevem a evolugdo dindmica do sistema como dependente dos parametros
2% M\ e w® A Condi¢do de Integrabilidade afirma que esses pardmetros sdo independentes.

Entdo, se considerarmos apenas a evolu¢io na dire¢do temporal, isto é 2, temos

dA; = 0, (5.23a)
dj = _77ij7Tj+DiAa+%77ij€jkAZ, (5.23b)
oo = Dt +—5”8A“ (5.23¢)
Qo = DjFaﬂ+gfabC7r,§Ag—ggﬂDoA;. (5.23d)
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A andlise dessas equagdes € direta, (5.23a) significa que os Afj ainda permanece como um

parametro da teoria. A equacao (5.23b) é exatamente a relacdo dinamica (5.16) resultante da

0

definicdo dos momentos candnicos. Uma vez que o momento 7,

¢ nulo, temos a equagdo
(5.23¢) que representa a Condigdo de Integrabilidade para G = H°. Além disso, observa-se
que esta equagdo € equivalente a componente temporal da equagao de Euler-Lagrange £¢ =
D, Fwe %»saﬁ“ngw, uma vez que
£ — _D,FWiy ggijF% _ D, (ng . gam;) n ggiﬂ'Fg
% K ij a a
= Dim, +5¢” (£ — DiA3)

— Diri— ggijajAg = Dl + geifa,-A;,
¢ (5.23c). Finalmente, podemos escrever a equagio (5.23d) como — Do, +D; F*'—£e* Dy A =

0, o que é equivalente 2 componente espacial da equacdo de Euler-Lagrange £°. Para visualizar

1sso, calculamos

£ = DoF™ + D;F" — " I,
= Dy (—71'; + geijA?) + D;F" — usijFé’j,
== _DOW2+DjFaji+g€ij (aJAO_F(%) s

usando a relagdo (5.5), essa equivaléncia € atingida.

5.3.2 Gerador das transformacoes canonicas

A evolugdo temporal das EquacOes Caracteristicas €, entdo, equivalente as equacdes de
Euler-Lagrange. A evolug@o ao longo dos pardmetros A* e w® sdo variagoes, denotadas com d)

e J,,, dadas por

S\AS = 00N (5.24a)
0, AL = =8 Dydw’, (5.24b)
Jomt = (gfabmw;'nJrggﬁajég) 8t (5.24¢)

aqui ainda estamos considerando que os parametros sdo linearmente independentes. Em se-
guida, temos que o conjunto de variagdoes (5.24) representam as transformacoes globais. Para
estudar as transformagdes locais, devemos considerar os parametros A e w* como dependentes

da varidvel temporal 2°. Escrevemos as variagdes (5.24) como

SAS = 600N — 0k Dypdw, (5.25a)
st = gf“bmn;@(swb—ggﬁajdwa. (5.25b)

a

Temos simplesmente representado as variagdes 0y e d,, por 9, por estarem correlacionadas. O

conjunto de variacdes locais (5.25) agora é gerado pela combinacdo linear de Hamiltonianos
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involutivos

G = / Py [GroA" + G¥ow"] (5.26)

onde chamamos G*" de gerador das transformagdes candnicas, pois
AL = {A2,G7 = G0N — 4Dy, 627
dri = {ml Geen} = gt st — gg@'jajéwa. (5.27b)

Sabemos que a teoria de Yang-Mills topologicamente massiva possui um grupo de transfor-
macodes que deixa seu funcional de acdo quase-invariante. O gerador dessas transformacdes
de calibre G estd relacionado com o G°*"*. A relac@o entre esses gerador € obtida quando se
analisa sob que tipo de condi¢do as variacdes (5.27) sdo uma invariancia da teoria. Para isso,
substituimos as variacdes no funcional de a¢do ou, equivalentemente, na Equagado de Lie (5.3)

para variacdes a ponto fixo
a j a avo Hoo a a apo B e a
AL = (525" — 61 D;0w") (DZ,F + e ﬁVFB,Y) ~ 9, [5,4& <F 4 et VAW)] ,

devido a quase-invariancia, eliminamos os termos de contorno. Sob esta considera¢ao temos
a a __ a a
X*D,)Y*=-Y*D, X logo

AL = 6)° <DiF‘”0 + gaw;;) — D (DoF™ + D;F — i Fe)
= —FODX + LeUONFG + DoDidu F™ + FYD;Didu” + e iy Dy,
= FODGAT 4 FDyD,dw + FD; Db’ + pe (F&Diéw“ + EMGEC;) ,

utilizando a regra de comutagio das derivadas covariantes, temos %% Dy D;6w® = F*D; Dydw®
e F"D;D;0w® = 0. Assim

, ) 1
AL = F*D; (Dobw* + 6X%) + pe” {_%aDing t 55/\(1}75'} '

Usamos a identidade Bianchi para obter ¢ DyFys = —c* (D;Fg + D;Ffy) = 2V D;F,.
Dessa forma, a Equagao de Lie torna-se

. g 1 1
AL == FaOZDZ' (Doéwa + 5)\a) + ,LL€Z] |:—§5WGDO‘F;;' + 55/\QE§:| )

®

= F'D; (Dydw® + 6\*) + 5

eV Fit (Dodw® + 6A7) . (5.28)

A partir dessa expressdo, temos a quase-invariancia da teoria satisfeita, se considerarmos

ON" = —Dpow*, (5.29)
por isso temos s6 um parametro arbitrario, digamos dw® = —X*“. Sob essa condigdo, temos a

variagdo no campo Af, cuja forma €
a _ <0 a ) a __ v a __ a
0A), =0,Do X"+ 6, D; X" =6,D,X*=D,X"
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A partir da condicdo (5.29) escrevemos o gerador da transformacao transformacio de calibre
como
GY = GoON + GLow® = (G2 Dy + G¥) X*“. (5.30)

Agora, o espaco de fase inicial possui 3N varidveis candnicas (A,‘j, ) onde o indice a tem N
valores. A andlise de vinculos indica que s6 existem 2/N Hamiltonianos involutivos. Portanto,
o espago reduzido possui dimensdo 6N — 2(2N) = 2N. Notemos que o termo de massa

topoldgica ndo contribui para mudanca do nimero de graus de liberdade do sistema que € N.

5.4 Campo de Yang-Mills Topologicamente Massivo no Plano
Nulo

Nas teorias de campo relativisticas, temos a liberdade de escolher o parametro que determina
a evolucao temporal do sistema. Esta liberdade vem de um requisito fisico, a covariancia de
Poincaré. A escolha de um parametro especifico 7 acompanha a escolha de uma familia de
superficies 7 = cte. Se sabemos a configuracdo dos campos sob um dos membros dessa familia
de superficies, as equacdes de movimento na forma canodnica deve fornecer a evolucdo dessa
configuracio em superficies posteriores a uma forma tnica. Nos modelos estudados nesta tese,
usamos a dinAmica na forma Instantinea, na qual escolhemos 7 = 2° como pardmetro temporal,
ainda assim, como foi mostrado por Dirac, existem outras formas de dindmica relativistica. Foi
demostrado que existem cinco formas inequivalentes da dinimica Hamiltoniana em teorias de
campo relativisticas [69]. Uma delas € a dinamica no Plano Nulo, definida pela superficie
7 = 2T, onde " é uma das componentes das coordenadas de Cone de Luz. Em um espago-

tempo de Minkowski 2 + 1 dimensional, as coordenadas de Cone de Luz sao definidas por

1 .

A E(:L‘O—i—mQ), T = — (xo—mQ), =zt i=1,2,....d—1.

Voltando ao problema em consideragdo, temos que nas coordenadas de cone de luz, os momen-
tos candnicos do campo de Yang-Mills Topologicamente Massivo sdo

Tl = _Fotn g gsﬂWAz. (5.31)

O simbolo de Levi-Civita tem por convengdo o valor de e*~! = 1, logo, escrevemos as compo-

nentes dos momentos (5.31) como

=0, (5.32a)
no=F" + gA‘f, (5.32b)
e gAi . (5.32¢)

Nota-se que (5.32a) e (5.32¢) sao vinculos candnicos. Esta é a primeira diferenca com a
dindmica na forma Instantdnea (7 = 2°) , estudada na secdo anterior, uma vez que uma co-

ordenada espacial A{ age como pardmetro da teoria. Por outro lado, a equagdo (5.32b) é uma
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relacdo dinamica
0L A" =17 + A" — gfabe Al A° — gAz . (5.33)
A densidade Hamiltoniana canonica é H, = 740, A% — L =m0, A® + 7,0, A} — L, substi-

tuindo as expressdes dos momentos candnicos, obtemos

H, = % [w; - %A‘fr _y [D_ﬂ; + Dyl — g (0rA° — a_Ag)] . (534)

dessa forma, temos o seguinte conjunto de densidades Hamiltonianas

H=p,+H.=0—>7=a", p,=05/0z", (5.35a)
Hr=nr=0- )\ = A, 7 =05/0A°, (5.35b)
W =gl Fo gAi =0 N =AY, 7l =05/0A° (5.35¢)

As varidveis z*, A% e A{ sdo agora os pardmetros da teoria e cada um estd relacionada com
uma densidade Hamiltoniana. A Condicdo de Integrabilidade do sistema € estudada a partir do

diferencial fundamental
aF = [ &y [{F@) W @) s+ (P, 1 )} X+ (). K@)} dx]. 630

A estrutura dos Parénteses de Poisson € a mesma dada para a dindmica na forma instantanea
{As(x), 74 (y) } = 646(x—y). Agora, impondo dH," = 0, isto é, a Condicdo de Integrabilidade

a

para o Hamiltoniano " obtemos
dH* = |D_n- + Dyrl — g (0rA° — &Aﬁ‘)] dz,
que nos leva a definir uma nova densidade Hamiltoniana
C!=D_n- + D! — g (0,A° — A%, (5.37)

que satisfaz a Condi¢do de Integrabilidade. Por outro lado, temos que a densidade Hamiltoniana

H!! é ndo-involutiva uma vez que
Mgy, (z,y) = {H. (x) ,Hy (y)} = —2D" a0 (x — ) . (5.38)

Sendo assim, o parAmetro \¢ relacionado a H!! pode ser eliminado do diferencial fundamental
ao inverter a matriz com elementos (5.38) e construimos os Parénteses Generalizados. Supondo

que esta matriz inversa exista, isto &, Gy, (7, y) = M, (x,y), ela satisfaz

/d3ZMac (33’, Z) Gcb (27 y) = 6ab5 (.Z‘ - y) .

Substituindo (5.38) nessa dltima equagdo, temos G, (x, y) tem que satisfazer a seguinte equagio
diferencial
—2D"Gop (x,y) = 0ap0 (z — y) . (5.39)
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Observando que esta equacdo nao depende da massa topoldgica i, € também vélida para o
campo de Yang-Mills livre no Plano Nulo. Além disso, temos que G, (x,y) é a fungdo de
Green da equacdo (5.39) e depende da constante de acoplamento g assim como da varidvel A*
devido a presenca da derivada covariante. Para resolver essa equagdo, primeiro consideramos

g = 0, para assim ter

—20" Gy (2,9) = Sud (x — y). (5.40)
que possui como solugdo particular
1
Gy (2.9) = = J0we (2 =), (5.41)
ondee(x —y)=e(x” —y )d(x—y) =—€(y — x) é afuncgdo sinal, que satisfaz

Fe(r—y)=20(x—vy).

Nota-se que também podemos escolher uma solugéo do tipo € (x — y) + f(z"), mas podemos
escolher f(x™) = 0 sem afetar as equagdes de movimento do problema. No Apéndice B mostra-
mos alguns detalhes sobre esta peculiaridade na dinamica do Plano Nulo. Outras caracteristicas
do estudo de vinculos no Plano Nulo podem ser encontradas em [70] e [71] no contexto do
formalismo de Dirac. Agora, a solu¢do completa para G, (z, y) é constituida pela série infinita

Gap = G + Gy + ¢?GS) + .. =Y "G (5.42)

Substituindo essa sefie em (5.39) obtemos
508 (& — ) = Gl (2,9) — 9 Gon ,9) A° (),
assim como em (5.40) do lado esquerdo da equacao, para obter
ab _ Z gno" GSZ) facez gt Gcb
o* Gab o Gab tg [ e faceGCb } [ Pe faceGg)) AC
dessa forma, obtemos uma correlagdo entre GE:;) € seu antecessor
o* Gt = paceg ge (5.43)

Desde que € conhecida, GSI))) logo podemos fazer uso de (5.43) a fim de construir todos os

elementos da série (5.42). Portanto, a forma explicita para a fungdo de Green G, (z,y) é

1 1
Ga (z,y) = _Z(Sabe (x —y) — ggf“bc/dzAc_ (2)e(x—2)e(z—y)+ ... (5.44)
Com a matriz G, (x, y) definida, escrevemos os Parénteses Generalizados como

{F(2),Gy)} ={F(2),Gy)}
- / dzdw {F (), H}' (y)} Gas (z,w) {HL) (), G (y)}, (5.45)
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a partir dessa expressao, obtemos os seguintes parénteses fundamentais

(A% (2), A" (1)} = 516} Gy (2, 1), (5.46a)
{AS (@) 78 ()} = 6028 (0 — 9) = 3L [DY 6 DY + 55 Gy (wy), (5.46b)

a

(7 (z) 72 ()} = {5;03 DY+ gaz] [55173 — DT + ’55*_‘] Guy (z,).  (5.460)

A construgdo dos Parénteses Generalizados € um resultado direto da Condigao de Integrabi-
lidade para o Hamiltoniano Hgl e, como consequéncia, redefine a dindmica do sistema. Temos
agora que testar se os Hamiltonianos restantes, ou seja, 1. e C. sdo involutivos. De (5.46b)
temos que a densidade Hamiltoniana #." s6 comuta com A%, logo, seus Parénteses Generali-

zados com outros Hamiltonianos séo nulos. Para C/ temos que

{Co(2).Cy(y)} = gf*"Cl(x)d(x —y),

esta algebra indica que C., € involutivo.

Obtemos o conjunto completo de Hamiltonianos involutivos, isto &, H', G} = H/ e G¥ =
C., cada um deles estd relacionado aos pardmetros z*, A% e w®. Este dltimo parametro ¢é
introduzido através da expansdo do espaco de fase tal que o diferencial fundamental € agora

dado por

aF = [ [(Pla) W)Y o'+ {F@). G0} d + {(F(@).G:0) do] . 547)

Substituindo F' = A, obtém-se as seguintes Equacdes Caracteristica

dA? = d), (5.48a)
dA® = [w; +O_AT — gfUeAb AC — gAﬂ dz* — D_dw®, (5.48b)
dA} = dx™ / PyF?_ (y) (Dzl’ - %) Gap (z,y) + da™ DA% — Dydw?, (5.48¢)

Uma vez que os pardmetros %, A} e w” sdo linearmente independentes, podemos considerar
a evolugio temporal independentemente das variagdes em A\ ,w®. Assim, a equagdo (5.48a)
torna-se J, A% = 0, indicando que a varidvel A% ainda permanece como um parimetro da
teoria. A equacdo (5.48b) € equivalente a relacdo dinadmica (5.33), resultado da definicdo do
momento candnico 7, . Devido a presenca da fungio G, (z,y) em (5.48c), temos que derivar

essa equacao com relagdo a D”
0, A% = / yFY_(y) | DY - ﬂ G (2,y) + Dy A2,

1
D9, AL =~ / PyFt_(y) [DY ~ 5] 60 (2,9) + D_Dy AL,

para assim obter
a 1 a ll/ a
D_F{, = §D1F+ 8F _,
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essa equagdo corresponde a uma das equacOes de Euler-Lagrange. O fato de se obter uma
relagdo dinamica para a Equacdo Caracteristica da varidvel A} vem da existéncia de um sub-
conjunto de Hamiltonianos involutivos correspondentes a esse parametro.

~ a A @ o o
Agora, a evolugdo do campo Af, ao longo dos pardmetros A% e w® € dada pelas variagdes

§A% = 616N — 6, D_dw® — 6, D16w°, (5.49)
a partir dessa expressdo identificamos o Gerador das transformagdes canonicas G°** como
G = / dy (G6NL + GLow®) (5.50)
pois
SAY = {AL G} (5.51)

Como fizemos nos exemplos anteriores, podemos obter o Gerador da transformacao de calibre
(Y9 impondo que as variagoes (5.49) sejam simetrias do campo de Yang-Mills Topologicamente
Massivo, isto €, substituindo essas variacdes na Equagdo de Lie e procurando a condi¢do para

obter uma quase-invariancia. Temos
AL = (370X = b, D-dw" = 5, D1dw") (D, + By )
~ 9, [Mg (FW + ggmmg)] ,
e, eliminando termos de contorno temos
AL = (Dt 4 Lty ) — (D + Le Mg ) Dodut
— (D,,F‘“’1 + gelﬁyFéLV) Dyow?,

ou em termos de componentes

AL =6X} (D_F*" 4+ Dy F*" 4 pet1F%))
— (D4 F*" + Dy P 4 pe Y EY) D_dw*
— (D_F* '+ DL P 4 e FY ) Dydw".

reorganizamos essa equacao como

AL = F*""D_ (6\% + Dydw®) + F*T' Dy (6A% + Dydw®)
+ p [OALF® + dw® (D_FY, + 6w*D F¢_)]. (5.52)

Usando a identidade de Bianchi, D F  + D1 F,_ + D_F;, = 0, escrevemos (5.52) como
AL = F**"D_ (0M% + Dydw®) + F“T'Dy (A + Didw®) 4+ pF*, (6A% + Dyow®)

o que € claramente nulo se considerarmos 6\} = —D dw®. Lembrando que jd eliminamos
termos de contorno para obter esse resultado, entdio AL = 0 significa que a teoria é quase-

invariante e sob essa condi¢do a variacao (5.49) torna-se
0A; = —6:[D+6w“ =0, D_ow* — 5;D15w“ = —D,dw",
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que € a transformacgdo de calibre da teoria. Além disso, o Gerador dessa transformacao se

€screve como

WE/@FQQ+%NM

Agora, assim como no caso da descri¢do na forma Instantanea, o espaco de fase inicial € 6.V,
enquanto que agora o sistema possui N Hamiltonianos nao-involutivos e 2/N' Hamiltonianos
involutivos, portanto existe uma mudanga no espaco de fase final do sistema, possuindo esse
uma dimensdo de 6N — N —2(2N) = N. Portanto, o nimero de graus de liberdade do sistema
se reduz pela metade, comparado com a forma Instantanea. Nota-se que neste contexto estamos
considerando que NN € par, isto é sempre valido ja que toda matriz antisimétrica de dimensao
impar tem determinante nulo, portanto a matriz inversa com elementos G, é bem determinada

para N par.

5.5 Auto-dualidade da teoria Topologicamente Massiva Abe-

liana

As teorias Topologicamente Massivas foram introduzidas no inicio dos anos oitenta como
um novo método para fornecer um cuz-off infravermelho para as teorias de calibre puramente
cinéticas em 2 + 1 dimensdes. Alguns anos mais tarde, Townsend introduziu os modelos Auto-
duais, que também sdo definidos em dimensdes impares. Existe uma correspondéncia entre as
teorias Topologicamente Massivas e as teorias de Townsend. Por exemplo, o correspondente
modelo Auto-dual para a Eletrodinamica Topologicamente Massivo é dado por uma densidade
Lagrangiana que consiste na parte massiva de um campo de Proca mais um termo de Chern-
Simons

Lsp = %mQBNB“ — %mewa“a"BP,

onde B,, € um campo vetorial. Observamos que o modelo de Auto-dual contém uma estrutura
mais simples devido a presenca de apenas derivadas de primeira ordem na Lagrangiana. Nesta
secdo, analisaremos a estrutura de vinculos desse modelo segundo o formalismo de Hamilton-
Jacobi.

Alguns autores preferem fazer uma redefini¢io do campo B, — f,,/m, assim temos

1 1
['SD = §f,ufﬂ - _5;wpf“ayfp‘ (553)

2m

Agora, escreveremos a variagao total do funcional de acdo, 0Wgsp = f d*xALgp, para assim

obter as propriedades Lagrangianas de nosso interesse. a Equacdo de Lie € dada por
1 1
ALsp =0 fa (f"‘ — —€°‘Vp5’yfp) +02%0,0%, + 0, —2—5"‘“ﬁfa5f5 —0x" Ok |,
m m

onde ©# € o tensor de energia-momento candnico

1 1 1
po— = oup ISk o4 = oBpsK
Or, 2m€ fo0uaf3 2(SQfo.f +2m5 08 f208 [, (5.54)

75



Usando a invariancia sob a transformacao Poincaré (onde dx® = w® ﬁmﬁ +a%, comwyg = —Wgq
e a® constantes, € 0 f, = — (805356) fs) na Equagdo de Lie, € possivel simetrizar (5.54). Este
procedimento € um pouco extenso e € mostrado no Apéndice (A.2), onde obtemos

1
T = fUf7 = o0 faf ™ (5.55)

A partir da Equacdo de Lie também identificamos a expressao de Euler-Lagrange como o coe-

ficiente de J f,,. Portanto, a equagdo de Euler-Lagrange é

]' 14
fu = —eupd” f* =0, (5.56)

derivando essa equacdo e, como resultado da antissimetria de €,,,,, obtemos
Ouft=0. (5.57)

Sabemos que o termo topologicamente massivo, tanto da teoria abeliana como da ndo abeliana,
é quase-invariante sob a transformagdo J f# = 0*A, com A = A (x) uma fungdo arbitraria, mas
o termo Proca nao € invariante. Portanto, o modelo Auto-dual ndo possui invariancia de calibre.
Isto serd refletido na auséncia de Hamiltonianos involutivo, como mostraremos a seguir.

A densidade Lagrangiana (5.53) é de primeira ordem, portanto o modelo Auto-dual € vin-

culado. Identificamos os momentos candnicos, bem como o Hamiltoniano can6nico como

1
= ——— Ot (5.58a)
2m
1 1 ..
Ho = —= fuf" + —€7 fo0i f;, (5.58b)
2 m

A partir dessas expressdes obtemos o seguinte conjunto de Hamiltonianos (onde 7 = 9.5/0x°,
= 05/0f,)

H =7+ Hy — 2°, (5.59a)
HO=7"=0— fo =\, (5.59b)
. . 1 ..
Hi=r+ —lf,i=0— fi= N\, (5.59¢)
2m

as varidveis 2° e f, = A\, sdo agora pardmetros da teoria. Os Parénteses de Poisson sdo definidos

tais que {f, (), 7" (y)} = 0%6 (z — y) e o diferencial fundamental é dado por
dF = / PPy [{F,Hyda® + {F,H} dho + {F (), H" (y) } dAi] - (5.60)

Uma vez que a densidade Hamiltoniana H’° comuta consigo mesmo e H", temos que a Condi¢do
de Integrabilidade dH'® = 0 resulta em

dH/O = |:f0 - ieij@fj} dl’o = O,
m
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o que nos leva a definir um novo Hamiltoniano
1 ..
C/ = fo — Ee”@fj = 0. (561)
Devido aos parenteses
{C' (@), H ()} =0 (z—y),
. 1 ..
{€/ @) 1" ()} = — 9070 (x — ),

notamos que a Condi¢do de Integrabilidade para o novo Hamiltoniano fornece uma relagdao
entre os parAmetros \g, \; € 2¥, assim niio temos mais a independéncia entre esses parAimetros.

Podemos afirmar o mesmo com a Condicdo de Integrabilidade para o Hamiltoniano H"*, uma

vez que
(@) 1 ()} = { oy b { ety
' "2m om ’
1 ..
— g (r—y).
e’ (z~y)
Portanto, identificamos h; = H", hy = H?, hs = H"° e hy = C' como Hamiltonianos

nao-involutivos. Procedemos a eliminacdo desses Hamiltonianos através da construcdo dos

Parénteses Generalizados. Primeiro, construimos a matriz M (x,y) com componentes
M"‘S (l’,y) E{h"‘ (ZE),]’LS (y>} rs = 1727374‘

Explicitando em componentes cada um dos Hamiltonianos

1 1

h=n'"+-—f, hy=m"——fo, (5.62a)
2m 2m
1
hs =7, h4=fo—a(31f2—82f1)7 (5.62b)
logo temos
0 L0 Loy

-L 0 0 -Log

M (z,y) = m m 5 (- ). (5.63)

0 0 0 -1
Loz —lgr 1 0
Supondo que M (z,y) possue inversa, e a partir da defini¢do

/d22M (z,2) M~ (2,y) = Lyxud (x — y),

obtemos que esta inversa existe e tem a forma

0 —m 9 0
m 0 07 0
M (z,y) = e 02 ) §(x—1). (5.64)
1 2
0 0 —-10
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onde I,.4 é a matriz Identidade 4 x 4. Os Parénteses Generalizados sao definidos como
{F(2),Gy)}Y = {F(2),Gy)}
— / d*2d®w {F (z), h, (2)} M (z,w) {hs (W), G (y)}. (5.65)

Substituindo F' e G pelas componentes do campo f#, observamos que a estrutura simplética da

teoria é governada pelos parénteses fundamentais

{f°@), f"(y)}* = 0, (5.66a)
{°), [}y = 8oz —y), (5.66b)
{fi(x), fly)}r = —me9o(z —y). (5.66¢)

Existe um campo escalar ¢ incorporado dentro da dlgebra de (5.66), esse escalar satisfaz

{e(@),7(y)}" = d(x —y),

Nesse sentido, de (5.66a) escrevemos o campo f° como a combinagio

[0 = ap+ B,

onde o = «(x) e § = [ (x) sdo operadores, em geral. A escolha de um “valor”particular para «
e 3 servird apenas para uma melhor visualizacdo da correspondéncia. Definimos os operadores
V= (—V2)1/2, 9; = (—V2)71/2 d; e escolhemos = 0 e o« = —V, tal que

o) = =Ve(a), (5.67a)
fix) = Oin(x)—me*dpe (x). (5.67b)
sdo solugdes do sistema (5.66).

Por outro lado, temos a teoria de Maxwell-Chern-Simons, também chamada de Electrodi-

namica Topologicamente Massiva, que € descrita pela seguinte densidade Lagrangiana

1
Lasos = =7 F* Fu + L F AL, (5.68)

com F,, = 0,A, — 0,A,. Dos resultados do modelo ndo-abeliano, temos que a 4lgebra dos
Parénteses de Poisson mantém-se intacta na andlise de vinculos, devido a presenga de apenas
Hamiltonianos involutivos. Sendo esse resultado igual para o caso abeliano, temos {A4,, 7"} =
0,0 (x — y). A fim de identificar um campo escalar sob esta dlgebra, primeiro precisamos definir
as quantidades

E' = €£9F), (5.69a)
1 .. -
B = ngFij = 5”81%1]-. (569b)
Nota-se que E' age como as componentes do campo eléctrico, enquanto B é a componente do

campo magnético perpendicular ao plano (z1, z5). Agora, seguindo a defini¢io dos momentos

candnicos 7' = —F" + L<' A; obtemos a seguinte expressdo para o campo E

Am:w@+gm, (5.70)
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assim, a algebra dos Parénteses de Poisson torna-se

{B(r),B(y)} = 0, (5.71a)
{B(z),E'(y)} = 8d(x—vy), (5.71b)
{E'(z),E' (y)} = —ped(z—y). (5.71¢)

A semelhanca entre (5.66) e (5.71) € evidente. Identificamos os campos
B=f E=Ff (5.72)

assim como o parametro de massa m = p. Além disso, vimos que o tensor energia-momento
da teoria de Maxwell-Chern-Simons simetrizado ndao depende do termo massivo, obtendo um

resultado andlogo ao caso do campo eletromagnético
1724 ol nl% 1 v af

Sob uma variedade de trés dimensdes, o dual de um tensor de segunda ordem € uma 1—forma,
que tem componentes F'* = %5“Q5Fa/3, ou equivalente a f,3 = €,43F"*. Em termos do campo

dual, o tensor de energia-momentum simetrizado tem a forma
1
Tios = (0" FoF® + FUFY) ™ (2F,F*),
1
= FHFY — 577MVFCMF&~ (5.73)

Ambos tensores (5.55) e (5.73) tem a mesma forma quando consideramos f* = F* = %5“0‘5 Fop,
claro, que esta definicdo estd em perfeito acordo com o resultado de (5.69) e a identificagao
(5.72). Agora, através da substituicdo da expansdao do campo escalar (5.67), a energia do sis-
tema se escreve como
1
Tyvies = Top = B (E2 + BQ) )

1
= S[P e (V) ¢l

onde temos eliminado termos de contorno.
Assim obtemos uma correlacio entre estas duas teorias, mesmo que tenham propriedades
de invariancia diferentes. O fato € que a teoria de Maxwell-Chern-Simons e a uma Auto-dual

sdo ambas resultado de um tinico modelo, descrito pela assim chamado Lagrangiana master
1 1
L= §f“fﬂ — fuF" + §,uF“AM, (5.74)

onde f* e A, sdo consideradas varidveis independentes. Existem, ainda, generalizacdes de
Lagrangianas master para proporcionar um melhor entendimento da auto-dualidade (see [72])

assim como sua importancia na gravitagao massiva [73].
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Capitulo 6

Gravitacao Linearizada

6.1 Introducao

Apesar que a gravidade tem uma diferenca significativa com os outros campos, por tra-
tar os fendmenos gravitacionais como uma manifestacao da geometria do espago-tempo, com
as mesmas ferramentas para sua quantizacio canénica. E bem conhecido que o campo de
gravitacdo, bem como as outras interacdes fundamentais, € uma teoria singular e, em seguida,
requer métodos consistentes para a sua andlise de vinculos. Na verdade, quando Dirac iniciou
o estudo do campo gravitacional [74] descobriu que uma folheag¢do do espaco-tempo simpli-
fica a estrutura de vinculos de gravidade com o custo de abandonar a simetria na descri¢ao
Lagrangiana. Uma exposicao pormenorizada da teoria canOnica da gravitagdo pode ser lida em
[75]. Na fase inicial desse estudo foram encontrados varios problemas tedricos, um deles foi
o problema da ndo-renormalizacdo. A fim de evitar esse problema, tém sido construidas teo-
rias trés-dimensionais, como a Gravitagao Topologicamente Massiva [35] ou a Nova Gravitagao
Massiva [76], de onde obtemos, por linearizacdo, o estudo do conteido de particulas da gravi-
dade.

O procedimento de lineariza¢do consiste em manter a ordem inferior de uma aproximacao
fraca na métrica, dessa forma, obtemos um campo de spin dois sob um espago-tempo de Min-
kowski. Este é o campo de gravitagao linearizado, descrito por uma densidade Lagrangiana que
possui uma quase-invaridncia de calibre. E importante notar que essa mesma Lagrangiana foi
encontrada por Fierz e Pauli [77] no estudo da equagdo de onda relativista para particulas com
spin arbitrario. Em geral, pode-se trabalhar com uma familia de densidades Lagrangianas diffe-
renciadas por um parametro [78] onde a Lagrangiana de Fierz—Pauli aparece como um membro
dessa familia. Essa familia € edificada pela adi¢do de um termo de superficie que s6 iré afetar a
forma funcional dos vinculos, mas nao a sua dlgebra [79].

Este capitulo esta estruturado da seguinte forma: apresentamos as chamadas varidveis de
Goldberg, para assim reescrever a a¢ao de Einstein-Hilbert em termos dessas varidveis. Esse
procedimento nos permite escrever de maneira elegante a expansao perturbativa. O campo
de gravitacdo linearizada ¢ dada pela ordem mais baixa desta expansdo. Mostramos também
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0 “Ponto de vista de Feynman”da Gravitagdo e comparamos a estrutura da Lagrangiana de
Feynman com a expressa em termos das varidveis de Goldberg depois da linearizagdo. Depois
de escolher qual descricdo ¢ mais adequada para a nossa andlise de vinculos, escrevemos a
Equacgdo de Lie e obtemos as propriedades que serdo uteis ao nosso estudo e, realizamos a

analise a la Hamilton-Jacobi [27].

6.2 A acao equivalente de Einstein-Hilbert e as variaveis de
Goldberg

A acdo de Einstein-Hilbert em d dimengdes € dada por [80]

1
Wen = —— / d’z.\/egR, (6.1)
K

onde € = (—1)41 | k% € um parametro escolhido de forma que no limite de aproximagdo fraca
as equacoes de Euler-Lagrange do movimento da Relatividade Geral se assemelham a Lei de
Newton da gravitagdo. O determinante da métrica € dada por g = det g, e a curvatura de Ricci

¢ definida por
R=g" Ry = g" (0.1, — 0,10, + T5,I'5, —T9T0 ), (6.2)
e o simbolo Christoffel € dado por
« 1 afs
F;u/ = 59 (augﬁ,u + a,ugﬁzx - aﬁg,uu)v (63)
nota-se que esta expressao pode ser invertida a fim de obter a derivada parcial da métrica como
Oag"’ = —Thyg™ — T2 g™ (6.4)

Sabemos que a subtracdo dos termos de divergéncia na Lagrangiana ndo afeta as equagdes de
Euler-Lagrange. Para a Relatividade Geral, temos a eliminacdo dos termos de divergéncia que
também removem derivadas de segunda ordem no escalar de Ricci. Realiza-se esse procedi-

mento escrevendo

VEga oI, = 0a (\/egg"'Ts,) — %00 (vegg™),
= 0a (V/Egg"Ts,) — I'%,0" Oar/eq — L%, /G0a g™,

uma vez que Jn.g = 99" 0ngps = —99,00.9"° €, substituindo (6.4) na dltima equagdo, temos
VAFOTL, = 00 (VAT + V(G0 T - T ) 00
17 mle? 1 v g loa
- o arrs) - (T ) (T,
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resultando na expressdo seguinte

VG 0TS, = Oa (VA9 TS,) — Vegg™ (TLTe, = 2LT5,) . (69)

Um resultado andlogo pode ser obtido para ,/egg"”d,1"® , neste caso temos

por?
\/@g‘“’&,f‘ﬁa =0, (\/@g“’Tfj ) + \/_FO‘ F” (6.6)
entdo, ao substituir as eqs. (6.5) e (6.6) na densidade Lagrangiana de Einstein-Hilbert, ob-

servamos que as derivadas de segunda ordem na métrica agora fazem parte de um termo de

divergéncia
VegR = \/egq" (T — T Tas) — 0a [Veg (9 T3, — 9" T7)]

A chamada parte Gamma-Gamma da Lagrangiana de Einstein-Hilbert €, entdo, uma Lagrangi-

ana equivalente
= af/o

1
Lpn = __2\/@9“”@ Fﬁ S ¥ ); 6.7)
K
que contém apenas derivadas de primeira ordem da métrica. A equagdo (6.1) como também
(6.7) produzem a equagdo de Einstein, quando consideramos a variagdo da métrica g,,,,

1
§g/wR =0, (6.8)

que é resultado de variagdes a ponto fixo do tensor métrico. Ao invés de trabalhar com a métrica,

G =R, —

podemos usar como varidvel din amica uma densidade métrica, também chamada de varidvel de

Goldberg [81] (um tratamento moderno destas varidveis também pode ser encontrado em [82])

9" = egg", (6.9a)
g = (e9) g (6.9b)
Essas varidveis satisfazem g’ g,., = 9" g,.» = 9,,, € a partir dela obtemos g,,30,5"* = —§"*0,G,.s
€, juntamente, com as seguintes propriedades
2
Apyg 7399w 09", (6.10a)
1 - ~o
apg;u/ = \/_ d— 29uugavapg guogu'yapg 7 ) (610b)
podemos escrever o simbolo de Christoffel (6.3) como
(6% 1 (0% (o ~ ~Q
F,U,l/ = Q[d 25ug0'ya,ug 7 + d (S'U,go”}/al/g gl/’ya,ug 7
~ ~ o ~af~ ~0 1 ~afl~  ~ ~0
_g;waug T+ g /Bg;wgl/’yaﬁg T - mg 69#1/9078,89 Fy]' (611)

Essa relacdo também nos ajuda a escrever a parte Gamma-Gamma da acdo de Einstein-Hilbert,

ou seja, a densidade Lagrangiana (6.7) em termos das varidveis de Goldberg como

R D D o
EEH = T3 _gab’augﬁuaug __gapg,é’agu augpﬁa
K2 |2 4
LRSI WO T2 6.12)
2a(d—2)) Jmdele
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O estudo da teoria linearizada da gravitagdo surge a partir da anélise de um novo campo, di-
gamos p"”(x), que mede o desvio dessa densidade métrica com a métrica de Minkowski, isto

€
P =0t R, (6.13)

enquanto que a inversa da varidvel de Goldberg serd dada pela expansao

T = v — KPuy + K20 Py — ... (6.14)

Portanto, a densidade Lagrangiana (6.7) resulta numa soma de infinitos termos da forma Ly =
Y o k" L™ onde x é o parametro da expanssdo. A ordem mais baixa £} = £ descreve a
teoria da gravitagdo linearizada

1 1
L= 2 o™ Dl + Zauﬂpaﬁﬁu%paﬂ - Oapu0” oy, (6.15)

1
4(d — 2)
por s6 conter a primeira ordem na aproximacgao (6.14), isto €, g,,, = 1), — K., Ou em outras
palavras, com um parametro da expansao fraco. Na proxima secao, estudaremos a mesma teoria,
mas do ponto de vista de Feynman. Esta nova abordagem permite comparar as descri¢des para
o campo de spin dois. Embora essas descri¢des sejam equivalentes, a estrutura de vinculos é
totalmente diferente. Como o campo de spin dois também estd presente em teorias de gravitacdao
mais complexas e, visando seu estudo em trabalhos futuros, escolheremos aquela Lagrangiana

que nos permita uma andlise de vinculos mais adequada.

6.3 A abordagem de Feynman para a Gravitacao Lineari-

zada

Na Lectures Notes on Gravity [83], Feynman propds um método para obter uma descri¢ao
Lagrangiana do campo de gravitagdo linearizada. Ele afirma que a partir do ponto de vista
de um fisico de particulas, seria extremamente util ter uma teoria da gravidade num espaco-
tempo plano, enquanto que mantém todas as caracteristicas dos fendmenos gravitacionais de
um limite nao-relativistico. Nesse processo construtivo apenas os campos de spin par t€ém que
ser considerados, desde que campos de spin fraciondrios levam a potenciais ndo-estiticos e spin
impares permitem uma forca repulsiva. Uma vez que a gravidade tem um potencial de longo
alcance, o campo que descreve essa interacao tem que ser nao massivo.

O campo escalar (spin zero) ndo pode descrever a gravidade, desde que a sua interagao
com o campo eletromagnético, T[jk_QTV” , € nulo uma vez que o campo eletromagnético tem
traco nulo. Por conseguinte, o campo escalar ndo interage com fotons e, em seguida, deixa de
descrever a deflexdao da luz. Um modelo de campo escalar gravitacional também foi proposto
por Nordstrom [84], mas contradize a experi€ncia, porque falha ao tentar calcular o periélio de

Merchtrio.
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O préximo passo € considerar o campo de spin dois /. Este campo tensorial tem que ser
simétrico, ja que um campo antisimétrico que contém 6 varidveis independentes, seria equiva-
lente ao campo eletromagnético (descrito por dois campos vetoriais). A Lagrangiana mais geral
para a teoria de spin dois é dada por

L = a105h, 070" + a20,h"" Oy by, + a30, 0" O, hy + asd,hy, 0" hg + as051y,, 0", (6.16)
deve-se observar que o quinto termo difere do segundo por uma divergéncia
0ol 0" W17 — 0,0 0, b7, = Oy (0" B" — BH7 0%y, - (6.17)
Portanto, podemos desprezar este termo, deixando assim uma Lagrangiana da forma
L = a10,h,, 0" W + a0, 0, b7, + az0,h"" 0,h] + a,0,hy, 0" hy . (6.18)

O raciocinio que segue Feynman consiste em estudar a interacdo da gravitacdo com a matéria;
neste caso, o Lagrangiano para esta teoria € dada por L+ L,,qe. — AT I, onde A € a constante
de acoplamento e 7" representa o tensor de energia-momento da matéria. Devido a simetria

do hy,, temos
Oh
Ohas
essa expressao € util para calcular a equagao de Euler-Lagrange para a teoria com interacao

« 1 e o
Aﬂf =3 (6H55 + 51/55) :

—)\Tag = 2@1&,0‘%&5 + a0° ((%h@, + 85hag)
+a3 (0a0phg + Nap0u0,W") + 2a41050,07 b, (6.19)

Considerando que o tensor energia-momento € conservado, isto é 9,7"" = 0, derivamos a

equacdo (6.19) com respeito a « (ou 3) e, assim obtemos a seguinte relacao
0 = 2a10,0°0%aps + a20° (0%0nhgs + 0%0shas)
+a3 (0%0,0h7 + 030,0,h") + 2a48(,8"85hﬁ,
= (2(11 + a2) 808”8‘%&5 + (CLQ + a3) 8‘“8"(%}1&(, + (CL3 + 2&4) &J)”(f)ﬁhﬁ.

e se considerarmos que os trés termos 0,0 0“hap, 0“0° Oghas € (908"(95% sao independentes,

temos seus respectivos coeficientes nulos, assim obtemos trés equagoes

2@1 +ay = 0,
as +as = 0,
as + 204y = 0,

para quatro parametros independentes. Isto significa que temos a liberdade de escolher o fator
de escala da lagrangiana e, entdo podemos definir, por exemplo a; = 1/4. Com isso obtemos
ay = —agz = 1/2 e ay = —1/4. Em seguida, o campo da gravitac¢@o linearizada é descrito pela

seguinte densidade Lagrangiana
1 1 1 1
L= —§auhaﬁaﬁhg + §auhaﬁhﬂﬂ - Zaﬁhaﬁh + Zauhaﬁauhaﬁ : (6.20)
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Este resultado também corresponde a densidade Lagrangiana Fierz-Pauli [77].

A teoria descrita por (6.20) € equivalente a apresentada em (6.15) descrita em termos das
varidveis Goldberg linearizadas. A relagc@o entre essas duas descri¢des € evidente se escrever-
mos

2

Essa equacdo significa que ao invés de trabalhar com uma expansio nas varidveis Goldberg,

1
o (nuanwﬁ _ _nwnaﬁ> hes. 6.21)

estamos expandindo na métrica de Minkowski g, = 7, + kh,, at€é os termos de primeira
ordem.

Mesmo que estas descri¢des sejam equivalentes, sua estrutura de vinculos € diferente. A fim
de discriminar uma dessas Lagrangianas, primeiro notemos que, com a versao linearizada das

variaveis de Goldberg, os momentos canonicos sdo dados por

oL 1 1 1

T = ————— = —= (Oa 0pPoa) + =00Pap — =————NapOop. 6.22

Tap 9 (3og°?) 2( $op + 5900)+2 0Pap 2(d—2)n5 0P ( )
A partir dessa relacdo, obtemos duas equagdes dinamicas

. 1 i

)] [(d = 1)op00 + Dowi]

. 1 1 1 1

Tyo= 5 (Oitpo; + 050i) + 5(90%‘]‘ — mmﬁos@oo — mm]‘(‘%@’éy

assim como dois Hamiltonianos ndo-involutivos H{, = 7o; + 59,00 € Hi' = 7t — 300} + moo.
Portanto, por razao de simplicidade, apenas estudaremos a anélise de vinculos com a variavel

.., como mostramos a continuagao.

6.4 Equacao de Lie e a acao de Fierz-Pauli

A partir de agora vamos nos concentrar na a¢ao Fierz-Pauli
d, (Lo posg.pu o L wi_ Lo pasy o L 08
WLG = dz —58“}1 agha + §8uh85h - Zagha h + Zauhaga h . (623)

Como fizemos nos capitulos anteriores, as propriedades Lagrangianas que sdo de interesse aos
nossos propositos sdo obtidas pela Equacado de Lie, resultado da realizacao das variagdes totais
em (6.23). Temos W g = f d*xAL, onde AL contém a variacio na forma da Lagrangiana

assim como a varia¢ao no espago-tempo. Escrevemos
AL = 6hosE + 620,0" , + 0,G", (6.24)
onde £°7 ¢ a expressdo de Euler-Lagrange

£ =~ [0,0°h° + 9, (0°h% + 8°he7) — 9°0°hT + 1P 0,0,h" — n*°0,07h"], (6.25)

N | —
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o tensor de energia-momento candnico, denotado com ©* _ é dado por
e =" 0.hye — 6L L, (6.26)

e G* é o gerador
Gt = P Shas — OF  52°, (6.27)

aqui temos denotado por 7/ a expressio

qhel = _

1
(aahuﬁ 4 aﬁhua) + inaﬁaphup

— N =

1 1
+Z@WWm+mwmm)—ywm@+§wm@ (6.28)

Quando impomos tipos diferentes de variacdes na Equacao de Lie (6.24), obtemos diferentes
caracteristicas do formalismo Lagrangiano. A primeira é a equacdo de Euler-Lagrange £*° = 0,
obtida a partir de variagdes a ponto fixo dx® = 0 com os campos inalterados no contorno de

estudo. Explicitamente temos

28% = 9,0;h" — 0;0°hl, (6.292)
28" = —0;07h" + 0°0;hT + 0'0;h" — O°O'R, (6.29b)

0Ll — ajaohOi + aiaOhOj _ aoaohij + akajhki
+ORO N — ' hog — 'R — OFOh
+1 (_23oakh0k + 80(90h£ + 8k8kh8 + 8k(9kh§ - akalhkl) : (6.30)

Para a variagdo a ponto fixo dz® = 0 e, considerando que a expressdo (6.28) esta relacionada
com a expressdo de Euler-Lagrange (6.25) por £ = —9,7#*%, a Equagdo de Lie (6.24) toma

a forma

AL = 0hasE + 0, (7"PShygs)
= R, P + 9, (1P Shag)

que, efetuando uma derivada parcial, torna-se
AL = 79,5 hap. (6.31)

Antes de estudar que tipo de variacdo dh,s deixa invariante a teoria, nota-se que, a partir da
relacdo (6.28), temos

20,0,m% = —0°0,0,h"" — 9,0,0° 1" + 9,0,0° W
+0°0,0°hG — 0,01 0° 1 + 0,0" 0, h,

o primeiro termo do lado direito da equagdo cancela com o dltimo, o segundo termo cancela

com O terceiro, enquanto o quarto termo cancela com o quinto. Portanto

0,00 = 0. (6.32)
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E evidente que esta relagdo é satisfeita sob o campo fisico, onde a equagio de Euler-Lagrange
de movimento € valido, uma vez que Ouﬁaw”aﬁ = —0,E% = 0; ainda assim, a equacio (6.32)
¢ uma identidade e sempre € valida. Devido a esta expressdo, assim como da simetria do dh,g,
¢ razodvel considerar

Ohap = 0aXp + 05X, (6.33)

onde X, sdo fun¢des diferencidveis arbitrarias, como a transformacao de calibre para o campo

de gravitagdo linearizado, pois a partir de (6.31) temos

AL = 21100,0,X5 = 20, (m"P0,X5) — 2 (0,7") 9. X,
= 20, [P0, Xp5] — 20n [ X0, 7" "] + 2 (9,0,7"7) X,
= 20, [P0, X5 — X50,m""] ,

deixando esta teoria quase-invariante.

Quando construimos a Lagrangiana da gravitacdo linearizada, segundo a abordagem de
Feynman, consideramos um termo de interagdo —\1""h,,,, onde T*” € o tensor de energia-
momento da matéria o qual tem que ser conservado 9, 7" = 0. Mesmo assim, a teoria tem um
tensor energia-momento candnico que deve ser considerado dentro do termo de interagdo. Para
vermos isso claramente, consideraremos apenas uma parte da Lagrangiana, £ = 1/40,h,30"h*?,
que fornece uma equacdo de Euler-Lagrange 0,0"h,s = 0, assim como um tensor de energia-

momento simetrizado
1 1
0 = §8ahW85hW — Znaﬁ&,hwaw".

Se quisermos considerar este tensor energia-momento como uma fonte para o campo em si,
podemos escrever 9,0 h,s = O, logo, a Lagrangiana deve ter derivadas de ordem superior e
o tensor energia-momento tem que ser modificado também. Este é o problema de consisténcia
que foi estudado primeiro por Gupta [85] e seguido por Deser [86], que expandiu seus argu-
mentos para o campo de Yang-Mills. Na Lectures on Gravitation, Feymann também utiliza a
consisténcia para obter assim a teoria da Relatividade Geral a partir do campo de gravitacao

linearizado. No entanto, seus argumentos nao eram tao gerais como os dados pelo Deser.

6.5 O formalismo de Hamilton-Jacobi

No estudo da estrutura de vinculos de Gravitacdo linearizada, seja utilizando o formalismo
de Dirac ou outros métodos diferentes, é habitual quebrar a covariancia na descricdo Lagran-
giana fazendo explicita a varidvel de evolucdo z". Este procedimento € ttil, porque permite
um melhor controle do termo de superficie que sera eliminado, a fim de alcangar uma méxima
simplificagdo nos momentos candnicos na estrutura de vinculos. Este procedimento também
reduz em uma quantidade razodvel os célculos para o estudo desta teoria em outro tipo de
dinamica, tal como no Plano Nulo ou, para uma outra versio desta teoria, como a gravitacao

topologicamente massiva linearizada.
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A Lagrangiana de Fierz-Pauli (6.23) pode ser escrita como

1 . 1., 1. g
L = —§8ih1080h00 + Oohoi (éélhoo + 58%; — @h”)
Looyis 1 im0k 1 g 1k0
onde V é dada por
1 i7 05 1 ik 1 i1 ] 1 Jjaink
yV = —581']1()3‘8 h* — Z—lazh]kﬁ h + iazhooa hj + Z@hﬁ hk
1 o 1 o 1 ) . 1 . .
— 500 hoo — SO h + SOHO0 Y + SO ORh®. (6.35)

Esta divisdo do espaco-tempo ndo afeta a estrutura de calibre da teoria (ver Apéndice C.0.1).
A presenca dos termos Jyhoo, Oohoi € Oph;; indica que devem existir seus correspondentes mo-

mentos candnicos. Neste caso, temos

oL 1. ..

0 — — 9,k 6.36

b Goohey 20 (6.362)
. oL 1/1,, 1., .

o= AT = 2 (Ea h°°+§8 h;—ajhﬂ), (6.36b)
1 o1 1 ..

P = agfhu:56%”—En”aoh’,jjtin”akhko, (6.36¢)

(¥

A partir dessas equagoes, identificamos (6.36a) e (6.36b) como vinculos candnicos. No entanto,

nota-se que, usando a seguinte relacao
0phapOyhyy = OyhapOphy + 0, (hapOyhyuw) — Oy (haplphyu) (6.37)
e eliminando os termos de contorno, pode-se escrever (6.34) como
1 . 1 , 1 .. . .
L = —§8Z-h’080h00 + 5801101-8%00 + Ooho; (58%; — @-hﬂ)
Loz L iicork L ija ko
+0ohij | =0°hY — —n" O hy, + =0 Oxh -V,
4 4 2
Lo L 00 Loiri ji
= —§8Zh 80h00 + 58 hol‘agh + (90h0i 58 hj - (‘3th
Loorii L ook 1 ija pko
+aohij 18 h" — 17738 h‘k —+ 577j8kh — V,

Claramente, os dois primeiros termos do lado direito das equacdes anulam-se mutuamente e

obtemos
1ij i 101‘3’ 1ij0k 1ij k0

Dessa forma, eliminamos a velocidade dyhgg. Claro que, a eliminag¢@o dos termos de superficie

reflete-se numa nova expressao para os momentos candnicos de dyhgy € Jphg;, uma vez que
1

P=0 =l (§am; _ ajhﬂ) , (6.39)
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enquanto que o momento candnico de dyh,; mantém-se inalterado.
Podemos realizar este procedimento novamente, desta vez com o primeiro termo da equacao
(6.38). Obtemos

L = dohij (iaoh“ — %ajh(” — %aihoﬂ' + 190 hoy, — %nijaoh’g) -V (6.40)

Os momentos candnicos sao dados por
"= aiiw _0, (6.41a)
T = 8g£ﬁ = %é)oh“ — %aﬂ'h}” — %8%0]- + 090" hoy, — %n"jaohﬁ. (6.41b)

De (6.41a) vemos que foi obtida uma grande simplificacdo no momento 7. Como foi apontado
por Anderson [87], € possivel simplificar os vinculos candnicos e obter um resultado semelhante
com o campo de Yang-Mills, em que um destes vinculos tem a forma candnica ¥ = 0.

A equagdo (6.41b) é uma relacdo dindmica, de onde se obtém Oh,; em termos de sua res-

pectivo momento candnico

Ooh =2 | —

. 1 . .. |
ij,_k — 271,00 ~ 917,07
(d—2)n 7Tk+2(9h —1—2(9h . (6.42)

Nota-se a dependéncia desta relacdo com a dimensao da teoria que no caso bi-dimensional ndao
€ possivel proceder com esta relacdo. O Hamiltoniano candnico é dado por

_ i i.J i
Ho = T3y T 7 — 7Ti7rj -+ 27r3<9ih0j

(d—2)

1 ik, L iri L Lo inipk

— Z&-hjk@ h'" + §8ih008 hj + Zﬁihjé? hy,

1. . . 1 . . 1. .
— 00 hoo — SO hig + SO0Y (6.43)
De acordo com o formalismo de Hamilton-Jacobi, temos um conjunto de densidades Ha-

miltonianas

H=r+Hy=0—t=2", (6.44a)
H" = 7% =0 — ho, = A, (6.44b)

0

o Hamiltoniano H’ estd relacio-nado com a varidvel de tempo z” enquanto que o H'* esta

relacionado com a varidvel h,, que agora € considerada como um pardmetro da teoria. Os

Parénteses de Poisson fundamentais sao dados por

{hap(2), ™ (y)} = Agsd(z —y), (6.45)

lembremos que todos esses parénteses sdo calculados em tempos iguais 2° = y". Escrevemos

o diferencial fundamental como
4P = [ dy [{F(@) W (w)}ds” + (F (o). KO @)}doly) + 2F (), K (0)}N)] . 646
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o coeficiente 2 em um dos parénteses se deve a simetria da varidvel hg; = hyg = ;.
Neste ponto, testamos a Condi¢do de Integrabilidade a fim de obter o conjunto completo de

Hamiltonianos involutivos. Uma vez que os hamiltonianos H" e H'* satisfazem
{H/O,HIO} — {Hlj,H/i} — {H/O,Hli} — O,

seus correspondentes Condicdes de Integrabilidade, dH® = 0 e dH" = 0 dependerdo do
Parénteses de Poisson com o Hamiltoniano H'. Temos

1 o o
0 __ % 7 0
dH" = 2[0mY] da”.
Portanto, temos que definir novas densidades hamiltonianas, sejam C OeCl
c’ = 9,0'h — 9,0'h, (6.47a)
cto= 8j7rij . (6.47b)

A Condicao de Integrabilidade deve ser testada também para estes novos Hamiltonianos. Uma

vez que os parénteses entre eles sdo nulos, e
{CH'} = 0i0;m0(x — y) = 0.C"o(x — ),

temos que dC" = 0 é identicamente satisfeita. Como resultado, temos que H'* e C'* sdo o

conjunto completo de Hamiltonianos involutivos da teoria.

6.5.1 Equacoes Caracteristicas

Os Hamiltonianos H', H'* e C'* sdo agora geradores da evolucio dindmica do campo gravi-
tacional linearizado. Vamos renomear G§' = H'* e G = C'*, além de ampliar o espaco de fase
a fim de incluir o gerador G/, atingindo isso através da introdugdo de um novo parametro w,.

O diferencial fundamental é dado por

dr = /dy [{F(2), H'(y) Yz’ + {F(2), GA(y) }ro(y) + 2{F(2), G\ (y) }dXi(y)]
—l—/dy{F(x),gcfj(y)}dwu(y). (6.48)

Obtemos as Equagdes Caracteristicas ao substituir a fungao arbitraria F' em (6.48) pelas varidveis
canonicas h,,, e . Obtemos

1
Ay — 2 [Aﬁlm ~ gy A+ AlL ok daf

+ AN dXg + 2005 AN, — AR Oydwy,, (6.49)

pv
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1
dr = SAG (0% 0hy — 0,O,h") dx® + 20l [9pm™] da®

1
+5 AL [-0"0"hoo + 100" hoo + 1 0,0" By — 0" O] da’
1
+ S A [ 00" by — 0™ 0 0, + 20 0,0 "] da®
+ AL [0 0,0™ + 1" 0,,0'] duw. (6.50)

Nota-se que estas equagdes dependem do novo pardmetro w,,, que ndo tem qualquer andlogo no
formalismo Lagrangiano.

A Condigdo de Integrabilidade assegura a independéncia linear dos parametros z°, A, e w,,.
Portanto, podemos separar a evolu¢@o dinamica ao longo de cada parametro. Por enquanto,

vamos apenas analisar a evolugdo temporal das varidveis canonicas. Para h,,, temos

1
Aohyy =2 | ANy — mnkmAﬁfw; + AN Ocho | - (6.51)

! em todos os termos do lado direito da equacio indica que 9yhgy =

v

a0 AR
A presenga da expressdo A}
Ooho; = 0 reforga que as varidveis hg, sdo ainda pardmetros da teoria. Além disso, as compo-

nentes h;; sao dadas por

2
a(]hij = 27Tij — mni]’ﬂ-llj + &;hgj + ajhm,

esta expressao € igual a (6.42), resultado de inverter a expressao dindmica dada pelos momentos
candnicos V.
A evolugao temporal dos momentos 7 sao dadas por
1 . . .
(9071'00 _ 5 (azazh; _ aiajhw) ’ (6.52a)
o = 9y, (6.52b)
. 1 . o 1 ..
O = 3 (nljé)k@k — Blﬁj) hoo + 577” (8k8kh§ — 8k6lhkl)
+§ [—Okﬁkh” — 'Rk + 0,0 hI* + ﬁkajh’k} . (6.52¢)

Observa-se que a partir da propria definicio dos momentos candnicos temos 7% = 0. Em
seguida, as equacgdes (6.52a) e (6.52b) representam as Condi¢des de Integrabilidade para seus
respectivos geradores Q'A“ . Nota-se também que (6.52a) é equivalente 2 componente £ da

equagio de Euler-Lagrange enquanto que a componente £ pode ser escrita como

0 = 0;0°h9 — 0'0°N, + &'0;n™ — 0,07 L,

_ aj |:2ﬂ_z‘j o nij,n./l: +8ih0j + ajhOi:|

(d—2)
_ {_ﬁm’j + 28jh03} +0'0;h% — 0,07 h"
2 2
(d—2) (d—2)
+0,0/h”" — 20'9;h"™ — 9;0" K™,

= 207 — ok + Ok + 20,0°h%
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pois os termos J'm¥ cancelam uns aos outros, bem como os termos proporcionais a variavel
h%, logo temos 9,7 = 0. Portanto, a equagdo (6.52b) é equivalente 2 componente £% da
equacao de Euler-Lagrange. Também devemos esperar que a equagao (6.52c) esteja em perfeito
acordo com a equagdo de Euler-Lagrange (6.30). Isto pode ser demonstrado ao substituirmos

as expressdes para Jyh’* e dph} na equagio £V = 0

0 = —000oh'T + POh" + D'OhY + P hF + D' WY — P hog — P hE — OO
17 (DoDohf; — 20,06h% + *OhG + D* Ol — DN |

dessa forma, obtemos

0 = —d |27 — niTE 4+ R0 4 aﬂhﬂ + 078, {——w',g + 20, B

(d—2) (d—2)
+07 9’ 4 "0 h% 4 0, hF' + 0O W — ' F hgy — OO B — OF ORI
+0'7 (—20,06h°" + 0O + 0" Ok} — O, ORM)
novamente, os termos proporcional a 807r’,§ cancelam uns aos outros, bem como a proporcional

a 9ph". Portanto £¥ = ( pode ser escrita como

26Q7Tij = &ﬁjh’“ + 8k8’hk] - aiajhoo - 818]h§ - 8k8kh”
‘H]ij ((9’“8kh00 + 8k8khf — 8k8lhkl) s

que € igual a (6.52c). Dessa forma, a equivaléncia entre as Equacdes Caracteristicas e as de

Euler-Lagrange é provada.

6.5.2 Gerador das Transformac¢oes Canonicas

As variagOes ao longo da direcdo dos pardmetros A, e w,, sdo dadas por

Onh = AN 6N+ 20080\, (6.53a)
Sl = —AN 0wy, (6.53b)
S = A [=0*0,0™ + 0" 0,0'] dwo, (6.53¢)

nessas equagdes temos denotado com os subindices A e w ao longo de qual dos pardmetros
independentes estamos variando os campos. A Condi¢do de Integrabilidade s6 nos permite es-
tudar transformacdes globais. A fim de transformar (6.53) numa transformacao local, € preciso
considerar os pardmetros dependentes do tempo A, = \,(2° = t) e w, = w,(2* = ¢). Para

1sto, escrevemos

Shyy = ANNOAe + 200560 — AN 06wy, (6.542)
o = A [-n9,,0™ + 0™ 8,,0'] dwo, (6.54b)

aqui abandonamos o subindice, uma vez que neste caso as variacdes sdo também dependentes

do tempo.
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~ At 2 . ~ /
O gerador das transformagdes candnicas é dada pela combinagdo dos geradores G, e G/,

assim temos

Gean — / dy [GX6No + 2G5 5N + GP6uwy + Glidw,] , (6.55)

podendo ser mostrado
{huw, G} = Sl = Al dAg + 20055 M, — AN 96wy, (6.56a)
{m, G} = ot = Al [—nklamam + n’“mamal} dwp. (6.56b)

Agora, ao impor a invaridncia sob as variagdes d\, € dw,, podemos relacionar esses parametros.
Como fizemos nos capitulos anteriores, medimos a invariancia ou a quase-invariancia da teoria
através da analise da Equacdo de Lie. Uma vez que a variagdo do campo h,, ndo contém a
variavel wy, escreveremos a Lagrangiana (6.38) de uma forma mista, misturando os momentos

canodnicos com algumas velocidades, assim
ij 1 g 1 ig 1k
L= Jaohij — Zaohijaoh ) — Z—laohlaghk - V.

Lembremos que a Equacao de Lie tem a mesma forma funcional, mesmo que trabalharmos com
a Lagrangiana na forma can6nica ou na forma mista. Assim, a Equac¢ao de Lie a ponto fixo lé-se
(veja Apéndice C.0.2)

AL = 677 0phij + 7 0y — %(%hijé?oéhij + %aoh;iaoah’,g — V. (6.57)
Ao substituirmos (6.54) e eliminando termos de contorno, obtemos
AL = h" {—ajaj (6)% + %805%) + 0,0 (5)\j + %806%)}
— hyj {aﬂ'a" <805w0 + %6/\0) — 0k, (%MO + 805w0)] : (6.58)

Neste caso, a condicdo AL = 0 ndo significa que nosso sistema seja invariante, pois ja eli-
minamos os termos de contorno. Como as varidveis h* e h;; sdo independentes entre si, a

quase-invariancia do nosso problema tem como solucdes
1
5(5)\0 = —805WQ,
1
5/\1 = —5806%» + &XO

Nota-se que a varia¢do J.\; ndo é unicamente determinada desde que o termo proporcional 2 h%
em (6.58) permite a introdu¢do do termo 0; Xy. Mesmo assim, podemos fixa-la, comparando-a
com a variagao produzida pela equacdo dinamica (6.41b) com a obtida pela Equacdo Carac-

teristica (6.54b). Isto €, a variacdo dos momentos candnicos € dada por
ij Loocrii  Lojcioi Laiciof | ijak L k
or = 58 5h7—§8%5h —éﬁéhj—l—nja 5h0k—§nj805hk,
1 S A | 1 .. . . 1 ..
= —180 (Gl&uj + 8](5#) — 583(5)\’ — 58’5)\] + 000N + 57)”808’“(5%,
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substituindo a expressdo para d\; e comparando com (6.54b), isto &, i1 = 979" dwy—n" 0,0 dwy,

obtemos que Xy = dwy. Agora vamos apenas renomear o parametro éw; = —2.X; de modo que

(Sho() - 6)\0 - —280X0,
(Shgi = 5)\Z = 80X1 + 8Z‘X0,
5hij = —Aff,ﬁléwk = &XJ + ani,

que pode ser escrito na forma 6h,, = 0,X, + 0,X,. Sob estas condigdes, o gerador das

transformag:ées canOnicas torna-se agora
; 1 )
GY9 = /dy |:—2§3\an5&)0 + 293\1 (—5805% + 8i5w0) + g:_?&,do + Qﬁéwz s (659)

gerador da transformacdo de calibre. Finalmente, podemos contar os graus de liberdade do
sistema: Considerando um espago-tempo de d dimensdes, temos um total de d(d + 1) varidveis

candnicas h,, = h,,, ™" = 7", e d Hamiltonianos involutivos G{ e d G". Devido a ndo

vy
existéncia de Hamiltonianos ndo involutivos, temos como resultado um total de d(d + 1)/2 —
(d+ d) = d(d — 3)/2 graus de liberdade. Assim, no caso d = 4 temos um total de 2 graus de

liberdade, enquanto que para o caso d = 3 o sistema ndo possui graus de liberdade.
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Capitulo 7
Consideracoes finais

Nesta tese estudamos a andlise cldssica de vinculos através do formalismo de Hamilton-
Jacobi. Esta andlise € baseada no método de Lagrangianas equivalentes de Carathéodory, porém
também estd intimamente relacionada com o Principio Variacional. Por esse motivo, apresenta-
mos no capitulo II o método de variacOes totais no funcional de ac@o para assim obter diversos
Principios Variacionais, tais como o Principio de Hamilton, de Weiss e de Maupertuis, além de
ser o equivalente cldssico ao Principio de acdo de Schwinger. Obtemos também, a Equacdo de
Lie, que possui uma ligacdo direta com o teorema de Noether e, portanto, com as simetrias da
teoria em consideracdo. Essa equacao fornece também uma alternativa para a obten¢ao do ge-
rador das transformacdes de calibre como mostramos mais adiante. A equagdo de Lie também
proporciona um método alternativo ao de Belinfante para a simetriza¢do do tensor de energia-
momento. Ao longo da tesis mostramos como efetuar esta simetrizagao para o modelo de Proca,
para a teoria de Maxwell-Chern-Simons e para o modelo Auto-dual. E importante ressaltar que
todo o processo relacionado ao Principio Variacional e a Equagdo de Lie € valido tanto para
sistemas regulares como singulares.

No capitulo II também mostramos a Equacdo de Hamilton-Jacobi. Para a sua obtencdo,
seguimos duas abordagens: a primeira esta relacionada ao Principio de Weiss no espaco de
fase que permite a introdugdo da fungdo geratriz S(t, ¢'), a qual tem que satisfazer a equagio
de Hamilton-Jacobi. Dentro deste quadro tedrico e, como uma se¢do introdutoria a aborda-
gem geométrica que serd apresentada no capitulo seguinte, mostramos a estrutura simplética
para teorias regulares e aqui definimos as transformacgdes candnicas que deixam a estrutura dos
Parénteses de Poisson invariante. A segunda abordagem a equacao de Hamilton-Jacobi esté re-
lacionada ao método de Carathéodory das Lagrangianas equivalentes. Todo este procedimento
¢ valido somente para sistemas regulares, contudo, o estudo das Equacdes Caracteristicas e a
Condi¢ao de Integrabilidade vao a servir como guia para a andlise do caso singular. Acom-
panhamos esta secdo com um modelo da mecénica cldssica que representa a uma particula
carregada em um campo magnético constante e um potencial quadratico. Esse modelo € in-
teressante devido a sua relacdo com o efeito Hall Quantico, além de ter uma solu¢io nao tao

simples devido ao acomplamento das coordenadas cartesianas na equac¢ao de Hamilton-Jacobi.
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Esse problema pode ser resolvido utilizando a simetria rotacional do problema sempre que con-
siderarmos o chamado gauge simétrico (se utilizamos o gauge de Landau as coordenadas estao
desacopladas e é possivel fazer uma separacdo de varidveis). A solu¢do do mesmo problema,
mas focado na solucdo das Equagdes Caracteristicas resulta ser pratico devido que o desacopla-
mento das coordenadas € mais evidente quando consideramos a varidvel complexa z = x1 412,
que também explora a simetria rotacional.

No capitulo III mostramos o método de Giiler para a obtencao de um conjunto de Equagdes
Diferenciais Parciais de Hamilton-Jacobi chamadas Hamiltonianos, uma vez que agem como
geradoras da dinamica do sistema. Também mostramos que para que esse sistema de equagdes
seja integravel, temos que satisfazer a Condi¢ao de Integrabilidade, que € a pedra angular da es-
trutura matemaética deste formalismo. Ao impor essa condi¢ao, obtemos o conjunto completo de
Hamiltonianos do sistema, que devem ser involutivos. Caso algum Hamiltoniano ndo satisfaca
a Condicao de Integrabilidade, esses podem ser eliminados ao construir o Paréntese Generali-
zado redefinindo desta forma a dindmica do sistema. Para construir a estrutura simplética da
teoria utilizamos uma abordagem geométrica, construimos vetores e formas diferenciais que
estdo relacionadas as Equagdes Caracteristicas bem como, mostramos que obtemos uma forma
simplética degenerada e a partir dela estudamos as transformacdes candnicas no contexto de
sistemas vinculados. Além disso, mostramos que o conjunto completo de Hamiltonianos invo-
lutivos € o gerador dessas transformagdes. Como j4 foi mencionado anteriormente, a Conjetura
de Dirac relaciona os vinculos de primeira classe (Hamiltonianos involutivos) com as simetrias
de calibre, e existem diversos métodos para a obtencdo do gerador das transformacdes asso-
ciadas a essas simetrias. Uma vez que o formalismo de Hamilton-Jacobi inicia-se a partir de
Lagrangeanas equivalentes, que diferem por uma derivada temporal total relacionada a dS (rela-
cionada a forma simplética), € natural impor que as variagdes ao longo dos parametros da teoria,
que estao relacionados aos Hamiltonianos involutivos, sejam invariancias da teoria. Para obter
esse resultado substituimos as varia¢des dentro da Equacdo de Lie e consideramos AL = ( para
uma teoria invariante, ou AL = dF para uma teoria quase-invariante.

Ainda que as aplicacdes na teoria de campos sejam um dos principais objetivos desta tese,
incluimos ainda no capitulo III uma uma aplica¢do dentro do marco da Mecanica Analitica,
chamada de Mecanica Quantica Topoldgica. Esse modelo € o andlogo cléssico a teoria abe-
liana do campo de Yang-Mills Topologicamente Massivo e € interessante por apresentar tanto
Hamiltonianos involutivos como ndo-involutivos, permitindo assim uma analise a la Hamilton-
Jacobi completa. O modelo da Mecanica Quantica Topoldgica possui como varidaveis dindmicas
a coordenada de posicdo x; e a varidvel ¢ imposta para manter a invariancia de calibre que pos-
sui seu equivalente na teoria de campos. Resulta que os vinculos candnicos relacionados as
variaveis x; sdo nao-involutivos, portanto construimos o Paréntese Generalizado, enquanto que
a Condi¢do de Integrabilidade sob este parénteses fornece um novo vinculo gC, proporcional
a Hamiltoniana candnica. Aqui percebemos que a varidvel ¢ age como um multiplicador de
Lagrange e, portanto sua Equacao Caracteristica nao deve fornecer informacdo dinamica, o que

em seguida € mostrado. Identificamos, depois, o gerador das transformacdes candnicas, que
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possui dois parametros. Considerando que as variagdes ao longo desses parametros sao sime-
trias do modelo, isto €, considerando que anulam a Equacgdo de Lie, obtemos uma relacao entre
os pardmetros (0\ = dw), permitindo assim obter o gerador da transformacao de calibre desta
teoria.

No capitulo IV estudamos o modelo BF em duas dimensdes. Este modelo € equivalente
a teoria de Jackiw-Teitelboim que é bem conhecida por modelar gravitacdo bi-dimensional,
uma vez que as equagdes da Relatividade Geral resultam triviais, ainda que ndo se possa dizer
o mesmo da sua estrutura interna. Esta teoria é descrita por dois campos, um campo dilaton
B, e um campo de calibre Aj. A andlise a nivel Lagrangiano da Equagio de Lie € escrita,
considerando esses campos como independentes, e apartir dessa equacdo também obtemos de
manera natural a invaridncia da teoria como resultado da imposicdo AL = (. A andlise a la
Hamilton-Jacobi mostra que tanto o vinculo candnico relacionado a varidvel B, quanto ao rela-
cionado a varidvel A{ resultam ndo-involutivos. A construg¢do dos Parénteses Generalizados ndo
leva a maiores complicagdes, uma vez que a inversa da matriz formada com os Hamiltonianos
nao-involutivos € bem definida e a dinamica do sistema é redefinida. A partir dos parénteses
fundamentais, observamos também que a varidvel B, pode ser identificada com 7}, que é a
varidvel candnicamente conjugada a A{ e cuja Equag@o Caracteristica nao fornece informagao
dindmica do sistema. E importante mencionar que o estudo do modelo BF segundo o forma-
lismo de Dirac identifica as varidveis B, e 7} ja no inicio da analise de vinculos, portanto todos
os vinculos restantes sdao de primeira classe sem necessidade alguma da redefini¢dao da dinamica
da teoria. Depois de estudar a equivaléncia emtre as Equacdes Caracteristicas com as equacoes
de Euler-Lagrange e identificar o gerador das transformagdes candnicas, utilizamos a Equagao
de Lie para relacionar os parametros do modelo e assim obter o gerador da transformacgdo de
calibre.

No capitulo V, logo apds estudar as propriedades a nivel Lagrangiano da teoria de Yang-
Mills Topologicamente Massiva analisamos a estrutura de vinculos, tanto na forma Instantanea
como no Plano Nulo. Na forma Instantanea o formalismo € direto uma vez que todos os Ha-
miltonianos presentes na teoria resultam ser involutivos sem a necessidade de uma redefini¢do
da dinamica por meio da constru¢do do Paréntese Generalizado. Temos também que o termo
massivo nao afeta a contagem de graus de liberdade do sistema, por outro lado, o estudo em
coordenadas de Cone de Luz possui uma estrutura mais rica, devido a presencia de Hamilto-
nianos “ndo-involutivos”H’! e, mencionamos esses entre aspas porque que existe, entre eles
um subconjunto de Hamiltonianos involutivos. Essa € uma das caracteristicas mais importantes
na dinamica do Plano Nulo e se reflete na nao-unicidade da inversa da matriz formada pelos
Hamiltonianos H’!. Contudo, podemos escolher uma inversa, em particular aquela que ndo
dependa de uma func@o no tempo f(x*) = 0, sem alterar as equagdes de movimento do sis-
tema. Tanto na forma Instantanea como no Plano Nulo, obtemos o gerador da transformagao
de calibre utilizando a Equacao de Lie asociando assim os dois parametros da teoria 0\, € dwj,.
Neste processo eliminamos os termos de contorno da equacdo, confirmando assim que a teoria

€ quase-invariante.
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Nesse mesmo capitulo estudamos tambem a teoria Auto-dual vetorial f,, que é equivalente
ao caso abeliano da teoria de Yang-Mills Topologicamente Massiva, chamada de Maxwell-
Chern-Simons. Esta teoria € constituida por um termo massivo de Proca mais um termo de
Chern-Simons, portanto ndo possui invariancia de calibre. Isto é corroborado com a andlise
de vinculos da teoria, que ndo apresenta nenhum Hamiltoniano involutivo. Com todos os Ha-
miltonianos restantes construimos o Paréntese Generalizado e nessa estrutura identificamos um
campo escalar. Esse mesmo campo escalar também € identificado dentro do Paréntese de Pois-
son da teoria de Maxwell-Chern-Simons, uma vez que sua dindmica ndo tem que ser redefinida.
Assim, temos que varidvel f,, corresponde ao auto-dual do campo tensorial F},, mostrando as-
sim a correspondéncia entre estas duas teorias.

No capitulo VI estudamos a teoria da Gravitacdo Linearizada. Apresentamos primeiro, a
Lagrangiana da Einstein-Hilbert assim como a sua equivalente, chamada Gamma-Gamma que
nao possui derivadas de segunda ordem na métrica. Em seguida apresentamos as varidveis de
Goldberg que sdo densidades métricas. Essas varidveis permitem escrever em uma forma conve-
niente a acdo de Einstein-Hilbert e permitem um melhor acompanhamento da expansao pertur-
bativa da teoria. Todavia, a andlise de vinculos da teoria linearizada com variaveis de Goldberg
parece bem complexa devido a presengdo de vinculos candnicos nao-involutivos. Embora esses
Hamiltonianos possam ser eliminados, redefinindo a dindmica do sistema, esse processo nao
serd util para posteriores aplicagdes em teorias mais complexas de gravitacdo. Por essa razdo
preferimos um estudo de vinculos onde a varidvel dinamica seja a métrica.

O método para obter a Lagrangiana para a Gravita¢do Linearizada em termos da métrica nao
€ unico. Uma forma € linearizar diretamente a Lagrangiana de Einstein-Hilbert, outro método
(mostrado nesta tese) € utilizar o processo de consisténcia formulado pelo Feynman. Utilizando
quaisquer dos dois métodos obtemos assim a Lagrangiana de Fierz-Pauli, que também esta re-
lacionada com a teoria linearizada em termos da varidveis de Goldberg. Comquanto estas duas
teorias sejam equivalentes, suas estruturas de vinculos diferem drasticamente. Além de possuir
vinculos candnicos involutivos, a Lagrangiana de Fierz-Pauli permite obter uma simplificagao
desses quando foliamos o espago-tempo e eliminamos os termos de superficie. Se bem esse
proceso elimina as covariancia da teoria no formalismo Lagrangeano, esta nao perde suas pro-
priedades de calibre, como foi mostrado a partir da andlise da Equacao de Lie. Neste caso, a
Condic¢do de Integrabilidade s6 fornece Hamiltonianos involutivos ao sistema que sdo gerado-
res das transformagdes candnicas do sistema. Para obter o gerador da transformacao de calibre
utilizamos a equagdo de Lie, mas diferente dos outros casos, existe uma indeterminagdo para
relacionar os parametros dessa teoria. Contudo, a relagao dinamica como resultado da defini¢ao
do momento conjugado nos permite relacionar os parametros de manera unica.

Como perspectivas futuras e, havendo completado o formalismo clédssico de vinculos, pla-
nejamos complementar o formalismo para obter um programa de quantizacdo via integracao
funcional a la Hamilton-Jacobi. Assim como a nivel cldssico, a propria estrutura matemética do
formalismo fornece elementos para redefinir a dinamica e obter os geradores das transformacgdes

candnicas; esperamos que o andlise da equagdo caracteristica dS = p;dq' — H!dt® nos leve a
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uma andlise a nivel quintico naturalmente. Por outro lado, no que concerne as aplicagdes, es-
tamos interessados em estudar os geradores das supersimmetrias. Nesse sentido, precisamos
generalizar o formalismo apresentado nesta tese para sistemas de Berezin, uma vez que seus
elementos implementam tanto as varidveis bosénicas como as fermionicas. Vale ressaltar que o
trabalho apresentado em [14] ndo contempla a nova divisao entre Hamiltonianos nem o papel de
cada um deles no formalismo. O estudo das variacdes totais assim como da Equacao de Lie para
sistemas de Berezin tambem € necessdrio para a andlise de vinculos a la Hamilton-Jacobi. A
andlise da teoria de Yang-Mills Topologicamente Massiva nos incentiva ao estudo da teoria da
Gravitacao Topologicamente Massiva assim como sua versao linearizada. Segunda esta linha de
estudo, vemos que a analise do modelo de Auto-dual para a teoria da gravitagdo linearizada to-
pologicamente massiva € util, pois reduz o estudo de uma teoria de ordem superior para uma de
primeira ordem. Finalmente, gostariamos de generalizar o método de simetrizagdo, resultante
da invariancia de Poincaré na Equacdo de Lie, para a¢des de ordem superior e, assim aplica-la
a modelos tais como a teoria de Podolsky.
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Apéndice A

Simetrizacao do tensor de
energia-momento via Equacao de Lie

Nesta secdo calcularemos o tensor de energia-momento simetrizado das teorias de Maxwell-
Chern-Simons e do modelo Auto-dual utilizando a invariancia sob transformag¢des de Poincaré

na Equacdo de Lie.

A.1 Teoria de Maxwell-Chern-Simons

A teoria de Maxwell-Chern-Simons, caso abeliano do campo de Yang-Mills Topologica-

mente Massivo, € descrita pela seguinte funcional de acao

1
Wes = / & [—ZFWFW + %5“”’7}7#,,147] . (A1)

Realizando variacdes totais obtemos a Equacdo de Lie

AL =64, (9, + ggp‘meg> +82°9,00

+0, [(—FW + gewmﬂ,) §A, — dz°0" a} . (A2)
onde o tensor de energia-momento candnico é dado por
H up 15u po H 1By A 1 POy §H A
"  =—F"0,p5+ 1 BEPTF e + 5 € ~Oatpp — 55 EEGA, ). (A.3)
Para simetrizar o tensor energia-momentum candnico, vamos a considerar a transformacgao de
Poincaré
o't = "+ ot (A.4a)
oxt =wh x¥ + e, (A.4b)

que induz uma transformagdo no vector A,

ox”

Qe

Al (2) A, (z) = [0 — 0,02"] A, (x) = A, (x) — 802" Ay,
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logo

0A, = —A,0,02". (A.S5)
Agora, definindo

T = P gg“‘”A

v (A.6)
escrevemos a Equacao de Lie para variagdes a ponto fixo

AL = %gﬂanpgaAa + 0,5 Ay + 62°0,0" | — 9, (5a°OF ),

substituindo (A.5) temos que

AL = — %gpaangAyaa(sx” — 79, (A,0,02") + 62°0,0" , — 0, (627" ),
= — Hg
4

P90 Ay Db — T (0,A,) Dabr” + 62°0,0 , — 8, (620" ),
- [_%gWFMAV - w#aaHA,,] Doba” + 62°0,0F  — 0, (570" ),

_ [—%gP”“FpUAa - wwaaAa} 0,062 + 02°9,0"  — 9, (020" ),
=020, [0 .+ B P Ao + 770, Ao |
_ a I3 K _pon op

8# |:(SSC <@ a + 46 FpaAa + 7 acrAa)] ;
agora, definindo

" =0+ %g”"“Fp(,Aa + 7D, Ag. (A7)
e substituindo (A.6) e (A.3) obtemos

1
TV, == PP, Ay + J0LF Fpy + (—F7 + 5714, ) 0, A,

W

1
+5 ( MY A Dy Ay — 55907551?,,0%17) + %gf’oﬂFpgAa,

1
=~ F0, Ay + [OLF"Eyy — FO,A,
W

1 1
+5 (5“"%47606%10 A0y A = 3o Ay + 55”"“FPUAQ) ,

1
ZééﬁF”"Fpg — F(0,A0 — 0uAs)

' 1 1
+ 5 | A Py = 5 E A, + ispw(ngp(,Av] ,
idgF’”Fpa — FME,,

ol HOVSPE A 1 OIS PIVSEY F A
+§5 at'po v+§(5 o —EM7T08) Fuo Ay |

1
=04 F " Fpy = F7Fyq + g SN+ 5 (P70 gﬂ“’v(sg)} FA,.

108



analizando a expresao

1
oY — guﬂ(gg + 5 (gpau(gg _ 59075@ ’
1
= eI + 5 (776507, — e*PoRoL)
= e"770f + %5‘”’5 (0502 — 6308) ,

1
= 8“075(@ + §€paﬁg)\ﬁa€)\u'y’

1
= eh7opr — —epoﬁsmﬁeAW
1
= eh?rh — 5 (0862 — 6507) MY

1
_ LHOYSP T (SO Py _ SP SOy
ehoroP (00¢ 0Pe?)

— ghovgp _ 1508pw + 1(5/3 oy
Q 2 Oé ?

— 1 (H975P — §9£PHYY |

logo
™, = iég:Fp”Fpo — P71 Fyq + 5 (17780, = 6577) A,
T# = Oy — P Fpo 4 B (4 — 1) A,
™, = iéstﬂf’Fpa — 7Py 4 5 (647 Fag = €™ Fpa) A,
T = iégF’”Fpa — Fo"Fp0 + % (" Foy — " Fp) A,

1 o o
T#a:Z(sZFp FpU_FuFocw

e o termo de Chern-Simons nao afeta a energia do sistema.

A.2 Modelo Auto-dual

O modelo Auto-dual € descrito pela seguinte funcional de acdo

W: /dgﬂf( fufu L e;u/pf'uayfp)

e sua correspondente equacdo de Lie que € obtida, considerando variagdes totais 61 =

dada por

AL =6F, ( [ = e, f,,> +62°0,0"  + 0, {—%ewﬁ Fabfs — dzOH a} :

onde o tensor de energia-momentum canénico ©7
1

o 1 o o
OF a=—5 € "0 foOaf5 — F0afaf” + ’Bp5“faaﬁf
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(A9)

AL

(A.10)

(A.11)



A primeira expressao € identificada como a equacdo de movimento de Euler-Lagrange, que
decorre das variagdes a ponto fixo com campos nulos no contorno do espago-tempo (A.10),
obtemos
fo— le“””@lhﬁ, =0. (A.12)
m

Note-se que se derivamos esta equagdo, conseguimos

Ouf* =0, (A.13)

como uma consequéncia da antisimmetria do simbolo de Levi-Civita. Agora, € posivel simetri-

zar (A.11) se utilizamos a invariancia sob transformagdes de Poincaré, onde dz¢ = w® Bxﬁ +a®,

COM Wyg = —Wg, € a® constantes. Esta transformac¢do também impde uma transformagao no
campo vectorial § f, = — (9,02”) f5. Substituindo na equagdo de Lie
17 1 g «
0=0f, (f“ —e"Po, fp) o (e “Bfgéfg) + 62%0,0" , — 0, (620" ),

(6 1 14 1 g (0%
= - (auax ) (focf“ - EGM pfaaufp) + %6;1 (6 uﬁfafaﬁﬁéx )
+6x%0,0" , — 0, (0z°0" ),
(0% 1 17 « 1 g (03
= — faf'0u,0x" + EGN P a0y fr0u0x" + %au (e “ﬁfgfaﬁﬁéyc )
+62%0,0" , — 0, (0z°0" ),
e devido 2 antisimmetria do €“*? assim como da simetria das derivadas parciais 90,0302, o
terceiro termo no lado direito da equagdo pode ser re-escrito como J, (e"“ﬁ fo faf)g&xa) =
Oy (60“5 fo fa) 030x* = 0p (6‘75“ fo fa) 0,0z, re-ordenamos 0s termos como
[ 1 1
0=—faf" + —"fa0fy + 505 (€7 fofa) | Oubda® + 62°0,0" , — B, (620" ),
m

[ 1 1 1
= _fafu m ;wpfaa fp + _Ggﬂufoaﬂfa + Q_EUBHfaaﬁfa a#(sxa

+62°0,0" , — 8, (627" ),
1 1
= —faf“ 6"””fa8 fot+ —egﬂ“faaﬂfa — —mew"faaafo 0,0z

+62°0,0" , — 0, (5a"O" ),

o segundo e quarto termo dentro dos parénteses sdo iguais, entao

e 5 o fﬁieaﬁﬂ FoOsfa| 0u02® + 62°0,0% , — 8, (52°OF ).
(A.14)

renomeamos

= —fof"+ e*“’ﬁfaa fs+ ie”ﬂﬂfaagfa, (A.15)
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tal que, pode-se escrever (A.14) como

0=C" ,0,00% +62°9,0" , — 0, (52°0" ),
= 5xa8# (6# a cr a) - aﬂ [5'Ta (@# a c* a)] :

Consequentemente, podemos definir um novo tensor de energia-momentum, 7 = ©*  — CH
tal que
0=dz“0, 1" , — 0, (0z°T" ), (A.16)
e
™ & =— ﬁeauﬂfaa fa— l5“f0f0 1 06p5“f035fp

ol = 51,0, - imeaﬂ“faagfm

reordenando os termos, podemos escrever

1
Moo= faft = SO0 I fT + K", (A.17a)
2
1 1 1 1
KF =_ opB aBp sH _ uopB _ oBp )
« 2m€ fU@afB + 2m€ afaaﬁfp 2m6 fagafﬁ 2m6 foaﬁfa
(A.17b)

Para a ultima expressao, (A.17b), temos que

1. L,
K¥ o= ¢ O (foOafs — fo08f0 — faOsf3) + o€ %084 f205 £,
1., L oposu
= 5= [fo (Oafs = 0pfa) = folofo] + 5700 fo05 1,
1, 1,
_ —Zmeﬂ O 1S (0265 — 0368) 0y fo — faOof5] + =70k 205 [,

devido que o simbolo de Levi-Civita em trés dimensoes satisfaz e ,\alge’\“’p = 0305 — 0305, logo

1 1
K" = %euaﬁ [Ekagehpfaavfp — faa,fﬁ} + %%Ewpfg@gfp,
1 g g, 1 g
= 5 [ € [0, fo = €0 faDo f] + 5 —00e" fo 03 fy.
1 1
= % [(6552 - 555§) Ekvpfaa’yfp - Eugﬁfaaafﬁ} + %5geaﬁpfaaﬁfpa

1 1
- % [Elyypfaa'YfP - 5Z€U’ypf08’}’fﬂ - eugﬁfaaofﬁ} + %55605pf086fp7

vemos que o primeiro e terceiro termo do lado direito da equagdo cancelam-se entre si, as-
sim como o segundo com o quarto termo. Nota-se que o cancelamento do termo K* | €
consequéncia das propiedades do termo de Levi-Civita e ndo, uma eliminacdo de termos de
divergéncia. Portanto, substituindo em (A.17a), obtemos uma versao simetrizada do tensor de

energia-momentum

1
T = frfY — 577’“’]”0]“. (A.18)
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Agora, nota-se que

0x0,T" , = 6x” (faOuf" + fHOufa — fO0ufu)
= 02 [faOuf* + [ (8,07 — 6067) Dsfs]
= §x” [faaufu + GApaﬁ/\Bafuaﬁfa] )

substituindo esse em (A.16)
0y (02°T* ) = 02 [ faOuf* + exaf™ (Y7705 1,)] -

Sempre que a equacdo de Euler-Lagrange (A.12) for védlida e, como consequéncia da (A.13),
obtemos
0, (0z°TH ) = da* [faﬁuf” + me,\uaf“f’\} =0,

resultando na conservagao da corrente J* = dxz“T*" . Logo

J" = wanBTua + a,TH,

— %waf; (xﬁT“a — xaT“ﬂ) + a,TH,

1
OuT" = 50y (27T — 2°T*) + a,0,T"* = 0,

essa relacdo tambem resulta em considerar um tensor de energia-momento sem divergencia
9, T"* = 0 e o tensor de momento angular MPr® = gPTre — goTHb,
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Apéndice B

Algumas caracteristicas da dinamica no
Plano Nulo

B.1 Campo Complexo em 3 + 1

A densidade Lagrangiana no campo escalar complexo em coordenadas de Cone de Luz é

dada por
L= 0"00,p" —mPpp* = 0,00 0" +0_pd, " — Bipdip” —m ™. (B.1)

Nota-se a dependéncia em primeira ordem nas velocidades 0 e 0, ¢*, o que indica que esta-
mos lidando com uma teoria com vinculos. Uma vez que os campos ¢ € ¢* sdo considerados

independentes, os renomeamos 1 = ¢ and o = ¢*. A equacdo de Euler-Lagrange é
(20,0- — 0;0; + m*) o, =0, a=1,2, (B.2)

também conhecida como equagdo de Klein-Gordon-Fock. A estructura singular dessa teoria

esta caracterizada pelo seguinte conjunto de densidades Hamiltonianas

H’Ep++HC:O—>TEx+,p+:85/(3x+, (B3a)
H =1"—0_p,=0—= Ny = @q, 7 = 05/0pq, (B.3b)

onde a densidade Hamiltoniana candnica é dada por H,. = 0;¢10;02+m%p¢py. A Hamiltoniana

H! é ndo-involutiva uma vez que
M(lb (I7 y) = {H; (ZL’) 7%2 (y)} - _250178{5 (ZE - y) ’ (B4)

indicando que a varidvel )., conjugada a essa Hamiltoniana, pode ser eliminada da dindmica

do sistema se construirmos o Paréntese Generalizado

[F(2).G ) = {F@).G 1)
- [ dedu (F (@) 1y () M ) (M (0).G ). (BS)
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A matriz inversa com componentes M_,! (x,y) tem que satisfazer

/aleaC (z,2) M3 (2,y) = 60 (. —y), (B.6)
onde temos § (xr —y) =6 (x~ — y~ ) 0 (x — y). Substituindo (B.4) em (B.6) obtemos que
—20" Mt (2,y) = Supd (7 — y) - (B.7)

E bem conhecido que a fungo sinal € (z —y) = e (z~ —y~) 0 (& —y) = —e (y — ) satisfaz
0%¢(x —y) = 20 (r — y), logo uma solugdo geral para (B.7) tem a forma

1
My (@,y) = =0we (r =) + fu (+7, 2, 9) (B.8)

onde f,, = fu (7, @, y) sdo fungdes arbitrarias. Podemos escolher uma determinada solug@o,
considerando uma dada condi¢@o de contorno que fixa f,;. Para essa solucdo particular obtemos

como Parénteses Generalizados fundamentais

{@a (@), 00 ()} = —%5@6 (T —y) + fab, (B.9a)
{¢a (@), 7" (1)} = %5@5 (z—y), (B.9b)
{r* (z),7" (y)}* = %5@835 (x—y). (B.9¢)
A evolugdo dinamica do sistema € agora fornecido pelo seguinte diferencial fundamental
dF = /dy {F(z),H (y)} da™, (B.10)
de onde obtemos a seguinte Equagao Caracteristica para 0 momento candnico
dr® = % [5(11 (81&- — m2) V9 + g2 (aia,- — m2) gpl} dx™. (B.11a)

Notemos que se substituirmos (B.3b) nessa tltima equacdo, obtemos a equacdo de Klein-
Gordon-Fock sem impor qualquer outra condi¢@o sobre a funcao f.
A n2o unicidade da matriz inversa esta relacionada com um subconjunto de Hamiltonianas

involutivas. Para isso consideremos a combinacao linear
H = / dPalay (x5, ) Hy (2), (B.12)

onde d*z = dx~d*x e Ny = Ay (27, ) sdo fungdes arbitrarias. Essa fungdo Hamiltoniana

comuta com quaisquer densidade H,, ja que

{H,, H; ()} = /dsy/\ac (v" y) {He (v) . 1y (2)} = 20" Ay (27, ) = 0.

Agora consideremos uma combinac¢@o mais geral com um conjunto de fungdes F,, = F,, () e

representada pelo funcional
Fop [Hy] = /d3xFab (z) Hy (). (B.13)
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Essa expressdo contém um subconjunto de Hamiltonianos involutivos. Logo, o complemento
deste subconjunto fornece os Hamiltonianos ndo-involutivos de onde se obtém os Parénteses

Generalizados. Identificamos esses subconjuntos se escrevemos

Fu [H)]) = /d3x [Fab () + A (x+, a:)] H, (z) — /d?’x/\ab (x+, 33) H; (),

Para que essa decomposi¢do seja unica temos que impor uma condi¢do de contorno sob a funcao
F! (x) = Fu () + Agp (27, 2). Uma dessas condi¢des que sdo bem determinadas no Plano
Nulo é

Fl(z7 =00) =—F,, (27 = —00), (B.14)

que se reflete na determinagdo para A,, em

Ag (27, ) = % [F, (z7 =00) 4+ F, (27 = —00)] .

A condigdo (B.14) é satisfeita pela funcdo sinal F/, = 1/40,¢ (x — y). Portanto, o Hamiltoni-
ano nao-involutivo tem a forma

1

H' = Z/d?’xe (x —y)H, (). (B.15)

que pode ser mostrado se calcularmos

May (z,y) = {H, (2) . Hy (y)} = iéabe (x—9), (B.16)

o que € um resultado diferente do em (B.4). A principal diferenca é que a matriz (B.16) possui

uma inversa unica

M, (z,y) = 20,0%6 (x — y) . (B.17)
A partir dessa inversa construimos os Parénteses Generalizados, obtemos a estrutura fundamen-
tal dada por
« 1
{¢a (7). 00 (W)} = = J0we (z = y), (B.18a)
« 1
{ea (@), 7" (W)} = S0md (x ), (B.18b)
« 1
{7 (2),7"(y)} = 50a020 (x —v), (B.18c)

que resulta ser os mesmos parénteses obtidos em (B.9) sob a escolha particular de f,;, (27, x,y) =
0.
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Apéndice C

Equacao de Lie para a Gravitacao
Linearizada

C.0.1 Foliacao espaco-tempo da Lagrangiana

Quebramos a covariancia da densidade Lagrangiana de Fierz-Pauli dividindo as coordena-

das do espaco-tempo, dessa forma escrevemos
L = 20100 + doho: | 2h™ + Taini — g,
=50 000+00i§ +§ 5 — 05
Looris 1 im0k 1 iiq 1ko
onde V é dado por
1 iroj 1 iik 1 i7i o Loioink
| R | 1., P ,
— 505 hoo — SO hig + SOOI + SOONY (C.2)

Uma vez que estamos interessados nas simetrias a nivel Lagrangiano, escrevemos a Equacao de
Lie para pontos fixos AL =)L. De (C.1) temos

1 . 1 ) 1 . 1 . . g
oL = —§8i6h’080h00 — §8ih’°805h00 + Oy ho; (58%00 + 58%? — @h”)

1 . 1 .. . g 1 . 1 .. 1 ..
+ dohoi (5815/100 + 58%; - E)jéhﬂ) + 9odhi; (Za%” — Zn”aoh’,: + 5n”akh’fo>
1 05745 1 ija0 sk 1 ij k0

Nossa intengdo € escrever essa equagdo como dependente das varidveis h, lg; € h;j. Podemos

fazer isso através da eliminag@o dos termos de contorno, tanto espaciais como temporais, tendo
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assim:
1 o Lo 1 i Lo g ji
oL = §h00808i(5h + §h 0;000hoo — §h008 Oo0hg; — thﬁ OoOhoi + W' 0;000ho;
L, Lo i ji L. L. Loy j
+ ho; (—5808 Sh — 5808 5h§- + 00,01 ) — Zh Jaoagéhij + Zhﬁoaodh; — §h0 81-806@
1 1 1 ..
+ hij (—Zaoaoéh” + Zn”(%@%h: — 577”800k6hk0) — (5V,
reordenando esses termos, obtemos
1 y . . 1 .. .
0L = hy; (—anaoah” + T 0yoh" + 577”80805h’,§ — n’Jaoakéhko)
+ ho; (=000 61, + 8y0;017") — 6V (C.3)

Agora executamos a variacdo do termo )V a partir de (C.2) seguindo o mesmo procedimento

utilizado anteriormente
1 | | 1
oY = —8ih0j815h0J — iaihj;ﬁzéh’k + §8i<5h008’h§ + éﬁihooaléi# + 5&/1?8‘(%2
1 i o 1 i i 1 i o 1 i i ; . ; .
— §8i5hj8jh00 — iaihjé?]cShoo — §8i5hj8]h£ — é&hjﬁjéhﬁ + 0;h Oajéhjo + @hj@k&h’”,
. . 1 . 1 . 1 . . 1..
8V = hg;0;076h"" + 5hija,ca’%w — §h§8’“8k6h00 — éhooaialéh; — §h§8k8k5h§

1 . . 1 o 1 . 1 o ) . ) .
+ Shood 0,3k + S hig0'FShoo + S0 0 Shyy + Shig0' DN — h00,0,60"° — hyy0'0,5hY,

temos que
1. . 1 L 0i ) .
0V = hy éﬁjézéhij — 5&-8%@ + h (8j835h0i — 8i8]5h0j)
Loini Loicicrk i ki, Lo Ak
+ hij 58 ' 6hoo + 58 & ohy — 0"0kOR™ + 58,4‘9 oh"
h 16k8l5h 18k8 oh 16 okont C4
+i§ w50 Ok0hoo — 50k 1] - (C4)
De (C.3) e (C.4) obtemos

1 o ;o
6L = Sho (~090'6hy; + 0,0'6h3)
+ hoi (—060'8h] + 000,00 — 9,0/ 6ho; + 80 Sho;)
by |:_%a[)605hij . %az’aj(;hoo 1+ 3 9,0R% — %aiajéhg + 9'0LORM — %akﬁkdh”}
ij 1 ko Lok ko _ Lokg Loorsn!
+n hz’j 580805}% + 58 8k5h00 — 808k5h — 56 0 Ohy + 581“8 5hl .

Nota-se que uma vez que todos os h,s sdo independentes, todos seus coeficientes devem ser

nulos para assim obter uma simetria. De

0= —&0'6hy; + 8;0'5h?,
0 = —0y0' 61, + 060;01" — 0,0 Sho; + 0,07 S,
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temos que

(Shij - @XJ ‘I‘ anZ‘,
(Sh()i — 60X2 + &-XO,

substituindo essa expressdo no coeficiente de h;; obtemos
1. . o g 1
0L = h;j —éalﬁjéhoo + 838081)(0} + 1" hyj [80(908ka + §8k8k6h00 ,

logo identificamos
(Sh()() = anXo.

Portanto, obtemos uma quase-invariancia da teoria devido a eliminacao de termos de contorno
na Equacio de Lie sob a transformagio de calibre 6, = 0,X, + 9, X,,.

C.0.2 Equacao de Lie para a obtencao do Gerador da transformacao de
Calibre

Reduzimos a Lagrangiana de Fierz-Pauli para assumir a forma
Looris  Lojroi - Loivoj o iiak L iiqo0pk
Ezaohij 18 h* —58]}1, —§8h]+77]8 hOk—ana h’k —V, (CS)
de onde obtemos uma simplifica¢io mdxima dos momentos candnicos 7 = 0, e
i _ Yoo Lojoi Loioi | ijor L iin 1k
7 = -0hY — —0"h™" — 0" +n"0"hor, — =" Oohy, (C.6)
2 2 2 2
sendo o tinico momento candnico nio nulo. Em seguida reescrevemos a Lagrangiana
Looris  Lojroi Loioj o ijak Loigopke  Loorig | L ijaork
L = Ohij | z0°hY — = h™ — =0'h”? + 1”0 hoy, — =0 hy, — =0"h"” + —n"0"hi | =V,
2 2 2 2 4 4
i Loopii Lo ijaopk
:aohij W]—Zahj‘i‘znjahk —V,
ij 1 i Lo io gk
=T a()hij - Z@ghwﬁoh — Z@ghﬁohk - V,

nesse ponto estamos considerando as varidveis 7%/ e as velocidades Ooh;j como varidveis inde-
pendentes. Portanto, a variacdo fixa AL =)L é dada por

0L = 6mOphij + T OpOhi; — éaohijao(Sh” + 530%30(%]12 —oV.
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Substituindo a expressdo para 7/ e eliminando os termos de contorno, obtemos
. 10..1A0i1,0. Ak 1 .. K
oL = —hijﬁg(h” + 58 h¥ — 58]]1 - éf)zh J + 7]”8 h()k — 57]”80]’% 805/1@»
1 - 1. .
+ 5hij 00000 — §h;80805h§ — 6V,
ij L ij Loy jp0i o ij ok L iia ok
5,6 = —hijao(s’ﬂ' J -+ §h@]80806h J -+ 58 h J — Gjh + n 38 hok — 57] Jaohk 805hij
1. .
— §h§80305h’,§ -0V,
1 . 1. .. o
= (—hijﬁo&r” + §hij80805h/”) — §h”80805hij + R0 06 hyj
, A 1.,
— hoi0" o0k, + §h§80805h’,j — §h§aoao(5h§ — 6V,

isto é
0L = —hij00m + B (&7 0yShy; — 0:0001%) — SV (C.7)

Agora, substituindo (C.4) obtemos
6L = —h;; 00077 + h Loigish, + La.006m
= —N;j000T + oo ) z‘j+§i j
+ h% (87 000hij — 0;006h% — 0;09 Sho; + 0,07 5ho)
— hy; (%aiajahoo + %aiajah',g — 00, 0hM + %akakahij)
7 1 k al 1 k 1 k¢l
— h; 58 0'0hy — 58 Ok0hoo — §8k8 ohy |, (C.8)

que é a Equacao de Lie que serd utilizada, juntamente com as Equa¢des Caracteristicas, a fim
dese obter a relacdo entre dois geradores: a relacionada com a transformacdo canonica e a

relacionada com a transformacao de calibre.
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