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“The task is, not so much to see what no one has yet seen; but 
to think what nobody has yet thought, about that which 
everybody sees”. Erwin Schrodinger. 



Resumo
Neste trabalho, investigam-se estados atômicos frustrados em moléculas diatômicas hos-

pedadas no sistema grafeno bicamada, torcido pelo primeiro angulo mágico e com simetria de
inversão quebrada nos cones de Dirac. Apesar do sistema mostrar características espectrais
encontradas em átomos isolados, as impurezas apresentam correlação molecular não local,
que as configuram em um estado atômico frustrado. Essa situação é obtida pela quebra da
simetria de inversão no sistema, gerada pela aplicação de um potencial elétrico, que altera a
configuração das bandas de energia. A quebra da simetria de inversão sugere o desapareci-
mento do estado molecular, observada pela mudança da curva de densidade de estados das
impurezas, mas o espalhamento inter impurezas mostra que a interação molecular persiste.
Uma característica especial do sistema ocorre no ângulo mágico, que, com a quebra de sime-
tria de inversão, apresentou o colapso dos picos moleculares em um único pico, posicionado
no nível de Fermi, caracterizando um modo de energia zero.
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Abstract
We theoretically investigate atomic frustrated states in diatomic molecules hosted by the

bilayer graphene setup twisted by the first magic angle and with broken inversion symme-
try in the Dirac cones. Although the system demonstrates spectral features typically from
uncoupled atoms, they also exhibit non local molecular correlation, which turns them into
atomically frustrated. This setup is achieved because of the broken inversion symmetry gen-
erated by an electric potential, that alters the energy band structure. The broken inversion
symmetry causes an aparent supression of the molecular state, observed by the change in
the density of states curve, but the molecular correlation shows that the interaction is main-
tained. Another effect was observed when the system is twisted by the first magic angle. It
was stated that the broken inversion symmetry causes the emergence of a zero-energy mode
in the atomic frustrated state.
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1 Introdução
O sistema de grafeno bicamada torcido (TBG - twisted bilayer graphene, em inglês)

demonstra, por meio de experimentos, estados isolantes fortemente correlacionados e super-
condutores [1, 2]. Consequentemente, esses cenários impulsionam um grande foco teórico
nesses assuntos [3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14]. O sistema consiste do empilha-
mento de duas camadas de grafeno desalinhadas entre si por um ângulo de torção θ ao
qual a estrutura de bandas de energia fica dependente. Particularmente, deve-se atentar
para pequenas torções que formam uma super rede de Moiré, representada por uma pa-
drão favo de mel, que resulta da interferência dessas estruturas encontradas nas camadas
de grafeno. Esses ângulos tem forte influência na física de Dirac, visto que ao torcer o
sistema pelo chamado ângulo mágico, a velocidade de Fermi se torna nula, gerando um
regime de banda chata no domínio de baixas energias, isto é, bordas das mini zonas de
Brillouin[18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30].

Visto que o TBG é um sistema com um grande número de graus de liberdade, devido
à quantidade expressiva de átomos de carbono por célula unitária e um parâmetro de rede
para a super rede de Moiré, determinar suas propriedades eletrônicas se mostra uma tarefa
desafiadora. Nesse contexto, são empregadas duas estratégias teóricas para resolver esse pro-
blema [21, 29, 30]. A primeira é baseada no modelo contínuo[21, 29], que toma em conta
os Hamiltonianos das camadas de grafeno desalinhadas individualmente e os acoplamentos
entre camada. No entanto, esse método exibe um número significante de bandas de energia,
impedindo uma descrição simples do sistema considerando átomos de impurezas. Curiosa-
mente, devido às bandas chatas estarem no domínio de baixas energias, as bandas excitadas
podem ser ignoradas, pelo interesse no estudo da física de Dirac no sistema. Como resultado,
os orbitais atômicos centrados em torno dos empilhamentos AB e BA podem ser assumidos
como a segunda estratégia teórica [30]. A partir desse procedimento, ocorre a emergência de
uma rede hexagonal em escala maior, chamada de super rede de Moiré, com os pontos do
hexágono sendo equivalentes a regiões de empilhamentos AB e BA.

É preciso mencionar que, diferentemente do modelo contínuo, em que as partes do TBG
são tratadas separadamente, os cones de Dirac nas mini zonas de Brillouin envolvem todas
as partes do sistema com a renormalização da velocidade de Fermi, dependendo do ângulo
de torção e o acoplamento inter-camada [21, 28, 29, 30]. Baseado no modelo discutido em
[30], analisa-se teoricamente a emergência de estados atômicos frustrados em moléculas de
diatômicas hospedado pelo grafeno bicamada torcido.

O conceito de estado atômico frustrado é: os átomos emulam uma situação de isolados
entre si nos sítios atômicos, enquanto não localmente o sistema apresenta correlação por
meio do espalhamento inter-atômico por meio do hospedeiro. Em outras palavras, o estado
atômico frustrados ocorrem em moléculas que tendem a se dividir em átomos independentes
mas é impedido pelo ambiente em que se encontra, ou seja, um Weyl [31]. Chama-se atenção
para o fato que esses casos correspondem a semi-metais de Weyl-Dirac, que são caracterizados
por um pseudogap no nível de Fermi.

No caso de quebra de simetria de reversão temporal, o ponto de Dirac desse par formado
por dois nós de Weyl de quiralidades diferentes se dividem em diferentes pontos no espaço
reciproco, mas ainda degenerados em energia. Essa operação preserva, como esperado, a
invariância da simetria de inversão e o pseudogap. É necessário uma densidade de estados
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(DOS) finita no nível de Fermi, com o pseudogap fechado, e dois nós de Weyl com quiralidades
opostas e deslocados em energia para realizar o estado atômico frustrado. Considerando
o sistema mostrado na Figura 1(a), configurado na condição de primeiro ângulo mágico
θ = θM = 1.08◦ [30] e com quebra de simetria de inversão nos cones de Dirac, encontrados
na estrutura de bandas do material [Figura 1(e)].

Esse cenário é próximo dos encontrados em metais de Weyl, como mostrado em [31],
em que se observa as ligações moleculares ligantes e anti-ligantes, tipicas de semi-metais
de Dirac [32, 33], mudando para estados atômicos frustrados, com a quebra da simetria
de inversão. Consequentemente, o sistema entra em uma fase de Metal de Weyl [31]. Da
mesma forma, estados atômicos frustrados se mostram bastante intrigantes, pois apresentam
características de átomos isolados mas ainda possuem interação não-local, caracterizando
moléculas. Portanto, diferentemente de seus equivalentes em metais de Weyl, esses estados
propostos tem a vantagem de serem sintonizados por meio dos ângulos de torção e potenciais
elétricos opostos aplicados nas camadas de grafeno. Os potenciais elétricos são aplicados
somente para a quebra de simetria de inversão nos cones de Dirac e fechar o pseudogap
nas bandas de energia do sistema para produzir a fase metálica (Figura 1(e)), em que a
densidade de estados é finita no nível de Fermi. Posicionando o sistema na condição de
primeiro ângulo mágico junto com o mecanismo observado em metais de Weyl, observa-se
que os níveis moleculares são fortemente renormalizados, caracterizados por deslocamentos
para o azul e vermelho respectivamente para níveis abaixo e acima do nível de Fermi.

Portanto, aumentando o potencial elétrico, no caso das interações de Coulomb locais pre-
sentes nas impurezas, a super rede de Moiré do grafeno media a conexão entre os átomos do
dímero, para mantê-los conectados formando uma molécula. Por consequência, os desloca-
mentos de frequências nesses níveis levam ao colapso dos estados moleculares em um único
pico (figure 1(g)). Essa fusão ocorre no nível de Fermi (modo zero) para moléculas com
simetria partícula buraco e exibe características de frustração atômica.

É preciso deixar claro que o uso da designação “molécula com simetria partícula buraco”
para o dímero é somente para o regime que os niveis moleculares são simétricos ao nível
de Fermi (ω = 0). Particularmente, a física de banda chata do TBG, caracterizada pela
velocidade de Fermi extremamente baixa, comanda a formação de um modo de energia zero
atômico frustrado. Para essa estrutura de bandas, diferentemente de metais de Weyl [31],
em que não há bandas chatas, a auto-energia do sistema, afetada pela torção, renormaliza
o espectro de energia das impurezas, levando ao modo zero. Como consequência, o estado
atômico frustrado é, em função da simetria partícula-buraco, um candidato promissor para
um estado ligado de Majorana (Majorana bound state-MBS), que possui proteção topológica
[34, 35]. Como MBSs são considerados o “Santo Graal” para a realização de computação
quântica topológica tolerante a falhas [34, 35], a emergência de modos zeros no TBG com
átomos dímeros no ângulo mágico é um fenômeno que estimulará mais futuros trabalhos sobre
o assunto. Portanto, os resultados aqui mostrados introduzem a “twistrônica” do sistema
de grafeno bicamada torcido como uma forma de obter ligações moleculares incomuns em
plataformas de física matéria condensada.
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Figura 1: Painel (a): Vista superior para o sistema de grafeno bicamada torcido e seu
padrão hexagonal de super rede de Moiré para pequenos ângulos de torção θ. Os vetores de
base são LM

1 e LM
2 . As regiões de empilhamento AB e BA representam os superátomos de

Moiré e a molécula é acoplada a um sítio AB. Painel (b): Perspectiva lateral do painel (a)
com uma ponta de STM (scanning tunneling microscope, em ingles). Painel (c): Estrutura
de banda para o sistema não torcido para o empilhamento AA, onde os cones de Dirac
coincidentes nos pontos K = K ′ da zona de Brillouin, respectivamente das monocamadas
superior e inferior. Esses pontos de Dirac aparecem deslocados em energia, devido à simetria
de inversão quebrada da fase metálica, em analogia aos homólogos metálicos de Weyl. Painel
(d): A torção restaura o caráter semimetálico do sistema, mas agora divide os pontos de Dirac
K 6= K ′ no espaço dos momentos por Gθ =

8πsin θ
2

3a
, com a sendo o parâmetro de rede da

monocamada de grafeno. Painel (e): Potenciais elétricos aplicados na monocamada superior
(+V ) e inferior (−V ) induzindo a quebra da simetria de inversão com caráter metálico. Painel
(f): Mini zona de Brillouin com vetores de base recíprocos GM
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2 , surgindo da torção

entre as zonas de Brillouin das monocamadas superior (1) e inferior (2) do grafeno, que têm
como cantos de vale K1

+,K
1
−,K

2
+ e K2

−. Painel (g): Densidade espectral das impurezas.
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2 Objetivos
Este projeto, com base no referencial teórico discutido na Ref. [56, 57], tem como objetivo

investigar teoricamente a densidade de estados de uma molécula diatômica, hospedada em
um sistema TBG, do tipo modelo de Anderson [40]. Serão estudados dois casos: (i) densidade
de estados do sistema para um ângulo de torção próximo ao ângulo mágico e (ii) no ângulo
mágico (θ = θM = 1.08◦). Embora esse trabalho seja teórico, tais propriedades podem
ser detectadas por uma ponta de STM (Scanning Tuneling Microscope ou Microscópio de
Varredura por Tunelamento Eletrônico).
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3 Revisão da Literatura

3.1 Descrição do grafeno.
Teorizado em 1947, por Philip Srussel Wallace [36] em seu estudo da estrutura de bandas

de energia do grafite, o grafeno é um material bidimensional (2D), ou seja, com espessura
de um átomo (one-atom-thick), formado por uma rede hexagonal de átomos de carbono ou
“favo de mel”. Em seu estudo, Wallace descreve o grafite como um empilhamento dessas
redes hexagonais e realiza o estudo de uma unica camada, revelando diversas propriedades
relativísticas em velocidades muito menores que a velocidade da luz [37].

No entanto, materiais bidimensionais foram ditos impossíveis de serem isolados, com
Landau e Peierls argumentando que esses materiais seriam termodinamicamente instáveis.
Dessa forma, monocamadas atômicas são utilizados somente como base de estruturas 3D
[38]. Esse cenário mudou somente 2004, quando os cientistas russos Andre Geim e Konstatin
Novoselov conseguiram isolar o grafeno, por meio de esfoliação mecânica, resultando em um
Nobel em Física 2010 [39].

Com a descoberta da possibilidade de seu isolamento, o grafeno chamou atenção da
comunidade cientifica por ser o primeiro material 2D a ser isolado e apresentar diversas
propriedades únicas. Em especial, pode-se mencionar o fato do grafeno possuir portadores
de carga que se comportam como fermions de Dirac sem massa, entre outras [39].

3.1.1 Modelo Tight-Binding aplicado ao grafeno

Para realizar uma descrição detalhada do grafeno, deve-se estudar sua estrutura de ban-
das, um conceito de física do estado sólido utilizado para caracterizar um material em metal,
semimetal, semicondutor, ou isolante. A teoria de bandas de energia vem do fato de que,
para um estudo de muitos corpos, os níveis de energia possíveis de serem ocupados em um
sistema deixam de ser discretos e passam a ser contínuos, devido a superposição dos estados.

De inicio, é necessário realizar a análise da rede atômica, mostrada a seguir.
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Figura 2: Representação da rede atômica do grafeno no espaço Real. Percebe-se o formato
hexagonal com cada vértice ocupado por um átomo de carbono de uma das subredes A e
B (verde e rosa). Os vetores −→a 1 e −→a 2 quantificam a distância entre os átomos da mesma
subrede em cada célula unitária e os vetores −→

δ 1,
−→
δ 2 e −→

δ 3 computam a distância entre os
primeiros vizinhos de um átomo arbitrário.

Nota-se que a rede hexagonal de grafeno está dividida em duas sub-redes triangulares A
e B, que contém seus respectivos átomos. Dessa forma, tem-se os vetores distância de um
átomo para outro em cada sub-rede dado por:

−→a 1 =
a

2

(
3,
√
3
)
,−→a 2 =

a

2

(
3,−

√
3
)
, (1)

em que a é a distância entre os átomos de carbono na rede hexagonal. Pode-se também
determinar a distância dos primeiros vizinhos de um átomo de carbono arbitrário, dada por

−→
δ 1 =

a

2

(
1,
√
3
)
,
−→
δ 2 =

a

2

(
1,−

√
3
)
,
−→
δ 3 = a (−1, 0) . (2)

Utilizando o modelo tight-binding (ligação forte), pode-se obter a descrição do compor-
tamento de elétrons no grafeno, descrito pelo seguinte hamiltoniano:
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H = −t
∑
r,r′

(
a†(r)b(r′) + a(r)b†(r′)

)
,

H = −t
∑
r
−→
δ

a†(r)b(r+
−→
δ ) + H.c, (3)

onde a†(r) (a(r)) e b†(r′) (b(r′)) são os operadores de criação (destruição) para as sub-redes
A e B, r e r′ são as posições dos átomos de carbono em suas respectivas sub-redes, δ é a
distância entre um átomo arbitrário e seus primeiros vizinhos, H.c representa o hermitiano
conjugado do primeiro termo da equação (a(r)b†(r+−→

δ )) e −t é o termo de “hopping”. Visto
que as bandas de energias são obtidas no espaço dos momentos K, é feita uma expansão de
Fourier nos operadores.

a(r) =
1√
n
2

∑
k

e−ikra(k), (4)

b(r) =
1√
n
2

∑
k

e−ikrb(k),

em que n
2

é a ocupação de átomos de carbono em uma sub-rede e k = (kx, ky) é o vetor de
onda. Aplicando essas transformações no Hamiltoniano:

H = −t
∑
r
−→
δ

1√
n
2

∑
k

eikra†(k)
1√
n
2

∑
k′

e−ik′(r+
−→
δ )b(k′) + H.c

H = −t 1n
2

∑
r
−→
δ

∑
k,k′

ei(k−k′)re−ik′−→δ a†(k)b(k′) + H.c. (5)

Sabe-se que
∑

r e
i(k−k′)r = n

2
δk,k′ . Dessa forma, obtêm-se o Hamiltoniano do grafeno no

espaço dos momentos, dado por:

H = −t
∑
−→
δ k

e−ik
−→
δ a†(k)b(k) + H.c. (6)

Expandindo a soma em −→
δ para os primeiros vizinhos:
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H = −t
∑
k

(
e−ik

−→
δ 1 + e−ik

−→
δ 2 + e−ik

−→
δ 3

)
a†(k)b(k′) + H.c

H = −t
∑
k

e−ik
−→
δ 3

(
1 + e−ik

−→
δ 1eik

−→
δ 3 + e−ik

−→
δ 2eik

−→
δ 3

)
a†(k)b(k′) + H.c

H = −t
∑
k

eikxa
(
1 + e

−i
(
kx

a
2
+ky

a
√

3
2

)
e−ikxa + e

−i
(
kx

a
2
−ky

a
√
3

2

)
e−ikxa

)
a†(k)b(k′) + H.c

H = −t
∑
k

eikxa

(
1 + 2e−i 3

2
kxa cos

(√
3

2
kya

))
a†(k)b(k′) + H.c

H = −t
∑
k

f(k)a†(k)b(k) + H.c, (7)

sendo f(k) = eikxa
(
1 + 2e−i 3

2
kxa cos

(√
3
2
kya
))

. O Hamiltoniano pode ser expresso da forma
spinorial, como:

H =
∑
k

Ψ†(k)h(k)Ψ(k), (8)

em que,

Ψ(k) =

(
a(k)
b(k)

)
,h(k) = −t

(
0 f(k)

f ∗(k) 0

)
. (9)

Com o Hamiltoniano escrito dessa forma, é possível determinar seus autovalores, que
representam as bandas de energia do sistema, por meio da matriz h. Ou seja:

Det
(
−t
(

0 f(k)
f ∗(k) 0

)
− E

(
1 0
0 1

))
= 0

Det
(

−E −tf(k)
−tf ∗(k) −E

)
= 0

E2 − t2 |f(k)|2 = 0

E±(k) = ±t |f(k)| . (10)

Aplicando a expressão de f(k) obtida na Equação (7)
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E±(k) = ±t
√
f(k)f ∗(k)

E±(k) = ±t

√√√√e−ikxa

(
1 + 2e−i 3

2
kxa cos

(√
3

2
kya

))
eikxa

(
1 + 2ei

3
2
kxa cos

(√
3

2
kya

))

E±(k) = ±t

√√√√1 + 2ei
3
2
kxa cos

(√
3

2
kya

)
+ 2e−i 3

2
kxa cos

(√
3

2
kya

)
+ 4 cos2

(√
3

2
kya

)
(11)

E±(k) = ±t

√√√√1 + 2 cos

(√
3

2
kya

)(
ei

3
2
kxa + e−i 3

2
kxa
)
+ 4 cos2

(√
3

2
kya

)

E±(k) = ±t

√√√√1 + 4 cos

(
3

2
kxa

)
cos

(√
3

2
kya

)
+ 4 cos2

(√
3

2
kya

)
.

Com a expressão da Equação (11), tem-se a estrutura de bandas do grafeno, em que a
sua parte positiva é a banda de condução e a negativa é a banda de valência. A seguir é
mostrado o gráfico da Equação (11).

Figura 3: (a) e (b) mostram a estrutura de bandas do grafeno em perspectivas diferentes. Em
azul tem-se a banda de valência e em laranja a banda de condução. Em (c), representação
dos cones de Dirac formado no limite de baixas energias [55].

3.1.2 Modelo de baixas energias

Por meio da Figura 3, é visto que as bandas se encontram em alguns pontos da primeira
zona de Brillouin, definida pelos vetores unitarios da rede do espaço reciproco. Esses vetores
são dados por:

−→
b 1 =

2π

3a

(
1,
√
3
)
, (12)
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−→
b 2 =

2π

3a

(
1,−

√
3
)
. (13)

Para determinar o comportamento em baixa energia, deve-se identificar esses pontos, que
são obtidos em f(k) = 0. Calculando as posições dos pontos de Dirac obtêm-se,

K =
2π

3
√
3a

(√
3, 1
)
, (14)

K′ =
2π

3
√
3a

(√
3,−1

)
. (15)

A rede recíproca do grafeno é mostrada na figura 4.

Figura 4: Representação da rede recíproca do grafeno, no espaço dos momentos. Os vetores−→
b 1 e −→

b 2 são os vetores de base na rede recíproca e os pontos K e K′ são os pontos de Dirac,
em que as banda de energia é nula.

Com esses valores, pode-se desenvolver um modelo de baixas energias para o grafeno.
Para isso, a função f(k) é expandida em torno dos pontos de Dirac até primeira ordem.
Definindo q = k−K, que corresponde a um pequeno deslocamento em torno de K, tem-se:
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f(K+ q) = f(K) + q∇kf(k)|k=K

f(K+ q) = f(K) + (qx, qy)

(
∂f

∂kx
,
∂f

∂ky

)
|k=K (16)

f(K+ q) = qx
∂f

∂kx
|k=K + qy

∂f

∂ky
|k=K,

sendo f(K) = 0. Calculando as derivadas parciais,

∂f

∂kx
(k) = iaeikxa − iae−

ikxa
2 cos

(√
3kya

2

)
∂f

∂kx
(K) = iaei

2π
3 − iae−iπ

3 cos
(π
3

)
(17)

∂f

∂kx
(K) =

3

4
a
(
−
√
3− i

)
,

∂f

∂ky
(k) = −

√
3ae−

ikxa
2 sin

(√
3kya

2

)
∂f

∂ky
(K) = −

√
3ae−iπ/3 sin

(π
3

)
(18)

∂f

∂ky
(K) =

3

4
a
(
−1 +

√
3i
)
.

Aplicando os valores em (17) e (18) na expressão de f(q)

f(K+ q) = qx
3

4
a
(
−
√
3− i

)
+ qy

3

4
a
(
−1 +

√
3i
)

f(K+ q) = −qx
3

2
ae−i 5π

6 − qya
3

2
ei

2π
3

f(K+ q) = −qx
3

2
ae−i 5π

6 − qya
3

2
e−i 5π

6 ei
3π
2

f(K+ q) = −3a

2
(qx − iqy) e

−i 5π
6 . (19)

Dessa forma, o Hamiltoniano em (9) se torna
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h(K+ q) = ~vF
(

0 (qx − iqy) e
−i 5π

6

(qx + iqy) e
−i 5π

6 0

)
(20)

h(K+ q) = ~vF
(

0 (qx − iqy)
(qx + iqy) 0

)(
e−i 5π

6 0

0 e−i 5π
6

)
,

sendo ~vF = 3at
2

. Como a fase não carrega sentido físico nesse caso, o termo exponencial
pode ser descartado. Utilizando as matrizes de Pauli

σx =

(
0 1
1 0

)
, (21)

σy =

(
0 −i
i 0

)
, (22)

pode-se escrever o Hamiltoniano da seguinte forma

h(K+ q) = ~vF (qxσx + qyσy) (23)
h(K+ q) = ~vFq · ~σ.

Calculando os autovalores para determinar as bandas de energia baixa energia

E±(K+ q) = ±~vF
√

(qx + iqy) e
−iπ

6 (qx − iqy) e
iπ
6

E±(K+ q) = ±~vF
√(

q2x + q2y
)

(24)
E±(K+ q) = ±~vF |q| .

A partir da equação obtida, pode-se notar uma relação linear entre momento e energia,
visualizada pelos cones de Dirac na zona de Brillouin no espaço k do grafeno, que podem ser
visualizados na Figura 5.
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Figura 5: Bandas de energia do grafeno nos pontos K e K′, no regime de baixas energias.

Essa característica é encontrada em partículas sem massa, mostrando que o sistema simula
fenômenos relativísticos, com velocidade renormalizada para vF = c

300
. Pode-se perceber

também que a Figura 5 é uma ampliação da Figura 3 nos pontos de encontro da banda de
condução e banda de valência. No ponto de encontro das bandas, o nível de Fermi, verifica-se
a ausência das superfícies, indicando a presença de um gap pontual (pseudo-gap) na estrutura
de bandas.

3.2 Modelo de Anderson.
Com o objetivo de estudar a presença ou ausência de momentos magnéticos localizados,

P.W. Anderson [40] estabeleceu um modelo capaz de descrever esses momentos magnéticos em
materiais metálicos. Nesse modelo, descreve-se uma impureza magnética como um estado
localizado, em que somente os orbitais externos participam de processos de transporte de
carga. O modelo considera também a interação de Coulomb entre os elétrons de spins opostos
que podem ocupar o nível da impureza.

Em seu artigo, Anderson modela o sistema como uma soma de Hamiltonianos em que
cada componente representa um tipo de interação ou parte do sistema. A seguir, será descrito
o modelo para o acoplamento de duas impurezas em um hospedeiro, mostrando sua descrição
matemática, características e regime.

3.2.1 Modelo de Anderson para duas impurezas

A Figura a seguir descreve um sistema de duas impurezas acopladas a um hospedeiro
metálico interagindo por elétrons de condução.
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Figura 6: Representação do modelo de Anderson para duas impurezas isoladas.

O Hamiltoniano a seguir descreve o modelo de Anderson para o sistema.

H = Hhost +Himp +Hhib, (25)

em que,Hhost representa a energia dos elétrons livres no Hospedeiro. Esse termo pode ser
equacionado como um Hamiltoniano de gás de elétrons que, em segunda quantização, pode
ser escrito da seguinte forma [58]:

Hhost =
∑
kσ

εkc
†
kσckσ, (26)

em que c†kσ (ckσ) cria (aniquila) um elétron de spin σ e número de onda k e εk é a energia
do elétron criado (aniquilado). O segundo termo corresponde as impurezas isoladas. Essas
impurezas são descritas por apenas um estado degenerado com energia εd correspondente
aos orbitais d ou f . Esse estado pode ser ocupado por dois elétrons de spins opostos que
interagem por repulsão Coulombiana. Matematicamente esse termo pode ser escrito por

Himp =
∑
jσ

εdjσd
†
jσdjσ + Ud†j↑dj↑d

†
j↓dj↓, (27)

sendo d†jσ (djσ) operadores referentes aos elétrons da impureza e j o índice referente as
impurezas podendo assumir os valores 1 e 2. A interação Coulombiana U é calculada pela
expressão

U =

∫
dr1dr2 |φd(r1)|2

e2

|r1 − r2|
|φd(r2)|2 , (28)

onde φd(r) é a função de onda do elétron da impureza e e é a carga do elétron. Por fim,
tem-se o termo de hibridização

Hhib =
∑
jkσ

V
(
c†kσdjσ + H.c

)
, (29)
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em que V é a amplitude de hibridização entre os elétrons associados aos operadores c†kσ e
djσ. Esse termo descreve a interação entre o orbital s da rede do hospedeiro e d da impureza,
sendo a taxa de troca de elétrons determinada pela regra de ouro de Fermi [41], dada por:

1

τ
= 2π

|V|2 ρ0
~

≡ 2Γ

~
, (30)

sendo τ o tempo de vida do elétron, ρ0 é a densidade de estados do hospedeiro e Γ = π |V|2 ρ0
é o parâmetro de Anderson, responsável pela semi-largura dos picos de ressonância da LDOS
das impurezas.

O acoplamento entre os elétrons no Hamiltoniano separa os picos de ressonância no gráfico
de DOS do sistema, como mostrado na Figura 7. Nesse trabalho, será usado o modelo com
impurezas isoladas, ou seja, sem o termo de interação impureza-impureza. No entanto, esse
efeito é observado no caso estudado, devido a natureza do hospedeiro em questão, que permite
a interação das impurezas via hospedeiro.

Figura 7: Densidade de estados do modelo de Anderson descrito nessa sessão, onde se
encontra 4 picos com semi largura Γ centrados em εd, ε′d, εd + U e ε′d + U .

3.3 Funções de Green
Para se ter uma descrição teórica da interação das impurezas no modelo e obter os re-

sultados desse trabalho, deve-se determinar a LDOS do sistema. Essa grandeza é obtida a
partir do formalismo das funções de Green, mais especificamente da parte imaginária, como
mostra a equação (31):

ρLDOS(ε,R) = − 1

π
Im
{∑

σ

G̃R
σ (ε

+,R)

}
. (31)
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As funções de Green são ferramentas muito importantes para análise de sistemas quânti-
cos. Adotam-se as funções de Green retardada e avançada definidas por [52]

GR(r, t; r′, t′) = − i

~
θ(t− t′)

〈[
Ψ(r, t),Ψ†(r′, t′)

]
+

〉
, (32)

GA(r, t; r′, t′) =
i

~
θ(τ ′ − τ)

〈[
Ψ(r, t),Ψ†(r′, t′)

]
+

〉
, (33)

em que θ(t−t′) é a função degrau unitário deslocada por t′ no domínio do tempo,
[
Ψ(r, t),Ψ†(r′, t′)

]
+

é o operador de anticomutação entre Ψ(r, t) e Ψ†(r, t) e 〈...〉 representa uma média térmica
expressa por

〈[
Ψ(r, t),Ψ†(r′, t′)

]
+

〉
=

1

Z
Tr

{
e−βH

[
Ψ(r, t),Ψ†(r′, t′)

]
+

}
, (34)

onde Z = Tr
{
e−βH

}
é a função de partição, H é o Hamiltoniano do sistema, Tr é o traço

e β = 1
kBT

. Definindo um estado |n〉 que é um autoestado do Hamiltoniano do sistema
(H|n〉 = E|n〉), pode-se escrever as funções de Green retardada e avançada como

GR(r, t; r′, t′) = − i

~
θ(t− t′)

∑
n

1

Z
e−βH

〈
n
∣∣∣[Ψ(r, t),Ψ†(r′, t′)

]
+

∣∣∣n〉 , (35)

GA(r, t; r′, t′) =
i

~
θ(t′ − t)

∑
n

1

Z
e−βH

〈
n
∣∣∣[Ψ(r, t),Ψ†(r′, t′)

]
+

∣∣∣n〉 , (36)

que satisfazem a relação

GR(r, t; r′, t′) =
[
GA(r, t; r′, t′)

]†
. (37)

Pode-se perceber que as funções de Green são definidas no domínio do tempo. No entanto,
de acordo com a Equação (31), a densidade de estados local é proporcional a parte imaginária
da função de Green no domínio das energias. Será visto em seguida que essa grandeza pode
ser obtida através do método da equação de movimento.

3.3.1 Equação de Movimento

Para demonstrar o método da equação de movimento, será utilizada uma função de Green
retardada para dois operadores fermiônicos arbitrários Â e B̂ na representação de Heisenberg,
dada por:
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GR
AB(t, 0) = − i

~
θ(t)

〈[
Â(t), B̂†(0)

]
+

〉
, (38)

em que a dependência espacial é descartada e t′ = 0. Aplicando a derivada na equação,
tem-se:

∂GR
AB

∂t
= − i

~
δ(t)

〈[
Â(t), B̂†(0)

]
+

〉
+ (39)

− i

~
θ(t)

〈[
∂

∂t
Â(t), B̂†(0)

]
+

〉
,

onde δ(t− t′) é a função delta de Dirac. A operação anterior resulta na derivada de um dos
operadores, que, a partir da representação de Heisenberg, pode ser determinado pela equação
de movimento de Heisenberg:

i~
∂A

∂t
=
[
Â, Ĥ

]
. (40)

Aplicando esse resultado na derivada da função de Green,

∂GR
AB

∂t
= − i

~
δ(t)

〈[
Â(t), B̂†(0)

]
+

〉
+ (41)

−
(
− i

~

)
i

~
θ(t)

〈[[
Â, Ĥ

]
, B̂†(0)

]
+

〉
.

O segundo termo do lado direito da equação pode ser reconhecido como a formula geral
para uma função de Green retardada para os operadores [A,H] e B. Dessa forma, a equação
se torna:

∂GR
AB

∂t
= − i

~
δ(t)

〈[
Â(t), B̂†(0)

]
+

〉
− i

~
G[

Â,Ĥ
]
,B̂†(0)

(t). (42)

Para realizar uma análise na energia, aplica-se uma transformada de Fourier, definida por

G̃AB(ε
+) =

∫
dtGR

AB(t)e
i
~ ε

+t, (43)

em que ε+ = ε + iη e um infinitesimal η → 0+ necessário para garantir a convergência da
operação. Aplicando a transformada na Equação (42) :
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∫
dt
∂GR

AB

∂t
e

i
~ ε

+t = − i

~

∫
dtδ(t)

〈[
Â(t), B̂†(0)

]
+

〉
e

i
~ ε

+t − i

~

∫
dtG[

Â,Ĥ
]
,B̂†(0)

(t)e
i
~ ε

+t. (44)

Utilizando a propriedade de filtragem da delta de Dirac
∫
δ(t − a)f(t)dt = f(a) e a

propriedade de transformada de Fourier para uma derivada, tem-se a equação geral do método
da equação de movimento:

(ε+ iη) G̃AB(ε
+) =

〈[
Â(t), B̂†(0)

]
+

〉
+ G̃[

Â,Ĥ
]
,B̂†(0)

(ε+). (45)

Pode-se perceber pelo resultado que o método da equação de movimento estabelece uma
hierarquia entre as funções de Green, em que uma GF arbitrária G̃AB(ε

+) dá origem a uma
nova função G̃[

Â,Ĥ
]
,B̂†(0)

(ε+). Essa propriedade se repete até que seja obtido um sistema
de n equações e n funções de Green. No entanto, essa hierarquia é infinita em casos que
o Hamiltoniano apresenta termos não quadráticos, como no caso do termo de interação
Coulombiana Ud†↑d↑d

†
↓d↓

3.4 O grafeno bicamada torcido (TBG)
O grafeno bicamada torcido consiste do empilhamento de duas folhas de grafeno torcidas

entre si por ângulo θ. Esse empilhamento gera uma ligação de Van der Waals entre camadas,
que permitem a interação entre duas camadas isoladas possibilitando a criação de materiais
heteroestruturados, que possuem características únicas dependendo de seus arranjos [42, 43].

No caso do grafeno, a torção entre as camadas por um determinado ângulo θ forma uma
configuração que obedece um padrão de Moiré [2], que gera uma periodicidade em maior
escala, em que pode-se notar o surgimento de regiões com diferentes tipos de empilhamento
de acordo com as subredes das monocamadas de grafeno. O empilhamento AA consiste nos
átomos das subredes A de uma das camadas ficarem posicionados sobre os átomos da subrede
A e o empilhamento AB ocorre quando os átomos da subrede A de uma das camadas ficam
posicionados sobre os átomos da subrede B da outra camada. A Figura 8 mostra o sistema
estudado.
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Figura 8: Representação da rede do grafeno bicamada torcido no espaço real. Pode-se
observar a formação do padrão de Moiré a partir dos empilhamentos AB(roxo) e BA (verde).
LM

1 e LM
2 são os vetores unitários da nova rede hexagonal formada.

Foi visto que, para pequenos ângulos de torção, ocorre a preservação dos cones de Dirac
encontrados nas camadas isoladas de grafeno no limite de baixas energias. Porém a velocidade
de Fermi é alterada, podendo chegar a zero quando se atinge torções θ assumindo os valores
conhecidos como “ângulos mágicos” [24, 2, 29]. Nessas condições, ocorrem as chamadas
bandas chatas, devido ao achatamento dos cones de Dirac, visualizados na figura 9(g).

Figura 9: Variação dos cones de Dirac com o ângulo de torção, se aproximando do ângulo
mágico θ = θM . [2]
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4 Modelo Teórico
O Hamiltoniano do sistema TBG, conforme o referencial teórico Ref. [56, 57] e represen-

tado nas Figs. 1 (a)-(b), na representação de Anderson [40] pode ser escrito como

H =
∑
kξσ

ψ†
kξσHTBG(k+Kξ)ψkξσ+

∑
jσ

εdjσd
†
jσdjσ+

∑
j

Ujd
†
j↑dj↑d

†
j↓dj↓+VAB

∑
jσ

(f †
0σdjσ+H.c.).

(46)
O primeiro termo na Equação Eq.(46) é o Hamiltoniano do grafeno bicamada torcido

para baixas energias, dado por:

HTBG(k + Kξ) = ~ṽF (ξσx, σy) · k + ξσ0V,

com ~ sendo a constante de Planck reduzida, V o parâmetro de quebra de simetria de
inversão e índice de vale ξ = ±1 para os pontos de Dirac K = Kξ=−1 e K ′ = Kξ=+1 nos
vértices da mini zona de Brillouin representadas nas Figs. 1 (c)-(f).

A primeira parte do HTBG(k + Kξ) descreve a configuração dentro da escala de com-
primento da super rede de Moiré, que é o resultado do padrão de interferência devido ao
desalinhamento de θ entre as monocamadas de grafeno. Particularmente, esta rede hexago-
nal no espaço real é constituída pelos superátomos AB e BA para as regiões de empilhamento,
respectivamente dados pelas esferas verde e roxa [Figs. 1 (a)-(b)]. Devido ao fato desses pon-
tos serem similares as regiões onde os atomos de carbono se posicionam nas subredes A e B
da monocamada de grafeno, formando um célula unitária, os pontos de empilhamento AB
e BA se comportam da mesma forma em uma escala maior. Adicionalmente, visto que os
orbitais moleculares são construídos em torno das sub-redes A e B em uma única camada de
grafeno para aplicar o modelo de ligação forte, orbitais correspondentes também são levados
em consideração para o TBG, mas são construídos em torno das regiões AB e BA da super
rede de Moiré [30].

Dessa forma, utiliza-se o prefixo “super” nesse contexto para extrapolar o conceito de
pontos AB e BA, em que são construídos os orbitais de Wannier, chamando-os de superá-
tomos, em contraste do átomos de carbono ordinários de uma única folha de grafeno, que
estão distribuídos em uma escala muito menor. A super rede no espaço real é caracterizada
pelos vetores unitários primitivos LM

1 e LM
2 , que definem a área da célula unitária depen-

dente do ângulo de torção Ωθ = |LM
1 ×LM

2 | =
√
3a2

8(sin θ
2
)2

. O modelo de rede corresponde a uma
monocamada de grafeno efetiva, mas com velocidade de Fermi renormalizada dada por

ṽF =
vF (~2v2FG2

θ − 3w2
AB)

3w2
AA + 3w2

AB + ~2v2FG2
θ

, (47)

que de acordo com cálculos de estrutura de banda revelam a existência de relações de disper-
são linear nos pontos K e K ′ [56, 57], assim dando suporte ao referencial teórico adotado.
Para ṽF , temos que vF ∼ c

300
a velocidade de Fermi para a monocamada de grafeno (c é

velocidade da luz) e Gθ =
8πsin θ

2

3a
a distância no espaço dos momentos entre os pontos de

Dirac mencionados. Particularmente na Fig. 1 (c), K = K ′ corresponde ao sistema não
torcido com empilhamento AA, resultando em uma estrutura do tipo metálica [28].

25



O empilhamento AA é ideal para emergência de estados atômicos frustrados quando a
estrutura de banda metálica que ocorre no sistema se parece com as observadas em metais de
Weyl. No entanto, esse fenômeno é improvável sem a torção e quebra de simetria de inversão,
que tornam o sistema energeticamente favorável a formação de estados atômicos frustrados.
Isso é mostrado na Figura 1 (e) e está em perfeita concordância com [29], onde os autores
mostram que a dispersão eletrônica parabólica se torna linear com a torção do sistema e
aplicação de tensão de gate entre as camadas, quebrando a simetria de inversão. Isso mostra
que os resultados encontrados não dependem da manifestação do empilhamento AA.

O parâmetro de rede para a monocamada de grafeno é a = ~vF
2135.4meV

, wAB = 97.5meV e
wAA = 79.7meV são os termos de hopping AB e AA, respectivamente e σx, σy as matrizes de
Pauli. A primeira condição de ângulo mágico de torção é obtida a partir de ~2v2FG2

θ = 3w2
AB,

uma vez que leva à banda chata caracterizada por ṽF = 0, dando origem a θ = θM = 1.08
◦
.

Então, HTBG(k + Kξ) é a transformada de Fourier do modelo de ligação forte com or-
bitais de Wannier centrados nos superátomos AB e BA [56, 57], que têm o spinor ψ†

kξσ =

( ψ†
ABkξσ ψ†

BAkξσ ) descrevendo os estados eletrônicos pelos operadores ψABkξσ e ψBAkξσ,
com vetor de onda k, índice de vale ξ e spin σ. Além disso, o termo ξσ0V em HTBG(k+Kξ),
com σ0 sendo a matriz identidade, é colocado para quebrar a simetria de inversão dos cones
de Dirac.

Esta quebra pode ser realizada aplicando potenciais elétricos superior e inferior opostos
(±V ) para as monocamadas de grafeno. Essa demonstração pode ser encontrada nas Ref.
[56, 57] e leva ao fechamento do pseudogap do sistema, levando o arranjo do grafeno bica-
mada torcido a uma fase metálica [Fig. 1 (e)]. Os operadores d†jσ, djσ descrevem os estados
eletrônicos do átomo individual j com energia εdjσ e U é a correlação eletrônica. O termo
VAB é a intensidade de acoplamento entre a região AB e os dímeros.

É preciso ressaltar que o uso do termo dímero está sendo extrapolado, visto que, ao contrá-
rio dos padrões de interação molecular que são definidas por meio dos termos de tunelamento,
é revelado por esse trabalho que as impurezas são conectadas por meio do hospedeiro, por
meio do sítio AB da super rede de Moiré. Pode-se descrever a hibridização entre o sítio AB
e as impurezas por meio do operador fermiônico descrito por:

f0σ =
∑
kξ

ψABkξσ, (48)

As características espectrais dos átomos do dímero podem ser extraídas por meio da
DOS ρσjj(ω) = − 1

π

[
G̃jσ|jσ(ω)

]
(j = 1, 2), na qual G̃jσ|jσ(ω) é a função de Green no domínio de

energia ω. Essa DOS, medida por condutância diferencial, pode ser detectada por meio de
uma ponta de STM posicionada sobre o átomo j do dímero. Para obter esses valores, deve-se
primeiro definir essa grandeza no domínio do tempo Gjσ|jσ(t) = − i

~θ(t)
〈{

djσ(t), d
†
jσ(0)

}〉
H

e aplicar uma transformada de Fourier com a aproximação de Hubbard-I [47], que fornece

G̃jσ|jσ(ω) =
λσ̄j

g−1
jσ|jσ(ω)− λσ̄jΣ0(ω)glσ|lσ(ω)λσ̄l Σ0(ω)

, (49)

em que σ̄ = −σ, j 6= l,
gjσ|jσ(ω) =

1

ω − εdjσ − Σ0(ω)
, (50)
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é a função de Green para o um único átomo,

λσ̄j = 1 +
Uj 〈njσ〉

g−1
jσ|jσ(ω)− Uj

, (51)

é o peso espectral,

〈njσ〉 = − 1

π

∫ +D

−D

nF (ω)Im
[
G̃jσ|jσ(ω)

]
dω, (52)

é a ocupação atômica, D é o corte de energia e Σ0(ω) =
∑

ξ Σ
ξ
0(ω) é a auto energia dada por

Σξ
0(ω) =

v20Ωθ

4π~ṽ2F

(
ωξ ln

(
ω2
ξ∣∣D2 − ω2

ξ

∣∣
)

− iπ |ωξ|

)
, (53)

com ωξ = ω − ξV . É importante ressaltar que −ImΣ0(ω) contem a densidade de estados da
Super Rede de Moiré com um pseudogap no nível de Fermi ω = 0 e V = 0. No entanto,
em função de V 6= 0 em ωξ, −ImΣξ

0(ω) e ReΣξ
0(ω), como funções de ω para os índices de

vale ξ = +1 e ξ = −1, mostram desvios para o azul e para o vermelho. Particularmente
com V 6= 0, o pseudogap fecha em −ImΣ0(ω) formando um platô metálico, com DOS finita
em torno do nível de Fermi. Em relação a forma explicita da Eq.(49), é possível prever a
aparição de estados moleculares ligantes e anti-ligantes. Para entender como esses estados
emergem, assume-se inicialmente que os átomos estão desacoplados entre si, que corresponde
com λσ̄jΣ0(ω)glσ|lσ(ω)λ

σ̄
l Σ0(ω) = 0 na Equação (49), para revelar o comportamento desaco-

plado de
[
G̃dec
jσ|jσ(ω)

]
dos átomos em ρσjj(ω)(j = 1, 2). Nessas condições, recupera-se a função

de Green de um único átomo na aproximação de Hubbard-I

G̃dec
jσ|jσ(ω) =

1− 〈njσ̄〉
ω − εdjσ − Σ0(ω)

+
〈njσ̄〉

ω − εdjσ − Uj − Σ0(ω)
, (54)

em que pode-se observar os polos atômicos em εdjσ < 0 e εdjσ+Uj > 0, em que na presença
de uma reservatório eletrônica, no caso, a super rede de Moiré, são convertidos em bandas,
com picos e larguras renormalizados e alargados por ReΣ0(ω) e −ImΣ0(ω), respectivamente.
Particularmente para θ >> θM , por exemplo θ = 13◦ e θ = 30◦ , revelamos que ṽF → vF
e Σ0(ω) → 0 a partir das equações (47) e (53), respectivamente. Isso acontece quando o
acoplamento entre camadas se aproxima da supressão ideal, que recupera a velocidade de
Fermi vF [28]. Consequentemente, o sistema da super rede e impureza da Figura 1(a) entra
em colapso e as impurezas apresentam o comportamento de Delta de Dirac, i.e. ρσjj(ω) ≈
δ(ω − εdjσ) + δ(ω − εdjσ − U), tipico de átomos isolados. Nesse regime, os ângulos de torção
e potenciais elétricos não contribuem para manter as ligações moleculares, devido ao cenário
ser muito próximo de impurezas desacopladas e camadas de grafeno isoladas.

Ligando a correlação interatômica mantendo o termo λσ̄jΣ0(ω)glσ|lσ(ω)λ
σ̄
l Σ0(ω) 6= 0 na

Equação (49), a ressonância εdjσ < 0 (εdjσ + Uj > 0) se divide em níveis moleculares, co-
nhecidos como estados ligantes e antiligantes. Veremos que esses estados são governados
pela auto energia Σ0(ω). É preciso ressaltar que as principais descobertas desse trabalho
dependem dessa quantidade, em particular no ângulo θ = θM = 1.08◦ e com V 6= 0, junto
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com o parâmetro λσ̄j , que depende da interação coulombiana local Uj. Nesse caso, quando a
condição partícula-buraco 2εdjσ +Uj = 0 é satisfeita, as divisões das bandas de Hubbard em
εdjσ < 0 e εdjσ + Uj > 0, são fundidas em ρσjj(ω)(j = 1, 2) aumentando V , como se mostra
na Figura 1(g), que contem um único pico no nível de Fermi como um modo zero de energia.
Isso ocorre devido à forte renormalização dos níveis moleculares por ReΣ0(ω), que gera os
desvios para o azul e vermelho nas bandas divididas εdjσ < 0 e εdjσ+Uj > 0 respectivamente.
Dessa forma, os níveis moleculares se unem em um único pico (Figura 1(g)). Isso pode ser
realizado estabelecendo 2εdjσ +Uj = 0 no modelo, como dito anteriormente, e verificado pela
analise espectral de ρσjj(ω) = ρσjj(−ω). Essa paridade da LDOS é consequência direta desse
Hamiltoniano, que é invariante sobre uma transformação partícula-buraco [48], caracterizado
por uma meia ocupação 〈njσ̄〉 = 1/2. Portanto, devido a essa simetria de espelhamento de
carga, adotamos o termo molécula com simetria particula-buraco para os átomos dímeros.

Com esse único pico, pode-se inferir que a molécula está dissociada, pois as divisões de ní-
vel atômico se apresentam ausentes em ρσjj(ω)(j = 1, 2). Para testar esse argumento, é preciso
observar a função de correlação molecular δρjl(ω), isto é,

∑
jl δρjl(ω) = − 1

π
Im
[
G̃corr
jσ|jσ(ω)

]
(j 6=

l = 1, 2), que é determinada pela transformada de Fourier da função de Green Gcorr
jσ|jσ(t) =

− i
~θ(t)

〈{
f0σ(t), f

†
0σ(0)

}〉
H

. Com isso, tem-se

δρjl(ω) = − 1

πv20

∑
ξξ′σ

Im
[
Σξ

0(ω)G̃jσ|lσ(ω)Σ
ξ′

0 (ω)
]
, (55)

expressa nos termos da GF

G̃jσ|lσ(ω) = gjσ|jσ(ω)λ
σ̄
jΣ0(ω)G̃lσ|lσ(ω), (56)

que no domínio do tempo é definida por Gjσ|lσ(t) = − i
~θ(t)

〈{
djσ(t), d

†
lσ(0)

}〉
H

e representa
os processos de interferência entre os átomos j e l (j 6= l) por meio da super rede de Moiré,
com influencia da interação coulombiana local Uj pelo parâmetro λσ̄j . Portanto, se δρjl(ω)
é finita não localmente para j 6= l, apesar da ausência local de separação dos níveis atômi-
cos em ρσjj(ω)(j = 1, 2), podemos ver que os átomos do dímero são livres localmente mas
ainda formam uma molécula. Nesse cenário, observa-se uma ligação molecular incomum, que
chamamos de atômica frustrada.
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5 Resultados
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Figura 10: Painel (a)-(c): Curvas de densidade de estados ρσjj(ω)(j = 1, 2) para as impurezas
com εdjσ = −0.01D e com simetria partícula buraco (2εdjσ + Uj = 0) na condição próxima
ao ângulo mágico θ = 1.07◦. Painel (d)-(f): Densidades de estado para a condição de ângulo
mágico θ = θM = 1.08◦.

Para aplicação do modelo descrito, adota-se parâmetros na condição de simetria partícula
buraco 2εdjσ + Uj = 0, considerando εdjσ = −0.01D com D = 1eV e v0 = 0.1meV . Nessas
condições, as densidades de estado ρσjj(ω) (j = 1, 2), são espelhadas em torno do nível de
Fermi e, portanto, serão somente apresentados os resultados abaixo do nível de Fermi. Isso
significa que as bandas de Hubbard em torno de εdjσ < 0 e εdjσ + Uj > 0 estão igualmente
distantes do nível de Fermi e apresentam os mesmos perfis espectrais.

Na Figura 10, é mostrada as curvas ρσjj(ω) em dois cenários. O primeiro cenário (Figuras
10(a)-(c)) o sistema está na condição de ângulo de torção θ = 1.07◦ próxima do ângulo mágico
e o segundo com a torção nesse ponto θ = θM = 1.08◦. Com a simetria de inversão preservada,
(V = 0), ambos os cenários apresentam características típicas nos cones de Dirac na primeira
zona de Brillouin: emergência de estados moleculares ligante e antiligantes devido a divisão
do nível atômico em εdjσ = −0.01D, mostrados pelas setas nas Figuras 10 (a) e (d). Apesar
de terem essas características em comum, ambos os estados são alargados por −=

{
Σξ

0(ω)
}

,
cujas posições dos picos de ressonância dependem de <{Σ0(ω)}, que varia com o ângulo de
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torção θ.
−={Σ0(ω)} apresenta um pseudogap semimetálico, gerando baixas larguras nos estados

em que εdjσ tem valor próximo do nível de Fermi, que é a região em que o pseudogap é aberto
pela diminuição da DOS. Essa característica permite a divisão de εdjσ = −0.01D em estados
moleculares presentes em ρσjj(ω).

<{Σ0(ω)} possui magnitudes diferentes para os ângulos de torção, de acordo com os
deslocamentos para o azul ( <{Σ0(ω)} > 0) e vermelho (<{Σ0(ω)} < 0) indicados pelas setas
verticais para os estados abaixo e acima do nível de Fermi respectivamente. A renormalização
gerada por <{Σ0(ω)} é mais intensa na condição de ângulo magico θ = θM = 1.08◦ quando
a energia se aproxima do nível de Fermi. Como a <{Σ0(ω)} é inversamente proporcional a
velocidade de Fermi, a função aumenta substancialmente na condição de ângulo magico.

É importante ressaltar que <
{
Σξ

0(ω)
}

e −=
{
Σξ

0(ω)
}

para os índices de vale ξ = ±1 são
degenerados quando a simetria de inversão é preservada. Quebrando a simetria de aplicando
o potencial no sistema V 6= 0, o perfil molecular em ρσjj(ω) muda drasticamente com a perda
de degenerescência em <

{
Σξ

0(ω)
}

e −=
{
Σξ

0(ω)
}

, que sofrem deslocamentos para o azul e
o vermelho para ξ = 1 e ξ = −1 respectivamente. Particularmente nas Figuras 10(b) e
(e)), observamos o colapso parcial dos estados moleculares com V = 0.01D. Para a Figura
10(b), o colapso é causado exclusivamente pelos deslocamentos para o azul e o vermelho
em −=

{
Σξ

0(ω)
}

, que fecha o pseudogap em −={Σ0(ω)} e causa o alargamento dos estados
moleculares mas não o suficiente para o colapso total.

Esse fenômeno constitui uma fase gapless da super rede de Moiré, com a emergência
de um platô metálico em −={Σ0(ω)}, em que sua amplitude define o alargamento dos
picos moleculares, o que é observado em metais de Weyl, em que ocorre no fechamento do
pseudogap da fase semimetálica de Dirac. Isso gera estados atômicos frustrados, que são mais
visíveis com o aumento do potencial elétrico V , mostrado no pico de ressonância na Figura
10(c) com V = 0.03D. Da mesma forma, há um pico espelhado na parte positiva da energia.

No entanto, para a situação de ângulo mágico θ = θM = 1.08◦ e V = 0.03D, o regime
apresenta deslocamentos para o azul e o vermelho verticais fortes em <{Σ0(ω)} que se pro-
vam suficientes para unir completamente os picos moleculares em um único pico ressonante
localizado no nível de Fermi (Figura 10(f)). Os deslocamentos em <{Σ0(ω)} localizados nos
painéis (d)-II, (e)-II e (f)-II na Figura 10 são considerados acentuados em função de suas
amplitudes elevadas, que são da ordem de ≈ 10−1D. Esses valores são 10 vezes maiores
comparados aos encontrados na condição θ = 1.07◦, mostradas nos painéis (a)-II, (b)-II e
(c)-II da Figura 10.

Diferentemente dos metais de Weyl, esse pico tem origem na extinção do pseudogap junto
com a forte renormalização descrita anteriormente, que é necessário para atingir o modo zero
de energia. Esse mecanismo permite que os picos moleculares, encontrados abaixo e acima do
nível de Fermi, se unam em um estado final centrado no nível de energia zero. Essa situação
sugere que os átomos do dímero não constituem uma molécula e podem ser considerados
desacoplados.

Apesar desses dados, a Figura 11 permite concluir que esse único pico não representa
um estado atômico como mostra a densidade de estados local ρσjj(ω). Visto que a função
de correlação molecular δρjl(ω) (j 6= l = 1, 2) apresenta valores finitos, o sistema apresenta
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característica molecular. Essa grandeza não local revela que a ligação entre as impurezas
persiste e, por isso, o modo zero de energia encontrado é caracterizado como atômico frus-
trado.

A Figura 11(a) mostra um mapa de cores da densidade de estados local ρσjj(ω) como função
de V e ω. O painel apresenta a progressão da curva a partir dos estados moleculares para
o modo zero atômico frustrado. É possível ver 3 fases distintas: (I) Fase metálica de Moiré
fraca onde é possível visualizar quatro estados moleculares vistos nas divisões das bandas em
εdjσ < 0 e εdjσ+Uj > 0, (II) Fase metálica intermediaria com dois estados atômicos frustrados
bem estabelecidos como em metais de Weyl e (III) a fase metálica forte com a emergência
do modo zero de energia. Pode-se perceber que o limiar de potencial elétrico para o modo
zero é muito menor que o valor utilizado na Figura 10, sendo esse V = 0.019D marcado no
painel com o traçado rosa. Esse valor é esperado, visto que o sistema está no domínio de
aproximação de dispersão linear e bandas chatas.
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Figura 11: Painel (a): Evolução da curva de densidade de estados com o aumento do
potencial elétrico entre as camadas. Painel (b): Curva de espalhamento intra-impurezas
para diferentes valores de V .

Para explicar o motivo de não considerarmos a ausência da divisão dos níveis atômicos em
ρσjj(ω) como estados atômicos isolados, é necessário analisar a função de correlação molecular
δρjl(ω). Na Figura 11 (b), a curva vermelha representa a correlação molecular com o potencial
elétrico nula (V = 0), correspondente a Figura 10 (d) que mostra a divisão dos picos em
ligantes e antiligantes esperados para uma ligação molecular. Os valores da curva são finitos,
indicando ligação molecular e confirmando o resultado mostrado pela DOS. O mesmo ocorre
para V = 0.01D (curva verde) e V = 0.03D (Curva azul). No entanto, essa última situação
leva a formação de um único pico ressonante em ω = 0, que indica átomos desacoplados
resultando em estados atômicos. Como as funções de correlação são finitas mesmo com
V = 0.03D, a super rede de Moire é o intermédio entre a conexão dos átomos, mantendo a
ligação das impurezas. Essa interação é assistida pela interação coulombiana Uj, como pode-
se verificar pelo termo λσ̄jΣ0(ω)g(jσ|lσ)(ω)λ

σ̄
l Σ0(ω)(j 6= l = 1, 2) na Equação (49). A interação

intermediada pela super rede de Moiré aparece na condição de ângulo mágico θ = θM = 1.08◦
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junto com a interação coulombiana e a quebra de simetria de inversão nos cones de Dirac
pelo potencial elétrico V .
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6 Conclusão
Demonstramos teoricamente que o sistema grafeno bicamada torcido é um candidato

promissor para hospedar um estado atômico frustrado com um modo zero de energia, consi-
derando moléculas diatômicas com simetria de carga espelhada. Para isso, o sistema deve ser
levado a uma forte fase metálica na condição do primeiro ângulo mágico, com a quebra de
simetria de inversão dos cones de Dirac das mini zonas de Brillouin da super rede de Moiré.
Isso pode ser feito aplicando potencial elétrico perpendicular as camadas de grafeno.

Essa configuração leva a intensificação de desvios para o azul e vermelho nos níveis mole-
culares que, considerando a correlação de Coulomb, permitem a fusão completa desses picos
moleculares em um modo zero de energia nos átomos do dímero, devido apena à mudança
do potencial elétrico. Esses estados constituem um único pico espectral, que sugere o desa-
coplamento dos átomos. No entanto, a função de correlação molecular é finita nesse caso,
revelando natureza molecular dessa ligação, que é mediada pela super rede de Moiré. Isso
leva ao conceito de frustração atômica em moléculas. Resumindo, as descobertas levam a
concluir que a super rede de Moiré pode ser considerada uma nova plataforma para construir
ligações moleculares não convencionais por meio twistrônica.
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Apêndice A - Densidade de Estados
das Impurezas

A análise da densidade de estados da impureza é realizada por meio do formalismo das
funções de Green, utilizando a técnica da equação de movimento. A seguir, serão demons-
trados os resultados matemáticos obtidos nesse trabalho. Os cálculos realizados foram feitos
em notação de Zubarev, portanto

G̃jσ|lσ(ω) =
〈〈
djσ; d

†
lσ′

〉〉
(57)

Aplicando a Função de Green das impurezas na Equação da EOM

ω+
〈〈
djσ; d

†
lσ′

〉〉
=

〈[
djσ, d

†
lσ′

]
+

〉
+
〈〈

[djσ, H] ; d†lσ′

〉〉
, (58)

= δjlδσσ′ +
〈〈

[djσ, H] ; d†lσ′

〉〉
Em que o Hamiltoniano do sistema é

H =
∑
ξσ′

∫ +∞

−∞
dk (~ṽFk + ξQ0) c

†
σ′ξ(k)cσ′ξ(k) +

∑
jσ′

εd†jσ′djσ′

+
∑
jσ′

Ud†j↑dj↑d
†
j↓dj↓ +

∑
ξσ′j

∫
dk

√
Ω|k|π
2π

v0j c
†
σ′ξ(k)djσ′ + H.c.

Utilizando o Hamiltoniano do modelo teórico na expressão do comutador, pode-se separar os
termos e resolvê-los separadamente

[djσ, H] =

[
djσ,

∑
ξσ′

∫ +∞

−∞
dk (~ṽFk + ξQ0) c

†
σ′ξ(k)cσ′ξ(k)

]
, (59)

+

[
djσ,

∑
jσ′

εd†jσ′djσ′

]

+

[
djσ,

∑
jσ′

Ud†j↑dj↑d
†
j↓dj↓

]

+

[
djσ,

∑
ξσ′j

∫
dk

√
Ω|k|π
2π

v0j c
†
σ′ξ(k)djσ′

]

+

[
djσ,

∑
ξσ′j

∫
dk

√
Ω|k|π
2π

v0∗j d
†
jσ′cσ′ξ(k)

]
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Obtendo os valores de comutador,[
djσ,

∑
jσ′

εjσd
†
j′σ′dj′σ

]
= djσ

∑
j′σ′

εj′σ′d†j′σ′dj′σ′ −
∑
j′σ′

εj′σ′d†j′σ′dj′σ′djσ (60)

= djσ
∑
j′σ′

εj′σ′d†j′σ′dj′σ′ +
∑
j′σ′

εj′σ′d†j′σ′djσdj′σ′

= djσ
∑
j′σ′

εj′σ′d†jσ′dj′σ′ +
∑
j′σ′

εj′σ′(δσσ′δjj′ − djσd
†
j′σ′)dj′σ′

=
∑
j′σ′

εjσδσσ′δjj′dj′σ′

= εjσdjσ

[
djσ,

∑
j

Uj′d
†
j′↑dj′↑d

†
j′↓dj′↓

]
=
∑
j′

Uj′

(
djσd

†
j′↑dj′↑d

†
j′↓dj′↓ − d†j′↑dj′↑d

†
j′↓dj′↓djσ

)
(61)

=
∑
j′

Uj′

(
(δσ↑δjj′ − d†j′↑djσ)dj′↑d

†
j′↓dj′↓ − d†j′↑dj′↑d

†
j′↓dj′↓djσ

)
=
∑
j′

Uj′(δσ↑δjj′dj′↑d
†
j′↓dj′↓ + d†j′↑dj′↑djσd

†
j′↓dj′↓ − d†j′↑dj′↑d

†
j′↓dj′↓djσ)

=
∑
j′

Uj′(δσ↑δjj′dj′↑d
†
j′↓dj′↓ + d†j′↑dj′↑(δσ↓δjj′ − d†j′↓djσ)dj′↓

− d†j′↑dj′↑d
†
j′↓dj′↓djσ)

=
∑
j′

Uj′(δσ↑δjj′dj′↑d
†
j′↓dj′↓ + δσ↓δjj′d

†
j′↑dj′↑dj′↓

+ d†j′↑dj′↑d
†
j′↓dj′↓djσ − d†j′↑dj′↑d

†
j′↓dj′↓djσ)

=
∑
j′

Uj′(δσ↑δjj′dj′↑d
†
j′↓dj′↓ + δσ↓δjj′d

†
j′↑dj′↑dj′↓)

= Uj(δσ↑dj↑d
†
j↓dj↓ + δσ↓d

†
j↑dj↑dj↓)

= Uj(δσ↑dj↑d
†
j↓dj↓ − δσ↓d

†
j↑dj↓dj↑)

= Uj(δσ↑dj↑d
†
j↓dj↓ − δσ↓dj↓d

†
j↑dj↑)

= Uj (djσnjdσ̃)[
djσ,

∑
ξσ′

∫ ∞

−∞
dk(~ṽFk + ξQ0)c

†
σ′ξ(k)cσ′ξ(k)

]
= 0, (62)

[
djσ,

∑
ξσ′j

∫
dk(

√
Ω|k|π
2π

v0j c
†
σ′ξ(k)djσ′

]
,= 0 (63)
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[
djσ,

∑
ξσ′j

∫
dk

√
Ω|k|π
2π

v0∗j d
†
jσ′cσ′ξ(k)

]
= djσ

∑
ξσ′j′

∫
dk

√
Ω|k|π
2π

v0∗j′ d
†
j′σ′cσ′ξ(k) (64)

−
∑
ξσ′j′

∫
dk

√
Ω|k|π
2π

v0∗j d
†
j′σ′cσ′ξ(k)djσ

= djσ
∑
ξσ′j′

∫
dk

√
Ω|k|π
2π

v0∗j′ d
†
j′σ′cσ′ξ(k)

+
∑
ξσ′j′

∫
dk

√
Ω|k|π
2π

v0∗j′ d
†
j′σ′djσcσ′ξ(k)

=
∑
ξσ′j′

∫
dk

√
Ω|k|π
2π

v0∗j′ (δjj′δσσ′)cσ′ξ(k)

=
∑
ξ

∫
dk

√
Ω|k|π
2π

v0∗j cσξ(k)

[djσ, H] = εjσdjσ + Ujdjσnjdσ̃ +
∑
ξ

∫
dk

√
Ω|k|π
2π

v0∗j cσξ(k) (65)

Aplicando na Função de Green

ω+
〈〈
djσ; d

†
lσ′

〉〉
= δjlδσσ′ + εjσ

〈〈
djσ; d

†
lσ′

〉〉
+ Uj

〈〈
djσnjdσ̃; d

†
lσ′

〉〉
(66)

+
∑
ξ

∫
dk

√
Ω|k|π
2π

v0∗j

〈〈
cσξ(k); d

†
lσ′

〉〉
(
ω+ − εjσ

) 〈〈
djσ; d

†
lσ′

〉〉
= δjlδσσ′ + Uj

〈〈
djσnjdσ̃; d

†
lσ′

〉〉
+
∑
ξ

∫
dk

√
Ω|k|π
2π

v0∗j

〈〈
cσξ(k); d

†
lσ′

〉〉
(67)

Pode-se perceber pela Equação (67) que tem-se os termos adicionais na Função de Green〈〈
cσξ(k); d

†
lσ′

〉〉
e
〈〈
djσnjdσ̃; d

†
lσ′

〉〉
. Da mesma forma que foi feito anteriormente, é possível

obter as expressões dessas Funções de Green pelo método da EOM.

• Calculando
〈〈
cσξ(k); d

†
lσ′

〉〉
ω+
〈〈
cσξ(k); d

†
lσ′

〉〉
=

〈[
cσξ(k), d

†

lσ′

]
+

〉
+
〈〈

[cσξ(k), H] ; d†lσ′

〉〉
, (68)

O primeiro termo do lado esquerdo da Equação é nulo, portanto resta determinar a
expressão do segundo termo. Separando o comutador e resolvendo cada um separadamente
tem-se,
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[cσξ(k), H] =

[
cσξ(k),

∑
ξ′σ′

∫ ∞

−∞
dk′(~ṽFk′ + ξQ0)c

†
σ′ξ′(k

′)cσ′ξ′(k
′)

]
(69)

+

[
cσξ(k),

∑
j′σ′

εd†j′σ′dj′σ′

]

+

[
cσξ(k),

∑
j

Ujd
†
j↑dj↑d

†
j↓dj↓

]

+

[
cσξ(k),

∑
ξ′σ′j′

∫
dk′
√
Ω|k′|π
2π

v0j′c
†
σ′ξ′(k

′)dj′σ′

]

+

[
cσξ(k),

∑
ξ′σ′j′

∫
dk′
√
Ω|k′|π
2π

v0j′d
†
j′σ′cσ′ξ′(k

′)

]

[
cσξ(k),

∑
ξ′σ′

∫ ∞

−∞
dk′(~ṽFk′ + ξQ0)c

†
σ′ξ′(k

′)cσ′ξ′(k
′)

]
=
∑
ξ′σ′

∫ ∞

−∞
dk′(~ṽFk′ + ξQ0)

× (cσξ(k)c
†
σ′ξ′(k

′)cσ′ξ′(k
′)

− c†σ′ξ′(k
′)cσ′ξ′(k

′)cσξ(k))[
cσξ(k),

∑
ξ′σ′

∫ ∞

−∞
dk′(~ṽFk′ + ξQ0)c

†
σ′ξ′(k

′)cσ′ξ′(k
′)

]
=
∑
ξ′σ′

∫ ∞

−∞
dk′(~ṽFk′ + ξQ0)

× (cσξ(k)c
†
σ′ξ′(k

′)cσ′ξ′(k
′) (70)

+ c†σ′ξ′(k
′)cσξ(k)cσ′ξ′(k

′))[
cσξ(k),

∑
ξ′σ′

∫ ∞

−∞
dk′(~ṽFk′ + ξQ0)c

†
σ′ξ′(k

′)cσ′ξ′(k
′)

]
=
∑
ξ′σ′

∫ ∞

−∞
dk′(~ṽFk′ + ξQ0)

× δ(k − k′)δσσ′δξξ′cσ′ξ′(k
′)[

cσξ(k),
∑
ξ′σ′

∫ ∞

−∞
dk′(~ṽFk′ + ξQ0)c

†
σ′ξ′(k

′)cσ′ξ′(k
′)

]
= (~ṽFk + ξQ0)cσξ(k)

[
cσξ(k),

∑
j′σ′

εd†j′σ′dj′σ′

]
= 0 (71)

[
cσξ(k),

∑
j

Ujd
†
j↑dj↑d

†
j↓dj↓

]
= 0 (72)
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[
cσξ(k),

∑
ξ′σ′j′

∫
dk

√
Ω|k|π
2π

v0j′c
†
σ′ξ′(k)dj′σ′

]
= cσξ(k)

∑
ξ′σ′j′

∫
dk′
√
Ω|k′|π
2π

v0j′c
†
σ′ξ′(k

′)dj′σ′

−
∑
ξ′σ′j′

∫
dk′
√

Ω|k′|π
2π

v0j′c
†
σ′ξ′(k

′)dj′σ′cσξ(k)[
cσξ(k),

∑
ξ′σ′j′

∫
dk

√
Ω|k|π
2π

v0j′c
†
σ′ξ′(k)dj′σ′

]
=
∑
ξ′σ′j′

∫
dk′
√
Ω|k′|π
2π

v0j′(cσξ(k)c
†
σ′ξ′(k

′)dj′σ′

+ c†σ′ξ′(k
′)cσξ(k)dj′σ′) (73)[

cσξ(k),
∑
ξ′σ′j′

∫
dk

√
Ω|k|π
2π

v0j′c
†
σ′ξ′(k)dj′σ′

]
=
∑
ξ′σ′j′

∫
dk′
√
Ω|k′|π
2π

v0j′δ(k − k′)δσσ′δξξ′dj′σ′[
cσξ(k),

∑
ξ′σ′j′

∫
dk

√
Ω|k|π
2π

v0j′c
†
σ′ξ′(k)dj′σ′

]
=
∑
j′

√
Ω|k|π
2π

v0j′dj′σ

[
cσξ(k),

∑
ξ′σ′j′

∫
dk′
√

Ω|k′|π
2π

v0j′d
†
j′σ′cσ′ξ′(k

′)

]
= cσξ(k)

∑
ξ′σ′j′

∫
dk′
√

Ω|k′|π
2π

v0j′d
†
j′σ′cσ′ξ′(k

′)

−
∑
ξ′σ′j′

∫
dk′
√

Ω|k′|π
2π

v0j′d
†
j′σ′cσ′ξ′(k

′)cσξ(k)[
cσξ(k),

∑
ξ′σ′j′

∫
dk′
√

Ω|k′|π
2π

v0j′d
†
j′σ′cσ′ξ′(k

′)

]
=
∑
ξ′σ′j′

∫
dk′
√
Ω|k′|π
2π

v0j′(cσξ(k)d
†
j′σ′cσ′ξ′(k

′)

− d†j′σ′cσ′ξ′(k
′)cσξ(k)) (74)[

cσξ(k),
∑
ξ′σ′j′

∫
dk′
√

Ω|k′|π
2π

v0j′d
†
j′σ′cσ′ξ′(k

′)

]
=
∑
ξ′σ′j′

∫
dk′
√
Ω|k′|π
2π

v0j′(−d
†
j′σ′cσξ(k)cσ′ξ′(k

′)

− d†j′σ′cσ′ξ′(k
′)cσξ(k))[

cσξ(k),
∑
ξ′σ′j′

∫
dk′
√

Ω|k′|π
2π

v0j′d
†
j′σ′cσ′ξ′(k

′)

]
=
∑
ξ′σ′j′

∫
dk′
√
Ω|k′|π
2π

v0j′(d
†
j′σ′cσ′ξ′(k

′)cσξ(k)

− d†j′σ′cσ′ξ′(k
′)cσξ(k))[

cσξ(k),
∑
ξ′σ′j′

∫
dk′
√

Ω|k′|π
2π

v0j′d
†
j′σ′cσ′ξ′(k

′)

]
= 0

Com o valor do comutador determinado, pode-se aplicar na Função de Green
〈〈
cσξ(k); d

†
lσ′

〉〉
.
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ω+
〈〈
cσξ(k); d

†
lσ′

〉〉
=
〈〈

[cσξ(k), H] ; d†lσ′

〉〉
ω+
〈〈
cσξ(k); d

†
lσ′

〉〉
= (~ṽFk + ξQ0)

〈〈
cσξ(k); d

†
lσ′

〉〉
+
∑
j

√
Ω|k|π
2π

v0j

〈〈
djσ; d

†
lσ′

〉〉
(75)

〈〈
cσξ(k); d

†
lσ′

〉〉
=
∑
j

√
Ω|k|π

2π(ω+ − ~ṽFk − ξQ0)
v0j

〈〈
djσ; d

†
lσ′

〉〉

• Calculando
〈〈
djσnjdσ̃; d

†
lσ′

〉〉
.

ω+
〈〈
djσnjdσ̃; d

†
lσ′

〉〉
=

〈[
djσnjdσ̃, d

†

lσ′

]
+

〉
+
〈〈

[djσnjdσ̃, H] ; d†lσ′

〉〉
, (76)

Resolvendo para o primeiro termo.

[
djσnjdσ̃, d

†

lσ′

]
+
= djσnjdσ̃d

†

lσ′ + d
†

lσ′djσnjdσ̃ (77)

= njdσ̃djσd
†

lσ′ + d
†

lσ′djσnjdσ̃

= njdσ̃

(
δjlδσσ′ − d

†

lσ′djσ

)
+ d

†

lσ′djσnjdσ̃

= njdσ̃δjlδσσ′ − njdσ̃d
†

lσ′djσ + d
†

lσ′djσnjdσ̃

= njdσ̃δjlδσσ′ + d
†

lσ′njdσ̃djσ − d
†

lσ′njdσ̃djσ

= njdσ̃δjlδσσ′

Resolvendo o comutador do segundo termo separadamente.

[djσnjdσ̃, H] =

[
djσnjdσ̃,

∑
ξσ′

∫ ∞

−∞
dk(~ṽFk + ξQ0)c

†
σ′ξ(k)cσ′ξ(k)

]
(78)

+

[
djσnjdσ̃,

∑
jσ′

εd†jσ′djσ′

]

+

[
djσnjdσ̃,

∑
j

Uj′d
†
j′↑dj′↑d

†
j′↓dj′↓

]

+

[
djσnjdσ̃,

∑
ξσ′j

∫
dk

√
Ω|k|π
2π

v0j c
†
σ′ξ(k)djσ′

]

+

[
djσnjdσ̃,

∑
ξσ′j

∫
dk

√
Ω|k|π
2π

v0∗j d
†
jσ′cσ′ξ(k)

]

Separadamente:
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[
djσnjdσ̃,

∑
j′σ′

εj′σd
†
j′σ′dj′σ′

]
=
∑
j′σ′

εj′σ

(
djσnjdσ̃d

†
j′σ′dj′σ′ − d†j′σ′dj′σ′djσnjdσ̃

)
(79)

=
∑
j′σ′

εj′σ

(
djσd

†
jσ̃djσ̃d

†
j′σ′dj′σ′ − d†j′σ′dj′σ′djσd

†
jσ̃djσ̃

)
=
∑
j′σ′

εj′σ

(
djσd

†
jσ̃djσ̃d

†
j′σ′dj′σ′ + d†j′σ′djσdj′σ′d†jσ̃djσ̃

)
=
∑
j′σ′

εj′σ(djσd
†
jσ̃(δjj′δσ′σ̃ − d†j′σ′djσ̃)dj′σ′

+ d†j′σ′djσdj′σ′d†jσ̃djσ̃)

=
∑
j′σ′

εj′σ(δjj′δσ′σ̃djσd
†
jσ̃dj′σ′ − djσd

†
jσ̃d

†
j′σ′djσ̃dj′σ′

+ d†j′σ′djσdj′σ′d†jσ̃djσ̃)

=
∑
j′σ′

εj′σ(δjj′δσ′σ̃djσd
†
jσ̃dj′σ′ − djσd

†
j′σ′d

†
jσ̃dj′σ′djσ̃

+ d†j′σ′djσdj′σ′d†jσ̃djσ̃)

=
∑
j′σ′

εj′σ(δjj′δσ′σ̃djσd
†
jσ̃dj′σ′ − djσd

†
j′σ′(δjj′δσ′σ̃ − dj′σ′d†jσ̃)djσ̃

+ d†j′σ′djσdj′σ′d†jσ̃djσ̃)

=
∑
j′σ′

εj′σ(δjj′δσ′σ̃djσd
†
jσ̃dj′σ′ − δjj′δσ′σ̃djσd

†
j′σ′djσ̃

+ djσd
†
j′σ′dj′σ′d†jσ̃djσ̃ + (δjj′δσ′σ − djσd

†
j′σ′)dj′σ′d†jσ̃djσ̃)

=
∑
j′σ′

εj′σ(δjj′δσ′σ̃djσd
†
jσ̃dj′σ′ − δjj′δσ′σ̃djσd

†
j′σ′djσ̃ + djσd

†
j′σ′dj′σ′d†jσ̃djσ̃

+ δjj′δσ′σdj′σ′d†jσ̃djσ̃ − djσd
†
j′σ′dj′σ′d†jσ̃djσ̃)

=
∑
j′σ′

εj′σ(δjj′δσ′σ̃djσd
†
jσ̃dj′σ′ − δjj′δσ′σ̃djσd

†
j′σ′djσ̃

+ δjj′δσ′σdj′σ′d†jσ̃djσ̃)

= εjσ

(
djσd

†
jσ̃djσ̃ − djσd

†
jσ̃djσ̃ + djσd

†
jσ̃djσ̃

)
= εjσdjσd

†
jσ̃djσ̃

= εjσdjσnjdσ̃
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[
djσnjdσ̃,

∑
j

Uj′d
†
j′↑dj′↑d

†
j′↓dj′↓

]
=
∑
j

Uj′

(
djσnjdσ̃d

†
j′↑dj′↑d

†
j′↓dj′↓ − d†j′↑dj′↑d

†
j′↓dj′↓djσnjdσ̃

)
(80)[

djσnjdσ̃,
∑
j

Uj′d
†
j′↑dj′↑d

†
j′↓dj′↓

]
=
∑
j

Uj′

(
djσd

†
j′↑dj′↑d

†
j′↓dj′↓njdσ̃ − d†j′↑dj′↑d

†
j′↓dj′↓djσnjdσ̃

)
[
djσnjdσ̃,

∑
j

Uj′d
†
j′↑dj′↑d

†
j′↓dj′↓

]
=
∑
j

Uj′

(
djσd

†
j′↑dj′↑d

†
j′↓dj′↓ − d†j′↑dj′↑d

†
j′↓dj′↓djσ

)
njdσ̃[

djσnjdσ̃,
∑
j

Uj′d
†
j′↑dj′↑d

†
j′↓dj′↓

]
=
∑
j

Uj′((δjj′δσ↑ − d†j′↑djσ)dj′↑d
†
j′↓dj′↓

− d†j′↑dj′↑d
†
j′↓dj′↓djσ)njdσ̃[

djσnjdσ̃,
∑
j

Uj′d
†
j′↑dj′↑d

†
j′↓dj′↓

]
=
∑
j

Uj′(δjj′δσ↑dj′↑d
†
j′↓dj′↓ − d†j′↑djσdj′↑d

†
j′↓dj′↓

− d†j′↑dj′↑d
†
j′↓dj′↓djσ)njdσ̃[

djσnjdσ̃,
∑
j

Uj′d
†
j′↑dj′↑d

†
j′↓dj′↓

]
=
∑
j

Uj′(δjj′δσ↑dj′↑d
†
j′↓dj′↓ + d†j′↑dj′↑djσd

†
j′↓dj′↓

− d†j′↑dj′↑d
†
j′↓dj′↓djσ)njdσ̃[

djσnjdσ̃,
∑
j

Uj′d
†
j′↑dj′↑d

†
j′↓dj′↓

]
=
∑
j

Uj′(δjj′δσ↑dj′↑d
†
j′↓dj′↓ + d†j′↑dj′↑(δjj′δσ↓ − d†j′↓djσ)dj′↓

− d†j′↑dj′↑d
†
j′↓dj′↓djσ)njdσ̃[

djσnjdσ̃,
∑
j

Uj′d
†
j′↑dj′↑d

†
j′↓dj′↓

]
=
∑
j

Uj′(δjj′δσ↑dj′↑d
†
j′↓dj′↓ + d†j′↑dj′↑δjj′δσ↓dj′↓

+ d†j′↑dj′↑d
†
j′↓dj′↓djσ − d†j′↑dj′↑d

†
j′↓dj′↓djσ)njdσ̃[

djσnjdσ̃,
∑
j

Uj′d
†
j′↑dj′↑d

†
j′↓dj′↓

]
=
∑
j

Uj′

(
δjj′δσ↑dj′↑d

†
j′↓dj′↓ + d†j′↑dj′↑δjj′δσ↓dj′↓

)
njdσ̃[

djσnjdσ̃,
∑
j

Uj′d
†
j′↑dj′↑d

†
j′↓dj′↓

]
= Uj

(
δσ↑dj↑d

†
j↓dj↓ + δσ↓dj↓d

†
j↑dj↑

)
njdσ̃[

djσnjdσ̃,
∑
j

Uj′d
†
j′↑dj′↑d

†
j′↓dj′↓

]
= Uj (djσnjdσ̃)njdσ̃[

djσnjdσ̃,
∑
j

Uj′d
†
j′↑dj′↑d

†
j′↓dj′↓

]
= Uj (djσnjdσ̃)njdσ̃[

djσnjdσ̃,
∑
j

Uj′d
†
j′↑dj′↑d

†
j′↓dj′↓

]
= Ujdjσnjdσ̃
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[
djσnjdσ̃,

∑
ξσ′j

∫
dk

√
Ω|k|π
2π

v0j c
†
σ′ξ(k)djσ′

]
=
∑
ξσ′j′

∫
dk

√
Ω|k|π
2π

v0j′c
†
σ′ξ(k)(djσnjdσ̃dj′σ′ (81)

− dj′σ′djσnjdσ̃)[
djσnjdσ̃,

∑
ξσ′j

∫
dk

√
Ω|k|π
2π

v0j c
†
σ′ξ(k)djσ′

]
=
∑
ξσ′j′

∫
dk

√
Ω|k|π
2π

v0j′c
†
σ′ξ(k)(djσnjdσ̃dj′σ′

+ djσdj′σ′d†jσ̃djσ̃)[
djσnjdσ̃,

∑
ξσ′j

∫
dk

√
Ω|k|π
2π

v0j c
†
σ′ξ(k)djσ′

]
=
∑
ξσ′j′

∫
dk

√
Ω|k|π
2π

v0j′c
†
σ′ξ(k)(djσnjdσ̃dj′σ′

+ djσ(δσ′σ̃δjj′ − d†jσ̃dj′σ′)djσ̃)[
djσnjdσ̃,

∑
ξσ′j

∫
dk

√
Ω|k|π
2π

v0j c
†
σ′ξ(k)djσ′

]
=
∑
ξσ′j′

∫
dk

√
Ω|k|π
2π

v0j′c
†
σ′ξ(k)(djσnjdσ̃dj′σ′

+ djσδσ′σ̃δjj′djσ̃ − djσd
†
jσ̃djσ̃dj′σ′)[

djσnjdσ̃,
∑
ξσ′j

∫
dk

√
Ω|k|π
2π

v0j c
†
σ′ξ(k)djσ′

]
=
∑
ξσ′j′

∫
dk

√
Ω|k|π
2π

v0j′c
†
σ′ξ(k) (djσδσ′σ̃δjj′djσ̃)[

djσnjdσ̃,
∑
ξσ′j

∫
dk

√
Ω|k|π
2π

v0j c
†
σ′ξ(k)djσ′

]
=
∑
ξ

∫
dk

√
Ω|k|π
2π

v0j c
†
σ̃ξ(k)djσdjσ̃
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[
djσnjdσ̃,

∑
ξσ′j′

∫
dk

√
Ω|k|π
2π

v0∗j d
†
jσ′cσ′ξ(k)

]
=
∑
ξσ′j′

∫
dk

√
Ω|k|π
2π

v0∗j′ (82)

×
(
djσnjdσ̃d

†
j′σ′cσ′ξ(k)− d†j′σ′cσ′ξ(k)djσnjdσ̃

)
[
djσnjdσ̃,

∑
ξσ′j′

∫
dk

√
Ω|k|π
2π

v0∗j d
†
jσ′cσ′ξ(k)

]
=
∑
ξσ′j′

∫
dk

√
Ω|k|π
2π

v0∗j′

×
(
djσnjdσ̃d

†
j′σ′ + d†j′σ′djσd

†
jσ̃djσ̃

)
cσ′ξ(k)[

djσnjdσ̃,
∑
ξσ′j′

∫
dk

√
Ω|k|π
2π

v0∗j d
†
jσ′cσ′ξ(k)

]
=
∑
ξσ′j′

∫
dk

√
Ω|k|π
2π

v0∗j′

×
(
djσnjdσ̃d

†
j′σ′ + (δj′jδσσ′ − djσd

†
j′σ′)d

†
jσ̃djσ̃

)
cσ′ξ(k)[

djσnjdσ̃,
∑
ξσ′j′

∫
dk

√
Ω|k|π
2π

v0∗j d
†
jσ′cσ′ξ(k)

]
=
∑
ξσ′j′

∫
dk

√
Ω|k|π
2π

v0∗j′

× (djσnjdσ̃d
†
j′σ′ + δj′jδσσ′d†jσ̃djσ̃

− djσd
†
j′σ′d

†
jσ̃djσ̃)cσ′ξ(k)[

djσnjdσ̃,
∑
ξσ′j′

∫
dk

√
Ω|k|π
2π

v0∗j d
†
jσ′cσ′ξ(k)

]
=
∑
ξσ′j′

∫
dk

√
Ω|k|π
2π

v0∗j′

× (djσnjdσ̃d
†
j′σ′ + δj′jδσσ′d†jσ̃djσ̃

+ djσd
†
jσ̃d

†
j′σ′djσ̃)cσ′ξ(k)[

djσnjdσ̃,
∑
ξσ′j′

∫
dk

√
Ω|k|π
2π

v0∗j d
†
jσ′cσ′ξ(k)

]
=
∑
ξσ′j′

∫
dk

√
Ω|k|π
2π

v0∗j′

× (djσnjdσ̃d
†
j′σ′ + δj′jδσσ′d†jσ̃djσ̃

+ djσd
†
jσ̃(δσ′σ̃δjj′ − djσ̃d

†
j′σ′))cσ′ξ(k)[

djσnjdσ̃,
∑
ξσ′j′

∫
dk

√
Ω|k|π
2π

v0∗j d
†
jσ′cσ′ξ(k)

]
=
∑
ξσ′j′

∫
dk

√
Ω|k|π
2π

v0∗j′

× (djσnjdσ̃d
†
j′σ′ + δj′jδσσ′d†jσ̃djσ̃

+ djσd
†
jσ̃δσ′σ̃δjj′ − djσd

†
jσ̃djσ̃d

†
j′σ′)cσ′ξ(k)
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[
djσnjdσ̃,

∑
ξσ′j′

∫
dk

√
Ω|k|π
2π

v0∗j d
†
jσ′cσ′ξ(k)

]
=
∑
ξσ′j′

∫
dk

√
Ω|k|π
2π

v0∗j′

×
(
δj′jδσσ′d†jσ̃djσ̃ + djσd

†
jσ̃δσ′σ̃δjj′

)
cσ′ξ(k)[

djσnjdσ̃,
∑
ξσ′j′

∫
dk

√
Ω|k|π
2π

v0∗j d
†
jσ′cσ′ξ(k)

]
=
∑
ξ

∫
dk

√
Ω|k|π
2π

v0∗j

×
(
d†jσ̃djσ̃cσξ(k) + cσ̃ξ(k)djσd

†
jσ̃

)
[
djσnjdσ̃,

∑
ξσ′j′

∫
dk

√
Ω|k|π
2π

v0∗j d
†
jσ′cσ′ξ(k)

]
=
∑
ξ

∫
dk

√
Ω|k|π
2π

v0∗j

×
(
d†jσ̃djσ̃cσξ(k) + djσd

†
jσ̃cσ̃ξ(k)

)
Aplicando os resultados encontrados na Função de Green

ω+
〈〈
djσnjdσ̃; d

†
lσ′

〉〉
= δσσ′δjl 〈njdσ̃〉

+ εjσ

〈〈
djσnjdσ̃; d

†
lσ′

〉〉
+ Uj

〈〈
djσnjdσ̃; d

†
lσ′

〉〉
(83)

−
∑
ξ

∫
dk

√
Ω|k|π
2π

v0j

〈〈
c†σ̃ξ(k)djσ̃djσ; d

†
lσ′

〉〉
+
∑
ξ

∫
dk

√
Ω|k|π
2π

v0∗j

〈〈
cσξ(k)d

†
jσ̃djσ̃; d

†
lσ′

〉〉
+
∑
ξ

∫
dk

√
Ω|k|π
2π

v0∗j

〈〈
d†jσ̃cσ̃ξ(k)djσ; d

†
lσ′

〉〉
Para os novos termos da Função de Green, aplica-se a aproximação Hubbard-I.
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ω+
〈〈
djσnjdσ̃; d

†
lσ′

〉〉
= δσσ′δjl 〈njdσ̃〉

+ εjσ

〈〈
djσnjdσ̃; d

†
lσ′

〉〉
+ Uj

〈〈
djσnjdσ̃; d

†
lσ′

〉〉
−
∑
ξ

∫
dk

√
Ω|k|π
2π

v0j < c†σ̃ξ(k)djσ̃ >
〈〈
djσ; d

†
lσ′

〉〉
+
∑
ξ

∫
dk

√
Ω|k|π
2π

v0∗j

〈〈
cσξ(k)d

†
jσ̃djσ̃; d

†
lσ′

〉〉
+
∑
ξ

∫
dk

√
Ω|k|π
2π

v0∗j < d†jσ̃cσ̃ξ(k) >
〈〈
djσ; d

†
lσ′

〉〉
Visto que < c†σ̃ξ(k)djσ̃ >=< d†jσ̃cσ̃ξ(k) >, por serem hermitianos conjugados, e v0j ∈ R, os

termos da GF acima se anulam, resultando em

(
ω+ − εjσ − Uj

) 〈〈
djσnjdσ̃; d

†
lσ′

〉〉
= δσσ′δjl 〈njdσ̃〉+

∑
ξ

∫
dk

√
Ω|k|π
2π

v0∗j

〈〈
cσξ(k)d

†
jσ̃djσ̃; d

†
lσ′

〉〉
(84)

• Calculando
〈〈
cσξ(k)d

†
jσ̃djσ̃; d

†
lσ′

〉〉

ω+
〈〈
cσξ(k)d

†
jσ̃djσ̃; d

†
lσ′

〉〉
=

〈[
cσξ(k)d

†
jσ̃djσ̃; d

†
lσ′

]
+

〉
+
〈〈[

cσξ(k)d
†
jσ̃djσ̃, H

]
; d†lσ′

〉〉
(85)

O primeiro termo é nulo, portanto calcula-se o segundo termo separando o comutador.
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[
cσξ(k)d

†
jσ̃djσ̃, H

]
=

[
cσξ(k)d

†
jσ̃djσ̃,

∑
ξσ′

∫ ∞

−∞
dk(~ṽFk + ξQ0)c

†
σ′ξ′(k

′)cσ′ξ′(k
′)

]
(86)

=
∑
ξσ′

∫ ∞

−∞
dk(~ṽFk + ξQ0)

×
(
d†jσ̃djσ̃cσξ(k)c

†
σ′ξ(k

′)cσ′ξ(k
′)− d†jσ̃djσ̃c

†
σ′ξ(k

′)cσ′ξ(k
′)cσξ(k)

)
=
∑
ξσ′

∫ ∞

−∞
dk(~ṽFk + ξQ0)

× d†jσ̃djσ̃

(
cσξ(k)c

†
σ′ξ(k)cσ′ξ(k) + c†σ′ξ(k

′)cσξ(k)cσ′ξ(k
′)
)

=
∑
ξσ′

∫ ∞

−∞
dk(~ṽFk + ξQ0)

× d†jσ̃djσ̃

(
cσξ(k)c

†
σ′ξ(k)cσ′ξ(k) + (δ(k − k′)δσσ′δξξ′ − cσξ(k)c

†
σ′ξ(k))cσ′ξ(k

′)
)

=
∑
ξσ′

∫ ∞

−∞
dk(~ṽFk + ξQ0)δ(k − k′)δσσ′d†jσ̃djσ̃cσ′ξ(k

′)

= (~ṽFk + ξQ0)cσ′ξ(k
′)d†jσ̃djσ̃
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[
cσξ(k)d

†
jσ̃djσ̃,

∑
jσ′

εjσd
†
j′σ′dj′σ′

]
=
∑
jσ′

εjσ

(
cσξ(k)d

†
jσ̃djσ̃d

†
j′σ′dj′σ′ − d†j′σ′dj′σ′cσξ(k)d

†
jσ̃djσ̃

)
(87)

=
∑
jσ′

εjσcσξ(k)
(
d†jσ̃djσ̃d

†
jσ′djσ′ − d†jσ′djσ′d†jσ̃djσ̃

)
=
∑
jσ′

εjσcσξ(k)
(
d†jσ̃(δjj′δσ′σ̃ − d†j′σ′djσ̃)dj′σ′ − d†jσ′djσ′d†jσ̃djσ̃

)
=
∑
jσ′

εjσcσξ(k)
(
d†jσ̃δjj′δσ′σ̃djσ′ − d†jσ̃d

†
j′σ′dj′σ̃djσ′ − d†jσ′djσ′d†jσ̃djσ̃

)
=
∑
jσ′

εjσcσξ(k)
(
d†jσ̃δjj′δσ′σ̃djσ′ − d†j′σ′d

†
jσ̃dj′σ′djσ̃ − d†jσ′djσ′d†jσ̃djσ̃

)
=
∑
jσ′

εjσcσξ(k)(d
†
jσ̃δjj′δσ′σ̃djσ′

− d†j′σ′(δjj′δσ′σ̃ − dj′σ′d†jσ̃)djσ̃ − d†jσ′djσ′d†jσ̃djσ̃)

=
∑
jσ′

εjσcσξ(k)(d
†
jσ̃δjj′δσ′σ̃djσ′ − d†j′σ′δjj′δσ′σ̃djσ̃

+ d†j′σ′dj′σ′d†jσ̃djσ̃ − d†jσ′djσ′d†jσ̃djσ̃)

=
∑
jσ′

εjσcσξ(k)
(
d†jσ̃δjj′δσ′σ̃djσ′ − d†j′σ′δjj′δσ′σ̃djσ̃

)
= εjσ̃cσξ(k)

(
d†jσ̃djσ̃ − d†jσ̃djσ̃

)
= 0
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[
cσξ(k)d

†
jσ̃djσ̃,

∑
j

Uj′d
†
j′↑dj′↑d

†
j′↓dj′↓

]
=
∑
j′

Uj′(cσξ(k)d
†
jσ̃djσ̃d

†
j′↑dj′↑d

†
j′↓dj′↓ (88)

− d†j′↑dj′↑d
†
j′↓dj′↓cσξ(k)d

†
jσ̃djσ̃)

=
∑
j′

Uj′cσξ(k)(d
†
jσ̃djσ̃d

†
j′↑dj′↑d

†
j′↓dj′↓

− d†j′↑dj′↑d
†
j′↓dj′↓d

†
jσ̃djσ̃)

=
∑
j′

Uj′cσξ(k)(d
†
jσ̃(δjj′δσ̃↑ − d†j′↑djσ̃)dj′↑d

†
j′↓dj′↓

− d†j′↑dj′↑d
†
j′↓dj′↓d

†
jσ̃djσ̃)

=
∑
j′

Uj′cσξ(k)(d
†
jσ̃δjj′δσ̃↑dj′↑d

†
j′↓dj′↓

− d†jσ̃d
†
j′↑djσ̃dj′↑d

†
j′↓dj′↓ − d†j′↑dj′↑d

†
j′↓dj′↓d

†
jσ̃djσ̃)

=
∑
j′

Uj′cσξ(k)(d
†
jσ̃δjj′δσ̃↑dj′↑d

†
j′↓dj′↓

− d†j′↑d
†
jσ̃dj′↑djσ̃d

†
j′↓dj′↓ − d†j′↑dj′↑d

†
j′↓dj′↓d

†
jσ̃djσ̃)

=
∑
j′

Uj′cσξ(k)(d
†
jσ̃δjj′δσ̃↑dj′↑d

†
j′↓dj′↓ − d†j′↑δjj′δσ̃↑djσ̃d

†
j′↓dj′↓

+ d†j′↑dj′↑d
†
jσ̃djσ̃d

†
j′↓dj′↓ − d†j′↑dj′↑d

†
j′↓dj′↓d

†
jσ̃djσ̃)

=
∑
j′

Uj′cσξ(k)(d
†
jσ̃δjj′δσ̃↑dj′↑d

†
j′↓dj′↓ − d†j′↑δjj′δσ̃↑djσ̃d

†
j′↓dj′↓

+ d†j′↑dj′↑d
†
jσ̃δjj′δ↓σ̃dj′↓ − d†j′↑dj′↑d

†
j′↓d

†
jσ̃dj′↓djσ̃

− d†j′↑dj′↑d
†
j′↓dj′↓d

†
jσ̃djσ̃)

=
∑
j′

Uj′cσξ(k)(d
†
jσ̃δjj′δσ̃↑dj′↑d

†
j′↓dj′↓

− d†j′↑δjj′δσ̃↑djσ̃d
†
j′↓dj′↓ + d†j′↑dj′↑d

†
jσ̃δjj′δ↓σ̃dj′↓

− d†j′↑dj′↑d
†
j′↓δjj′δσ̃↓djσ̃ + d†j′↑dj′↑d

†
j′↓dj′↓d

†
jσ̃djσ̃

− d†j′↑dj′↑d
†
j′↓dj′↓d

†
jσ̃djσ̃)

=
∑
j′

Uj′cσξ(k)(d
†
jσ̃δjj′δσ̃↑dj′↑d

†
j′↓dj′↓ − d†j′↑δjj′δσ̃↑djσ̃d

†
j′↓dj′↓

+ d†j′↑dj′↑d
†
jσ̃δjj′δ↓σ̃dj′↓ − d†j′↑dj′↑d

†
j′↓δjj′δσ̃↓djσ̃)

= 0
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[
cσξ(k)d

†
jσ̃djσ̃,

∑
ξσ′j

∫
dk′
√

Ω|k|π
2π

v0j′c
†
σ′ξ′(k

′)dj′σ′

]
=
∑
ξσ′j

∫
dk′
√
Ω|k|π
2π

v0j′ (89)

× (cσξ(k)d
†
jσ̃djσ̃c

†
σ′ξ′(k

′)dj′σ′

− c†σ′ξ(k
′)djσ′cσξ(k)d

†
jσ̃djσ̃)

=
∑
ξσ′j

∫
dk′
√
Ω|k|π
2π

v0j′

× (cσξ(k)c
†
σ′ξ′(k

′)d†jσ̃djσ̃djσ′

− c†σ′ξ(k
′)djσ′cσξ(k)d

†
jσ̃djσ̃)

=
∑
ξσ′j

∫
dk′
√
Ω|k|π
2π

v0j′

× ((δ(k − k′)δσσ′δξξ′

− c†σ′ξ′(k
′)cσξ(k))d

†
jσ̃djσ̃dj′σ′

− c†σ′ξ(k)djσ′cσξ(k)d
†
jσ̃djσ̃)

=
∑
ξσ′j

∫
dk′
√
Ω|k|π
2π

v0j′

× (δ(k − k′)δσσ′δξξ′d
†
jσ̃djσ̃dj′σ′

+ c†σ′ξ′(k
′)cσξ(k)d

†
jσ̃dj′σ′djσ̃

− c†σ′ξ′(k)dj′σ′cσξ(k)d
†
jσ̃djσ̃)

=
∑
ξσ′j

∫
dk′
√
Ω|k|π
2π

v0j′

× (δ(k − k′)δσσ′δξξ′d
†
jσ̃djσ̃djσ′

+ c†σ′ξ(k
′)cσξ(k)(δjj′δσ̃σ′ − djσ′d†jσ̃)djσ̃

− c†σ′ξ(k)djσ′cσξ(k)d
†
jσ̃djσ̃)

=
∑
ξσ′j

∫
dk′
√
Ω|k|π
2π

v0j′

× (δ(k − k′)δσσ′δξξ′d
†
jσ̃djσ̃djσ′

+ c†σ′ξ(k
′)cσξ(k)δjj′δσ̃σ′djσ̃)

=
∑
j′

√
Ω|k|π
2π

v0jdj′σd
†
jσ̃djσ̃

−
∑
ξ′

∫
dk′
√

Ω|k|π
2π

v0j c
†
σ̃ξ(k

′)djσ̃cσξ(k)
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[
cσξ(k)d

†
jσ̃djσ̃,

∑
ξ′σ′j′

∫
dk′
√

Ω|k|π
2π

v0∗j′ d
†
j′σ′cσ′ξ′(k

′)

]
=
∑
ξ′σ′j′

∫
dk′
√

Ω|k|π
2π

v0∗j′ (90)

× (cσξ(k)d
†
jσ̃djσ̃d

†
j′σ′cσ′ξ′(k

′)

− d†j′σ′cσ′ξ′(k
′)cσξ(k)d

†
jσ̃djσ̃)

=
∑
ξ′σ′j′

∫
dk′
√

Ω|k|π
2π

v0∗j′

× (cσξ(k)d
†
jσ̃djσ̃d

†
j′σ′cσ′ξ′(k

′)

− d†j′σ′cσ′ξ′(k
′)cσξ(k)d

†
jσ̃djσ̃)

=
∑
ξ′σ′j′

∫
dk′
√

Ω|k|π
2π

v0∗j′

× (cσξ(k)d
†
jσ̃(δjj′δσ′σ̃ − d†j′σ′djσ̃)cσ′ξ′(k

′)

− d†j′σ′cσ′ξ′(k
′)cσξ(k)d

†
jσ̃djσ̃)

=
∑
ξ′σ′j′

∫
dk′
√

Ω|k|π
2π

v0∗j′

× (cσξ(k)d
†
jσ̃δjj′δσ′σ̃cσ′ξ′(k

′)

+ d†j′σ′cσ′ξ′(k
′)cσξ(k)d

†
jσ̃djσ̃

− d†j′σ′cσ′ξ′(k
′)cσξ(k)d

†
jσ̃djσ̃)

=
∑
ξ′σ′j′

∫
dk′
√

Ω|k|π
2π

v0∗j′ cσξ(k)d
†
jσ̃δjj′δσ′σ̃cσ′ξ′(k

′)

=
∑
ξ′

∫
dk′
√

Ω|k|π
2π

v0∗j d
†
jσ̃cσ̃ξ′(k

′)cσξ(k)

Aplicando os termos calculados na função de Green

ω+
〈〈
cσξ(k)d

†
jσ̃djσ̃; d

†
lσ′

〉〉
= (~ṽFk + ξQ0)

〈〈
cσξ(k)d

†
jσ̃djσ̃; d

†
lσ′

〉〉
(91)

+
∑
j′

√
Ω|k|π
2π

v0j

〈〈
dj′σd

†
jσ̃djσ̃; d

†
lσ′

〉〉
−

−
∑
ξ′

∫
dk′
√

Ω|k|π
2π

v0j

〈〈
c†σ̃ξ′(k

′)djσ̃cσξ(k); d
†
lσ′

〉〉
+
∑
ξ′

∫
dk′
√

Ω|k|π
2π

v0∗j

〈〈
d†jσ̃cσ̃ξ′(k

′)cσξ(k); d
†
lσ′

〉〉
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Por meio da aproximação de Hubbard-I, pode-se simplificar a função de Green.

(
ω+ − ~ṽFk − ξQ0

) 〈〈
cσξ(k)d

†
jσ̃djσ̃; d

†
lσ′

〉〉
=
∑
j′

√
Ω|k|π
2π

v0j

〈〈
dj′σd

†
jσ̃djσ̃; d

†
lσ′

〉〉
−
∑
ξ′

∫
dk′
√
Ω|k|π
2π

v0j

〈
c†σ̃ξ′(k

′)djσ̃

〉〈〈
cσξ(k); d

†
lσ′

〉〉
+
∑
ξ′

∫
dk′
√
Ω|k|π
2π

v0∗j

〈
d†jσ̃cσ̃ξ′(k

′)
〉〈〈

cσξ(k); d
†
lσ′

〉〉
〈〈
cσξ(k)d

†
jσ̃djσ̃; d

†
lσ′

〉〉
=
∑
j′

√
Ω|k|π

2π (ω+ − ~ṽFk − ξQ0)
v0j

〈〈
dj′σd

†
jσ̃djσ̃; d

†
lσ′

〉〉
(92)

• Retornando a Função de Green
〈〈
djσnjdσ̃; d

†
lσ′

〉〉
.

(
ω+ − εjσ − Uj

) 〈〈
djσnjdσ̃; d

†
lσ′

〉〉
= δσσ′δjl 〈njdσ̃〉+

∑
ξ

∫
dk

√
Ω|k|π
2π

v0∗j

〈〈
cσξ(k)d

†
jσ̃djσ̃; d

†
lσ′

〉〉
(93)

Aplicando a Equação (50),

(
ω+ − εjσ − Uj

) 〈〈
djσnjdσ̃; d

†
lσ′

〉〉
= δσσ′δjl 〈njdσ̃〉

+
∑
ξ

∫
dk

√
Ω|k|π
2π

v0∗j × (94)

×
∑
j′

√
Ω|k|π

2π (ω+ − ~ṽFk − ξQ0)
v0j′
〈〈
dj′σnjdσ̃; d

†
lσ′

〉〉
(
ω+ − εjσ − Uj

) 〈〈
djσnjdσ̃; d

†
lσ′

〉〉
= δσσ′δjl 〈njdσ̃〉

+
∑
ξ

∑
j′

∫
dk

Ω

4π

|k|
(ω+ − ~ṽFk − ξQ0)

v0∗j v
0
j′

〈〈
dj′σnjdσ̃; d

†
lσ′

〉〉
Definindo a Auto-Energia como

Σξ
jj′ =

∫
dk

Ω

4π

|k|
(ω+ − ~ṽFk − ξQ0)

v0∗j v
0
j′ (95)

Dessa forma, a função de Green
〈〈
djσnjdσ̃; d

†
lσ′

〉〉
é
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(
ω+ − εjσ − Uj

) 〈〈
djσnjdσ̃; d

†
lσ′

〉〉
= δσσ′δjl 〈njdσ̃〉+

∑
ξ

∑
j′

Σξ
jj′

〈〈
dj′σnjdσ̃; d

†
lσ′

〉〉
(
ω+ − εjσ − Uj

) 〈〈
djσnjdσ̃; d

†
lσ′

〉〉
= δσσ′δjl 〈njdσ̃〉+

∑
ξ

Σξ
jj′

〈〈
dj′σnjdσ̃; d

†
lσ′

〉〉
+

+
∑
ξ

Σξ
jj̄

〈〈
dj̄σnjdσ̃; d

†
lσ′

〉〉
(
ω+ − εjσ − Uj

) 〈〈
djσnjdσ̃; d

†
lσ′

〉〉
= δσσ′δjl 〈njdσ̃〉+ Σ̃jj

〈〈
djσnjdσ̃; d

†
lσ′

〉〉
+ Σ̃jj̄

〈〈
dj̄σnjdσ̃; d

†
lσ′

〉〉
(
ω+ − εjσ − Uj − Σ̃jj

)〈〈
djσnjdσ̃; d

†
lσ′

〉〉
= δσσ′δjl 〈njdσ̃〉+ Σ̃jj̄

〈〈
dj̄σd

†
jσ̃djσ̃; d

†
lσ′

〉〉
(
ω+ − εjσ − Uj − Σ̃jj

)〈〈
djσnjdσ̃; d

†
lσ′

〉〉
= δσσ′δjl 〈njdσ̃〉+ Σ̃jj̄

〈
d†jσ̃djσ̃

〉〈〈
dj̄σ; d

†
lσ′

〉〉
(96)〈〈

djσnjdσ̃; d
†
lσ′

〉〉
=

δσσ′δjl 〈njdσ̃〉(
ω+ − εjσ − Uj − Σ̃jj

) (97)

+
Σ̃jj̄ 〈njdσ̃〉(

ω+ − εjσ − Uj − Σ̃jj

) 〈〈dj̄σ; d†lσ′

〉〉

• Retornando a Função de Green
〈〈
djσ; d

†
lσ′

〉〉

(
ω+ − εjσ

) 〈〈
djσ; d

†
lσ′

〉〉
= δjlδσσ′ + Uj

〈〈
djσnjdσ̃; d

†
lσ′

〉〉
+
∑
ξ

∫
dk

√
Ω|k|π
2π

v0∗j

〈〈
cσξ(k); d

†
lσ′

〉〉
(98)

Aplicando as equações (75) e (96) na função de Green
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(
ω+ − εjσ

) 〈〈
djσ; d

†
lσ′

〉〉
= δjlδσσ′ +

Ujδσσ′δjl 〈njdσ̃〉(
ω+ − εjσ − Uj − Σ̃jj

)
+

UjΣ̃jj̄ 〈njdσ̃〉(
ω+ − εjσ − Uj − Σ̃jj

) 〈〈dj̄σ; d†lσ′

〉〉

+
∑
ξ

∫
dk

√
Ω|k|π
2π

v0∗j
∑
j′

√
Ω|k|π

2π(ω+ − ~ṽFk − ξQ0)
v0j′
〈〈
djσ; d

†
lσ′

〉〉
(
ω+ − εjσ

) 〈〈
djσ; d

†
lσ′

〉〉
= δjlδσσ′ +

Ujδσσ′δjl 〈njdσ̃〉(
ω+ − εjσ − Uj − Σ̃jj

)
+

UjΣ̃jj̄ 〈njdσ̃〉(
ω+ − εjσ − Uj − Σ̃jj

) 〈〈dj̄σ; d†lσ′

〉〉
+
∑
ξ

∑
j′

Σξ
j′j

〈〈
dj′σ; d

†
lσ′

〉〉
(
ω+ − εjσ

) 〈〈
djσ; d

†
lσ′

〉〉
= δjlδσσ′ +

Ujδσσ′δjl 〈njdσ̃〉(
ω+ − εjσ − Uj − Σ̃jj

) (99)

+
UjΣ̃jj̄ 〈njdσ̃〉(

ω+ − εjσ − Uj − Σ̃jj

) 〈〈dj̄σ; d†lσ′

〉〉
+
∑
ξ

Σξ
jj

〈〈
djσ; d

†
lσ′

〉〉
+
∑
ξ

Σξ
j̄j

〈〈
dj̄σ; d

†
lσ′

〉〉
(
ω+ − εjσ

) 〈〈
djσ; d

†
lσ′

〉〉
= δjlδσσ′ +

Ujδσσ′δjl 〈njdσ̃〉(
ω+ − εjσ − Uj − Σ̃jj

)
+

UjΣ̃jj̄ 〈njdσ̃〉(
ω+ − εjσ − Uj − Σ̃jj

) 〈〈dj̄σ; d†lσ′

〉〉
+ Σ̃jj

〈〈
djσ; d

†
lσ′

〉〉
+ Σ̃j̄j

〈〈
dj̄σ; d

†
lσ′

〉〉
(
ω+ − εjσ − Σ̃jj

)〈〈
djσ; d

†
lσ′

〉〉
= δjlδσσ′

1 +
Uj 〈njdσ̃〉(

ω+ − εjσ − Uj − Σ̃jj

)


+ Σ̃jj̄

1 +
Uj 〈njdσ̃〉(

ω+ − εjσ − Uj − Σ̃jj

)
〈〈dj̄σ; d†lσ′

〉〉

Definindo o termo λσ̃j =

(
1 +

Uj

〈
njdσ̃

〉(
ω+−εjσ−Uj−Σ̃jj

)
)

, tem-se
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(
ω+ − εjσ − Σ̃jj

)〈〈
djσ; d

†
lσ′

〉〉
= δjlδσσ′λσ̃j + Σ̃j̄jλ

σ̃
j

〈〈
dj̄σ; d

†
lσ′

〉〉
(100)

A Equação (57) contêm um sistema de 4 equações com variáveis
〈〈
d1σ; d

†
1σ′

〉〉
,
〈〈
d1σ; d

†
2σ′

〉〉
,〈〈

d2σ; d
†
1σ′

〉〉
e
〈〈
d2σ; d

†
2σ′

〉〉
. Assumindo σ = σ′, pode-se definir as funções de Green das

impurezas e os termos cruzados.

• Calculando as Funções de Green
〈〈
djσ; d

†
jσ

〉〉
Para j = l, tem-se

(
ω+ − εjσ − Σ̃jj

)〈〈
djσ; d

†
jσ

〉〉
= λσ̃j + Σ̃j̄jλ

σ̃
j

〈〈
dj̄σ; d

†
jσ

〉〉
(101)

Para l = j̄ 6= j,

(
ω+ − εjσ − Σ̃jj

)〈〈
djσ; d

†
lσ

〉〉
= Σ̃j̄jλ

σ̃
j

〈〈
dj̄σ; d

†
lσ

〉〉
(
ω+ − εjσ − Σ̃jj

)〈〈
djσ; d

†
j̄σ

〉〉
= Σ̃j̄jλ

σ̃
j

〈〈
dj̄σ; d

†
j̄σ

〉〉
Invertendo os índices de impureza,

(
ω+ − εj̄σ − Σ̃j̄j̄

)〈〈
dj̄σ; d

†
jσ

〉〉
= Σ̃jj̄λ

σ̃
j̄

〈〈
djσ; d

†
jσ

〉〉
(102)

Aplicando a Equação (59) na Equação (58)

(
ω+ − εjσ − Σ̃jj

)〈〈
djσ; d

†
jσ

〉〉
= λσ̃j +

Σ̃j̄jλ
σ̃
j Σ̃jj̄λ

σ̃
j̄(

ω+ − εj̄σ − Σ̃j̄j̄

) 〈〈djσ; d†jσ〉〉ω+ − εjσ − Σ̃jj −
Σ̃j̄jλ

σ̃
j Σ̃jj̄λ

σ̃
j̄(

ω+ − εj̄σ − Σ̃j̄j̄

)
〈〈djσ; d†jσ〉〉 = λσ̃j

〈〈
djσ; d

†
jσ

〉〉
=

λσ̃j

ω+ − εjσ − Σ̃jj −
Σ̃j̄jλ

σ̃
j Σ̃jj̄λ

σ̃
j̄(

ω+−εj̄σ−Σ̃j̄j̄

)
(103)〈〈

djσ; d
†
jσ

〉〉
=

λσ̃j

ω+ − εjσ − Σ̃jj −
Σ̃j̄jλ

σ̃
j Σ̃jj̄λ

σ̃
j̄(

ω+−εlσ−Σ̃ll

)
Definindo
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gjσ|jσ(ω) =
1

ω+ − εjσ − Σ̃jj

(104)

A função de Green para as impurezas j = 1, 2

〈〈
djσ; d

†
jσ

〉〉
= G̃jσ|jσ(ω) =

λσ̃j

g−1
jσ|jσ(ω)− Σ̃ljλσ̃j g

−1
lσ|lσ(ω)Σ̃jlλσ̃l

(105)

• Calculando as Funções de Green
〈〈
djσ; d

†
j̄σ

〉〉
Juntando as equações (105) e (102)

(
ω+ − εj̄σ − Σ̃j̄j̄

)〈〈
dj̄σ; d

†
jσ

〉〉
= Σ̃jj̄λ

σ̃
j̄

〈〈
djσ; d

†
jσ

〉〉
(
ω+ − εj̄σ − Σ̃j̄j̄

)〈〈
dj̄σ; d

†
jσ

〉〉
= Σ̃jj̄λ

σ̃
j̄

λσ̃j

g−1
jσ|jσ(ω)− Σ̃ljλσ̃j g

−1
lσ|lσ(ω)Σ̃jlλσ̃l

g−1
j̄σ|j̄σ(ω)

〈〈
dj̄σ; d

†
jσ

〉〉
=

Σ̃jj̄λ
σ̃
j̄ λ

σ̃
j

g−1
jσ|jσ(ω)− Σ̃ljλσ̃j g

−1
lσ|lσ(ω)Σ̃jlλσ̃l〈〈

dj̄σ; d
†
jσ

〉〉
=

Σ̃jj̄λ
σ̃
j̄ λ

σ̃
j glσ|lσ(ω)

g−1
jσ|jσ(ω)− Σ̃ljλσ̃j g

−1
lσ|lσ(ω)Σ̃jlλσ̃l

(106)

Invertendo os índices

〈〈
djσ; d

†
j̄σ

〉〉
=

Σ̃j̄jλ
σ̃
j λ

σ̃
j̄ gjσ|jσ(ω)

g−1
j̄σ|j̄σ(ω)− Σ̃jlλσ̃l g

−1
jσ|jσ(ω)Σ̃ljλσ̃j〈〈

djσ; d
†
lσ

〉〉
=

Σ̃ljλ
σ̃
j λ

σ̃
l gjσ|jσ(ω)

g−1
lσ|lσ(ω)− Σ̃jlλσ̃l g

−1
jσ|jσ(ω)Σ̃ljλσ̃j

(107)

Apêndice B - Auto-Energia
A análise da densidade de estados da impureza é realizada por meio do formalismo das

funções de Green, utilizando a técnica da equação de movimento. A seguir, serão demons-
trados os resultados matemáticos obtidos nesse trabalho. Os cálculos realizados foram feitos
em notação de Zubarev, portanto

A Equação (95) define a Auto-Energia.
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Σξ
jj′ =

∫
dk

Ω

4π

|k|
(ω+ − ~ṽFk − ξQ0)

v0∗j v
0
j′ (108)

Definindo ωk = ~ṽFk e ωξ = ω − ξQ0

Σξ
jj′ =

∫
dk

Ω

4π

|k|
(ω+ − ~ṽFk − ξQ0)

v0∗j v
0
j′

Σξ
jj′ = v0∗j v

0
j′
Ω

4π

∫ +D

−D

dωk

~ṽF
1

~ṽF
|ωk|

(ωξ − ωk + iη)

Σξ
jj′ = v0∗j v

0
j′
Ω

4π

∫ +D

−D

dωk

~ṽF
1

~ṽF
|ωk|

(ωξ − ωk + iη)

(ωξ − ωk − iη)

(ωξ − ωk − iη)

Σξ
jj′ = v0∗j v

0
j′
Ω

4π

∫ +D

−D

dωk

~ṽF
1

~ṽF
|ωk| (ωξ − ωk − iη)

((ωξ − ωk)2 + η2)

Σξ
jj′ = v0∗j v

0
j′

Ω

4π (~ṽF )2

∫ +D

−D

dωk

(
|ωk| (ωξ − ωk)

((ωξ − ωk)2 + η2)
− i

|ωk| η
((ωξ − ωk)2 + η2)

)
(109)

Dividindo a Equação em parte real e imaginaria,

ΣξR
jj′ = v0∗j v

0
j′

Ω

4π (~ṽF )2

∫ +D

−D

dωk
|ωk| (ωξ − ωk)

((ωξ − ωk)2 + η2)
(110)

ΣξI
jj′ = −v0∗j v0j′

Ω

4π (~ṽF )2

∫ +D

−D

dωk
|ωk| η

((ωξ − ωk)2 + η2)

Como η → 0+, tem-se

ΣξR
jj′ = v0∗j v

0
j′

Ω

4π (~ṽF )2

∫ +D

−D

dωk
|ωk|

(ωξ − ωk)

ΣξI
jj′ = −v0∗j v0j′

Ω

4π (~ṽF )2

∫ +D

−D

dωk |ωk| πδ(ωξ − ωk) (111)

Resolvendo a parte imaginaria por meio da propriedade da delta de Dirac

ΣξI
jj′ = −v0∗j v0j′

Ω

4π (~ṽF )2

∫ +D

−D

dωk |ωk| πδ(ωξ − ωk)

ΣξI
jj′ = −v0∗j v0j′

Ω

4π (~ṽF )2
π |ωξ| (112)

Resolvendo a parte Real,
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ΣξR
jj′ = v0∗j v

0
j′

Ω

4π (~ṽF )2

∫ +D

−D

dωk
|ωk|

(ωξ − ωk)

ΣξR
jj′ = v0∗j v

0
j′

Ω

4π (~ṽF )2

(∫ +D

0

dωk
ωk

(ωξ − ωk)
+

∫ 0

−D

dωk
−ωk

(ωξ − ωk)

)
ΣξR

jj′ = v0∗j v
0
j′

Ω

4π (~ṽF )2

(
−ωξ ln

(
|ωξ −D|

|ωξ|

)
−D + ωξ ln

(
|ωξ|

|ωξ −D|

)
+D

)
ΣξR

jj′ = v0∗j v
0
j′

Ω

4π (~ṽF )2

(
−ωξ ln

(
|ωξ −D|

|ωξ|

)
+ ωξ ln

(
|ωξ|

|ωξ +D|

))
(113)

ΣξR
jj′ = v0∗j v

0
j′

Ω

4π (~ṽF )2
ωξ ln


∣∣ωξ

∣∣∣∣ωξ−D
∣∣∣∣ωξ−D
∣∣∣∣ωξ

∣∣


ΣξR

jj′ = v0∗j v
0
j′

Ωπ

(2π~ṽF )2
ωξ ln

(
|ωξ|2∣∣ω2
ξ −D2

∣∣
)

Dessa forma, a Auto-Energia é

Σξ
jj′(ω) = ΣξR

jj′ + iΣξI
jj′

Σξ
jj′(ω) = v0∗j v

0
j′

Ωπ

(2π~ṽF )2

(
ωξ ln

(
|ωξ|2∣∣ω2
ξ −D2

∣∣
)

− iπ |ωξ|

)
(114)
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