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Resumo

Na Dinamica dos Fluidos, muitos escoamentos importantes envolvem fluidos viscoe-
lasticos, e determinar se esses escoamentos acontecem em regime laminar ou turbulento
é essencial. A interacao entre forgas inerciais e elasticas exerce uma influéncia significa-
tiva na hidrodinamica desses fluidos, mas o efeito da elasticidade sobre a estabilidade dos
escoamentos ainda nao foi completamente resolvida. O presente trabalho investiga insta-
bilidades que se propagam como ondas de Tollmien-Schlichting para o escoamento axis-
simétrico de Hagen-Poiseuille, incompressivel, utilizando o fluido viscoeléstico modelado
por Oldroyd-B. A analise da estabilidade desses escoamentos viscoelasticos ¢é realizada em
resposta a perturbacoes nao estacionérias, utilizando a técnica da Teoria de Estabilidade
Linear. Diversas simulagoes numéricas foram realizadas variando os parametros adimen-
sionais do escoamento no tubo para o fluido modelado por Oldroyd-B, com o intuito de
avaliar as curvas neutras e as taxas de amplificagao.

Palavras-Chave: FEscoamento em Tubo, Fluido Oldroyd-B, Ondas de Tollmien-Schlichting,
Teoria de Estabilidade Linear.






Abstract

In Fluid Dynamics, many significant flows involve viscoelastic fluids, and determining
whether these flows occur in laminar or turbulent regimes is essential. The interaction
between inertial and elastic forces exerts a substantial influence on the hydrodynamics of
these fluids; however, the effect of elasticity on flow stability has not yet been fully re-
solved. The present work investigates instabilities that propagate as Tollmien-Schlichting
waves in the axisymmetric, incompressible Hagen-Poiseuille flow, utilizing the viscoelastic
fluid modeled by Oldroyd-B. The stability analysis of these viscoelastic flows is conducted
in response to non-stationary perturbations, employing the technique of Linear Stability
Theory. Several numerical simulations were carried out, varying the dimensionless para-
meters of the flow in a pipe for the fluid modeled by Oldroyd-B, with the aim of evaluating
the neutral stability curves and the amplification rates.

Keywords: Pipe Flow, Oldroyd-B Fluid, Tollmien-Schlichting waves , Linear Stability
Theory.
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CAPITULO

Introducao

A dindmica de fluidos computacional abrange um grande niimero de aplicagoes indus-
triais em setores como quimica, alimenticia, aeronautica e petrolifera, enfrentando desafios
significativos no tratamento de escoamentos de fluidos ndo-Newtonianos [11]. Esses flui-
dos, que se deformam continuamente quando submetidos a uma tensao de cisalhamento,
podem ser classificados em categoria como Newtoniano e nao-Newtoniano, sendo estes
ultimos caracterizados pela auséncia de uma relacao linear entre a tensao cisalhante e a
taxa de deformagao.

Dentre os fluidos nao-Newtonianos, destacam-se os viscoelasticos, uma classe de fluidos
que combina caracteristicas de liquidos viscosos e propriedades eldsticas. Ao contrario dos
fluidos Newtonianos, nos quais a viscosidade dindmica mantém uma relagao linear com
a taxa de deformacao, os viscoelasticos apresentam um comportamento mais complexo.
Exemplos comuns de materiais viscoelasticos incluem tinta, sangue, ketchup, mel, mai-
onese, polimero fundido, solucao de polimero, suspensao, shampoo e amido de milho.
Entre os principais modelos viscoeldsticos nao lineares encontrados na literatura podem
ser citados os modelos diferenciais [I], [3] e [16].

Ao explorar a interacao complexa entre as propriedades viscoelésticas dos fluidos e a
estabilidade do escoamento em tubos, este estudo visa nao apenas avancar o conhecimento
cientifico, mas também fornecer ferramentas préticas para a otimizacao de processos in-
dustriais. O entendimento aprofundado desses fenémenos contribui para o desenvolvi-
mento de solu¢oes mais eficazes e eficientes em uma variedade de aplicagoes, impactando
positivamente a industria e a pesquisa cientifica.

O escoamento em tubos é uma area fundamental da dindmica de fluidos, marcada
por uma tradicao e continua evolugao na pesquisa. O grande desafio estd na transicao
desse escoamento para a turbuléncia em condi¢coes do mundo real. Esse aspecto levou
ao desenvolvimento do niimero de Reynolds, um parametro essencial para entender o
comportamento do escoamento. Embora a teoria cléssica da estabilidade linear indique
que o escoamento de Hagen-Poiseuille permanece estavel [10], [22], o inicio da transigdo
para a turbuléncia demanda investigagoes mais aprofundadas [25].

Segundo Schmid e Henningson [26] o escoamento laminar em tubos para fluido New-
toniano é conhecido por se manter estavel para qualquer nimero de Reynolds. Garg et
al. [14] foram os primeiros a identificar a ocorréncia de instabilidade linear em fluidos
viscoelasticos modelados por Oldroyd-B. Essa descoberta incentiva a aplicacao da analise
de estabilidade linear ao escoamento em tubo para o fluido modelado por Oldroyd-B, reve-
lando informagoes importantes sobre o comportamento das perturbacoes do escoamento,
incluindo seu potencial de crescimento ou decaimento ao longo do eixo do tubo.

19
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Para compreender o inicio da conveccao natural, é possivel realizar uma analise cha-
mada de anélise de estabilidade. Primeiramente, é fundamental determinar a solucao es-
tacionaria do problema, também conhecida como solu¢ao base. Com essa solugao base co-
nhecida, é possivel avancar na investigacao do inicio da convecgao das ondas de Tollmien-
Schlichting.

Na Mecénica dos fluidos, as ondas de Tollmien-Schlichting representam um tipo de
onda simples que marca a primeira fase da instabilidade linear observada em um fluxo la-
minar, conduzindo a transi¢ao para um estado turbulento. Esse fendmeno foi identificado
por Ludwig Prandtl e analisado por seus alunos Walter Tollmien e Hermann Schlichting.

De acordo com Chandrasekhar [7] a instabilidade ¢ definida como a incapacidade de
um sistema fisico especifico de manter seu estado quando submetido a pequenas pertur-
bacoes. Nesse contexto, a teoria da analise de estabilidade linear busca entender sob
quais condigoes as instabilidades comegam a crescer ou decair, levando em conta que esse
sistema é afetado por perturbacgoes lineares. Por meio das equagoes linearizadas que des-
crevem a perturbacao, é possivel investigar o comportamento dessas flutuagoes, seja no
dominio do tempo ou do espago. Historicamente, essa anélise é comumente realizada por
meio de uma abordagem modal.

Historicamente, a analise da instabilidade de escoamentos decorrente de perturbagoes
de baixa amplitude tem sido realizada através da abordagem modal. Essa abordagem
pressupoe que uma perturbacao pode ser representada como uma combinacao de ondas.
No contexto de um caso genérico, a solucao base é considerada dependente de apenas
uma direcao espacial, apresentando homogeneidade na outra direcao espacial e também
ao longo do tempo.

Segundo Mendonga et al. [21], a andlise local por modos normais abrange tanto esco-
amentos paralelos quanto aqueles que apresentam variagoes suaves em uma determinada
diregao. O conceito de “local” em relacao as instabilidades se refere ao fato de que a insta-
bilidade analisada esta associada ao perfil de velocidade local ou ao campo de velocidade
do escoamento como um todo (global) [I7]. Além disso, a anélise local por modos normais
resulta no diagrama de estabilidade [21].

No contexto especifico sobre o estudo da Teoria de Estabilidade Linear do escoamento
em tubos para o fluido modelado por Oldroyd-B, a compreensao dessas propriedades visco-
elasticas é essencial. Logo, a teoria de estabilidade linear fornece uma estrutura analitica
para avaliar a estabilidade de escoamentos viscoelédsticos, considerando as equacoes de
Navier-Stokes. O fluido modelado por Oldroyd-B é um modelo viscoeléstico que descreve
o comportamento de fluidos nao-Newtonianos e possui propriedades intrigantes a serem
analisadas. A estabilidade linear do escoamento em um tubo refere-se & analise sobre
a ocorréncia de flutuagoes e instabilidades no escoamento. O estudo envolve a anélise
das equagoes de Navier-Stokes para o escoamento do fluido em um tubo, considerando
pequenas perturbagoes.

A anélise de estabilidade linear do fluido modelado por Oldroyd-B no escoamento
em tubo permite entender como o escoamento é afetado por perturbagoes e como essas
perturbagoes podem crescer ou diminuir ao longo do escoamento. Isso é particularmente
relevante para a otimizacao do projeto de tubos e sistemas de transporte de fluidos que
envolvem o uso desse tipo de fluido. Além disso, o estudo de estabilidade também ajuda
a compreender melhor o comportamento viscoelastico do fluido modelado por Oldroyd-B,
contribuindo para o desenvolvimento de novos modelos e técnicas de analise.

Assim, este trabalho busca encontrar diagramas de curvas neutras para escoamentos
viscoeléasticos em tubo do fluido modelado por Oldroyd-B. O diagrama de estabilidade
indica que ha um valor especifico do nimero de Reynolds abaixo do qual perturbacoes de
todas as frequéncias permanecem estéaveis. Vale ressaltar que esse ponto nao representa o



1. Introducao 21

momento em que ocorre a transicao para o escoamento turbulento, mas sim o local onde
as perturbagoes comecam a se amplificar [21].

Segundo Schmid e Henningson [26] a transigao de escoamento laminar para turbulento
refere-se ao processo pelo qual um escoamento laminar se torna turbulento. Em qualquer
tipo de escoamento, essa transicao pode ser entendida como resultado do crescimento de
perturbagoes introduzidas no fluxo por diversas fontes. O comportamento fisico da insta-
bilidade que se desenvolve a partir de uma perturbacao depende do tipo de escoamento
em questao. Pequenas perturbagoes tém a capacidade de afetar os escoamentos laminares
devido a diferentes fatores, como vibragoes na estrutura, rugosidade da superficie, rui-
dos, turbuléncia externa e outras razoes. Caso nao sejam dissipadas, essas perturbagoes
podem impactar o regime do escoamento, ocasionando uma transicao, embora isso nao
implique necessariamente na mudanga para um regime turbulento [27].

Assim, os diagramas de estabilidade sao fundamentais para a compreensao da transi-
¢ao laminar-turbulenta nesse contexto complexo e desafiador. Essa abordagem visa nao
apenas avancar o conhecimento cientifico, mas também proporcionar ferramentas eficien-
tes para a simulacao e analise de escoamentos incompressiveis de fluidos viscoelésticos,
com potenciais impactos positivos nas areas industrial e cientifica. Além disso, a litera-
tura atual é escassa e, muitas vezes, nao permite inferir de forma aprofundada sobre o
comportamento das curvas neutras para o escoamento em tubo, para o fluido modelado
por Oldroyd-B. Diante do exposto, a relevancia deste trabalho se justifica por contribuir
com resultados atuais cientificos em um campo inovador.

Neste contexto, o principal objetivo deste trabalho é analisar a transicao para a tur-
buléncia no escoamento de Hagen-Poiseuille, incompressivel, de um fluido viscoelastico
modelado por Oldroyd-B. Para isso, a investigagao ¢é realizada através da anélise tem-
poral da conveccao de ondas de Tollmien-Schlichting, utilizando a técnica de Teoria de
Estabilidade Linear, gerando curvas de estabilidade neutra para cada conjunto de para-
metros adimensionais do modelo de fluido Oldroyd-B.

O trabalho esté organizado da seguinte forma:

e Capitulo 2: As equagoes governantes de um fluido Newtoniano e nao-Newtoniano
sao apresentadas para escoamentos tridimensionais, incompressiveis e isotérmicos.
A equagao constitutiva do tipo Oldroyd-B é utilizada para representar o comporta-
mento viscoelastico do fluido. Além disso, a deducao das equagoes para as amplitu-
des das perturbacoes é apresentada utilizando a Teoria de Estabilidade Linear. No
final deste capitulo sao apresentados o escoamento base para as duas formulagoes
dos tensores extra-tensao e conformagao, respectivamente.

e Capitulo 3: E descrito o método numérico utilizado para resolver as equacoes go-
vernantes obtidas através da aplicacao da Teoria de Estabilidade Linear.

e Capitulo 4: Os resultados numéricos obtidos sao apresentados utilizando a Teoria
de Estabilidade Linear, como a verificacao da implementagao das equacoes de esta-
bilidade utilizando resultados ja verificados presentes na literatura para o modelo
Oldroyd-B. Além disso, sao apresentadas as curvas neutras para os fluidos modela-
dos por Oldroyd-B e UCM.

e Capitulo 5: As conclusoes do trabalho sao apresentadas juntamente com as pers-
pectivas de continuidade da pesquisa.






CAPITULO

2

Formulacao Matematica

Neste capitulo sao apresentadas as equagoes que modelam fluidos incompressiveis e
isotérmicos para fluidos Newtoniano e nao-Newtoniano. Em particular, a equacao cons-
titutiva apresentada no texto é o modelo Oldroyd-B. Além disso, essas equagbes sao
apresentadas na forma dimensional e adimensional.

2.1 Equacoes Governantes

Para modelar escoamentos de fluidos incompressiveis e isotérmicos sao utilizadas as
equagoes da continuidade e da quantidade de movimento, que sao dadas, respectivamente,
por

V-u=0, (2.1.1)

Ju
onde u é o vetor velocidade, t é o tempo, p é a densidade do fluido e o é o tensor tensao
total, dado por

o=1-—7l, (2.1.3)

onde p é a pressao, I é o tensor identidade e 7 é o tensor simétrico das tensoes. Que por sua
vez, pode ser determinado via modelo constitutivo do fluido. No caso tridimensional, em
12 . T . . ~ .
coordenadas cilindricas, u = [u,, ug, u,|" representa as velocidades nas diregoes r (radial),
0 (azimutal) e z (axial), respectivamente. Além disso, o tensor das tensoes ¢ definido por

7T 7.7"9 Tz
T = 7_07‘ 7_09 ,7_62'
T2 Tz@ 772

2.2 Modelos Newtoniano e Nao-Newtoniano

Os fluidos apresentam diferentes particularidades que estao ligadas as suas proprieda-
des fisicas. Essas caracteristicas estao diretamente relacionadas com o comportamento do
fluido.

O tensor das tensoes simétricas é linearmente proporcional ao tensor taxa de defor-
macao em modelos de fluidos Newtonianos. Isso pode ser expresso como

23
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T = 2n,D, (2.2.1)
onde 7, é a viscosidade dindmica e D é o tensor taxa de deformacao, que é dado por
1 T
D- (Vu + (Vu) ) . (2.2.2)

No caso tridimensional e em coordenadas cilindricas, a equagao (2.2.2)) é escrita como

0 Ouz Our. (l Our u_a) Our
1 1 0u or U u 7'1 ou, 1 %Z Jg Z 00 1 (9urg é?ifg
— T 0 T 0 z T
D_2 (7"69 7") (7"+7’ 9) r_00 + r (7’+r 9) 682
Qur Quyg Ou, Ouz 1 Oue uz
0z z Oz or r 00 0z
ou- 1 Ou, Oug Ug Ou, Ouy
1 2 r 00 r r ) 9z + ar
= = (laur “9+%) 2(&4_1&) 10u; 4 Oug
2 r 00 r or T r 0 r 00 0z
Uy U, ug + 10u. 2 Ouy
0z or 0z r 00 0z

Agora, substituindo a equagao (2.2.1) em (2.1.3)) é possivel calcular o divergente da
equagao da quantidade de movimento dada na equagao (2.1.2)), que é dado por

Vo=V-(r=p)=V-2nD—-pl)=2n,V-D -V

pl =
2% (laur + Oug u_g) Auy duz
a 1 6 a 1 1 du, 22 Oug " agur 83 Oug " I%Zz %7’2149
Lf)r r o0 82} 2 ) (r aeau: rai_z 8r) 2(gu1; +f8292) r 00 aj; 9z +
9 T 2. T 70 2%;
[2 12 9] b
or rof 0z 00 p
- 22 Ou, +12 181@4_%_% _|_g 8ur+6uz
= s or \ Or rof \r 00 or r 0z \ 0z or
2 laur _%4_% +23 &4_1% _|_2 lauz+%
or \r 00 r or rofg \ r r 00 0z \r 00 0z
0 [Ou, Ou, 10 [Oug 10u, d (0Ou, Op 10p Op
[ Bl 97 I It e A o B
8r(8z+8r)+7“89(82+7"89)+8z<6z)] {ar rof 0z
B 282ur N 182% N 1 0%y 1 Jug 0%u, N 0%u,
“ %2 T2z T i agar 200 T 922 | dzor
1 0%u, 1 0uy N 0%uy 2 Ju, N 38%9 N 1 0%u, N 0%y
r20r00 r Or or? r2 00  r?2 002 r0z00 022
0%u, N 0%u, N 1 0%y N i@zuz +282uz ~[op 10p Op
ordz  0r?2  rofoz r? 002 022 or rof 0z|

Além disso, tem-se que

"2 o0 T o2 Toar

V.o 282ur N i@zur N 0 (10ug 1 Ouyg N Pu, 0 [Ou,
T2 T 2002 T ar \r 08 9z )|
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1 GUQ
200

Agora, reescrevendo — = 0 tem-se que
r

1 82U9 g 1 8u§
rordd  Or

1o
rZ 00

1 Oug N 0%u, N 9
r2 00 022 or

E, utilizando a equacao da continuidade, que é dada por

s |2

_aZUT + laZUT + 2 1%
or? r2 002 or \r 00

190(ru,) 10ug  Ou,
cor tras ta: 70
Pode-se escrever que
0 (10(ru,) 1 0%u, 0O*u, 2 Oug
”{E (F ar ) T2 oe T o T
9 (}8(%9)) N l@%g 0%uy 20y,
or \r Or r2 002 022 r2 o0
2 (l(‘?(ruz)) N la%z aZUZ] B {@
or \r or r2 062 0722 or

ou,

)]

10p Gp]

roo 0z

Logo, em coordenadas cilindricas, as equagoes da continuidade ((2.1.1)) e da quantidade

de movimento para um fluido Newtoniano, tornam-se

10(ru,) 10ug Ou,
v ar Troe "o Y
ou, o 8ur+%0uT_u_§+ ou, | @+
ot Ur or r 00 r U oz |  Or
s 0 (1 8( r) N ié??ur 0%u, B Eau@
or \r or r2 002 022 r2 00
Oug |, Quo | UeOus uty  Ougl  10p
ot " or r 00 r 0z | roe
9 (10(rue) 1 Pug 0O%up 2 Ou,
s {5 (; or )*72 0 T2 T2 on
ou, L %+@au2 8u2 __+
at " “ar - o0
2 lﬁ(ruz) L 0%u,
s or \r Or 7“2 892 022 |’

(2.2.3)

(2.2.4)

(2.2.5)

(2.2.6)

Fluidos nao-Newtonianos sao caracterizados pela auséncia de linearidade entre a taxa
de deformacao e a tensao de cisalhamento, o que significa que a viscosidade dinamica nao
é constante. Em vez de apresentar uma relacao linear, a tensao pode ser proporcional
a deformacao elevada a um expoente ou pode ser descrita por meio de uma relagao que

envolve outros fatores além da deformagao.

No contexto do modelo de fluido nao-Newtoniano, para um fluido viscoeléstico, o ten-
sor de tensoes é determinado pela combinacao das contribuic¢oes viscosas (Newtonianas)

e elasticas (ndo-Newtonianas). Ou seja,



2. Formulagao Matemética 26

7=2,D+T, (2.2.7)

onde 7 representa a viscosidade do solvente Newtoniano, D é o tensor taxa de deformagcao
definido em e T é o tensor extra-tensao (snrnetrlco) que representa a contribuicao
nao—Newtomana (pohmerlca), dado por

Trr TTG Tr=
T = Tor 06 oz
Tzr Tz9 Tz%
Por conseguinte, calculando o divergente do tensor tensao total (2.1.3) para um fluido
nao-Newtoniano, tem-se que

Vio=V-(r=p)=V-2nD+T —-pl) =2n,V-D4+V-T -V .pl =

1[0 10 9 or 3.,
P A A | FEE T /TR (N E T
772[87" r 09 &z} G 8%“431 ) gueifa?li) “’%i ’

T@r T99 T@z
T=r T29 Tzz

rr T rz
9 10 o1k, L, Ll 1o 10 9
or rdl 0z

_ |:£ (l@(rur)) n l@Qur n 0%, _ 26’&9
“lor \r Or r2 002 022 r?2 00
9 (10(rup) 1 vy O%up 2 Ou,
E(_ ) r2 002 022 r? 00
9 (18(7“%)) 1 2u, N GQuZ] N
or \r Or r2 002 072

r Or

([LO0TT) roT or T L a(T) 19T or 1T
r o or r 00 0z r o r: Or r 00 0z r

10¢T™) 1 8T92+8TZZ] {ap 19p @]

o or r 00 0z or 1ol 0z

Portanto, em coordenadas cilindricas as equagoes da continuidade (2.1.1]) e da quan-
tidade de movimento (2.1.2)) para um fluido ndo-Newtoniano, tornam-se

l@(rur) n laue N ou,
r Or r 00 0z

=0, (2.2.8)

aur_|_ %_’_@aur_u_g+ % —_@_{_
P ot ur@ r 00 T uZ@z - Or

[ 0 (1 8(7’u7«)) N lé??ur N Pu, 2 auﬂ

r2 062 022 r2 00
Lo(rT™) 19T 9T T

r or +;89+8z_r’

or \r Or 200

(2.2.9)
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rod

1 0%up O?up 2 Ou,
) I = ae}

1 o(r*1r%) 101% o1

or T o0 Ty Y| T

o3 (75

[81@ Oug U9 Oug U 3ue] 10p

2T i "o (22.10)
auz+u%+%%+uauz —_@4_
ot " or r 00 0z | 0z
N 2 lﬁ(ruz) n i@zuz N 0%u, N
s ar \r Or r2 002 022
18(T’TTZ) 107% OT#
7“ or +; 20 + B (2.2.11)

2.3 Modelo Oldroyd-B

No presente trabalho, utiliza-se a equagao constitutiva do modelo Oldroyd-B [3], que
é uma equacao reologica usada para descrever o comportamento fisico de um fluido, e é
caracterizada por

v
T + A\ T= 2n,D, (2.3.1)
em que 1), ¢ o coeficiente de viscosidade polimérica, A é o tempo de relaxagao do fluido e

Y
T ¢é a derivada convectiva, dada pela seguinte expressao:

v DT
T=—--T- (Vu)! — (Vu) - T, (2.3.2)
onde é a derivada material de T, que por sua vez, pode ser expressa por
DT 0T
- - _ = - (uT). 2.3.
D T + V- (uT) (2.3.3)
Assim, substituindo (2.3.2)), (2.3.3) em ([2.3.1]) tem-se
DT
DT
T+ A [E+V (uT) — T - (Vu)" — (Vu) -T] = 2n,D.

As equagoes dos tensores nao-Newtonianos para o modelo Oldroyd-B sao obtidas apds
algumas manipulacoes algébricas, e sao dadas por

rr o1 a(uTTrr) 1 a<u9TTT) a<u2TrT) 2 0 rr 6u7’
g +)\[8t R e R N R
2 0 % 8”7"

Up
__TTG_ . 2Trz — o —T
r 00 0z LaPr
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or™?  O(u, T  10(ugT™) O(u,T7%) 1 2
76 r - Z - rr 2 00
g +/\[ ot * or +r 00 o 0z +TUGT rueT *
Ol o (10ug w, Ou, L Oug T Ou, 9. Ou |
T (FW+7+ ar)—T 9 v o6 L ooz T
B 10u, wug Oug
”p<; a0 a_> (2:3.5)
- ar~=  O(u, )  10(ugT™)  O(w,T™) 2 . O
T +>\[8t+ I TR P L
_prol s e (Ous Oup  p 10U Oun |
Tr@@ g 32+8r Tr@@ T@z B
ou, Ou,
- (82 + B ) , (2.3.6)
or’  o(u,T?)  10(ueT?) O(u,T?) 2 Ouy
00 r - z “ rd rd ~ 0
A ot * ar +7“ 00 * 0z +7’u9T 2 or *
10ug wu ou
om0 [ LOUG  Ur\ 5z 0U6 |
21 (r 00 7’) = 8z]
B 10ug wu,
0z 0z 0z 0z
T@z+)\ oT + a(uTT ) la(ueT )_|_ a(uzT )+1U9TTZ—TGT%+
ot r 0z or
B 9918uz 18u@ 8u2 & . Ouyg ZZ(?UG B
g r 00 r 80 r - Or -1 0z
. 181@ 8u9
= (;Wﬁtg), (2.3.8)
- or#  O(u,T#) 10(ugT?)  O(u,T%) ., Ou,
g +A{ o T T o et
B (,Zlauz _ L ou| %
2T 50 2T 5 | = 21, 5 (2.3.9)

2.4 Adimensionalizacao

Na dinamica dos fluidos computacional é comum utilizar formas adimensionais das
equacgoes de conservagao para demonstrar os efeitos fisicos, formular modelos independen-
tes do sistema de unidades, limitar os valores das varidveis e parametros e, principalmente,
obter situagoes geometricamente similares [6]. Nesse tratamento, surgem constantes adi-
mensionais conhecidas na literatura, como o nimero de Reynolds, o nimero de Weissen-
berg, a constante 3, entre outros.

As variaveis adimensionais (com o sobrescrito *) sdo definidas em termos dos parame-
tros adotados: o comprimento L, a velocidade U e a densidade p, entao
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r*:%, 0=0", z*:%, u*—%, V*:%, *:%,
tU P . T

Quando sao aplicadas as mudancas de variaveis (2.4.1) nas equagoes governantes,
surgem os numeros adimensionais, como sao mostrados a seguir

e Numero de Reynolds (Re) : Representa a razao entre as forgas inerciais e as forgas
viscosas do escoamento [6] e é definido por

Rre =YL (2.4.2)
o

onde 7y é a viscosidade dinamica total do fluido, dada por 7y = 75 + 1,, sendo que
ns ¢ a viscosidade do solvente e 7, a viscosidade do polimero.

e Nuamero de Weissenberg (Wi) : Para um fluido viscoelastico, é a razdo entre uma
escala de tempo caracteristica do fluido e uma escala de tempo do escoamento [20)]

W

Wi . 2.4.3
i=5 (243)

e Contanste 5 : A constante $ € (0,1) é uma quantidade que controla a contribuigao
do solvente Newtoniano, dada por

iy 9.4.4
5 " (2.4.4)

A obtencao das equagoes de conservacao e dos tensores nao-Newtonianos em sua forma
adimensional ¢ alcangada por meio da substituicao das variaveis adimensionais [2.4.1

Para obter a equacao da continuidade em sua forma adimensional, tem-se as seguintes
manipulacoes:

10(ru,) 10ug Ou,
For Troe tTor T
1 8(LrUu)+ 1 9(Uv") G(Uw):o:>
(Lr*) O(Lr*) (Lr*) 00~ 0(Lz¥)
U (l d(r*u*) 1 ov* Bw*) _0

L\r Or +F@0*+8z*

Como L é o comprimento do tubo, entao, L # 0. Além disso, U é a velocidade
no interior do tubo, logo, U # 0. Portanto, tem-se que % # 0. Assim, a equagao da
continuidade pode ser escrita como

1 o(r*u*) 1 0v"  Ow
— + =t
r*  or* reo0* = 0z*

Agora, para obter a equacao de quantidade de movimento na direcao radial, em sua

forma adimensional, realiza-se as seguintes manipulagoes:

= 0. (2.4.5)
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o e T ee Ty Ter ] T Tar T

N 2 la(rur) N i@zuT N 0%u, 2 Ouy
s or \r Or

) {8% ou,.  ugOu, uf 8ur] Op

r2 062 022 r2 90
JLowTy vor™ ore 1%
r Or r 00 0z r’

I(Uu*) N I(Uu*Uu*) N L oUvUu)  (Uv*)? N I Uw*Uu*) A(pU?p*)
O(Et) O(Lr*) (Lr*)  06* (Lr*) O(Lz*) O(Lr*)
9, 1 O(Lr*Uu®) 1 PUuw)  PUu) 2 0Uv)
NG {a(w) ((m) a(Lr) ) L) 0@ oL (Lr)? o6 }
N 1 G(Lr*pUZT*)” N 1 a(pUQT*>0r N a(pU2T*)zr B (pUQT*)%
(Lr~) o(Lr*) (Lr~) 00* O(Lz*) (Lr~)

. L . 2
Por conseguinte, dividindo ambos os lados da equacao pelo termo %, tem-se

ou*  Ouu*) 190(wwu*) (v*)?  Ow )  Op*
o T o e e e o o
L 0 (10(ru") N 1 82(u*)+82(u*)_ 2 9(vY)
pUL | Or* \r* Or* (r )2 0(0%)2  0(z*)2  (r*)? 00*

1 8(T*T*rr> 1 8T*0r aT*zr T*90

r*  Or* +7“* 00* + oz* re

Note que resta apenas o termo /%' Neste contexto, procede-se com manipulagoes
algébricas a fim de reescrevé-lo em termos dos parametros adimensionais Re e . Logo,

tem-se que

s _Mo—T _ M M _ L mp 1 mpmo
pUL pUL pUL pUL Re pUL Re nypUL

_ e L (e meme N L (L LB
Re nopU L Re nopUL  nopUL Re Re’

Observe que a notagao (*) nas variaveis adimensionais é omitida por simplicidade, uma
vez que as constantes adimensionais indicam que a equacao esta em sua forma adimen-
sional. Assim, a equagao de quantidade de movimento na diregao radial (r) em sua forma
adimensional é expressa por

ou ou vou v ou Op

a T or Tree T Ve T Tor
6] [8 (1 8(Tu)) 10%u 0% 2 0v
+ + <o T+

Re |0r

r Or r200%2 022 1200

1orT™ 107T%" 0T T%
— _— 2.4.
r Or + r 00 + 0z r (2.4.6)

De maneira analoga, ¢ obtida a equacao de quantidade de movimento na direcao
azimutal () e na dire¢do axial (z), nas formas adimensionais, respectivamente
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ov  Ov wvov_ ww Ov_ 10p
ot uar r 00 r waz_ r 00
B0 (10Gv)\ 10 &  20u]
Re r2002  0z2 r200
19(r*T®)  197%  OT*
+ﬁ or +; o0 + E (2.4.7)

r Or

or

ow ow vow 8w_ @

o Yoy Tree TV, T o
B {8 (1 8(rw)) 1 0%w 8%}}
— + + +

Re |or \r or r2 002 ' 922
10(rT™)  10T% 0T
e s TR (2.4.8)

Agora, para adimensionalizar as equagoes dos tensores nao-Newtonianos, realiza-se as

seguintes manipulagoes:

ar™  O(uw,I)  10(upT™)  O(u,T™) 2 0 ou,
A - — ST — 2T "
+)\{8t T v e T e W ar
2, 0ug ou, ou,
__TTG_ _oTrr " — 9
r 00 0z } Larm

a(pU2T*rr) a(pU2 UU*T*TT) 1 8(pU2Uv*T*”’)
= pUT™ + \
pu [ oy T awrm @ e

a(pU2w*T*TT) 2 2 * kTl *rr Qa(UU*) 2 *70 2aUU*
a(L=) 7 L T 7 B 7 T
o(Uu*) o(Uu*)
_2T*rz 2 =9 .
v a(Lz*)} LETTS

Logo, dividindo ambos os lados da equacao pelo termo pU?, tem-se
ou*

A T T 1 T *ErT 2
_U a a<u ) + _*8(11 ) + 8(U) ) . _*U*T*TG o 4

T
T o o T o 0 . o
2 ov* ou* n, Ou*
__T*T'H_ _ QT*TZ — 2 y4 ]
r* 00~ 0z* ] pUL Or*

Note que resta apenas o termo —2-. Neste contexto, procede-se com manipulacoes
pUL )

algébricas a fim de reescrevé-lo em termos dos parametros adimensionais Re, Wi e .

Logo, tem-se que

1 S S
M Mo —Ns _ %(770_773) _ 1—% _ 1—% _ 1-p
pUL pUL niOpUL nopU L P;]—OL Re
Substituindo na equacao anterior , obtém-se a equacao do tensor T"" adimensionali-
zada:
o1’ or™ wvdl™ or™ 2w
Trr Wi e o _TT‘9
WS T e Tree e T T
ou 2, _.,0v ou (1—75)0u
T — — ST 2T | =2 —. 2.4.9
ar r 00 0z Re Or ( )
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De maneira analoga, as equacoes dos tensores 77, T7%, T% T% e T% sao obtidas,
nas formas adimensionais, respectivamente

or~ — ar? worr? or™) w 20
ro : e Yrr 09
T —|—Wz{ 5 +u o +r 2 +w ER +rT T
o OV o (10v uw  Ou Oov T% Qu 9. Ow|
- or -1 (7"89+ +87">_T &_T%_T 82]_
(1-05) (10u v Ov
= — 2.4.1
Re r8(9+ +82 ’ ( 0)
. o1 or~ voI"™ orr=  2v_,, o Ow
T +WZ[ ot +u8r +7’ 00 +w02 rT -1 (’97’+
10w ow Ju 10u ou
70 rz [ 2 0z 2z 7 7|
e T (8z+8r> a1 82}
(1—-08) (Ou Ow
= T/ =4 2.4.11
Re 8z+ or )’ ( )
oT? oT  vor1? or?” 2 ov
00 . v SV e rd 7"
P Wi ot +u8r +r 00 +w62+rT 2T 8r+
10v  u ov
_ 00 ( — ¥~ ) 02" _
21 (7“89 7“) = 8,2]
(1-05) (10v w
=2 - 4+ - 2.4.12
Re r89+7" ’ ( )
o1 oT% v oT?% oT% v ow
0z . - Yz e
T +Wz{ BT +u 5 +r 70 +w Ep +rT T 8r+
10w 10v OJw wu v ov
06 Oz [ — 77 Tz _ |
- r oo - (T60+82+ ) g ar g 82]
(1-=p) (10v Ov
= — 2.4.1
Re r89+8z ’ ( 3)
. o1 oT** vdT* oT* L ow
T ‘f‘WZ[ ot +u or +; 90 +w 92 — 2T &‘i‘
1 0w ow (1—-0) 0w
—2T% = 2T =2 —. 2.4.14
r o0 82} Re 0z ( )

As equagoes (2.4.5) — (2.4.8) e (2.4.9) — (2.4.14) modelam um escoamento tridimen-
sional, incompressivel e isotérmico, para um fluido viscoelastico do modelo Oldroyd-B.

2.5 Teoria de Estabilidade Linear

Nesta secao, ¢ discutida uma abordagem para investigar a estabilidade linear de escoa-

mentos de fluidos viscoelésticos, por meio da utilizagao da equagao constitutiva Oldroyd-
B.
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A analise de estabilidade linear realizada neste trabalho levou em consideracao que o
escoamento base ¢ axissimétrico e paralelo na dire¢ao z, ou seja,

~

u=0, v=0, w=W(r), p=P(z), T=T(r).

Dado que o escoamento instantaneo pode ser dividido em um escoamento principal
(base) e um escoamento perturbado, as variaveis dependentes podem ser decompostas da

seguinte maneira [11]

(2.5.1)

A partir da substituicao dessas variaveis decompostas nas equagoes de Navier-Stokes e
dos tensores nao-Newtonianos, podem ser obtidas as equagdes para as perturbagoes [21].
E importante ressaltar que, de acordo com a hipotese estabelecida, o escoamento principal
(base) é uma solugao das equagoes de Navier-Stokes, o que significa que as perturbagoes

também devem atender a esse sistema de equagoes.

Continuidade:
18(7”u) +1@+a_w—():>
r Or rod 0z
OV ()l 0,2,1)

10(ra(r,0,z,t))  10(v(r, 6, z,t))
S R e
1O(ru(r,0,2,t)) 10(0(r,0,2,t))  OW(r) O(w(r0,z21t))
Ty e v e e 8V
=0
Portanto,
1otra) 198 00 _ (2.5.2)

r Or rof 9z
Equagao da quantidade de movimento na diregao radial (r):

u, Ou wou o ou_ 0p

ot 'or Troe v T8z T or

B0 (1ot 10% O 20v

Re r Or r200% 022 r200
+1 orT™ . 107" N or= 1%
r or r 00 0z r

Substituindo as variaveis (2.5.1) nessa equacgao, tem-se

or
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d(a(r,0,z,t)) d(u(r,0,z,t)) N
i ot i i or ,
+v(r,9,z,t) a(a(r,0,z,t)) (0(r,0,z,1)) N

r 06 r
o(u(r, 0, z,t)) O(P(r,0) +p(r,0,z,1)) N

+a(r,0,z,t)

+(W(r) +w(r,0, Z’t))T = — o
B {8 (la(rﬁ(r,e,z,t))) N 1 (a(r, 0, 2,t)) N

+E r or r2 062
+82(ﬁ<r,9,z,t)) _209(0(r,0,2,t))
072 r2 00
1O T (r) + T (r, 0, 2,t)) 19T (r) + T (r,0, 1))
- + =~ +
r A or ) r A 06 )
T (r) + T (r,0,2,1))  (T%(r) +T"(r,0,2,1))

0z r

Apos manipulagoes algébricas, separando em escoamento base e escoamento pertur-

r

+

bado, tem-se

ou(r,0,z,t) . ou(r,0,z,t) 1._ ou(r,0,z,t)  (o(r,0,z,t))?
T+u(r,0,z,t)T+;v(r,@,z,t) 50 — . +
1. ou(r,0,z,t) ou(r,0,z,t) _ ou(r,0,z,t)  OP 0p(r,0,z2,t)
R e L T
B 10 (10(ru(r,0,21)) N 1 9%a(r, 0, 2,t) N u(r,0,z,t) 2 00(r,0,z2,1)
Re |Or \r or r2 00? 022 r2 00
N lﬁrf”’”(r) N EGTT’"’"(T, 6, z,1) N EGTHT(T) N 187;9’”(7’, 0,z,t) N 8T”(T)+
r or r or r 89~ r 00 ) 0z
oT* (r,0,z,t)  TP(r) T%(r,0,z1t)
+ - - .
0z r r

Sendo o escoamento base uma solugao das equagoes de Navier-Stokes, a equagao acima
pode ser reescrita da seguinte forma:
on _ou 1_0u ©* ou  _ou op

Ve — — + Wt = -+

o Yo T T Ve e T o
N (2 (15’(“1)) L 1% &u E@) N
or \r Or r2002  0z2  r200
1orT™ 19T 9T T%
+; or + r 00 + 0z r

Logo, a equacao da quantidade de movimento em r perturbada é dada por

U—+ -V tw —@
or r 060 0z or
LB (o (1ow) 10 &a  200Y
Re \Or \r Or r200%2  0z2 1200
1 /f'rr 1 TG?‘ Tzr T&H
or 0 0 (2.5.3)

+; or +;89+8z r

ou ou {172 _du 1 _0u ~@}
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Equagao da quantidade de movimento na diregao azimutal (0):

v Jv vov wv ov 10p

EJFUEJFMG r““E_ r 00
Re |or \r Or r200% 022  r200
_|_i a(,,,2T7"9> N laT% N aTzO
2 Or r 00 0z
Substituindo as variaveis nessa equacgao, tem-se

o(v(r, 8, z,t)) o(v(r, 8, z,t))

o(r,0,z,t) 0(0(r,0,2,t))  a(r,0,z,t)o(r,0, z,1t)
+ - +
r 00 r
- o(r,0,2,t))  19(P(r,0) +p(r.0,21))
HW () + a0, 2,0 200020 .
B0 (100500.2.0)\ | 1 (0(r.0.2.0)
+Re [(97" (T or * 72 06? *
L OP000.2,1) _ 2 0(i(r,6.2,1)
0722 r? 00
1O(r2(T(r) +T7(r, 0, 2,t))  10(T%(r) +T%(r,0,z,1))
— = +
r? or r A 00 )
T +T(r,0,2,1))
+ .
0z

Apo6s manipulagoes algébricas, separando em escoamento base e escoamento pertur-
bado, tem-se

O(5(r,0, 2.1)) Aol 0,2.1))
ot or
o(r,0,2z,t) 0(v(r, 0, z,t))  u(r,0,z,t)o(r,0, z,t)
+ - +
r ol r
5 d(o(r,0,z,t))  10P 10(p(r,0,z1t))
B Py A S
B0 (100or.0.50) , 1 0E(r,0.2.0)
" Re [87’ (7’ or TET e T
LOE00.2,1)) 2 G, 0,2,1)
0722 r2 ol
1O(2(T7(r)) | 1A (T7(r,0, 2, 1)) N
r? or r? or
1O(T(r)) 1 9(T%(r,0,2,1))
T TFT
+3(TZ9(T)) N o(T*(r,0,2,1))
0z 0z

Sendo o escoamento base uma solugao das equagoes de Navier-Stokes, a equagao acima
pode ser reescrita da seguinte forma:

+a(r,0,z,t)

A(v(r, 0, z,t))

W
* 0z
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o6 _Ov 00V av ov  _ov 19p
o "arTrae T 7 P VWar Ve T Trae
£{2<13m>+_£+f 28@1_’_
Re |Or \r Or r2002  0z2 r200
1 or2T®  107% 9T+
e e o

Logo, a equacao da quantidade de movimento em 6 perturbada é dada por

@_’_W@+ {a@_l_?@_@_f_w@} :_l@_f_
ot 0z or 1708 r 0z r 00
LB P (1@) +l@+@_3@}
Re |Or \\r Or r200%2 022 r200

N 1 or27T"? N 197 N o7
r2  or r 00 0z

(2.5.4)

Equagao da quantidade de movimento na diregao axial (2):

ow  Ow_ vow  Ow_ 0Op
aor o8 waz_ az

ot
or \r Or r2 892 8,22
19(T) | 197 9T
r Or r 00 0z

Substituindo as variaveis (2.5.1) nessa equagao, tem-se

(W (r) + @(r,0, z,t))
_i_@(r,i,z,t) (W (r) +8tz(r,0,z,t)6))t+ (W) + (.6, 2.8)
:_GP(T,G)—gf(r,@,z,t) B [aar (187"( (r )—I—w r,0,2,1)) )+
+r_1282(W(r) —g;g(r,@,z,t)) AU )+w r.0,2,1)) ]
1O(rT"*(r) + T (r,0, 2,1)) LO(T*(r )+T‘)Z(r 0,2,1) )
' " ' +a(:iW( )—i—;’;z(r?é’,z,t)).

oW (r) +w(r,0,z,1)) n
or
oW (r )—I—w(r 0,2,t))

u(r, 0, z,t)

+

Apo6s manipulagoes algébricas, separando em escoamento base e escoamento pertur-
bado, tem-se
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oW (r) ow(r,0,z,1t)) ou(r,0,z,t) _ ow(r,0,z,t))
8t + at +W 87“ +U(T,9,Z,t)T+
o(r, 0, z,t) OW (r)  o(r,0,z,t) 0w(r,0, z,t) W (r) ow(r,0,z,t)
T T T o W TV
ow(r,0,z,t)  _ ow(r,0,z,t)  OP  0p(r,0,z2,t)
- 0z T8, 21) Dz 0z Dz N

+£ [2 (lﬁrW(r)) N o (187“11}(7’,9,,2,75)) N 1PW(r) N 1 9%(r, 0, 2,t) N
Re|or \r Or or \r or 2062 72 062
+82W(r) . 82117(7“,9,2,0] 1 arT(r) 1 T (r,0, 2, t) N
022 022 r  Or r or
19T%(r) 1 T (r,0, 2, 1) . T (r) . T (r,0, 2, 1)
a0 r o0 Dz 0z '

Sendo o escoamento base uma solugao das equagoes de Navier-Stokes, a equagao acima
pode ser reescrita da seguinte forma:

a i T T e T e T e TRelar b or

N 1 0% . 2w 197" N 197% N oT#
r2 002 = 022 r Or r 00 0z

Logo, a equacao da quantidade de movimento em z perturbada é dada por

ow 0w oW _Ow i o p ﬁla(mm)

E—FWE—FWE—F UW—F;%—FM% ——&‘i‘

(2 () 170 oy
Re\Or \r Or r2 002 022
+18TTZ N lajvﬁz N aTzz
r Or r 00 0z
Os termos entre colchetes das equagoes (2.5.3), (2.5.4) e (2.5.5) sdo os termos nao

lineares. E, segundo Schlichting [24] como as amplitudes das perturbagées sdo pequenas,

pode-se desprezar os termos nao lineares dessas equagoes. Portanto, o sistema simplificado
é dado por

ow ou ow [J?zb 0 0w ~0QZJ}_ op

(2.5.5)

1 8(7’@) 100 Ow B
; or + ;% + 5 =0, (2.5.6)

or

Re " or 2or T 92 12o0

ot ou _ op B [0 (10(rd) 1 0% 0% 200
8t+W82__8r+Re( ( *
1 orT 191 o™ 1%

or Trae Tas T @80
o6 0v  19p B [0 (lord\ 1% % 20
a”%*w*&(a(zw) 2oe o2 2oe
1 or2T 107" 9T
o Trae Ta (398
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0w o1 ow  dp B (0 (1orw 1 0’w  O*w
o W W T et (5@7;)ﬂww+5?‘F

ot or 0z 9z ' Re
+18T7"z N EGTHZ N 6TZZ
r Or r 00 0z

(2.5.9)

Equacao do tensor nao-Newtoniano 7"":

- lorr or™ v oT™ ar'™  2v,_ .,
T +Wz[ 5 +u o +; 50 +w 7 —7T +
ou 2, ,0v ou (1—75)0u
—oTr— S o | =2 —.
or r 00 0z Re Or

Substituindo as variaveis na equacao do tensor nao-Newtoniano - tem-se

8(T” + T”"(r, 6,z,t)) N

8(T” + T”(r, 0,z,t)) N

(T + T (r,0, 2,t)) + Wi l a(r, 0, z,t)

ot or
o(r, 0, 2,t) (T + T (r,0, z,t)) N AT + T (r,0,z,1))
+ . 50 + (W(r) +w(r,0,z,t)) P +
PO ED 10 4 01,2, 1)) 2T 77,0, 2,0 PUEL T
T T
250 e Qo(r, 0, 2,1) e s ou(r,0,z,t)]
r<T +T (r,@,z,t))—ae 2= +T (r,@,z,t))—az =
_ 2(1 - B) 3&(7", 97 Z7t)
N Re or '

Apo6s manipulagoes algébricas, separando em escoamento base e escoamento pertur-

bado, tem-se

or or 9T 9T w9l oI o1

j—vrr TT’?" . e e it
W e T T T e T e TV e
orr ol 9T 2% 20 - . O ot
~ ~ TTH Tr@ Y Kides 2T7"7’
W 0z T 0z T 0z 7“( ) - ( ) or 8r+
o0V 8u ol (1—-p)0u
_ “rh TZ Tz — et
T 90 - 2T 0z -2 0z 2 Re Or’

Sabendo que o escoamento base é solucao das equagoes de Navier-Stokes, a equagao
T perturbada é dada por

. or 9T p oI oT'" oT"" 20 au
Trr . ~ e ~ TTG 2Trr
+WZ< o o tras TV T or
v oun [_oT™ ©oT™ or™ 20 ~ O
__T’I"G 2T7"Z_ e ~ o _TTG 2T7“r
90 o: " ar Trae Ve T o

2,00 - 9]\ .(1-p)da
—oT0oy — 2T aZD_z o, (25.10)



2. Formulagao Matematica 39

Equacao do tensor nao-Newtoniano 77:

or — or o1 9T W 2v
0 . e Yrr 00
g +W%[m T e T T T
ov 10v uw OJu ov T% ou ow
22 TTG ) e TGZ_ —
or ( et 0r) 9: - o0 @z}
_(1=p8) (10u v Ov
" Re r 00 + r + 0z )"

Substituindo as variaveis na equagao do tensor nao-Newtoniano (2.4.10)), tem-se

8(TT9 + T”’(r, 6,z,1))

ot

o(r,0,2,t) 0T + T (r, 0, 2, 1))
+

r 00

o(r, 0, z,t

+v(7’, , 2, t)

r

AT +T7(r,0,2,1))
_I._
or
AT +Tm(r,0,2,1))
+
0z

(T +T%(r,0,2,1)) +

(Tre—i—’frg(r,@,z,t))qLWi{ u(r, 0, z,t)

+ (W (r) +w(r,0,z,1t))

(77 777 (1,0, 2, 1)) — 220200 2:0)
-
0((r,0,2,t) (T +T"(r,0,2,)) 0(i(r,0, 2,1))
= +
or r 00

—@”+T”0ﬁw¢»%£%ﬁﬁ—ﬁﬂeMﬁ%ﬂﬁ%i%w)+

A(o(r,0,z,t))  (T% +T%(r,0,z,1t) 0(u(r,0, z,t))
0z a r 00
0z 70z 8(W(T) —i—UN)(T,Q,Z’t))
—(T +T%(r,0,z,t)) 5 ]
(=) (10(u(r,0,2,t))  o(r,0,z,t)  O0(r0,z1))
"~ Re (; o0 N T N 0z )

—(T” + T”(r,@,z,t})

—(TA” + T”(r,@,z,t))

Apo6s manipulagoes algébricas, separando em escoamento base e escoamento pertur-
bado, tem-se

o [ O I et oo
+Wa§j + Wagj + wagj + u?agj — gT — gT 2TUT99 Q:T“’ +
~ o R
1— 10 0 Ov
- Reﬁ) (r@g+;+a_lz}>'

Sabendo que o escoamento base é solucao das equacoes de Navier-Stokes, a equacao
T perturbada é dada por
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T + Wz'(agj - aag@ - gag;‘" + Wagj + wa@f; — gT — ?Tw +
B w% B gaaLZ B gjweN_ TT@%j ng B TT%% B Treaa_‘i/

0-p) (10i v o0
Re r 00 + r + 0z ) (2.5.11)

Equacao do tensor nao-Newtoniano 77%:

. |01 or-~= vl orr=  2v,_,, o Ow
L T L R R
10w ow Ou 10u ou
_qrd = gz [ T et bz " pzz —
T (8z+8r> a1 82}
-9 (o, w
 Re 0z Or )’

Substituindo as variaveis (2.5.1]) na equagao do tensor ndo-Newtoniano (2.4.11)), tem-se

O + T(r,6,2,1)) O™ +T™(r6,21))

(T + 1T (r,0,2,t)) +Wz[ 5 +a(r,0,z,t) o
LB O T 200) | AT T ,0)
r 00 0z
_2?)(7“,9,2,25) (T@z + TGZ(T,Q,Z,t)) . (Trr + TM(T,Q,Z,t))a(W(T) +$U(T70727t)) +
r r
(@ 1,0, 2,0 OO D)
T
e
z
o(a(r, 8, z,t)) N0s s Lo(a(r,0,z,t))
+T (T*+T (r,@,z,t));T
(@ 70,2, 22 Z’t))} _

(1—-75) fo(u(r,0,z,t))  OW(r)+w(rb,zt))
" Re ( 0z * or ) '
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Apoés manipulacoes algébricas, separando em escoamento base e escoamento pertur-
bado, tem-se
or= 9T™e 9T _9T™F ©dl"F v Il

S B T T P I R TR

o1 o1 o1 oT™ 20 20 oW
~ UN} (S ™0z . —UT TTT ( )+

W 0z +W62 T 0z + 0z rT T or
aW( ) w@_ﬁ) B frra_w CTTOW(r) TTOW(r) T 9w N
or or or r 00 r 00 r 00
TTO ow Tz aW( ) rzaW( ) rZ ow Tz ow Arzau
_r%_T 0z -7 0z -7 az_T E_T E+
- 0u TGZ oun T 0u Lou - 0u
B ST 7%_T o L %}_

(1-p) (o OW(r) Ow
—T(a+7+§)~

Sabendo que o escoamento base é solugao das equagoes de Navier-Stokes, a equagao
T"* perturbada é dada por

(0T 9T  IT"™ or"= 9T 20 -,
g +W’< o TV Trae "W T !

LW 0w TUOW TU00 , OW L 0w Amaa
-1 or o r 00 r 00 r c?z TNa_z_T ~8_r+
—T’”Z@ T_ez@ _T228ﬁ+ _o0T™ N ﬁaT” N _o0T"™* N

or 1 00 a: |“Tar Tr a0 TV oz
2050, 00 s 00 s 0w 50U T% 9 B
rT - T or - T (96’_T 3Z_T or r Oz n

_ _(1};65) (% + OVgﬁr) + %) . (25.12)

Equacao do tensor nao-Newtoniano 7%:

o1 oT% o1 o1 2v ov
00 . - 6 6
7 + Wi 5 +u o +r 20 + w 9 T - 2T I
10v w ov
_oqoe (29U U 5709V
2T (r 50 r) 2T Qz}

A =p) (10v  wu
= he (;%W)-

Substituindo as variaveis (2.5.1))na equagao do tensor ndo-Newtoniano (2.4.12)), tem-se
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(T +T%(r,0, 2,1))

(T +T%(r. 0, 2,t)) N

700 | 700 : .
(T +T%(r,0,2,t)) + Wi T u(r, 0, z,t) 5
~ 700 | 700 100 | 700
+U(r,9,z,t) T +T%(r,0,21)) W) +7I)(7“,9,z,t))a(T +T%(r,0,2,1t))
r 00 0z
f 2020 (oo oy g2 1)) — 2170 4 T, 6, , t))—av(r’;’ b
r r
< N 100(r,0,2,t) au(r,0,z1)
o 00 06 - y Uy < . y Uy <
27+ T.0.2,0) (200 20
(7" +T"Z(r,e,z,t))—a”(“e’Z’ﬂ -
0z
B 2(1 —B) lﬁﬁ(r,e,z,t) N u(r, 0, z,t)
7 Re r a0 r '

Apo6s manipulagoes algébricas, separando em escoamento base e escoamento pertur-
bado, tem-se

. 5 aT% 9T  _91% 9T  HoT oI o1
T99 TQ@ W ~ ~ e e W—
A s T T T T e T T e T

o1 o1 o1 21} . 20 o0 - 00 2..,00
~ ~ TTG‘ _TT'Q T'r@ . -
W 0z T 0z T 0z or or r 09

_2_UT99 T%@v 2uT _2T9267J 2T9Z81)} _ 2(1 - B) (1 v N u>

r r 09 r 0z 0z Re r 00

Sabendo que o escoamento base é solucao das equacoes de Navier-Stokes, a equacgao
T% perturbada ¢ dada por

. T’ a1  Ho1" T aT% 20 - oL
00 . ~ v ~ rro rf ="

T —|—Wz< BT +u 5 +r 50 +W6z + W P T 2T 8r+
220000 20 - 92 6T99 L ore  _9T® 2., - ,00

rT 060 r ST r 00 tw 0z + T —2r or *

81} 2 - v (1-p8) (100 @
_ 2000 _ 2ipe0 _ g0 =2 -). (251
80 82}) Re (7" 06 * ) (25.13)

Equacao do tensor nao-Newtoniano 7%%:

o1 oT% v oT? or’* v ow
0z : e Yrprz e 7
r +WZ[ ot tu or +r 00 tw 0z +rT r or
1 0w 10v Jw wu ov ov

00 Tz ez |
T (ae T ) o Taz]
(1-5) (1ov n v

" Re rof " 0z)°

Substituindo as variaveis (2.5.1)) na equagao do tensor nao-Newtoniano (2.4.13), tem-se
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D1 + T%(r,6,2,1)) T +T(r0,2,1))

0z 702z . ~
(T +T7(r,0,2,t)) + Wi T a(r, 0, z,t) 5
~ 0z 7602 0z 02
LB P T 200) | (T T 0,)
T 00 0z
+—U(r’ .21) (T +T7(r,0, 2,t)) — (T” + T (r,0, 2, t))ﬁ(W(r) +8w(r’ ,2,8)) +
r r
LO(W(r) 4+ w(r,0, z,t)) 10(0(r, 0, 2,t))
00 700 kg 0z 02
—(T% 4T (TGZt))r 50 — (T% +T%(r,0, 2, 1)) v
_’_6<W(T) +8U;(T> 97 th)) + u(rr? iﬁ Zat)) . (Trz + TTZ(T7 0’ Z7t))a(v(r’89r’ Zat)) +

—(TZZ+TZZ(T,9,Z,t))a(ﬁ(T’8i’ th)):| _ (1566) (%a(ﬁ(ré% th)) + a<7~}<rvai7 Z7t))) ‘

Apo6s manipulagoes algébricas, separando em escoamento base e escoamento pertur-
bado, tem-se

T o1 N o1 N aaTﬂz N aafez v0T% o1 o1

o o or o g Trae Ve T
T _9T% 9T b V. g OW g OW por 00
W 0z T 0z T 0z +;T +;T -7 W_T Or -7 87“
00 _TPOW _TUOW 100 _TV00 00 _T%00 .00
or r 00 r 00 r 00 r 00 r 00 r 00 0z
OW ., 00w =, 0W o~y U ~p, U ov o ... 0v  ~__ 00
0z~ om0z bz mfz bz T2z rz gz ez |
T@zTazTazTrTrTarTﬁrTazTaz}
(1-75) 181}+@
" Re rod  0z)

Sabendo que o escoamento base é solucao das equacoes de Navier-Stokes, a equacao
T% perturbada é dada por

T% + Wi(agfz - aagfz - gaggz - Wagjz - wagjz - gT — TGT%—VX +
700 L 0z 9 ~ ~ ~
T”§Z { a§fz + %‘fﬁz +wa§f T
) U (0, 0) oy

Equacao do tensor nao-Newtoniano 77%*:

- |or** oT#*# v IdT? oT#) ., Ow
T —i—Wz[ o T U e F w2
1 0w ow (1—-06) 0w
Hz z2Zz _ _
-2 r 00 -2 az} =2 Re 0z
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Substituindo as variaveis na equacao do tensor nao-Newtoniano (2.4.14)), tem-se

AT+ T(r,0,2,1)) | T +T(r,0,2,1))

(T + T*(r,0, 2,t)) + Wi = a0, 2 1) -
5 (T +T%(r,0,2,1)) 3 AT + T%(r, 0, 2,1)
+7’ o0 + (W (r)+w(r,0,2,1)) o n
o7+ T (r, 0, 2 t))a(W(r) —i—;;(r,@,z,t)) .
—2(T% + T%(r,0, » t))lﬁ( (r) 4+ o(r, 0, z, 1)) .
r 00
_Q(Tzz + TzZ(T’ 0. 2, t)>a(W(7’) +aw(7”, 0, z, t)) _
z
_ (L= B) O (r) +(r.0, . 1))
B Re Oz .

Apo6s manipulagoes algébricas, separando em escoamento base e escoamento pertur-
bado, tem-se

or= 9T T or= o1+ 0T+ Tz o1

T# 4+ T% + Wi ot Tl T +;%+;%+W G tWo o+
_2(1R?€5) (aﬁ_i/+88_i)

Sabendo que o escoamento base é solucao das equagoes de Navier-Stokes, a equagao
T** perturbada é dada por

(9T 9T o1+ or= 0T o OW . 0w
T +W’< G T Trag T W Ty~
2750:0W 200,00 o5 OW 5 OW 5 00 oT* oI
Ty g Ty T T [ or T o0
_oT* -~ 0w 0w - 0w\ (1—3)o0w
i 2T az—;T T 32D_2 e R LEL)

Os termos entre colchetes das equagoes (2.5.10), (2.5.11), (2.5.12), (2.5.13),(2.5.14])
e sdo os termos nao lineares. E, segundo Schlichting [24] como as amplitudes
das perturbagoes sao pequenas, pode-se desprezar os termos nao lineares dessas equagcoes.
Desta forma, as equagoes dos tensores nao-Newtonianos perturbadas podem ser escritas

por:

- orr 9T poTrT oTrr orr 20 - . 0u
Trr W ~ e W ~ o _TT‘9 . 2T7“7“_
* 2(5% T e TV s T T or +

200 _ 2TT2@> _,1=B)da (2.5.16)
.

00 0z Re Or’
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45
. orTe 9T o7 orTe 9T b 20 .
T?"H . ~ e o _T _T99
+WZ( ot T or +7" 00 W 0z o 0z r r *
N T KT 200 . 00 TYdu ., OW
_TTT______TTG_TTG__TTZ_____ rd "
or r 00 T or 0z r 00 0z +
ow (1-p) (1oa v 00
—7 = -4 — 2.5.1
az) Re (7“89+ +8z)’ (2:5.17)
(0T 9T oI oT™  _9T™ 20y, o OW
GO0 TOW T 0w s OW r:00 00
or r 00 r 00 0z 0z or
T 00 .. 0 (1-75) fou Ow
R et [ GO (e 2.5.1
r 0 82) Re (82 * 87“)’ (25.18)
- ore  _91%  HoT% oree 9T 2p . . 0D
TGG ] U — - ) _TT‘9 . 2Tr0_
+WZ( o TV Trae TWar T T or

2,.0000 20 0o 20—-p) (100 @
iy T‘”’ 277 =" P24 2.5.1
ro80 &z) Re <r 96+ r) » (2519)

. T _9T% 5 o1 T 9T G, g OW
TOZ R ~ v ~ _TTZ_TQT_
+WZ< o TV Tras TWoar T T or
a0 T0OW 000100 OW .0
or r 00 r 00 r 00 0z 0z
_ Aez@ gz 90 zzav _ (1 - B) l@ @
g r T or -7 62) "~ Re r06 " 92) (2:5.20)
(9T 9T T or= 0T o oW . 0w
g +W’< ot Trag TWogr Ty — T
oW 2., 0w ow ow (1—-05)ow
20O 250200 o7 OW g =2 —. (2521
r 90 1 00 0z @z) Re 0z (2:5.21)

As condigoes de contorno adotadas para o problema do escoamento de Hagen-Poiseuille
sao dadas por

r=1: u=v=w=0.

Estas condi¢oes de contorno correspondem
rede (no-slip).

Além disso, segundo Georgievskii [I5] a fim de evitar a formagao de vortices no eixo
do tubo, deve-se impor as seguintes condigoes:

a condicao de nao escorregamento na pa-

r=20: @— 0w
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As equagoes resultantes (2.5.6)-(2.5.8) e (2.5.16)-([2.5.21]) s@o lineares e os coeficientes
das equagoes nao dependem de t, 6 e z, entao as solugoes podem ser buscadas através do
método de separacao de variaveis, da seguinte forma:

i(mb+az—wt)

(re )
(

)
7") i(mb+az—wt)

I
2|

I
<

?

(T)ez(mGJraz wt)’ (2522>

i(mb+az—wt)

ﬁr787z7t :ﬁ(r)e Y

&
R R e T
3
>
n
~
S~— S~— N N~
|
gl

Quando o valor de 7 é igual a v/—1, pode-se observar que as perturbacdes se propagam
como ondas com frequéncia w, comprimento de onda \. = %’r, e velocidade de onda
c= 2. Além disso, m € R, a é o ntimero de onda na dire¢ao z e as amplitudes e fases das
perturbagoes sao representadas por u, v, w, p e T [11]. Ao somar um ntimero complexo
com o seu complexo conjugado, obtém-se o valor da variavel apenas no dominio real.

Na pratica, resolve-se as equacoes perturbadas complexas para encontrar os valores
de «, 0, w e w, por isso, o complexo conjugado é desprezado ao substituir as varidveis
(2.5.22) nas equagoes perturbadas. Ao substituir as varidveis nas equagoes de Navier-
Stokes perturbadas, obtém-se um novo sistema de equacoes, onde as derivadas parciais sao
simplificadas para derivadas ordinérias, pois os termos das equagoes passam a depender
apenas de uma variavel.

Equacao da Continuidade perturbada:

Da equagao da continuidade (2.5.6), tem-se

1o(ra) 100  Ow
o

roor rod " 0z 0
10 : 10 ; 0 .
I P i(mb+az—wt) - i(mb+az—wt) i(ml+az—wt)] _
= 2 rtr)e |+ 10 (e |+ 2 fiwtr)e =0,

u du ) ) )
= |:<w + M) ez(m9+az—wt):| + |:Z'E5<T)6Z(m0+az_ww] + [iam(,r,)ez(m&l-az—wt)} _ 0’

r dr r

T dr

= gllmbtaz—uwt) K@ - M) + i%@(r) - z'a@(r)} =0,

(% + dii) T(r) +i25(r) + iow(r) = 0.

Equacao da Quantidade de Movimento na direcao r perturbada:

Da equagao da quantidade de movimento na dire¢ao r perturbada (2.5.7)), resulta



2. Formulagao Matematica 47

0 0

~ (= i{(mb+az—wt) z (mb+az—wt)) _
pr (u(r)e ) + W@z (u(r )
o ,_, _ g (0 (10
_ v i{(mb+az—wt) et R z(m9+az wt
- Or (p(r)e ) * Re <8r (r ar (u( ) *
1 62 — i(ml+az—w 82 — 1 ml+az—w
+ﬁw (u(r)e( o+ t)) + @ (u + t)) +
20 — i(ml+az—w 10 _7"7" 1 ml+az—w
~ 350 (T(r)e'moT t))) + - (T (r)e'tmotoz=t)) 4
+1£ (TBT(T)ei(mG-i-az—wt)) + 3 (TFZ(T)ei(mQ—I—az—wt)) +
r 00 0z

T (r)ei(mb+az—wt)

r

Logo, a equacao da quantidade de movimento na dire¢ao r é dada por

dp B u ldu d*u m? m
—w)u+2aWu+§:E(—T—2+rdr+w—r—2u—au+21ﬁv +
—00
1 a —_—Trz T
—l—( )T —l—Z—T +zaT - —
or r

Equacgao da Quantidade de Movimento na diregao # perturbada:

Da equagao da quantidade de movimento na diregao 6 perturbada (2.5.8]), tem-se

@+W@——l@+£ 2 18'rv l(?Q 0% 204
ot 9z 100  Re\or \r or r2 062 8z2 r2 00
1 or27®  197% 9T+

2o Tree o

9 (@ryenres=n) 1w (3 )ei<m9+az—wt>) _
L X Ly (e
et O yemesan) 4 T (apyeitmos-a) |

_%% (ﬂ(r)ei(me—i-az—wt))) N :2 887; (TW i(mdtaz— wt)
+%% (T (r)eitmovosen) 4 % (T (r)ettmovos=en)

Logo, a equacao da quantidade de movimento na diregao 6 é dada por
15} ) ) T _ 9 m_
—zwv—l—z—p—l—zan— -t -t - - 5V —-aV+2i5u |+
Re 2 r 2

2 . Y
+( 8>T9+@—T ol
or
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Equacao da Quantidade de Movimento na diregao z perturbada:

Da equagao da quantidade de movimento na dire¢do z perturbada (2.5.9)), tem-se

W il oo O B [0 [(lord 1?0 9
E—i_wa—i_wg__@szRe(ar(r 8r)+r286’2+822 -

107" N 1971° N T
r or r 00 0z

0 , 0 :
M= i(mb+az—wt) (= i(mb+az—wt)
pr (w(r)e )+ W@r (u(r)e )+
0 , 0 :
(7 i(ml+az—wt)y _ _ ~ (= i(mb+az—wt)
+W(9z (w(r)e ) P (p(r)e )+
ﬂ 2 1 g — i{(mb+az—wt) i 8_2 — i(mb+az—wt)
+Re <8r (r ar (@(r)e ))+ r2 062 (@(r)e )+
82 — i(mb+az—wt) 19 Trz i(mb+az—wt)
—l-@ (w(r)e )|+ o (T (r)e )+
10 (b2 i(mb+az—wt) 0 ez i(mb+az—wt)
—l—;% <T (r)e ) + e (T (r)e ).

Logo, a equacao da quantidade de movimento na diregao z é dada por

o B (W ldw m*_ _
—zww+W’u+zaWw+zozp:E 7 T T 3 +

]- —_rz —Uz —ZZ
+(——|——6>T —|—i—mT9 + a1
r  Or r

Equacao do tensor nao-Newtoniano 7" perturbada:

Da equagao do tensor nao-Newtoniano 77" perturbada (2.5.16)), tem-se

r 00 0z
(1 . 6) o (ﬂ(r>ei(m9+az—wt))
Re or '

. or  _or ol oT™  _OT" 20 < Ol
rr : ~ e ~ o _TT9 Yy Kdied
g +W"< o T Tras "W T or +

2,00 . 0u\ _(1-p)0oi
e a_) =2 Re or
alkd i(mb+az—wt) (0 TTT i(mb+az—wt)
T (r)e + Wi 5% (T (r)e )+
A 8TW (7—_,7'r<r)ei(m9+aszt)) aj—vrr
— i(mb+az—wt)
+ (alr)e ) or * r 00 *
0 =rr i(mb+az—w — i(mb+az—w 8TTT
FW o (T (r)elmoreemel) o (@(r)e! et —— +
B ) (6<T)ei(m9+az—wt)) Tre B QTrra (H(T)ei(mO—i—az—wt)) N
r or
_ETTG o (E(T)ei(mGJraszt)) B QTTZG (a(r)ei(ml%taszt)) ) _

=2
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Logo, a equagao do tensor nao-Newtoniano 77" é dada por

dTrr 2

=TT =TT du
T +Wi(—in - Y

R R 2 .
+iaWT  — 9T — 27— — ZT%mu +

r T dr r
~ 5) du
Re dr’

A 1
—2T”iaﬂ) =2 (

Equacao do tensor nao-Newtoniano 777 perturbada:

Da equagao do tensor nao-Newtoniano 77" perturbada (2.5.17]), tem-se

. or™ a1 oIt ort 9Tt o 20
0 - ~ v v U 200
g +WZ( ot T or +T 00 W 0z o 0z TT rT N
00 00Ty 06 00 T0u oW
or r 00 r or 0z r 00 0z
L 00\ (1-8) (19a & 0b
bz — - - s
g 82) Re (T89+r+3z>'

. ) ,
T 9(7") i(mO+az—wt) + Wi (8_ (T (T)€Z(m0+az—wt)> +
r fa z (mb+az—w ale
+ ( 2 (mO+oz— wt)) T o (U i t)) orT ’ +
or r 00
O (0, . . . 1o
—|—W& (T G(T)ez(m0+az—wt)> + (w(r)ez(meﬁ-az—wt)) -
B (5<T,)61(m9+az7wt)) TTT B 2 (@(r)ez(m9+az7wt)) T@e N

T r
(@(T) ei(m9+az—wt) ) aTre

~ 0 .
__qrr = i(ml+az—wt)\
T o (v(r)e )

r 00

(ﬂ(r>ei(m0+az_wt)) o il 9 i(mb+az—wt)
- . T7° —T g (u(r)e )+

) . 7% 9 ,

_qrz 2 (— i(mb+az—wt)y _ -~ Y (= i(mf+az—wt)
T s (u(r)e ) 30 (u(r)e )+
. <T”"9(r)€i(m9+az—wt)) aavjv Tﬁz% (w(r>ei(m0+az—wt))> _

o (1 - ﬁ) 10 — i(mb+az—wt) (U(,r.)ez(m9+aszt)) d — i(ml+az—wt)
=R ~50 (u(r)e )+ . + g (v(r)e ) -

Logo, a equacdo do tensor nao-Newtoniano 77 ¢ dada por

o

=—1s =—1s dT . —T" [N 2 -~ - d_ ~ U
T s wil —iwT? + 0 £ jawT™? = S — Zypee _ prr &8 o
dr r r dr r
~ ~du “ “ ~
o8 g 4 700 g — z‘aT%) =
dr r

_ =5 <—z’@a+§—z‘om>.

Re r r
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Equacgao do tensor nao-Newtoniano 7"* perturbada:

Da equagao do tensor nao-Newtoniano 7% perturbada ([2.5.18]), tem-se

- arr= 9T 5ol ar= 9T 20 . OW
AL Wi ~ v W ~ T@z Trr
* Z(&t Tty T e T T or
A OW Tre 8W 170 9% ow L 0w o
_TT’T’_ - TT’Z _ T T’V’Z_
or r 00 r 00 0z 0z or +
_T‘)Z ot Tzzaa _(1-p) (0u N ow
r 00 0z)  Re 0z  Or )’
alkd i(ml+az—wt) 9 _TZ i(mb+az—wt)
(T (r)e ) + Wi B ( (r)e ) +
. aj-vrz (@(T)ez(mGJraszt)) aj—vrz
— i(mb+az—wt)
* (u(r)e ) or * r 00 *
T2 ; i aTTZ
+W% (T <T>el(m9+az7wt)) + (w(r)ez(m9+az wt) ) 5
9 (E(T)ei(mQ—l—az—wt)) Ag — 4 oW
. 79 _ (T i(mb+az—wt)
r ( (r)e ) or +
7t i(mO+az—wt)
o . (T"(r)e oW
T~ (% i(mb+az—wt))
or (w(r)e ) r ol +
T 4 e ow
. - % (w(r>€z(m9+az—wt)) . (T (T)ez(me—i-ozz—wt)) az
iz d — i(ml+oaz—w iz d — i(ml+oz—w
~T 5 (w(r)e'tmitez==t)) _ T g (w(r)e!miraz—why 4
TOZ ) . o )
o - % (ﬂ(r)ez(m%#aszt)) . Tzz@ (ﬂ(r)ez(mHJraszt)) ) _
_ (]‘ — B) 9 — i(ml+az—wt) 9 i{(mb+az—wt)
i s (u(r)e )+ o (w(r)e ) )
Logo, a equacao do tensor nao-Newtoniano 1T7* é dada por
ra e _dTT e 2 gz dW AW
T + Wil —iwT +7u +iaWT =~ — ZoT% — — T —— +
dr r dr dr
0 o ~
T Tr& du T@z
——mW — wim —T iaW — T"%aw — T — v mu +
r r dr r

zz s  — _( _6) d_’LU
=T Zozu) = e ( u + dr)

Equacao do tensor nao-Newtoniano 7% perturbada:
Da equacao do tensor nao-Newtoniano 7% perturbada (2.5.19)), tem-se
or® o1 5 aT" oT” 91" 20

. . 0P
760 : ~ v UTro opro OV
+WZ( ot ar T o0 +W82 T T 8r+

r 00 0z Re rof
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o1

00 00

4 0 — .
T (T>ez(m9+azwt)+WZ-(_<T (r)ez(m9+aszt))+

ot
aTee N (v(r>ei(m6+az—wt)) 8T99
or r 00
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T

+ (ﬂ(?”) ei(m9+azf¢ut) )

0 —60
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Logo, a equacdo do tensor ndo-Newtoniano 7% é dada por

_ _ a1 o9 2. . du  2mi -
T 4 Wi( T 4w —— WaoT? + Zp7m0 — Tﬂ’d—“ _ LM ey 4
T T T

—2iaT935) _,1-h (iﬁ@+ @) .

Re r r

r

Equacao do tensor nao-Newtoniano 7% perturbada:

Da equacdo do tensor nao-Newtoniano 7% perturbada (2.5.20)), tem-se

. oT%  _91% o1 o1 oT% b . -~ OW
TOZ W ~ e W ~ _Trz o Ter_
* 2(& T i e T e T T or
o ow TYoW  T%owm  T%%0v -, OW .. 0w
_TQT________ __TBZ__TOZ_
or r 00 r 00 r 00 0z 0z +

_Aazﬁ_ Arz@_ Azz@ _ (1_B> 1@ @
g r T or g 8z)_ Re r06 92 )
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(TGZ

(T)ei(mGJraszt)) + Wi (%(T

0z (7’) ei(m9+aszt) ) +

' Tez - i(mb+az—wt) Tez
+(a(r) ez(meJrazwt))aar 4 (v(r)e - )3(?9
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)

9

Logo, a equacao do tensor ndo-Newtoniano 7% é dada por

—ps —g. _dT% 0 T —grdW ., dw
T L wil —iT” + 7 £ iwaT” 4 Yrs L e &

dr r dr dr

T@G TGZ . T@z R d— N
Ml — — imT— — jawT? — g — T Tzzz'o@) =
T T T T
1 _
= ( /B) <lz’mﬁ+ io@) .
Re r

Equacao do tensor nao-Newtoniano 7% perturbada:

Da equagao do tensor nao-Newtoniano 7% perturbada ([2.5.21f), tem-se

- T or= oT* o1 T - OW o OW
TZZ N -~ _ e o QTTZ_ _ 2T7’Z_
+WZ< ot T or +7’89+W 0z T 0z z 82+
2.0, 0W 2., 0w - OW - 0w (1—75) 0w
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23

_ . 0
TZZ i(mb+az—wt) wil =
(T (r)e )+ Wi P
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2T 5 (w(r)e ))
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0z

20 *
aTZZ
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(mb+az— wt))

<_(T) ei(m0+az—wt) ) +

<_(T) 6i(m0+az—wt) ) +

Logo, a equacao do tensor nao-Newtoniano 7%* é dada por

A
zZz

=22 =22 d
T +Wi(—in +Hd

r

— 21017 + Wial = — 2iafzzw>

(1-5)

e

= 2

(1aw) .

Portanto, um novo sistema de equacoes é formado apos essas substituicoes. Logo,

d
dr

2
L

dp 15}
—iwu +ioWu + o = Te

dr?

o)

1du
rdr

U

r2
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+

1dv
rdr

(2
+( 2+
r
d*w
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,

+iaWT " —

0
or
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r2

—iww + W'a + iaWw + iap = Rﬁ
(&

0
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+

~
T

=rr =TT d 2
T + Wz( —wl +7u
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- . —_— (1 i )
21 ZO(U) =2 Re

—) u(r) + i%ﬁ(r) +iaw(r) =0,
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)

) —rz i ZETBZ i ’iaTZZ,
r

o1t —
T

(2.5.23)

m2

72 r2

m
— —U—« u+22—v>+

—00
T
— 1 (25.24)

r

7)+
M =66

—I——T +aT

+ Z—T +iaT
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_ _ .m
— —2’0 — OKQ’U + 22—2
r r

0

—rf

T . (2.5.25)

or

(2.5.26)

- di 2.

o7 0 4
dr r

du

2.5.27
L (@252
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_, —o _dI™ 2 Y e
T6+Wi(—z'wT0+ﬂd e _ Zgpee _ @Y prel

+ z'aWTre —
T dr r

S| <l

r

~odi ~ 0.1 o
—T7 = — Tt + T"i—7u — iaTw | =
r

dr
_(1-8) (_z@a LU m@) ,(2.5.28)

Re r r
- e _dT"? e 2y —erdW o AW
T +Wi| —iT +7u +iaWT = = g7 - T " — —Tm— 4
dr r dr dr
0 ~ ~
T Tr'g —rz N . m T@z
——imW — wim — T “iaW — T iaw — Trzd—u — mu +
r r dr r
N 1-0) (. _ dw
—T% = p— 2.5.2
Zozu) T \ 10T + o) (2.5.29)
_ _ AT 9 2 . odu 2mi -
T s wi| —iwT” + 55— +iWaT" + Zppre — o _ 1% ooy
dr r dr r
o 1-0) (im_ @
—2iaT%7 ) = (— — U+ — 2.5.30
“ U) Re < U 7‘) | )
—ps —g. _dT% 0 T —grdW ., dw
T s wi —iwT” + a5 £ iwaT” + Lz — 7" o
dr r dr dr
THG j‘lez . THz . d— N
M — — imT— — iqwT? — g — T2 T%’o@) =
r r r dr
1-— 1
= ( Reﬁ) <;z’mﬁ+ io@) . (2.5.31)

=2z —y A d el —=ZZ -
T + Wz( —wIT +7 i 2iaT™*w + Wial™~ — 2iaTzzw> =
r

= 2(1];35) (iaw).  (2.5.32)

A decomposicao em modo normal consiste em realizar uma analise dos modos de per-
turbacao, levando em consideracao que as amplitudes presentes nas equagoes
(2.5.23)—(2.5.32)) sao fungdes apenas de r. Isso permite considerar os modos nas variaveis
0, z et.

2.6 Tensor Conformacao

O estudo realizado por Hulsen [I8| destaca a relevancia de impor restrigoes ao tensor
extra-tensao para garantir a boa condi¢ao numérica do sistema de equagoes. Essas restri-
¢oOes sao essenciais para evitar o surgimento de instabilidades nao lineares devido a erros
de aproximagao [19].
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Uma forma de descrever os modelos viscoelasticos é utilizando o tensor conformacao
que é dado por
crr Cr@ O
C=C(rb,zt)=|C" C¥ %],
c#r 029 %
onde este tensor é simétrico e definido positivo. Hulsen [I8] demonstrou que essas carac-
teristicas sao preservadas ao longo da evolugao temporal da equagao constitutiva quando

este for inicializado dessa maneira. Em suma, Hulsen [18] define que o tensor ¢ simétrico
e definido positivo por

A
C-1="_T. (2.6.1)
Ty
Adimensionalizando ([2.6.1]), tem-se
A A
—T = —pU?T".
Tlp Tp

Note que nipU . %‘gi. Logo, C pode ser escrito como
P
ReWi
1-p
ReW1

Agora, considerando { = 5% 5 pode-se escrever o tensor conformacgao C em funcao
da contribuicao polimérica T da seguinte maneira:

C=1+ T.

C:§T+L (2.6.2)

E, ainda, a contribui¢ao polimérica T em func¢ao do tensor conformacao C
T=¢C-1). (2.6.3)

No presente trabalho, é adotado o fluido Oldroyd-B, o que implica na obtencao da
equagao constitutiva do tensor conformagao C a partir da equagao constitutiva (2.3.1]).
Assim,

T+ A {%—f +V-@T)-T-(Vu)’ - (Vu) - T} = 277;,% (Vu + (Vu)T> :

Adimensionalizando esta equacao de forma analoga a adimensionalizacao das compo-
nentes desse tensor na secao 2.4, tem-se que

0T — 01
T + Wi {E LV (uT) — T (Vu)l — (Vu)- T} - %5 (Vu+ (Vu)T> =
N %T%—f +V-T) =T (V) — (V) T = (1};65) (Vu+ (V")
Como ¢ = V%,;ge. Logo,
1 T

=TS+ V- (uT) = T (V)" — (V) T = ¢ (Vu+ (V') =
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:¢%ﬂ€%+v«wD=GMHT+m+HHfHN®f

Agora, substituindo T = £ (C —I), tem-se

1 o (C - 1) )
€D+ e (C-T) =

= (VW [§(C—T) + &I + [€(C = T) +¢I (Vu)" =

:W(C—I)Jrwaer-(u(C—I)):

= (Vu)éC + £C(Vu)?,

Dividindo a expressao acima por £, tem -se

1 oC T
m(C—I)—l—E—i—V(uC) = (Vu)C + C(Vu)".

Além disso, como alguns termos sao nulos, segue que a equacao constitutiva do tensor
conformacao é dada por

o0C 1
— - (uC) — C -C T— _—1-0). 2.6.4
=4+ V- (uC) — (Vu)C —C(Vu)" = = (1-C) (26.4)

Substituindo a equagao (2.6.2) na equagao constitutiva do tensor conformagao (2.6.4))
obtém-se a equagao constitutiva do modelo Oldroyd-B:

D o (u(tran)) - ow (fe) +
~(emen) o =g (1= (o))

Fazendo algumas manipulacoes algébricas e multiplicando a expressao acima por &,
obtém-se a equacao do modelo constitutivo Oldroyd-B, dada por

oT T T 1
Sr+ V- (uT) = (Vu)T —T(Vu) _g(Vu+(Vu) ) - = (1-T) =
% 26D ! I-T 2.6.5
=T=20D - [I-TJ. (2.6.5)
Além disso, a equagao constitutiva do tensor conformagao pode ser escrita como
0C T 1
wr +V:(uC)=(Vu)C +C(Vu)' + mP(C), (2.6.6)

onde P(C) = (I — C), em particular, para o modelo Oldroyd-B. Detalhes sobre o tensor
conformagao podem ser vistos em [5] e [23] .

Assim, as equagoes da continuidade, quantidade de movimento e equagoes dos tensores
conformacao do modelo Oldroyd-B sao dadas por
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o7
(; i 5) w(r) +5(r) + i0m(r) = O (2.6.7)

dp B u ldu d*u m? m
—zwu+zaWu+%=§(—T—Q#—;%%—W—T—Qu—au%-%—v +

2
1-0 1 d M—r6 ”
+R6W@' [ (; + %> ¢+ Z?C +ial " — —} ,  (2.6.8)

r

v ldv v m?
i+ i oW = 2 (—3 L AL ) +
r

m

_ 2 LIy
— — — U —vV+ 2i—=u

Re r2 " rdr | dr? 72 72

1-p 2 d mM—66
+ReWi[< dr)O +1 —C +1 C} (2.6.9)

w ldw 2
—iww + W' + iaWw + iap = ]g ( v w_m _) +
e

1-— ﬁ 1 —rz .MM —6z . —NRZ

. =TT d . R _ . 1 —rr
—iwC =2 (5 + iWiW a> u— (zWa + m) c, (2.6.11)
—_ 1 d 1 1 -
—iwC” =icmu+ (— — =+ iWiWa|v— (iWa+— | T 0, (2.6.12)
r dr r Wi
—rz d d?
i = dwiw L iV 1+ 2w | o+
dr dr?
(L iwiwa \w e wT - (iWa+ )T (2.6.13)
dr Wi ’ o
—600 2 2 1\ —96
— U+ 1—-mu — — 2.6.14
iwC U iom (zWa+WZ>C' , (2.6.14)

— 02 d Wi 1
—iwC"” = {W W’% — TZW’ +i [1+2(Wi)*(W')?] a} U i—mi +

+WC”, (2.6.15)

N d
—iwC* = —4(Wi)*W'W"u + 2 {Wz’W’% +i [1+2(Wi)*(W')?] a} w +

— Tz ]- —ZZ
QW'C — (W — . (2.6.16
+ (z a+W1) ( )
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2.7 Escoamento Base

O escoamento base é conhecido como laminar e totalmente desenvolvido. Para calcular
o escoamento no tubo, primeiramente assume-se que todas as variaveis sao dependentes
apenas do eixo r, com excegao para a pressao cujo gradiente é constante da direcao z. O
dominio na dire¢ao r é compreendido entre [0, 1]. De acordo com Batchelor [2] o perfil de
velocidade é dado por

W(r)=1-r°

Ainda, o escoamento base do modelo constitutivo Oldroyd-B via a formulagao do
tensor extra-tensdo em um tubo segundo Chaudhary et al. [8], é dado por

0 0 w’
_ 1—
T = ( 7 b) 0 0 0
w0 2Wi(W)?
Além disso, o escoamento base do modelo constitutivo Oldroyd-B via a formulacao do
tensor conformagao em um tubo segundo Petrucci Orefice et al. [23], ¢ dado por

1 0 Wiw'’
C=10 1 0
0 0 1+ 2Wdi2(W')?

Vale ressaltar que, neste trabalho, assume-se m = 0 na equagao (2.5.22)), ou seja, a
perturbagao ¢ considerada axissimétrica. Isso se deve ao fato de que Garg et al. [14] foram
os primeiros a relatar a instabilidade do fluido viscoelastico modelado por Oldroyd-B em
um tubo. Além disso, o tensor conformagao foi utilizado na implementacao do codigo
LST exposto no préoximo capitulo.



CAPITULO

5

Formulacao Numérica

Neste capitulo, sao apresentados os métodos numéricos utilizados para obter as solu-
¢oes das equacoes governantes, através da formulagao da Teoria de Estabilidade Linear.
De acordo com Schmid e Henningson [26] essa teoria tem como objetivo investigar se uma
pequena perturbacao adicionada a um escoamento laminar ird se intensificar ou dimi-
nuir. Perturbacoes que se intensificam sao frequentemente o precursor de uma transicao
para o movimento turbulento do fluido. Para isso, as equagoes que regem o problema
sao simplificadas considerando um escoamento base laminar estacionario, assumindo uma
solucao modal, e analisando as taxas de amplificagao e as velocidades de fase resultantes
do problema de autovalor.

3.1 Método Numérico

Um codigo Linear Stability Theory (LST) 2D foi implementado e utilizado para ana-
lisar a estabilidade temporal do escoamento em um tubo para o fluido viscoelastico mo-
delado por Oldroyd-B. A analise temporal visa determinar a estabilidade de uma pertur-
bacao dada a frequéncia angular real w. Ao buscar os autovalores deste sistema, é obtido
um espectro de autovalores no qual é buscado o autovalor mais estével, que indica se os
dados sao estaveis ou instaveis com base no valor da parte imaginaria de w. Inicialmente,
é realizada uma limpeza para remover todos os modos espurios e, em seguida, busca-se o
valor imaginario minimo dentro do espectro obtido.

O método da matriz consiste em reescrever o sistema de equagoes para o modelo
viscoelastico Oldroyd-B, a partir das equagoes (2.5.23) — (2.5.32)) ou (2.6.7) — (2.6.16)
e resolver o problema de autovalor associado com a analise de estabilidade. Utilizando
a técnica de Teoria de Estabilidade Linear, a abordagem numérica pode ser conduzida
através da obtencao das matrizes utilizadas na anélise de estabilidade.

Primeiramente, Id é uma matriz identidade m x n e zero também representa uma
matriz m x n. O termo 17 representa a unidade imaginaria de um ntmero complexo que
pode ser expresso desta forma no MATLAB. A matriz é composta por blocos, onde cada
bloco é representado pelo nimero de modos de Chebyshev ao quadrado. Em particular,
mais detalhes sobre os modos de Chebyshev, pode ser encontrado em [30].

Sendo assim, é preciso escrever as equagoes (2.5.23) — (2.5.32) ou as equagoes -
(2.6.16) em formato matricial para encontrar as matrizes L e I, lembrando que, é possivel
resolver o problema de anélise de estabilidade encontrando o autovalor w; para a analise
temporal, utilizando um método (direto ou iterativo) para calcular o autovalor. Além
disso, detalhes sobre o método da matriz pode ser encontrado em [13].

29
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60

Logo, reescrevendo o sistema de equagoes na forma matricial como
LV =wFV,

onde para o autovetor V', tem-se

—aFfi au  av W aw p O C° C° ¢ T T

No presente trabalho, optou-se por realizar somente a analise de estabilidade temporal

do escoamento do fluido Oldroyd-B no tubo. Logo, tem-se

common = —li* a* W +be/Re x (D2 + 1 D1 —r* — o x Id);
commonw = —1li x a x W + be/Re * (D2 47 % D1 — o * Id);
v = 14 * alpha * 1d;
v = 2i/Re * m * r2;
vov = —4 « Wi s dWdr « d2W dr2;
b= 1ix WixdWdr x alpha;
va=—(lixaxW +1/WixId),
var = (1 — be)/Re;
varr = 2 x (D14 1i« Wi dWdr * a);

varz = Wix dWdr * D1 — Wi x d*Wdr? + 1i x (Id + 2 * Wi? x dWdr?) x

vazz = 2% (Wix dWdr « D1+ 1i % (Id + 2 * Wi x dWdr?) * o).

A matriz L é dada por

[ D1+ r v v zero zero Zero zero
common zero —D1 war*(D1+r) var * v —var x (r)  zero
—dWdr commonw  —v zero var x (D1 +r) zero var * v

varr zero zero va zero zero zero

varz D1+b zZero dWdr va Zero Zero

2% zero zero zero zero va zero
| vww vazz Zero zZero 2 x dWdr zero va

a;
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Enquanto que, a matriz F ¢ dada por

Zero Zero zZero Zero Zero Zero Zero
—1ix Id zero zero zero zero ZEero ZEro
zero —1lix Id zero zero zero zero zero
zZero Zero zero —1lix1Id Zero Zero zero
Zero Zero zero Zero —1iex Id Zero zero
Zero Zero zZero Zero Zero —1ix Id Zero
| zero Zero ZEro Zero Zero ZEero —12 % Id_

3.2 Analise de Instabilidades

No Capitulo 2, na formulacao apresentada, quando o componente do niimero de onda
« é um ntmero complexo, representado por a = «,. + iq;, com [ e a frequéncia w sendo
reais, essa formulacao é conhecida como anélise espacial.

Porém, quando os elementos do ntmero de onda sao ntmeros reais e a frequéncia
W = W, + iw; é um nimero complexo, é chamada de anélise temporal. A parte real w,
representa a frequéncia da perturbacao, enquanto a parte imaginéria w; representa a taxa
de amplificacao. As perturbacgoes analisadas neste trabalho sao nao-estacionarias e se
propagam como ondas de Tollmien-Schlichting. Dessa forma, a Tabela [3.2.1] apresenta a
classificagao das instabilidades segundo Mendonga et al. [21].

Tabela 3.2.1: Classificacao de instabilidades.

Tipo de Analise  Taxa de Amplificacaio Amplitude Classificacao

w; <0 Decresce Estéavel
Anélise Temporal w; =0 Constante Neutro
w; >0 Cresce Instavel
a; <0 Cresce Instével
Analise Espacial a; =0 Constante Neutro

a; >0 Decresce Estéavel







CAPITULO

4

Resultados

Neste capitulo sao apresentados os resultados numéricos para a analise da estabili-
dade temporal de escoamento de Hagen-Poiseuille para um fluido viscoelastico do tipo
Oldroyd-B. Em particular, a investigagao é feita através da anélise de ondas de Tollmien-
Schlichting. Os resultados dessa anélise de estabilidade estao apresentados em trés sub-
segoOes, na primeira subsegao é realizada a verificagao do codigo LST 2D, na segunda sao
apresentados alguns resultados da anélise da estabilidade linear temporal para o modelo
Oldroyd-B e na tultima subsecao é apresentada a verificacao do codigo LST 2D para o
fluido modelado por Upper Convected Maxwell (UCM).

4.1 Verificagao do Codigo

Nesta secao é realizada a verificagao do codigo LST 2D implementado para o problema
do escoamento de Hagen-Poiseuille incompressivel e isotérmico, utilizando o modelo de
fluido viscoelastico Oldroyd-B. A verificagao foi realizada comparando o coédigo desenvol-
vido neste trabalho com os resultados da literatura de Schmid e Henningson [25] 26] para
o caso de escoamento Newtoniano.

A Figura ilustra o dominio do escoamento do tubo, sendo R o raio do tubo. Um
sistema de coordenadas cilindricas ¢ utilizado com r,6 e z denotando as diregoes radial,
azimutal e axial, respectivamente.

r=R

\\‘ —_— U(r) /A
" r=0
I U |
' z
)
/
/
4

Figura 4.1.1: Figura retirada de [§]
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Para a verificagao do codigo LST 2D temporal utilizando o modelo Oldroyd-B foram
analisados resultados para diferentes valores da constante a;, m e do niumero de Reynolds
(Re), nas equagoes (2.5.23) — (2.5.32) ou nas equagoes (2.6.7) — (2.6.16)), onde N é o
nimero de modos de Chebyshev, e comparados com os resultados obtidos na literatura
|25], 26].

A partir do espectro de autovalores apresentados nas Figuras e[4.1.3] observa-se
uma concordancia préxima entre o espectro de autovalores obtido em Schmid e Henningson
[25] e Schmid e Henningson [26] para o modelo viscoelastico Oldroyd-B. Sendo assim, a
verificacao realizada é um indicativo de que o c6digo implementado esta apto a simular e
analisar a estabilidade de escoamentos tridimensionais com o modelo Oldroyd-B.
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(a) Schmid e Henningson [25]. (b) Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 4.1.2: Espectro de autovalores para os parametros o = 1, m = 1, Re = 3000 e
N = 60.
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(a) Schmid e Henningson [26]. (b) Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 4.1.3: Espectro de autovalores para os parametros a = 1, m = 1, Re = 5000 e
N = 60.

A Figura[d.1.4)exibe diferentes espectros de autovalores para valores de m = 0em = 1,
enquanto que, a Figura [4.1.5( apresenta o espectro de autovalores para m = 2.
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Figura 4.1.4: Espectro de autovalores para os valores de m =0e m = 1.
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Figura 4.1.5: Espectro de autovalores para os valores de a = 0.25, m = 2, Re = 2000 e
N = 60.

Vale destacar que dependendo do niimero de modos de Chebyshev utilizados na simu-
lacao numérica podem ocorrer erros ao calcular os autovalores. Nao obstante, resultando
em autovalores erréneos. Erros esses que podem ser de truncamento ou de arredonda-
mento. Por conseguinte, isso afetard o espectro de autovalores de maneira distinta. Na
Figura exemplifica-se o comportamento do erro de truncamento para N = 32.

Mais informagoes sobre os erros de arredondamento e trucamento envolvidos no cal-
culo do espectro de autovalores para o escoamento em tubo encontra-se em Schmid e
Henningson [25].

Diante dos resultados obtidos via simulagoes numéricas acredita-se que o c6digo im-
plementado é confiavel a simular e analisar a estabilidade de escoamentos tridimensionais
em tubo com o modelo Oldroyd-B.

Ainda mais, além dos valores de nimero de Reynolds apresentados acima, pode-se
concluir que mesmo para valores de Reynolds altos obtém-se modos estaveis, corroborando
assim com a literatura atual. Pois, segundo Schmid e Henningson [26], o escoamento de
Hagen-Poiseuille em tubo ¢é estavel para qualquer nimero de Reynolds.
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Figura 4.1.6: Espectro de autovalores para os parametros o« = 1, m = 1 , Re = 3000 e
N= 32.

4.2 Analise de Estabilidade utilizando LST

Esta secao trata da estabilidade temporal do escoamento de Hagen-Poiseuille viscoelas-
tico através do codigo LST 2D. Nesta anélise considera-se w complexo e « real, conforme
a Tabela[3.2.1] Diversas simula¢oes numéricas foram realizadas com o intuito de avaliar as
curvas de estabilidade neutra, variando os parametros adimensionais para o escoamento
em tubo do fluido Oldroyd-B. A anélise temporal foi conduzida elaborando curvas de
estabilidade para cada conjunto de parametros adimensionais. Os parametros investi-
gados sao o numero de Reynolds (Re), o namero de Weissenberg (Wi) e a contribuigao
polimérica do solvente [5.

Cada simulagao numérica permitiu a determinagao de um diagrama de estabilidade
neutra, onde os valores de w; sao iguais a zero. Esses diagramas sao apresentados com o
numero de Reynolds no eixo x e a frequéncia da perturbacao a no eixo y, apresentando
um formato caracteristico de “banana”. Conforme mencionado por Chaudhary et al.[9], as
curvas neutras sao loop fechadas, com as taxas de amplificagao menores do que zero (w; <
0), ou seja, regiao estavel, localizadas fora da curva neutra, e as taxas de amplificagao
maiores do que zero (w; > 0), regido instavel, no interior da curva neutra.

Diversas simulagoes numéricas foram realizadas para encontrar os valores de w; para
diferentes valores de Reynolds e frequéncia «, resultando em um diagrama de estabilidade
para cada conjunto de parametros.

Para investigar a influéncia do nimero de Weissenberg (i) na anélise da estabilidade
do escoamento de Hagen-Poiseuille do fluido Oldroyd-B, foram realizadas simulagoes nu-
méricas considerando diferentes valores do numero de Reynolds, cinco diferentes valores
de B: f=0.1,0.2,0.3,0.5,0.65 e diferentes valores de Weissenberg variando de Wi = 30
a Wi = 100.

Utilizando o c6digo LST 2D temporal, via tensor conformagcao, para o modelo Oldroyd-
B, foram geradas curvas de estabilidade neutra para cada caso, conforme mostram as Fi-
guras — Observa-se nessas figuras a comparagao das curvas neutras do modelo
Oldroyd-B, analisando as regioes de instabilidade, ja que nao ha modos instaveis para
o escoamento de Hagen-Poiseuille [26]. Portanto, nao é possivel apresentar comparagoes
das curvas neutras do fluido viscoeléstico com a curva neutra do fluido Newtoniano, como
é apresentada na anéalise de estabilidade linear para o escoamento de Poiseuille [T3].
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Na Figura [4.2.1| sao apresentadas curvas de estabilidade neutra para cinco diferentes
valores de Wi: Wi = 30, 40, 50, 65 e 80, mantendo-se fixo o valor de § = 0.1. Inicialmente,
percebe-se que as curvas neutras possuem uma forma ligeiramente diferente das demais
discutidas neste estudo. No trabalho de Wan et al. [29] foi observado esse padrao de
curvas fechadas para 5 = 0, correspondente ao modelo de fluido UCM (Upper Convected
Maxwell). O autor menciona a presenca de duas curvas fechadas para cada valor de W1
nesse contexto. No entanto, nao ha menc¢ao ao comportamento das curvas neutras quando
B = 0.1 na literatura até o presente momento.

Além disso, observando a Figura para o referido 8 = 0.1, apenas a curva de
Wi = 30 apresenta uma tnica regiao de instabilidade. Para Wi = 40 tem-se uma regiao
de instabilidade de formato similar as demais curvas para Wi = 30,50,65 e 80. No
entanto, diferente das demais curvas, quando Wi = 40 tem-se mais seis pequenas curvas
fechadas, ilustrando seis regioes de instabilidade.

Nao obstante, as curvas de estabilidade neutra para Wi = 50,65 e 80 apresentam
regioes de instabilidades bem “definidas”, ou seja, nota-se uma primeira regiao de insta-
bilidade bem préxima uma das outras. Por conseguinte, nota-se também uma segunda
regiao de instabilidade um pouco mais afastada uma da outra, observando uma maior
regiao de instabilidade.

0.9t Wi=30 ,
Wi =40 .
i Wi =50
0.8 Wi =65
Wi = 80
07F

0.6
3 05+

03r

0.2

01r .

0 Il Il Il Il Il
0 500 1000 1500 2000 2500 3000

Re
Figura 4.2.1: Curvas neutras para os valores de § = 0.1 e Wi = 30, 40, 50, 65 e 80.

Seguindo a mesma ideia, para o valor fixo de § = 0.2 e considerando quatro diferentes
valores de Wi: Wi = 30,40, 50 e 65, as curvas de estabilidade neutra estao apresentadas
na Figura [£.2.2] Nesta figura nota-se que as curvas neutras referentes aos valores de
Wi = 40,50 e 65 sao bem definidas, e conforme o ntimero de Wi aumenta, mais as
curvas vao ficando mais proximas, para maiores valores de Re critico. Por conseguinte,
as regioes de instabilidade tendem a aumentar a partir de Wi = 65. Além disso, nota-se
uma discrepancia na curva para Wi = 30, pois, quanto menor o Wi, menos instavel é
o escoamento, pois a regiao instavel diminui bastante. Porém, ao longo da curva neutra
observa-se um diminui¢ao da regiao de instabilidade acentuada.

Observando a Figura[4.2.3], para um valor de 5 = 0.3 fixo, e considerando seis diferentes
valores de Wi: Wi = 30,40, 50,65,80 e 100, as curvas de estabilidade neutra sao bem
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definidas, e conforme o nimero de Wi aumenta, mais o ramo superior da curva neutra se
aproxima do ramo inferior ficando mais préximas, para maiores valores de Re critico.

———Wi=30
———Wi=40
61 Wi =50
———Wi=65

0 Il Il Il Il Il Il
1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000

Re

Figura 4.2.2: Curvas neutras para os valores de f = 0.2 e Wi = 30, 40, 50 e 65.
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Figura 4.2.3: Curvas neutras para os valores de f = 0.3 e Wi = 30, 40, 50, 65, 80 e 100.

A Figura [4.2.4] apresenta o comportamento das curvas de estabilidade neutra para os
valores de 5 = 0.5 fixo e quatro diferentes valores de Wi = 30,40,50 e 65. Novamente,
nota-se regioes de instabilidade bem definidas. No entanto, percebe-se, um aumento da
regiao de instabilidade para cada curva. Além disso, & medida que o nimero de Re critico
diminui, as curvas tendem a se deslocar para esquerda. Por conseguinte, diferente da
Figura [£.2.3] quando por exemplo Wi = 65, a curva é fechada antes do nimero de Re
atingir 7000. E, ainda, o mesmo comportamento se verifica nas curvas para os demais
valores de Wi.
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Aumentando o valor da constante 3, deixando o fluido mais préoximo do fluido New-
toniano, considerando agora o valor fixo de § = 0.65 e quatro diferentes valores de
Wi = 30,40,50 e 65, as curvas de estabilidade neutra estao apresentadas na Figura
[4.2.5 Como nas figuras anteriores, observa-se regioes de instabilidade bem definidas. No
entanto, diferente do que foi apresentado nas Figuras e [4.2.4 a medida que o nt-
mero de Re critico diminui, as curvas neutras deslocam-se abruptamente para a esquerda,
ou seja, o escoamento torna-se instavel mais a montante quando se pensa na instabili-
dade temporal. Além disso, o crescimento de perturbagoes comegam mais cedo. Por
conseguinte, a sobreposi¢ao das curvas tornou-se mais evidente.

———Wi=30
———Wi=40
6 wi=50]
——— Wi=65

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000
Re

Figura 4.2.4: Curvas neutras para os valores de = 0.5 e Wi = 30, 40, 50 e 65.

———Wi=30
———Wi=40
6 Wi=50]
——— Wi=65

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000
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Figura 4.2.5: Curvas neutras para os valores de # = 0.65 e Wi = 30, 40, 50 e 65.
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Ainda, observando a Figura [£.2.5] para 8 = 0.65 fixo, a regiao de instabilidade para
cada curva comeca a diminuir, a medida que Re diminui. Isso sugere que a medida que
a contribuicao do solvente [ tende para o fluido Newtoniano (8 = 1), ou seja, 17, = n,,
as regioes de instabilidade tendem a diminuir, até que nao se verifiquem. Novamente,
corroborando com a literatura de que nao existe curva neutra para o fluido Newtoniano,
uma vez que todos os modos sao estaveis para o escoamento do fluido Newtoniano no
tubo, para qualquer nimero de Reynolds [26].

Além disso, vale ressaltar que esse grafico é similar ao apresentado por Chaudhary
et al. [8], comprovando que o método da Matriz é robusto e eficiente para o estudo da
analise de estabilidade linear.

Ainda com relacao a analise de estabilidade linear temporal para o problema do es-
coamento de Hagen-Poiseuille utilizando o fluido Oldroyd-B foi verificada a influéncia
da contribui¢ao do solvente (3, ou seja, a razao entre a viscosidade do solvente (n,) pela
viscosidade do polimero (7,) nas simulagdes numéricas. Nessas simulacoes foram con-
siderados diferentes valores de Reynolds e (3, e seis diferentes valores de Weissenberg:
Wi = 30,40, 50,65, 80,100. As Figuras —[A:2.1T) mostram os resultados obtidos para
as curvas de estabilidade neutra, utilizando os parametros mencionados acima.

Na Figura [£.2.6) sdo apresentadas curvas de estabilidade neutra para quatro diferentes
valores de B: = 0.1,0.3,0.5,0.65, mantendo-se fixo o valor de Wi = 30. Observa
que as curvas neutras para = 0.3,0.5 e 0.65 sao bastante similares no formato e, por
conseguinte, na regiao de instabilidade. Outro fator interessante é que quanto menor o
valor de 3, a regiao de instabilidade tornou-se cada vez menor, & medida que Re critico
diminui, para 5 = 0.3,0.5 e 65.

7 T

£=0.1
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6 =05

3=0.65
3
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0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000
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Figura 4.2.6: Curvas neutras para os valores de Wi =30e § = 0.1, 0.3, 0.5 e 0.65.

Seguindo o mesmo raciocinio da analise anterior, a Figura [£.2.7 apresenta as curvas de
estabilidade neutra para Wi = 40 e quatro diferentes valores de 5: § = 0.3,0.5,0.65,0.7.
Novamente, nota-se que as curvas neutras apresentam formas bem definidas e regioes de
instabilidade muito similares. Observa-se que para § = 0.5, a regiao de instabilidade é
maior, comparada com os demais valores de . Além disso, para § = 0.65 e 8 = 0.7,
ha uma sobreposicao das curvas fechadas, além de uma leve diminuicao da regiao de
instabilidade.
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Adicionalmente, para Wi = 40, nota-se que conforme a contribuicao do solvente [
diminui é necessario um valor maior de Re critico para o fechamento da curva e delimitacao
da regiao de instabilidade.

———p8=03
———3=05
6r =065
5=0.7
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0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000
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Figura 4.2.7: Curvas neutras para os valores de Wi =40e § = 0.3, 0.5, 0.65 e 0.7.

Na Figura [£.2.§] sao apresentadas curvas de estabilidade neutra para trés diferentes
valores de § = 0.3,0.5,0.65, mantendo-se fixo o valor Wi = 50. Observa-se claramente
nesta figura a influéncia da contribuicao do solvente  na regiao de instabilidade. Con-
forme o valor de 8 diminui, ou seja, com o aumento da viscosidade polimérica, as curvas
se deslocam para a direita, exigindo maiores valores de Re critico, e apresentando uma
maior regido de instabilidade. Além disso, a Figura [£.2.§8 confirma o conceito de que a
contribuicao do solvente no fluido é um fator importante para a analise de estabilidade
linear.

——— =03
3=05
6 5=0.65]
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Figura 4.2.8: Curvas neutras para os valores de Wi = 50 e = 0.3, 0.5 e 0.65.
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Aumentando o valor do nimero de W+, agora considerando o valor fixo de Wi = 65 e
quatro diferentes valores de 5: 5 = 0.3,0.5,0.65,0.9, a Figura apresenta as curvas de
estabilidade neutra para os parametros mencionados acima. Nota-se que a area da regiao
de instabilidade varia significativamente com o valor de 3, evidenciando a influéncia da
contribuicao do solvente na Teoria de Estabilidade Linear.

E, ainda, observa-se que a regiao de instabilidade é maior para 8 = 0.3, sugerindo que
o sistema é mais instavel para esta razao entre viscosidades. Enquanto que, para g = 0.9
a regiao de instabilidade é menor. Além disso, conforme o valor de § aumenta, a regiao de
instabilidade torna-se cada vez menor e, consequentemente, o valor de Re critico também
diminui consideravelmente.

——— =03
——3=05
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Figura 4.2.9: Curvas neutras para os valores de Wi =65e 8 = 0.3, 0.5, 0.65 e 0.9.

Na Figura pode-se observar mais atentamente a influéncia da contribuicao do
solvente S mesmo para valores altos de Wi. Considerando os parametros de Wi = 80
fixo e trés diferentes valores de g: B = 0.3,0.65,0.9, observa-se que conforme o valor
de f diminui, as curvas neutras se deslocam para a direita, exigindo maiores valores do
numero de Re critico, e apresentando uma maior regiao de instabilidade. Isso significa
que, para um determinado conjunto de valores de o e Wi, um valor menor de  (razao
entre a viscosidade do solvente pela viscosidade do polimero) requer um nimero de Re
critico maior para o fechamento da curva, ou seja, uma maior regiao de instabilidade.

E importante considerar que o valor de Wi pode ter um impacto significativo no
formato das curvas neutras e na area da regiao de instabilidade. Considerando agora um
maior valor para o numero de Weissenberg, Wi = 100 fixo e trés diferentes valores de
B: B =0.3,0.65,0.9, as curvas de estabilidade neutra podem ser vistas na Figura [4.2.11}
Nota-se que, diferente da Figura [£.2.10] em que a area da regiao de instabilidade é maior
para menores valores de ac e 3.

Observando a Figura nota-se que conforme o valor de o diminui, as curvas se
deslocam para a direita, exigindo maiores valores de Re critico. Por conseguinte, quando o
valor de 8 diminui, a regiao de instabilidade aumenta conforme o miimero de Re aumenta.
Logo, nota-se a influéncia significativa dos parametros 5, Wi e Re na forma e variagao das
curvas de estabilidade neutra temporal. E, nao obstante, sua importancia para a analise
de estabilidade linear.
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Vale ressaltar a dificuldade em comparar os resultados obtidos neste trabalho com
resultados da literatura, visto que pouco se encontrou sobre curvas de estabilidade neutra
temporal para o escoamento no tubo, utilizando o fluido modelado por Oldroyd-B.

25}
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Figura 4.2.10: Curvas neutras para os valores de Wi =280¢e = 0.3, 0.65 e 0.9.
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Figura 4.2.11: Curvas neutras para os valores de Wi =100 e 8 = 0.3, 0.65 e 0.9.

4.3 Verificagao do Coédigo LST para o fluido Upper
Convected Maxwell (UCM)

Com intuito de mostrar maior robustez do codigo LST 2D desenvolvido para o estudo
do escoamento no tubo, para o fluido modelado por Oldroyd-B utilizado neste trabalho,
apresenta-se um resultado para o escoamento no tubo, utilizando o modelo viscoelastico
convectivo superior de Maxwell (Upper Convected Maxwell, UCM).
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Garg et al. [14] também foram os primeiros a relatar a instabilidade no escoamento
em tubo, para o fluido UCM. Para investigar a estabilidade no escoamento de tubo, com
a variacao do numero de Wi, trés curvas neutras sao exibidas a fim de confirmar que o
codigo LST 2D também ¢é eficiente para a analise de estabilidade linear, utilizando outros
modelos de fluidos viscoelasticos, em particular, o modelo UCM. As mesmas equagoes que
modelam o fluido Oldroyd-B, apresentadas no Capitulo 2, sao utilizadas nas simulacoes
numéricas, no entanto, impoe-se 5 = 0, que caracteriza o fluido UCM.

Na Figura [£.3.1] sdo apresentadas curvas de estabilidade neutra para trés diferentes
valores de Wi: Wi = 40,60, 100, mantendo-se fixo o valor de = 0. Observa-se que
as curvas neutras também estao na forma de lacos fechados, porém em formas mais
complexas com varios lacos [12]. Para maiores valores do nimero de Wi, a instabilidade
é limitada em uma faixa muito estreita de baixos niimeros de onda, cobrindo uma ampla
gama de Re, e ainda, o lago se move em direcao a menores valores de Re e nimero de
onda alto, conforme Wi diminui. Os resultados desta figura estao em concordancia com
os resultados apresentados no trabalho de Wan et al. [29], utilizando os mesmos valores
de Wi, conforme mostra a Figura [£.3.2]

Ainda, na Figura , observa-se que a elasticidade do polimero (caracterizada por
Wi) desempenha um papel de extrema importancia na regiao de instabilidade para o
escoamento no tubo, utilizando o fluido UCM.
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Figura 4.3.1: Curvas neutras para os valores de 5 =0 e Wi = 40, 60 e 100.
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Figura 4.3.2: Curvas neutras para diferentes valores de Wi, conforme Wan et al. [29)].






CAPITULO

9

Conclusao

No presente trabalho foram apresentadas as equagoes que modelam escoamentos in-
compressiveis, isotérmicos, tridimensionais para um fluido nao-Newtoniano do tipo visco-
elastico, utilizando a equagao constitutiva do modelo linear Oldroyd-B. Em seguida, foi
investigada a convecgao das ondas de Tollmien-Schlichting para o escoamento no tubo,
com o objetivo de analisar a estabilidade desse escoamento.

As equagoes que modelam escoamentos para um fluido nao-Newtoniano do tipo vis-
coelastico foram apresentadas em suas formas tridimensionais e adimensionais, porém so
foram analisadas perturbagoes bidimensionais. Mas, o codigo (LST) poderia ter sido de-
senvolvido em 3D. Neste trabalho foi utilizada somente a analise temporal para investigar
a estabilidade de escoamentos de fluidos viscoelasticos, utilizando a Teoria de Estabilidade
Linear, através das curvas neutras de estabilidade. Diversas simulag¢oes numéricas foram
realizadas a fim de testar diferentes parametros adimensionais do modelo Oldroyd-B.

As curvas neutras de estabilidade no plano (Re, o) foram avaliadas através das pertur-
bagoes nao estacionarias para diferentes valores de pardmetros adimensionais do modelo.
Além disso, a influéncia dos parametros adimensionais presentes no modelo Oldroyd-
B, tais como [, Re e Wi foram estudados, considerando os valores de Reynolds como
Re = 1000 a Re = 7000 e ntmero de onda o« = 0 a o« = 7. Logo, pode-se ver que a
elasticidade do polimero, dada pelo numero de Weissenberg (i), desempenha um papel
importante na estabilidade do escoamento. Foram considerados seis diferentes valores de
Weissenberg, a saber Wi = 30,40, 50, 65,80 e 100, e diferentes valores de .

Os resultados numéricos mostraram que conforme o valor de Wi aumenta, ha um
deslocamento da curva neutra para a direita, indicando que o escoamento fica instavel
para valores maiores do nimero de Reynolds critico.

A influéncia da contribui¢ao do solvente 3 no fluido também foi estudada para analisar
a estabilidade do escoamento de Hagen-Poiseuille do fluido Oldroyd-B. Foram realizadas
simulagoes numeéricas considerando sete diferentes valores de 3, tais como
£ = 0,0.1,0.3,0.5,0.65,0.7,0.9. Os resultados mostraram que para pequenos valores
de Wi e de 8 0 escoamento se torna estavel. Aumentando Wi, mesmo para (3 pequeno o
escoamento é mais instavel.

Portanto, 5 = 1,/n, nao é o unico critério para assumir que o nimero J se aproximando
do fluido Newtoniano o escoamento torna-se estavel. Ou seja, nao é s6 uma questao de
viscosidade mas também de tempo caracteristico do fluido.

Os resultados numéricos obtidos pela analise de estabilidade, utilizando a Teoria de
Estabilidade Linear, demonstraram-se satisfatorios e de extrema relevancia, uma vez que
é escassa literatura disponivel sobre o comportamento das curvas neutras de estabilidade
para o escoamento de Hagen-Poiseuille para o fluido Oldroyd-B.

77
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Sendo assim, a principal contribuigao cientifica deste trabalho disponibiliza resultados
atuais a partir de uma ferramenta numeérica na verificacao da estabilidade de escoamentos
em tubos utilizando o fluido Oldroyd-B. A relevancia deste estudo se estende ao aceite de
um artigo a XIV Escola de Primavera de Transicao e Turbuléncia — 2024, explicitando os
principais resultados obtidos. Além de ser uma referéncia para o estudo do comportamento
das curvas neutras do fluido Oldroyd-B para o escoamento em tubo, no qual a literatura
é escassa sobre este assunto.

Com o objetivo de dar continuidade & pesquisa, propoe-se o estudo e a andlise da
estabilidade de perturbacgoes tridimensionais em tubos para outros modelos de fluidos
viscoelésticos, expandindo o conhecimento nesta area e abrindo caminho para novas des-
cobertas e aplicacoes.
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