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Resumo

São apresentadas condições adicionais de estabilidade complementando métodos existentes na
literatura. 1 apresentado também um estudo comparativo das condições para a estabilidade de
sistemas dinâmicos não­lincares, contínuos e discretos no tempo, descritos por modelos fuzzy
Takagi­Sugeno. Análises teóricas e simulações confrontam métodos recentes de estabilidade pro­
postos na literatura. Estas análises validam métodos existentes, fornecendo assim resultados
significativos descritos pelos critérios de estabilidade visando problemas de projetos de siste­
mas de controle. Simulações digitais ilustram este fato. Para isso sistemas não­lincares são
representados pelos modelos fuzzy propostos por Takagi­Sugeno. Adicionalmente, as análises
de estabilidade e problemas de projetos de sistemas de controle são descritos como a solução
de Desigualdades Matriciais Lineares (em inglês, Linear Matrix Inequalities (LMIs)), que po­
dem ser resolvidos eficientemente por técnicas de programação convexa. Às técnicas de projeto
também permitem a especificação da resposta transitória através da taxa de decaimento e à
especificação de restrições nos sinais de controle e nas saídas. O projeto e a simulação do con­
trole de um pêndulo invertido ilustram a aplicação de condições relaxadas de estabilidade para
sistemas não­lincaros.
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Abstract

Additional conditions for the study of the stability of nonlincear systerns are presented, given by
fuzzy models, complementing existent methods in the literature. It is also described a compara­
tive study, with theoretical analysis and digital simulations of the conditions for the quadratic
stability of nonlincar continuous and discrete­time dynamic systems, described by fuzzy models
Takagi­Sugeno, available in the literature. Additionally, the analysis of stability and problems of
design of control systems are described as the solution of LMIs (Lincar Matrix Incqualities), that
can be elliciently solved by convex programming techniques. The design methods also allow the
specification of the decay rate, constraints on control input and output, also described by LMIs.
Finally, one of the proposed methods system is applied in the control of an inverted penduluin.
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Capítulo

Introdução

O controle de sistemas não­linceares é um assunto que tem despertado grande interesse dos pes­
quisadores. Técnicas de controle clássicas (controladores proporcionais, PD, PID) são bascados
em modelos lincarizados dos sistemas físicos, o que representa perda de informações, que muitas
vezes são importantes para o funcionamento da planta com altos níveis de exigência de de­
sempenho. Atualmente a utilização do denominado controle inteligente utilizando à teoria de
sistemas nebulosos (mais conhecido como sistemas fuzzy) tem aberto uma nova perspectiva no
tratamento de sistemas não­lineares e no projeto de seus controladores (Takagi e Sugeno, 1985).
Muitos outros trabalhos foram desenvolvidos seguindo essa linha de pesquisa na tentativa de
desenvolver um controle mais versátil e robusto. Com isso, o controle com lógica fuzzy tem
despertado um crescente interesse na comunidade científica nos últimos anos. À teoria sobre
sistemas fuzzy teve início em 1965, com Lofti À. Zadeh (Zadeh, 1965). Na década de 60, esta
teoria foi aceita por parte e rejeitada por um outro grupo de pesquisadores, que alegavam que o
princípio de “fuzzificação” era contra os. princípios da base científica (Wang, 1997). Na década
de 70 foram obtidos avanços significativos na área, por exemplo, o método de controle proposto
por Mandani e Assilian (Mandani e Assilian, 1975). Esta metodologia foi aplicada com sucesso,
em 1978, por Ilolmblad e Ostergaard (Wang, 1997), no controle de um processo de produção de
cimento; esta é considerada a primeira aplicação em escala industrial dos controladores fuzzy.
Na década de 80 os engenheiros japoneses, contrariamente aos engenheiros dos Iºstados Unidos,
rapidamente verificarain que os controladores fuzzy eram facilmente projetados e propiciavam
um excelente desempenho em muitas aplicações. Em 1985, Takagi e Sugeno propuseram os mo­
delos fuzzy, agora conhecidos como Modelos Fuzzy Takagi­Sugeno (Takagi e Sugeno, 1985), que
serão abordados com profundidade nas próximas seções. Nesta década sugiram várias aplicações
práticas dos controladores fuzzy, por exemplo, em metrôs, robôs, carros (motor, transmissão,
freio, suspensão, etc.), máquinas de lavar roupas, fábricas de cimento e outros. Na década de
90, ocorreu o primeiro congresso na árca de fuzzy, patrocinado pelo IEE e cresceu de forma
significativa o número de pesquisadores na área. Atualmente a literatura especializada mostra
que a importância dos sistemas fuzzy é reconhecida por grande parte da comunidade científica
da área de controle e os resultados disponíveis permitem, em vários casos, a análise de estabi­
lidade, resposta transitória e robustez dos controladores projetados. Na nossa opinião, os bons
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resultados da análise teórica no estudo do comportamento de sistemas de controle fuzzy, utili­
zando ferramentas disponíveis sobre os sistemas dinâmicos não­lineares, por exemplo as funções
de Lyapunov, são as principais motivações para o crescimento das pesquisas sérias na área.

zNormalmente, o primeiro passo no projeto de um sistema de controle é a construção de
um “modelo verdadeiro”, ou melhor, um “modelo de simulação” do sistema dinâmico que será
controlado. Este modelo será utilizado nas simulações para verificar o desempenho do regulador
projetado e deve incluir todas as características relevantes do processo. Geralmente, o modelo
de simulação é muito complicado para o projeto de sistemas de controle. Assim, necessita­
se de um modelo simplificado, denominado “modelo de projeto”, vide Friedland (1996) para
maiores detalhes. O modelo de projeto deve capturar as características essenciais do processo.
A técnica mais comum para à obtenção de um modelo de projeto para plantas não­lincares é
sem dúvida a linearização da planta em um ponto de operação de interesse. Com este método o
modelo de projeto é em geral um sistema linear invariante no tempo e o projeto de reguladores
é relativamente simples em muitos casos. Entretanto, este modelo de projeto descreve bem a
dinâmica do sistema somente em uma certa vizinhança em torno do ponto de operação no qual
o sistema foi linearizado. Ássim, nos casos onde o sistema pode operar em regiões distantes
do ponto de operação, este modelo de projeto não é, em geral, adequado. Neste caso deve­
se adotar um modelo de projeto mais sofisticado, que considere adicionalmente a dinâmica da
planta em regiões distantes do ponto de operação mencionado. Uma possível solução para este
problema é a representação da planta não­linear por modelos fuzzy Takagi­Sugeno (T­S) ou
Takagi­Sugeno­Kang (T­S­K) (Takagi e Sugeno, 1985), (Sugeno e Kang, 1988). A idéia destes
modelos consiste da descrição aproximada de um sistema não­linear como a combinação de um
certo número de modelos lineares invariantes no tempo locais, que descrevem aproximadamente
o comportamento deste sistema em diferentes pontos do seu espaço de estados. Desta forma,
pode­se interpretar a técnica tradicional de lincarização em apenas um ponto de operação como
um caso particular dos modelos fuzzy T­S­K, consistindo apenas de um modelo local. Esta classe
de modelos de projeto permite que o engenheiro utilize o seu conhecimento sobre o sistema que
vai ser controlado, na definição do número dos modelos locais e dos pontos ou regiões nas quais
estes modelos locais serão definidos.

O modelo global do sistema é obtido através da combinação fuzzy destes modelos lineares
locais. A idéia é que para cada modelo linear local seja projetado um controle de realimentação
linear. O regulador global resultante, que é em geral não­linear, é uma combinação fuzzy de
cada regulador linear individual.

Mais significativamente, problemas como as análises de estabilidade e o projeto de controle
são reduzidos a problemas descritos por LMIs (Linear Matrix Inequalities) (Boyd et al., 1994).
Numericamente, as soluções de LMIs, quando existem, podem ser obtidas muito cficientemente
por meio de algumas ferramentas poderosas, disponíveis na literatura de programação ma­
temática (Boyd et al., 1994). Desta forma, a solução encontrada para tais problemas descritos

or LMIs é equivalente à encontrar soluções para o problema original.jo 8

Durante a última década o controle fuzzy tem atraído grande atenção e muitas aplicações
têm sido feitas, por exemplo, no projeto de novos sistemas de controle para automóveis (Will
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et al., 1997), controle de elevadores de alta velocidade (Tanaka, Nishimura e Wang, 1998), na
detecção e isolamento de falhas (lchtev ct al., 2001) e no controle de helicópteros (Kadmiry
e Driankov, 2001; Tanaka et al., 2001). É uma das mais úteis aproximações para se utilizar
o conhecimento qualitativo de um sisterna para projetar um regulador, mas muitas questões
permanecem para discussões adicionais.

A análise da estabilidade de sistemas de controle fuzzy é um dos tópicos mais importantes em
sistemas de controle fuzzy. É possível projetar teoricamente um regulador fuzzy se for disponível
um bom critério para a análise da estabilidade adequado a estes sistemas. Recentemente muitos
esforços têm sido feitos nesta área (Tanaka e Sugeno, 1992; Tanaka, Ikeda e Wang, 1998; Teixeira
e Zak, 1999; Teixeira et al., 2000; Kim e Lee, 2000; Teixeira et al., 2001; Tuan et al., 2001; Teixeira
et al., 2003; Xiaodong ec Qingling, 2003).

Este trabalho trata em sua maior parte, de um estudo comparativo sobre questões recentes
de estabilidade e projeto de reguladores fuzzy. São apresentadas análises e comparações de
métodos existentes e de métodos propostos, para a estabilidade de sistemas fuzzy utilizando o
método direto de Lyapunov. São propostas condições adicionais para análise de estabilidade de
sistemas não­lineares e resultados que flexibilizam condições disponíveis na literatura.

Métodos de projeto baseados em LMIs para reguladores fuzzy são construídos usando a
Compensação Distribuída Paralela (CDP) (Tanaka e Sugeno, 1992; Wang et al., 1996) e as
condições para estabilidade. Ixemplos de projeto para sisternas não­lincares demonstrain a
utilidade das condições de estabilidade e os métodos de projeto baseados em LMIs.

O Capítulo 2 apresenta o modelo fuzzy proposto por Takagi­Sugeno. O Capítulo 3 introduz
o regulador fuzzy e suas “questões de estabilidade utilizando o modelo fuzzy Takagi­Sugeno. São
apresentadas também condições adicionais de estabilidade propostas e condições que comple­
mentam mélodos existentes. No Capítulo 4 são descritas comparações dos métodos, realizadas
análises teóricas e simulações digitais, comparando resultados fornecidos pelos métodos tratados,
enfocando somente a estabilidade do sistema. No Capítulo 5 é abordado o projeto descrito por
LMIs, de condições propostas nesta dissertação para o projeto de reguladores fuzzy. 1º apro­
sentado também um exemplo de aplicação utilizando o modelo do pêndulo invertido na forma
contínua. No Capítulo 6 são discutidos resultados propostos e estudos comparativos realizados.

Neste trabalho, MT é a transposta da matriz M, S > 0 (S > 0) significa que S é uma matriz
positiva definida (semidefinida), S > T (S > T) expressa que 8 —­ T> 0 (S­T>0))eceW=O0
quer dizer que W é uma matriz nula, isto é, seus elementos são todos iguais a zero. Considere
também a seguinte notação, para r == 3, 3,2; Significa:

3 33

> ij = > > Ajj & A12 + a13 dos.
i<j i=l j=1
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Capítulo

Modelo Fuzzy Takagi­Sugeno

No método de projeto proposto, uma dada planta não­linear é representada pelo modelo fuzzy
Takagi­Sugeno (Takagi e Sugeno, 1985). Este método de modelagem fuzzy é simples. Às
dinâmicas do sistema são capturadas por um conjunto de implicações fuzzy (regras) que carac­
terizam relações locais no espaço de estados. À principal característica de um modelo Takagi­
Sugeno é a descrição das dinâmicas locais de cada implicação fuzzy por um modelo de sistema
linear. O modelo fuzzy global do sistema é obtido pela combinação fuzzy dos modelos do sistema
linear.

Especificamente, o sistema fuzzy Takagi­Sugeno é descrito pelas regras fuzzy SE­ENTÃO,
que representam localmente relações lineares entre a entrada e a saída de um sistema.

A descrição local da planta dinâmica a ser controlada está disponível nos termos dos modelos
lineares locais, sendo conveniente mencionar que na descrição do Sistema Fuzzy Discreto a
notação x(t + 1) e x(t) representa respectivamente os sinais amostrados x(KT + T) e x(KT),
sendo T o período de amostragem. Esta notação foi empregada em Tanaka, Ikeda e Wang (1998)
70r motivo de simplicidade. Portanto tem­se os seguintes modelos lineares locais:

oO

Sistema Fuzzy Contínuo (SIC):

Sistema Fuzzy Discreto (SFD):

x(t1+1) = Ai;x(t)+ Biu(l),

y(L) Cix(!);

sendoé = 1,2,...,r (ré o número de modelos lineares), o vetor estado x(t) E R”, o vetor entrada
u(t) E R”, o vetor saída y(t) e R1, A; E RM”, Br ER eC;EeRM”. A informação acima
é então fundida com as regras SE­ENTAÃO disponíveis, onde a i­ésima regra têm a forma:
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Sistema Fuzzy Contínuo (SFC):

Regrai : SES(NÉMIE... Be(N)é Mi,
Xx(t) = A;x(t) + B;u(!l)
y(t) = Cix(!);exTÃO |

Sistema Fuzzy Discreto (SFD):

Regraú : SEZS(NÉMIE... Besp(0)é MÍ,
x(t 41) = A;x(t) + Bju(l)ENTÃO |

Tem­se que Mi, j=1,2,...,p é o conjunto fuzzy j da regra i e z1(f),...,z26,(l) são as variáveis
premissas. Seja ni z;(1)) a função de pertinência do conjunto fuzzy MÊ, e seja

w'(Z(1)) = uu MiCEs(O), (0) = (21) 2a(O) 0. (DJ.
Como ni(e;()) > O tem­se, para é = 1,2,...,7,

vife(n) = 0 e Cn (E(0) > 0,
i=]1

Uma escolha para a obtenção de um modelo fuzzy Takagi­Sugeno para sistemas não­lincares
é adotar z(t) = x(L), sendo x(/) o vetor de estado do sistema não­linear. Um exemplo na Seção
5.4 ilustra esta idéia.

Defina

a = 0) Qz al.

Desta forma, dado um par (x(t), u(f!)) ce, usando um método de inferência padrão fuzzy
(fuzzificador “singleton”), o sistema fuzzy resultante é tido como a média ponderada dos modelos
locais, ce é dado por:

Sistema Fuzzy Contínuo (SIFC):

Ei Wé(e()(Asx(0) + Biu(0))
EETIICICA))

D ai(z(t))(Aix(t) + Biu(t))
i=]1

(aste(As) x(t) + » asteto)Bs) u(t)
i=1 i=1

(a)x(1) | B(a)u(l).

X(1)

o
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O sistema não forçado (u(t) = 0) é definido como segue:

DEL W(Z(D)JA jx(1)
Liz: W'(Z(1))

= DX oi(z(0)Aix(l).
i=]1

X(1)

A saída para ambos os casos, forçado e não forçado, é dada por

Ci ui(Z(1))Cix()
Liz, Wi(Z(1))

­ NS ai(z(0)Cx(1)
1­1

= C(a)x(!).

0) =

Sistema Ifuzzy Discreto (SFD):

Die W'(Z(O)(Aix(0) 4 Biu(t))
21 W(Z(1))

i=]1

i=1 1i=)1

x(t1+1) =

= A(a)x(1))4 B(a)u(l).

O sistema não forçado é definido como segue:

Tu (Z(N)A;X(1)
i=1 W'(Z(0))

1­1

x(1 11)

A saída para ambos os casos, forçado e não forçado, é dada por

Le wi(Z(1))C;x(!)
Die, W(2(0))

D ai(e(1))Cix(1)
il

C(a)x(!).

yU) =

Para t=1,2,...,7,
|

w'(Z(L))
ai(z(1)) = SUNTTUPITIA
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Note que, para à = 1,2,...,T,

ailz(1))>O e 3 ai(z(0)) =]. (2.8)
i=1

Os modelos fuzzy Takagi­Sugeno têm sido úteis na descrição exata ou aproximada de siste­
,mas não­lineares. Na Seção 5.4 este fato é ilustrado no controle de um pêndulo invertido. E

bem conhecido que sistemas fuzzy aditivos F : Rº — RP, como o modelo fuzzy TSK, podem
aproximar uniformemente qualquer função contínua £ : U € Rº > RP em um domínio compacto
(fechado limitado) U (Kosko, 1997). No caso do modelo fuzzy TSK, quanto maior o número de
modelos locais, melhor será a aderência do modelo à equação diferencial não­linear da planta.

O exemplo abaixo ilustra a aproximação obtida pelos modelos fuzzy TSK.

­ fea

N

Figura 2.1: Ilustração da aproximação obtida por modelos fuzzy TSIK.

Exemplo 1 ­ Aproximação utilizando Modelos TSK: Considere a função não­linear f(x)
descrita na Figura 2.1. Note que esta função pode ser aproximada, para x & xo = O, por
f(x) = a)r, que é a reta tangente desta curva em x = 0. Uma aproximação linear para esta
função, para x & x17, é fo(x) = a2str; observe que esta segunda aproximação linear não é tão boa
quanto a primeira aproximação linear, pois /a(t) não corresponde à reta tangente de f(t) em
x =x Adotando­se fi(x) e fa(x) como modelos locais, e as funções a1(x), a2s(x) definidas
na Figura 2.1 (observe que a1 (x) e a2(t) são positivas e que a1(x) + a2(x) = 1), um modelo
fuzzy TSK para f(x) seria ff(tx) = a (r)/i(x) + as(t) fa(z), como ilustrado na Figura 2.1.
Pode­se observar que para x = xo, então a7 = 1, a = 0 e ff(x) = fi(x) e para x = x7, então
a2=l,01=0eff(x) = fo(x). Finalmente, verifique que ff(x) proporciona uma aproximação
da função f(x) muito melhor do que as funções f1(x) (linearização em torno de um ponto de
operação) ou fa(x), por exemplo para xo < x < 11. Obviamente, se aumentarmos o número de
modelos locais, a aproximação torna­se melhor. Esse exemplo simples mostra o potencial dos
modelos fuzzy TSK, no tratamento de funções e/ou de sistemas não­lineares.
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Considere a planta descrita pelas seguintes equações:

x = f(x) + G(x)u. (2.9)

Um modelo de projeto para esta planta, com modelos fuzzy de Takagi­Sugeno, tendo em vista
(2.8), é O seguinte:

r rx= XaiAix + JS aiBiu. (2.10)
i=] i=]

Suponha que x = 0 é o único ponto de equilíbrio deste sistema, isto é, f(x) = 0. Então, um
modelo local linear para a operação em x = O pode obtido através da linearização por série de
Taylor em x = 0. Agora, surge o problema da obtenção de um modelo local linear que represente
aproximadamente a planta descrita em (2.9), em x & x6, sendo que xq £ 0. Em Teixeira e Zak
(1999) foi utilizado o seguinte paradigma para a obtenção deste modelo local:

f(x)­HG(x)u&Z Ax+ Bu para todo u, (2.11)

para x = xo, €

f(x9) + G(xo)U = Axo 4 Bu para todo u. (2.12)

A solução ótima, descrita em Teixeira e Zak (1999) é a seguinte:

G(xo) = B

T
esea; é a linha té de A, então

Sfilxo) — xd V fi(xo)
: xo, X5/D|lxxo |? ! 'aj = V/i(xo) !

sendo que nesta fórmula, ||[xo]]? = x2 xo.
Hd

E interessante observar que os modelos locais ótimos, em pontos diferentes do ponto de
equilíbrio, não podem ser obtidos através da lincarização por série de Taylor no ponto consi­
derado. À fórmula apresentada em (2.14) mostra que a aproximação ótima é a soma de dois
termos, enquanto que a lincarização por Taylor, desprezando­se os termos constantes, forneceria
apenas o primeiro termo da fórmula, que é o gradiente da função /f;(x) no ponto considerado.
Finalmente, é oportuno mencionar que a fórmula (2.14) tem sido bem aceita pela comunidade
científica, pela facilidade que ela oferece na obtenção dos modelos locais, e já está sendo uti­
lizada com sucesso. Pode ser citado como exemplo, por Zheng, no projeto de um controlador
PI robusto para uma turbina termoclétrica (Zheng et al., 2001), por Bergsten, no projeto de
observadores fuzzy (Bergsten et al., 2002), por Cao e Frank, no controle de um processo químico
com atraso de transporte (Cao e Frank, 2000), por Kim, no controle de um pêndulo invertido,
utilizando sistemas fuzzy Singleton (Kim, 2001) e também por Machado (2003) na modelagem e
controle de sistemas fuzzy Takagi­Sugeno. Ista fórmula também tem sido empregada em siste­
mas não­lineares que não utilizam modelos fuzzy como em Guo et al. (2000), para rastreamento
de órbitas de sistemas caóticos.
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É possível modelar exatamente certas classes de sistemas não­lineares com modelos luzzy
TSK utilizando­se o método descrito em Taniguchi et al. (2001). Neste método de construção,
os modelos locais são obtidos em função da região de operação. Os modelos correspondem aos
valores máximos e mínimos das funções não­lincares do sistema. Desta forma o número de
modelos está diretamente relacionado ao número de funções não­lincares. sta técnica de cons­
trução permite modelar uma grande variedade de sistemas que estejam no intervalo de operação.
Portanto, na construção dos modelos não são consideradas particularidades do comportamento
das funções não­lincares, mas apenas seus valores extremos. Neste método, para a determinação
dos modelos locais, foi considerada a seguinte classe de sistemas não­lineares:

Tn

di(t) =X fi (x(O)e;(0) + SD gue (x(O)us(1) (2.15)
j=1 k=]1

sendo que à = 1,2,...,r, r é o número de regras, 1 e m denotam, respectivamente, o número de
estados e entradas e f;;(x(t)) e ga (X(1)) são funções de x(1), sendo x(1) = le1(1)...xn(0]”

*ara obter a forma generalizada deste método, considere as seguintes variáveis:

ajjl E max fi(Xx(0)),
x(!)

aja = minf fi;(x(0)),
x(1)

bik1 = maxígi(x(0))),
x(1)

bixo = minfgik(x(1))).
x(!)

Logo, para representar o sistema verdadeiro com a forma generalizada são necessários 2º
modelos locais, sendo 8 o número de não­lincaridades existentes no sistema (Taniguchi ct al,
2001). O exemplo abaixo apresenta detalhes sobre este fato.

lLxemplo 2 ­ Modelagem exata com modelos TSIG Considere por exemplo a função f;i;(x(1)):
R" — R, sendo que, de (2.16), fi(x(1)) E [4ija, 41] e que a;:529 / ajj) (isto é, 0:31 > dijo).

Neste exemplo será mostrado que f;;(x(1)) pode ser representada, de forma exata, por um
modelo fuzzy TSK, considerando apenas dois modelos locais: a;;1 e a:j2. Ou seja, será provado
que existem 0;51(x(1)) e o;2(Xx(1)) tais que

Si((1)) = oia (X(0))aia + oe (Xx(D)aij2, (217)

oiji(X(1)) + osa(x(0)) = 1, com (2.18)

cilx(1))>0 e oa(x(1))>O. (2.19)

Efetuando a substituição de (2.18) em (2.17), então,

fi(X()) = ou(X(0)aga + (1 = 01 x(0)))aijo
= (Fija — aije Oi (X(L)) + aij2:
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Logo, considerando que a;j7 > dijo, Segue que

aijilx(0)) PN.
ij ij

Como Si (Xx(1)) E [Aija, ja] E Mia — dijo > O, então note que de (2.20), o;1(Xx(t)) = O para
fij(X(1)) = aja, oa(Xx(1)) = 1 para fG(x(0)) = aa, e ou1(Xx(1)) E (0,1) para fij(x(1)) €
(aija, ij1). Desta forma O < oi1(x(1)) < 1 e assim, note que

Cija(Xx(1)) = 1 — o (x(0)) (2.21)

também satisfaz a relação O < o;2(x(1)) < 1. Desta forma, o;j2(x(1)) e 0:31 (Xx(1)) satisfazem
as equações (2.17) e (2.19), que correspondem à representação exata de fii(x(1)) através dos
modelos fuzzy TSK.

Considere agora, sem perda de generalidade, por exemplo, que em (2.15):

dit) = fij(X(O)j(1) + gi (Xx(O)u(). (2.22)

Tendo em vista que de (2.16), fis(x(1)) E [aja di] e gu (X(1)) E [bija, bia, então, usando os
passos descritos acima para a função f;;(x(!)), é possível obter a;71 (x(1)), asa (X(1)), Ea (X(1))
e Exja(x(t)) tais que:

fij((1)) = oia (X(1))aija + oie(X(0))aiG2, (2.23)

Ii (X(D)) = Ei (X())bija 1 Sia (X(D)bija, — com (2.24)

Cia (X(1)) + cia(k(0))=1, Ejik()) t+ Se) =1 e (2.25)

giji(X(4)) >0, oax(N))>O0, SGX(0))>O0, ec So(x(1))>O. (2.26)

Substituindo (2.23) e (2.24) em (2.22) e considerando (2.25) e (2.26), note que:

di(t) = (0331 (X(1))aija + Tija(X(1))aija)aCj (1) + (Ei) (<(O)bija + Eijo(xx(1))bija)U(L)
(Eij1 (X(8)) + Eijo(Xx(LD))((gi (X (t1))aisa + Fija (X (0))aiza)XT (1)
+(0i31 (Xx(!)) + Oij2 (x(1)))(Si1 (x (1 )»ia Eizo (X((1) bija)U( ().

, defina

a1(x(1)) =E&j(Xx(N))aoii(kx()), a2(Xx(1))= x(1))oija(X(1)),az(x(1)) = Eja(X(N)azi(X(1)), aa(X(1)) = EijaA aDDO AGO):
Então, note que, de (2.25), (2.26) e (2.28),

3 ai(x(0)))= (Ei(0)+ Sija(Xx(1))) (01 x()) FogaGk(1))) =, (2.29)
i=1

x(1))>O0, i=1,2,3,4, (2.30)
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e de (2.27) e (2.28)

di(t) = [01 (x(1))aiga + as(X(1))aiga + es(x(t))aia + aa(x(0))aia] Tv; (1) (2.31)
+ [a (x())bij1 | as(x(L))bija + as (x(1))bis1 + a(x(t))bijol ult).

Finalmente, observe que (2.29), (2.30) e (2.31) permitem um descrição exata de (2.22) através
dos modelos TSIK. Note que em (2.31), os quatro modelos locais relacionados com a(x(t)),
a2(x(t)), as(x(1)) e as(x(1)), correspondem a todas combinações possíveis de (a;51, ja) e
(bij1, bij2), que são os vértices do politopo.

No exemplo citado anteriormente, extraído de Machado (2003), foi possível modelar exa­
tamente o sistema não­linear com duas funções não­lineares utilizando quatro modelos locais.
Segundo este método, se o sistema apresentar s funções não­lineares, serão necessários 2º modelos
locais para a sua representação exata através de modelos TSK.

O método ilustrado neste exemplo, descrito em Taniguehi et al. (2001), valoriza os modelos
fuzzy TSK, pois mostra que é possível modelar exatamente uma grande classe de sistemas não­
lineares com modelos fuzzy TSK, com um número finito de modelos locais. Entretanto, neste
método será necessário um número maior de modelos locais à medida que o número de não­
linearidades cresce.
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Capítulo

Reguladores com Modelos Fuzzy
Takagi­Sugeno

Utilizou­se o conceito de Compensação Distribuída Paralela (CDP) para projetar reguladores
fuzzy para estabilizar sistemas não­lincares descritos por modelos fuzzy. À idéia é projetar um
compensador para cada regra do modelo fuzzy. Para cada regra, são utilizadas técnicas de
projeto de controle linear. O regulador fuzzy global resultante, que é em geral não­linear, é
uma combinação fuzzy de cada regulador linear individual. À CDP oferece um procedimento de
projeto do regulador para o modelo fuzzy Takagi­Sugeno, onde cada regra de controle é projetada
a partir da correspondente regra de um modelo Takagi­Sugeno da planta. O regulador fuzzy
projetado compartilha os mesmos conjuntos de regras com o modelo fuzzy nas partes premissas.
Para os modelos fuzzy (2.1) e (2.2), sendo à = 1,2,...,r, os reguladores fuzzy via CDP possuem
a seguinte estrutura:

Regrai : SEZX(NCMPE... Ez(NéM,
ENTÃO u(t) = =Fix(1). (3.1)

Portanto, de forma análoga à efetuada na obtenção de (2.3), o regulador fuzzy é dado por

SE Wi (Z(O)Fix(0)
DEEETICIT)

— Sd as(z(0)Fix(0)
i=]1

= —F(a)x(1).

ul) = —

O objetivo do projeto do regulador fuzzy é determinar os ganhos de realimentação locais F;
nas partes consequentes. Para a lei de controle (3.2), as equações (2.3) e (2.6) são dadas por
(3.3) e (3.4) respectivamente (Tanaka, Ikcda e Wang, 1998), tendo em vista (2.8):
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3.1. Condições para a Estabilidade de Reguladores Fuzzy

Sistema Fuzzy Contínuo (SFC):

Xx(1t) = 3X ai(z(N)aj(Z(1))(A:— BiFj)x(t)
i=1j=]

= 22 at) ESBENCO)E NEON pandaENO AAANCE)
i<j

Sistema Fuzzy Discreto (SFD):

x(t­+1) = Ya(Z(1))a;(Z(N)A; — B;F;1x(1)
Em

­ ate Gix(t)123”ai(z(1))aj(z(a(0) FERE do(O, (34)
1<j

3.1. Condições para a Estabilidade de Reguladores Fuzzy

As condições suficientes para a estabilidade de sistemas fuzzy contínuos e discretos no tempo
são derivadas usando funções L.yapunov quadráticas do tipo V(x(1)) = x” (0) Px(t) (Tanaka e
Sugeno, 1992; Pictrobom, 1999; Teixeira et al., 2000; Kim e Lee, 2000; Tuan et al., 2001; Teixeira
et al., 2003; Xiaodong e­Qingling, 2003). Os principais resultados estão descritos abaixo.

Lema 1 O ponto de equilíbrio x = O do sistema fuzzy contínuo descrito por (2.4) é assin­
tolicamente estável globalmente se existe uma matriz simétrica positiva definida comum P tal
que

AIP­+PA;<O,

para à = 1,2,...,r7; isto é, para Lodos os subsistemas.

Prova: Segue diretamente da aplicação da função de Lyapunov V(x(1)) = x” (NPx(1).

Lema 2 O ponto de equilíbrio x = O do sistema fuzzy discreto descrito por (2.7) é assintolica­
mente estável globalmente se existe uma matriz simétrica positiva definida comum P tal que

AIPA;­P<O,

para it = 1,2,...,r7; isto é, para lodos os subsistemas.

Prova: Vide Tanaka e Sugeno (1992).

Para a apresentação dos resultados para a estabilidade do sistema forçado, será utilizada a
definição de número de regras ativas: os sistemas fuzzy (3.3) e (3.4) possuem r regras e para
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3.1. Condições para a Estabilidade de Reguladores Fuzzy

um certo z(t) = so o número de regras ativas é igual ao número de termos a1(to9),..., Arlo)
não nulos. Por exemplo, na Figura 3.1 as regras ativas para «1(1) < a, 21(1) E (a,D), 1(1) =D,
21(t) E (bjo), 1(1) = e, 21(t) E (e, d), 21(1) > d são respectivamente as regras 1, 10 2,2,20e3,

3, 364,4, Ássim o número de regras ativas é menor ou igual a dois.

Tale) az) as(ãa) aala)

(0)

Figura 3.1: Exemplo de um conjunto de 4 regras fuzzy: a,
a4(21(1)) E (O, 1] e aA1(21(1)) + as(a1(1)) + aa(a(1)) + a (21(1)) =

Observe que na Figura 3.1, a (21 (D)aa(2(D) = en(a(D)aa(a()) = as(a(D)Aa(a(1)) =
0, V aa(t) ER. À existência deste fato foi explorada no estudo da estabilidade, como será visto
nos Lemas 3­6 e Teoremas 1 ce 2.

Lema 3 O ponto de equilíbrio x == O do sistema de controle fuzzy contínuo descrito por (3.3) é
assintoticamente estável globalmente se existe uma matriz simétrica positiva definida comum P
tal que

GIP | PG; <O,

para todoà = 1,...,T €

CH P+P SE <o, i j,( 2 ) ! ( 2
=, 1<)

para todo 1,j = 1,...,r ercceluando­se os pares (1,j) tais que a;(z(1))aj(zZ(t)) = O, V z(!).

Prova: Segue diretamente do Lema 1.

Lema 4 O ponto de equilíbrio x = O do sistema de controle fuzzy discreto descrito por (3.4) é
assintoticamente estável globalmente se existe uma matriz simétrica positiva definida comum P
tal que

GÍPG;; —P<O,

para todoit =1,...,Tr €

2 2 mo '

para todo 1,j == 1,...,r excetuando­se os pares (1,3) lais que a;(z(1))Oaj(Z(1)) = O, V z(1).
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«3.1. Condições para a Estabilidade de Reguladores Fuzzy

Prova: Segue diretamente do Lema 2.

Essas condições para estabilidade, em geral, são conservativas. Foram propostas em Tanaka,
Ikeda e Wang (1998) condições mais relaxadas do que as descritas anteriormente.

Lema 5 Assuma que o número de regras que estão ativas para todo L é menor ou igual a s,
sendo 1<s<r. O ponto de equilíbrio x = O do sistema de controle fuzzy contínuo descrito
por (3.3) é assintoticamente estável globalmente se existe uma matriz simétrica positiva definida
comum P e uma matriz simétrica semipositiva definida comum Q tais que

GIP | PG; + (s­1N)Q<O,

para todoit =1,...,T €

RA P+P (SE) —Q<O0, i<j, (3.6)

para todo 1,j = 1,...,r ercetuando­se os pares (1,3) lais que ai(z(t))aj(Z(1)) = O, V z(1).

Prova: Vide Tanaka, lkeda e Wang (1998).

Observação 1 Observe que as condições do Lema 5 são iguais às do Lema 3, adicionando­se
a matriz Q> 0. Note que (3.6) foi relaxada com relação à respectiva condição no Lema 3.

Lema 6 Assuma que o.número de regras que estão ativas para todo t é menor ou igual a s,
sendo 1 <s<r. O ponto de equilíbrio x ­— O do sistema de controle fuzzy discreto descrito
por (3.4) é assintoticamente estável globalmente se existe uma matriz simétrica positiva definida
comum P e uma malriz simétrica semipositiva definida comum Q Lais que

GÍIPG; ­P1I+(s­NQ<O, (3.7)

para todo i = 1,...,re

(Su) p (SET) posso, i<j, (3.8)

para todo 1,j = 1,...,r excetuando­se os pares (1,j) Lais que a;(zZ(1))aj(Z(1)) == O, V z(t).

Prova: Vide Tanaka, Ikcda e Wang (1998).

Observação 2 A Observação 1 também se aplica aos Lemas 4 e 6. Em Tanaka, Ikeda e Wang
(1998) foram apresentados exemplos que mostram que os resultados dos Lemas 5 e 6 fornecem
condições mais gerais ou iguais do que os descritos nos Lemas 3 e 4, respectivamente.

Recentemente esses resultados para a estabilidade descritos nos Lemas 5 e 6 foram flexibili­
zados, como mostram os teoremas a seguir.
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3.1. Condições para a Estabilidade de Reguladores Iuzzy 16

>

* Teorema 1 Ássuma que o número de regras que estão ativas para todo t é menor ou igual a s,
sendo 1<s<r. Considere 1,j == 1,...,r, sendo i < j e defina

Q: : GÍP + PG;;, (3.9)

O, se a;(z())aj(z(1)) = O, V z(1),
Qt;; = (311)

Q;; — Q + P;j, caso contrário.

Então, o ponto de equilíbrio x = O do sistema de controle fuzzy contínuo descrito por (3.3) é
assintoticamente estável globalmente se existe uma matriz simétrica positiva definida comum P,
uma malriz simétrica positiva semidefinida comum Q e matrizes semidefinidas positivas P;; Lais

Q1+(s­UQ Qt, e. Qt,
Qt, Q: T(S­DQ ... Qto,

Qt, Qto, QI (s­DQ

Prova: Vide Pietrobom (1999) ou Teixeira et al. (2000).[ (2
—

PP

Corolário 1 Ser = s, então pode­se adotar Q =: O nas condições do Teorema 1.

Prova: Segue diretamente do Teorema 1.

Teorema 2 Assuma que o nímero de regras que estão ativas para Lodo t é menor ou iguala s,
sendo 1<s<r. Considere 1,j = 1,...,7, sendo i <j e defina

Mi; — Gi; = A; — BjF;,

2
|

2 !

ij TT;ij == Rij Wi > 0.

N, = X­(s­1)Y XML
“o M;;X x

O, se a;(z(1))aj(z(1)) = O, V z(!),

Ni; = (317)
, Caso contrário.

M;;X — Wi; X—­S;

Então, o ponto de equilíbrio x :­­ O do sistema de controle fuzzy discreto descrito por (3.4) é
assintoticamente estável globalinente se existe uma matriz simétrica positiva definida comum
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X = P­!, uma matriz simétrica positiva semidefinida comum Y e malrizes semidefinidas posi­
tivas T;; tais que

Nun Ni ... Ni

Ni No? e... No,
Nt =

Nr Nor ... N;r

Prova: Vide Pietrobom (1999) ou Teixeira et al. (2000).

Corolário 2 Ser =s, então pode­se adotar Y = O nas condições do Teorema 2.

Prova: Segue diretamente do Teorema 2.

OQ A seguir são descritas as condições para a estabilidade propostas em Kim e Lee (2000).
Conforme poderá ser observado nos capítulos posteriores, estas condições apresentam os mesmos
resultados em termos de factibilidade (nos exemplos estudados), comparado com o teorema
descrito em Teixeira et al. (2000).

Teorema 3 O ponto de equilíbrio x = O do sistema de controle fuzzy contínuo descrito por (3.3)
é assintolicamente estável globalmente se existe uma matriz simétrica P e matrizes simélricas
Xij tais que

P>O (3.19)

ALP+PA;+XA<DO, (isl,..,T) (3.20)

' ALPA+PAGIXG<0, (I<i<j<r) (3.21)

Xu X12 ... Xi

­ Xi Xo ... Xo
Xx=|

“< SJ

>O, (3.22)

X1r Xor ... Xrr

sendo A;i = Gi, t=1,...,7, ANij = ((Gij + G;;)/2).
Prova: Vide Kim e Lee (2000). <M)
e a o

Teorema 4 O ponto de equilíbrio x = O do sistema de controle fuzzy discreto descrito por (3.4)
é assintoticamente estável globalmente se existe uma matriz simétrica P e matrizes simétricas
Xi; tais que

P>O (3.23)

AÍPA;; —P+X;<O, (t=1,... 7) (3.24)

ALPA;G=­P+X;<O0, (I<i<j<r) (3.25)

Xn Xi e. Xi

X12 Xo2 e... Xo,r
.

a TJ
)>o, (3.26)

X1r X2r ... Xrr
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3.1. Condições para a Isstabilidade de Reguladores Fuzzy

sendo A;; = Gi, t=1,...,7, Aij = ((Gij + G;i)/2).

Prova: Vide Kim e Lee (2000). Rom
“ Em Teixeira ct al. (2000) e em Kim e Lee (2000), foi demonstrado teoricamente e exemplifi­
cado através de simulações digitais, que os Teoremas 1, 3 e Teoremas 2, | apresentam condições

mais relaxadas do que as apssontadas nos Lemas 5 e 6, respectivamente.
Em Tuan et al. (2001) foi demonstrado teoricamente e também exemplificado através de

exemplos numéricos, que o Teorema 5 oferece melhores resultados, além de ser mais eficiente
computacionalmente, apresentando assim condições menos conservativas do que as descritas em

Tanaka, Ikeda ce Wang (1998(aN)
Teorema 5 O ponto de equilíbrio x — O do sistema de controle fuzzy contínuo descrito por (3.3)
é assintoticamente estável globalinente se existe uma matriz sunétrica positiva definida comum
P emalrizes simétricas Qs,;., Lais queij

Qs;; (GP | PG;;)

(3.28)(Ss + Si) p | P &2 2

1, ”

+32)Prova: Vide Tuan ct al. (2001). SS
Os resultados para a estabilidade descritos nos Teoremas 1, 3 e 2, 4 foram flexibilizados. Em

Teixeira et al. (2001) ou Teixeira et al. (2003) foi demonstrado teoricamente e exemplificado
através de simulações digitais, que os Teoremas 6 e 8 apresentam condições mais relaxadas que
as apresentadas em Kim e Lee (2000) e em Teixeira et al. (2000)...

Teorema 6 O ponto de equilíbrio x Odo sistema de controle fuzzy contimuo descrito por (3.3)
é assintoticamente estável globalmente se existem matrizes simétricas P, Tijn, Rij e matrizes
Sija Lais que

P>0, Ti>O0, (GLihel..,.r i<j) (3.29)

Q, = Lin Qno, ... Qn,,

Qns, Q. = Lon e... Qno,,

Qn,1, Qn,2n e... Q, = Lrh '

sendo que, para t,),h=1,...

Q; = GP + PG;,
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3.1. Condições para a Estabilidade de Reguladores Fuzzy

Rjn, se j<h,
Rj, se j>h,
0, se h=1,

Q | Q:; ! Tijn | (Sijn = Sin) + 3 Wii sei< VANijn =
|

DaQji | Tiin | (SE, — Sin) + 3 Wiin, SE 1>),
qQ:; = (EuTE) P+P (SS |

Ri, se l=h ou k=h,
Wikn =

0, se l the k Ah.

Prova: Vide Avellar (2001) ou Teixeira et al. (2003).
”

Teorema 7 Se as condições do Teorema 3 são sulisfeitas, então as condições do Teorema 6
também serão.

26)Prova: Vide Teixeira et al. (2003) C
oYO

Teorema 8 O ponto de equilíbrio x = O do sistema de controle fuzzy discreto descrito por (3.4)
é assintoticamente estável globalmente se existem matrizes simétricas X, Tijn, Rij e malrizes
Sijn Lais que

X>0, Tui. 2O0, id he=l,.,r t<)) (3.36)

N, lh Non

sendo que, para ij, h=1,...,7,

De

IMGX  X

Rijn, se J<h,
Lj = Rpnj, se j>h,

0, se h=5,

Mi; = Gi = A; — B;F;,

Nij — Tijn + (Sin ­ ST) +aWijhs SE T<),
Nija =

Ji jih ! ih jJih | 2 jit, SE >),J

Gi; 1 G;j; " A; — BIFE; YA; — BjF;
3
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3.1. Condições para a Estabilidade de Reguladores Fuzzy

Rn. sel=h ou k=h,

0. se l the kh.

Prova: Vide Teixeira et al. (2003).

Teorema 9 Se as condições do Teoreina 4 são satisfeitas, então as condições do Teorema 8
também serão.

Prova: Vide Teixeira ct al. (2003).

2) O Teorema a seguir, apresentado recentemente na literatura, generaliza as condições descritas
no Teorema 3 (Kim e Lee, 2000).

Teorema 10 O ponto de equilíbrio x ­­ O do sistema de controle fuzzy contínuo descrito por
(3.3) é assintoticamente estável globalmente se existem matrizes simétricas P, Yi; e matrizes
Y;ij tais que

P>O, (3.44)

AÍP+PAgA Yu <O0, (i=L...,r) (3.45)

2ATP H2PAGA Yi + Yi, <o, (I<i<j<r) (3.46)

Yn Yi . Yi

Y= Yo *» CO or > O, (317)

Prova: Vide Xiaodong e Qingling (2003).ssN
AM
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3.2. Condições Adicionais para a Iºstabilidade de Reguladores Fuzzy

3.2 Condições Adicionais para a Estabilidade de Reguladores
Fuzzy

Nesta seção são descritas condições adicionais de estabilidade. São apresentadas contribuições
que complementam teoremas existentes na literatura atual (Tuan et al., 2001; Xiaodong e
Qingling, 2003) e casos que generalizam condições recentes disponíveis na literatura (Tuan
et al., 2001). Estas generalizações fornecern resultados que, em termos de áreas de factibilidade,
mostraram­se no máximo iguais às respectivas áreas dos métodos descritos nos Teoremas 6 e 7.espectivas áreas dos métodos descritos nos teorema

' À seguir é proposto o caso discreto das condições tratadas no Teorema 5 (Tuan et al., 2001),
utilizando­se as mesmas idéias do caso contínuo, agora para o discreto.

Considere o Lema a seguir:

Lema 7 Dada uma matriz simétrica P, E Rx?

) pP,= Pu Pv pi; ER
Pi2 DP

x'Pax<O0, Vr;>0, x= [&) aa! £O,

se e somente se, existe 112 E R tal que

nn Az

912 Pol
<O e po­­qgpeso.

Prova: Vide Tuan et al. (2001) ou Apêndice À.

Para a obtenção do Teorema 11, utilizou­se o complemento de Schur, como efetuado na
obtenção dos Teoremas 2 e 8, respectivamente em Teixeira et al. (2000) c em Teixeira ct al.
(2003). Estas condições são propostas nesta dissertação e não foram apresentadas em Tuan
et al. (2001).

Teorema 11 O ponto de equilíbrio x == O do sistema de controle fuzzy discreto descrito por
(3.4) é assintoticamente estável globalmente se existe uma matriz simétrica positiva definida
comum X = P­! e matrizes simétricas DZ;j, Lois que

<Oo, (I<i<j<r)

Ni =Zj<O, (3.51)

para todo i,j=1,...,r, t<j, eccetuando­se os pares (1,j) tais que a;(z(1))aj(Z(1)) = O, V z(!),
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3.2. Condições Adicionais para a Isstabilidade de Reguladores Fuzzy

sendo que

Prova: Vide Apêndice B.

Como apresentado anteriormente, o Teorema 10 proposto por Xiaodong e Qingling (2003) é
uma generalização das condições descritas por Kim e Lee (2000), sendo que este último apresen­
tou o caso contínuo ce discreto. Agora, é proposto aqui o caso discreto das condições descritas no
Teorema 10, ou seja, apresentando a generalização do caso discreto de Kim e Lee (2000). Este
teorema é proposto utilizando­se das mesmas idéias destes autores e comparado com condições
recentes propostas na literatura.

Teorema 12 O ponto de equilíbrio x ­ O do sistema de controle fuzzy discreto descrito por
(3.4) é assintoticamente estável globalmente se existem matrizes simétricas P, Y;; e malrizes
Y;ij tais que

P>O, (3.56)

ALPAG=P1Yi<O0, (i=l..,r) (3.57)

2ATPA;G—=2P 1 YyG IYZ£<O0, (I<i<j<r)
Yn Yvr

"Yiz Ym»

T TY, Yo

sendo A;; = Gi, t=1,...,7, Aij = ((Gij + G;;)/2). q Ns
Prova: Vide Apêndice C.

Os Teoremas 13 e 14 apresentam condições para os sistemas contínuos e discretos no tempo.

o= as At eo

O ponto chave destas condições explora o teorema apresentado em Tuan et al. (2001) e o emprego

adequado das matrizes anti­simétricas (Teixeira ct al., 2003).

O teorema a seguir utiliza as propriedades das matrizes anti­simétricas de modo similar ao
efetuado no Teorema 6 (Teixeira et al, 2003).
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3.2. Condições Adicionais para a Isstabilidade de Reguladores Fuzzy

Uma matriz quadrada S é anti­simétrica se S = —ST, isto é, para Vi,j Su = —Sj; (Slotine
e Li, 1991). Esta matriz anti­simétrica associada com uma função quadrática é sempre igual a
zero, não causando assim influência no estudo da positividade da função, ou seja, Vx, x'Sx=0O0.
Uma forma geral para as matrizes anti­simétricas S E RU" é a seguinte: S = Sa, — Ss, para
S, € Rº*” arbitrárias.

A seguir descreve­se a condição adicional de estabilidade.

Sistema Inuzzy Contínuo (SFC):

Teorema 13 O ponto de equilíbrio x — O do sistema de controle fuzzy contínuo descrito por
(3.3) é assintoticamente estável globalmente se existe uma matriz simétrica positiva definida
comum P, malrizes simétricas Qs;,, e matrizes S;j Lais que

<oO,

Qs;; 1 (SI; — Sij) 27Q

Q:; — Qs;; SO, (3.61)

para todo 1,j = 1,...,r, i < j, ecceluando­se os pares (1,j]) tais que a;(z(1))aj(Z(1)) = O, V z(!),
sendo que

Qui = GLP | PG; e (3.62)

Q;; EaD) P+P (SE). (3.63)

e. 1

Prova: Considere uma candidata da função Lyapunov V(x(0))= x”(N)Px(t), sendo que
P=PT7>0. Então, com à equação (3.3) obtém­se

Víix(L) =» S ai(z(1))aj(z(1))x"(N) ((A; = BiIF;)"P 1 P(A; — B;Fj)) x(1).
i=l13=1

Note que a equação acima pode ser reescrita na forma (Tuan cet al., 2001):

aj(z(1))(GI;P+ PG;;)V(x(1) = XxX"Eaf(Z(N)(GÍP+ PG;) +) ­1<j
r—l

Das definições (3.62) e (3.63) e adotando­se por simplicidade de notação, as(zZ(1)) = a;,
tem­se

V(x(!)) = Tx(1) (= Tai Qua + ­roi +20;10; Q x(t)
i<j

o
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3.2. Condições Adicionais para a Istabilidade de Reguladores Fuzzy

S x” (Nail aj)
1<j

al

ajl270 — Qu |
1Q; Qi

x (Dlail a;nNQt;;loil aj x(1)
4<j

SF faixT (0) ajx' (0) Qt;; [ax (1) a;x (DD)!
1<j

|

i<j

r

x) O

S la; aj] Qt;;(x) a; ai”.
1<j

Para que V(x(1)) < O quando x(t) £ O, então é suficiente que, para 1,j = 1,...,r (i<j),
[a a) Qt;; (2) [ox aj” < O. Pelo Lema 7 (Tuan et al., 2001), esta condição é satisfeita se
existirem matrizes simétricas Qs;; Lais que:

x (0) ((Qu) x(0) — xT(NQsx(1)
<O0e

x” (NQs;;x(1) x” (1) (27(Q;3)) x(1)

x”(NQux(1) — x(N'Qsx(1) < O. (3.65)

Para 1,] =1,...,r (i <j), inserindo­se as matrizes anti­simétricas em (3.64) e, tendo em
vista que x”(

x!

xT (1)

x (NQs;x(!)
"o ( 1—

Qs;;

Sa — SD)x = O, qualquer que seja Sa, note que:

S x (1) (Qu) x(1) x (N)Qs;;x(!)

x” (1) (2Qi) x(1)

Lx [As + (SS xt xT(0 (2590;) x)

27 Qi Qs;; + (Si — SE x(1)

+(S5 Si) 1 Qi x(1)

Logo, para que V(x(t)) < O quando x(1) é O, é suficiente que (3.60) e (3.61) sejam satisfeitas.

As condições adicionais de estabilidade foram comparadas com as condições existentes, con­

6 7
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3.2. Condições Adicionais para a Iºstabilidade de Reguladores Fuzzy

forme será observado nas análises teóricas a seguir e simulações descritas no Capítulo 4.
SA

Teorema 14 Se as condições do Teorema 5 são satisfeitas, então as condições do Teorema 13

| também serão.
Prova: À condição adicional anterior coincide com o descrito no Teorema 5 (Tuan et al., 2001),
quando S;; = O na equação (3.60), para 1,j=1,...,r (i<j).

Para r > 3, as LMIs ficarão divididas em matrizes 2n x 2n, aos pares à < j. sta divisão
(Tuan et al., 2001) torna este teorema conscervativo em relação à outras condições recentes de
estabilidade, como exemplo em comparação com “Teixeira et al. (2003), ou seja, ele perde em
generalidade diante de métodos que analisam o problema globalmente. O Capítulo 4 mostra
análises teóricas e propõe um método de análise em matrizes 2n x 2n flexibilizado, ou melhor,
um método que faz uma análise em pares à < j, como realizado em Tuan ct al. (2001) e que
obtém os mesmos resultados comparado com métodos de análise global.

O caso r = 2 tem sido o mais abordado nos exemplos de análise de estabilidade e aplicação
de sistemas de controle com modelos TSK, por exemplo em Cao et al. (1997), Tanaka, Ikeda e
Wang (1998), Ma et al. (1998), Teixeira e Zak (1999), Kim e Lee (2000), Xiaodong e Qingling
(2003) e Teixeira et al. (2003). Poderá ser observado nesta dissertação que exemplos de análise
de estabilidade utilizando 3 modelos (r = 3) serão úteis na análise comparativa dos métodos.

Sistema Fuzzy Discreto (SIFD):

Para resolver o problema de estabilidade para o caso discreto utiliza­se o complemento de
Schur (Boyd et al., 1994) da seguinte forma: o sistema forçado para esse caso é estável se

(A — BF)” P(A — BE) — P <O.

Multiplicando­se a desigualdade à esquerda e à direita por P7!, como descrito em Wang
et al. (1996), e definindo­se uma nova variável X = XT =. P­!, pode­se reescrever a equação
anterior como

X(A — BE)X '(A­ BE)XK — X <O.

Aplicando o complemento de Schur (Boyd et al., 1994),(Apêndice E), tendo em vista que
X > O, obtém­se:

XxX X(A — BE)!
(A — BF)X De

A seguir descreve­se condições adicionais para a estabilidade de sistemas discretos no tempo,
análogas às descritas no Teorema 13 desta dissertação.

Teorema 15 O ponto de equilíbrio x = O do sistema de controle fuzzy discreto descrito por
(3.4) é assintoticamente estável globalmente se existe uma matriz simétrica positiva definida
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3.2. Condições Adicionais para a Ilstabilidade de Reguladores Fuzzy

comum X, matrizes simétricas Ds;; e matrizes Sij, tais que

(3.66)

Ds; +(Si; — Si)

para todo 1,j = 1,...,r, 1<j, eccetuando­se os pares (1,j) lais que a;(Z(1))aj(zZ(1)) = O, V z(!),
tais que

X XML
263

|, (3.68)

Mi; = Gi; = A; — BjF;, (3.69)

G;ij + Gi; " A; ­B;F; YA; — B;F;
J 2 2

(3.70)

Prova: Considere uma candidata da função Lyapunov V(x(1)) = x” (NPx(1), onde P > O.
Tem­se que

AV(X(1)) = Vix(L+1D)) = V(&x())

= x") (LA(a) — B(a)F(a)]! P|A(a) — B(a)F(a)| — P| x(1).

Para obter AV (x(1)) < O, é necessário que

[A(a) — B(a)F(a)] P/A(a) — B(a)F(a)| — P <O.

Aplicando o complemento de Schur na expressão acima, obtém­se:

4
T

T(a) =
x X[A(a) — B(a)F(a)| O,

[A(a) — B(a)F(a)] X XxX

sendo

r r r

X=P"', A(a) => ai(z(1))JA;,, B(a) => a;(z(0))B; c F(a) =X a(z(0)F;.
i=1 i=] i=1

Tendo em vista (3.69) e (3.70), a expressão de T(a) acima pode ser reescrita como (Tuan
et al., 2001):

r

|

x XM!TT(a) = 2 & AÇO) | M;X XxX | :
1<jJ

TaZ(2(1)) | AAA. | +M;X X

> O.XxX XMÍ
MyjX X+20:(2(1))aj(Z(1)) |
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3.2. Condições Adicionais para a Estabilidade de Reguladores Fuzzy

Agora, aplica­se os mesmos procedimentos da demonstração do Teorema 13 para completar
a prova.

Desta forma, para que AV (x(t)) < O sendo x(t) £ O, é suficiente que (3.660) e (3.67) sejam
satisfeitas, o que conclui a prova.

x Teorema 16 Se as condições do Teorema 11 são satisfeitas, então as condições do Teorema 15também serão.

Prova: Similar à prova do Teorema 14.
PR)

No Capítulo 4 serão discutidas e apresentadas generalizações destas condições para r > 2.

Na sequencia são propostos dois critérios adicionais de estabilidade, descrevendo resultados
compatíveis com métodos atuais de estabilidade descritos na literatura, como em Teixeira et al.
(2003).

Considere o lema a seguir:

Lema 8 Sejam ReSeER"*" matrizes arbitrárias. Imtão,

o (XTR " x"RD)|R Rx” x Y X”(S Ss") x"(S " SPy|[x” AA
TT R' o sSs­S' x

TT ­R'R RR O s­s! x
RIR ­R'R STS O x

voo —Z Z+S­S" :

x x) "

j “|, sendo Z=RIR>O0. (3.71)
Z+ST­S —Z x

Agora, descreve­se a condição de estabilidade utilizando­se o resultado descrito no Lema &.

Teorema 17 O ponto de equilíbrio x — O do sistema de controle fuzzy contínuo descrito por
(3.3) é assintolicamente estável globalmente se existem matrizes simétricas P, Zi, e malrizes
Lijy Si, Sij tais que

Zi >0, (GCja=losr i<)) (3.72)

E,

T| Ei,

sendo que, para i,j=1,...,r (1<j),

E; = Q:: " V/A
Zi +(S] Si)
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Condições Adicionais para a Estabilidade de Reguladores Fuzzy

Zij Q;; +Lij+(S:ij­S,
2

Qu ELA(ST­Sij)
2

Q:; ­ GP + PG;;, (3.76)

Qu = (Eu| EE) P1P (UT" =) (3.77)

> er

Prova: Considere uma candidata da função Lyapunov V(x(t)) = x” (NPx(!), sendo que
P=P">0. Da equação (3.3) obtém­se

Vix(0)) = DN as(e(0))as(z(0))X'(0) ((A; — BF)P + P(A; — BiF;)) x(1)
i=1 j=]l

2a02 (Z(1))x (11) (GTP+ PG;) x(1)
137 20:(z(0))aj(z(0)X" (1) (ue P+P (ETE)) x(1).

1<j

Das condições (3.76)e (3.77) tem­se

Vix(t)) Datia()xT(NQux(0) 1 37 2ai(2(0)as(2(0)X" (0) Qux(0)
i<j

” ara2Qi ... marQ,
aa2Q2 adQx —... a20rQs,

| 1arQ AaarQu ... afQ,

TST Qu Ol O[x fai o o | oras | qu
Q22 O

+ aa

o
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3.2. Condições Adicionais para a Estabilidade de Reguladores Fuzzy

De (3.78), utilizando­se do Lema 8, equação (3.71), obtém­se

rV(x(1)) = x x] fo! | Qi O |) x" |” ra x! x"| faso, | &Qu

2 ST TT 2// Qu O —Z; Zi +(Si=­SD|­ 2x x ei || o | | | 7. +(ST­S)) TZ;
t1=

Zi HSi­SE) 1]
22

ZE. HST­Si) Zi
2 2

Das equações (3.74) e (3.75), tem­se

Tr Tr

Ve) = 3h" x (af [Es x +23! x] (asa; [Ey]) [x
i=] i<j

Logo, para que V(x(1)) < O sendo x(!) / O, é suficiente que (3.73) seja satisfeita.

Resultados análogos ao descrito no Teorema 17 podem ser obtidos para o caso discreto.

No Capítulo 4 são comparados os resultados destes critérios de análise de estabilidade com

condições atuais disponíveis na literatura.

Outras condições são propostas, com resultados compatíveis aos publicados recentemente na
literatura.

» e. . nnConsidere a forma quadrática à seguir, sendo Z; E RP":

x x | á de | MN O.L3 —Z) = Lo — L3 x

Pode­se agora descrever à seguinte condição de estabilidade:

Teorema 18 O ponto de equilíbrio x = O do sistema de controle fuzzy contínuo descrito por
(3.3) é assintoticamente estável globalinente se existem matrizes simétricas P, Zi, T; e malrizes
Tij, Lia, Lia, Lij, Lija, Lijoa Lois que

P>0, T;>0, T;+Ti>0, (Lj=l....,r, i<j)) (3.80)I

E e. E,
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3.2. Condições Adicionais para a Iistabilidade de Reguladores Iuzzy

sendo que, para 1,j=1,...,r (i<j),

Qui | + | ; (3.82)
Lia | T; Li Da > Dio

Q:;;" | Lij is + Li
3 + Lipo Li Lil

+Tij, 3.83

Qi; =: GEP + PG, (3.84)

CEMENCUADA G;; + Gj;
­Qu = (Su) P­P Ea) | (3.85)

Prova: Considere uma candidata da função Lyapunov V(x(0)) == x”(t)Px(1), sendo que
P=P7>0. Da equação (3.3) obtém­se

V(x(1)) ate DQX(1) + DEN j(2(0))X”(0) Qux(1)
XD XT) o. x (DD)

r DP.atQum ara Qrp ... mar Qu

MaQx adQx ... aarQs,

| MrarQr an Qx ... afQr
A) rp Pr 11x” x a? Q

O

+ 1a?

+ 10,

DE x!

Considerando­se (3.80), então

Vix(t)) = DE"xoSsui­ T Q;:

1=1
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3.2. Condições Adicionais para a Estabilidade de Reguladores Fuzzy

; o &+2S TT x] faco, | q À |) | * | :
i<j 27 O x

Somando­se as equações (3.79) e (3.86), obtém­se

i=1 Í ? '—L; — La — Dio
nr

[4 a) Fá Al bi Li; A+ ST x| faso, || ' | + | j j1 |
o 2 Lia Li Liza Lijo

2 O isa —Zijo Zi Lijo x

& Ti Lie — Li — Li) — Dia x

r Q:;
mor Oo VA Li;+S x! x”) faca; || Q:; 3 | " | ) 1

i<j
2 O Lijo | + TijWU —Lij — Liga — Lijo

Qij T

Qi; ij
.

3º O Lija Ligo Lil = Lija x

Das equações (3.82) e (3.83), tem­se

Vix(t)) = Sox” XxX fat [Ba x + Sox” x] faia; [Ey + EG] bx" x".
i=] i<j

Portanto, para que V(x(t)) < O sendo x(t) /£ O, é suficiente que (3.81) seja satisfeita.
Nos exemplos numéricos que serão descritos no Capítulo 4, os novos critérios de estabilidade

propostos nos Teorernas 17 e 18 apresentaram as mesmas regiões, de factibilidade obtidas com
as condições do Teorema 6, abordados em Teixeira et al. (2003).

Mr
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Capítulo

Análise Comparativa dos Critérios de
Estabilidade

4.1 Sistemas Fuzzy Contínuos (SFC)

A análise da estabilidade de sistemas fuzzy TSK tem sido tratada por vários pesquisadores na
literatura atual e muitos critérios foram apresentados para esta análise, como em Tanaka, Ikeda
e Wang (1998), Teixeira et al. (2000), Kim e Lee (2000), Tuan et al. (2001), Teixeira et al. (2003)
e Xiaodong e Qingling (2003). À seguir são apresentadas análises comparativas destes critérios
de estabilidade recentes:publicados na literatura, para o caso contínuo, sendo descritas provas
teóricas e também simulações que validam os métodos em questão.

Conforme visto na Seção 3.1, em Teixeira et al. (2003) foram apresentadas condições mais
gerais que as descritas em Tanaka, Ikeda e Wang (1998), Kim e Lee (2000) e Teixeira ct al.
2000). À seguir são apresentadas comparações entre condições recentes publicadas na literaturaSG

e também com condições propostas nesta dissertação.

4.1.1 Caso 1: Teorema 5 e Teorema 6

Teorema 19 Se o Teorema 5 (Leorema apresentado em Tuan et al. (2001)) é satisfeito, então
o Teorema 6 (Leorema proposto em Teixeira et al. (2003)) também será.

Prova: Inicialmente, considere as condições do Teorema 5 para r == 2:

(GTP + PG) Qu Qu vn
Jin = : <Oo e

Qua (GIP + PGo2) Qi Qx
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4.1. Sistemas Fuzzy Contínuos (SIC)

Gra + Ga VV Gn+1G = ­E) P41+P (mm) — Qi = Q12­ Qu <O0.
Da condição (41.2), defina Tij:

Ti  Qu­Q<O0.

Então

Qi; ­ Qi; + Tij­

Assim, substituindo (41.4) em (4.1) tem­se

Qu Q12 + Ti2
<oO,

Q2 | Ti Q22

sendo que T123 > O.

Portanto, observe que nesta situação o Teorema 6 é satisfeito, para Z192 = Wi2n = Sign =
0, h=1,2.

Agora, considere para r =­ 3. I3ntão do Teorema 5, existem P = P"e Qij, tais que:

3(GLP 1 PG) Q;; 3Qu OQ;
Jjj = :

á. <Oo e (1.6)

Q:; 3(GI;P E PG;;) Qi; 3Qjj

(USEõ = PIP (UP. “o — Qi = Qu ­ Qi; <$O.
Logo, existe um 6 suficienternente pequeno e positivo Lal que:

80, | ! l

Jij FÓI<O,

Assim, note que, considerando (41.6) e (1.7), então

Qu Qx Qu] /3Qu Qu O 3Qn O Qu
Qi: Qu Q =| Qi 3Q2 O/1|/ O O O |+|O

Q3 Qu Q33 | | O 0 O Q3 O 3Qx o
| QU +61 Qu. O 3Qn +61

Qu. 3Q22 161 O |­ o)

O O — 261 Qua
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4.1. Sistemas Fuzzy Contínuos (SIC)

— 201 o o

0 Qt — Qx <oO, (1.9)
O Q23 3Q33 + 01

pois, considerando a expressão (41.8), cada uma das três matrizes à esquerda da desigualdade em
(4.9) é negativa definida.

Da mesma forma do caso anterior, defina

—Tij = Qu = Qu <O.

Q:; = Qi; + Tij.

Substituindo (4.11) em (1.9) tem­se

Qu Q121 Te Q3+4+ Ti
Q12 + T12 Q22 Q23 + To3g | <O,
Qi3 1 Tizg Qua | Toz Q:33

sendo T;; > O para (1,3) = (1,2), (1,3) e (2,3).

Logo, como no caso anterior, o Teorema 6 é satisfeito, para Zjn = Wija = Sin = 0, 1,),h =
1,2,3, (é < 3), concluindo assim a prova para r = 3.

Agora, para um caso geral (r > 3), podemos utilizar a seguinte decomposição:

Qua Qu
: Q22 Q23
Q3 Q:3 Q33

Q lr >, Qs­

S Qu xr
Q2z =7Qx

0 0

0 0
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4.1. Sistemas Fuzzy Contínuos (SIPC)

0 0

—Qx —Qx
Qs —23Q

0 0

0 0 0

o 0 0

0 LZQ Qua
0 Qu 4Qr |

Observe que o lado direito da igualdade é composto pela soma de

|
rTír—1)

(r=1) + (r—2) +... + 2+1= <<<
2

matrizes, sendo que, para cada é = 1,2,...,r, a matriz Q;; aparece em r — 1 dessas matrizes.
Dessa forma, para cada à = 1,2,...,r, existem

T(r— 1)
2

(r=D(r=2)— (r — 1) ol
"2

matrizes que não dependem de Q;;i. Logo, se somarmos 6/1 a cada matriz Q;; que aparece à
direita da igualdade em (4.13), então devemos subtrair

ó(r—1) 26

[(r—=1)(r—2)/2) r—­2

de cada elemento (1,1) das matrizes que não dependem de Q;;, de tal forma a não alterar a
igualdade, ou seja

Qi Qu Qu 2 0: Qx
Q3 Qi Qs3 ... ... Q3

Q:,
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4.1. Sistemas Fuzzy Contínuos (SIC)

Qu +6ól Qu.
Q12 —7Q22 +61

Qro) + óI Qurn1
Qi —Qr +ol ]

Considerando que ô > O e satisfaz (41.8), então cada matriz da soma à dircita da igualdade
de (4.14) é negativa definida.
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4.1. Sistemas Fuzzy Contínuos (SIC)

Para completar a prova, de (1.11), tem­se:

Qu Qi24+ Tia Qi FTi3g .. QT |
Q12 1 Tr Que Qu; 1 To3zg ... Qu + To,
Qi3 HF Tiz Qo3 + Toz Q33 .. Q3,+ Ta,

| Qu 1 Tr Qu t+ To Qu | T3r ... Q,r

sendo T;; > O para (1,3) = 1,...,r (1<j).

Logo, o Teorema 6 é satisfeito, para LZjn = Wijn ­ Sijh = 0, ih = 1,. 17 E<),
concluindo assim a prova para r qualquer.

A seguir são apresentados os modelos utilizados na obtenção dos resultados e comparações
no decorrer deste capítulo para o caso contínuo.

Exemplo 1 (2 Modelos):

Para o exemplo abaixo, os ganhos de realimentação F7 e Fa, para cada valor de a e b, são
determinados selecionando­se |­2 ­2] como autovalores para os dois modelos locais na CDP.

Considere o SFC sendo r­. 2:

Ao

A»

Então, as expressões para F7 e E»

W
Exemplo 2 (3 Modelos):

Conforme o exemplo anterior, os ganhos de realimentação F1, F2 e F3 para cada valor de a
e b, são determinados selecionando­se |­2 ­2) como autovalores para os três modelos locais.

Considere o SFC sendo r=­8:

VW o
— 10
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1.1. Sistemas Iuzzy Contínuos (SIC)

Assim, as expressões para F1, Fo e F3 são:

F,

O Matlab (versão 5.3), com o “LMI Control Toolbox” (Gahinet et al., 1995), foi o software
utilizado na verificação das regiões de factibilidade para cada método analisado (problemas de
programação semi­definida).

As Figuras 4.1 e 1.2 comparam as áreas de factibilidade dos dois métodos tratados neste
caso, para 2 e 3 modelos, respectivamente.

Figura 4.1: (2 Modelos) Área factível do
método descrito em Tuan et al. (2001), Te­
orema 5, indicada por (“0”) e árca factível
do método proposto em Teixeira ct al.
(2003), Teorema 6, indicada por (**).

Figura 4.2: (3 Modelos) Área factível do
inétodo descrito em Tuan et al. (2001), Te­
orema 5, indicada por (“o”) e área factível
do método proposto em Teixeira et al.
(2003), Teorema 6, indicada por (“”).

Observando as Figuras 41.1 e 1.2, pode­se notar que o método proposto em Teixeira el al.
(2003) foi superior ao descrito em Tuan et al. (2001). Esta melhoria ocorreu principalmente com
três modelos locais. Uma justificativa para estes resultados é a estrutura do método descrito em
Tuan et al. (2001), que considera análises de pares dois a dois, enquanto que em Teixeira ct al.| , | |

(2003) o problerna é analisado globalmente.

Como já apresentado nesta dissertação em seções anteriores, em Xiaodong e Qingling (2003)
foram propostas condições mais relaxadas de estabilidade comparado com as condições descri­
tas em Kim e Lee (2000). O segundo caso apresenta a comparação destas condições com as
apresentadas em Teixeira cet al. (2003).
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4.1. Sistemas Fuzzy Contínuos (SFC)

4.1.2 Caso2: Teorema 10 e Teorema 6

Teorema 20 Se as condições do Teorema 10 (Xiaodong e Qingling, 2003) são satisfeitas, então
as condições do Teorema 6 (Teixeira el al., 2003) também serão.

Prova: Das condições do Teorema 10 e as definições descritas pelas equações (3.31) e (3.34),
tem­se

Qi+Yi<O0 e

2Q;; 1 Yij+ Yi <O,

sendo que Y;; = YZ, para 1,j=1,...,1, i<j.
Então, como T;j, > O e simétrica, para 1,j = 1,...,7r (1 < j), note que em (3.83) pode­se

escolher:

Tijh + (Sijh — SE) = >­Qjj— Y;, Wijn=0 se i<je

Tijin + (Sh, — Siin) 2 —Q; — YVji, Wiin = O se 1> Jd,

especificando R;; = 0, 4,j = 1, ...,7, t1<).
Somando­se os componentes 4 < j e 1 > j, e considerando­se que Yj; = Yl., Lem­se:

2Tijn + (Sijn = Sn) (Sn = Sijn) = =2Qu — Yi — Y; > O.ih

Efetuando o mesmo procedimento com (3.33) e somando­se com a equação anterior, resulta

2Qn;;, YiYi, ou seja,

Qni;n = Yi, se i<j e

sendo 1, 3,h = 1,...,r (it <5j).

Portanto, considerando que Zi, == 0, j,h=1,...,r, pois Rjj = 0,1,j=1,...,r, 1<j, de
(3.22), (3.30) e Q; < —Yi, t=1,...,7, tem­se que

Qu ­Yl... —Yf, Yu —­Yl,
—YB: Q ... —Yl —Yp —Yo

Qt, = <

XY Yo e. OQ, NY Yo

As Figuras 4.3 e 1.4 comparam as árcas de factibilidade para os dos dois métodos descritos.

Na prova do Teorema 20, adotou­se R;; = 0, i <j, 1,5,h = 1,...,r, desta forma, te­
oricamente pode­se dizer que o Teorema 6 apresenta uma generalidade maior que o teorema
apresentado em Xiaodong e Qingling (2003), embora não pôde ser observado nos resultados
descritos nas Figuras 4.3 e 1.4, a superioridade do método apresentado em Teixeira et al. (2003).
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Sistemas Iuzzy Contínuos (SIC)

Figura 4.3: (2 Modelos) Árca factível do Figura 1.4: (3 Modelos) Área factível do
método proposto em Xiaodong e Qingling método proposto em Xiaodong e Qingling
(2003), Teorema 10, indicada por (“o”) c (2003), Teorema 10, indicada por (“0”) e
área factível do método descrito em Tei­ área factível do método descrito em Tei­

xeira ct al. (2003), Teorema 6, indicada xcira ct al. (2003), Teorema 6, indicada
por (“”). por (**).

4.1.3  Caso3: Teorema 1 e Teorema 5

Teorema 21 Para r=2, se as condições do Teorema 1 (Teiveira et al., 2000) forem satisfeitas,
então as condições do Teorema 5 (Tuan el al., 2001) também serão.

Prova: Seguem­se as idéias descritas anteriormente. — Considere as condições descrita pela
equação (3.12) para r=2:

Q: Q12 1 Piz
(1.16)

Qi2 + P12 Q,

Seja Qt = Qi2 + Pio, P12 > O, então Qt > Qi. Portanto, se as condições acima forem
satisfeitas, a equação a seguir (Tuan et al., 2001) se mantém, concluindo assim a prova:

& AU | <o, (4.17)
Qt Q

Q12 < Qt. (4.18)

Nas Figuras 4.5 e 4.6 observa­se a comparação dos dois casos através da análise de factibili­
dade, para os dois exemplos abordados.

E observado na Figura 4.5, que neste exemplo abordado, para r = 2 modelos, os dois métodos
fornecem os mesmos resultados em termos de suas áreas factíveis, já que apresentam a mesma
estrutura, como mostrado nas análises teóricas.

Para r > 2, verifica­se que o Teorema 5 (Tuan et al., 2001) é conservativo em relação ao
Teorema 1 (Teixeira et al., 2000), como pode ser observado nos resultados apresentados pela
Figura 4.6. O motivo desse fato, como destacado anteriormente, foi a divisão efetuada pelo
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1.1. Sistemas Fuzzy Contínuos (SFC)

G
A

T
O

S
T

A

Figura 4.5: (2 Modelos) Área factível do
método descrito em Tuan et al. (2001), Te­
orema 5, indicada por (“o”) e área factível
do método proposto em Teixeira et al

(2000), Teorema 1, indicada por (“”). XxX

do o dao emana25 E) 35 4

b

Figura 4.6: (3 Modelos) Área factível do
método descrito em Tuan et al. (2001), Te­
orema 5, indicada por (“o”) c área factível
do método proposto em Teixeira et al
(2000), Teorema 1, indicada por (“*”).

SE
método descrito em Tuan et al. (2001), cujas condições exigem que cada matriz 2n x 2n seja
negativa definida, similar ao caso 1, na Seção 1.1.2.

A idéia a seguir foi proposta a fim de flexibilizar a LMI acima, de forma que, nas divisões
em matrizes 2n x 2n apresentado por Tuan et al. (2001) não impliquem em LMIs conservativas,
ou seja, mantenham a generalidade apresentada pelo Teorema 5 para 1,j == 1,... r(r>2).

Teorema 22 O ponto de equilíbrio x = O do sistema de controle fuzzy contínuo descrito por

(3.3) é assintoticamente estável globalinente se existir uma matriz simétrica positiva definida
comum P e matrizes simétricas Q;7, Qs;,, tais que

<o, (Lj=l,.

Os; Q;
e,Tr=1, i<j) e (4.19)

Qi; — Qs;; <oO, (1.20)
r—l r—1

ki kiQi — > Q; — > Q7 Qs,
kR<j k<j
k=it Je

irQs,;, nr

(4.21)

Q:; — Qs,, SO, (41.22)

—2 hr 1Qr—17r­1 = Dk Qro Qs, 1,
<oO, (4.23)

2 akirQs, 1, Q,­ = k=1 7»

Qi; = Qs,. 1, <o, (1.21)
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41.1. Sistemas Fuzzy Contínuos (SIPC)

para todo à,j = 1,...,r,i <j, ecceluando­se os pares (1, 3) tais que a;(z(1))aj(Z(1))= O, V z(!),
sendo

Qu * GP + PG;i, (1.25)

G;; | GNV G;; + G;;
|Qu = (Su) E= ) PIP Eai ) (1.26)

Prova: Considere uma candidata da função Lyapunov V(x(t)) = x" (N)Px(t), sendo que
P=P"T>0. Então, com a equação (3.3) obtém­se

Vix(1)) = » DD ai(z(1))a;E(D)XxT(t) ((A; — BF,)'P + P(A; — B;F;)) x(1
i=1 je]

Note que, em Tuan ct al. (2001)a equação acima foi reescrita da seguinte forma:

V(x(t)) = x0 = Z(U())(GLP+ PG;) + ­ ! raj(z(1))(G;j;P + PG;;)
1<)

”+2ai(z(1))aj(Z(!))(Ge, +P (Ses))| x(1).
Das condições (1.25) e (1.26) e adotando­se a;(z(1)) = a;, então

V(x(t) = x(= ToFQii FITa Q5+20;10;Q% x(1)
i<j

a;l Éx(1).ajl
x” (Dlail aj)
o Qi; =7Q;5

Qu Qi;
|

Por simplicidade, considere o caso em que r == 3. I9ntão das condições acima, tem­se:

3Qu Qr
V(x(1)) x(Nail al

Qi 34Qx
| 3Qu Qu

Ex (Dill az]
| Qu 3 Q33 ]

3Q:2 Qi
x(Díasl os)

Qi3 34Q33 |

Ao invés de dividirmos os termos Q;; e Q;; por (r— 1), como efetuado em (Tuan et al., 2001),

o
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4.1. Sistemas Fuzzy Contínuos (SFC)

pode­se utilizar de matrizes simétricas Qi Cc Q,

Q7 Qu
Vix(t)) = x(OlaI os

Q2 Q%
Qu — Qi

+ x” (Dol azl|
1 Qi
[ Q::­Q

+ x (NlasI asl)|
Q13

Seguindo­se a mesma idéia para um r genérico e considerando­se 1;; = d Q71 d Q;;,
E<)
k=i

os procedimentos acima podem ser descritos da seguinte forma:
[

12

11 Q |[11 as] 4 1 lol ag1]Q>
Vix(1))= x"(1)

Qx QU
.

e
” "a

Fr ol Q, el + al Qu
ar 1l 171 a&r1l a,I

. Qur1 Qro Q

q Qu |

r 1,r­1Tr Qu

+fasel og) | Flasl eat]al23Q33

Qu 7­1

Q:3
2,71T 22

r aal ­

Ar] I
Q:2,71

7

4 aral
ar. 11

k,r­­1oTf Qr1 r=17T ter Q ­ eo , k:=1 r­1,17­­1

esl

2,71 Xr1
r—L1r=1

a,l
Qr­1r

Ou seja, para um caso geral, tem­se

rol Qi Qs
Vix(t)) = S x" (Olail ajl)

1<j 2)Q;; Q;
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j=1,2,...,7,

13 | LQ33 — Q33

13Qu

unesp”,

i<j,tais

x(t)

r

as2l
a3l

r—l

Q13

13
|

Qi13 33

r­­1 1,kk=?2 Q Qi,

1,7
TT

que

| x(). — (4.98)
r—l

kj

k<j
jei

|
|

ol
az

A)

ear

| ,
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4.1. Sistemas Fuzzy Contínuos (SIC)

Fr 1­1 r­1

Qu => Q7­>"'Q7 Qxr
kE<) k<)

v—2

i=1

L

Q:­
—2 Ak,r1Qr­171 = LEA 1ra]

+ x (Dlar1I ol
o erQr—1,7 Q,­r = ke Qi

Utilizando­se o Lema 7, as matrizes 2n x 2n definida em (41.29) têm a forma descrita em
(4.19)­(4.24), respectivamente. Logo, se cada umas destas matrizes 2n x 2n forem negativa
definida, então V(x(1)) < O para x(1) £ 0, o que conclui a prova.

As Figuras 4.7 e 1.8 mostram as árcas factíveis comparando o método proposto neste teorema
com o proposto em Teixeira et al. (2000) e Tuan et al. (2001).

10012 e

|
noi

!

60:

= so a ' 25
b

Figura 4.7: (3 Modelos) Área factível do Figura 4.8: (3 Modelos) Área factível do
método descrito em Teixeira et al (2000), / método descrito em Tuan et al. (2001), Te­
Teorema 1, indicada por (“o”) e área orema 5, indicada por (“o”) e área factível
factível do método proposto no Teorema 22, do método no Teorema 22, indicada por
indicada por (“”). (”).

13 observado na Figura 4.7 que o método descrito faz com que à análise de estabilidade possa
ser realizada separadamente em matrizes 2n x 2n sem perda de generalidade para os métodos
de análise global.

A seguir emprega­se o mesmo raciocínio do teorema anterior, utilizando­se agora as proprioe­
dades das matrizes anti­simétricas, como proposto pelo Teorema 13 (Seção 3.2), flexibilizando­se
o problema de análise da estabilidade na obtenção da solução das LAMlIs.

Teorema 23 O ponto de equilíbrio x = O do sistema de controle fuzzy contínuo descrito por
(3.3) é assintoticamente estável globalinente se existe uma malriz simétrica positiva definida
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41.1. Sistemas Fuzzy Contínuos (SIC)

i)
ocomum P e malrizes simétricas Qi, Qs,,, tais que

Qi Qs;; + (Si; Si)

Qs;; (ST; — Sij) Q

Qu; — Qs;; < O,
­ r—l rr)

ki fa Pã)Qi — >” Q7­> Qi Qs;, | (Si — SL)
E<) k<)
k=i jei Vaz NA AE (1.32)

Qs;, + (Si; — Si) "
J

Q:; — Qs;, SO, (1.33)

Qrir1 EI QT Qs1r1(Sy­SE)
<O, (isr­1 jer) (434)

Qs.17 1+(S5 Si) Qr — XE QU

Qi; = Qs;; <O, : (1.35)

para todo 1,j=1,...,r, é < j, ecceluando­se os pares (1,3) tais que ai(z(1))aj(Z(1)) = O, V z(1),
sendo

Q;; mo GIP + PG;, (4.36)

Gi 1 GN" GG; G;: Qu = (Si) P+P (=). (4.37)

Prova: Considere uma candidata da função Lyapunov V(x(1)) = x” (0)Px(t), sendo que
P=PT>0 Então, partindo­se da equação (41.28) e inscrindo­se as matrizes anti­simétricas
nos termos do lado direito desta equação e, tendo em vista que x” (S, — S)x = O, tem­se:

al | x(1)Vix()) = x" (NlanI az
al2

1 Qi2+ (S12— SÍ) |
Q12 1 (ST Siz) 23

DD Qun­aQ Q131 (Si3­S13) |
+ x” (DIlaI az)

+ 13 | a3l| Qua 1 (Si37S13) Q3

[ Qx­Q Q23 + (S23­S5) | ­ 1

T az2l+x (Dloa2l ao3l)
| o3l|| Q23 1 (S23 — S23) Q33 — Q33

Agora, para um caso geral, segue o mesmo procedimento descrito na equação (1.29).O , (o) , O

Portanto, se o conjunto de matrizes 2n x 2n definidas em (4.30)­(4.35) forem satisfeitas,
então V(x(1)) < O para x(1) / O, concluindo à prova.

As Figuras 4.9 ce 4.10 comparam através das áreas de factibilidade, para os exemplos abor­O
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1.1. Sistemas Fuzzy Contínuos (SIPC)

dados, o método proposto neste teorema com os descritos nos Teoremas 5 (Tuan et al., 2001) e
6 (Teixeira et al., 2003), respectivamente.

[SE
Es

L
X

R
E

S
O

Figura 4.9: (3 Modelos) Área factível do Figura 4.10: (3 Modelos) Área factível do
Teorema 5, descrito em Tuan et al (2001) método descrito em Teixeira et al. (2003),
indicada por (“0”) e área factível do método Teorema 6, indicada por (“o”) ce área
proposto no Teorema 23, indicada por factível do método propostono Teorema 23,
(“E”). indicada por (“”).

O método proposto neste teorema é uma generalização dos resultados propostos em Tuan
et al. (2001), porém podemos dizer que em termos de área de factibilidade, os resultados deste
teorema são no máximo iguais aos dos descritos em Teixeira et al. (2003).

Na avaliação dos critérios de estabilidade, a maioria dos artigos têm explorado exemplos
de simulação utilizando 2 modelos. Exemplos de simulação utilizando 3 modelos forain úteis
nos testes comparativos utilizados, na tentativa de utilizar­se de meios para a avaliação de
estabilidade dos métodos descritos.

E observado nesta seção que é possível efetuar uma análise de estabilidade separadamente,
em pares 4 < j, como eletuado no Teorema 23, fornecendo, nos exemplos estudados, os mesmos

resultados obtidos pelos métodos recentes de estabilidade que utilizam­se de uma análise global.
Neste caso são válidos os comentários descritos na Observação 4 (Apêndice 13).

4.1.4 Caso 4: Teoremas da Seção 3.2 e Teorema 5

As Figuras 4.11 e 1.12 comparam os critérios de estabilidade propostos nos Teoremas 13, 17 e
18, descritos na Seção 3.2, com o proposto em Tuan ct al. (2001) e em Teixeira et al. (2003).

As Figuras 4.13 e 4.14 ilustram a abrangência em termos de factibilidade dos métodos tra­
tados no caso contínuo, para r = 2 e r > 2 modelos, respectivamente.
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4.1. Sistemas Fuzzy Contínuos (SIC)

Figura 4.11: (2 Modelos) Árca factível to­
tal do método descrito em Tuan et al.

(2001), Teorema 5, indicada por (“o”) e
área factível total do método proposto no
Teorema 13 desta dissertação, indicada por

Figura 4.13: Relação de factibilidade en­
tre os teoremas em questão, com base nas
análises numéricas realizadas (r=2 modeoe­
los).

Figura 4.12: (2 Modelos) Área factível to­
tal do método descrito em Teixeira ct al.

(2003), Teorema 6, indicada por (“0”) e
área factível total do método proposto nos
Teoremas 13, 17 e 18, descritos na Seção
3.2 indicada por (“*).

Figura 1.14: Relação de factibilidade en­
tre os teoremas em questão, com base nas
análises numéricas realizadas (r > 2 mode­
los).

Observação 3 Como pôde ser observado em lópicos anteriores, para r > 2 modelos, o método
proposto por Tuan el al. (2001) perde em generalidade para as condições descritas em Teiveira
et al. (2000) e em Kim e Lee (2000).

Comparou­se para o caso contínuo os principais métodos para a análise de estabilidade
propostos na literatura atual, apresentando também novos critérios para o estudo da estabilidade
complementando métodos recentes. Os principais critérios propostos mostraram­se, em termos
de área de factibilidade, iguais aos descritos em Teixeira ct al. (20038), com base em análises
numéricas realizadas.
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1.2. Sistemas Fuzzy Discretos (SIFD)

4.2 Sistemas Fuzzy Discretos (SFD)

À seguir são apresentadas análises comparativas dos critérios de estabilidade recentes publicados
na literatura, tratados na Seção 4.1, agora para o caso discreto.

As condições de estabilidade para o caso discreto apresentadas em Teixeira et al. (2003)
foram comparadas com as condições descritas em Tanaka, Ikeda e Wang (1998), Kim e Lee
(2000) e Teixeira et al. (2000). Desta formna, a seguir é apresentada comparações entre condições
recentes existentes e com resultados propostos nesta dissertação.

4.2.1. Caso 1: Teorema 8 e Teorema 11

Teorema 24 Se o Teorema 11 (teorema proposto na Seção 3.2) for satisfeito, então o Teorema
8 (teorema proposto em Teiveira el al. (2003)) também será.

Prova: Das condições do Teorema 11, para r = 2 tem­se:

<O0, (1I<i<j<r)

(4.39)

De (4.39), defina

Ássim

Substituindo (4.41) em (4.38)

Nu —Ni2 + Ti2
<oO,

—Ni2 + Tio — No?

sendo que T123 > O.

Portanto, nesta situação o Teorema 8 é satisfeito, para Z12 = Won = Si, = 0, h =1,2.

Agora para r = 3, do Teorema 11, existem X = X"” ec matrizes simétricas Zij, tais que:

(Ni)r—l

Jij = <O0, (I<i<j<r)e
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1.2. Sistemas Fuzzy Discretos (SIºD)

Ni; = Zi <O, (1.44)

para (1,3) = (1,2), (1,3) e (2,3).

?ara completar a prova, seguem­se os mesmos procedimentos adotados no caso contínuo,
Teorema 20.

À seguir são apresentados os modelos utilizados nas simulações, agora para o caso discreto.

Exemplo 3 (2 Modelos):

Para o exemplo a seguir, os ganhos de realimentação F17 e F2, para cada valor de a e b, são(o) , (e) , ,

determinados selecionando­se [1/2 1/2] como autovalores para os dois modelos locais na CDP.

Considere o SFD sendo r=2:

A) =

—10 |

0.65 |

Iºntão, as expressões de F7 e F25 para o caso discreto são:

F,

Fo —0.835/a ——998
2 b b :

Iêxemplo 4 (3 Modelos):

Da mesma forma que o exemplo anterior, os ganhos de realimentação F1, F2 e F3 para cada
valor de a e b, são determinados selecionando­se [1/2 1/2] como autovalores para os três modelos
locais.

Considere o SIFD sendo r=: 8:

Logo, as expressões para F1, Fo e F3 são:

F,7? := —0.35+a 888),
F3
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Figura 4.15: (2 Modelos) Área factível do Figura 4.16: (3 Modelos) Área factível do
método proposto na Seção 3.2, Teorema 11 método proposto na Seção 3.2 (caso dis­
e em Teixeira et al. (2000), indicada por creto do Teorema 5), Teorema 11 indicada
(“0”) e área factível do método descrito em por (“o”) ce área factível do método descrito
Teixeira et al. (2003), Teorema 8, indicada em Teixeira ct al. (2003), Teorema 8, indi­
por (“”). cada por (“”).

As Figuras 4.15 c 1.16 comparam as árcas de factibililade dos dois métodos para 2 e 3
modelos, respectivamente.

Como no caso contínuo, o Teorema 11 obtido usando o complemento de Sehur, apresenta os
mesmos resultados de estabilidade comparado com os critérios apresentados em Teixeira et al.
(2000), e conservativo em relação às condições descritas em Teixeira et al. (2003).

O segundo caso apresenta a comparação entre as condições apresentadas em Teixeira et al.
(2003) e o caso discreto do método apresentando em Xiaodong e Qingling (2003), proposto na
Seção 3.2, Teorema 12.

E conveniente mencionar que o caso descrito não foi abordado em Xiaodong e Qingling (2003)
e que o Teorema 11 apresenta este método, seguindo­se os mesmos procedimentos adotados na
obtenção do caso discreto de Kim e Lee (2000), para cfeito de comparação dos resultados da
análise de estabilidade.

4.2.2 Caso2: Teorema 12 e Teorema 8

Teorema 25 Se as condições do Teorema 12 (caso discreto do teorema apresentando em Xia­
odong e Qingling (2003)) são satisfeitas, então as condições do Teorema 8 também serão.

Prova: Assuma que (3.56)­(3.59) são satisfeitas. De (3.57), definindo­se X = P­! e multi­
plicando (3.57) por X pela esquerda e pela direita, então

X—­XY;X­XALPAQGXK > O.
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4.2. Sistemas Iuzzy Discretos (SID)

Note que a equação acima implica que X — XY;;X > O e como P = P' > O, tem­se então pelo
complemento de Schur:

X­XY;X XAL VV /(/ XX XAÍ XYiX O). ,
AxX XxX JJ) VAX X 0 O

|

Assim, considerando (3.38), existe uma constante ó > O suficientemente pequena tal que

XY;;X O
Ni; — — ólo, > O.

0 0

De (3.58), para todo «e > O, então

2ALPA;; —2P + Yi + XY —­2€Ih <O.

Logo, analogamente ao desenvolvimento efetuado com a equação (41.15), tem­se, considerando
(3.38),

4.46
O O

| )Ny = | X(Yi+YL—­2)X O ) Oo.
Agora, escolha em (3.41) W;;, = O sci<jo Wii, =0sei>], especificando­se Rj, = O,8 j J j J Pp j

ii h=1,...,r, t<j. Assim, de (341),

Ni = Tin (Si SE), se i<),Nin ­ | j ind rá ij)
|

J (4.47)
Ni — Tjin + (Sin 7 Sjih), Se 1 >),

para t,i,h=1,...,7.

Agora, como Tijn = TB, > O, então considerando (1.46), defina

+T X(Yis­el,)X O oTur (Sun Sh) = Nó | | Do ) as se it <),
Tjin — (Sh — Sjin) = Nji= | (; o o | 7 Se i>,

para t1,9,h=1,...,T.

Somando­se os componentes é < j e 1 > j na expressão anterior e sendo Y j; = Yi, tem­se

X (Yi +Y5­2h)X O
a 0

2Tijh — (Sija — Sin) — (Sun — Sin) = 2Ny — ,

para t,3,h=1,...,T.

BCplIS ­ FEIS « UNESP
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1.2. Sistemas Iuzzy Discretos (SID)

Logo, resulta

Nin = se t<)j,

X(Yjsi­el])X O
, Se t>1,| JNjin = |

para t1,i,h=1,...,7.

Considerando (4.45), (1.50) e (1.51) então a matriz Nt, definida em (3.37) satisfaz:

Nu Nin —.. Ni

Noin No ... Nor

0
a

0

| X(Yi2 =X [X(Yi—­eL)X O|
CO

) dá)

[ X(Yo—eIlnJX O
O

[XY,,X
0
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41.2. Sistemas Iuzzy Discretos (STD)

E o Lon

jo e. ólon |

sendo Xs > O para € > O suficientemente pequeno.

Pois, para V; ER”, j=1,...,2r,Pp

[Vi] Vz

= [VV] V3 0. Via

x (Yl2 en) X XY2oX

x (YE =) X x (VS =) X
= [VIT VE... vE||

[XxX o... o)

V3
o X

Voar10 O... XX) mese me | 2.X |
para V [V] VT ... VI. (|O, pois de (3.59), Y > O e c > O pode ser escolhido arbitraria­
mente pequeno.

As Figuras 4.17 e 4.18 mostram as áreas factíveis comparando os dois métodos citados.

Em Xiaodong e Qingling (2003) não foram descritas análises de estabilidade para sistemas
não­lineares discreto no tempo, como efetuado por exemplo em Tanaka, Ikeda e Wang (1998),
Teixeira et al. (2000), Kim e Lee (2000) e em Teixeira et al. (2003). Estes resultados mostram que
o caso discreto utilizando­se as idéias destes autores tornou­se conservativo perante resultados
recentes de análise de estabilidade, como pode ser observado na análise teórica tratada e nos
resultados de factibilidade mostrado pelas Figuras 4.17 e 4.18.

No próximo caso, inicialmente faz­se uma breve descrição da comparação das condições
descritas em Tuan ct al. (2001) e em Teixeira et al. (2000) ce, em seguida, propõe condições 1nais
relaxadas de estabilidade baseadas nestes teoremas e as compara com condições atuais.
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1.2. Sistemas Iuzzy Discretos (SIºD)
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Figura 4.17: (2 Modelos) Árca factível Figura 4.18: (3 Modelos) Área factível
do Teorema 12 (caso discreto proposto na do Teorema 12 (caso discreto proposto na
Seção 3.2 e baseado em Xiaodong e Qin­ Seção 3.2 e bascado em Xiaodong e Qin­
gling (2003)) indicada por (“o”) e árca gling (2003)) indicada por (“0”) e árca
factível do método proposto em Teixeira et factível do método descrito em Teixeira et

al. (2003), Teorema 8, indicada por (“”). al. (2003), Tcorema 8, indicada por (“”).

4.2.3 Caso 3: Teorema 2 e Teorema 11

Teorema 26 Para r=2, se as condições do Teorema 2 (leorema apresentado em Teixeira et al.
(2000)) são satisfeitas, então as condições do Teorema 11 (teorema proposto na Seção 3.2)
também serão.

Prova: E similar à prova do caso contínuo, Teorema 21.

Nas Figuras 4.19 e 4.20 observa­se os resultados da análise de estabilidade comparando os
dois métodos.

Como tratado anteriormente, para r = 2, os dois critérios fornecem os mesmos resultados.

O Teorema proposto a seguir utilizará a mesma idéia descrita no caso contínuo à fim de
flexibilizar as LMIs na divisão em matrizes 217 x 2n, relaxando o método proposto na Seção 3.2,
Teorema 11, teorema este que foi proposto seguindo­se as idéias descritas em Tuan et al. (2001).1 1 f

O próximo teorema flexibiliza os resultados mostradas na Figura 4.20, Teorema 11.

Teorema 27 O ponto de equilíbrio x = O do sistema de controle fuzzy discreto descrito por
(3.4) é assintoticamente estável globalmente se existe uma matriz simétrica positiva definida
comum P =X" e matrizes simétricas Nº, Zij, tais que

X>O,

1 2 3 4 5 6 7 unesp ”“. 12 13 14 15 16 17 18



1 2 3 4 5 6 7

1.2. Sistemas Izzy Discretos (SIºD)
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Figura 4.19: (2 Modelos) Área factível do
método proposto no Teorema 11 (caso dis­
creto do teorema descrito em Tuan et al.,
2001), indicada por (“o”) ce área factível
do método apresentado em Teixeira et al.
(2000), indicada por (“”).

Ny ­Z5<SO,
7­1 r—|

kE<j kF<
ke due

Lir

Figura 4.20: (3 Modelos) Área factível do
método apresentado no Teorema 11 (caso
discreto do teorema descrito em Tuan et al.,
2001), indicada por (“o”) c área factível do
método proposto em Teixeira et al. (2000),
Teorema 2, indicada por (““) e

(1.54)

Lir

ir

Ni; = Z£ir <SO,
12 Wíhr=1Nr1,71 = Dk 1 Nr

Lr1,r

Lr­1,r
< O,

—2 o, 7— Ny — DE NV!

Ni; = ZLr21r <O,

para todo 1,j = 1l,...
O, V z(t), sendo

17, (1 < j), eccetuando­se os pares (i,j3) tais que a;(z(!))a;(Z(1)) =

(41.59)
T

M;X X

M;i = Gi = A; — BiF;,

Gi; 4 Gj;M;j = 5 " A; = B;F; + Aj; — B;F; 4.61
õ

(4.61)

Prova: Considere uma candidata da função Lyapunov V(x(1)) = x" (t)Px(1), sendo P > 0.
Tem­se que

AV(x(1)) = V(x(t 1 1)) — V(x())
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1.2. Sistemas Fuzzy Discretos (SFD)

xT(1) [[A(a) ­ B(a)F(a)]P[A(a)— B(a)F(a)] — P] x(1).
Para obter AV (x(t)) < O, então será imposto que

[A(a) — B(a)F(a)]”P|A(a) — B(a)F(a)] ­ P <O.

Aplicando o complemento de Schur na expressão acima, obtém­se:

X[A(a) — B(a)F(a)]”
>O,

x

sendo que

X=P", A(a)= Dai JA;i, B(a) =X ai(z(0))B; e F(a)=Do(Z(t))
i=]1

Tendo em vista (4.59)­(4.61), a expressão de T(a) anterior pode ser reescrita na forma (Tuan
et al., 2001):

"

' XxX XML 1

i<j

"x xXxMf |2postei) | M;yj;X X
+205(z(0))aj(Z(1)) |

x(NT(a)x(1) ­ Sox (Nail al
tj Ni;

x”(Olail a;INt;la;I o; x(1)
i<j

S faix" (0) ajx” (1)) Nti laix(1) ax! (0!
i<j

,
x'(1) O

Sola: aj]
o o x'(1)

S ja; aj) Nt;i(x) o; aj)”.
1i<j

Para que x” (1) T(a)x(1) > O, sendo x(t) £ O, uma condição suficiente para ,j = 1,...,r, i<
j é que [a;I a;I(­Nt;(x))[o;l a;1)” < O. Portanto, aplicando o Lema 7 (Tuan et al., 2001),
tem­se

x (1) & (Nii)) x(! x (1) ZLijx(1)
<Oe

xT (1) ZijX(0) xT(1) (25(Njj)) x(0)

o
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1.2. Sistemas Iuzzy Discretos (SID)

x (D(N;j =

Ou seja,

Por simplicidade, da equação (41.62) considere o caso para r = 3. Iintão das condições acima,
tem­se:

13Nu
x (tT(a)x(1) = x (NDlal ol

al| x” (Dal a3l|
a3l

Noz 7

al+Xx (DlasI osl) x(1).
a3l

aNa3 |

Ao invés de dividir os terimos N;; e N;; por (r — 1), pode­se utilizar imatrizes simétricas Ni] e
Nºjo tais que

x ()T(a)kx(t) = x (Nloil ao

+x"(Dlal as x(1)

Seguindo­se a mesma idéia do caso contínuo, para um r genérico e considerando L;; =
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4.2. Sistemas Iruzzy Discretos (SID)

Ei tem­se:
o)

T

+ al
ar 11

+ [az az

OS ' ar.ol | ar al '

0, 11 o,I2,71| Nr2721 NI7r—­1,r­1

ar.

a,lI

TN, 1,r­ 1 =>TNNE ' Nr­1,r |r­­l kNr1,7 Nr — k=17 Ni

Portanto, para um caso geral, (4.62) é descrita por três LMIs, da forma:

re Ni Ni al
x” (1) T(a)x(1) => "xDNlail ojl| | " | x(1)

i<
”

ij Ji Ni; Nj
r— 1) rr)

+ > x (Dial ol ks joi

i=]

— k,r—1Nro1,7=1 = dk17 Nr.—) Ny—1,7
+ x (Dlar­1I al

Nr­—1r Nr — E

Do Lema 7, conforme (4.63) e (41.64), das matrizes 2n x 2n definida em (4.65), para que
AV (x(t)) <O, é suficiente que (4.52)­(1.58) sejam satisfeitas, concluindo a prova.

Nas Figuras 4.21 e 4.22 observa­se a comparação das áreas factíveis do teorema acima com
o teorema proposto em Teixeira et, al. (2000) e Tuan et al. (2001), respectivamente.
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1.2. Sistemas Iuzzy Discretos (SIºD)
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Figura 4.21: (3 Modelos) Área factível do Figura 41.22: (3 Modelos) Área factível do
método descrito em Teixeira et al. (2000), método apresentado no Teorema 11 (caso
Teorema 1, indicada por (“o”) ce árca discreto do Teorema 5), indicada por (“o”)
factível do método proposto no Teorema 27, e árca factível do método proposto no Teo­
indicada por (“”*). rema 27, indicada por (“”).

Pode ser verificado através das Figuras 4.21 e 4.22 que o Teorema 27 é uma generalização
do Teorema 11 proposto na Seção 3.2, agora para o caso discreto, sendo r > 3.

A seguir é descrito a idéia do Teorema 27, utilizando as propriedades das matrizes anti­
simétricas, como efetuado no Teorema 14 (Teorema proposto na seção 3.2) flexibilizando estes
resultados na solução das L.Mls.

Teorema 28 O ponto de equilíbrio x ­ O do sistema de controle fuzzy discreto descrito por
3.4) é assintoticamente estável globalmente se existe uma malriz simétrica positiva definidaV

comum P =X"! e matrizes simétricas Nº, Zi; e malrizes Si; Lais que

Xx>O, (1.66)

Nº Zij 1 (Si; Si)UU

<oO,

Zij +(S; = Sij) Nº
1)

—Nij = Lij <O— ,

r—l 171 ”
"| ­Nã = SONS NS Zi (Si­SL)

E<j k<)
k=i j=i
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Sistemas Fuzzy Discretos (SIºD)

—2 k,r—1—Nr21,7­1 = Dk N r—­1,7­1 Lr=1,7 + (Si SE)
<o, (4.71)

r

Dr1,7 + (ST; — Sij) Nr — DE NET
Ni; = Zr1r<O, (4.72)

para todo 1,j = 1,...,r, (é < j) ecceltuando­se os pares (1,3) tais que a;(z(1))aj(zZ(1)) =
OD, V z(t), sendo

XxX XML (1.73)
M;X X

Mi; =: Gi == A; — BjF;,

Gi; Gi; o A; — B;F; HF Aj — BjFi
2 2

(4.74)

M;j = (4.75)

Prova: Considere uma candidata da função Lyapunov V(x(0)) = x”(0)Px(!), sendo P > O.
Partindo­se da prova do Teorema 27, segue os mesmos procedimentos adotados no caso contínuo
(Teorema 23).

As Figuras 4.23 e 4.24 mostrain as árcas factíveis comparando o método proposto neste
teorema com o proposto na Seção 3.2 (caso discreto do teorema descrito em Tuan et al. (2001))
e com as condições apresentadas em Teixeira et al. (2003).

so r r
o meme ques o so

40r

30t

s
m

TR
AC

CO
C

E
A

C
O

EOC
PE

12

b

Figura 1.21: (3 Modelos) Área factível to­Figura 4.23: (3 Modelos) Árca factível total
do Teorema 11 (caso discreto do teorema
proposto em Tuan et al (2001)) indicada
por (“o”) e área factível total do método
proposto nesta dissertação, Teorema 28, in­
dicada por (“”).

tal do método proposto em Teixcira et
al. (2003), Teorema 8, indicada por (“o”)
Cc árca factível total do método proposto
nesta dissertação, Teorema 28, indicada por

O método proposto neste teorema é uma generalização das condições apresentadas em Tuan
et al. (2001), porém pode­se verificar através das simulações anteriores que, em termos da análise
de estabilidade, este método apresenta resultados no máximo iguais aos descritos em Teixeira
et al. (2003). Assim, é possível também no caso discreto, efetuar uma análise de estabilidade
em pares 1 < j, obtendo os mesmos resultados que os métodos de análise global, podendo assim
utilizar­se neste caso dos comentários descritos na Observação 4 (Apêndice B).
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41.2. Sistemas Izzy Discretos (SID)

As Figuras 4.25 e 4.26 ilustram a abrangência obtida em termos de factibilidade, nos exemplos
abordados, dos principais métodos tratados para o caso discreto, considerando r = 2c0cr >2
modelos.

Figura 4.25: Relação de factibilidade en­ Figura 4.26: Relação de factibilidade en­
tre os teoremas em questão, com base nas tre os teoremas em questão, com base nas
análises numéricas realizadas. (r=2 mode­ análises numéricas realizadas (r > 2 mode­
los). los).

Portanto, comparou­se para o caso discreto os principais métodos para a análise de estabili­
dade propostos na literatura, apresentando também novos critérios para o estudo da estabilidade
complementando métodos atuais. Istes critérios mostraram­se, em termos de área de factibi­
lidade, no máximo iguais aos descritos em Teixeira et al. (2003), tendo como base principal as
análises numéricas realizadas.

Ab
AVAVAY

1 2 3 4 5 6 7 unesp ”“. 12 13 14 15 16 17 18



Capítulo

Projeto de Reguladores Fuzzy com LMIs

A análise de estabilidade para sistemas não­lineares descritos pelos modelos fuzzy de Takagi­
Sugeno, consiste em encontrar condições mais relaxadas que possam contribuir na obtenção de
melhores resultados para o problema do projeto de controladores, atendendo todas as restrições
impostas. Muitos procedimentos são desenvolvidos para encontrar uma solução adequada tal
que satisfaça as condições de projeto, através de métodos iterativos. Uma importante ferramenta
matemática para o estudo de sistemas descritos em espaço de estados é o uso de desigualdades
matriciais lineares LMIs (do Inglês Linear Matrix Incqualities) (Boyd ct al., 1994).

Problemas como as análises de estabilidade e o projeto de controle são reduzidos a problemas

descritos por LMIs (Linear Matrix Incequalitioes) (Boyd et al., 1994). Numericamente, as soluções
de LMIs, quando existem, podem ser obtidas muito eficientemente por meio de algumas ferra­
mentas poderosas, disponíveis na literatura de programação matemática (Boyd et al., 1994).
Desta forma, a solução encontrada para tais problemas descritos por LMIs é equivalente a en­
contrar soluções para o problema original.

As técnicas de projeto usando LMlIs também permitem a especificação da resposta transitória
através da taxa de decaimento e a especificação de restrições nos sinais de controle e nas saídas.

Como visto no Capítulo 4, para r :­­ 2, os Teoremas 13 e 15 apresentam áreas factíveis iguais
aos melhores métodos estudados nesta dissertação.

Portanto, para as condições de estabilidade tratadas no Teorema 13, para sistemas contínuos
e no Teorema 15, para sistemas discretos no tempo, o problema de projeto para determinar os
ganhos de realimentação F;, para à = 1,...,r, pode ser definido por meio de LMIs, da forma
apresentada a seguir. Para os demais teoremas, seguem­se os mesmos procedimentos.

Sistema Fuzzy Contínuo (SFC):

Encontre matrizes simétricas X, Qs,;, e matrizes S;; e M;, para todos os pares 1,3, 1 <j,
satisfazendo

Xx>Oo, (5.1)
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sendo que, para 1,j=1,...,7, t<)j,

C; = A;X — BM; + XA/ — MTBÍ,

C;ij=7(A:X­ BM; +A;X­B;M;+XA/ ­MIB] +XA) ­ MIBJ).

As condições acima são LMIs, com relação às variáveis X, Qs,; e S;; e são obtidas diretamente
do Teorema 13.

Se existe solução, os ganhos de realimentação F; e uma matriz P comum, podem ser obtidas
da seguinte forma:

P=X', Fj=MX,

a partir das soluções X e M,.

Sistema Fuzzy Discreto (SFD):

Encontre matrizes simétricas X, Dsi;, e matrizes S;; e M;, satisfazendo

X>O, (54)

qVii Ds;; | (Si; ­S;)
<O, (Gjoeloeesr, i<j), (5.5)

——LV;11

—Vi — Ds;; <SO,

sendo que, para i,j=1,...,T7, t<5j,

Via =
x XA! — M/B/

A;X — B;M; x
'

1 T TRT T TRTx 3(XAT ­MIBI + XAT ­MIBI)
à (A;jX — B;M; + AjX — B;M;) X

As condições acima seguem diretamente do Teorema 15.

Se existe solução, os ganhos de realimentação F; e uma P comum podem ser obtidos da
seguinte forma:

P. .X',)cF;­MX),
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Taxa de Decaimento

a partir das soluções X e M,.

5.1. Taxa de Decaimento

E importante considerar não somente a estabilidade, mas também outros índices de desempenho
do sistema controlado, tais como velocidade de resposta, restrições da entrada e da saída. À
velocidade de resposta está relacionada com a taxa de decaimento, isto é, o maior expoente
Lyapunov.

Sistema Fuzzy Contínuo (SFC):

Do Teorema 13, para uma candidata a função de Lyapunov V(x(1)) = x" (t)Px(!) então
Víx(t)) < O para x(t) £ O, se (3.60) e (3.61) mantém, sendo dada em (3.62) e (3.63). Agora,
utilizando­se a condição da equação (2.8) tem­se que

PP

PP

PP...Q.P

Logo, a condição que V(x(t)) < —24V(x(1)) (Tanaka, Ikeda e Wang, 1998), sendo y uma
constante positiva, para toda trajetória é satisfeita se

o nn Qu Qs;; | (Sij = Si;)
S lail aj]
i<i Qs,; + (STS) 21 Q5

a;l | <O0, (Lj=1,...,r7 i<))ajl

Ou seja

(Qu + 27P) Qs;; 1 27P 1 (SS)
<O, (Lj=lhL..,r

Qs;; +27P + (Si; — Sij) 1(Q;; + 27P)

Q:; — Qs;; SO.

Portanto, o maior limite inferior para a taxa de decaimento que pode ser encontrado usando
uma função Lyapunov quadrática é obtido resolvendo­se o seguinte problema de minimização
dos autovalores generalizado (GISVP) (Boyd et al., 1991) en P ex:

Maximize y e encontre matrizes simétricas X, Qs;; e matrizes S;; e M;, sujeito a

X>O,
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5.1. Taxa de Decaimento

TC Qs;; + 27X ­+(Si; SÍ)

Qs;; + 27X + = Cj

Ci; ­ Qs;; <O,

sendo que, para 1,j=1,...,7, i<j,

C';= A;K— BM; ­+ XAI—MTB]+ 24X,

Ci;=> (AX BM; + A;X­ BM; +XA] ­MIB/ +XAJ ­M/Bj).
Novamente, os ganhos de realimentação F;, uma P comum podem ser obtidos da seguinte

forma:

P­­X"', Fi­MX",

a partir das soluções X ce M,.

Sistema Fuzzy Discreto (S1IºD):

De forma análoga ao realizado acima, a condição que AV (x(1)) < (7º — DV (x(1)) (Tanaka,
Ikeda e Wang, 1998) para toda trajetória é equivalente à

1 ' T= Vi Vi; HS ­Si;)
> O,

Á=Vij
sendo

"

| 7/X XMj
IMÇX X

ES)sv |Px |M;X X

sendo y < 1. Portanto, obtém­se o seguinte problema de minimização dos autovalores generalizado
(GEVP) (Boyd et al., 1994) em P e À sendo 8 = 7º:

Minimize À e encontre matrizes simétricas X, Ds;; e matrizes S;; e Mi, sujeito a
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5.2. Restrição da I!ntrada

sendo que, para 1,j=1,...,T7, t<J,

* | A;X­ BM, De !

BX 1(XA? ­MIB/! + XAT­MIBI)
3 (A;X — B;M; + A;X — B;M;) x

Como no caso anterior, os ganhos de realimentação F; e uma P comum podem ser obtidos
da seguinte forma:

P=­X |), cF=MX,

a partir das soluções X e M,.

Deve ser notado que 0 < BD < 1.

5.2 Restrição da Entrada

Assuma que a condição inicial x(0) é conhecida. À restrição || u(1) la< 1 é imposta para todo

T| 1 x(0) |= (5.14)

tempo t > O se as LMIs

x(0)

2 >O

se mantém (Boyd et al., 1994; Tanaka, Ikeda e Wang, 1998)(Apêndice D), sendo X = P­'! e
M; = F;X..

Um problema de projeto de reguladores fuzzy estáveis satisfazendo a restrição da entrada
pode ser definido como segue:

Sistema Fuzzy Contínuo (SIC):

Encontre matrizes simétricas X, Qs,; e matrizes S;; e M,;, satisfazendo (5.1), (5.2), (5.3),
(5.14) e (5.15).

Sistema Fuzzy Discreto (SID):

Encontre matrizes simétricas X, Ds;; e matrizes S;; e M,;, satisfazendo (5.4), (5.5), (5.6),
(5.14) e (5.15).

Ab
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 unesp ”“. 12 13 14 15 16 17 18



5.3. Restrição da Saída

5.3 Restrição da Saída

Assuma que a condição inicial x(0) é conhecida. À restrição || y(t) |l2< À é imposta para todo
tempo t > O se as LMIs

| x(0)! |(o O (5.16)
x(0) X

x xCf |
>O 517

[ox xa é
GI)

se mantém (Boyd cet al., 1994; Tanaka, Ikeda e Wang, 1998)(A pêndice 1) sendo X =: P"!,

Um problema de projeto de reguladores fuzzy estáveis satisfazendo a restrição da saída pode
ser definido como segue:

Sistema Fuzzy Contínuo (SIFC):

Encontre malrizes simétricas X, Qs;; e malrizes S;; e M;, satisfazendo (5.1), (5.2), (5.3),
(5.16) e (5.17).

Sistema Fuzzy Discreto (SIFD):

Encontre matrizes simétricas X, Ds;; e matrizes S;; e M;, satisfazendo (5.4), (5.5), (5.0),
(5.16) e (5.17).
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5.4. Exemplos de Aplicação

5.4 Exemplos de Aplicação

Considere o problema do equilíbrio e balanço de um pêndulo invertido sobre um carro, conforme
ilustrado na Vig. 5.1. As equações de movimento para o pêndulo invertido, conforme descrito
em Ma et al. (1998), são

da L2
1.0

[(M + m)(J + ml) — m21? cos? 217]
+fomlxa cosx,1 + (M + m)mgl sen x7 — mlícosx1)u]

Do [=S1(M + m)xa — mº xd (son x1) cos x)

1.0

[((M + m)(J A+ mB) = m21? cos? x
— fo(J + ml), = mêgl? (sen v1) cosa 1 (J HtainlºYu

" [imlxaeosx, 4 (J | mli)mixô sen x)

sendo que x17 é o ângulo (rad) do pêndulo com relação ao eixo vertical, 22 é a velocidade angular
(rad/s), r3 é o deslocamento (m) do carro, e r1 é a velocidade (m/s) do carro, g=9.8 m/s?
é a aceleração da gravidade, 1n é a massa (kg) do pêndulo, M é a massa (kg) do carro, fo é
o coeficiente de atrito (N/mn/s) do carro, f7 é o coeficiente de atrito (N/rad/s) do pêndulo, /
é o comprimento (m) do centro de massa da haste até a sua base, J é o momento de inércia

(kgm?) do pêndulo em torno do seu centro de massa, e u é a força (N) aplicada no carro. Tem­
se que, conforme descrito em Ma et al. (1998), M==1.3282 kg, 1nm=0.22 kg, /o=22.915 N/mf/s,
fi=0.007056 N/rad/s, [0.304 m, J=0.004963 kogmº?.

Figura 5.1: Pêndulo invertido sobre um carro.

Para projetar o regulador fuzzy deve­se ter um modelo fuzzy que represente as dinâmicas da
planta não­linear. Portanto, primeiro representa­se o sistema pelo modelo fuzzy Takagi­Sugeno.
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5.1. Exemplos de Aplicação

Aqui o modelo global do sistema foi obtido através da combinação fuzzy de dois modelos lincares
locais. Desta forma aproximou­se o sistema através das seguintes duas regras do modelo fuzzy,
como efetuado em Ma et al. (1998):

Regra 1 da Planta : SIE x1)(t) está em torno de O,

Xx(1) = Arx(t) + Biu(t)
y(t) = Cix(t).

Regra 2 da Planta : SI x (t) está em torno de + 7/3,

X(t) = Aox(t) + Bau(1)
y(1) = Cox(t).

ENTÃO |

ENTÃO |
sendo

0.0 0.0

0.0 as. b:“ll mel Pl, o = [00 0.0 10 00],0.0 10 0.0

0.0 d41 ba

(M + m)mnmgl —S(M + im) foml
Agp=, Ag =>, Ay = ,fo a a

—mgl? 7 —So(J Em)
A41 = 12 = 7 da PE AZ

a a

—mnl J + mP
a a

a = (M + m)(J + mL) = mºl?,

,

0.0 1.0 00 00 0.0
Áabr abs 00 al21 2 24 183 | |, Ca=[|[00 0.0 1.0 0.0 |,0.0 0.0 00 1.0 | 0.0

a ao DO al, br

ro 31/38 (M + m)mgl 1 =f1(M+m) 1 — formlcos6oº
217 Tx "” + dg o da E

3V3mºgltcos60? fimleos60º —So(J + ml?)
5 7 1 MI FT TT UM E

T a a a

,

CA
AA ,

—Td cos 60º ” JA mbb! = —— O DR? a A (A

a = (M + m)(J + ml) — mºº(cos 60º)?.

Como visto anteriormente, um procedimento metódico para a determinação dos modelos
lineares locais foi apresentado em Teixeira e Zak (1999).
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Exemplos de Aplicação

As funções de pertinência para as regras 1 e 2 da planta são:

1.0 1.0a(ni(t)) = fo ” 10+ FIAT) Í 104 TATA)
e

aAa(tTiI(t)) = 1­— o1(T1(1))

e suas respectivas curvas estão ilustradas na Fig. 5.2.

o.5

a(21())
)

Rex
­0o.5 alt

Figura 5.2: Funções de pertinôncia para as regras 1 e 2 da planta.

A lei de controle resultante é

Regra 1 do regulador : SE x (1) está em torno de O,
i

ENTÃO u() = =Fix(1).
Regra 2 do regulador : SE xv1(1) está em tormo de + 7/3,

ENTÃO u(t) = —Fox(t).

Todas simulações apresentadas nos próximos exemplos empregaram o modelo não­linear do
pêndulo descrito em (5.18) e foram elaboradas no software MATLAB.

Exemplo 3 ­ Estabilidade: Primeiro projetou­se um regulador fuzzy estável considerando­se
a taxa de decaimento nula, utilizando­se os resultados descritos na Seção 3.2, Teorema 13. O
problema de projeto do sistema fuzzy contínuo é definido como segue:

Encontre matrizes simélricas X, Qs,, e matrizes S1o, M, e M3 sujeito a (5.1), (5.2) e (5.3).

O software MATLALB com o “LMI Control toolbox” forneceu as matrizes X, M, e M3 que
solucionam as LMIs acima. À solução obtida foi:

Fi=MX '= | —528.1449 —26.0483 —35.5901 —97.8646 ] ;

Fo = M9X"' = | —813.2902 —100.0002 —54.8255 —138.2795 | )
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Exemplos de Aplicação

4711.6670 90.3106 33.2226 69.8935

9606.3106 20.34914 68737 147348

33.22260 08737 26908 5.1072

69.8935 14.7348 51072 11.1132

> O.

Para ilustrar a validade da lei de controle projetada, que visou apenas a estabilidade, foi
feita a simulação digital do sistema original (5.18) com a lei de controle (3.2) para r = 2,
empregando T e 2 projetados acima, utilizando o Teorema 13. À Figura 5.3 apresenta os
resultados obtidos. Para efeito de comparação a Figura 5.3 apresenta também outros resultados
de simulações referentes aos próximos exemplos.

Exemplo 4 ­ Estabilidade + Tava de Decaimento: Pode ser visto no Exemplo 3 que o tempo
de estabelecimento do sistema é 1 = 6 segundos. Na prática, é importante considerar o tempo
da resposta transitória. O problema de projeto que considera a taxa de decaimento é definido
COMmo segue:

Maximize 7 e encontre matrizes simétricas X, Qs,75 e matrizes So, M] e M> sujeito a (5.8),
(5.9) e (5.10)

Quando 7 = 1.5 < Yrax, Oblém­se pelo MATLAIB as matrizes X, Mi ceMa que solucionam
as LMls acima. Foram obtidos os seguintes resultados:

FI =M XX" | 11514 297.3 3444 307.1 | ;

F9 = M9X"' | —2023.0 —100.6/ —607.2 —523.9 | ;
1387.9771 27.5436/ 12.4255 34.830]

27.5430  5.5188 84731  06.9005

412.4255 8A731 13.36600 10.8123

31.8301 — G6.9605 108123 8.8555

> O.

As linhas contínuas na Figura 5.3 mostram as respostas de z17 (1) e u(f), sendo que o tempo de
estabelecimento é t ]= 2.6 segundos. O regulador projetado diminuiu o tempo de estabelecimento
do sistema, mas exigiu uma alta amplitude da entrada de controle.

Neste exemplo não foi utilizado Yrnar 2 2.03 pois os ganhos de realimentação obtidos neste
caso praticamente não são implementáveis.

Exemplo 5 ­ Estabilidade­+ Tava de Decaimento­+ Restrição na Entrada de Controle: Pode ser
visto no Exemplo 4 que maxi: || u(t) |a= 1904.2. Na prática existe uma limitação da entrada.
Ê importante considerar não somente a taxa de decaimento mas também a restrição na entrada
de controle. O problema de projeto que considera a taxa de decaimento e a restrição na entrada
de controle é definido como segue:

Maximize y e encontre matrizes X, Qs,, e matrizes S19, M, e Mo sujeito a (5.8), (5.9),
(5.10), (5.14) e (5.15), com 11 = 200 e x(0) = [0.96 0 0 0/7.

Note que 0.96 rad corresponde a 55º.
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5.1. Ioxemplos de Aplicação

Quando y = Ymaz = 0.49, a solução obtida foi:

F,= MMX"! = | —93.9985 —18.3830 —7.2023 —32.60293 ] ,

Fo =M1X"'­: | — 1557.6878 —32.0371 —11.8713 —39.15560 | ,
107841 02236 01314 02116

0.2230 0.0465 0.02607 0.043]

01314 0.02607 0.0368 0.0322

0.2116 0.0131 0.0322 0.0513

A linha pontilhada na Figura 5.3 mostra à resposta £1(1) e u(), onde o tempo para estabilizar
OIO sistema é 1 = 4.8 segundos. O regulador projetado também realizou a restrição da entrada

pois max, || u(t) lla= 148.61 <p.

Tempo(s)

T

Tempo(s)

Figura 5.3: Respostas de x1(1) e u(t) para condição inicial x(0) — [0.96 0 0 0]! e considerando­
se os casos: apenas estabilidade (linha tracejada); apenas taxa de decaimento (linha contínua);
taxa de decaimento e restrição na entrada (linha pontilhada).

Exemplo 6 ­ Iistabilidade+ Restrição na Intrada de Controle: Também é possível projetar um
regulador fuzzy estável satisfazendo a restrição da entrada, para a restrição da entrada 4 = 200
e x(0) = [0.96 0 0 0/7.

Encontre matrizes simétricas X, Qs,5 e matrizes S129, M, e Ma sujeito a (5.1), (5.2), (5.3),
(5.14) e (5.15), com q = 200 e x(0) = [0.96 00 0)”.

À solução é obtida quando

F=MX'= | — 1111.1696 / —21.9758 —24.1037  —37.435] bh
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5.14. Exemplos de Aplicação

Fo = M4X"' = | —159.8122 —32.7010 —0.0011 —38.1330 | ;
0.8722 01787 0.0000 0.1912

0.1787 0.0367 0.0000 0.0388

0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

0.1912 0.0388 0.0000 0.0477

A linha tracejada na Figura 5.4 mostra a resposta de x3(t) e u(t). Pode ser determinado que
max; || u(t) |la2= 151.63 < up.

A variável r3(1) possui um tempo de estabelecimento muito superior a 15 segundos. l1!sse
tempo não é mostrado na Figura 5.4, sendo mostrado na figura apenas o valor máximo que x3(1)
atinge.

Exemplo 7 ­ Estabilidade+ Restrição na Itntrada de Controle + Restrição na Saída de Con­
trole: À resposta do sistema de controle no Exemplo 6 tem como valor de saída (maxi: ||
x3(t) |la= 3.02) visto que a restrição na saída não é considerada no projeto de regulador fuzzy.
Para melhorar a resposta, pode­se projetar um regulador fuzzy adicionando­se a restrição na
saída.

Encontre matrizes simétricas X, Qs2, e matrizes Sia, M] e Mo sujeito a (5.1), (5.2), (5.3),
(5.14), (5.15) e (5.17), com 1 = 200, À = 3.53, C; == [001 0] e x(0) = [0.96 0 0 0/!.

À solução é obtida quando

F,= M X = | —111.1096/ —21.9758 —24.1937 —37.435] ] ,
F9 =M3X"' = | —ISLG11 —30.8316 —412.00382 —46.9482 | ;

1.0850 0.2241 026013 0.2300

0.2241 0.01604 0.0533 0.0469

0.2613 00533 01514 0.0037

0.2300 0.0469 0.0037 0.0571

A linha contínua na Figura 5.4 mostra a resposta de tx3(1) e u(!). À resposta do sistema de
controle satisfaz as restrições max, || u(t) lla= 171.31 <p emarx, || x3(t) |lo= 1.86 < A.
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5.4. Exemplos de Aplicação

Tempo (s)

Tempo (s)

Figura 5.4: Respostas de v3(1) e u(t) para condição inicial x(0) = [0.96 0 0 017 e considerando­sefo|
os casos: estabilidade e restrição na entrada (linha tracejada); estabilidade, restrição na entrada
e restrição na saída (linha contínua).

Os resultados das simulações dos exemplos acima atestam o bom desempenho dos sistemas
de controle projetados.
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Capítulo

Conclusões

Este trabalho forneceu condições adicionais para o estudo da estabilidade complementando

condições disponíveis e em seguida apresentou uma análise comparativa entre os métodos re­
centes de estabilidade publicados na literatura. Provas teóricas e simulações confrontam os
métodos existentes, propondo idéias de generalizações para condições que se apresentam como
conservativas. Às condições tratadas são adequadas ao projeto de controladores para sistemas
não­lineares descritos por modelos fuzzy Takagi­Sugeno. Os resultados apresentados permitem
uma descrição direta em termos de LMIs (Teixeira e Assunção, 2001) e desta forma, podem ser
facilmente resolvidas com softwares que solucionam problemas de programação semi­definida,
que apresentam característica polinomial de convergência (Boyd et al, 1994). Análises teóricas
e simulações digitais, utilizando um número maior de modelos, compararam condições para o
estudo da estabilidade e projeto de reguladores para plantas não­lincares descritas por modelos
fuzzy TSK (Takagi­Sugeno­lKang), baseados em LMI (Lincar Matrix Incqualitiecs), propostas
nesta dissertação com as apresentadas em Tanaka, Ikeda e Wang (1998), Kim e Lee (2000),
Teixeira ct al. (2000), Tuan ct al. (2001), Xiaodong e Qingling (2003) ec Teixeira et al. (2003).
Foi demonstrado que o método descrito em Teixeira et al. (2003) apresenta desempenho superior
ou pelo menos igual aos outros métodos existentes e também aos propostos nesta dissertação.
Foram apresentadas novas condições de estabilidade, sendo exploradas várias idéias de flexi­
bilização das LMIs e os resultados obtidos mostraram­se, no máximo, igual aos descritos em
Teixeira et al. (2003). Nos projetos de reguladores fuzzy é possível especificar também, além da
estabilidade, a taxa de decaimento, restrições na entrada e na saída. É! mostrado um exemplo
de projeto, ou seja o controle de um pêndulo invertido na forma contínua utilizando condições
recentes de estabilidade.

Trabalhos futuros possíveis podem investigar a inclusão de outras restrições no projeto, como
por exemplo a rejeição de distúrbios e robustez (Tanaka, Nishimura e Wang, 1998) e sistemas
com atraso no tempo (Cao e Frank, 2000), para a obtenção de condições mais relaxadas em
termos de LMIs e a aplicação dos resultados de estabilidade existentes em situações práticas.

Ab
AVAVAY

1 2 3 4 5 6 7 unesp ”“. 12 13 14 15 16 17 18



Apêndice

Demonstração do Lema 7

O Lema 7, apresentado em Tuan et al. (2001) mostra que, dada uma matriz simétrica P, € R x?

rs) 7P, +" KW a njeR,Pi2 DP

tem­se;

x Pax<O0, Vri>0, x (r1,%2)/O,

se e somente se, existe q12 E R tal que

| Pu 92 | <O0O e ppo­gna<o. (A.2)
G12. Pao

Prova: Prova­se que (A.1) & (A.2). Já que a implicação (A.2) => (A.1) é direta, é necessário
então provar somente a implicação inversa. Nota­se que py7 <0 e pao < 0. Se pro <O em (A.1),
(A.2) também será satisfeita, para q12 + 0. Por outro lado, quando pia > O e considerando
T2 = 1, em (A.1) tem­se

DL? 1 2metv, pa <O (A.3)
Dag = 2PII D22 = Pio <O

Pu

=> p11p2o = Dio > O,

& max [pur 2912T) | pos] =

e implica que, para g12 = p12, (À.2) é satisfeita, pois mm < O e,

pn 4412del | | = piipao — pia >O.912. DP2o2

Logo, (A.1) > (A.2).
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Apêndice

Demonstração do Teorema 11

O ponto de equilíbrio x = O do sistema de controle fuzzy discreto descrito por (3.4) é assintotica­
mente estável globalmente se existe uma matriz simétrica positiva definida comum P e matrizes
simétricas Z;;, tais que

(Ni)[ARS|

Ni; =Zij<O, (13.2)

para todo 1,j= 1,...,r,i < j, excetuando­se os pares (1,j) tais que a;(z(1))aj(zZ(1)) == 0, V z(1),
tais que

X XMÍ)
'Ni = ; (3.3)

M;;X X

XxX XML

M;;X X

Mi; = Gi = A; — BF; (B.5)

Gij ­)­ Gi " A; — B;F; + A; — Bj F;
5

=

­
:

7
(13.6)M;; =

Prova: Considere uma candidata da função Lyapunov V(x(1)) = x”(N)Px(0), onde P > O.
Tem­se que

AVEC) = Vi 1)) = VG())
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x" (1) [[A(a) — B(a)F(a)|"P[A(a)— a)] — P| x(0).

Para obter AV(x(1)) < O, é necessário que

[A(a) — B(a)F(a)|]' P|A(a) — B(a)F(a)]| — P <O.

Multiplicando a expressão anterior por X = P"!, à esquerda e à direita e aplicando o
complemento de Scehur (Apêndice 1º), obtém­se:

x X[A(a) — B(a)F(a)|”
T(a) == >O,

[A(a) — B(a)F(a)| X

sendo

1=])

Desenvolvendo­se a expressão anterior e tendo em vista (13.3)­(13.6), T(a) pode ser reescrita
na forma (Tuan ct al., 2001):

r—l
X XML | P XM!,

M;X X
IJT(a) = | ate |

1<j

”+203(z(0))Jaj(Z(1)) | MEX x )| ­”
Ou seja,

T)T(a)x(t) =x”(1) >Taf(e(1)) [Ni] +> !oi(Z(1)) [Njj] + 20:(Z(1))aj(Z(0)) INi]|x
1<j

—ANú No
=X x"(0lail aj] | oil | x(1)

Se eo a;l
i<j

”

1
”

JNij =TNjj

= >» x” (Dlail a;IINt;j [al a; x(1)
o

=X Jaix! (0) ajx"(D] Ntiloaix (0) ax (0
1<]

x" (1) O
=X a; aj)

1<j

=X[ai aj) Nti(x)la; ajl”.
1<j

Para que x” (I()T(a)x(1) > O, sendo x(1) / O, uma condição suficiente para i,j = 1,...,7

o
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79

j é que [a;I a;IJ(­Nt;(x))[oil aj;1l” <O. Portanto, aplicando o Lema 7 (Tuan ct al., 2001),
tem­se

r—l

Nt;;(x) ==
x) (1) Zijx(1) x (1) & (Njj)) x(!)

Ou seja,

x(D(Nij = Zii)X(01) < O.

Logo, para que AV (x(t)) < O quando x(!) /£ O, é suficiente que (3.1) e (3.2) sejam satisfeitas.

Observação 4 Os Teoremas 6, 8, 10 e 12 tratam do caso em que ai(z(1))aj(2(1)) £ 0, i —
1,...,7, para todo 1 > O. A ligura 3.1 apresenta uma situação no qual esta hipótese não ocorre.

Considere por exemplo, as(z(1)), é 1,2,3,4 descritas na Figura 3.1, sendo r == A. O sistema
controlado discreto descrito em (3.4), utilizando­se o Teorema 11 para cada região da ligura
3.1, para 1, j=1,...,7, 1 <j e considerando uma malriz comum P, obtém­se as seguintes LMIs
para o sislema lornar­se assintoticamente estável globalmente:

Caso 1: Para es(z(1))aj(z(1)) / O,

sendo (1,3) = (1,2), (2,3), 3,4).

Caso 2: Para aji(z(1))aj(z(1)) = O,

(Ni)

sendo (1,3) = (1,3), (1,4), 2,4).

Note que no Caso 2, para a;(z(1))aj(z(1)) = O, não será necessária a verificação das LMIs,
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pois os termos não­nulos já foram checados no Caso 1.

Assim, se as LMIs descritas no Caso 1 forem factíveis, (3.4) é assintoticamente estável
globalmente.

Portanto, utilizando­se do Teorema 11 o problema ficou dividido em várias LMIS, para todos
os pares à < j, cada uma relacionada com uma região, com a possibilidade de ser analisada
separadamente, sem a necessidade de verificação das LMIs para o caso em que a;(z(1))aj;(z(1)) =
O e portanto, diminuindo o esforço computacional à medida que o número de modelos cresce.
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|
Apêndice

Demonstração do Teorema 12

O ponto de equilíbrio x = O do sisterna de controle fuzzy discreto descrito por (3.1) é assintoti­
camente estável globalmente se existem matrizes simétricas P, Y;; e matrizes Y;; tais que

P>O, (C.1)

AÍPA;­=P+YYi<O, (inl...,r) (C.2)

2ALPA;G=2P1Yj1YL<O0, (I<i<j<r) (C.3)

Yi

Yor
“l>Oo,

Y,r

sendo A;; = Gi, é =1,...,7, Ajj E ((G;j | Gj;)/2).

Prova: Considere uma candidata da função Lyapunov V(x(1)) =: x” (NPx(!), sendo P > 0.
Tem­se que

AV (x(1)) VU +)= VE)
r r r

> 2, osta(N)a (a(s(E(0)ai(2(0))(0) [GSPGu­ P] x(1)
1= Vie 1k=11=
R SS ai(a( aj(z(1))ax(z(L))

1­1 j=1k=11=1

.oulz(0))Xx”(1) [(G; ­Gji)”P(Gu 1 Gn) — 1P| x(1)
i(2(0))aj(Z(1))X' (1) [(G + Gji)º P(Gij + Gi) — 1P| x(L)

Eu TCs=) P (ESÀ o ­ F| x(1)
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+23 ai(z(1))aj(Z(0))X' (1) CO) P Ena) — F| x(1)i<j
2

r< —X odtz(D)x (OYax(!) NS ai(a(0)) z(t))Xx(OC+ YÍ)X(0)
i=] i<j

no T TAr | Yn Ya es Yi
a1(zZ())X(L)
a(Z(L))X(1)

a (Z(L))x(1)

— ) ectz())x() Yi Ya .. YE

atz(O)X() 1º o (2(0)x(1)

ane | | aete(n)x(0)
e (z(1))x(0) a7(z(0))Xx(1)

Assim, se (C.4) mantém, então AV (x(!)) < O, para x(1) £ O, concluindo a prova.
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Apêndice

Restrição nos Vetores de Entrada e Saída da
Planta

D.1 Restrição no Vetor de Entrada

Admita que um SLIT possua a seguinte representação em variáveis de estado:

&== Ax + Du,
DA

y= Cx
(DD)

sendo x E R" o vetor de estado, 1 E R"' a entrada de controle, y E RP? a saída do sistema
. PEN » x .(p>m), AER"“*" a matriz característica do sistema, B E R"*"" a matriz de entrada do

sistema e C E RP*"”" a matriz de saída do sistema.

O problema da restrição no vetor de entrada u« consiste em especificar LMI, de modo à

assegurar que:
PRA <max lu < Ho,

sendo 1 uma especificação considerada no projeto do controlador. Para a lei de controle u = IK x,
tem­se:

dd Ax) BKx (A) BlIO)x

Considera­se, então, uma candidata a função de Lyapunov na forma quadrática V(xr) =
x" Po, na qual P é uma matriz real simétrica definida positiva. À derivada desta função em
relação ao tempo, ao longo de qualquer trajetória, é descrita por:

Vit) = $'Pxr+X' Pi

x'(A4+ BK)Px + 2!P(A + BIOx
(A PIN B PEA (PA PBR)

x(PA+ATPA PBK + KT BT]P)x
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D.1. Restrição no Vetor de Entrada

a”PPPA+ATPA PBK+ KTBEP)P! PA

x! P(API! pI AT + BKP7! 4 POOKTBTDDPX.

Definindo­se X = Pl e P = KP7l cs KX, tem­se:

V(x) = x! PAX + XAT + BE + PUBD)Px

Como V (x) foi escolhida sendo definida positiva, para que se tenha estabilidade assintótica,
é suficiente que V (x) seja definida negativa. Logo,

AX XAT A+ BE IFTB!<oO

Intão, as condições para à estabilidade são a existência de XY e 1º, tais que:

AX+XA! Br BO <oeX=­X">Oo, (D.3)

que são LMlI em Y e Fº.

Quando uma determinada condição inicial x(0) é conhecida, é possível encontrar um limite
superior para a norma euclidiana da entrada de controle u (Boyd et al., 1994). Considera­se,
inicialmente, que X = X” > 0 satisfaça:

1(0) Xx(0) <1 (DA)

Esta condição não restringe a solução de (12.3), pois limita apenas a norma de X7! e (D.3)
não impõe outras restrições à matriz X.

Segundo VanAntwerp e Braatz (2000), a idéia básica do complemento de Schur diz que a
LMI

(19.5)Q(r) S(r) SO
Str)" R(X) '

sendo que Q(x) = Q(x)!, R(x) = R(x)! e S(x) têm uma dependência afim de x, é equivalente
a:

R(x) > O e Q(x) — S(x)R(x) 'S(x)" >O,

isto é, este conjunto de inequações não­lincares pode ser representado através da LMI (D.5).

O Apêndice E mostra à demonstração do complemento de Schur.

Logo, pelo complemento de Schur, (1.4) possui a seguinte equivalência:

7 1 (0)!
12 2(0)/X2(0) >0 &S a ) >O

(O À
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D.1. Restrição no Vetor de Izntrada

Como K = FX”! e definindo­se = NX Ex, Lem­se:

max llulla max |[IKXx||a
(>) (>O

ax [FX xl.max ll

max|
1>0

De (DA), tem­se:

He(0)|3

(0) XT(0) < |. (D.8)

Como para V(zx) = x”X"'x, V(x) < O, para x / O, então (1.8) é satisfeita para todo &,
1t>O,

« olNeH3 = XT 23

(D.9)

De (D.7) e (D.8),

max IX Elo
1>0

= VaAmas(X7SLTEXTS). (D.10)

Assim,
ro: p ol ria p

Esta condição é equivalente a:

xNoaplpaOE o nl <o,

TXTPT EXT — pêDz < ZTezQAmaa (XT ETEXTE) — jp).
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D.2. Restrição no Vetor de Saída

Multiplicando­se (D.11), em ambos os lados, por xi, obtém­se

XI(XTE TENTEN 2 XENAIXT 00,
Fr nX<O,

nix rF>O,

X = FIG ºDE>O.

Logo, pelo complemento de Sehur, (17.12) possui a seguinte equivalência:

xTERTENTAA | nil>0S | E | >O“do

Portanto, as LMI (1.6) e (D.13) solucionam o problema.

D.2 Restrição no Vetor de Saída

O problema da restrição no vetor de saída 4 consiste em especificar LMI, de modo à assegurar
que:

maxilyil < £o,
sendo £, uma especificação considerada no projeto do controlador.

A análise a seguir é semelhante àquela efetuada no estudo da restrição no vetor de entrada.
Para isso, considera­se, novamente, o SLIT descrito em (D.1). Como x ­­= X?2, tem­se:

max lyllá max Cla
= max IEX? 213

DS ESA |Inax VT x 2CTCX E:
1>0

VAmas(X? CTEXIZT)

Portanto, analogamente ao desenvolvimento realizado anteriormente em (D.11), (D.12) e
(D.13), tem­se que

1 1 q 1 ,max |CX22|3 < E > Amas (XCTCX3) < 6.

Esta condição é equivalente a

XNICTONE EI <O,
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D.2. Restrição no Vetor de Saída

pois,
ES| 1 Tl c T+

­l e.ZT(XtOTOX? — E&dI)e < 2 e(Amas (X3CTC — EXE) — 62).
os ­ ­l ,Multiplicando­se (D.15), em ambos os lados, por X2?, obtém­se

XYCICY­8X<O,

EX XCTCX>O,

XXXC(EQDCOX>O.

Logo, pelo complemento de Sehur, (D.16) possui a seguinte equivalência:

­XICTEX?t pell>0S 2 |>O

Portanto, as LMI (D.6) e (DAT) solucionam o problema.
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Apêndice

Complemento de Schur

A idéia básica do complemento de Sechur (VanAntwerp e Braatz, 2000) diz que a LMI:

Q(x) S(x) >O
Str)! R(x) '

sendo que Q(x) = Q(x)!, R(x) = R(x)” e S(x) têm uma dependência afim de x, é equivalente
a:

R(x) > UV e Q(r) — S(r)R(2)'S(x)! > O.

(=) Suponha que:
Q(x) S(tx) SO
S(x)” R(x)

e defina:
"

| u | | Q(r) St) | | u |F(u,v) = asa :

v S(x)!” Rx) v

(uv) > O, Vlu,v| £ O
Então

Considere, inicialmente, uu ­ 0. Então:

1(0,u) = vº R(x)u > O, Vu 7 0 => R(x) > O.

Adote, agora,
v=—R(x) 'S(x)'u, com u £ 0.

Então,
F(u,v) = u' (Q(x) — S(x) R(2)  S(x))u>0, Yu £ O

=> Q(x) — S(r)R(2) 'S(2x)! > O.
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Apêndice 1: Demonstração do Complemento de Sehur

(<=) Suponha que:
Q(x) — S(t)R(x)S(2)T >O0, R(x) >O.

Fixando­se u e otimizando­se em termos de v F(u,v) definido em (127.2), obtém­se:

V.l! =2R(r)u H25(2) u=0

Desde que (x) > 0, de (1.5), segue que:

v= Rem) Sta) Au.

Substituindo (1.6) em (17.2), então:

F(u) = nu(Q(x) — S(x)R(x)! S(2)” Ju.

Desde que (Q(t) — S(x) R(x)!5(x)!) > O, o mínimo de F(u) ocorre para u = 0, que
também implica que v = 0. IJintão, o mínimo de Iº(u,v) ocorre em (0,0) e é igual à zero.
Portanto, Fº(u,v) > O, Vlu,v| £ O, isto é,

| Q(x) S(x) | soStr)!” Rim)
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