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ANÁLISE DO COMPORTAMENTO DINÂMICO DE UM
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À minha famı́lia, em especial aos meus pais Rui e Elisabete, aos meus irmãos
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RESUMO

Esta tese de doutorado apresenta o comportamento de um dispositivo mecânico chamado
Inerter. O mecanismo considerado é linear, possui dois terminais de fixação e uma cremalheira
conectada a um volante de inércia. Uma força é desenvolvida sempre que houver um movimento
relativo e aceleração entre seus dois terminais. A força do Inerter é proporcional à aceleração
relativa entre seus terminais multiplicada pela inertância. A inertância é um parâmetro do Iner-

ter a qual está relacionada ao momento de inércia e a relação de engrenamento do volante de
inércia e cremalheira. A principal vantagem do sistema isolador de vibração com o dispositivo
Inerter é que o sistema apresenta alta capacidade de isolamento de vibração na frequência da
anti-ressonância, a qual é possı́vel de ser escolhida e ajustada para uma determinada frequência
desejada alterando-se a inertância. O principal objetivo desta tese é analisar um sistema isolador
de vibração acoplado a um dispositivo Inerter em um arranjo linear e em um arranjo geométrico
não linear. Foi observado que o arranjo geométrico não linear do dispositivo Inerter promove
benefı́cios em relação ao arranjo linear em termos de redução da magnitude de transmissibili-
dade.

Palavras-chave: Inerter; Isolamento de vibração; Não-linearidade geométrica.



ABSTRACT

This doctoral thesis presents the behavior of a mechanical device called Inerter. The mecha-
nism considered is linear, has two fixing terminals and a rack connected to an inertia flywheel.
A force is developed whenever there is a relative movement and an acceleration between its
two terminals. The Inerter force is proportional to the relative acceleration between its termi-
nals multiplied by the inertance. The inertance is a parameter of the Inerter which is related
to the moment of inertia and the gear ratio of the flywheel and rack. The main advantage of
the vibration isolator system with the Inerter device is that the system has high vibration iso-
lation capacity at the anti-resonance frequency which can be chosen and adjusted for a desired
frequency changing the inertance. The main objective of this thesis is to analyze a vibration iso-
lation system coupled to an Inerter device in a linear arrangement and in a nonlinear geometric
arrangement. It was observed that the non-linear geometric arrangement of the Inerter device
promotes benefits over the linear arrangement in terms of reduction of the transmissibility mag-
nitude.

Keywords: Inerter; Vibration isolation; Geometrical nonlinearity.
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µq Coeficiente de atrito Coulomb
ξ Coeficiente de amortecimento
τ Tempo adimensional
φ Fase da transmissibilidade relativa
ω Frequência de excitação
ωn Frequência natural do sistema
Ω Razão de Frequência
Ωa Frequência do salto para cima
Ωb Frequência do salto para baixo
ΩT→0 Frequência de excitação quando a transmissibilidade tende a zero
ΩT→∞ Frequência de excitação quando a transmissibilidade tende ao infinito



SUMÁRIO
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LINEAR - MODELAGEM MATEMÁTICA 33
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NÃO LINEAR 59

5.1 Modelo 5 - Sistema massa-mola-amortecedor-Inerter em arranjo geométrico não
linear 60

5.1.1 Equações aproximadas para amplitudes altas e baixas 63

5.2 Solução através do Método do Balanço Harmônico de Primeira Ordem 64
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1 INTRODUÇÃO

Neste capı́tulo introdutório são apresentadas as motivações deste trabalho, a importância
dos mecanismos do tipo Inerter assim como as descrições dos capı́tulos e dos apêndices que
compõem esta tese.

1.1 Motivações

A maioria das máquinas, dispositivos mecânicos, apresentam algum tipo de vibração. Mui-
tas vezes as vibrações são inerentes ao dispositivos considerados. É possı́vel citar inúmeras
fontes de vibrações mecânicas presentes em motores a combustão com o movimento alter-
nativo dos cilindros, abertura e fechamento de válvulas, motores elétricos com suas bobinas
acionando e desacionando, o contato entre o pneu se deslocando em um pavimento rugoso, o
atrito entre uma fuselagem de um veı́culo em movimento e o ar, dispositivos vibradores como
compactadores de solo, martelos de impacto, vibrações oriundas do engrenamento dos dentes
de engrenagens, fenômenos naturais como assentamentos de terra, terremotos, ventos, entre ou-
tros. As vibrações mecânicas podem causar efeitos indesejáveis tanto para o homem (náuseas,
dores musculares, lesões) quanto para os sistemas mecânicos (oscilações com deslocamentos
excessivos, esforços acima dos projetados) até atingir a falha ou fratura. Visando realizar a
redução dessas vibrações pode ser adicionado um absorvedor de vibração ao sistema do tipo
Inerter.

O Inerter é um dispositivo mecânico, linear, o qual possui dois terminais de fixação e uma
cremalheira conectada a um volante de inércia. Uma força é desenvolvida sempre que houver
um movimento relativo e aceleração entre seus dois terminais. A força do Inerter é proporci-
onal à aceleração relativa entre seus terminais multiplicada pela inertância. A inertância é um
parâmetro do Inerter a qual está relacionada ao momento de inércia e a relação de engrenamento
do volante de inércia e cremalheira.

O Inerter possui grande potencial de aplicação como absorvedor dinâmico de vibrações
podendo substituir os sistemas absorvedores de vibrações de massa sintonizada presente em
prédios de elevada altura (100 andares, 350 metros) (GONZALEZ-BUELGA et al., 2017),
(WANG et al., 2007), (LAZAR; NEILD; WAGG, 2014), (DOMENICO; RICCIARDI, 2018);
em variados tipos de suspensões passivas de veı́culos automotores, carros de alta performance
(SMITH, 2003, 2008),(CHEN et al., 2009), caminhões (ZHANG; HU, 2014), motocicletas,
trens (WANG et al., 2009), (JIANG et al., 2012); em isoladores de vibração do montante
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de motores (USHIJIMA; TAKANO; KOJIMA, 1988), (YU; NAGANATHAN; DUKKIPATI,
2001); em dispositivos de acoplamentos e barreiras de frenagem de trens e em dispositivos
decks de ancoragem de grandes navios (LAGIEWKA; DOBRY, 2003); no trem de pouso de
aviões (LIU; CHEN; TIAN, 2015), (XIN; YUANCE; MICHAEL, 2015), no sistema de direção
de motocicletas de alta performance (EVANGELOU et al., 2004), no sistema de rotores e pás
de helicópteros, na estabilização da rotação de motores (FLANNELLY, 1969), no sistema de
segurança anti-queda de elevadores prediais, entre outras diversas aplicações encontradas na
literatura.

Apesar do dispositivo Inerter ter sido referênciado a partir de Goodwin (1967), Flannelly
(1969), o dispositivo possui aplicações atuais como as apresentadas por Lazarek, Brzeski e Per-
likowski (2018) os quais propuseram um dispositivo Inerter com inertância variável através de
um dispositivo com transmissão continuamente variável (CVT), Alujević et al. (2018) analisou
o Inerter atuando de maneira ativa acoplado em paralelo a um sistema isolador massa-mola-
amortecedor, Ge e Wang (2018) criaram um dispositivo Inerter com fuso de esferas e a relação
de engrenamento foi realizada através de engrenagens planetárias.

Os sistemas lineares isoladores de vibração com Inerter (massa-mola-amortecedor-Inerter),
apresentam alta capacidade de isolação de vibração na anti-ressonância, a qual é possı́vel de
ser escolhida e ajustada para uma determinada frequência desejada (SMITH, 2002a), mas em
alta frequência, por outro lado, como desvantagem, esses sistema apresentam maior transmis-
sibilidade que os sistemas de isolamento massa-mola-amortecedor. Visando obter algum tipo
de melhoria de isolamento na região de alta frequência foi considerado realizar a análise de
um sistema isolador de vibração massa-mola-amortecedor com Inerter em arranjo geométrico
não linear baseado na geometria dos dispositivos com o conceito de mecanismo do tipo snap-

through o qual fornece as condições HSLDS (CARRELLA; BRENNAN; WATERS, 2007),
(SHAW et al., 2013), (AVRAMOV; GENDELMAN, 2009), (LIU; JING, 2016), (HAO; CAO;
WIERCIGROCH, 2017), utilizando uma configuração aproximada à de Tang e Brennan (2013),
mas utilizando o dispositivo Inerter. Esse tipo de não linearidade geométrica aplicada ao dis-
positivo Inerter foi pouco explorada de maneira que não há literatura prévia apresentando o
comportamento da transmissibilidade do sistema com essas configurações.
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1.2 Objetivos

O objetivo desta tese é analisar o comportamento dinâmico de um sistema isolador de
vibrações utilizando o dispositivo Inerter em arranjo geométrico linear e em arranjo geométrico
não linear. Deste modo, os principais objetivos desta tese de doutorado podem ser resumidos
entre os seguintes tópicos:

• Realizar a construção do aparato experimental e a análise do modelo do sistema com
um grau de liberdade massa-mola-Inerter em arranjo geométrico linear, assim como va-
lidar o modelo proposto. Comparar a resposta em frequência do aparato experimental
massa-mola em relação ao aparato experimental massa-mola-Inerter. Realizar experi-
mentalmente a variação da inertância relacionada à massa do volante de inércia.

• Analisar os efeitos não lineares do sistema massa-mola-amortecedor-Inerter em arranjo
geométrico não linear em termos de isolamento de vibração e comparar com o sistema
massa-mola-amortecedor-Inerter em arranjo geométrico linear. Realizar a modelagem
matemática do sistema massa-mola-amortecedor-Inerter em arranjo geométrico não li-
near, incluido a equação do movimento, bem como as aproximações da equação de mo-
vimento para baixa e alta amplitude.
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1.3 Descrição da tese

Esta tese de doutorado é apresentada em seis capı́tulos e dois apêndices. Os capı́tulos
abrangem os seguintes conteúdos:

O capı́tulo 1 apresenta a introdução sobre o dispositivo Inerter, as motivações, os objetivos,
assim como as descrições dos capı́tulos e dos apêndices que compõem esta tese.

O capı́tulo 2 apresenta a revisão da literatura para situar o problema no ”estado da arte”e
os vários tipos de dispositivo Inerter (mecânico, pneumático, hidráulico, com alavancas), desde
os modelos mais simples, até os mais complexos, assim como exemplos de aplicações e as
contribuições de cada trabalho citado.

O capı́tulo 3 apresenta a modelagem matemática de quatro modelos isoladores de vibrações
em arranjo geométrico linear: o Modelo 1, é um sistema isolador de vibrações do tipo massa-
mola-amortecedor; o Modelo 2, é sistema isolador de vibrações do tipo massa-mola-amortecedor-
Inerter; o modelo 3, é um modelo mais aprimorado que o Modelo 2, no qual considera-se a
dissipação de energia como amortecimento viscoso e a fixação da cremalheira do Inerter como
um acoplamento com rigidez elevada; o Modelo 4, também é um modelo mais aprimorado que
o Modelo 2, no qual considera-se a dissipação de energia como atrito Coulomb. São apresenta-
das as equações do movimento e as respostas em frequência dos modelos: Modelo 1, Modelo
2, Modelo 3. É apresentada a equação do movimento do Modelo 4, a curva de magnitude de
transmissibilidade desse modelo foi solucionada através de métodos de integração numérica.
No final deste capı́tulo é apresentada a modelagem matemática da inertância.

O capı́tulo 4 apresenta a análise experimental do sistema de um grau de liberdade com
Inerter. O experimento tem como objetivo validar o Modelo 3 e Modelo 4 em relação ao aparato
experimental e as considerações adotadas, assim como realizar a comparação entre o aparato
experimental massa-mola e o sistema massa-mola-Inerter e também realizar o experimento
relativo à variação da Inertância associada à massa do Volante de Inércia.

O capı́tulo 5 apresenta a análise dos efeitos não lineares do sistema massa-mola-amortecedor-
Inerter em arranjo geométrico não linear em termos de isolamento de vibração, Modelo 5, e é
comparado com o sistema linear massa-mola-amortecedor-Inerter, Modelo 2. A análise com-
preende a solução da equação do movimento exata, bem como as aproximações da equação
de movimento para baixa e alta amplitude. Nesse capı́tulo, é utilizado o método do Balanço
Harmônico para obter as soluções das equações não lineares. A análise numérica complementa
a investigação.

O capı́tulo 6 apresenta as conclusões e as intenções de trabalhos futuros.

Em seguida, é apresentada a lista das referências bibliográficas e por último os apêndices.
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2 REVISÃO BIBLIOGRÁFICA

Este capı́tulo apresenta a revisão da literatura para situar o problema no estado da arte e os
vários tipos de dispositivo Inerter (mecânico, pneumático, hidráulico, com alavancas), desde
os modelos mais simples, até os mais complexos, assim como exemplos de aplicações e as
contribuições de cada trabalho citado.

2.1 Isoladores Inerciais

Tradicionalmente, o isolamento das vibrações mecânicas é realizado com um elemento
elástico, geralmente uma mola, isolada ou associada a um amortecedor e uma massa inerente
ao sistema.

A mola possui uma elasticidade de acordo com seu material e formato construtivo, responde
elasticamente pelo menos em um intervalo de solicitação e é capaz de armazenar energia elástica
potencial. A mola opõe-se a força que a ela está aplicada. Elas podem ser linear (obedece a Lei
de Hooke) ou caso contrário, não linear.

O amortecedor é um elemento mecânico o qual dissipada a energia do sistema elástico. A
energia é consumida por atrito entre as peças móveis do sistema e ou pelo atrito interno entre
as peças e o fluido do sistema, havendo uma dissipação de energia mecânica sob forma de
calor e ou som. Os tipos mais comuns do elemento mecânico amortecedor são: amortecedores
viscosos; amortecedores de atrito seco e os amortecedores estruturais ou histeréticos, sendo que
existem outros tipos.

Muitas vezes é possı́vel reduzir, mas não eliminar as forças dinâmicas que causam vibrações
(CRAIG; KURDILA, 2006). Dessa maneira existem vários métodos utilizados para efetuar o
controle das vibrações como: realizar o controle das frequências naturais do sistema e evitar que
coincidam com a frequência de excitação do sistema; controlar a resposta do sistema inserindo
um mecanismo amortecedor ou dissipador de energia; diminuir a transmissibilidade de forças de
excitação nas partes da máquina utilizando isoladores de vibração; reduzir a reposta do sistema
adicionando um absorvedor de vibração.

Dentre os sistemas absorvedores dinâmicos de vibrações amortecidos pode ser citado o sis-
tema absorvedor de vibração sintonizado, o qual, tem como caracterı́stica um grau de liberdade
e a configuração em paralelo de molas e amortecedores, conectados a uma massa numa de suas
extremidades e a estrutura na outra. Esse tipo de amortecedor tem aplicação em prédios de
elevada altura como o instalado no edifı́cio Taipei 101. Esse dispositivo é projetado de maneira
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que as frequências naturais do sistema fiquem distante da frequência de excitação. O sistema
absorvedor de vibração sintonizado do Taipei 101 possui uma enorme esfera de metal com
cerca de 660 toneladas de massa, molas e amortecedores que permitem o edifı́cio resistir aos
efeitos dinâmicos do vento e evitar deslocamentos excessivos que possam comprometer a sua in-
tegridade estrutural, (fonte: https://www.engenhariacivil.com/amortecedor-massa-sintonizada-
taipei-101).

A palavra Inerter possui origem na lı́ngua Inglesa e não possui uma tradução para a lı́ngua
Portuguesa. Por outro lado a palavra Inerte possui significado na lı́ngua Portuguesa: sem ativi-
dade ou movimento próprio; desprovido de movimento; aquele que não reage; imóvel; inani-
mado. Assim sendo uma tradução mais adequada para essa palavra na lı́ngua Portuguesa seria
”Inerciador”com o significado: dispositivo mecânico que possui dois terminais de fixação e
uma cremalheira conectada a um volante de inércia, possui um parâmetro caracterı́stico cha-
mado inertância. A inertância, em linguagem popular, está relacionada às forças de inércia do
dispositivo.

Em 2002, Smith (2002a) mencionou pela primeira vez o conceito do Inerter. O mecanismo
considerado é linear, possui dois terminais de fixação e uma cremalheira acoplada a um volante
de inércia, cuja massa e amortecimento são desprezı́veis. Uma força é desenvolvida sempre
que houver um movimento relativo entre seus dois terminais. A força do Inerter é proporcional
aceleração relativa entre seus terminais multiplicada pela inertância, Smith (2003, 2008), Chen
et al. (2009), figuras 1 e 2.

Figura 1 - Dispositivo Inerter com cremalheira e pinhão.
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Fonte: Smith (2003), Copyright c© 2003, IEEE
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Figura 2 - Dispositivo Inerter com fuso de esferas.

Terminal 2 Terminal 1ScrewNut Flywheel

Fonte: Chen et al. (2009), Copyright c© 2009, IEEE

O Inerter possibilitou a representação completa de seu análogo elétrico, o capacitor (figura
3) . Antes do surgimento do Inerter, para realizar a analogia, considerava-se que o capacitor
possuı́a um de seus dois terminais aterrados para que pudesse ser representado por um elemento
de massa, o qual considerava-se que possuı́a apenas um terminal de fixação no seu centro de
massa. O Inerter possui dois terminais de fixação assim como o capacitor completando a rede
de analogia entre os elementos elétrico e mecânicos Smith (2002b).

Figura 3 - Redes de Analogia Mecânico Elétrica.
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Fonte: Smith (2003), Copyright c© 2003, IEEE

O sistema absorvedor de vibração do tipo massa sintonizada, necessariamente associa as
forças de inércia do dispositivo à massa suspensa de uma esfera ou de uma massa concentrada,
enquanto o Inerter associa as forças de inércia do dispositivo ao momento de inércia de rotação
de um disco, volante de inércia e uma relação de engrenamento. Assim um dispositivo Inerter

com fuso de esfera, figura 2 com massa total de 1 kg apresenta um valor de inertância ajustável
de 60 kg a 240 kg (CHEN et al., 2009).

A massa é um componente do sistema associada a inércia e pode ganhar ou perder energia
cinética conforme sua velocidade aumente ou diminua. O Inerter pode ser considerado um
dispositivo que adiciona forças de inércia ao sistema. Em 2005, o Inerter foi utilizado na
suspensão de carros de corrida de Fórmula 1, com o nome de J-Damper, substituindo o o sistema
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absorvedor de vibração do tipo massa sintonizada (figura 4) . O Inerter, possui dimensões e
peso menores que os dos amortecedores de massa convencionais, possibilitando um conjunto
de suspensão mais leve, compacto e eficiente (CHEN et al., 2009).

Figura 4 - Sistema absorvedor de vibração do tipo massa sintonizada e Inerter (Renault 2006).

Fonte: Copyight / Craig Scarborough

Apesar do nome Inerter ter surgido em 2002 com Smith, há vários dispositivos que pos-
suem comportamento semelhante que surgiram antes dessa data, assim como o dispositivo
pneumático referenciado por Goodwin (1967), o mecanismo de massas e alavancas de Flan-
nelly (1969) ou o mecanismo hidráulico estudado por Ushijima, Takano e Kojima (1988), os
montantes hidráulicos de motores de Ushijima, Takano e Kojima (1988), Yu, Naganathan e
Dukkipati (2001).

A figura 5 apresenta o mecanismo proposto por Goodwin (1967) , o qual consiste em
um fole flexı́vel, sem rigidez, o qual suporta o corpo suspenso a ser isolado. O fole flexı́vel
comunica-se com uma câmara rı́gida através de dutos metálicos rı́gidos . O mecanismo é cons-
tituı́do pelo fole flexı́vel, dutos e câmara rı́gida, sendo um sistema fechado e preenchido to-
talmente com um fluido gasoso. Cada fluido possui uma determinada propriedade; o fluido
armazenado dentro do sistema pneumático possui como parâmetros a densidade especı́fica, o
módulo volumétrico, e o coeficiente de viscosidade do fluido.



2.1 Isoladores Inerciais 27

Figura 5 - Dispositivo Inerter de Goodwin.

Fonte: Goodwin (1967)

O dispositivo de Flannelly (1969) refere-se a um isolador de vibração passivo em que as
forças da mola são contrabalançadas pelas forças de inércia de uma alavanca com uma massa
concentrada em uma de suas extremidades e produz um alto grau de isolamento em certas
frequências de vibração e baixa deflexão estática. O dispositivo consiste em uma massa móvel
acoplada a uma alavanca com uma massa fixa em uma de suas extremidades e um sistema de
mola e amortecedor posicionados entre o corpo a ser isolado e a base ou suporte da estrutura,
figura (6). Esse isolador de vibração possui a capacidade de reduzir a transmissibilidade do
sistema a valores muito pequenos, quase nulos, em uma frequência sintonizada desejada.

Yilmaz e Kikuchi (2006) trabalharam em um modelo semelhante ao de Flannelly com ala-
vancas e massas com a finalidade de projetar um isolador de vibração passivo rı́gido e leve
que tem um comportamento de banda-de-parada (stop-band) em baixas frequências. Eles ana-
lisaram modelos com um e dois graus de liberdade e concluı́ram que a assimetria nos termos
inerciais forçados gerados pelas massas alavancadas resultou em isolador de vibração que tem
duas frequências anti-ressonância em sua banda-de-parada e que o efeito inercial foi benéfico
para a obtenção do isolamento da vibração.
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Figura 6 - Dispositivo Inerter de Flannelly.

Fonte: Flannelly (1969)

Wang, Hong e Lin (2011) desenvolveram um mecanismo Inerter utilizando elementos
hidráulicos como: pistão com haste passante; motor hidráulico de engrenagens e realizou uma
análise experimental. O experimento considerou os efeitos do atrito, amortecimento e com-
pressão do fluido hidráulico, assim como realizaram a modelagem matemática detalhada do
cálculo da inertância, figura (7).

Figura 7 - Dispositivo Inerter hidráulico de Wang, Hong e Lin (2011).

Fonte: Wang, Hong e Lin (2011), Copyright c© 2011, c© SAGE Publications

Na pesquisa realizada por Liu, Xu e Ji (2012) desenvolveram um sistema de isolamento
de vibração do tipo flutuante sobre um fluido baseado no mecanismo anti-ressonância. O sis-
tema isola quase que por completo as vibrações em qualquer frequência especı́fica, quando a
frequência de anti-ressonância do sistema isolador de vibração flutuante é sintonizada com a
frequência desejada, ajustando-se a massa adicionada de fluido circulante do reservatório de
fluido. Onde 1 é o corpo flutuante, 2 são as molas, 3 é o fluido, 4 é o recipiente do fluido, 5 é a
base rı́gida e 6 é a massa isolada, figura ( 8).
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Figura 8 - Dispositivo Inerter hidráulico de Liu, Xu e Ji (2012).

Fonte: Liu, Xu e Ji (2012), Copyright c© 2012 Elsevier Ltd.

O dispositivo Inerter possui várias possibilidades de aplicações, sendo que, Ushijima, Ta-
kano e Kojima (1988), Yu, Naganathan e Dukkipati (2001) realizaram estudos considerando
o Inerter aplicado em isoladores de vibrações em montantes hidráulicos de motores; Smith
e Wang (2002), Smith (2002b, 2003) desenvolveram, aplicaram e experimentaram o Inerter

em suspensões passivas e ativas de veı́culos automotores; Shen et al. (2016) estudaram um
modelo de um quarto de carro com dois graus de liberdade onde foi utilizado um algorı́timo
genético de otimização em que as simulações no domı́nio da frequência confirmaram a eficácia
desse dispositivo no sistema de amortecimento , principalmente na frequência pré-determinada
(sintonizada) de vibração do corpo do veı́culo, foram realizados testes experimentais com um
Inerter com fuso de esferas que comprovou os resultados da simulação numérica; Evangelou
et al. (2004) realizaram o estudo voltado a estabilização do sistema de direção de motocicletas
de alto desempenho; Zhang e Hu (2014) investigaram o uso do Inerter aplicado a suspensão de
caminhões pesados com arranjo paralelo entre a mola, o amortecedor e o Inerter em um modelo
de meio caminhão com sete graus de liberdade onde melhorou significativamente o conforto, a
dirigibilidade e a carga aplicada sobre os pneus; Liu, Chen e Tian (2015), Xin, Yuance e Michael
(2015) analisaram-o no trem de pouso de aeronaves com a função de evitar o efeito vibratório
auto-oscilante ”shimmy”; Lagiewka e Dobry (2003) desenvolveram um mecanismo para ser
aplicado em para-choques veiculares, mecanismos de frenagem de navios, trens, assim como
na maioria dos tipos de suspensões mecânicas passivas; Wang et al. (2009), Jiang et al. (2012)
exploraram o Inerter aplicado a sistemas de suspensão de trem melhorando o seu desempenho
relativo ao conforto lateral e vertical comparado a suspensão convencional; Gonzalez-Buelga
et al. (2017) realizaram o estudo voltado a engenharia civil, propuseram a substituição do sis-
tema absorvedor de vibração do tipo massa sintonizada de edifı́cios de elevada altitude por um
dispositivo Inerter com o benefı́cio da redução de massa do sistema isolador; Giaralis e Petrini
(2017), Asai e Watanabe (2017) e Wang et al. (2007) investigaram os benefı́cios da utilização
do Inerter em prédios onde que os resultados das simulações foram considerados efetivos na
redução das vibrações dos terremotos e do trânsito; Domenico e Ricciardi (2018) e Lazar, Neild
e Wagg (2014) também pesquisaram o Inerter voltado a isolação de vibrações de estruturas da
engenharia civil sujeitas a excitação de base onde os resultados numéricos apresentaram con-



2.1 Isoladores Inerciais 30

siderável redução das vibrações sendo um potencial substituto aos sistemas absorvedores de
vibração do tipo massa sintonizada.

Elementos dispostos de maneira geometricamente não lineares foram citados em traba-
lhos anteriores considerando o conceito de mecanismo do tipo snap-through o qual fornece
as condições HSLDS (High Static Low Dynamic Stiffness) (Alta rigidez estática, baixa rigidez
dinâmica)(CARRELLA; BRENNAN; WATERS, 2007), (SHAW et al., 2013), (AVRAMOV;
GENDELMAN, 2009), (LIU; JING, 2016; HAO; CAO; WIERCIGROCH, 2017).Tang e Bren-
nan (2013) estudaram as caracterı́sticas de transmissibilidade de vibrações em amortecedores
viscosos com arranjos geométricos.

Os principais efeitos não lineares do sistema isolador com o dispositivo Inerter são as folgas
de acoplamentos e engrenamentos, o atrito entre as partes móveis, a elasticidade dos materiais
e as não linearidades geométricas da disposição dos elementos do que compões o sistema. A
folga pode ocorrer entre os componentes do mecanismo, tal como o engrenamento dos dentes
das engrenagens, no engrenamento do pinhão e cremalheira, entre os terminais de fixação. O
atrito pode ocorrer entre as guias da cremalheira e a bucha de fixação da carcaça, durante o
engrenamento dos dentes das engrenagens, nas buchas do sistema do Inerter com massas e
alavancas. A elasticidade é referente ao material utilizado na fabricação dos eixos do Inerter,
braços de alavancas, fluido de trabalho referente ao Inerter pneumático. A não linearidade
geométrica ocorre devido aos ângulos de trabalhos envolvidos em sistemas de suspensões em
que o dispositivo encontra-se posicionado em uma orientação não paralela aos elementos do
sistema de suspensão, mola e amortecedor.

Papageorgiou e Smith (2005), Papageorgiou, Houghton e Smith (2009) realizaram testes
experimentais com um dispositivo Inerter de fuso de esferas onde utilizou um atuador do tipo
carneiro hidráulico com o deslocamento controlado em um sistema de ciclo fechado. Foi pro-
posta uma metodologia com uma rede de amortecedores a serem acoplados em série com o
Inerter para que ao realizar os testes não surgissem fenômenos não lineares e nem instabilida-
des. Os testes obtiveram respostas aceitáveis as quais se aproximaram do Inerter ideal.

Gonzalez-Buelga et al. (2017) analisou um sistema absorvedor com um dispositivo Iner-

ter sintonizado numericamente e experimentalmente voltado a aplicação em engenharia civil
visando a comparação ao sistema absorvedor de massa sintonizada. Foi experimentado um
dispositivo Inerter associado a mola e amortecedor onde as forças e os deslocamentos eram
atualizados em tempo real o que possibilitou a otimização dos parâmetros experimentais. Foi
experimentada também, a adição de uma não linearidade referente ao atrito seco. Os resultados
experimentais mostraram que com a escolha adequada dos parâmetros do dispositivo Inerter

real, seu comportamento aproxima-se do ideal.

Zhang, Chen e Huang (2014), Nordin, Galic’ e Gutman (1997) pesquisaram sobre a in-
fluência da folga no acoplamento entre a estrutura e o Inerter a qual pode causar a mudança
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impulsiva no momento de inércia sendo a principal causa de efeitos não lineares nesses dispo-
sitivos. Foi modelado e simulado o mecanismo de impacto que ocorre entre a folga e a carga
aplicada ao sistema. Os resultados apresentaram uma orientação sobre os critérios de tolerância
relativo a folgas no sistema.

Wang e Su (2008), Wang et al. (2009) apresentam a análise e o experimento sobre as propri-
edades não lineares presentes no Inerter e sua influência no controle de suspensão de veı́culos.
Foram considerados três modelos experimentais: mola-amortecedor; mola-amortecedor-Inerter

e mola em paralelo com Inerter-amortecedor. Foi utilizado um Inerter de fuso de esferas e
considerou-se o efeito do atrito, folga e elasticidade no sistema . Como resultado, foi possı́vel
afirmar que o Inerter de fuso de esferas apresentou o efeito não linear referente ao atrito e elas-
ticidade. Conclui-se que os benefı́cios gerados pelo Inerter são pouco afetados pelos efeitos
não lineares. No geral o desempenho de suspensões com um Inerter não linear ainda é melhor
do que as suspensões tradicionais.

Considerando a revisão bibliográfica realizada, esta tese apresenta a análise de um sistema
isolador de vibrações, referênciado a partir de Goodwin (1967), Flannelly (1969) até Dome-
nico e Ricciardi (2018), considerando os dispositivos experimentais de Smith (2002a) utiliza-
dos como base para o desenvolvimento do dispositivo experimental Inerter. A tese apresenta
também um sistema isolador de vibrações com Inerter em disposição geométrica não linear,
baseado na geometria dos dispositivos com o conceito de mecanismo do tipo snap-through o
qual fornece as condições HSLDS (CARRELLA; BRENNAN; WATERS, 2007), (SHAW et al.,
2013), (AVRAMOV; GENDELMAN, 2009), (TANG; BRENNAN, 2013), (LIU; JING, 2016),
(HAO; CAO; WIERCIGROCH, 2017), utilizando uma configuração aproximada à de Carrella
et al. (2012), mas utilizando o dispositivo Inerter.

Figura 9 - Isolador não linear estudado por Carrella et al. (2012).
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Fonte: Carrella et al. (2012), Copyright c© 2012 Elsevier Ltd.

O intuito de utilizar esse tipo de arranjo geométrico não linear do dispositivo Inerter é o de
verificar a magnitude de transmissibilidade de deslocamento desse sistema isolador e compará-
lo ao sistema isolador linear com Inerter para identificar em quais regiões os isoladores possuem
melhor ou pior isolamento. Esse tipo de não linearidade geométrica aplicada ao dispositivo
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Inerter foi pouco explorada de maneira que não há literatura prévia com o comportamento da
magnitude relativa de transmissibilidade. Assim, o que se propõe nesta tese é analisar quais
são as contribuições de utilizar o dispositivo Inerter em arranjo geométrico não linear visando
o isolamento de vibrações.
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3 ISOLADOR DE VIBRAÇÕES COM INERTER EM ARRANJO GEOMÉTRICO
LINEAR - MODELAGEM MATEMÁTICA

Este capı́tulo apresenta a modelagem matemática de quatro modelos isoladores de vibrações
em arranjo geométrico linear. Para efeito de comparação, os modelos foram nomeados:

O Modelo 1, é um sistema isolador de vibrações do tipo massa-mola-amortecedor, o qual
é utilizado para realizar a comparação referente à isolamento de vibração com os modelos com
Inerter.

O Modelo 2, é sistema isolador de vibrações do tipo massa-mola-amortecedor-Inerter o
qual é utilizado para caracterizar a curva caracterı́stica de transmissibilidade do dispositivo
Inerter e compará-lo ao Modelo 1.

O Modelo 3, é um modelo mais aprimorado que o Modelo 2 visando a validação do aparato
experimental, no qual considera-se a dissipação de energia como amortecimento viscoso e a
fixação da cremalheira do Inerter como um acoplamento com rigidez elevada.

O Modelo 4, também é um modelo mais aprimorado que o Modelo 2 visando a validação
do aparato experimental, no qual considera-se a dissipação de energia como atrito Coulomb.

A equação de transmissibilidade apresenta importantes caracterı́sticas do comportamento
desse dispositivo, como as regiões de ressonância, anti-ressonância e resposta em alta frequência.
São apresentadas as equações do movimento e as respostas em frequência dos modelos: Mo-
delo 1, Modelo 2, Modelo 3. É apresentada a equação do movimento do Modelo 4, a curva de
magnitude de transmissibilidade desse modelo foi solucionada através de métodos de integração
numérica. No final deste capı́tulo é apresentada a modelagem matemática da inertância.
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3.1 Modelo 1 - Sistema linear massa-mola-amortecedor

Esta seção apresenta o modelo de um oscilador linear de um grau de liberdade com excitação
pela base massa-mola-amortecedor linear, onde m é a massa, k é a rigidez da mola e c é o co-
eficiente de amortecimento, figura 10. Esse sistema é utilizado para realizar a comparação do
sistema com Inerter.

Figura 10 - Modelo massa-mola-amortecedor.

Fonte: Autor

De acordo com a Segunda Lei de Newton, o equilı́brio de forças pode ser escrito como,
equação 1, sendo x o deslocamento da massa suspensa e x0 o deslocamento da base. O ponto
indica a derivada em relação ao tempo:

mẍ(t)+ cẋ(t)+ kx(t) = cẋ0(t)+ kx0(t) (1)

Considerando que o sistema é excitado harmonicamente, pode se escrever x(t) = Xe jωt e
x0(t) = X0e jωt em função da frequência. Assim, substituindo na equação 1 obtém-se:

(−mω
2 + c jω + k)X = (k+ jωc)X0 (2)

Assim, obtém-se a função transferência de deslocamento do sistema, a qual é representada
pela razão da amplitude de deslocamento da massa suspensa X e a amplitude de deslocamento
da base móvel X0, equação 3:

T =
X
X0

=
jωc+ k

−ω2m+ jωc+ k
(3)

Dividindo-se o denominador e o numerador da equação 3 por k, substituindo c = 2ξ mωn, e
considerando que a razão de frequência é Ω = ω

ωn
, obtém-se a função transferência de desloca-

mento do sistema (adimensional) , equação 4:
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T =
X
X0

=
2 jΩξ +1

−Ω2 +2 jΩξ +1
(4)

A magnitude da transmissibilidade de deslocamento adimensional do sistema é obtida
através do módulo da função complexa da equação 4:

|T |=
∣∣∣∣ X
X0

∣∣∣∣=
√

1+(2ξ Ω)2

(1−Ω2)2 +(2ξ Ω)2 (5)

A figura 11 mostra a magnitude da transmissibilidade de deslocamento do modelo massa-
mola e massa-mola-amortecedor considerando os valores normalizados ωn = 1,0; k = 1,0;
m = 1,0; ξ = 0 e ξ = 0,05.

Figura 11 - Magnitude da transmissibilidade de deslocamento do modelo massa-mola e
massa-mola-amortecedor.
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Fonte: Autor
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3.2 Modelo 2 - Sistema linear massa-mola-amortecedor-Inerter

Esta seção apresenta um sistema isolador de vibrações linear massa-mola-amortecedor-
Inerter. O dispositivo Inerter considerado é mostrado na figura 12.

Figura 12 - Dispositivo Inerter.

Fonte: Autor

O Inerter é sensı́vel a aceleração assim, a equação que descreve a força desse dispositivo
é mostrada na equação 6, onde b é inertância do Inerter, sendo x o deslocamento da massa
suspensa e x0 o deslocamento da base. O ponto indica a derivada em relação ao tempo:

fb = b(ẍ− ẍ0) (6)

O sistema isolador de vibrações linear massa-mola-amortecedor-Inerter é mostrado na fi-
gura 13, onde m é a massa, k é a rigidez da mola e c é o coeficiente de amortecimento. Esse
sistema é linear e será comparado com o sistema massa-mola-amortecedor.

Figura 13 - Sistema linear massa-mola-amortecedor-Inerter.

Fonte: Autor

De acordo com a Segunda Lei de Newton, o equilı́brio de forças pode ser escrito como,
equação 7:

mẍ(t)+bẍ(t)+ cẋ(t)+ kx(t) = bẍ0(t)+ cẋ0(t)+ kx0(t) (7)

Considerando que o sistema é excitado harmonicamente, pode se escrever x(t) = Xe jωt e
x0(t) = X0e jωt em função da frequência. Assim, substituindo na equação 8 obtém-se:

(−ω
2(m+b)+ jωc+ k)X = (−ω

2b+ jωc+ k)X0 (8)
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A função transferência do sistema é escrita como:

T =
X
X0

=
−ω2b+ jωc+ k

−ω2(m+b)+ jωc+ k
(9)

Dividindo-se o denominador e o numerador da equação 9 por k, substituindo c = 2ξ mωn,
considerando que a razão de frequência é Ω = ω

ωn
, a razão de inércia é µ = b

m obtém-se a função
transferência do sistema adimensional, equação 10:

T =
X
X0

=
−Ω2µ +2 jΩξ +1

−Ω2(1+µ)+2 jΩξ +1
(10)

A magnitude da transmissibilidade de deslocamento do sistema é obtida através do módulo
da função complexa da equação 10:

|T |=
∣∣∣∣ X
X0

∣∣∣∣=
√

(1−µΩ2)2 +(2ξ Ω)2

(1− (1+µ)Ω2)2 +(2ξ Ω)2 (11)

3.2.1 Transmissibilidade em função da Frequência

Considerando a equação 10 de transmissibilidade do sistema com Inerter não amortecido
(ξ = 0), resume-se a equação 12:

T =
−Ω2µ +1

−Ω2(1+µ)+1
(12)

Quando a frequência de excitação aumenta tendendo ao infinito, Ω→ ∞, a equação da
transmissibilidade resume-se a:

TΩ→∞ =
µ

1+µ
(13)

Quando a Transmissibilidade tende a zero, T → 0, a equação 12, torna-se:

0 =
−Ω2µ +1

−Ω2(1+µ)+1
(14)

A equação 15 estabelece o valor da frequência da anti-ressonância para o sistema sem
amortecimento, com inerter.
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ΩT→0 =

√
1
µ

(15)

Para que a transmissibilidade tenda ao infinito, T →∞ , o denominador da equação da trans-
missibilidade deverá tender a zero, assim, para que isso ocorra,−Ω2(1+ µ)+ 1 = 0, equação
16. A equação 16 estabelece o valor da ressonância para o sistema sem amortecimento, com
inerter.

ΩT→∞ =

√
1

1+µ
(16)

A figura 14 mostra a curva caracterı́stica do modelo linear massa-mola-Inerter, magnitude
de transmissibilidade de deslocamento em relação à razão de frequência. Onde a ressonância
desse sistema ocorre em ΩT→∞, a anti-ressonância ocorre em ΩT→0 e a transmissibilidade
do sistema para altas frequências é representada por TΩ→∞. Foram considerados os valores
normalizados ωn = 1,0; k = 1,0; b = 0,05 e m = 1,0.

Figura 14 - Magnitude da transmissibilidade de deslocamento do modelo linear
massa-mola-Inerter.
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3.2.2 Comparação dos sistemas lineares massa-mola e massa-mola-Inerter

A figura 15 apresenta a transmissibilidade do modelo massa-mola e do modelo linear
massa-mola-Inerter. O sistema linear massa-mola-Inerter apresentou a diminuição da frequência
de ressonância do sistema para o valor ΩT→∞ =

√
1

1+µ
em relação ao modelo massa-mola o

qual possui a frequência de ressonância igual a natural na frequência adimensional ωn−massa−mola =

1. O sistema com Inerter possui uma anti-ressonância no valor ΩT→0 =
√

1
µ

logo após sua
ressonância. A transmissibilidade em alta frequência do sistema com Inerter tende à assı́ntota
descrita por TΩ→∞ = µ

1+µ
onde esse valor de transmissibilidade é maior que o do modelo massa-

mola a qual tende a zero em alta frequência.

Figura 15 - Resposta em Frequência do modelo massa-mola e do modelo linear
massa-mola-Inerter.
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3.3 Modelo 3 - Sistema linear massa-mola-amortecedor-acoplamento elástico Inerter

O sistema considerado está ilustrado na figura 16, o qual consiste em um modelo linear
massa-mola-Inerter sujeito a excitação de base, montado em disposição horizontal, com uma
extremidade acoplada à base móvel e a outra extremidade acoplada à massa. O atrito existente
entre a guia linear e os patins de deslizamento, assim como o atrito existente entre a cremalheira
e as paredes do Inerter foram considerados como amortecimento viscoso. Considerou-se que
existe uma rigidez elevada entre o acoplamento da cremalheira e a base de excitação. O amorte-
cimento viscoso, neste modelo, representa o atrito viscoso, o qual ocorre entre um sólido (base
e laterais da cremalheira) e um fluido viscoso (um óleo lubrificante) interposto entre as peças
móveis do sistema mecânico (paredes do Inerter).

Figura 16 - Modelo 3 - Sistema linear massa-mola-amortecedor-acoplamento elástico Inerter.

Fonte: Autor

Onde m = mI +mII é a massa total movida, mI é a massa do patins de deslizamento, mII é
a massa do Inerter, kp é o coeficiente de rigidez da mola e cp é o coeficiente de amortecimento
viscoso que representa as perdas de energia entre o patins deslizante e a guia linear; kz é o
coeficiente rigidez da mola posicionada entre a base móvel e a extremidade da cremalheira , cz

é o coeficiente de amortecimento viscoso entre a cremalheira e as paredes do Inerter e b é o
coeficiente de proporcionalidade do dispositivo Inerter, inertância.

Será utilizado o Método da Impedância Mecânica para obter a função transferência do sis-
tema, onde, considera-se a rigidez dinâmica da massa como Dm = −ω2m, a rigidez dinâmica
da mola como Dk = k, a rigidez dinâmica do amortecedor viscoso como Dc = jωc e a rigi-
dez dinâmica da inertância como Di = −ω2b. Inicia-se a obtenção da equação da função de
transferência solucionando o equacionamento dos elementos mecânicos dispostos em paralelo,
mostrado na figura 17, como a inertâcia b e o amortecimento viscoso cz, onde a rigidez dinâmica
resultante será a soma: D0 = jωc−ω2b.

Em sequência, resolve se o equacionamento dos elementos mecânicos dispostos em série
da figura 17, mostrado na figura 18, a rigidez dinâmica da mola kz e a rigidez dinâmica D0

realizando a razão do produto pela soma, mostrado na equação 17:
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Figura 17 - Rigidez dinâmica do paralelo entre b e cz.

Fonte: Autor

Figura 18 - Rigidez dinâmica da série entre kz e D0.

Fonte: Autor

D1 =
kzD0

kz +D0
(17)

A seguir, resolve-se as o equacionamento dos elementos mecânicos e rigidez dinâmica
dispostos em paralelo, D3, mostrada na figura 19, referentes à rigidez dinâmica da mola kp,
do amortecedor cp e a rigidez dinâmica D1. A equação da rigidez dinâmica do sistema pode ser
escrita como, equação

Figura 19 - Rigidez dinâmica do paralelo entre kp, cp e D1 .

Fonte: Autor

A equação da rigidez dinâmica do sistema pode ser escrita como:

−ω
2mX +D1(X−X0)+ jωcp(X−X0)+ kp(X−X0) = 0 (18)

Assim, a função transferência do sistema é mostrada na equação 20.

T =
X
X0

=
kp + jωcp +

(
(−ω2b+ jωcz)kc
kc−ω2b+ jωcz

)
−ω2m+ kp + jωcp +

(
(−ω2b+ jωcz)kc
kc−ω2b+ jωcz

) (19)
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A magnitude da transmissibilidade de deslocamento do sistema do Modelo 3 é obtida
através do módulo da função complexa da equação 20 e é mostrada na figura 26. A figura 26
mostra a comparação da magnitude de transmissibilidades do Modelo 3, Modelo 4 e do aparato
experimental.

|T |=
∣∣∣∣ X
X0

∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣∣

kp + jωcp +
(
(−ω2b+ jωcz)kz
kz−ω2b+ jωcz

)
−ω2m+ kp + jωcp +

(
(−ω2b+ jωcz)kz
kz−ω2b+ jωcz

)
∣∣∣∣∣∣ (20)
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3.4 Modelo 4 - Sistema não linear massa-mola-amortecedor-Inerter-atrito Coulomb

O modelo considerado está ilustrado na figura 20, o qual consiste em um modelo massa-
mola-amortecedor-Inerter sujeito a excitação de base, montado em disposição horizontal, com
uma extremidade acoplada à base móvel e a outra extremidade acoplada à massa. Foi conside-
rado o atrito Coulomb entre a guia linear e o patins de deslizamento assim como o amorteci-
mento viscoso entre a cremalheira e as paredes do Inerter. O atrito Coulomb torna a equação
do movimento não linear.

Figura 20 - Modelo 4 - Sistema isolador de vibrações massa-mola-amortecedor-Inerter com
atrito Coulomb.

Fonte: Autor

Onde m = mI +mII é a massa total movida, mI é a massa do patins de deslizamento e do
suporte do Inerter, mII é a massa do Inerter; kq é o coeficiente de rigidez da mola e cq é o
coeficiente de amortecimento viscoso entre a cremalheira e as paredes e base de seu suporte;
µq é o coeficiente de atrito entre a guia linear e a base de deslizamento, g é a gravidade e b é a
inertância do dispositivo Inerter.

O equilı́brio de forças dinâmico desse modelo é dado pela equação 21:

mẍ =−kq(x− x0)− cq(ẋ− ẋ0)−b(ẍ− ẍ0)−µqmqgsign(ẋ0) (21)

Considerando que a magnitude de transmissibilidade é dada pelo |T |= |X/X0|, é mostrada
na figura 26. A figura 26 mostra a comparação da magnitude de transmissibilidade do Modelo
3, Modelo 4 e do aparato experimental. A curva de magnitude de transmissibilidade do Modelo
4 foi solucionada através de métodos de integração numérica.
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3.5 Modelagem matemática da Inertância

Está seção apresenta o modelagem matemática da constante de proporcionalidade do Iner-

ter, a inertância, b. A relação entre ângulo e deslocamento linear α entre a medida angular e a
circunferência da engrenagem de raio re é dada pela equação 22.

α =
2π

2πre
(22)

Considerando que a velocidade linear da cremalheira é ẋ e a velocidade angular do volante
de inércia é θ̇e, a relação de velocidades é dada pela equação 23.

θ̇e = α ẋ (23)

Derivando a equação 23, obtém-se:

θ̈e = α ẍ (24)

No caso ideal, não há perda de energia na transmissão de potência, assim a potência na
entrada, é igual a potência na saı́da do mecanismo, equação 25. Onde Fb é a força linear
aplicada ao terminal da cremalheira e Tq = Iθ̈e é o torque aplicado na engrenagem acoplada ao
volante de inércia o qual possui o momento de inércia I.

Fbẋ = Tqθ̇e (25)

Substituindo a equação 23 e 24 na equação 25, obtém-se:

Fb = Tq
(Iθ̈e)θ̇e

ẋ
= I(α2)ẍ = bẍ (26)

Assim, a equação da inertância ideal de um sistema com cremalheira e um volante de inércia
é dada por:

b = I(α2) (27)

A inertância pode ser alterada variando o momento de inércia I do volante de inércia ou a
relação α . O dispositivo Inerter geralmente possui menor peso do que os isoladores de vibração
de massa sintonizada porque considera o momento de inércia do volante de inércia multiplicado
por uma relação de engrenamento multiplicadora elevada ao quadrado, gerando um momento
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de inércia muito superior ao da massa do próprio volante de inércia, enquanto os isoladores de
vibração de massa sintonizada consideram o momento de inércia da massa concentrada de seu
dispositivo.
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4 ISOLADOR DE VIBRAÇÕES COM INERTER EM ARRANJO GEOMÉTRICO
LINEAR - EXPERIMENTAL

4.1 Aparato experimental massa-mola-Inerter

Neste capı́tulo, foi considerado um sistema isolador de vibrações massa-mola-Inerter, no-
meado aparato experimental massa-mola-Inerter . O dispositivo Inerter considerado é do tipo
mecânico com cremalheira e volante de inércia. O sistema é de um grau de liberdade e excitado
através de um Shaker (excitador eletro-mecânico).

O experimento tem como objetivo validar o Modelo 3 e Modelo 4 em relação ao aparato
experimental e as considerações adotadas, assim como realizar a comparação entre o aparato
experimental massa-mola e o sistema massa-mola-Inerter e também realizar o experimento
relativo à variação da Inertância associada à massa do Volante de Inércia.

O Inerter é um dispositivo que ainda não está disponı́vel no mercado, tendo sua aplicação
e uso restrita à poucos seguimentos conhecedores desse mecanismo. Para realizar os experi-
mentos com esse tipo de mecanismo, foi necessário construı́-lo (figura 21-a e figura 21-b). O
desenvolvimento do aparato experimental iniciou-se adotando dimensões do dispositivo Inerter

compatı́veis com o sistema de excitação e aquisição de dados disponı́veis no laboratório. Foram
considerados o tipo de aplicação de força, a amplitude e a frequência do Shaker assim como a
massa e sensibilidade dos acelerômetros.

Figura 21 - (a) Desenho do dispositivo Inerter experimental e (b) Vista Isométrica.

(a) (b)
Fonte: Autor
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4.2 Materiais e Métodos

Foi realizada a aquisição de dados no experimento utilizando dois acelerômetros (Modelo
ICP 352C33 )(item-1 e item-2), um módulo da National Instruments, ( Modelo NI USB-4431,
24-Bit 102.4 KS/s ) acoplado a um computador com o Software LabVIEW 2013 . Foi utilizado
um Shaker da marca THE MODAL SHOP INC modelo K2007E01 (item-5).

Na figura 22 um acelerômetro (item-1) foi fixado no primeiro patins (item-3), o qual foi
acoplado ao Shaker (item-5) através de um fuso roscado de nylon e o outro foi fixado no segundo
patins (item-4). O primeiro e o segundo patins deslizam sobre uma guia linear (item-8). O
patins (item-3) é conectado ao patins (item-4) através de um mola k = 1962,0 N/m. (item-9) e
uma cremalheira (item-7). O dispositivo Inerter é composto pelos elementos volante de inércia
(item-6), cremalheira (item-7) e corpo do Inerter (item-10).

Figura 22 - Aparato experimental do sistema isolador de vibrações massa-mola-Inerter.

Fonte: Autor

Associado ao módulo de aquisição de sinais, foi utilizado o programa LabVIEW-2013. Foi
utilizado o assistente de configuração DAQassistant (Assistente de aquisição de dados) com a
configuração com o sinal de entrada no intervalo de -5 g a 5 g; sensitividade de 100 mVolts/g;
com taxa de aquisição de 1000 Hz.

No diagrama de blocos, no bloco da Resposta em Frequência, foi utilizada a configuração
da média RMS; com a janela Hanning. O canal 1 realiza a aquisição de dados da fonte de
excitação e o canal 2 realiza a aquisição de dados da resposta do sistema e são exportados os
sinais de Magnitude e Fase.

O sinal da excitação foi gerado no programa Audacity com a função Chirp. A frequência
foi variada de 1 a 200 Hz, com amplitude de 30 mV, com duração de 3 minutos e interpolação
linear.
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4.3 Cálculo da Inertância - experimental

O volante de inércia experimental, nesse experimento, pode ser composto por até quatro
discos metálicos. Nesta seção será considerado que o volante de inércia é composto por um
disco. O raio re da engrenagem é 7,5 mm. A massa medida de cada disco é 4,9 g e raiod é 10
mm. Assim o cálculo do momento de inércia do volante de inércia é dado por Iv = mr2.

Iv =
1
2

mr2
d = 2,45.10−7kg m2 (28)

A inertância experimental para o volante de inércia com um disco é calculada segundo a
equação b = I(α2), onde

b = Iv(α
2) = (2,45.10−7).

(
2π

2π.7,5.10−3

)2

= 4,35.10−3kg (29)

É necessário adicionar a inertância do eixo à inertância do volante de inércia. A inertância
do eixo foi calculada de maneira análoga à inertância do disco, assim, Ie = 2,1.10−3kg m2. As-
sim, a inertância total It = Iv+Ie, portanto It = 5,45.10−3kg m2 foram calculadas as inertâncias
para os volantes de inércia compostos por dois, três e quatro discos mostrado na tabela 1.

Tabela 1 - Tabela da inertância experimental.

Número de discos do
volante de inércia Inertância [kg]

1 5,45.10−3

2 10,80.10−3

3 15,15.10−3

4 19,50.10−3
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4.4 Validação experimental do modelo massa-mola

Esta seção apresenta a resposta em frequência do aparato experimental massa-mola. O
aparato experimental massa-mola é o mesmo do aparato experimental massa-mola-Inerter (fi-
gura 25), com a diferença que a cremalheira do dispositivo Inerter foi desconectada do patins
(item-3), (figura 23). A cremalheira e o volante de inércia foram fixados de maneira que atuas-
sem como massa do sistema, com a finalidade de manter a massa do sistema constante.

Figura 23 - Aparato experimental massa-mola.

Fonte: Autor

A figura 24 mostra a comparação entre a resposta em frequência do aparato experimental
massa-mola e a resposta em frequência do Modelo 1. O aparato experimental possui massa
123,5.10−3 kg e a rigidez da mola 1962 N/m. O modelo 1, que representa um sistema massa-
mola-amortecedor, o coeficiente de amortecimento viscoso foi considerando cp = 3,0 Ns/m,
representando as perdas de energia do sistema. O pico de ressonância do aparato experimental
massa-mola ocorreu na frequência 21 Hz e o modelo apresentou frequência natural amortecida
de 20 Hz, ωd = ω0

√
1−ζ 2, apresentando a diferença de aproximadamente 5%. A resposta

experimental da magnitude relativa de transmissibilidade apresentou uma diferença máxima de
aproximadamente 24% para frequências acima de 81 Hz, apesar dessas variações, a resposta
do modelo encontra-se muito próxima da experimental. Dessa maneira validou-se o aparato
experimental massa-mola em relação ao modelo.
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Figura 24 - Comparação da resposta experimental e o modelo massa-mola.
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4.5 Validação experimental do modelo massa-mola-Inerter

Esta seção apresenta a resposta em frequência do aparato experimental massa-mola-Inerter

mostrado na figura 25.

Figura 25 - Aparato experimental massa-mola-amortecedor-Inerter.

Fonte: Autor

Para obter a resposta em frequência (Magnitude relativa de transmissibilidade) do mo-
delo referente ao aparato experimental com atrito Coulomb (figura 20) foi utilizado integração
numérica com o método explı́cito de Runge-Kutta-Fehlberg (4,5), onde foi variado o parâmetro
frequência, com a excitação do tipo: x0 = Acos(ωt).

A figura 26 mostra a comparação entre a resposta em frequência do Modelo 3, Modelo 4 e
a o aparato experimental massa-mola-Inerter.

O aparato experimental possui massa de 112,7.10−3 kg, inertância de 19,50.10−3 kg refe-
rente ao volante de inércia composto por quatro discos, rigidez da mola 1962 N/m e coeficiente
de atrito Coulomb da guia linear 0,2 (dado do fabricante).

Para realizar a validação do Modelo 3, foram considerados os seguintes valores: massa mo-
vida m = 110,0.10−3 kg, inertância b = 17,30.10−3 kg, coeficiente de rigidez da mola 1962
N/m, coeficiente de rigidez do acoplamento de cremalheira 40000 N/m e coeficiente de amor-
tecimento viscoso c = 0,07 Ns/m entre a cremalheira e as paredes do Inerter.

Para realizar a validação do Modelo 4, foram considerados os seguintes valores : massa
movida m = 115,0.10−3 kg, inertância b = 18,40.10−3 kg, coeficiente de rigidez da mola 1962
N/m, coeficiente de atrito µp = 0,004, coeficiente de amortecimento viscoso c = 0,06 Ns/m.

O pico de ressonância do aparato experimental linear massa-mola-Inerter ocorreu na fre-
quência 20 Hz, a do Modelo 3 foi de aproximadamente 20 Hz e a do Modelo 4 foi de apro-
ximadamente 19 Hz apresentando a diferença entre as frequências aproximadamente de 5%.
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Onde a equação que define a frequência de ressonância do modelo ideal, sem perdas de energia
é ωr ∼=

√
k

(m+b) .

Na frequência de ressonância, a magnitude relativa de transmissibilidade apresentou o valor
próximo de 78 vezes maior do que o experimental para o Modelo 3 e 12 vezes maior para
o Modelo 4. Nessa região os modelos não são adequados para validar o pico da magnitude
relativa de transmissibilidade, já a base da curva aproximou-se muito do valor experimental. A
causa mais provável para essa diferença de valores da magnitude relativa de transmissibilidade,
é a existência de outro tipo de atrito no experimento, o qual interfere de maneira não linear na
resposta do sistema.

A frequência da anti-ressonância do modelo ideal é ωa ∼=
√

k
b , no modelo experimental, ela

ocorreu em 52 Hz sendo que a frequência do Modelo 3 e Modelo 4 foram aproximadamente a
mesma, assim como a magnitude relativa da transmissibilidade.

A resposta experimental da magnitude relativa da transmissibilidade apresentou a diferença
máxima de aproximadamente 50% para o Modelo 3 e 69% para o Modelo 4 para o intervalo
de frequências entre 88 à 200 Hz e diferença mı́nima de respectivamente de aproximadamente
19% e 58%, nesse intervalo, as assı́ntotas do aparato experimental e do Modelo 4 seguem
praticamente paralelas.

Dessa maneira conclui-se que o Modelo 3 apresenta resultados que aproximam se mais da
resposta em frequência do aparato experimental do que o Modelo 4, com exceção da magnitude
relativa de transmissibilidade na ressonância. Assim validam-se ambos os modelos, Modelo 3
e Modelo 4, com exceção do pico da magnitude relativa de transmissibilidade na ressonância,
onde a causa mais provável é a existência de outro tipo de atrito no experimento (atrito as-
simétrico devido a folgas e momentos de inércia atuantes no mecanismo), o qual interfere de
maneira não linear na resposta do sistema.
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Figura 26 - Comparação da resposta em frequência do aparato experimental
massa-mola-Inerter, Modelo 3 e Modelo 4.
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4.6 Comparação dos aparatos experimentais massa-mola e massa-mola-Inerter

A figura 27 mostra a comparação entre a resposta em frequência do aparato experimental
massa-mola-Inerter e o aparato experimental massa-mola. Nesse experimento o volante de
inércia é composto por dois discos.

Figura 27 - Comparação entre o aparato experimental massa-mola-Inerter e o massa-mola.

50 100 150 200
10

−2

10
−1

10
0

10
1

Frequência [Hz]

M
ag

. R
el

. T
ra

ns
m

is
si

bi
lid

ad
e

 

 

massa−mola−Inerter
massa−mola
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A frequência de ressonância do aparato experimental massa-mola-Inerter e do massa-mola
é 21 Hz, onde a magnitude relativa de transmissibilidade massa-mola foi de aproximadamente
45% maior que a do massa-mola-Inerter. A anti-ressonância do aparato experimental massa-
mola-Inerter ocorreu na frequência próxima de 62 Hz com a magnitude relativa de transmissi-
bilidade aproximadamente 80% menor que a do massa-mola na mesma frequência. As curvas
de transmissibilidade se cruzam na frequência aproximada de 75 Hz onde os dois aparatos ex-
perimentais apresentam a mesma transmissibilidade. Esse ponto determina a frequência a partir
da qual o aparato experimental massa-mola-Inerter apresenta transmissibilidade superior ao do
massa-mola. O aparato experimental massa-mola-Inerter apresenta menor magnitude relativa
de transmissibilidade que o massa-mola no intervalo de frequências aproximado entre 21 Hz e
75 Hz.
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4.7 Resposta em frequência da variação da inertância

Neste experimento foi realizada a variação da inertância. A massa do volante de inércia foi
variada adicionando discos ao mesmo, como o mostrado nas figuras 28 e 29. Foram realizadas
quatro medições. A primeira medição foi realizada com um disco, a segunda com dois, a terceira
com três e a quarta com quatro discos, conforme a tabela 2.

Figura 28 - Aparato experimental massa-mola-Inerter e discos utilizados para variar a massa
do volante de inércia.

Fonte: Autor

Tabela 2 - Tabela da variação da inertância experimental.

Número de discos do
volante de inércia Inertância [kg]

1 5,45.10−3

2 10,80.10−3

3 15,15.10−3

4 19,50.10−3

A figura 30 mostra a resposta em frequência das quatro variações da inertância. Para efeito
de comparação, foi adicionada a essa figura a curva da transmissibilidade do aparato experi-
mental massa-mola.

A tabela 3 mostra os valores experimentais da frequência de ressonância, anti-ressonância,
magnitude relativa de transmissibilidade, assim como a tabela 4 mostra os valores experimentais
da frequência e magnitude relativa de transmissibilidade onde ocorre o cruzamento entre as
curvas do aparato experimental massa-mola-Inerter e o massa-mola.

O aumento da inertância causou a diminuição da magnitude relativa de transmissibilidade
e da frequência da anti-ressonância, por outro lado, causou o aumento da magnitude relativa de
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Figura 29 - Variação da massa do volante de inércia.

(a) um disco (b) dois discos

(c) três discos (d) quatro discos
Fonte: Autor

transmissibilidade em alta frequência (acima de aproximadamente 150 Hz). O aparato expe-
rimental massa-mola-Inerter apresentou melhor isolamento de vibração do que o massa-mola
no intervalo de frequências aproximado entre 20 à 82 Hz e na região da anti-ressonância, o
aparato massa-mola-Inerter com quatro discos no volante de inércia apresentou a capacidade
de reduzir em aproximadamente até 99% a magnitude relativa de transmissibilidade do massa-
mola. No intervalo de frequências acima de aproximadamente 82 Hz o aparato experimental
massa-mola-Inerter apresentou menor isolamento de vibração que o massa-mola.
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Figura 30 - Resultados experimentais da variação da inertância do aparato experimental
massa-mola-Inerter.
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Tabela 3 - Resultados experimentais relativos à variação da massa do volante de inércia;
frequência e magnitude da transmissibilidade na ressonância e anti-ressonância.

Frequência de
ressonância

Magnitude da
transmissibilidade

na ressonância

Frequência da
anti-ressonância

Magnitude da
transmissibilidade

na anti- ressonância
01 Disco 20 Hz 2,57 69 Hz 0,054
02 Discos 20 Hz 2,35 62 Hz 0,031
03 Discos 20 Hz 2,45 56 Hz 0,002
04 Discos 20 Hz 2,47 52 Hz 0,002
Fonte: Dados da pesquisa do autor.
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Tabela 4 - Resultados experimentais da variação da massa do volante de inércia, frequência e
magnitude da transmissibilidade do ponto de cruzamento das curvas do aparato

experimental massa-mola-Inerter e o massa-mola.

Frequência do ponto
de cruzamento das
curvas do aparato

experimental
massa-mola-Inerter

e o massa-mola

Magnitude da transmis-
sibilidade do ponto de
cruzamento das curvas

do aparato experimental
massa-mola-Inerter

e o massa-mola

Magnitude da
transmissibilidade para
a frequência de 200 Hz

01 Disco 82 Hz 0,075 0,18
02 Discos 75 Hz 0,092 0,27
03 Discos 74 Hz 0,093 0,45
04 Discos 71 Hz 0,104 0,49
Fonte: Dados da pesquisa do autor.
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5 ISOLADOR DE VIBRAÇÕES COM INERTER EM ARRANJO GEOMÉTRICO
NÃO LINEAR

Neste capı́tulo, são investigados os efeitos não lineares da disposição geométrica do Inerter,
Modelo 5, em termos de isolamento de vibração e comparados com o arranjo massa-mola-
amortecedor, Modelo 1, e o modelo linear massa-mola-amortecedor-Inerter, Modelo 2. A
análise compreende a solução da equação do movimento exata, bem como as aproximações
da equação do movimento para baixa e alta amplitude. Foi utilizado o método do Balanço
Harmônico para obter as soluções das equações não lineares. A análise numérica é utilizada
para complementar a investigação. A comparação com isoladores de vibração linear massa-
mola-amortecedor, Modelo 1, e o linear massa-mola-amortecedor-Inerter, Modelo 2, mostra
possı́veis benefı́cios para regimes de alta frequência. Os efeitos da não-linearidade geométrica
desaparecem quando a amplitude do movimento é grande.

O capı́tulo está organizado em seções, a seção 5.1 apresenta a modelagem matemática,
incluindo a equação do movimento exata, bem como as aproximações da equação de movimento
para baixa e alta amplitude. Na seção 5.2, utiliza-se o método do Balanço Harmônico para obter
as soluções das equações não lineares, é mostrado a resposta livre e a resposta em frequência.
Na seção 5.3 estabilidade da resposta periódica para o deslocamento relativo e absoluto. Na
Seção 5.4, é realizada uma análise numérica detalhada considerando a equação do movimento
exata, que ilustra a sensibilidade dos parâmetros no domı́nio do tempo, planos de fase e bacias
de atração.
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5.1 Modelo 5 - Sistema massa-mola-amortecedor-Inerter em arranjo geométrico não li-
near

Elementos dispostos de maneira geometricamente não lineares como o mecanismo do tipo
snap-through são utilizados para absorver e isolar vibrações mecânicas em sistemas de enge-
nharia. Essa configuração fornece a condição HSLDS, alta rigidez estática para que o sis-
tema não apresente grandes deslocamentos com a carga estática e baixa rigidez dinâmica, as-
sim, a frequência natural do sistema é a menor possı́vel resultando em uma região de isolação
maior (CARRELLA; BRENNAN; WATERS, 2007), (CARRELLA et al., 2012), (SHAW et
al., 2013), (TANG; BRENNAN, 2013), (AVRAMOV; GENDELMAN, 2009), (HAO; CAO;
WIERCIGROCH, 2017). O sistema massa-mola-amortecedor com Inerter em arranjo geome-
tricamente não linear foi baseado nos modelos utilizados para representar os mecanismos do
tipo snap-through, assim como a análise da dinâmica do sistema.

O sistema massa-mola-amortecedor com Inerter em arranjo geometricamente não linear,
Modelo 5, está ilustrado na figura 31, o qual consiste em um modelo massa-mola-amortecedor
sujeito a excitação de base, onde é adicionado um Inerter montado em disposição horizontal
no lado direito e outro no lado esquerdo da massa suspensa, cada um com uma extremidade
acoplada à base móvel e a outra extremidade acoplada à massa. Nesta análise, a massa é restrita
para se mover apenas na direção vertical e as forças horizontais que atuam sobre a massa não
são consideradas. Para comparação, é considerado o arranjo linear massa-mola-amortecedor-
Inerter em uma configuração vertical mostrado no capı́tulo 3 na figura 13.

Figura 31 - Representação do sistema massa-mola-amortecedor com o Inerter em posição
horizontal - arranjo geométrico não linear - Modelo 5.

Fonte: Autor

Figura 32 - Representação das forças no Inerter horizontal.

Fonte: Autor
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A equação de movimento para o sistema apresentado da figura 31 é obtida em termos de
deslocamento relativo z = x− x0, com o equilı́brio de força dinâmico dado por:

mẍ =−k(x− x0)− c(ẋ− ẋ0)−2 fb sen(θ) (30)

mẍ =−kz− cż−2 fb sen(θ) (31)

Onde m é a massa concentrada, k é a rigidez da mola, c é o coeficiente de amortecimento
viscoso e fb é a força do Inerter produzida ao longo de seu eixo. Os pontos sobre as variáveis
(ẍ, ẋ, z̈, ż) representam a diferenciação em relação ao tempo t.

O termo sen(θ) representa o fator de decomposição vertical da força do Inerter que atua
sobre a massa m.

sen(θ) =
z√

L2 + z2
(32)

Assume-se que na posição de equilı́brio (x = 0), o Inerter está disposto horizontalmente
assim, quando a massa m movimenta-se para cima e para baixo, o dispositivo Inerter apresenta
o deslocamento relativo entre seus terminais (∆), equação 33, figura 32.

∆ =
√

L2 + z2−L (33)

A aceleração relativa entre os terminais do Inerter (∆̈) é obtida pela diferenciação equação 33
duas vezes em relação ao tempo.

∆̈ =

(
zz̈+ ż2)L2 + z3z̈

(L2 + z2)
3/2 (34)

A força do Inerter é dada multiplicando a inertância b pela aceleração relativa entre seus
terminais:

fb =
b
2

∆̈ (35)

Substituindo a equação 34 na equação 35, obtém-se:

mẍ =−kz− cż−b∆̈
z√

L2 + z2
(36)

Subtraindo o termo mẍ0 nos dois lados da equação 36:
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mz̈ =−mẍ0− kz− cż−b∆̈
z√

L2 + z2
, (37)

Substituindo equação 32, 35 e 34 na equação 37, obtém-se a equação do movimento:

mz̈+ cż+ kz =−mẍ0−b

((
zz̈+ ż2)L2 + z3z̈

(L2 + z2)
3/2

)(
z√

L2 + z2

)
(38)

Divide-se a equação 38 por m e obtém-se a equação do movimento:

(
1+µ

z2L2 + z4

(L2 + z2)2

)
z̈+2ξ ω0ż+

(
ω

2
0 +µ

ż2L2

(L2 + z2)2

)
z =−ẍ0 (39)

Onde µ = b/m é a razão de inércia (adimensional), ω0 =
√

k/m é a frequência natural
e c = 2ξ mω0 é o fator de amortecimento. Os dois últimos parâmetros estão relacionados ao
sistema de um grau de liberdade massa-mola-amortecedor, usado por conveniência da análise
(note que ω0 e ξ não são a frequência natural e o fator de amortecimento dos sistemas da
figura 31).

Considerando o tempo adimensional τ = ω0t, de modo que ż = ω0z′, com z′ = dz/dτ, e
também considerando que o sistema está sujeito à excitação harmônica de base é da forma x0 =

X0 cos(ωt), ẍ0 = −ω2X0 cos(ωt), onde ω é a frequência de excitação, equação 39 é reescrita
como:

(
1+µ

z2L2 + z4

(L2 + z2)2

)
z′′+2ξ z′+

(
1+µ

z′2L2

(L2 + z2)2

)
z = Ω

2X0 cos(Ωτ) (40)

Onde Ω = ω/ω0 é a razão de frequência. A forma final da equação de movimento é obtida
dividindo-se a equação 40 pelo comprimento L, resultando na equação exata do sistema:

(
1+µ

h2

(1+h2)

)
h′′+2ξ h′+

(
1+µ

h′2

(1+h2)2

)
h = Ω

2X̂0 cos(Ωτ) (41)

Onde h= z/L é o deslocamento relativo normalizado e X̂0 = X0/L é o deslocamento da base
normalizado.
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5.1.1 Equações aproximadas para amplitudes altas e baixas

Analisando a equação 41, para um valor de µ > 0, é possı́vel obter duas aproximações
limitantes. A primeira aproximação é obtida considerando valores baixos do deslocamento
relativo h, de modo que os termos do denominador possam ser aproximados como 1+h2 ≈ 1,
fornecendo a equação 42, a qual será referida como BA, (Baixa Amplitude), aproximação de
baixa amplitude.

(
1+µh2)h′′+2ξ h′+

(
1+µh′2

)
h = Ω

2X̂0 cos(Ωτ) (42)

Essa equação ainda é não-linear, onde a não-linearidade influencia as forças de inércia e as
forças elásticas. O termo (1+ µh′2)h não tem um efeito significativo na dinâmica do sistema
quando a massa está em seu deslocamento máximo ou perto da posição de equilı́brio, porque
o deslocamento e a velocidade tem 90◦ de defasagem. Consequentemente, quando o desloca-
mento é máximo, a velocidade é zero e vice-versa. Uma observação interessante é que, com
exceção de um termo de rigidez não-linear, este sistema possui equação semelhante à que de-
fine o modo único de uma viga engastada uniforme com uma massa concentrada intermediária e
inércia de rotação descrito pelo (HAMDAN; DADO, 1997) e (MARINCA; HERISANU, 2012).

A segunda aproximação ocorre quando h é grande. Nessa situação, o termo 1+ h2 ≈ h2,
assim, a equação do movimento é considerada linear. A equação 43 será referida como AA,
(Alta Amplitude), aproximação de alta amplitude.

(1+µ)h′′+2ξ h′+h = Ω
2X̂0 cos(Ωτ) (43)

Essa equação representa o caso de um sistema linear de uma massa suspensa pela combinação
dos elementos mola-amortecedor-Inerter em configuração paralela (figura 13). Esse é um re-
sultado interessante que mostra que a não-linearidade do sistema desaparece para grandes des-
locamentos relativos.
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5.2 Solução através do Método do Balanço Harmônico de Primeira Ordem

Nesta seção são analisadas a Equação do Movimento Exata (equação 41) e as Equações
Aproximadas de Baixa Amplitude (equação 42) e de Alta Amplitude (equação 43). Foi utilizado
o Método do Balanço Harmônico para obter a solução das equações não lineares.

O Balanço Harmônico é um método de aproximação utilizado para calcular soluções periódicas
de equações diferenciais ordinárias (ODEs)(KRACK, 2018).Esse método pode ser utilizado na
análise de sistemas não lineares, incluindo estruturas, fluidos, circuitos elétricos, a dinâmica de
sistemas que podem ser modelados por ODEs. Esse método supera várias vezes o desempenho
da integração numérica em termos de eficiência computacional. Poucos métodos são usados
para sistemas com fortes não linearidades, dentre eles, pode ser citado o Método do Balanço
Harmônico (MBH), (NAYFEH; BALACHANDRAN, 2008; NAYFEH, 1973). Segundo Meiro-
vitch (2010), o MBH é um método aproximado que tem como principal caracterı́stica a simplici-
dade em sua aplicação. Este método também é chamado de método de linearização harmônica,
e difere do método de linearização por não substituir a função não linear por uma série de Tay-
lor. Este método permite gerar soluções periódicas aproximadas a partir de uma série de Fourier
truncada. O MBH consiste na aproximação dos deslocamentos na fase permanente através da
combinação de harmônicos, tal como dado pela expressão, equação 44:

u(t) =
N

∑
n=0

[Ancos(nωt)+Bncos(nωt)] (44)

Onde u(t) é o vetor de deslocamento, An e Bn são os vetores das componentes das amplitu-
des modais no enésimo harmônico e N é o número de harmônicos usados na aproximação.

Considerando primeiramente a equação exata (equação 41), a qual pode ser modificada
multiplicando os lados esquerdo e direito pelo termo (1+ h2)2, dessa maneira, eliminando os
termos racionais, é possı́vel escrever:

(
(1+h2)2 +µh2(1+h2)

)
h′′+2ξ h′(1+h2)2+

(
(1+h2)2 +µh′2

)
h = Ω

2X̂0 cos(Ωτ)(1+h2)2

(45)

Nesse formato, a equação 45 é usada na seguinte seção, juntamente com a equação 42 e a
equação 43 para obter as expressões para a frequência oscilatória em função da amplitude de
deslocamento.



5.2 Solução através do Método do Balanço Harmônico de Primeira Ordem 65

5.2.1 Curvas Backbone de Resposta à Vibração Livre

A primeira investigação é realizada considerando o caso de movimento livre (X̂0 = 0). Su-
pondo que a resposta pode ser escrita como uma função harmônica da forma h(τ) = H cos(Φ),
onde Φ = Ωτ+φ . Calculando a primeira e segunda derivadas dessa expressão e substituindo os
respectivos termos na Equação do Movimento Exata (equação 45), permite a obtenção de uma
equação em termos de multiplicações de seno e cosseno, e as suas harmônicas de ordem mais
elevada.

C1 cos(Φ)+S1 sen(Φ)+C3 cos(3Φ)+S3 sen(3Φ)+C5 cos(5Φ)+S5 sen(5Φ) = 0 (46)

Ao desconsiderar as harmônicas de ordem superior, existem duas equações que são fatores
de cos(Φ) e sen(Φ). Resolvendo a equação do co-seno (C1 = 0) para Ω resulta na expressão
para a frequência de oscilação em função do deslocamento relativo H, escrita como

Ω =

(
5H4 +12H2 +8

(5µ +5)H4 +(4µ +12)H2 +8

)1/2

(47)

Realizando um procedimento semelhante para a Equação do Movimento aproximada para
Baixa Amplitude (equação 42), a frequência de oscilação em função do deslocamento H é dada
por:

Ω =

(
2

2+µH2

)1/2

(48)

O último caso é para a Equação do Movimento aproximada para Alta Amplitude (equação 43),
a qual é linear e tem uma frequência fixa, dada por:

Ω =

(
1

1+µ

)1/2

(49)

As equações 47, 48 e 49 descrevem a frequência de oscilação em função da amplitude, co-
nhecidas como curvas Backbone. Estas curvas foram plotadas para um intervalo de amplitudes
de deslocamento e são mostradas na figura 33.

Como o visto na figura 33, as equações 47 e 48 adequam-se bem aos pequenos valores de
deslocamento (menor que um). Para maiores valores de deslocamento, a equação 47 aproxima-
se da equação 49, o que confirma as proposições adotadas na seção 5.1.1.
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Figura 33 - Curvas Backbone da Frequência de oscilação Ω em função de H com µ = 0.3.
Equação do Movimento Exata (Linha Azul); Aproximação de Baixa Amplitude

(Linha vermelha tracejada); Aproximação de Alta Amplitude (Linha traço ponto).
Considerando o sistema com Inerter em arranjo geométrico não linear.
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5.2.2 Movimento Livre não amortecido - Plano de Fase

O plano de fase (deslocamento / velocidade) também ajuda a entender o comportamento
descrito pelas equações 39, 42 e 43. Para isso, o elemento de amortecimento viscoso foi des-
considerado, as simulações numéricas consideraram condições iniciais e movimento livre. Os
resultados são mostrados nas figuras 34, 35 e 36 para três diferentes condições iniciais, figura 34
(h0,h′0) = (5,0), figura 35 (h0,h′0) = (2,0), figura 36 (h0,h′0) = (0.1,0). Os resultados apre-
sentados na figura 34 consideraram grande o deslocamento, e é possı́vel notar a diferença entre
as trajetórias no plano de fase obtido pela equação exata e a aproximação BA quando o des-
locamento está distante do zero. Em contraste, a equação exata e a equação AA adequam-se
bem, menos para valores de deslocamento que estejam próximo de zero. Ao reduzir a am-
plitude do deslocamento inicial, as trajetórias no plano de fase fornecidas pela equação exata
são aproximadas dos resultados definidos pela aproximação BA, como o mostrado na sequência
de figuras 35 e 36. A solução de baixa amplitude também atinge a amplitude máxima correta
devido às condições iniciais dadas ao sistema.

Figura 34 - Trajetórias no plano de fase para a equação exata, aproximação BA e aproximação
AA com condições iniciais (h0,h′0) = (5,0). Considerando o sistema com Inerter

em arranjo geométrico não linear.
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Figura 35 - Trajetórias no plano de fase para a equação exata, aproximação BA e aproximação
AA com condições iniciais (h0,h′0) = (2,0). Considerando o sistema com Inerter

em arranjo geométrico não linear.
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Figura 36 - Trajetórias no plano de fase para a equação exata, aproximação BA e aproximação
AA com condições iniciais (h0,h′0) = (0.1,0). Considerando o sistema com Inerter

em arranjo geométrico não linear.
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5.2.3 Resposta em Frequência - Equação do Movimento Aproximada para Baixa Ampli-
tude

A proposta desta seção é descrever o comportamento do sistema em relação à excitação
harmônica. A análise inicial é descrita usando a aproximação BA. Normalmente, neste tipo de
análise, a excitação é da forma Ω2X̂0 cos(Ωτ) descrita na equação 42, assume-se que o movi-
mento é da forma h(τ) = H cosΦ, com Φ = Ωτ+φ . Substituindo esta expressão na equação 41
e mantendo apenas os termos de frequência fundamentais em cosseno e seno, obtém-se:

(
1−Ω

2
(

1+
µH2

2

))
H cos(Ωτ+φ)−2ξ ΩH sen(Ωτ+φ) = Ω

2X̂0 cos(Ωτ) (50)

Expandindo as funções trigonométricas, de modo que os termos do lado direito e esquerdo
são balanceados, a equação 50 é dividida em duas equações em termos de seno e cosseno, como

(
1−Ω

2
(

1+
µH2

2

))
H = Ω

2X̂0 cos(φ) (51)

−2ξ ΩH = Ω
2X̂0 sen(φ) (52)

No caso de movimento livre (X̂0 = 0), usando a equação 51 e resolvendo ela para Ω, é
possı́vel obter a curva Backbone para a frequência de ressonância em função da amplitude do
deslocamento relativo (H). A resposta à excitação harmônica de base é obtida somando o
quadrado das equações 51 e 52, que resulta em uma equação polinomial em termos de H

µ2Ω4

4
H6 +µΩ

2 (
Ω

2−1
)

H4 +
(

4ξ
2
Ω

2 +
(
1−Ω

2)2
)

H2−Ω
4X̂2

0 = 0 (53)

ou em termos de Ω,

(
H2
(

1+
µH2

2

)2

− X̂2
0

)
Ω

4 +

(
−2H2

(
1+

µH2

2

)
+4ξ

2 +H2
)

Ω
2 +H2 = 0 (54)

A equação 53 é uma equação do sexto grau em H, mas pode ser convertida em uma equação
cúbica, possibilitando obter as três raı́zes que podem ser de interesse. Da mesma forma, a
equação 54 é uma equação bi-quadrática em Ω e pode ser resolvida para obter as raı́zes de
interesse.



5.2 Solução através do Método do Balanço Harmônico de Primeira Ordem 70

5.2.4 Resultados obtidos usando o Método do Balanço Harmônico - Equação do Movi-
mento Aproximada para Baixa Amplitude

A magnitude de H foi obtida resolvendo a equação polinomial (equação 53) para valores
de Ω, usando ξ = 0.1 e X̂0 = 0.1. Três valores de razão de inércia µ foram comparados e
são mostrados na figura 37. Esta figura ilustra efeito semelhante a uma mola do tipo softening

(amolecedora), em que a frequência de ressonância é reduzida com o aumento da amplitude do
movimento, sendo que, essa redução deve-se à influência da razão de inércia.

Figura 37 - Magnitude da transmissibilidade relativa em função da frequência variando a razão
de inércia µ = 0.1,0.2,0.3, com ξ = 0.01 e X̂0 = 0.1. Considerando o sistema com

Inerter em arranjo geométrico não linear - aproximação BA.
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O comportamento detalhado da transmissibilidade relativa é mostrado na figura 38. As
assı́ntotas de baixa e alta frequência são iguais às assı́ntotas do sistema linear. A curva Backbone

é calculada usando a equação 48.

Essa figura corresponde a um diagrama de bifurcação onde a linha sólida azul corresponde a
um movimento periódico estável e a parte interna da curva (linha tracejada vermelha) representa
um movimento periódico instável.

O parâmetro de controle Ω é gradativamente aumentado iniciado em A’, seguindo a curva
A’F’B’ até atingir um valor crı́tico ΩB′ . Em Ω = ΩB′ ocorre uma bifurcação do tipo Sela-nó,
identificada como Bifurcação B’. Em B’, o valor da Magnitude relativa da transmissibilidade so-
fre uma descontinuidade, sendo chamado de bifurcação descontı́nua ou catastrófica onde ocorre
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um salto para cima, do ramo estável A’F’B’, para o outro ramo estável E’C’D’. Assim que o
valor de Ω continua a ser aumentado acima do valor de B’ e a magnitude da transmissibilidade
relativa segue a curva C’D’.

Se iniciar a diminuição gradativa do parâmetro de controle Ω a partir de D’, e seguindo a
curva D’C’E’ até atingir o valor crı́tico ΩE ′ , localmente no ponto E’, ocorre uma bifurcação do
tipo Sela-nó, identificada como Bifurcação E’ onde o valor da Magnitude relativa da transmis-
sibilidade sofre uma outra descontinuidade e ocorre um salto para baixo, partindo do ponto E’
para o ponto F’. Diminuindo o valor de Ω abaixo do valor de F’ a magnitude da transmissibili-
dade relativa segue a curva F’A’.

Para Ω < ΩE ′ e Ω > ΩB′ , a figura 38 apresenta apenas um ponto de estabilidade. No
intervalo ΩE ′ < Ω < ΩB′ , a figura 38 apresenta dois ramos de estabilidade coexistindo. Este
intervalo é chamado de intervalo de biestabilidade.

Figura 38 - Magnitude relativa da transmissibilidade em função da frequência e algumas
definições de suas caracterı́sticas, com X̂0 = 0.1, µ = 0.3, ξ = 0.01. Considerando

o sistema com Inerter em arranjo geométrico não linear - aproximação BA.
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Os dois pontos pretos B’ e E’ são, respectivamente, onde ocorre as bifurcações e são chama-
dos de pontos de tangentes verticais ou pontos limites. A frequência onde ocorre a bifurcação
B’ pode ser obtida a partir das soluções da equação 54, fazendo dΩ/dH = 0 e resolvendo para
ΩB′ , para obter
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ΩB′ =
21/2µ1/3X̂1/6

0(
3µX̂0 +2µ2/3X̂1/3

0

)1/2 (55)

A respectiva magnitude relativa da bifurcação B’ é dada por

|HB′|=
(

X̂0

µ

) 1
3

(56)

Obter uma expressão para a frequência onde ocorre a bifurcação E’ parece ser mais difı́cil
usando a mesma estratégia, uma vez que essa produz uma expressão analı́tica relativamente
longa. Assim, a partir das soluções da equação 53 foi obtida uma aproximação, fazendo
dH/dΩ = 0

ΩE ′ =
1

X̂0

√
2ξ

µ

(√
2µX̂0−2ξ

)
(57)

A equação 57 não é exatamente a parte da resposta em frequência onde a inclinação é
vertical (90 graus), em vez disso, ela corresponde ao pico de ressonância em que a inclinação
é zero. A respectiva magnitude para a frequência onde ocorre a bifurcação E’ é também uma
longa expressão analı́tica que depende do valor do amortecimento e, por razões práticas, não é
apresentada aqui. No entanto, ela pode ser obtida substituindo a expressão para ΩE ′ na solução
da equação 53.
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5.2.5 Deslocamento Absoluto

Até agora, a análise da transmissibilidade baseou-se no estudo do deslocamento relativo,
mas na prática, é interessante considerar a transmissibilidade do deslocamento absoluto. A
transmissibilidade do deslocamento absoluto pode ser calculada considerando a magnitude e a
fase da transmissibilidade relativa, dada por

X =
√

H2 + X̂2
0 +2HX̂0 cos(φ) (58)

φ = atan
(
− 4ξ Ω

2−Ω2(2+µH2)

)
(59)

Usando a equação 58, o deslocamento absoluto foi representado graficamente nas figu-
ras 39 e 40 e comparado com dois outros sistemas lineares. Nessas figuras, a linha vermelha
fina corresponde à transmissibilidade do deslocamento absoluto do sistema linear massa-mola-
amortecedor; a linha tracejada preta, representa a transmissibilidade do deslocamento do sis-
tema linear massa-mola-amortecedor-Inerter (mostrado na figura 32) e a linha azul grossa repre-
senta os resultados obtidos usando a equação 58, referente ao sistema massa-mola amortecedor-
Inerter em arranjo geométrico não linear. A transmissibilidade dos sistemas lineares é dada no
Apêndice B.1.

A figura 39 apresenta a comparação das magnitudes de deslocamento absoluto com ex-
citação de base para o sistema linear massa-mola-amortecedor, o sistema linear massa-mola-
amortecedor-Inerter e o sistema proposto com Inerter em arranjo não linear, considerando
ξ = 0.01, µ = 0.3 e X̂0 = 0.3.

Ambos os sistemas, tanto o com arranjo geométrico não linear e o linear, apresentaram
aproximadamente as mesmas magnitudes relativas de transmissibilidade na região da anti-
ressonância.

Ambos os sistemas com Inerter apresentaram vantagem de isolamento em relação ao mo-
delo massa-mola-amortecedor na anti-ressonância. Sendo que o sistema linear com Inerter

isolou aproximadamente 42% a mais que o modelo massa-mola-amortecedor na frequência
adimensional da anti-ressonância aproximada Ω = 2.

Em alta frequência, em frequências acima de aproximadamente Ω = 100, o modelo com
arranjo geométrico não linear apresentou como vantagem, aproximadamente 22% a mais de
isolamento da magnitude do deslocamento de transmissibilidade do que o sistema linear com o
Inerter.
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Figura 39 - Comparação das magnitudes de deslocamento absoluto com excitação de base,
entre o sistema linear massa-mola-amortecedor (linha vermelha), o sistema linear
massa-mola-amortecedor-Inerter (linha tracejada preta) e o sistema proposto com

Inerter em arranjo não linear considerando a aproximação de baixa amplitude
(linha grossa azul), com X̂0 = 0.3.
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A figura 40 apresenta a comparação das magnitudes de deslocamento absoluto com ex-
citação de base para o sistema linear massa-mola-amortecedor, o sistema linear massa-mola-
amortecedor-Inerter e o sistema proposto com Inerter em arranjo não linear, considerando ξ =

0.01, µ = 0.3 e X̂0 = 0.6. Com o aumento da amplitude de deslocamento adimensional da
excitação de X̂0 = 0,3 para X̂0 = 0,6, a frequência adimensional da anti-ressonância do modelo
com Inerter em arranjo geométrico não linear diminui, deslocou-se para a esquerda de Ω = 9
para aproximadamente Ω = 4.
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Figura 40 - Comparação das magnitudes de deslocamento absoluto com excitação de base,
entre o sistema linear massa-mola-amortecedor (linha vermelha), o sistema linear
massa-mola-amortecedor-Inerter (linha tracejada preta) e o sistema proposto com

Inerter em arranjo não linear considerando a aproximação de baixa amplitude
(linha grossa azul), com X̂0 = 0.6.
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A diferença entre as figuras 39 e 40 é a amplitude do deslocamento da base X̂0. As fi-
gura 39 e 40 mostram a resposta em frequência, comparando o sistema proposto com Inerter
em arranjo não linear com o sistema linear massa-mola-amortecedor e o sistema linear massa-
mola-amortecedor com Inerter em uma configuração vertical.

Apesar de serem mostrados os picos de ressonância nas figuras 39 e 40 a aproximação de
baixa amplitude não deve ser utilizada para representar a transmissibilidade de deslocamento
no intervalo de frequência próximo a ressonância ou para valores de amplitude de Desloca-
mento Relativo (H) maiores que aproximadamente 1, como o mostrado na curva Backbone
na figura 33. Na frequência de ressonância a amplitude do deslocamento é alta, assim, a
aproximação de baixa amplitude apresenta uma resposta que diverge da equação do movimento
exata.

A anti-ressonância na resposta em frequência é uma caracterı́stica dos isoladores que pos-
suem um elemento do tipo Inerter. A assı́ntota de alta frequência é uma desvantagem desse
elemento. Para o sistema em estudo, com o Inerter em posição horizontal, a anti-ressonância
é deslocada para uma frequência mais alta, e a principal vantagem do arranjo geométrico não
linear é que a resposta em altas frequências é reduzida para amplitudes mais baixas.
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5.2.6 Resultados obtidos usando o Método do Balanço Harmônico - Equação do Movi-
mento Exata

Até então, a transmissibilidade do sistema descrito pela equação aproximada poderia ser
obtida usando o método do Balanço Harmônico, resultando em expressões analı́ticas como
as descritas pelas equações 51 e 52. Ao considerar a equação do movimento exata descrita
pela equação 45, torna-se difı́cil obter expressões analı́ticas que definem a transmissibilidade
em função de frequência. Para resolver essa questão, o procedimento para obter a função
de transmissibilidade para o sistema exato também foi desenvolvido considerando que h(τ) =

H cos(Φ). Substituindo esse termo na equação 45, resulta na expressão em termos dos multipli-
cadores cos(Ωτ) e sen(Ωτ) e harmônicas de ordem superior. Desconsiderando as harmônicas
de ordem superior, resulta-se no conjunto de equações não lineares:

P1 cos(φ)+P2 sen(φ)+P3 cos(2φ) = 0 (60)

P2 cos(φ)−P1 sen(φ)−P3 sen(2φ) = 0 (61)

Na qual os termos P1,P2,P3 são funções de H e são descritas no Apêndice A. A equação 60 e
61 pode ser resolvida numericamente com as incógnitas H e φ para cada frequência. Ao resolver
as equações 60 e 61 numericamente, há a necessidade de uma suposição inicial para H e φ .
Para alguns intervalos de frequência, pode existir mais de uma solução, o que torna necessário
resolver essas equações para diferentes suposições iniciais. Essas equações foram resolvidas
usando a biblioteca Python-Scipy (JONES et al., 2001–) e a função fsolve,que consiste em
uma modificação do Método Hı́brido de Powell para encontrar as raı́zes das N-equações não
lineares. A figura 41 mostra a transmissibilidade relativa obtida usando este procedimento para
diferentes valores de deslocamento da base X̂0. Os valores dos deslocamentos de base foram
adotados, onde, X̂0 = 0.025,0.05,0.075,0.1 e os respectivos picos de ressonância movem-se
do lado direito para o lado esquerdo à medida que o deslocamento da base aumenta. Esse
comportamento é semelhante à linha que define a curva Backbone definida na equação 47 e
mostrada na figura 33.

As figuras 42 e 43 mostram uma comparação da transmissibilidade para o sistema proposto
com o Inerter em arranjo geométrico não linear considerando a equação exata do movimento
e comparando-o com o sistema linear massa-mola-amortecedor e o sistema linear massa-mola-
amortecedor e Inerter. A diferença entre as figuras 42 and 43 é a amplitude do deslocamento
da base X̂0, respectivamente, X̂0 = 0.3 e X̂0 = 0.6.

Na figura 42 é possı́vel observar que a transmissibilidade do sistema proposto possui algu-
mas vantagens para intervalos de frequência especı́ficos em relação aos outros dois sistemas.
Ambos os sistemas com Inerter apresentaram aproximadamente a mesma magnitude relativa
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Figura 41 - Comparação da transmissibilidade relativa considerando o modelo com Inerter em
arranjo geométrico não linear e a equação do movimento exata.

Fonte: Autor

de transmissibilidade na região da anti-ressonância.

Ambos os sistemas com Inerter apresentaram vantagem de isolamento em relação ao mo-
delo massa-mola-amortecedor na anti-ressonância. Sendo que o sistema linear com Inerter

isolou aproximadamente 36% a mais que o modelo massa-mola-amortecedor na frequência
adimensional da anti-ressonância aproximada Ω = 2.

Em alta frequência, acima de aproximadamente Ω= 100, o modelo com arranjo geométrico
não linear apresentou como vantagem, 22% a mais de isolamento da magnitude do desloca-
mento de transmissibilidade do que o sistema linear com o Inerter.

A magnitude absoluta de transmissibilidade em alta frequência do sistema com Inerter em
arranjo geométrico não linear apresenta benefı́cios, aproximadamente 22% a mais de isola-
mento do que o sistema linear massa-mola-amortecedor-Inerter. Os resultados apresentados na
figura 43 apresentam um comportamento semelhante ao da figura 42, com uma ligeira alteração
na frequência da anti-ressonância, a qual diminuiu, deslocou-se para a esquerda.

Os resultados dessas figuras mostram que há vantagens em usar o Inerter em configurações
horizontais, arranjo geométrico não linear, dependendo da amplitude da excitação de base e da
faixa de frequência de interesse, principalmente quando se deseja diminuir a magnitude absoluta
de transmissibilidade em alta frequência.
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Figura 42 - Comparação da magnitude absoluta de transmissibilidade considerando a equação
do movimento exata do sistema com Inerter em arranjo geométrico não linear, com

o sistema linear massa-mola-amortecedor e o sistema linear
massa-mola-amortecedor-Inerter, com X0 = 0.3, µ = 0.3, ξ = 0.01.
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Figura 43 - Comparação da magnitude absoluta de transmissibilidade considerando a equação
do movimento exata do sistema com Inerter em arranjo geométrico não linear, com

o sistema linear massa-mola-amortecedor e o sistema linear
massa-mola-amortecedor-Inerter, com X0 = 0.6, µ = 0.3, ξ = 0.01.
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5.3 Estabilidade da Resposta Periódica

5.3.1 Estabilidade da Resposta Periódica - Equação do Movimento aproximada para
Baixa Amplitude

As condições que levam a saltos na resposta em frequência são definidas pelas frequências
onde ocorrem as bifurcações (bifurcação I’ e a bifurcação J’ na figura 44) e são importantes
na análise de sistemas não lineares, uma vez que estas condições produzem comportamen-
tos indesejados em isoladores de vibrações. Os saltos de um ramo estável para outro causam
vibrações com grandes amplitudes de deslocamento podendo causar falhas mecânicas ou es-
truturais do mecanismo isolador, manutenção frequente e dispendiosa ou até mesmo danos e
desconfortos para o homem. A análise das regiões de instabilidade pode ser obtida conside-
rando a perturbação na resposta periódica, definida por

h(τ) = u(τ)+ e(τ) =U cos(Ωτ)+ e(τ) (62)

Onde u é uma solução da equação diferencial e e é um pequeno parâmetro de perturbação.
Substituindo a equação 62 para o caso de movimento livre na equação 42 fornece

(
1+µ (u+ e)2

)(
u′′+ e′′

)
+2ξ

(
u′+ e′

)
+
(

1+µ
(
u′+ e′

)2
)
(u+ e) = 0 (63)

Expandindo a equação 63, e lembrando que u(τ) é uma solução

(
1+µu2)u′′+2ξ u′+

(
1+µu′2

)
u = 0 (64)

Substituindo a equação 64 na equação 63, resulta em

(1+µu2)e′′+µ(2ue+ e2)(u′′+ e′′)+2ξ e′+(1+µu′2)e+µ(2u′e′+ e′2)(u+ e) = 0 (65)

Assumindo que e(τ) = A sen(Ωτ)+Bcos(Ωτ) e, desde que e é um parâmetro pequeno, os
termos de ordem superior podem ser desprezados (A2,B2,AB,A2B,AB2, · · · ), possibilitando
reescrever a equação 65 como

[(
1−Ω

2(1+
3
2

µU2
)

A+2ξ ΩB
]

cos(Ωτ)+[(
1−Ω

2(1+
1
2

µU2
)

B−2ξ ΩA
]

sen(Ωτ) = 0
(66)
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Os parâmetros A e B são pequenos, mas não nulos, portanto, a equação 66 pode ser re-
organizada em duas equações em termos de termos seno e co-seno e colocada sob a forma de
matriz,

[
1−Ω2 (1+ 3

2 µU2) 2ξ Ω

−2ξ Ω 1−Ω2 (1+ 1
2 µU2)

][
A
B

]
=

[
0
0

]
(67)

Para não-zero A e B, o determinante da equação 67 fornece a equação que define as regiões
de instabilidade

3µ2Ω4

4
U4−2µΩ

2 (1−Ω
2)U2 +4ξ

2
Ω

2 +
(
1−Ω

2)2
= 0 (68)

Entre as quatro soluções da equação 68 em termos de U , duas são de interesse, e podem ser
plotadas em função da frequência mostrada na figura 44. As áreas vermelhas definem as regiões
onde o sistema está sujeito a saltos (região instável).

Figura 44 - Deslocamento relativo e região de estabilidade obtida pelo método do Balanço
Harmônico, com X̂0 = 0.1, µ = 0.3, ξ = 0.01. Considerando o sistema com

Inerter em arranjo geométrico não linear - aproximação BA.
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5.3.2 Estabilidade da Resposta Periódica - Equação do Movimento Exata

Realizando um procedimento similar para o modelo exato, o equivalente da equação 68 é
dado por

T8U8 +T6U6 +T4U4 +T2U2 +T0 = 0 (69)

Essa equação também pode ser escrita como uma função de Ω como

W4Ω
4 +W2Ω

2 +W0 = 0 (70)

E os termos Ti e Wi são dados no Apêndice B. Resolver qualquer uma das equações 69 ou
70 permite obter a região de instabilidade da resposta periódica. No caso da equação exata do
sistema, as regiões de instabilidade são plotadas na figura 45

Figura 45 - Deslocamento relativo e região de estabilidade obtida pelo método do Balanço
Harmônico, com µ = 0.3, ξ = 0.01. Foram utilizados dois valores de

deslocamento de base X̂0 = 0.05,0.025. Considerando o sistema com Inerter em
arranjo geométrico não linear - equação exata.
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Fonte: Autor

É possı́vel observar na figura 45, as regiões de instabilidade que diferem dos resultados
mostrados na figura 44. Para grandes valores de deslocamento de base, as curvas não atravessam
as regiões vermelhas e o sistema não apresenta saltos. No caso das duas curvas mostradas nesta
figura, as frequências onde ocorrem a bifurcação L’ e a bifurcação N’ coincidem com a parte
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superior da região de instabilidade. As frequências onde ocorrem a bifurcação K’ e a bifurcação
M’ não são coincidentes, principalmente devido às aproximações descritas na seção 4.
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5.4 Análise Numérica - Equação do Movimento Exata

Nas seções anteriores, foi utilizado o método do Balanço Harmônico para obter as soluções
das equações não lineares e foi considerada a equação do movimento exata, assim como as
equações do movimento aproximadas para alta e baixa amplitude. Nesta seção, uma análise de-
talhada é realizada usando integração numérica considerando a Equação do Movimento Exata.
O método de integração numérica escolhido foi o método explı́cito de Runge-Kutta-Fehlberg
(4,5). Em alguns casos, foi usada a computação paralela usando o módulo de multiprocessa-
mento (MCKERNS et al., 2012). Foi utilizada a equação do movimento exata, sem aproximações,
que pode ser escrita como:

(
1+µ

h2

(1+h2)

)
h′′+2ξ h′+

(
1+µ

h′2

(1+h2)2

)
h = Ω

2X̂0 cos(Ωτ) (71)

A escolha usual das variáveis de estado como q1 = h e q2 = h′, e as equações de estado são
dadas por:

q′1 = q2 (72)

q′2 =−
(

1+µ
h2

(1+h2)

)−1
(

2ξ h′+

(
1+µ

h′2

(1+h2)2

)
h−Ω

2X̂0 cos(Ωτ)

)
(73)

A primeira investigação foi realizada pela integração da equações 72 e 73 na faixa de
frequência Ω = [0.8,1.2] usando pequenos passos incrementais na frequência. A integração
numérica foi realizada com o sistema inicialmente em repouso e com intervalo de tempo τ =

2000. Apenas um pequeno intervalo no final de cada histórico no tempo foi considerado com a
finalidade de evitar a influência do comportamento transitório. Este procedimento foi repetido
para diferentes valores de deslocamento da base X̂0 e é mostrado na figura 46.

É possı́vel observar na figura 46 que aumentando a amplitude do movimento da base, des-
loca o pico de ressonância para a esquerda no eixo da frequência. Existem valores de des-
locamento da base que produz descontinuidades na resposta em frequência, bifurcações, por
exemplo, quando X̂0 = 0.1. Ao aumentar ainda mais o deslocamento da base, as descontinuida-
des tendem a desaparecer e o pico de ressonância tende a um valor fixo que está de acordo com
o descrito nas seções anteriores.
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Figura 46 - Bifurcação - Magnitude relativa de transmissibilidade |H/X̂0| para diferentes
valores de deslocamento de base (X0), considerando integração numérica, com

µ = 0.3 e ξ = 0.02. Considerando o sistema com Inerter em arranjo geométrico
não linear - equação exata.
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5.4.1 Evolução das bacias de atração - Equação do Movimento Exata

Na seção anterior, foi mostrado que há um intervalo de frequência adimensional Ω onde
dois ramos de estabilidade coexistem. Nesta seção, para Ω < ΩS′ , a figura 47 apresenta apenas
o ramo de estabilidade O’T’P’ (baixa amplitude) e para Ω > ΩP′ , apresenta apenas o ramo de
estabilidade S’Q’R’ (alta amplitude).

Figura 47 - Bifurcação - Magnitude da transmissibilidade relativa (|H/X̂0|) obtido por
varredura de frequência. Os resultados foram obtidos através da integração

numérica, para X0 = 0.1, µ = 0.3 e ξ = 0.01. O detalhe mostra o intervalo de
frequência com soluções co-existentes. Considerando o sistema com Inerter em

arranjo geométrico não linear - equação exata.
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No intervalo ΩS′ < Ω < ΩP′ , chamado de intervalo de biestabilidade, apresenta os dois ra-
mos de estabilidade coexistindo, e diferentes, sendo que nesse intervalo de análise o sistema
possui um ciclo-limite de alta amplitude (figura 48) e o outro ciclo-limite de baixa amplitude
(figura 49) que ocorrem na frequência adimensional Ω = 0.91, ambos de perı́odo-1. Nessa
frequência adimensional, Ω = 0.91, as condições inicias de deslocamento e velocidade deter-
minam se o sistema se estabilizará em um ciclo de alta ou de baixa amplitude.
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Figura 48 - (a) Histórico no tempo e (b) Plano de Fase no Estado-Estacionário para a
frequência de excitação Ω = 0.91 com h0 = 0 e h′0 =−4.0. Considerando o

sistema com Inerter em arranjo geométrico não linear - equação exata.
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Figura 49 - (a) Histórico no tempo e (b)Plano de Fase no Estado-Estacionário para a
frequência de excitação Ω = 0.91 com h0 = 2 e h′0 =−4.0. Considerando o

sistema com Inerter em arranjo geométrico não linear - equação exata.
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As bacias de atração desses dois atratores periódicos foram calculadas e são mostradas na
figura 50-a e na figura 50-b , em que a área amarela é a bacia do ciclo-limite de alta amplitude,
e a área escura é a bacia do ciclo limite de pequena amplitude. A figura 51 mostra a evolução
das bacias assim como a razão de inércia é variada µ , mostrando que quanto maior é µ resulta
em uma maior probabilidade de encontrar uma resposta de amplitude maior. Está figura ilustra
uma provável existência de um fenômeno chamado de Erosão de Bacia.

Figura 50 - (a) Bacias de atração para Ω = 0.91, µ = 0.3, ξ = 0.01 e X̂0 = 0.1, onde a área
amarela representa o ciclo limite de alta amplitude e a área escura representa o
ciclo limite de pequena amplitude; (b) região de zoom. Considerando o sistema

com Inerter em arranjo geométrico não linear - equação exata.
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As bacias de atrações sugerem que o aumento do valor da inertância tornam o sistema mais
propenso a exibir um ciclo-limite de grande amplitude, figura 51(f).
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Figura 51 - Efeito da razão de inércia (µ) na bacia de atração (a,b,c,d,e,f). A última figura no
canto inferior direito mostra a relação entre os ciclos-limite de baixa e alta

amplitude em função da razão de inércia, considerando o sistema com Inerter em
arranjo geométrico não linear - equação exata.
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6 CONSIDERAÇÕES FINAIS

6.1 Conclusões

Nesta tese foi apresentada a análise do comportamento dinâmico de um sistema isolador de
vibrações utilizando o dispositivo Inerter em arranjo geométrico linear e em arranjo geométrico
não linear, através das curvas de transmissibilidade de deslocamento relativo e absoluto. No
Capı́tulo 3, foram apresentadas as modelagens matemáticas de quatro modelos, o modelo de um
grau de liberdade linear de um sistema isolador de vibrações do tipo massa-mola-amortecedor,
Modelo 1, outro modelo, massa-mola-amortecedor-Inerter, Modelo 2, assim como a modela-
gem matemática de dois modelos mais aprimorados para efeito de validação do aparato expe-
rimental, Modelo 3 e Modelo 4. No capı́tulo 4, foram apresentadas as análises e validações
do Modelo 3 e Modelo 4 referente ao aparato experimental massa-mola-Inerter. No Capı́tulo
5, foi apresentado um sistema isolador de vibrações massa-mola-amortecedor com Inerter em
arranjo geométrico não linear, Modelo 5. Nesse capı́tulo apresentaram-se três modelagens ma-
temáticas referentes ao Modelo 5: a primeira para a solução da equação do movimento exata, a
segunda para a aproximação da equação do movimento para baixa amplitude e a terceira para a
aproximação da equação do movimento para alta amplitude, foi utilizado o método do Balanço
Harmônico para solucionar as equações não lineares do sistema. Foi apresentada a estabili-
dade da resposta periódica para o deslocamento relativo e para o deslocamento absoluto e uma
análise numérica. As principais conclusões obtidas foram:

• Os sistemas isoladores de vibrações de um grau de liberdade linear massa-mola-amortecedor-
Inerter, Modelo 2, trazem benefı́cios e malefı́cios no isolamento da vibração, apresenta-
dos nos Capı́tulos 3 e 5. A principal vantagem desse sistema isolador linear com Inerter, é
que o sistema apresenta boa capacidade de isolamento na frequência da anti-ressonância,
a qual é possı́vel de ser escolhida e ajustada para um determinada frequência desejada
alterando-se a inertância. O sistema linear isolador de vibrações com Inerter possui a
capacidade de reduzir a amplitude de transmissibilidade de deslocamento do sistema em
até aproximadamente 99% na anti-ressonância. Por outro lado, a desvantagem é que o
sistema apresenta um valor contı́nuo de transmissibilidade em altas frequências, maior
que o sistema massa-mola-amortecedor, Modelo 1, modelo clássico.

• O aparato experimental massa-mola-Inerter possibilitou validar ambos os modelos ma-
temáticos Modelo 3 e Modelo 4, com exceção da magnitude relativa de transmissibilidade
na ressonância, onde a causa mais provável é a existência de outro tipo de atrito no experi-
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mento (atrito assimétrico devido a folgas e momentos de inércia atuantes no mecanismo),
o qual interfere de maneira não linear na resposta do sistema. Tanto o aparato experimen-
tal massa-mola-Inerter, quanto as equações de magnitude relativa de transmissibilidade
apresentaram resultados muito próximos, sendo possı́vel identificar e validar as principais
caracterı́sticas desse sistema isolador de vibrações. Os resultados experimentais mostra-
ram que o aparato experimental massa-mola-Inerter possui boa capacidade de isolamento
de vibrações na frequência da anti-ressonância, e pode apresentar até aproximadamente
99% de isolamento da magnitude relativa de transmissibilidade, a qual pode ser escolhida
e ajustada através da variação da inertância.

• O capı́tulo 5 apresentou o comportamento dinâmico de um sistema isolador de vibrações
massa-mola-amortecedor com Inerter em arranjo geométrico não linear, Modelo 5, o qual
possui benefı́cios em relação ao sistema massa-mola-amortecedor linear, Modelo 1, pois
apresenta menor magnitude de deslocamento de transmissibilidade na anti-ressonância,
aproximadamente 36% menor. A principal vantagem do sistema isolador de vibrações
com Inerter em disposição geométrica não linear, Modelo 5, é que apresenta a magnitude
de deslocamento de transmissibilidade, na alta frequência, aproximadamente 21% menor
do que a do sistema linear massa-mola-amortecedor-Inerter. A não linearidade neste
sistema desaparece quando a amplitude do movimento se torna alta, de modo que ela
existe somente em um intervalo de amplitude limitado.
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6.2 Trabalhos realizados

• Artigos completos publicados em periódicos: MORAES, FERNANDO DE HARO; SIL-
VEIRA, MARCOS ; GONÇALVES, PAULO J. PAUPITZ . On the dynamics of a vibra-
tion isolator with geometrically nonlinear inerter. NONLINEAR DYNAMICS, v. 2018,
p. 1, 2018.(ISSN:0924−090X).(https://doi.org/10.1007/s11071−018−4262−6)

• Trabalho apresentado em congresso internacional: DINAME - XVII (2017). Internati-
onal Symposium on Dynamic Problems of Mechanics. THE USE OF A PNEUMATIC
INERTER FOR VIBRATION ISOLATION. 2017

• Trabalho apresentado em encontro regional: III ERMAC - Encontro Regional de Ma-
temática Aplicada e Computacional.Análise de um modelo de dois graus de liberdade
utilizando inerter. 2016.

• Trabalho apresentado em seminário: X Seminário da Pós-graduação em Engenharia Me-
cânica. ANÁLISE DE UM ISOLADOR DE VIBRAÇÕES INERCIAL PNEUMÁTICO.
2016.

• Trabalho apresentado em seminário: IX Seminário da Pós-Graduação em Engenharia
Mecânica. ANÁLISE DA RESPOSTA AO CHOQUE DE UM MODELO DE SUS-
PENSÃO DE UM QUARTO DE CARRO UTILIZANDO INERTER. 2015.
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6.3 Trabalhos futuros

Sugestões de trabalhos futuros:

• Aperfeiçoar o modelo massa-mola-Inerter considerando os efeitos do atrito do tipo as-
simétrico, assim como considerar os diferentes tipos modelo de atrito, afim de verificar
sua influência na amplitude dos picos de ressonância e anti-ressonância e trazer uma
maior realidade ao modelo.

• Analisar a influência de diferentes tipos de não linearidades, como folga no acoplamento
e no engrenamento da cremalheira do Inerter, desbalanceamento do volante de inércia.
Considerando que os dispositivos reais estão sujeitos a esses tipos de folgas.

• Analisar o sistema absorvedor de vibrações com Inerter sob a excitação do tipo choque,
impacto, buscando analisar se o dispositivo apresenta vantagens quanto ao isolamento de
vibrações.

• Analisar a influência de um volante de inércia sob influência magnética, visando a aplicação
de uma bobina sobre o mesmo com a finalidade de realizar a coleta de energia, isolar ou
absorver vibração.

• Analisar a influência do volante de inércia composto por pares de um sistema de massa-
mola-amortecedor, assim considerar a utilização desses conjuntos com diferentes configu-
rações de rigidez com a finalidade de aumentar a faixa de isolamento da anti-ressonância.
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APÊNDICE A - TERMOS POLINOMIAIS

Os termos polinomiais que definem a eq.60 e a eq.61 são:

P1 =−
5
8
(
(µ +1)Ω

2−1
)

H5− 1
2
(
(1µ +3)Ω

2−3
)

H3 +
(
1−Ω

2)H (74)

P2 =−
1
4

(
ξ ΩH5 +4ξ ΩH3 +8ξ ΩH

)
(75)

P3 =−
1
4
(
Ω

2H4 +2Ω
2H2) X̂0 (76)
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APÊNDICE B - TERMOS POLINOMIAIS - ESTABILIDADE

Segue abaixo os termos que definem as equações de estabilidade eq.69 e eq.70:

T 8 =
125
64
(
µ

2 +2µ +1
)

Ω
4 +

1
32
(
10ξ

2−125µ−125
)

Ω
2 +

125
64

(77)

T6 =
1
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5µ

2 +20µ +15
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(78)

T4 =
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3µ
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W0 =
125
64

U8 +
15
2

U6 +
21
2

U4 +6U2 +1 (84)

B.1 Transmissibilidade absoluta do Sistema Linear

A transmissibilidade absoluta do sistema linear é dada por
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T =
1+ j2ξ Ω

1−Ω2 + j2ξ Ω
(85)

A transmissibilidade absoluta do sistema linear massa-mola-amortecedor-Inerter da fig. 32
é dada por

T =
1−µΩ2 + j2ξ Ω

1− (1+µ)Ω2 + j2ξ Ω
(86)


