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RESUMO

Esta tese de doutorado apresenta o comportamento de um dispositivo mecanico chamado
Inerter. O mecanismo considerado € linear, possui dois terminais de fixacao e uma cremalheira
conectada a um volante de inércia. Uma forca é desenvolvida sempre que houver um movimento
relativo e aceleracdo entre seus dois terminais. A forca do Inerter é proporcional a aceleragao
relativa entre seus terminais multiplicada pela inertancia. A inertancia € um parametro do Iner-
ter a qual esté relacionada ao momento de inércia e a relacdo de engrenamento do volante de
inércia e cremalheira. A principal vantagem do sistema isolador de vibragdo com o dispositivo
Inerter é que o sistema apresenta alta capacidade de isolamento de vibragdo na frequéncia da
anti-ressondncia, a qual € possivel de ser escolhida e ajustada para uma determinada frequéncia
desejada alterando-se a inertancia. O principal objetivo desta tese € analisar um sistema isolador
de vibragdo acoplado a um dispositivo Inerter em um arranjo linear e em um arranjo geométrico
nao linear. Foi observado que o arranjo geométrico ndo linear do dispositivo Inerter promove
beneficios em relacdo ao arranjo linear em termos de reducao da magnitude de transmissibili-
dade.

Palavras-chave: Inerter; Isolamento de vibracdo; Nao-linearidade geométrica.



ABSTRACT

This doctoral thesis presents the behavior of a mechanical device called Inerter. The mecha-
nism considered is linear, has two fixing terminals and a rack connected to an inertia flywheel.
A force is developed whenever there is a relative movement and an acceleration between its
two terminals. The Inerter force is proportional to the relative acceleration between its termi-
nals multiplied by the inertance. The inertance is a parameter of the Inerter which is related
to the moment of inertia and the gear ratio of the flywheel and rack. The main advantage of
the vibration isolator system with the Inerter device is that the system has high vibration iso-
lation capacity at the anti-resonance frequency which can be chosen and adjusted for a desired
frequency changing the inertance. The main objective of this thesis is to analyze a vibration iso-
lation system coupled to an Inerter device in a linear arrangement and in a nonlinear geometric
arrangement. It was observed that the non-linear geometric arrangement of the Inerter device
promotes benefits over the linear arrangement in terms of reduction of the transmissibility mag-

nitude.

Keywords: Inerter; Vibration isolation; Geometrical nonlinearity.
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1 INTRODUCAO

Neste capitulo introdutério sdo apresentadas as motivacdes deste trabalho, a importancia
dos mecanismos do tipo Inerter assim como as descricoes dos capitulos e dos apéndices que

compoem esta tese.

1.1 Motivacoes

A maioria das maquinas, dispositivos mecanicos, apresentam algum tipo de vibracao. Mui-
tas vezes as vibracdes sdo inerentes ao dispositivos considerados. E possivel citar inimeras
fontes de vibracOes mecanicas presentes em motores a combustdo com o movimento alter-
nativo dos cilindros, abertura e fechamento de valvulas, motores elétricos com suas bobinas
acionando e desacionando, o contato entre o pneu se deslocando em um pavimento rugoso, o
atrito entre uma fuselagem de um veiculo em movimento e o ar, dispositivos vibradores como
compactadores de solo, martelos de impacto, vibragdes oriundas do engrenamento dos dentes
de engrenagens, fendmenos naturais como assentamentos de terra, terremotos, ventos, entre ou-
tros. As vibracdes mecanicas podem causar efeitos indesejdveis tanto para o homem (nduseas,
dores musculares, lesdes) quanto para os sistemas mecanicos (oscilacdes com deslocamentos
excessivos, esforcos acima dos projetados) até atingir a falha ou fratura. Visando realizar a
reducdo dessas vibragdes pode ser adicionado um absorvedor de vibragdo ao sistema do tipo

Inerter.

O Inerter é um dispositivo mecanico, linear, o qual possui dois terminais de fixacdo e uma
cremalheira conectada a um volante de inércia. Uma forca € desenvolvida sempre que houver
um movimento relativo e aceleragdo entre seus dois terminais. A forca do Inerter é proporci-
onal a aceleracdo relativa entre seus terminais multiplicada pela inertancia. A inertancia é um
parametro do Inerter a qual esta relacionada ao momento de inércia e a relagdo de engrenamento

do volante de inércia e cremalheira.

O Inerter possui grande potencial de aplicagdo como absorvedor dindmico de vibracdes
podendo substituir os sistemas absorvedores de vibracdes de massa sintonizada presente em
prédios de elevada altura (100 andares, 350 metros) (GONZALEZ-BUELGA et al., 2017),
(WANG et al., 2007), (LAZAR; NEILD; WAGG, 2014), (DOMENICO; RICCIARDI, 2018);
em variados tipos de suspensodes passivas de veiculos automotores, carros de alta performance
(SMITH, 2003, 2008),(CHEN et al., 2009), caminhdes (ZHANG; HU, 2014), motocicletas,
trens (WANG et al., 2009), (JIANG et al., 2012); em isoladores de vibracio do montante
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de motores (USHIJIMA; TAKANO; KOJIMA, 1988), (YU; NAGANATHAN; DUKKIPATT,
2001); em dispositivos de acoplamentos e barreiras de frenagem de trens e em dispositivos
decks de ancoragem de grandes navios (LAGIEWKA; DOBRY, 2003); no trem de pouso de
avides (LIU; CHEN; TIAN, 2015), (XIN; YUANCE; MICHAEL, 2015), no sistema de direcdo
de motocicletas de alta performance (EVANGELOU et al., 2004), no sistema de rotores e pas
de helicopteros, na estabilizacdo da rotacdo de motores (FLANNELLY, 1969), no sistema de
seguranca anti-queda de elevadores prediais, entre outras diversas aplicacOes encontradas na

literatura.

Apesar do dispositivo Inerter ter sido referénciado a partir de Goodwin (1967), Flannelly
(1969), o dispositivo possui aplicagdes atuais como as apresentadas por Lazarek, Brzeski e Per-
likowski (2018) os quais propuseram um dispositivo Inerter com inertancia varidvel através de
um dispositivo com transmissdo continuamente variavel (CVT), Alujevic et al. (2018) analisou
o Inerter atuando de maneira ativa acoplado em paralelo a um sistema isolador massa-mola-
amortecedor, Ge e Wang (2018) criaram um dispositivo Inerter com fuso de esferas e a relacdo

de engrenamento foi realizada através de engrenagens planetarias.

Os sistemas lineares isoladores de vibragao com Inerter (massa-mola-amortecedor-Inerter),
apresentam alta capacidade de isolacdo de vibracdo na anti-ressonancia, a qual € possivel de
ser escolhida e ajustada para uma determinada frequéncia desejada (SMITH, 2002a), mas em
alta frequéncia, por outro lado, como desvantagem, esses sistema apresentam maior transmis-
sibilidade que os sistemas de isolamento massa-mola-amortecedor. Visando obter algum tipo
de melhoria de isolamento na regido de alta frequéncia foi considerado realizar a andlise de
um sistema isolador de vibragdo massa-mola-amortecedor com Inerter em arranjo geométrico
nao linear baseado na geometria dos dispositivos com o conceito de mecanismo do tipo snap-
through o qual fornece as condicdes HSLDS (CARRELLA; BRENNAN; WATERS, 2007),
(SHAW et al., 2013), (AVRAMOV; GENDELMAN, 2009), (LIU; JING, 2016), (HAO; CAO;
WIERCIGROCH, 2017), utilizando uma configuracdo aproximada a de Tang e Brennan (2013),
mas utilizando o dispositivo Inerter. Esse tipo de nao linearidade geométrica aplicada ao dis-
positivo Inerter foi pouco explorada de maneira que nao ha literatura prévia apresentando o

comportamento da transmissibilidade do sistema com essas configuragdes.
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1.2 Objetivos

O objetivo desta tese € analisar o comportamento dindmico de um sistema isolador de
vibragdes utilizando o dispositivo Inerter em arranjo geométrico linear e em arranjo geométrico
nao linear. Deste modo, os principais objetivos desta tese de doutorado podem ser resumidos

entre os seguintes tOpicos:

e Realizar a constru¢cdo do aparato experimental e a analise do modelo do sistema com
um grau de liberdade massa-mola-Inerter em arranjo geométrico linear, assim como va-
lidar o modelo proposto. Comparar a resposta em frequéncia do aparato experimental
massa-mola em relacdo ao aparato experimental massa-mola-Inerter. Realizar experi-

mentalmente a variacdo da inertancia relacionada a massa do volante de inércia.

e Analisar os efeitos ndo lineares do sistema massa-mola-amortecedor-/nerter em arranjo
geométrico ndo linear em termos de isolamento de vibracdo e comparar com o sistema
massa-mola-amortecedor-Inerter em arranjo geométrico linear. Realizar a modelagem
matematica do sistema massa-mola-amortecedor-Inerter em arranjo geométrico nao li-
near, incluido a equa¢do do movimento, bem como as aproximacoes da equa¢dao de mo-

vimento para baixa e alta amplitude.
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1.3 Descricao da tese

Esta tese de doutorado é apresentada em seis capitulos e dois apéndices. Os capitulos

abrangem os seguintes conteudos:

O capitulo 1 apresenta a introducao sobre o dispositivo Inerter, as motivagdes, os objetivos,

assim como as descri¢des dos capitulos e dos apéndices que compdem esta tese.

O capitulo 2 apresenta a revisao da literatura para situar o problema no “estado da arte”e
os varios tipos de dispositivo Inerter (mecanico, pneumatico, hidraulico, com alavancas), desde
os modelos mais simples, até os mais complexos, assim como exemplos de aplicacdes e as

contribui¢des de cada trabalho citado.

O capitulo 3 apresenta a modelagem matematica de quatro modelos isoladores de vibracdes
em arranjo geométrico linear: o Modelo 1, é um sistema isolador de vibra¢des do tipo massa-
mola-amortecedor; o Modelo 2, € sistema isolador de vibra¢des do tipo massa-mola-amortecedor-
Inerter; o modelo 3, € um modelo mais aprimorado que o Modelo 2, no qual considera-se a
dissipagdo de energia como amortecimento viscoso e a fixagao da cremalheira do Inerter como
um acoplamento com rigidez elevada; o Modelo 4, também € um modelo mais aprimorado que
0 Modelo 2, no qual considera-se a dissipag@o de energia como atrito Coulomb. Sdo apresenta-
das as equagdes do movimento e as respostas em frequéncia dos modelos: Modelo 1, Modelo
2, Modelo 3. E apresentada a equagdo do movimento do Modelo 4, a curva de magnitude de
transmissibilidade desse modelo foi solucionada através de métodos de integracdo numérica.

No final deste capitulo € apresentada a modelagem matematica da inertancia.

O capitulo 4 apresenta a analise experimental do sistema de um grau de liberdade com
Inerter. O experimento tem como objetivo validar o Modelo 3 e Modelo 4 em relagdo ao aparato
experimental e as consideragcdes adotadas, assim como realizar a comparacao entre o aparato
experimental massa-mola e o sistema massa-mola-/nerter e também realizar o experimento

relativo a variagdo da Inertancia associada a massa do Volante de Inércia.

O capitulo 5 apresenta a analise dos efeitos nao lineares do sistema massa-mola-amortecedor-
Inerter em arranjo geométrico nao linear em termos de isolamento de vibracdo, Modelo 5, e é
comparado com o sistema linear massa-mola-amortecedor-Inerter, Modelo 2. A anélise com-
preende a solucdo da equagdo do movimento exata, bem como as aproximagdes da equagao
de movimento para baixa e alta amplitude. Nesse capitulo, € utilizado o método do Balanc¢o
Harmonico para obter as solu¢des das equagdes nao lineares. A andlise numérica complementa

a investigacao.
O capitulo 6 apresenta as conclusdes e as inten¢des de trabalhos futuros.

Em seguida, é apresentada a lista das referéncias bibliograficas e por ultimo os apéndices.
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2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Este capitulo apresenta a revisdo da literatura para situar o problema no estado da arte e os
varios tipos de dispositivo Inerter (mecanico, pneumatico, hidraulico, com alavancas), desde
os modelos mais simples, até os mais complexos, assim como exemplos de aplicacdes e as

contribui¢des de cada trabalho citado.

2.1 Isoladores Inerciais

Tradicionalmente, o isolamento das vibracdes mecanicas € realizado com um elemento
elastico, geralmente uma mola, isolada ou associada a um amortecedor € uma massa inerente

ao sistema.

A mola possui uma elasticidade de acordo com seu material e formato construtivo, responde
elasticamente pelo menos em um intervalo de solicitacio e € capaz de armazenar energia elédstica
potencial. A mola opde-se a forca que a ela estd aplicada. Elas podem ser linear (obedece a Lei

de Hooke) ou caso contrario, nao linear.

O amortecedor é um elemento mecanico o qual dissipada a energia do sistema eldstico. A
energia é consumida por atrito entre as pecas moveis do sistema e ou pelo atrito interno entre
as pecas e o fluido do sistema, havendo uma dissipacdo de energia mecanica sob forma de
calor e ou som. Os tipos mais comuns do elemento mecanico amortecedor sdo: amortecedores
viscosos; amortecedores de atrito seco e os amortecedores estruturais ou histeréticos, sendo que

existem outros tipos.

Muitas vezes € possivel reduzir, mas ndo eliminar as forcas dindmicas que causam vibragdes
(CRAIG; KURDILA, 2006). Dessa maneira existem varios métodos utilizados para efetuar o
controle das vibra¢des como: realizar o controle das frequéncias naturais do sistema e evitar que
coincidam com a frequéncia de excitagdo do sistema; controlar a resposta do sistema inserindo
um mecanismo amortecedor ou dissipador de energia; diminuir a transmissibilidade de forcas de
excitacao nas partes da maquina utilizando isoladores de vibracdo; reduzir a reposta do sistema

adicionando um absorvedor de vibragao.

Dentre os sistemas absorvedores dindmicos de vibragdes amortecidos pode ser citado o sis-
tema absorvedor de vibragdo sintonizado, o qual, tem como caracteristica um grau de liberdade
e a configuracdo em paralelo de molas e amortecedores, conectados a uma massa numa de suas
extremidades e a estrutura na outra. Esse tipo de amortecedor tem aplicagdo em prédios de

elevada altura como o instalado no edificio Taipei 101. Esse dispositivo € projetado de maneira
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que as frequéncias naturais do sistema fiquem distante da frequéncia de excitacdo. O sistema
absorvedor de vibragao sintonizado do Taipei 101 possui uma enorme esfera de metal com
cerca de 660 toneladas de massa, molas e amortecedores que permitem o edificio resistir aos
efeitos dinamicos do vento e evitar deslocamentos excessivos que possam comprometer a sua in-
tegridade estrutural, (fonte: https://www.engenhariacivil.com/amortecedor-massa-sintonizada-
taipei-101).

A palavra Inerter possui origem na lingua Inglesa e ndo possui uma tradugao para a lingua
Portuguesa. Por outro lado a palavra Inerte possui significado na lingua Portuguesa: sem ativi-
dade ou movimento préprio; desprovido de movimento; aquele que nao reage; imével; inani-
mado. Assim sendo uma traducdo mais adequada para essa palavra na lingua Portuguesa seria
“Inerciador”’com o significado: dispositivo mecanico que possui dois terminais de fixacdo e
uma cremalheira conectada a um volante de inércia, possui um parametro caracteristico cha-
mado inertancia. A inertancia, em linguagem popular, estd relacionada as forcas de inércia do

dispositivo.

Em 2002, Smith (2002a) mencionou pela primeira vez o conceito do Inerter. O mecanismo
considerado € linear, possui dois terminais de fixagdo e uma cremalheira acoplada a um volante
de inércia, cuja massa e amortecimento sdo despreziveis. Uma forca é desenvolvida sempre
que houver um movimento relativo entre seus dois terminais. A forca do Inerter € proporcional
aceleracdo relativa entre seus terminais multiplicada pela inertancia, Smith (2003, 2008), Chen
et al. (2009), figuras 1 e 2.

Figura 1 - Dispositivo Inerter com cremalheira e pinhao.
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Fonte: Smith (2003), Copyright (©) 2003, IEEE
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Figura 2 - Dispositivo Inerter com fuso de esferas.

Terminal 2 Nut Flywheel  Screw Terminal 1

Fonte: Chen et al. (2009), Copyright (©) 2009, IEEE

O Inerter possibilitou a representacdo completa de seu andlogo elétrico, o capacitor (figura
3) . Antes do surgimento do Inerter, para realizar a analogia, considerava-se que o capacitor
possuia um de seus dois terminais aterrados para que pudesse ser representado por um elemento
de massa, o qual considerava-se que possuia apenas um terminal de fixacdo no seu centro de
massa. O Inerter possui dois terminais de fixagdo assim como o capacitor completando a rede
de analogia entre os elementos elétrico e mecanicos Smith (2002b).

Figura 3 - Redes de Analogia Mecanico Elétrica.
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Fonte: Smith (2003), Copyright (©) 2003, IEEE

O sistema absorvedor de vibracdo do tipo massa sintonizada, necessariamente associa as
for¢as de inércia do dispositivo a massa suspensa de uma esfera ou de uma massa concentrada,
enquanto o Inerter associa as forcas de inércia do dispositivo a0 momento de inércia de rotacdo
de um disco, volante de inércia e uma relagdo de engrenamento. Assim um dispositivo Inerter

com fuso de esfera, figura 2 com massa total de 1 kg apresenta um valor de inertancia ajustavel
de 60 kg a 240 kg (CHEN et al., 2009).

A massa é um componente do sistema associada a inércia e pode ganhar ou perder energia
cinética conforme sua velocidade aumente ou diminua. O [Inerter pode ser considerado um
dispositivo que adiciona forcas de inércia ao sistema. Em 2005, o Inerter foi utilizado na

suspensao de carros de corrida de Formula 1, com o nome de J-Damper, substituindo o o sistema
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absorvedor de vibragdo do tipo massa sintonizada (figura 4) . O Inerter, possui dimensoes e
peso menores que os dos amortecedores de massa convencionais, possibilitando um conjunto

de suspensdo mais leve, compacto e eficiente (CHEN et al., 2009).

Figura 4 - Sistema absorvedor de vibragao do tipo massa sintonizada e Inerter (Renault 2006).

Fonte: Copyight / Craig Scarborough

Apesar do nome [nerter ter surgido em 2002 com Smith, ha varios dispositivos que pos-
suem comportamento semelhante que surgiram antes dessa data, assim como o dispositivo
pneumatico referenciado por Goodwin (1967), o mecanismo de massas e alavancas de Flan-
nelly (1969) ou o mecanismo hidrdulico estudado por Ushijima, Takano e Kojima (1988), os
montantes hidraulicos de motores de Ushijima, Takano e Kojima (1988), Yu, Naganathan e
Dukkipati (2001).

A figura 5 apresenta 0 mecanismo proposto por Goodwin (1967) , o qual consiste em
um fole flexivel, sem rigidez, o qual suporta o corpo suspenso a ser isolado. O fole flexivel
comunica-se com uma camara rigida através de dutos metalicos rigidos . O mecanismo é cons-
tituido pelo fole flexivel, dutos e cAmara rigida, sendo um sistema fechado e preenchido to-
talmente com um fluido gasoso. Cada fluido possui uma determinada propriedade; o fluido
armazenado dentro do sistema pneumdtico possui como parametros a densidade especifica, o

modulo volumétrico, e o coeficiente de viscosidade do fluido.
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Figura 5 - Dispositivo Inerter de Goodwin.

Fosn@t

~ ] EQULIBRUM
“POSITION

1~ /3

2 L,
Ag. —— —
o.p N S
A 47
s 2

Fonte: Goodwin (1967)

O dispositivo de Flannelly (1969) refere-se a um isolador de vibrag@o passivo em que as
forcas da mola sao contrabalancadas pelas forcas de inércia de uma alavanca com uma massa
concentrada em uma de suas extremidades e produz um alto grau de isolamento em certas
frequéncias de vibragdo e baixa deflexdo estatica. O dispositivo consiste em uma massa movel
acoplada a uma alavanca com uma massa fixa em uma de suas extremidades e um sistema de
mola e amortecedor posicionados entre o corpo a ser isolado e a base ou suporte da estrutura,
figura (6). Esse isolador de vibracdo possui a capacidade de reduzir a transmissibilidade do

sistema a valores muito pequenos, quase nulos, em uma frequéncia sintonizada desejada.

Yilmaz e Kikuchi (2006) trabalharam em um modelo semelhante ao de Flannelly com ala-
vancas e massas com a finalidade de projetar um isolador de vibragao passivo rigido e leve
que tem um comportamento de banda-de-parada (stop-band) em baixas frequéncias. Eles ana-
lisaram modelos com um e dois graus de liberdade e concluiram que a assimetria nos termos
inerciais forcados gerados pelas massas alavancadas resultou em isolador de vibragcdao que tem
duas frequéncias anti-ressonancia em sua banda-de-parada e que o efeito inercial foi benéfico

para a obtenc¢do do isolamento da vibragao.
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Figura 6 - Dispositivo Inerter de Flannelly.
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Wang, Hong e Lin (2011) desenvolveram um mecanismo Inerter utilizando elementos
hidrdulicos como: pistdo com haste passante; motor hidrdulico de engrenagens e realizou uma
andlise experimental. O experimento considerou os efeitos do atrito, amortecimento € com-

pressdao do fluido hidrdulico, assim como realizaram a modelagem matematica detalhada do

calculo da inertancia, figura (7).

Fonte: Flannelly (1969)

Figura 7 - Dispositivo Inerter hidrdulico de Wang, Hong e Lin (2011).
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Fonte: Wang, Hong e Lin (2011), Copyright (©) 2011, (©) SAGE Publications

Na pesquisa realizada por Liu, Xu e Ji (2012) desenvolveram um sistema de isolamento
de vibracgdo do tipo flutuante sobre um fluido baseado no mecanismo anti-ressonancia. O sis-
tema isola quase que por completo as vibragdes em qualquer frequéncia especifica, quando a
frequéncia de anti-ressonéincia do sistema isolador de vibragdo flutuante € sintonizada com a
frequéncia desejada, ajustando-se a massa adicionada de fluido circulante do reservatério de
fluido. Onde 1 € o corpo flutuante, 2 sdo as molas, 3 € o fluido, 4 € o recipiente do fluido, 5 € a

base rigida e 6 é a massa isolada,

figura ( 8).
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Figura 8 - Dispositivo Inerter hidrdulico de Liu, Xu e Ji (2012).

7

Fonte: Liu, Xu e Ji (2012), Copyright (©) 2012 Elsevier Ltd.

O dispositivo Inerter possui vérias possibilidades de aplicagdes, sendo que, Ushijima, Ta-
kano e Kojima (1988), Yu, Naganathan e Dukkipati (2001) realizaram estudos considerando
o Inerter aplicado em isoladores de vibragdes em montantes hidrdulicos de motores; Smith
e Wang (2002), Smith (2002b, 2003) desenvolveram, aplicaram e experimentaram o Inerter
em suspensoes passivas e ativas de veiculos automotores; Shen et al. (2016) estudaram um
modelo de um quarto de carro com dois graus de liberdade onde foi utilizado um algoritimo
genético de otimizagcdo em que as simulagdes no dominio da frequéncia confirmaram a eficicia
desse dispositivo no sistema de amortecimento , principalmente na frequéncia pré-determinada
(sintonizada) de vibragdo do corpo do veiculo, foram realizados testes experimentais com um
Inerter com fuso de esferas que comprovou os resultados da simulagdo numérica; Evangelou
et al. (2004) realizaram o estudo voltado a estabilizacdo do sistema de direcao de motocicletas
de alto desempenho; Zhang e Hu (2014) investigaram o uso do Inerter aplicado a suspensao de
caminhoes pesados com arranjo paralelo entre a mola, o amortecedor e o Inerter em um modelo
de meio caminhdo com sete graus de liberdade onde melhorou significativamente o conforto, a
dirigibilidade e a carga aplicada sobre os pneus; Liu, Chen e Tian (2015), Xin, Yuance e Michael
(2015) analisaram-o no trem de pouso de aeronaves com a funcdo de evitar o efeito vibratdrio
auto-oscilante “shimmy”; Lagiewka e Dobry (2003) desenvolveram um mecanismo para ser
aplicado em para-choques veiculares, mecanismos de frenagem de navios, trens, assim como
na maioria dos tipos de suspensdes mecanicas passivas; Wang et al. (2009), Jiang et al. (2012)
exploraram o Inerter aplicado a sistemas de suspensdo de trem melhorando o seu desempenho
relativo ao conforto lateral e vertical comparado a suspensdo convencional; Gonzalez-Buelga
et al. (2017) realizaram o estudo voltado a engenharia civil, propuseram a substitui¢ao do sis-
tema absorvedor de vibracao do tipo massa sintonizada de edificios de elevada altitude por um
dispositivo Inerter com o beneficio da reducao de massa do sistema isolador; Giaralis e Petrini
(2017), Asai e Watanabe (2017) e Wang et al. (2007) investigaram os beneficios da utilizacao
do Inerter em prédios onde que os resultados das simula¢des foram considerados efetivos na
reducdo das vibracOes dos terremotos e do transito; Domenico e Ricciardi (2018) e Lazar, Neild
e Wagg (2014) também pesquisaram o Inerter voltado a isolagdo de vibragdes de estruturas da

engenharia civil sujeitas a excitacdo de base onde os resultados numéricos apresentaram con-
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siderdavel reducdo das vibragdes sendo um potencial substituto aos sistemas absorvedores de

vibragao do tipo massa sintonizada.

Elementos dispostos de maneira geometricamente ndo lineares foram citados em traba-
lhos anteriores considerando o conceito de mecanismo do tipo snap-through o qual fornece
as condi¢des HSLDS (High Static Low Dynamic Stiffness) (Alta rigidez estdtica, baixa rigidez
dindmica)(CARRELLA; BRENNAN; WATERS, 2007), (SHAW et al., 2013), (AVRAMOV;
GENDELMAN, 2009), (LIU; JING, 2016; HAO; CAO; WIERCIGROCH, 2017).Tang e Bren-
nan (2013) estudaram as caracteristicas de transmissibilidade de vibragdes em amortecedores

VisCOs0s com arranjos geométricos.

Os principais efeitos ndo lineares do sistema isolador com o dispositivo Inerter sao as folgas
de acoplamentos e engrenamentos, o atrito entre as partes moveis, a elasticidade dos materiais
e as ndo linearidades geométricas da disposicdo dos elementos do que compdes o sistema. A
folga pode ocorrer entre os componentes do mecanismo, tal como o engrenamento dos dentes
das engrenagens, no engrenamento do pinhdo e cremalheira, entre os terminais de fixagdo. O
atrito pode ocorrer entre as guias da cremalheira e a bucha de fixacdo da carcaga, durante o
engrenamento dos dentes das engrenagens, nas buchas do sistema do Inerter com massas e
alavancas. A elasticidade € referente ao material utilizado na fabricacido dos eixos do Inerter,
bracos de alavancas, fluido de trabalho referente ao Inerter pneumético. A ndo linearidade
geométrica ocorre devido aos angulos de trabalhos envolvidos em sistemas de suspensdes em
que o dispositivo encontra-se posicionado em uma orientacao nao paralela aos elementos do

sistema de suspensdo, mola e amortecedor.

Papageorgiou e Smith (2005), Papageorgiou, Houghton e Smith (2009) realizaram testes
experimentais com um dispositivo Inerter de fuso de esferas onde utilizou um atuador do tipo
carneiro hidraulico com o deslocamento controlado em um sistema de ciclo fechado. Foi pro-
posta uma metodologia com uma rede de amortecedores a serem acoplados em série com o
Inerter para que ao realizar os testes nao surgissem fendmenos nao lineares e nem instabilida-

des. Os testes obtiveram respostas aceitaveis as quais se aproximaram do Inerter ideal.

Gonzalez-Buelga et al. (2017) analisou um sistema absorvedor com um dispositivo Iner-
ter sintonizado numericamente e experimentalmente voltado a aplicacdo em engenharia civil
visando a comparacdo ao sistema absorvedor de massa sintonizada. Foi experimentado um
dispositivo Inerter associado a mola e amortecedor onde as forcas e os deslocamentos eram
atualizados em tempo real o que possibilitou a otimizacdo dos parametros experimentais. Foi
experimentada também, a adicdo de uma nao linearidade referente ao atrito seco. Os resultados
experimentais mostraram que com a escolha adequada dos parametros do dispositivo Inerter

real, seu comportamento aproxima-se do ideal.

Zhang, Chen e Huang (2014), Nordin, Galic’ e Gutman (1997) pesquisaram sobre a in-

fluéncia da folga no acoplamento entre a estrutura e o Inerter a qual pode causar a mudanca
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impulsiva no momento de inércia sendo a principal causa de efeitos ndo lineares nesses dispo-
sitivos. Foi modelado e simulado o mecanismo de impacto que ocorre entre a folga e a carga
aplicada ao sistema. Os resultados apresentaram uma orientacao sobre os critérios de tolerancia

relativo a folgas no sistema.

Wang e Su (2008), Wang et al. (2009) apresentam a anélise e o experimento sobre as propri-
edades ndo lineares presentes no Inerter e sua influéncia no controle de suspensao de veiculos.
Foram considerados trés modelos experimentais: mola-amortecedor; mola-amortecedor-Inerter
e mola em paralelo com Inerter-amortecedor. Foi utilizado um Inerter de fuso de esferas e
considerou-se o efeito do atrito, folga e elasticidade no sistema . Como resultado, foi possivel
afirmar que o Inerter de fuso de esferas apresentou o efeito ndo linear referente ao atrito e elas-
ticidade. Conclui-se que os beneficios gerados pelo Inerter sao pouco afetados pelos efeitos
ndo lineares. No geral o desempenho de suspensdes com um /nerter ndo linear ainda € melhor

do que as suspensdes tradicionais.

Considerando a revisdo bibliografica realizada, esta tese apresenta a andlise de um sistema
1solador de vibragdes, referénciado a partir de Goodwin (1967), Flannelly (1969) até Dome-
nico e Ricciardi (2018), considerando os dispositivos experimentais de Smith (2002a) utiliza-
dos como base para o desenvolvimento do dispositivo experimental Inerter. A tese apresenta
também um sistema isolador de vibragdes com Inerter em disposi¢do geométrica ndo linear,
baseado na geometria dos dispositivos com o conceito de mecanismo do tipo snap-through o
qual fornece as condi¢oes HSLDS (CARRELLA; BRENNAN; WATERS, 2007), (SHAW et al.,
2013), (AVRAMOV; GENDELMAN, 2009), (TANG; BRENNAN, 2013), (LIU; JING, 2016),
(HAO; CAO; WIERCIGROCH, 2017), utilizando uma configuracdo aproximada a de Carrella
et al. (2012), mas utilizando o dispositivo Inerter.

Figura 9 - Isolador ndo linear estudado por Carrella et al. (2012).

Fonte: Carrella et al. (2012), Copyright (©) 2012 Elsevier Ltd.

O intuito de utilizar esse tipo de arranjo geométrico nao linear do dispositivo Inerter é o de
verificar a magnitude de transmissibilidade de deslocamento desse sistema isolador e compard-
lo ao sistema isolador linear com Inerter para identificar em quais regides os isoladores possuem

melhor ou pior isolamento. Esse tipo de nio linearidade geométrica aplicada ao dispositivo
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Inerter foi pouco explorada de maneira que ndo ha literatura prévia com o comportamento da
magnitude relativa de transmissibilidade. Assim, o que se propde nesta tese € analisar quais
sdo as contribuicdes de utilizar o dispositivo Inerter em arranjo geométrico nao linear visando
o isolamento de vibragdes.
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3 ISOLADOR DE VIBRACOES COM INERTER EM ARRANJO GEOMETRICO
LINEAR - MODELAGEM MATEMATICA

Este capitulo apresenta a modelagem matematica de quatro modelos isoladores de vibragdes

em arranjo geométrico linear. Para efeito de comparagdo, os modelos foram nomeados:

O Modelo 1, € um sistema isolador de vibracdes do tipo massa-mola-amortecedor, o qual
¢ utilizado para realizar a comparagao referente a isolamento de vibragdo com os modelos com

Inerter.

O Modelo 2, € sistema isolador de vibragdes do tipo massa-mola-amortecedor-Inerter o
qual € utilizado para caracterizar a curva caracteristica de transmissibilidade do dispositivo

Inerter e compara-lo ao Modelo 1.

O Modelo 3, € um modelo mais aprimorado que o Modelo 2 visando a validagdo do aparato
experimental, no qual considera-se a dissipacao de energia como amortecimento viscoso € a

fixacdo da cremalheira do Inerter como um acoplamento com rigidez elevada.

O Modelo 4, também € um modelo mais aprimorado que o Modelo 2 visando a validag¢ao

do aparato experimental, no qual considera-se a dissipacdo de energia como atrito Coulomb.

A equacdo de transmissibilidade apresenta importantes caracteristicas do comportamento
desse dispositivo, como as regides de ressonancia, anti-ressonancia e resposta em alta frequéncia.
Sao apresentadas as equagdes do movimento e as respostas em frequéncia dos modelos: Mo-
delo 1, Modelo 2, Modelo 3. E apresentada a equacdo do movimento do Modelo 4, a curva de
magnitude de transmissibilidade desse modelo foi solucionada através de métodos de integragao

numérica. No final deste capitulo € apresentada a modelagem matematica da inertancia.
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3.1 Modelo 1 - Sistema linear massa-mola-amortecedor

Esta secao apresenta o modelo de um oscilador linear de um grau de liberdade com excitagao
pela base massa-mola-amortecedor linear, onde m €é a massa, k € a rigidez da mola e ¢ é o co-
eficiente de amortecimento, figura 10. Esse sistema € utilizado para realizar a compara¢ao do

sistema com Inerter.

Figura 10 - Modelo massa-mola-amortecedor.

mo

k 1Hc

| 1

Fonte: Autor

De acordo com a Segunda Lei de Newton, o equilibrio de for¢as pode ser escrito como,
equacao 1, sendo x o deslocamento da massa suspensa € xo o deslocamento da base. O ponto

indica a derivada em relacdo ao tempo:
mi(t) + cx(t) 4+ kx(t) = cxo(t) + kxo(t) (1)
Considerando que o sistema é excitado harmonicamente, pode se escrever x(t) = Xe/® e
xo(t) = Xpe/®" em funcio da frequéncia. Assim, substituindo na equacio 1 obtém-se:
(—mw?*+cjo+k)X = (k+ joc)Xy )

Assim, obtém-se a funcao transferéncia de deslocamento do sistema, a qual é representada
pela razdo da amplitude de deslocamento da massa suspensa X e a amplitude de deslocamento

da base movel Xy, equagao 3:

T_ X Jjoc+k
X0 —0?m+joc+k

3)

Dividindo-se o denominador e o numerador da equag@o 3 por k, substituindo ¢ = 2Ema@,, e
considerando que a razdo de frequéncia é Q = wﬂ obtém-se a fungao transferéncia de desloca-
n

mento do sistema (adimensional) , equacgao 4:
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X 2jQE+1

T=" —
Xo —Q2+2jQE+1

“)

A magnitude da transmissibilidade de deslocamento adimensional do sistema € obtida

através do médulo da fun¢ao complexa da equacio 4:

B 1+ (2£Q)2
- \/ (1-Q2)7+ (2EQ) ©)

X
T|= X
0

A figura 11 mostra a magnitude da transmissibilidade de deslocamento do modelo massa-
mola e massa-mola-amortecedor considerando os valores normalizados w, = 1,0; k = 1,0;
m=1,0,E=0e& =0,05.

Figura 11 - Magnitude da transmissibilidade de deslocamento do modelo massa-mola e
massa-mola-amortecedor.

10

Transmissibilidade

T

10_ | | | | | ]
0 0.5 1 15 2 25 3
Razao de Frequéncias

Fonte: Autor
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3.2 Modelo 2 - Sistema linear massa-mola-amortecedor-Inerter

Esta sec@o apresenta um sistema isolador de vibragdes linear massa-mola-amortecedor-

Inerter. O dispositivo Inerter considerado € mostrado na figura 12.

Figura 12 - Dispositivo Inerter.
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Cremalheira—" "

Fonte: Autor

O Inerter € sensivel a aceleragdo assim, a equacdo que descreve a forca desse dispositivo
¢ mostrada na equagdo 6, onde b € inertincia do Inerter, sendo x o deslocamento da massa

suspensa e xo o deslocamento da base. O ponto indica a derivada em relagao ao tempo:

Jo = b(¥—%) (6)

O sistema isolador de vibracdes linear massa-mola-amortecedor-Inerter € mostrado na fi-
gura 13, onde m é a massa, k € a rigidez da mola e ¢ € o coeficiente de amortecimento. Esse

sistema € linear e serd comparado com o sistema massa-mola-amortecedor.

Figura 13 - Sistema linear massa-mola-amortecedor-Inerter.
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Fonte: Autor

De acordo com a Segunda Lei de Newton, o equilibrio de for¢as pode ser escrito como,

equacao 7:

mi(t) + bi(t) + cx(t) + kx(t) = bio(t) + cxo(t) + kxo(t) (7)

Considerando que o sistema é excitado harmonicamente, pode se escrever x(t) = Xe/® e

x0(t) = Xoe/® em fungio da frequéncia. Assim, substituindo na equagio 8 obtém-se:

(—0*(m+b)+ joc+k)X = (—w*b+ joc+k)Xp (8)
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A funcdo transferéncia do sistema € escrita como:

X -0’4+ joctk
Xo —@*(m+b)+ joc+k

T = €))

Dividindo-se o denominador e o numerador da equagio 9 por k, substituindo ¢ = 2Ema,,

considerando que a razao de frequéncia € Q = wﬂ, arazdo de inércia é U = % obtém-se a fungao
n

transferéncia do sistema adimensional, equagao 10:

X —Q%u+2jQE +1

T: _—=
Xo —Q2(1+pu)+2;Q8+1

(10)

A magnitude da transmissibilidade de deslocamento do sistema € obtida através do médulo

da funcio complexa da equacido 10:

(1)

L |x|_ [ —pepeezoy
"“Yo" (= (1 + p)) + (2EQ)

3.2.1 Transmissibilidade em funcao da Frequéncia

Considerando a equacao 10 de transmissibilidade do sistema com Inerter ndao amortecido

(§ =0), resume-se a equagdo 12:

_ —Q%u+1
T I(1p)+1

(12)

Quando a frequéncia de excitacdo aumenta tendendo ao infinito, £ — oo, a equagdo da

transmissibilidade resume-se a:

U
To oo = —— 13
Q— 1 i m ( )
Quando a Transmissibilidade tende a zero, T — 0, a equacdo 12, torna-se:

. —Q%u+1
=02 (1+u)+1

(14)

A equagdo 15 estabelece o valor da frequéncia da anti-ressonancia para o sisttma sem

amortecimento, com inerter.
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1
Q =4/ — (15)
T—0 m

Para que a transmissibilidade tenda ao infinito, 7 — oo, 0 denominador da equacao da trans-
missibilidade devera tender a zero, assim, para que iSso ocorra,—Qz(l +u)+1=0, equagio
16. A equacdo 16 estabelece o valor da ressonancia para o sistema sem amortecimento, com

inerter.

(16)

A figura 14 mostra a curva caracteristica do modelo linear massa-mola-Inerter, magnitude
de transmissibilidade de deslocamento em relacdo a razdo de frequéncia. Onde a ressonancia
desse sistema ocorre em Q7_.., a anti-ressonancia ocorre em Q7_,o € a transmissibilidade
do sistema para altas frequéncias € representada por T ,... Foram considerados os valores

normalizados w, = 1,0; k=1,0;6=0,05e m = 1,0.

Figura 14 - Magnitude da transmissibilidade de deslocamento do modelo linear
massa-mola-Inerter.
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Fonte: Autor
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3.2.2 Comparacao dos sistemas lineares massa-mola e massa-mola-Inerter

A figura 15 apresenta a transmissibilidade do modelo massa-mola e do modelo linear

massa-mola-Inerter. O sistema linear massa-mola-Inerter apresentou a diminuicdo da frequéncia

de ressonancia do sistema para o valor Qr_, = ﬁ em relacdo ao modelo massa-mola o

qual possui a frequéncia de ressonancia igual a natural na frequéncia adimensional @, ;4550—mola =
1. O sistema com Inerter possui uma anti-ressonancia no valor Qr_,o = \/E logo apds sua
ressonancia. A transmissibilidade em alta frequéncia do sistema com Inerter tende a assintota
descrita por Tg_co = ﬁ onde esse valor de transmissibilidade € maior que o do modelo massa-
mola a qual tende a zero em alta frequéncia.

Figura 15 - Resposta em Frequéncia do modelo massa-mola e do modelo linear
massa-mola-Inerter.
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Fonte: Autor



3.3 Modelo 3 - Sistema linear massa-mola-amortecedor-acoplamento eldstico Inerter 40

3.3 Modelo 3 - Sistema linear massa-mola-amortecedor-acoplamento elastico Inerter

O sistema considerado estd ilustrado na figura 16, o qual consiste em um modelo linear
massa-mola-Inerter sujeito a excitacdo de base, montado em disposicdo horizontal, com uma
extremidade acoplada a base movel e a outra extremidade acoplada a massa. O atrito existente
entre a guia linear e os patins de deslizamento, assim como o atrito existente entre a cremalheira
e as paredes do Inerter foram considerados como amortecimento viscoso. Considerou-se que
existe uma rigidez elevada entre o acoplamento da cremalheira e a base de excitagdo. O amorte-
cimento viscoso, neste modelo, representa o atrito viscoso, o qual ocorre entre um sélido (base
e laterais da cremalheira) e um fluido viscoso (um 6leo lubrificante) interposto entre as pecas

moveis do sistema mecanico (paredes do Inerter).

Figura 16 - Modelo 3 - Sistema linear massa-mola-amortecedor-acoplamento eldstico Inerter.
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Fonte: Autor

Onde m = my + my; é a massa total movida, m; € a massa do patins de deslizamento, my; €
a massa do Inerter, k;, € o coeficiente de rigidez da mola e ¢, € o coeficiente de amortecimento
viscoso que representa as perdas de energia entre o patins deslizante e a guia linear; k, € o
coeficiente rigidez da mola posicionada entre a base movel e a extremidade da cremalheira , ¢,
€ o coeficiente de amortecimento viscoso entre a cremalheira e as paredes do Inerter e b é o

coeficiente de proporcionalidade do dispositivo Inerter, inertancia.

Sera utilizado o Método da Impedancia Mecanica para obter a fun¢ao transferéncia do sis-
tema, onde, considera-se a rigidez dindmica da massa como D, = —w’m, a rigidez dinamica
da mola como Dy = k, a rigidez dinamica do amortecedor viscoso como D, = joc e a rigi-
dez dindmica da inertancia como D; = —@?b. Inicia-se a obtencdo da equacdo da fungio de
transferéncia solucionando o equacionamento dos elementos mecanicos dispostos em paralelo,
mostrado na figura 17, como a inertacia b € 0 amortecimento viscoso c;, onde a rigidez dindmica

resultante serd a soma: Dy = jwc — w%b.

Em sequéncia, resolve se o equacionamento dos elementos mecanicos dispostos em série
da figura 17, mostrado na figura 18, a rigidez dindmica da mola k, e a rigidez dindmica Dy

realizando a razdo do produto pela soma, mostrado na equagao 17:
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Figura 17 - Rigidez dinamica do paralelo entre b e c;.

Fonte: Autor

Figura 18 - Rigidez dindmica da série entre k, e Dy.

Fonte: Autor

kzDO

— 17
1 %+ Do (17)

A seguir, resolve-se as o equacionamento dos elementos mecanicos e rigidez dinamica
dispostos em paralelo, D3, mostrada na figura 19, referentes a rigidez dinamica da mola k),
do amortecedor ¢, e arigidez dindmica D;. A equacdo da rigidez dindmica do sistema pode ser

escrita como, equacao

Figura 19 - Rigidez dindmica do paralelo entre kj, ¢, € Dy .

Fonte: Autor

A equacdo da rigidez dinamica do sistema pode ser escrita como:

—@’mX + D (X — Xo) + joc,(X —Xo) + k(X —Xo) =0 (18)

Assim, a fun¢ao transferéncia do sistema é mostrada na equagao 20.

: (7w2b+jwcz)kc
X kp + joep + ( ke—0?b+ joc, >

T =—=
—m?2 H
Xo —0*m+k,+ joc,+ <—(kﬁ£;;j+a;z)ck”)

19)
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A magnitude da transmissibilidade de deslocamento do sisttema do Modelo 3 € obtida
através do médulo da fung¢dao complexa da equacdo 20 e é mostrada na figura 26. A figura 26
mostra a comparacdo da magnitude de transmissibilidades do Modelo 3, Modelo 4 e do aparato

experimental.

. (—0?b+jorc;)k,

P ; (@%bt joc ke
o m+kp+ joc, + ( k;—@?b+ jorc,

X

Xo

7| =
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3.4 Modelo 4 - Sistema nao linear massa-mola-amortecedor-Inerter-atrito Coulomb

O modelo considerado estd ilustrado na figura 20, o qual consiste em um modelo massa-
mola-amortecedor-Inerter sujeito a excitacido de base, montado em disposi¢c@o horizontal, com
uma extremidade acoplada a base movel e a outra extremidade acoplada a massa. Foi conside-
rado o atrito Coulomb entre a guia linear e o patins de deslizamento assim como o amorteci-
mento viscoso entre a cremalheira e as paredes do Inerter. O atrito Coulomb torna a equagdo

do movimento ndo linear.

Figura 20 - Modelo 4 - Sistema isolador de vibragdes massa-mola-amortecedor-/nerter com
atrito Coulomb.
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Fonte: Autor
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Onde m = m; + my; € a massa total movida, m; é a massa do patins de deslizamento e do
suporte do Inerter, my; € a massa do Inerter; k; € o coeficiente de rigidez da mola e ¢, € 0
coeficiente de amortecimento viscoso entre a cremalheira e as paredes e base de seu suporte;
Uy € o coeficiente de atrito entre a guia linear e a base de deslizamento, g € a gravidade e b € a

inertancia do dispositivo Inerter.

O equilibrio de for¢as dinAmico desse modelo € dado pela equagdo 21:

mx = —kg(x —x0) — cq(x —xp) — b(X — Xp) — Hgmygsign(xp) (21)

Considerando que a magnitude de transmissibilidade é dada pelo |T| = |X /Xy, € mostrada
na figura 26. A figura 26 mostra a comparagdo da magnitude de transmissibilidade do Modelo
3, Modelo 4 e do aparato experimental. A curva de magnitude de transmissibilidade do Modelo

4 foi solucionada através de métodos de integracdo numérica.
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3.5 Modelagem matematica da Inertancia

Esta secdo apresenta o modelagem matematica da constante de proporcionalidade do Iner-
ter, a inertancia, b. A relacdo entre angulo e deslocamento linear o entre a medida angular e a

circunferéncia da engrenagem de raio r, € dada pela equacao 22.

B 21
27,

(22)

Considerando que a velocidade linear da cremalheira € X e a velocidade angular do volante

de inércia é 0,, a relagdo de velocidades é dada pela equacio 23.

0, = ax (23)

Derivando a equagao 23, obtém-se:

0, = ai (24)

No caso ideal, ndo ha perda de energia na transmissdo de poténcia, assim a poténcia na
entrada, € igual a poténcia na saida do mecanismo, equacdo 25. Onde Fj, é a forca linear
aplicada ao terminal da cremalheira e T, = 6, € o torque aplicado na engrenagem acoplada ao

volante de inércia o qual possui 0 momento de inércia /.

Fpx = T,6, (25)

Substituindo a equagdo 23 e 24 na equacdo 25, obtém-se:

16,)6,
F, = Tq% = I(a?)x = bi (26)

Assim, a equacao da inertancia ideal de um sistema com cremalheira e um volante de inércia

¢ dada por:

b—1(0?) 27)

A inertincia pode ser alterada variando o momento de inércia / do volante de inércia ou a
relacdo . O dispositivo Inerter geralmente possui menor peso do que os isoladores de vibragao
de massa sintonizada porque considera o momento de inércia do volante de inércia multiplicado

por uma relagdo de engrenamento multiplicadora elevada ao quadrado, gerando um momento
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de inércia muito superior ao da massa do proprio volante de inércia, enquanto os isoladores de
vibragao de massa sintonizada consideram o momento de inércia da massa concentrada de seu

dispositivo.
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4 ISOLADOR DE VIBRACOES COM INERTER EM ARRANJO GEOMETRICO
LINEAR - EXPERIMENTAL

4.1 Aparato experimental massa-mola-Inerter

Neste capitulo, foi considerado um sistema isolador de vibracdes massa-mola-Inerter, no-
meado aparato experimental massa-mola-Inerter . O dispositivo Inerter considerado € do tipo
mecanico com cremalheira e volante de inércia. O sistema € de um grau de liberdade e excitado

através de um Shaker (excitador eletro-mecéanico).

O experimento tem como objetivo validar o Modelo 3 e Modelo 4 em relacdo ao aparato
experimental e as consideragdes adotadas, assim como realizar a comparacao entre o aparato
experimental massa-mola e o sistema massa-mola-/nerter e também realizar o experimento

relativo a variacdo da Inertancia associada a massa do Volante de Inércia.

O Inerter € um dispositivo que ainda nao esta disponivel no mercado, tendo sua aplicacao
e uso restrita a poucos seguimentos conhecedores desse mecanismo. Para realizar os experi-
mentos com esse tipo de mecanismo, foi necessario construi-lo (figura 21-a e figura 21-b). O
desenvolvimento do aparato experimental iniciou-se adotando dimensdes do dispositivo Inerter
compativeis com o sistema de excitacao e aquisi¢ao de dados disponiveis no laboratério. Foram
considerados o tipo de aplicacdo de forca, a amplitude e a frequéncia do Shaker assim como a

massa e sensibilidade dos acelerdometros.

Figura 21 - (a) Desenho do dispositivo Inerter experimental e (b) Vista Isométrica.
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4.2 Materiais e Métodos

Foi realizada a aquisi¢ao de dados no experimento utilizando dois acelerdmetros (Modelo
ICP 352C33 )(item-1 e item-2), um mdédulo da National Instruments, ( Modelo NI USB-4431,
24-Bit 102.4 KS/s ) acoplado a um computador com o Software LabVIEW 2013 . Foi utilizado
um Shaker da marca THE MODAL SHOP INC modelo K2007EO1 (item-5).

Na figura 22 um acelerometro (item-1) foi fixado no primeiro patins (item-3), o qual foi
acoplado ao Shaker (item-5) através de um fuso roscado de nylon e o outro foi fixado no segundo
patins (item-4). O primeiro e o segundo patins deslizam sobre uma guia linear (item-8). O
patins (item-3) € conectado ao patins (item-4) através de um mola k = 1962,0 N/m. (item-9) e
uma cremalheira (item-7). O dispositivo Inerter € composto pelos elementos volante de inércia

(item-6), cremalheira (item-7) e corpo do Inerter (item-10).

Figura 22 - Aparato experimental do sistema isolador de vibracdes massa-mola-Inerter.

Fonte: Autor

Associado ao médulo de aquisi¢do de sinais, foi utilizado o programa LabVIEW-2013. Foi
utilizado o assistente de configuragao DAQassistant (Assistente de aquisicdo de dados) com a
configuracdo com o sinal de entrada no intervalo de -5 g a 5 g; sensitividade de 100 mVolts/g;

com taxa de aquisi¢ao de 1000 Hz.

No diagrama de blocos, no bloco da Resposta em Frequéncia, foi utilizada a configuragcao
da média RMS; com a janela Hanning. O canal 1 realiza a aquisi¢cao de dados da fonte de
excitacdo e o canal 2 realiza a aquisicao de dados da resposta do sistema e sd@o exportados os

sinais de Magnitude e Fase.

O sinal da excitacdo foi gerado no programa Audacity com a fun¢do Chirp. A frequéncia
foi variada de 1 a 200 Hz, com amplitude de 30 mV, com duracio de 3 minutos e interpolagcdo

linear.
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4.3 Calculo da Inertiancia - experimental

O volante de inércia experimental, nesse experimento, pode ser composto por até quatro
discos metdlicos. Nesta secdo serd considerado que o volante de inércia é composto por um
disco. O raio r, da engrenagem € 7,5 mm. A massa medida de cada disco € 4,9 g e raiogz é 10

mm. Assim o cdlculo do momento de inércia do volante de inércia é dado por I, = mr?.

1
I, = Emrg =12,45.10" kg m? (28)

A inertincia experimental para o volante de inércia com um disco € calculada segundo a

equacio b = I(?), onde

2%

2
37751053 10_3) =4,35.10"kg (29)

b=1I(a?) =(2,45.1077). (

E necessario adicionar a inertincia do eixo 2 inertancia do volante de inércia. A inertancia

do eixo foi calculada de maneira andloga 2 inertincia do disco, assim, I, = 2,1.103kg m?. As-
sim, a inertincia total I, = I'v+Ie, portanto I, = 5,45.10 kg m? foram calculadas as inertincias

para os volantes de inércia compostos por dois, trés e quatro discos mostrado na tabela 1.

Tabela 1 - Tabela da inertancia experimental.

Numero de discos do

. . Inertancia [k
volante de inércia [ke]

1 5,45.1073
2 10,80.1073
3 15,15.1073
4 19,50.1073




4.4 Validacdo experimental do modelo massa-mola 49

4.4 Validacao experimental do modelo massa-mola

Esta sec@o apresenta a resposta em frequéncia do aparato experimental massa-mola. O
aparato experimental massa-mola é o mesmo do aparato experimental massa-mola-Inerter (fi-
gura 25), com a diferenca que a cremalheira do dispositivo Inerter foi desconectada do patins
(item-3), (figura 23). A cremalheira e o volante de inércia foram fixados de maneira que atuas-

sem como massa do sistema, com a finalidade de manter a massa do sistema constante.

Figura 23 - Aparato experimental massa-mola.

Fonte: Autor

A figura 24 mostra a comparagdo entre a resposta em frequéncia do aparato experimental
massa-mola e a resposta em frequéncia do Modelo 1. O aparato experimental possui massa
123,5.1073 kg e a rigidez da mola 1962 N/m. O modelo 1, que representa um sistema massa-
mola-amortecedor, o coeficiente de amortecimento viscoso foi considerando ¢, = 3,0 Ns/m,
representando as perdas de energia do sistema. O pico de ressonincia do aparato experimental
massa-mola ocorreu na frequéncia 21 Hz e o modelo apresentou frequéncia natural amortecida
de 20 Hz, w; = wy+/1 — {2, apresentando a diferenca de aproximadamente 5%. A resposta
experimental da magnitude relativa de transmissibilidade apresentou uma diferenca méxima de
aproximadamente 24% para frequéncias acima de 81 Hz, apesar dessas variagdes, a resposta
do modelo encontra-se muito préxima da experimental. Dessa maneira validou-se o aparato

experimental massa-mola em relacdo ao modelo.
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Figura 24 - Comparacgdo da resposta experimental e o modelo massa-mola.
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4.5 Validacao experimental do modelo massa-mola-Inerter

Esta se¢do apresenta a resposta em frequéncia do aparato experimental massa-mola-Inerter

mostrado na figura 25.

Figura 25 - Aparato experimental massa-mola-amortecedor-/nerter.

Fonte: Autor

Para obter a resposta em frequéncia (Magnitude relativa de transmissibilidade) do mo-
delo referente ao aparato experimental com atrito Coulomb (figura 20) foi utilizado integracdo
numérica com o método explicito de Runge-Kutta-Fehlberg (4,5), onde foi variado o parametro

frequéncia, com a excitag¢do do tipo: xo = Acos(wr).

A figura 26 mostra a comparagdo entre a resposta em frequéncia do Modelo 3, Modelo 4 e

a o aparato experimental massa-mola-Inerter.

O aparato experimental possui massa de 112,7.1073 kg, inertancia de 19,50.1073 kg refe-
rente ao volante de inércia composto por quatro discos, rigidez da mola 1962 N/m e coeficiente

de atrito Coulomb da guia linear 0,2 (dado do fabricante).

Para realizar a validacdo do Modelo 3, foram considerados os seguintes valores: massa mo-
vida m = 110,0.1073 kg, inertincia b = 17,30.1073 kg, coeficiente de rigidez da mola 1962
N/m, coeficiente de rigidez do acoplamento de cremalheira 40000 N/m e coeficiente de amor-

tecimento viscoso ¢ = 0,07 Ns/m entre a cremalheira e as paredes do Inerter.

Para realizar a validacdo do Modelo 4, foram considerados os seguintes valores : massa
movida m = 115,0.1073 kg, inertancia b = 18,40.1073 kg, coeficiente de rigidez da mola 1962

N/m, coeficiente de atrito u, = 0,004, coeficiente de amortecimento viscoso ¢ = 0,06 Ns/m.

O pico de ressonancia do aparato experimental linear massa-mola-Inerter ocorreu na fre-
quéncia 20 Hz, a do Modelo 3 foi de aproximadamente 20 Hz e a do Modelo 4 foi de apro-

ximadamente 19 Hz apresentando a diferenca entre as frequéncias aproximadamente de 5%.
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Onde a equagdo que define a frequéncia de ressonancia do modelo ideal, sem perdas de energia

. ~ k
€ wr — —(erb) .

Na frequéncia de ressonéncia, a magnitude relativa de transmissibilidade apresentou o valor
proximo de 78 vezes maior do que o experimental para o Modelo 3 e 12 vezes maior para
0 Modelo 4. Nessa regido os modelos nao sdao adequados para validar o pico da magnitude
relativa de transmissibilidade, ja a base da curva aproximou-se muito do valor experimental. A
causa mais provavel para essa diferenca de valores da magnitude relativa de transmissibilidade,
¢ a existéncia de outro tipo de atrito no experimento, o qual interfere de maneira ndo linear na

resposta do sistema.

A frequéncia da anti-ressonancia do modelo ideal € @, = \/Z , no modelo experimental, ela
ocorreu em 52 Hz sendo que a frequéncia do Modelo 3 e Modelo 4 foram aproximadamente a

mesma, assim como a magnitude relativa da transmissibilidade.

A resposta experimental da magnitude relativa da transmissibilidade apresentou a diferenca
maxima de aproximadamente 50% para o Modelo 3 e 69% para o Modelo 4 para o intervalo
de frequéncias entre 88 a 200 Hz e diferenga minima de respectivamente de aproximadamente
19% e 58%, nesse intervalo, as assintotas do aparato experimental e do Modelo 4 seguem

praticamente paralelas.

Dessa maneira conclui-se que o Modelo 3 apresenta resultados que aproximam se mais da
resposta em frequéncia do aparato experimental do que o Modelo 4, com excecdo da magnitude
relativa de transmissibilidade na ressonancia. Assim validam-se ambos os modelos, Modelo 3
e Modelo 4, com excecdo do pico da magnitude relativa de transmissibilidade na ressonancia,
onde a causa mais provavel € a existéncia de outro tipo de atrito no experimento (atrito as-
simétrico devido a folgas e momentos de inércia atuantes no mecanismo), o qual interfere de

maneira ndo linear na resposta do sistema.
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Figura 26 - Comparacgdo da resposta em frequéncia do aparato experimental
massa-mola-Inerter, Modelo 3 e Modelo 4.
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4.6 Comparacao dos aparatos experimentais massa-mola e massa-mola-Inerter

A figura 27 mostra a comparagao entre a resposta em frequéncia do aparato experimental
massa-mola-Inerter e o aparato experimental massa-mola. Nesse experimento o volante de

inércia é composto por dois discos.

Figura 27 - Comparacdo entre o aparato experimental massa-mola-/nerter € o massa-mola.
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Fonte: Autor

A frequéncia de ressonancia do aparato experimental massa-mola-Inerter € do massa-mola
¢ 21 Hz, onde a magnitude relativa de transmissibilidade massa-mola foi de aproximadamente
45% maior que a do massa-mola-Inerter. A anti-ressonancia do aparato experimental massa-
mola-/nerter ocorreu na frequéncia proxima de 62 Hz com a magnitude relativa de transmissi-
bilidade aproximadamente 80% menor que a do massa-mola na mesma frequéncia. As curvas
de transmissibilidade se cruzam na frequéncia aproximada de 75 Hz onde os dois aparatos ex-
perimentais apresentam a mesma transmissibilidade. Esse ponto determina a frequéncia a partir
da qual o aparato experimental massa-mola-Inerter apresenta transmissibilidade superior ao do
massa-mola. O aparato experimental massa-mola-/nerter apresenta menor magnitude relativa
de transmissibilidade que o massa-mola no intervalo de frequéncias aproximado entre 21 Hz e
75 Hz.
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4.7 Resposta em frequéncia da variacao da inertancia

Neste experimento foi realizada a variag@o da inertancia. A massa do volante de inércia foi
variada adicionando discos ao mesmo, como o mostrado nas figuras 28 e 29. Foram realizadas
quatro medicOes. A primeira medi¢do foi realizada com um disco, a segunda com dois, a terceira

com trés e a quarta com quatro discos, conforme a tabela 2.

Figura 28 - Aparato experimental massa-mola-Inerter e discos utilizados para variar a massa
do volante de inércia.

Fonte: Autor

Tabela 2 - Tabela da variacdo da inertancia experimental.

Numero de discos do

. . Inertancia [k
volante de inércia [ke]

1 5,45.1073
2 10,80.103
3 15,15.1073
4 19,50.103

A figura 30 mostra a resposta em frequéncia das quatro variacoes da inertancia. Para efeito
de comparacdo, foi adicionada a essa figura a curva da transmissibilidade do aparato experi-

mental massa-mola.

A tabela 3 mostra os valores experimentais da frequéncia de ressonancia, anti-ressonancia,
magnitude relativa de transmissibilidade, assim como a tabela 4 mostra os valores experimentais
da frequéncia e magnitude relativa de transmissibilidade onde ocorre o cruzamento entre as

curvas do aparato experimental massa-mola-Inerter € 0 massa-mola.

O aumento da inertancia causou a diminui¢do da magnitude relativa de transmissibilidade

e da frequéncia da anti-ressonancia, por outro lado, causou o aumento da magnitude relativa de
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Figura 29 - Varia¢do da massa do volante de inércia.

(c) trés discos (d) quatro discos
Fonte: Autor

transmissibilidade em alta frequéncia (acima de aproximadamente 150 Hz). O aparato expe-
rimental massa-mola-Inerter apresentou melhor isolamento de vibracdo do que o massa-mola
no intervalo de frequéncias aproximado entre 20 a 82 Hz e na regido da anti-ressonancia, o
aparato massa-mola-Inerter com quatro discos no volante de inércia apresentou a capacidade
de reduzir em aproximadamente até 99% a magnitude relativa de transmissibilidade do massa-
mola. No intervalo de frequéncias acima de aproximadamente 82 Hz o aparato experimental

massa-mola-Inerter apresentou menor isolamento de vibra¢do que o massa-mola.
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Figura 30 - Resultados experimentais da variag@o da inertancia do aparato experimental
massa-mola-Inerter.
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Fonte: Autor

Tabela 3 - Resultados experimentais relativos a variagdo da massa do volante de inércia;

frequéncia e magnitude da transmissibilidade na ressonéncia e anti-ressonancia.

Frequéncia de Magnitude da Frequéncia da Magnitude da
qu N transmissibilidade ) qu . transmissibilidade
ressonancia N anti-ressonancia . .
na ressonancia na anti- ressonancia

01 Disco 20 Hz 2,57 69 Hz 0,054
02 Discos 20 Hz 2,35 62 Hz 0,031
03 Discos 20 Hz 2,45 56 Hz 0,002
04 Discos 20 Hz 2,47 52 Hz 0,002

Fonte: Dados da pesquisa do autor.
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Tabela 4 - Resultados experimentais da variacdo da massa do volante de inércia, frequéncia e
magnitude da transmissibilidade do ponto de cruzamento das curvas do aparato
experimental massa-mola-Inerter € 0 massa-mola.

Frequéncia do ponto Magnitude da transmis-
de cruzamento das sibilidade do ponto de

Magnitude da

curvas do aparato cruzamento das curvas S

. . transmissibilidade para

experimental do aparato experimental N
a frequéncia de 200 Hz
massa-mola-Inerter massa-mola-Inerter
€ 0 massa-mola € 0 massa-mola

01 Disco 82 Hz 0,075 0,18
02 Discos 75 Hz 0,092 0,27
03 Discos 74 Hz 0,093 0,45
04 Discos 71 Hz 0,104 0,49

Fonte: Dados da pesquisa do autor.
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5 ISOLADOR DE VIBRACOES COM INERTER EM ARRANJO GEOMETRICO
NAO LINEAR

Neste capitulo, s@o investigados os efeitos ndo lineares da disposicdo geométrica do Inerter,
Modelo 5, em termos de isolamento de vibra¢do e comparados com o arranjo massa-mola-
amortecedor, Modelo 1, e o modelo linear massa-mola-amortecedor-Inerter, Modelo 2. A
andlise compreende a solugdo da equacdo do movimento exata, bem como as aproximagoes
da equacdo do movimento para baixa e alta amplitude. Foi utilizado o método do Balanco
Harmonico para obter as solu¢des das equagdes ndo lineares. A andlise numérica € utilizada
para complementar a investigacdo. A compara¢cdo com isoladores de vibragdo linear massa-
mola-amortecedor, Modelo 1, e o linear massa-mola-amortecedor-Inerter, Modelo 2, mostra
possiveis beneficios para regimes de alta frequéncia. Os efeitos da ndo-linearidade geométrica

desaparecem quando a amplitude do movimento € grande.

O capitulo estd organizado em se¢des, a se¢do 5.1 apresenta a modelagem matematica,
incluindo a equag¢do do movimento exata, bem como as aproximacdes da equagdao de movimento
para baixa e alta amplitude. Na se¢do 5.2, utiliza-se o método do Balanco Harmonico para obter
as solugdes das equagdes ndo lineares, € mostrado a resposta livre e a resposta em frequéncia.
Na secdo 5.3 estabilidade da resposta periddica para o deslocamento relativo e absoluto. Na
Secdo 5.4, € realizada uma andlise numérica detalhada considerando a equagdo do movimento
exata, que ilustra a sensibilidade dos parametros no dominio do tempo, planos de fase e bacias
de atragdo.
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5.1 Modelo 5 - Sistema massa-mola-amortecedor-Inerter em arranjo geométrico nao li-
near

Elementos dispostos de maneira geometricamente nao lineares como o mecanismo do tipo
snap-through sao utilizados para absorver e isolar vibragdes mecanicas em sistemas de enge-
nharia. Essa configuracdo fornece a condicdo HSLDS, alta rigidez estdtica para que o sis-
tema ndo apresente grandes deslocamentos com a carga estética e baixa rigidez dindmica, as-
sim, a frequéncia natural do sistema € a menor possivel resultando em uma regido de isolacao
maior (CARRELLA; BRENNAN; WATERS, 2007), (CARRELLA et al., 2012), (SHAW et
al., 2013), (TANG; BRENNAN, 2013), (AVRAMOV; GENDELMAN, 2009), (HAO; CAO;
WIERCIGROCH, 2017). O sistema massa-mola-amortecedor com Inerter em arranjo geome-
tricamente ndo linear foi baseado nos modelos utilizados para representar os mecanismos do

tipo snap-through, assim como a andlise da dinAmica do sistema.

O sistema massa-mola-amortecedor com Inerter em arranjo geometricamente nao linear,
Modelo 5, esta ilustrado na figura 31, o qual consiste em um modelo massa-mola-amortecedor
sujeito a excitacao de base, onde € adicionado um /nerter montado em disposi¢do horizontal
no lado direito e outro no lado esquerdo da massa suspensa, cada um com uma extremidade
acoplada a base mdvel e a outra extremidade acoplada a massa. Nesta anélise, a massa € restrita
para se mover apenas na direcdo vertical e as forcas horizontais que atuam sobre a massa nao
sdo consideradas. Para comparagdo, é considerado o arranjo linear massa-mola-amortecedor-

Inerter em uma configuragdo vertical mostrado no capitulo 3 na figura 13.

Figura 31 - Representacdo do sistema massa-mola-amortecedor com o Inerter em posi¢ao
horizontal - arranjo geométrico nao linear - Modelo 5.

Fonte: Autor

Figura 32 - Representagdo das forcas no Inerter horizontal.
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Fonte: Autor




5.1 Modelo 5 - Sistema massa-mola-amortecedor-Inerter em arranjo geométrico ndo linear 61

A equagdo de movimento para o sistema apresentado da figura 31 € obtida em termos de

deslocamento relativo z = x — xp, com o equilibrio de forca dindmico dado por:

mi = —k(x—xp) — c(x—xp) —2fp sen(0) (30)

mxX = —kz—cz—2f,sen(0) (31)

Onde m € a massa concentrada, k € a rigidez da mola, ¢ € o coeficiente de amortecimento
viscoso e fj € a for¢ca do Inerter produzida ao longo de seu eixo. Os pontos sobre as varidveis

(¥,%,7,z) representam a diferenciacdo em relagéo ao tempo ¢.

O termo sen(0) representa o fator de decomposicédo vertical da for¢a do Inerter que atua

sobre a massa .

<

VIL? 472

Assume-se que na posicao de equilibrio (x = 0), o Inerter estd disposto horizontalmente

sen(0) = (32)

assim, quando a massa m movimenta-se para cima e para baixo, o dispositivo Inerter apresenta

o deslocamento relativo entre seus terminais (A), equacgdo 33, figura 32.

A=VI2+72-L (33)

A aceleragdo relativa entre os terminais do Inerter (A) é obtida pela diferenciagdo equagio 33

duas vezes em relacdo ao tempo.

i (z2+2%) L2+ 2% 34
(22

A forca do Inerter é dada multiplicando a inertancia b pela aceleracao relativa entre seus

terminais:

b.
fo=3A (35)

Substituindo a equagdo 34 na equagao 35, obtém-se:

N T ;
mi—=—kz—cz bA\/in_*_Z2 (36)

Subtraindo o termo mi nos dois lados da equacao 36:
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4

mz = —miy — kz — ¢z — bA————, (37)
VIL? 422
Substituindo equagao 32, 35 e 34 na equacao 37, obtém-se a equacdo do movimento:
(z2+2%) L*+2% ( z )
mi+ cz+kz = —mxy—b (38)
’ ( (L2 +22)*)? VL2472
Divide-se a equagdo 38 por m e obtém-se a equacdo do movimento:
272 4 272
7L 477\ . . 2 Z°L .
1 —_— 2 o, s | 2= — 39
( +M<L2+Z2)2>z+ Cwoz+< O+N(L2+Z2)2>Z o (39)

Onde u = b/m é a razdo de inércia (adimensional), @y = /k/m é a frequéncia natural
e ¢ = 2Emay é o fator de amortecimento. Os dois dltimos pardmetros estdo relacionados ao
sistema de um grau de liberdade massa-mola-amortecedor, usado por conveniéncia da andlise
(note que @y ¢ & ndo sdo a frequéncia natural e o fator de amortecimento dos sistemas da
figura 31).

Considerando o tempo adimensional T = wyt, de modo que z = w7, com 7/ = dz/dr, e

também considerando que o sistema esta sujeito a excitagcdo harmonica de base € da forma xo =

Xocos (@t), Xy = —®*Xgcos (wt), onde @ é a frequéncia de excitacdo, equagio 39 é reescrita
como:
272, 4 272
Lo+, ) 2L 2
1 —_— 2 1 ———= | 2= Q" Xpcos (QT 40
(veurran )¢ eses ( Ty 1T @0 Y

Onde Q = w/my € arazdo de frequéncia. A forma final da equagido de movimento é obtida

dividindo-se a equacdo 40 pelo comprimento L, resultando na equagdo exata do sistema:

12

Ty

h2 " / 25
<1+‘u(1+h2)>h +2E0 + | 14+u h = Q"Xycos (QT) 41)
Onde h = z/L é o deslocamento relativo normalizado e Xy = Xy /L é o deslocamento da base

normalizado.



5.1 Modelo 5 - Sistema massa-mola-amortecedor-Inerter em arranjo geométrico ndo linear 63

5.1.1 Equacoes aproximadas para amplitudes altas e baixas

Analisando a equacdo 41, para um valor de u > 0, é possivel obter duas aproximagdes
limitantes. A primeira aproximagdo € obtida considerando valores baixos do deslocamento
relativo 4, de modo que os termos do denominador possam ser aproximados como 1+ A2 ~ 1,
fornecendo a equacao 42, a qual sera referida como BA, (Baixa Amplitude), aproximacao de

baixa amplitude.

(1+uh?) W'+ 28K + (1 + uh’z) h = Q*%)cos (Q7) 42)

Essa equacdo ainda é nao-linear, onde a nao-linearidade influencia as forcas de inércia e as
forgas elésticas. O termo (1 + uh’ 2)h nao tem um efeito significativo na dindmica do sistema
quando a massa estd em seu deslocamento maximo ou perto da posicao de equilibrio, porque
o deslocamento e a velocidade tem 90° de defasagem. Consequentemente, quando o desloca-
mento ¢ méaximo, a velocidade € zero e vice-versa. Uma observagdo interessante € que, com
excecdo de um termo de rigidez ndo-linear, este sistema possui equagdo semelhante a que de-
fine 0 modo unico de uma viga engastada uniforme com uma massa concentrada intermedidria e
inércia de rotacao descrito pelo (HAMDAN; DADO, 1997) e (MARINCA; HERISANU, 2012).

A segunda aproximagdo ocorre quando & é grande. Nessa situaco, o termo 1+ h* ~ h?,
assim, a equacdo do movimento é considerada linear. A equacdo 43 serd referida como AA,
(Alta Amplitude), aproximacao de alta amplitude.

(14 p)h" +2E0 + h = Q>%ycos (Q) (43)

Essa equagdo representa o caso de um sistema linear de uma massa suspensa pela combinagdo
dos elementos mola-amortecedor-/nerter em configuracao paralela (figura 13). Esse € um re-
sultado interessante que mostra que a nao-linearidade do sistema desaparece para grandes des-

locamentos relativos.
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5.2 Solucao através do Método do Balanco Harmonico de Primeira Ordem

Nesta secao sdao analisadas a Equacdao do Movimento Exata (equagdo 41) e as Equagdes
Aproximadas de Baixa Amplitude (equacdo 42) e de Alta Amplitude (equagdo 43). Foi utilizado

0 Método do Balanco Harmonico para obter a solu¢do das equagdes nio lineares.

O Balan¢o Harmonico € um método de aproximacgao utilizado para calcular solucdes periddicas
de equagdes diferenciais ordindrias (ODEs)(KRACK, 2018).Esse método pode ser utilizado na
analise de sistemas nao lineares, incluindo estruturas, fluidos, circuitos elétricos, a dinimica de
sistemas que podem ser modelados por ODEs. Esse método supera varias vezes o desempenho
da integracdo numérica em termos de eficiéncia computacional. Poucos métodos sido usados
para sistemas com fortes ndo linearidades, dentre eles, pode ser citado o Método do Balango
Harmoénico (MBH), (NAYFEH; BALACHANDRAN, 2008; NAYFEH, 1973). Segundo Meiro-
vitch (2010), o MBH é um método aproximado que tem como principal caracteristica a simplici-
dade em sua aplicacdo. Este método também é chamado de método de linearizacdo harmonica,
e difere do método de linearizac@o por ndo substituir a fun¢do nao linear por uma série de Tay-
lor. Este método permite gerar solugdes periddicas aproximadas a partir de uma série de Fourier
truncada. O MBH consiste na aproximac¢ado dos deslocamentos na fase permanente através da

combinagdo de harmonicos, tal como dado pela expressao, equacado 44:

N
u(t) = Z [Ancos(nwt) + Bycos(nwt)] (44)
n=0
Onde u(t) é o vetor de deslocamento, A, e B, sdo os vetores das componentes das amplitu-

des modais no enésimo harmonico e N é o nimero de harmdnicos usados na aproximacao.

Considerando primeiramente a equagdo exata (equagdo 41), a qual pode ser modificada
multiplicando os lados esquerdo e direito pelo termo (1 4 4?)?, dessa maneira, eliminando os

termos racionais, € possivel escrever:

((1+12)2+ (14 12)) K+ 26N (14 h2)% + ((1 +r2)? +,uh’2> h = Q2% cos (QT)(1+h2)?
(45)

Nesse formato, a equagao 45 € usada na seguinte se¢do, juntamente com a equacao 42 e a
equacgdo 43 para obter as expressoes para a frequéncia oscilatéria em fungdo da amplitude de

deslocamento.
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5.2.1 Curvas Backbone de Resposta a Vibracao Livre

A primeira investigacdo € realizada considerando o caso de movimento livre Xo = 0). Su-
pondo que a resposta pode ser escrita como uma fun¢io harmonica da forma h(t) = H cos (®),
onde ® = Q1+ ¢. Calculando a primeira e segunda derivadas dessa expressao e substituindo os
respectivos termos na Equacdo do Movimento Exata (equagdo 45), permite a obten¢do de uma
equacgao em termos de multiplicacdes de seno e cosseno, e as suas harmonicas de ordem mais

elevada.

Cycos(P)+S; sen(P) +Czcos (3P) + S3sen(3P) + Cscos (5P) + Sssen(5P) =0  (46)

Ao desconsiderar as harmonicas de ordem superior, existem duas equacdes que sdo fatores
de cos (®) e sen(P). Resolvendo a equagio do co-seno (C; = 0) para Q resulta na expressao

para a frequéncia de oscilacdo em fun¢do do deslocamento relativo H, escrita como

o SH* 4 12H 48 2 )
-\ (Su+5)H*+ (4p +12)H2 +8

Realizando um procedimento semelhante para a Equacdo do Movimento aproximada para
Baixa Amplitude (equacdo 42), a frequéncia de oscilacdo em func¢do do deslocamento H € dada

por:

> 1/2
Q= (—2 - qu) (48)

O ultimo caso € para a Equacdo do Movimento aproximada para Alta Amplitude (equacao 43),

a qual € linear e tem uma frequéncia fixa, dada por:

1 1/2
o= (i14) @

As equagdes 47, 48 e 49 descrevem a frequéncia de oscilacdo em fun¢do da amplitude, co-
nhecidas como curvas Backbone. Estas curvas foram plotadas para um intervalo de amplitudes

de deslocamento e sdo mostradas na figura 33.

Como o visto na figura 33, as equagdes 47 e 48 adequam-se bem aos pequenos valores de
deslocamento (menor que um). Para maiores valores de deslocamento, a equacio 47 aproxima-

se da equacdo 49, o que confirma as proposicoes adotadas na se¢do 5.1.1.
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Figura 33 - Curvas Backbone da Frequéncia de oscilacdo € em fung¢ao de H com u = 0.3.

Equacao do Movimento Exata (Linha Azul); Aproximacao de Baixa Amplitude
(Linha vermelha tracejada); Aproximagdo de Alta Amplitude (Linha trago ponto).

Considerando o sistema com Inerter em arranjo geométrico nao linear.

N
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Deslocamento Relativo (H)
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e 0.8 0.9
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Fonte: Autor
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5.2.2 Movimento Livre nao amortecido - Plano de Fase

O plano de fase (deslocamento / velocidade) também ajuda a entender o comportamento
descrito pelas equacdes 39, 42 e 43. Para isso, o elemento de amortecimento viscoso foi des-
considerado, as simulagdes numéricas consideraram condi¢des iniciais € movimento livre. Os
resultados sao mostrados nas figuras 34, 35 e 36 para trés diferentes condicoes iniciais, figura 34
(ho,hy) = (5,0), figura 35 (ho,hyy) = (2,0), figura 36 (ho,hy) = (0.1,0). Os resultados apre-
sentados na figura 34 consideraram grande o deslocamento, e € possivel notar a diferenca entre
as trajetdrias no plano de fase obtido pela equacdo exata e a aproximag¢do BA quando o des-
locamento estd distante do zero. Em contraste, a equacdo exata e a equacdo AA adequam-se
bem, menos para valores de deslocamento que estejam préximo de zero. Ao reduzir a am-
plitude do deslocamento inicial, as trajetdrias no plano de fase fornecidas pela equagdo exata
sao aproximadas dos resultados definidos pela aproximacgdao BA, como o mostrado na sequéncia
de figuras 35 e 36. A solugdo de baixa amplitude também atinge a amplitude maxima correta

devido as condig¢des iniciais dadas ao sistema.

Figura 34 - Trajetorias no plano de fase para a equagdo exata, aproximacao BA e aproximacao
AA com condigdes iniciais (hg, ;) = (5,0). Considerando o sistema com Inerter
em arranjo geométrico nao linear.

6 ‘
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4t - - -aprox. BA||
2, 4
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o
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>
_2, 4
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) -4 -2 0 2 4 6

Deslocamento

Fonte: Autor
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Figura 35 - Trajetorias no plano de fase para a equacao exata, aproximagdo BA e aproximagao
AA com condigdes iniciais (hg,h() = (2,0). Considerando o sistema com Inerter
em arranjo geométrico nao linear.

2.5

——Eqg.exata

Velocidade
S

Deslocamento

Fonte: Autor

Figura 36 - Trajetdrias no plano de fase para a equacdo exata, aproximagao BA e aproximagao
AA com condigdes iniciais (ho, ) = (0.1,0). Considerando o sistema com Inerter
em arranjo geométrico nao linear.
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Fonte: Autor
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5.2.3 Resposta em Frequéncia - Equacao do Movimento Aproximada para Baixa Ampli-
tude

A proposta desta se¢do € descrever o comportamento do sistema em relagdo a excitagao
harmonica. A andlise inicial € descrita usando a aproximagao BA. Normalmente, neste tipo de
andlise, a excitacdo é da forma QX cos (QT) descrita na equagio 42, assume-se que o movi-
mento é da forma i(t) = H cos P, com ® = Q1+ ¢. Substituindo esta expressdo na equagdo 41

e mantendo apenas os termos de frequéncia fundamentais em cosseno e seno, obtém-se:

2
<1 -2 (1 - %)) Hcos (QT+ ¢) —2EQH sen(Q1+ ¢) = Q2% cos (Q1) (50)

Expandindo as fun¢des trigonométricas, de modo que os termos do lado direito e esquerdo

sdo balanceados, a equagao 50 é dividida em duas equacdes em termos de seno e cosseno, como

2
(1—92 (1+%>)H = Q?%ycos(9) (51)
—2EQH = Q?Xysen(¢) (52)

No caso de movimento livre (Xy = 0), usando a equagio 51 e resolvendo ela para Q, é
possivel obter a curva Backbone para a frequéncia de ressonancia em fun¢do da amplitude do
deslocamento relativo (H). A resposta a excitacdo harmonica de base é obtida somando o

quadrado das equagdes 51 e 52, que resulta em uma equacao polinomial em termos de H

2004
%m QY (@2 - 1) HY 4 (46207 + (1- %)) H2 - @43 =0 (53)

ou em termos de £,

2 WH? ? 52 | 4 2 WH? AP
H 1+T —-Xy | QT+ | —2H 1—}-7 +4§ +H ) Q°+H =0 (54)

A equagdo 53 € uma equacao do sexto grau em H, mas pode ser convertida em uma equagao
cubica, possibilitando obter as trés raizes que podem ser de interesse. Da mesma forma, a
equagdo 54 é uma equagdo bi-quadritica em e pode ser resolvida para obter as raizes de

interesse.
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5.2.4 Resultados obtidos usando o Método do Balanco Harmoénico - Equacao do Movi-
mento Aproximada para Baixa Amplitude

A magnitude de H foi obtida resolvendo a equacdo polinomial (equagdo 53) para valores
de Q, usando £ = 0.1 e Xy = 0.1. Trés valores de razdo de inércia u foram comparados e
sdo mostrados na figura 37. Esta figura ilustra efeito semelhante a uma mola do tipo softening
(amolecedora), em que a frequéncia de ressonancia € reduzida com o aumento da amplitude do

movimento, sendo que, essa reducao deve-se a influéncia da razao de inércia.

Figura 37 - Magnitude da transmissibilidade relativa em funcdo da frequéncia variando a razao
de inércia u = 0.1,0.2,0.3, com & = 0.01 e Xp = 0.1. Considerando o sistema com
Inerter em arranjo geométrico ndo linear - aproximacao BA.

N w )

Mag. Rel. Transmissibilidade

[EEN
T

O I I
0 0.5 1 15 2
Frequéncia adimensional (Q)

Fonte: Autor

O comportamento detalhado da transmissibilidade relativa € mostrado na figura 38. As
assintotas de baixa e alta frequéncia sdo iguais as assintotas do sistema linear. A curva Backbone

€ calculada usando a equacao 48.

Essa figura corresponde a um diagrama de bifurcagc@o onde a linha sé6lida azul corresponde a
um movimento periddico estavel e a parte interna da curva (linha tracejada vermelha) representa

um movimento periddico instavel.

O parametro de controle Q é gradativamente aumentado iniciado em A’, seguindo a curva
A’F’B’ até atingir um valor critico Qg. Em Q = Qg ocorre uma bifurcacio do tipo Sela-nd,
identificada como Bifurca¢dao B’. Em B’, o valor da Magnitude relativa da transmissibilidade so-

fre uma descontinuidade, sendo chamado de bifurcag¢do descontinua ou catastréfica onde ocorre
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um salto para cima, do ramo estavel A’'F’B’, para o outro ramo estavel E’C’D’. Assim que o
valor de € continua a ser aumentado acima do valor de B’ e a magnitude da transmissibilidade

relativa segue a curva C’'D’.

Se iniciar a diminuicdo gradativa do parametro de controle Q a partir de D’, e seguindo a
curva D’C’E’ até atingir o valor critico Qg+, localmente no ponto E’, ocorre uma bifurcacdo do
tipo Sela-no, identificada como Bifurcagdo E’ onde o valor da Magnitude relativa da transmis-
sibilidade sofre uma outra descontinuidade e ocorre um salto para baixo, partindo do ponto E’
para o ponto F’. Diminuindo o valor de Q abaixo do valor de F’ a magnitude da transmissibili-

dade relativa segue a curva F°A’.

Para Q < Qg e Q > Qp/, a figura 38 apresenta apenas um ponto de estabilidade. No
intervalo Qg < Q < Qp/, a figura 38 apresenta dois ramos de estabilidade coexistindo. Este

intervalo € chamado de intervalo de biestabilidade.

Figura 38 - Magnitude relativa da transmissibilidade em funcao da frequéncia e algumas
defini¢des de suas caracteristicas, com Xo = 0.1, u = 0.3, £ = 0.01. Considerando
o sistema com Inerter em arranjo geométrico ndo linear - aproximagdo BA.
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Fonte: Autor

Os dois pontos pretos B’ e E’ s@o, respectivamente, onde ocorre as bifurcacdes e sdo chama-
dos de pontos de tangentes verticais ou pontos limites. A frequéncia onde ocorre a bifurcagcdo
B’ pode ser obtida a partir das solugdes da equagdo 54, fazendo dQ2/dH = 0 e resolvendo para
Qp, para obter
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21/2,,1/3%1/6
Qp = : K (11/3 > (55)
<3uXo+2u2/3X0 )

A respectiva magnitude relativa da bifurcacdo B’ é dada por

!
|Hp/| = (E> 3 (56)
U
Obter uma expressao para a frequéncia onde ocorre a bifurcacio E’ parece ser mais dificil
usando a mesma estratégia, uma vez que essa produz uma expressao analitica relativamente
longa. Assim, a partir das solu¢des da equacdo 53 foi obtida uma aproximacdo, fazendo
dH/dQ =0

1 2 )
Qp = f(_o\/F (\/ﬂxo—zg) (57)

A equacdo 57 nao € exatamente a parte da resposta em frequéncia onde a inclinagdo €
vertical (90 graus), em vez disso, ela corresponde ao pico de ressondncia em que a inclinagdo
€ zero. A respectiva magnitude para a frequéncia onde ocorre a bifurcagdo E’ é também uma
longa expressdo analitica que depende do valor do amortecimento e, por razdes praticas, nao €
apresentada aqui. No entanto, ela pode ser obtida substituindo a expressao para g na solugcdo
da equagdo 53.



5.2 Solugdo através do Método do Balanco Harmonico de Primeira Ordem 73

5.2.5 Deslocamento Absoluto

Até agora, a analise da transmissibilidade baseou-se no estudo do deslocamento relativo,
mas na pratica, € interessante considerar a transmissibilidade do deslocamento absoluto. A
transmissibilidade do deslocamento absoluto pode ser calculada considerando a magnitude e a

fase da transmissibilidade relativa, dada por

X =\/H?*+ X} +2HXycos () (58)
B 4EQ
¢—atan(—2_92(2+uH2)) (59)

Usando a equagdo 58, o deslocamento absoluto foi representado graficamente nas figu-
ras 39 e 40 e comparado com dois outros sistemas lineares. Nessas figuras, a linha vermelha
fina corresponde a transmissibilidade do deslocamento absoluto do sistema linear massa-mola-
amortecedor; a linha tracejada preta, representa a transmissibilidade do deslocamento do sis-
tema linear massa-mola-amortecedor-Inerter (mostrado na figura 32) e a linha azul grossa repre-
senta os resultados obtidos usando a equagdo 58, referente ao sistema massa-mola amortecedor-
Inerter em arranjo geométrico nao linear. A transmissibilidade dos sistemas lineares € dada no
Apéndice B.1.

A figura 39 apresenta a comparacdo das magnitudes de deslocamento absoluto com ex-
citacdo de base para o sistema linear massa-mola-amortecedor, o sistema linear massa-mola-
amortecedor-Inerter € o sisttma proposto com Inerter em arranjo ndo linear, considerando
E=0.01,u=03eX,=0.3.

Ambos os sistemas, tanto o com arranjo geométrico ndo linear e o linear, apresentaram
aproximadamente as mesmas magnitudes relativas de transmissibilidade na regido da anti-

ressonancia.

Ambos os sistemas com Inerter apresentaram vantagem de isolamento em relagdo ao mo-
delo massa-mola-amortecedor na anti-ressonancia. Sendo que o sistema linear com Inerter
isolou aproximadamente 42% a mais que o modelo massa-mola-amortecedor na frequéncia

adimensional da anti-ressonancia aproximada Q = 2.

Em alta frequéncia, em frequéncias acima de aproximadamente = 100, o modelo com
arranjo geométrico nao linear apresentou como vantagem, aproximadamente 22% a mais de
isolamento da magnitude do deslocamento de transmissibilidade do que o sistema linear com o

Inerter.
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Figura 39 - Comparagdo das magnitudes de deslocamento absoluto com excitacao de base,
entre o sistema linear massa-mola-amortecedor (linha vermelha), o sistema linear
massa-mola-amortecedor-Inerter (linha tracejada preta) e o sistema proposto com

Inerter em arranjo ndo linear considerando a aproximagdo de baixa amplitude
(linha grossa azul), com Xo=0.3.
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Fonte: Autor

A figura 40 apresenta a comparacdo das magnitudes de deslocamento absoluto com ex-
citacdo de base para o sistema linear massa-mola-amortecedor, o sistema linear massa-mola-
amortecedor-Inerter € o sistema proposto com Inerter em arranjo ndo linear, considerando & =
0.01, p =0.3 ¢ Xp = 0.6. Com o aumento da amplitude de deslocamento adimensional da
excitacio de Xy = 0,3 para Xy = 0,6, a frequéncia adimensional da anti-ressonancia do modelo
com [nerter em arranjo geométrico ndo linear diminui, deslocou-se para a esquerda de Q =9

para aproximadamente Q = 4.
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Figura 40 - Comparagdo das magnitudes de deslocamento absoluto com excitacdo de base,
entre o sistema linear massa-mola-amortecedor (linha vermelha), o sistema linear
massa-mola-amortecedor-Inerter (linha tracejada preta) e o sistema proposto com

Inerter em arranjo ndo linear considerando a aproximagdo de baixa amplitude
(linha grossa azul), com Xo=0.6.
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Fonte: Autor

A diferenca entre as figuras 39 e 40 € a amplitude do deslocamento da base Xy. As fi-
gura 39 e 40 mostram a resposta em frequéncia, comparando o sistema proposto com Inerter
em arranjo nao linear com o sistema linear massa-mola-amortecedor e o sistema linear massa-

mola-amortecedor com Inerter em uma configuracio vertical.

Apesar de serem mostrados os picos de ressonancia nas figuras 39 e 40 a aproximacao de
baixa amplitude ndo deve ser utilizada para representar a transmissibilidade de deslocamento
no intervalo de frequéncia proximo a ressonancia ou para valores de amplitude de Desloca-
mento Relativo (H) maiores que aproximadamente 1, como o mostrado na curva Backbone
na figura 33. Na frequéncia de ressonancia a amplitude do deslocamento é alta, assim, a
aproximacao de baixa amplitude apresenta uma resposta que diverge da equacao do movimento

exata.

A anti-ressonancia na resposta em frequéncia é uma caracteristica dos isoladores que pos-
suem um elemento do tipo Inerter. A assintota de alta frequéncia € uma desvantagem desse
elemento. Para o sistema em estudo, com o Inerter em posicdo horizontal, a anti-ressonancia
¢ deslocada para uma frequéncia mais alta, e a principal vantagem do arranjo geométrico nao

linear € que a resposta em altas frequéncias € reduzida para amplitudes mais baixas.
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5.2.6 Resultados obtidos usando o Método do Balanco Harmoénico - Equacao do Movi-
mento Exata

Até entdo, a transmissibilidade do sistema descrito pela equacdo aproximada poderia ser
obtida usando o método do Balango Harmonico, resultando em expressdes analiticas como
as descritas pelas equacdes 51 e 52. Ao considerar a equacdo do movimento exata descrita
pela equacdo 45, torna-se dificil obter expressdes analiticas que definem a transmissibilidade
em funcdo de frequéncia. Para resolver essa questdao, o procedimento para obter a fun¢do
de transmissibilidade para o sistema exato também foi desenvolvido considerando que /(1) =
H cos (®). Substituindo esse termo na equagio 45, resulta na expressdao em termos dos multipli-
cadores cos (Q7) e sen(Qt) e harmodnicas de ordem superior. Desconsiderando as harménicas

de ordem superior, resulta-se no conjunto de equagdes nao lineares:

Picos(¢)+Prsen(¢)+Pscos(2¢9) = O (60)
Pycos(¢) — Py sen(¢) —Pysen(2¢) = 0 (61)

Na qual os termos Py, P>, P3 sdo funcdes de H e sdo descritas no Apéndice A. A equacdo 60 e
61 pode ser resolvida numericamente com as incognitas H e ¢ para cada frequéncia. Ao resolver
as equagdes 60 e 61 numericamente, hd a necessidade de uma suposi¢ao inicial para H e ¢.
Para alguns intervalos de frequéncia, pode existir mais de uma solugdo, o que torna necessario
resolver essas equagdes para diferentes suposi¢cdes iniciais. Essas equacdes foram resolvidas
usando a biblioteca Python-Scipy (JONES et al., 2001-) e a fun¢do fsolve,que consiste em
uma modificacdo do Método Hibrido de Powell para encontrar as raizes das N-equacdes nao
lineares. A figura 41 mostra a transmissibilidade relativa obtida usando este procedimento para
diferentes valores de deslocamento da base Xy. Os valores dos deslocamentos de base foram
adotados, onde, Xy = 0.025,0.05,0.075,0.1 e os respectivos picos de ressonancia movem-se
do lado direito para o lado esquerdo a medida que o deslocamento da base aumenta. Esse
comportamento é semelhante a linha que define a curva Backbone definida na equacdo 47 e

mostrada na figura 33.

As figuras 42 e 43 mostram uma comparagao da transmissibilidade para o sistema proposto
com o Inerter em arranjo geométrico nao linear considerando a equagdo exata do movimento
e comparando-o com o sistema linear massa-mola-amortecedor e o sistema linear massa-mola-
amortecedor e Inerter. A diferenca entre as figuras 42 and 43 € a amplitude do deslocamento

da base X, respectivamente, Xo=0.3¢e X, =0.6.

Na figura 42 € possivel observar que a transmissibilidade do sistema proposto possui algu-
mas vantagens para intervalos de frequéncia especificos em relagdo aos outros dois sistemas.

Ambos os sistemas com Inerter apresentaram aproximadamente a mesma magnitude relativa
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Figura 41 - Comparacdo da transmissibilidade relativa considerando o modelo com Inerter em
arranjo geométrico ndo linear e a equagdo do movimento exata.
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de transmissibilidade na regido da anti-ressonancia.

Ambos os sistemas com Inerter apresentaram vantagem de isolamento em relagdo ao mo-
delo massa-mola-amortecedor na anti-ressonancia. Sendo que o sistema linear com Inerter
isolou aproximadamente 36% a mais que o modelo massa-mola-amortecedor na frequéncia

adimensional da anti-ressonancia aproximada Q = 2.

Em alta frequéncia, acima de aproximadamente 2 = 100, o modelo com arranjo geométrico
ndo linear apresentou como vantagem, 22% a mais de isolamento da magnitude do desloca-

mento de transmissibilidade do que o sistema linear com o Inerter.

A magnitude absoluta de transmissibilidade em alta frequéncia do sistema com Inerter em
arranjo geométrico ndo linear apresenta beneficios, aproximadamente 22% a mais de isola-
mento do que o sistema linear massa-mola-amortecedor-/nerter. Os resultados apresentados na
figura 43 apresentam um comportamento semelhante ao da figura 42, com uma ligeira alteracao

na frequéncia da anti-ressonancia, a qual diminuiu, deslocou-se para a esquerda.

Os resultados dessas figuras mostram que ha vantagens em usar o Inerter em configuracoes
horizontais, arranjo geométrico nao linear, dependendo da amplitude da excitagdo de base e da
faixa de frequéncia de interesse, principalmente quando se deseja diminuir a magnitude absoluta

de transmissibilidade em alta frequéncia.
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Figura 42 - Comparacdo da magnitude absoluta de transmissibilidade considerando a equagao
do movimento exata do sistema com Inerter em arranjo geométrico nao linear, com
o sistema linear massa-mola-amortecedor e o sistema linear
massa-mola-amortecedor-Inerter, com Xy = 0.3, u = 0.3, £ = 0.01.

2

10 ,

—— Mola—Amortecedor

- - - Mola—Amortecedor-Inerter
10" | * Eq. Exata (ndo linear) e

|
N

Mag. Abs. Transmissibilidade
= =
o o

H
o
&

|
I

10° 10" 10
Frequéncia adimensional (Q)

=
o

[ERN

oI

Fonte: Autor

Figura 43 - Comparagao da magnitude absoluta de transmissibilidade considerando a equagao
do movimento exata do sistema com Inerter em arranjo geométrico nao linear, com
o sistema linear massa-mola-amortecedor e o sistema linear
massa-mola-amortecedor-Inerter, com Xy = 0.6, u = 0.3, £ = 0.01.
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5.3 [Estabilidade da Resposta Peridodica

5.3.1 Estabilidade da Resposta Periddica - Equacao do Movimento aproximada para
Baixa Amplitude

As condi¢des que levam a saltos na resposta em frequéncia s@o definidas pelas frequéncias
onde ocorrem as bifurcagdes (bifurcacdo I’ e a bifurcagdo J’ na figura 44) e sdo importantes
na andlise de sistemas nao lineares, uma vez que estas condi¢des produzem comportamen-
tos indesejados em isoladores de vibracdes. Os saltos de um ramo estdvel para outro causam
vibragdes com grandes amplitudes de deslocamento podendo causar falhas mecénicas ou es-
truturais do mecanismo isolador, manutencdo frequente e dispendiosa ou at€ mesmo danos e
desconfortos para o homem. A andlise das regides de instabilidade pode ser obtida conside-

rando a perturbacdo na resposta periddica, definida por

h(T) = u(t)+e(t) = Ucos (Qt) +e(T) (62)

Onde u ¢ uma solucdo da equagdo diferencial e e € um pequeno parametro de perturbagao.

Substituindo a equagdo 62 para o caso de movimento livre na equacao 42 fornece

(1 +u (u+e)2) (u" +€")+2& (' +€') + (1 +u (u/—i—e')z) (u+e)=0 (63)

Expandindo a equagdo 63, e lembrando que u(T) € uma solugo

(1+uu2) u' +2Eu + <1+[,Lu/2)u=O (64)

Substituindo a equacdo 64 na equacgdo 63, resulta em

(14 pu?)e” +uue+ ) (u" 4+ ")+ 28 + (1 + ,uulz)e +u2u'e + elz)(u +e)=0 (65)

Assumindo que e(T) = A sen(Q7) + Bcos (Q7) e, desde que e é um pardmetro pequeno, os
termos de ordem superior podem ser desprezados (A%, B>, AB,A”B,AB?, - --), possibilitando

reescrever a equacao 65 como

[(1 —Q2(1+ %,UU2> A+2§QB} cos (QT)+
(66)

Kl —Q(1+ %uU2> B —2§QA} sen(Qt) =0
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Os parametros A e B sdo pequenos, mas ndo nulos, portanto, a equagdo 66 pode ser re-

organizada em duas equacdes em termos de termos seno e co-seno e colocada sob a forma de

0
S

Para ndo-zero A e B, o determinante da equagdo 67 fornece a equacdo que define as regides
de instabilidade

matriz,

1-Q% (14 3uU?) 260
—2¢Q 1-0% (1+ 5uU?)

A
B

3u2Qf

U200 (1- Q) U2 48707 + (1-07) =0 (68)

Entre as quatro solugdes da equacdo 68 em termos de U, duas sdo de interesse, e podem ser
plotadas em fun¢do da frequéncia mostrada na figura 44. As areas vermelhas definem as regides

onde o sistema estd sujeito a saltos (regido instavel).

Figura 44 - Deslocamento relativo e regiao de estabilidade obtida pelo método do Balango
Harmoénico, com Xo =0.1, u=0.3, & =0.01. Considerando o sistema com
Inerter em arranjo geométrico ndo linear - aproximagao BA.
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5.3.2 Estabilidade da Resposta Periodica - Equacao do Movimento Exata

Realizando um procedimento similar para o modelo exato, o equivalente da equacao 68 €

dado por

TUS + TUC + WU + BU? + Ty =0 (69)

Essa equacdo também pode ser escrita como uma fungao de Q como

WaQ + Wo Q2 + Wy =0 (70)

E os termos 7; e W; sdo dados no Apéndice B. Resolver qualquer uma das equagdes 69 ou
70 permite obter a regido de instabilidade da resposta periddica. No caso da equacdo exata do

sistema, as regides de instabilidade sao plotadas na figura 45

Figura 45 - Deslocamento relativo e regiao de estabilidade obtida pelo método do Balango
Harmonico, com y = 0.3, £ = 0.01. Foram utilizados dois valores de
deslocamento de base Xy = 0.05,0.025. Considerando o sistema com Inerter em
arranjo geométrico ndo linear - equacio exata.
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E possivel observar na figura 45, as regides de instabilidade que diferem dos resultados
mostrados na figura 44. Para grandes valores de deslocamento de base, as curvas nao atravessam
as regides vermelhas e o sistema ndo apresenta saltos. No caso das duas curvas mostradas nesta

figura, as frequéncias onde ocorrem a bifurcacdo L’ e a bifurcacdo N’ coincidem com a parte
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superior da regido de instabilidade. As frequéncias onde ocorrem a bifurcacdo K’ e a bifurcacao

M’ ndo sao coincidentes, principalmente devido as aproximagdes descritas na se¢ao 4.
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5.4 Analise Numérica - Equacao do Movimento Exata

Nas secdes anteriores, foi utilizado o método do Balango Harmonico para obter as solugdes
das equagdes ndo lineares e foi considerada a equacdo do movimento exata, assim como as
equagdes do movimento aproximadas para alta e baixa amplitude. Nesta se¢do, uma andlise de-
talhada € realizada usando integragdo numérica considerando a Equa¢cdo do Movimento Exata.
O método de integracdo numérica escolhido foi o método explicito de Runge-Kutta-Fehlberg
(4,5). Em alguns casos, foi usada a computacao paralela usando o médulo de multiprocessa-
mento (MCKERNS et al., 2012). Foi utilizada a equagdo do movimento exata, sem aproximagoes,

que pode ser escrita como:

12

(1+h?) (1+h?)?

h? .
(1+u—> W' 260 + <1+u )h:QZXocos(QT) (71)
A escolha usual das varidveis de estado como g; = h e g = I/, e as equacdes de estado sdo

dadas por:

9 =q (72)

/ h B / W X
9=~ (1 +H_(1 —|—h2)) <2§h + <1 —Hlm) h—Q*Xycos (QT)> (73)

A primeira investigacdo foi realizada pela integracdo da equacdes 72 e 73 na faixa de
frequéncia Q = [0.8,1.2] usando pequenos passos incrementais na frequéncia. A integracdo
numérica foi realizada com o sistema inicialmente em repouso e com intervalo de tempo T =
2000. Apenas um pequeno intervalo no final de cada histérico no tempo foi considerado com a
finalidade de evitar a influéncia do comportamento transitério. Este procedimento foi repetido

para diferentes valores de deslocamento da base X e é mostrado na figura 46.

E possivel observar na figura 46 que aumentando a amplitude do movimento da base, des-
loca o pico de ressonancia para a esquerda no eixo da frequéncia. Existem valores de des-
locamento da base que produz descontinuidades na resposta em frequéncia, bifurcacdes, por
exemplo, quando Xy = 0.1. Ao aumentar ainda mais o deslocamento da base, as descontinuida-
des tendem a desaparecer e o pico de ressonancia tende a um valor fixo que esta de acordo com

o descrito nas secdes anteriores.
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Figura 46 - Bifurcagio - Magnitude relativa de transmissibilidade |H /Xo| para diferentes
valores de deslocamento de base (Xj), considerando integracdo numérica, com
1w =0.3¢e& =0.02. Considerando o sistema com Inerter em arranjo geométrico
nao linear - equagdo exata.
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5.4.1 Evolucao das bacias de atracao - Equacao do Movimento Exata

Na sec¢do anterior, foi mostrado que ha um intervalo de frequéncia adimensional Q onde
dois ramos de estabilidade coexistem. Nesta secdo, para Q < Qg a figura 47 apresenta apenas
o ramo de estabilidade O’T’P’ (baixa amplitude) e para > Qps, apresenta apenas o ramo de
estabilidade S’Q’R’ (alta amplitude).

Figura 47 - Bifurcagio - Magnitude da transmissibilidade relativa (|H /Xo|) obtido por
varredura de frequéncia. Os resultados foram obtidos através da integracao
numérica, para Xo = 0.1, u = 0.3 ¢ £ = 0.01. O detalhe mostra o intervalo de
frequéncia com solucdes co-existentes. Considerando o sistema com Inerter em
arranjo geométrico nao linear - equagao exata.
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No intervalo Q¢ < Q < Qp/, chamado de intervalo de biestabilidade, apresenta os dois ra-
mos de estabilidade coexistindo, e diferentes, sendo que nesse intervalo de andlise o sistema
possui um ciclo-limite de alta amplitude (figura 48) e o outro ciclo-limite de baixa amplitude
(figura 49) que ocorrem na frequéncia adimensional = 0.91, ambos de periodo-1. Nessa
frequéncia adimensional, = 0.91, as condi¢des inicias de deslocamento e velocidade deter-

minam se o sistema se estabilizard em um ciclo de alta ou de baixa amplitude.
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Figura 48 - (a) Histérico no tempo e (b) Plano de Fase no Estado-Estaciondrio para a
frequéncia de excitagdo Q = 0.91 com hy = 0 e hy, = —4.0. Considerando o
sistema com Inerter em arranjo geométrico nao linear - equagao exata.
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Figura 49 - (a) Historico no tempo e (b)Plano de Fase no Estado-Estacionario para a
frequéncia de excitagdo Q = 0.91 com hy = 2 e hy, = —4.0. Considerando o
sistema com Inerter em arranjo geométrico nao linear - equagdo exata.
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As bacias de atracao desses dois atratores periddicos foram calculadas e sdo mostradas na
figura 50-a e na figura 50-b , em que a drea amarela € a bacia do ciclo-limite de alta amplitude,
e a 4rea escura € a bacia do ciclo limite de pequena amplitude. A figura 51 mostra a evolugdo
das bacias assim como a razdo de inércia € variada i, mostrando que quanto maior € u resulta
em uma maior probabilidade de encontrar uma resposta de amplitude maior. Esta figura ilustra

uma provavel existéncia de um fendmeno chamado de Erosdo de Bacia.

Figura 50 - (a) Bacias de atracdo para Q@ = 0.91, u = 0.3, £ =0.01 ¢ Xy = 0.1, onde a drea
amarela representa o ciclo limite de alta amplitude e a drea escura representa o
ciclo limite de pequena amplitude; (b) regido de zoom. Considerando o sistema

com [nerter em arranjo geométrico ndo linear - equagdo exata.
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As bacias de atragdes sugerem que o aumento do valor da inertancia tornam o sistema mais

propenso a exibir um ciclo-limite de grande amplitude, figura 51(f).



5.4 Andlise Numérica - Equac¢do do Movimento Exata

88

Figura 51 - Efeito da razdo de inércia (i) na bacia de atracdo (a,b,c,d,e.f). A ultima figura no

canto inferior direito mostra a relacdo entre os ciclos-limite de baixa e alta

amplitude em func¢do da razdo de inércia, considerando o sistema com Inerter em
arranjo geométrico nao linear - equagio exata.
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6 CONSIDERACOES FINAIS
6.1 Conclusoes

Nesta tese foi apresentada a andlise do comportamento dinamico de um sistema isolador de
vibragdes utilizando o dispositivo Inerter em arranjo geométrico linear e em arranjo geométrico
nao linear, através das curvas de transmissibilidade de deslocamento relativo e absoluto. No
Capitulo 3, foram apresentadas as modelagens matemaéticas de quatro modelos, o modelo de um
grau de liberdade linear de um sistema isolador de vibracdes do tipo massa-mola-amortecedor,
Modelo 1, outro modelo, massa-mola-amortecedor-Inerter, Modelo 2, assim como a modela-
gem matematica de dois modelos mais aprimorados para efeito de validacao do aparato expe-
rimental, Modelo 3 e Modelo 4. No capitulo 4, foram apresentadas as andlises e validacdes
do Modelo 3 e Modelo 4 referente ao aparato experimental massa-mola-/nerter. No Capitulo
5, foi apresentado um sistema isolador de vibracdes massa-mola-amortecedor com Inerter em
arranjo geométrico ndo linear, Modelo 5. Nesse capitulo apresentaram-se trés modelagens ma-
temadticas referentes ao Modelo 5: a primeira para a solu¢do da equagdo do movimento exata, a
segunda para a aproximacao da equacao do movimento para baixa amplitude e a terceira para a
aproximacdo da equacdo do movimento para alta amplitude, foi utilizado o método do Balango
Harmonico para solucionar as equacdes nao lineares do sistema. Foi apresentada a estabili-
dade da resposta periddica para o deslocamento relativo e para o deslocamento absoluto e uma

andlise numérica. As principais conclusdes obtidas foram:

e Os sistemas isoladores de vibracdes de um grau de liberdade linear massa-mola-amortecedor-

Inerter, Modelo 2, trazem beneficios e maleficios no isolamento da vibragao, apresenta-
dos nos Capitulos 3 e 5. A principal vantagem desse sistema isolador linear com Inerter, é
que o sistema apresenta boa capacidade de isolamento na frequéncia da anti-ressonancia,
a qual € possivel de ser escolhida e ajustada para um determinada frequéncia desejada
alterando-se a inertancia. O sistema linear isolador de vibragdes com Inerter possui a
capacidade de reduzir a amplitude de transmissibilidade de deslocamento do sistema em
até aproximadamente 99% na anti-ressonancia. Por outro lado, a desvantagem € que o
sistema apresenta um valor continuo de transmissibilidade em altas frequéncias, maior

que o sistema massa-mola-amortecedor, Modelo 1, modelo cléssico.

e O aparato experimental massa-mola-Inerter possibilitou validar ambos os modelos ma-
tematicos Modelo 3 e Modelo 4, com exce¢ao da magnitude relativa de transmissibilidade

na ressonancia, onde a causa mais provavel € a existéncia de outro tipo de atrito no experi-
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mento (atrito assimétrico devido a folgas e momentos de inércia atuantes no mecanismo),
o qual interfere de maneira nao linear na resposta do sistema. Tanto o aparato experimen-
tal massa-mola-Inerter, quanto as equacdes de magnitude relativa de transmissibilidade
apresentaram resultados muito proximos, sendo possivel identificar e validar as principais
caracteristicas desse sistema isolador de vibracdes. Os resultados experimentais mostra-
ram que o aparato experimental massa-mola-/nerter possui boa capacidade de isolamento
de vibragdes na frequéncia da anti-ressonancia, e pode apresentar até aproximadamente
99% de isolamento da magnitude relativa de transmissibilidade, a qual pode ser escolhida

e ajustada através da variac@o da inertancia.

e O capitulo 5 apresentou o comportamento dindmico de um sistema isolador de vibragdes
massa-mola-amortecedor com Inerter em arranjo geométrico nao linear, Modelo 5, o qual
possui beneficios em relacdo ao sistema massa-mola-amortecedor linear, Modelo 1, pois
apresenta menor magnitude de deslocamento de transmissibilidade na anti-ressonéncia,
aproximadamente 36% menor. A principal vantagem do sistema isolador de vibragdes
com Inerter em disposi¢do geométrica ndo linear, Modelo 5, € que apresenta a magnitude
de deslocamento de transmissibilidade, na alta frequéncia, aproximadamente 21% menor
do que a do sistema linear massa-mola-amortecedor-Inerter. A nao linearidade neste
sistema desaparece quando a amplitude do movimento se torna alta, de modo que ela

existe somente em um intervalo de amplitude limitado.
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6.2 Trabalhos realizados

e Artigos completos publicados em periddicos: MORAES, FERNANDO DE HARO; SIL-
VEIRA, MARCOS ; GONCALVES, PAULO J. PAUPITZ . On the dynamics of a vibra-
tion isolator with geometrically nonlinear inerter. NONLINEAR DYNAMICS, v. 2018,
p. 1, 2018.(ISSN:0924 — 090X).(https://doi.org/10.1007 /511071 — 018 — 4262 — 6)

e Trabalho apresentado em congresso internacional: DINAME - XVII (2017). Internati-
onal Symposium on Dynamic Problems of Mechanics. THE USE OF A PNEUMATIC
INERTER FOR VIBRATION ISOLATION. 2017

e Trabalho apresentado em encontro regional: 1II ERMAC - Encontro Regional de Ma-
tematica Aplicada e Computacional. Andlise de um modelo de dois graus de liberdade
utilizando inerter. 2016.

e Trabalho apresentado em semindrio: X Semindrio da Pés-graduacao em Engenharia Me-
canica. ANALISE DE UM ISOLADOR DE VIBRACOES INERCIAL PNEUMATICO.
2016.

e Trabalho apresentado em semindrio: IX Seminario da Pés-Graduacdo em Engenharia
Mecanica. ANALISE DA RESPOSTA AO CHOQUE DE UM MODELO DE SUS-
PENSAO DE UM QUARTO DE CARRO UTILIZANDO INERTER. 2015.
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6.3 Trabalhos futuros

Sugestoes de trabalhos futuros:

e Aperfeicoar o modelo massa-mola-Inerter considerando os efeitos do atrito do tipo as-
simétrico, assim como considerar os diferentes tipos modelo de atrito, afim de verificar
sua influéncia na amplitude dos picos de ressondncia e anti-ressonancia e trazer uma

maior realidade ao modelo.

e Analisar a influéncia de diferentes tipos de nao linearidades, como folga no acoplamento
e no engrenamento da cremalheira do Inerter, desbalanceamento do volante de inércia.

Considerando que os dispositivos reais estao sujeitos a esses tipos de folgas.

e Analisar o sistema absorvedor de vibracdes com Inerter sob a excitacao do tipo choque,
impacto, buscando analisar se o dispositivo apresenta vantagens quanto ao isolamento de
vibragoes.

e Analisar a influéncia de um volante de inércia sob influéncia magnética, visando a aplicacdo
de uma bobina sobre 0 mesmo com a finalidade de realizar a coleta de energia, isolar ou

absorver vibracao.

e Analisar a influéncia do volante de inércia composto por pares de um sistema de massa-
mola-amortecedor, assim considerar a utilizacao desses conjuntos com diferentes configu-

racOes de rigidez com a finalidade de aumentar a faixa de isolamento da anti-ressonancia.
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APENDICE A - TERMOS POLINOMIAIS

Os termos polinomiais que definem a eq.60 e a eq.61 sdo:

P = —% (n+1)Q° - I)HS‘%((1u+3)92—3)H3+ (1-9%)H 74)
P= _% (5QH5 +4EQH? +8<§QH) (75)

1 .
Py=— (Q?H* +2Q°H?) X, (76)



Wy=—

APENDICE B - TERMOS POLINOMIAIS - ESTABILIDADE

Segue abaixo os termos que definem as equagdes de estabilidade eq.69 e eq.70:

125

125, , 4 1 2 2
T8 = = (W +2p+1) Q" + 2= (1067 — 1251 — 125) @+ —

T = % (5% +20u+15) Q* + (262 — 10 — 15) QM%
T, = % (3u*+33u +43) Q‘HL}L (2462 —33u —84) Q> +1
T=(2u+6)Q*+ (86 —2u—12)Q*+6
To=Q+ (462 -2)Q* +1
! (125u% +250u + 125) U + Gu%r 100+ g) U+

64

64

W, = 12 (10E2 — 1250 — 125) U® + (2E% — 10p — 15) U+

1
(481> 45281 +672) U* + (2u +6) U* + 1

98

(77)

(78)

(79)

(80)

81)

(82)

1
Z(2452—33,LL—84)U4+(852—2u—12)U2+452—1 (83)
125 ¢ 15 ¢ 21,
Wo=—US+ U+ —U*+6U%+1 84
0= U+ 50+ 50" +6U+ (84)

B.1 Transmissibilidade absoluta do Sistema Linear

A transmissibilidade absoluta do sistema linear € dada por
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14 j2EQ
_ 1% (85)
1—-Q2+ j2EQ
A transmissibilidade absoluta do sistema linear massa-mola-amortecedor-/nerter da fig. 32
¢ dada por
1—pQ?+ j2EQ

- (1+ )22+ 2EQ



