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RESUMO

Este trabalho dedica-se ao desenvolvimento de projetos de controle chaveado e 7%, cha-
veado para o problema de estabilizacao local de sistemas nao lineares incertos discretos no
tempo sujeitos a saturacao nos atuadores. Os procedimentos propostos utilizam modelos
fuzzy Takagi-Sugeno (T-S) que possuem funcoes de pertinéncia dependentes de parame-
tros incertos e modelos locais lineares conhecidos, e descrevem exatamente os sistemas
nao lineares incertos, em uma regiao de operagao no espaco de estados. Baseados em
uma funcao de Lyapunov nao quadratica, os métodos propostos oferecem novas condi-
goes suficientes em termos de Desigualdades Matriciais Lineares (LMIs) que asseguram
estabilidade assintética local do ponto de equilibrio do sistema controlado. Além disso,
os projetos de controle fornecem condi¢oes para a obtencao de um dominio, de modo que
cada trajetéria fique nele confinada, por todo o tempo futuro, desde que as trajetorias
tenham suas condigoes iniciais contidas no referido dominio. Os procedimentos dos pro-
jetos asseguram a presenca desse dominio dentro da regiao de validade da representacao
do sistema nao linear incerto por modelos fuzzy T-S. Com o intuito de apresentar con-
di¢oes menos restritivas para a estabilizacao do sistema, o conceito de hiper-retangulos
fechados é utilizado. Analises tedricas mostram o desenvolvimento de condigdes menos
restritivas a medida que os projetos de controle chaveado sao propostos. Além de serem
comparados entre si, por nao utilizarem as fungoes de pertinéncia para implementacao
da lei de controle, os projetos de controle chaveado sao também comparados a projetos
de controle que utilizam um controlador linear invariante no tempo. Levando em consi-
deracao a eficiéncia do controle chaveado na abordagem de sistemas fuzzy T-S incertos,
um projeto de controle chaveado que garante um desempenho 7%, para uma classe de
sistemas nao lineares incertos discretos no tempo sujeitos a atuagao de sinais de disturbio,
é proposto. Exemplos numéricos, amplamente discutidos na literatura, ilustram a eficacia
das metodologias propostas. As simulagbes mostram que os procedimentos apresentados
sao resultados relevantes na estabilizagao, na estimacao de um dominio de atragao (DA)
para o ponto de equilibrio e na mitigacao dos efeitos do distirbio sobre sistemas nao
lineares incertos discretos no tempo. Por fim, um exemplo pratico apresenta uma imple-
mentacao da lei de controle chaveada em um sistema de controle de uma suspensao ativa

de bancada fabricado pela Quanser®.

Palavras-chave: Controle chaveado de sistemas discretos no tempo. Controle 5.
Sistemas nao lineares incertos. Saturacao do sinal de controle. Sistemas fuzzy Takagi-
Sugeno (T-S). Fungoes de pertinéncia incertas. Dominio de atragao (DA). Desigualdade

matricial linear (LMI).



ABSTRACT

This work is dedicated to the development of switched control and 7%, switched designs
for the local stabilization problem of discrete-time uncertain nonlinear systems subject
to actuator saturation. The proposed procedures use Takagi-Sugeno (T-S) fuzzy models
that have membership functions dependent on uncertain parameters and known local li-
near models, and exactly describe the uncertain nonlinear systems in an operation region
in the state space. Based on a non-quadratic Lyapunov function, the proposed methods
offer new sufficient conditions in terms Linear Matrix Inequalities (LMIs) that ensure that
the equilibrium point of the controlled system is asymptotically stable. In addition, the
control designs provide conditions for obtaining a domain such that every trajectory will
be confined in this domain, for all future time, as long as the trajectories have their initial
conditions contained in the referred domain. The design procedures assure this domain
within the region of validity of the representation of the uncertain nonlinear system by
T-S fuzzy models. In order to present less restrictive conditions for system stabilization,
the concept of closed hyper-rectangles is used. Theoretical analyzes show the develop-
ment of more relaxed conditions, mainly due to the proposed switched control designs.
Besides being compared to each other, since they do not use the pertinence functions
to implement the control law, the switched control designs are also compared to control
projects that use a linear time-invariant controller. Taking into account the efficiency of
the switched control for controlling uncertain fuzzy TS systems, a switched control de-
sign procedure that guarantees a performance 7%, for a class of discrete-time uncertain
non-linear systems subject to the action of disturbance signals is proposed. Numerical
examples, widely discussed in the literature, illustrate the effectiveness of the proposed
methodologies. The simulations show that the presented procedures are relevant results
in the stabilization, in the estimation of an attraction domain (DA) for the equilibrium
point and in the mitigation of the disturbance effects on discrete-time uncertain nonlinear
systems. Finally, a practical example presents an implementation of the switching control

law in a Active Suspension System manufactured by Quanser ®.

Keywords: Switched control of discrete-time systems. 7%, control. Uncertain nonli-
near system. Control signal saturation. Takagi-Sugeno (T-S) fuzzy model. Uncertain

membership functions. Domain of attraction (DA). Linear matrix inequality (LMI).
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1 INTRODUCAO

Grande parte dos sistemas dindmicos comportam-se como sistemas nao lineares dis-
cretos no tempo cujos parametros fisicos nao sao precisamente conhecidos. Muitas vezes, é
possivel determinar os limites desses parametros incertos e das nao linearidades que com-
poem o sistema. Nesse sentido, uma alternativa eficiente e amplamente explorada nas
ultimas décadas, ¢ a descricao dos sistemas nao lineares incertos discretos no tempo por
modelos fuzzy Takagi-Sugeno (T-S) (TAKAGI; SUGENO, 1985; SANTIM et al., 2012;
ALVES, 2017).

O controle de sistemas nao lineares por meio de modelos fuzzy T-S possibilita
representa-los por uma combinacao de modelos locais lineares, ponderados suavemente
por fungées de pertinéncia nao lineares. Em (TANIGUCHI et al., 2001), é proposto um
procedimento que permite a obtencao do modelo fuzzy T-S que representa exatamente
uma ampla classe de sistemas nao lineares em uma regiao de operacao no espacgo de es-
tados. Na descri¢ao exata, o nimero de modelos locais, também conhecidos como regras
fuzzy, aumenta exponencialmente com o niimero das nao linearidades. Consequentemente
a complexidade numérica dos algoritmos de controle também aumenta, dificultando as im-
plementagoes (LAM, 2011).

Utilizando fungbes de Lyapunov, Desigualdades Matriciais Lineares (LMIs, do inglés
Linear Matriz Inequalities) (BOYD et al., 1994) e os modelos locais lineares do sistema
fuzzy T-S, muitos projetos de controle para sistemas nao lineares, inclusive que utilizam
as fungoes de pertinéncia na composicao da lei de controle, como por exemplo a Compen-
sagao Distribuida Paralela (PDC, do inglés Parallel Distributed Compensation), tém sido
desenvolvidos (WANG; TANAKA; GRIFFIN, 1996; TEIXEIRA; ZAK, 1999; TANIGU-
CHI et al., 2001; TEIXEIRA; ASSUNCAO; AVELLAR, 2003; GUERRA; VERMEIREN,
2004; DING; SUN; YANG, 2006; GUERRA; KRUSZEWSKI; BERNAL, 2009; CHEN et
al., 2012; SANTIM et al., 2012; LEE, 2013; LEE; JOO, 2014; KLUG et al., 2014; KLUG;
CASTELAN; COUTINHO, 2015; MARQUEZ et al., 2017).

Em (GUERRA; VERMEIREN, 2004; DING; SUN; YANG, 2006; GUERRA; KRUS-
ZEWSKI; BERNAL, 2009; CHEN et al., 2012) sao apresentados resultados para o pro-
blema de estabilizacdo de sistemas fuzzy T-S discreto no tempo, utilizando uma lei de
controle que nao tem estrutura PDC, mas que também é dependente das funcoes de per-

tinéncia. Com o proposito de obter condi¢oes de estabilidade menos conservativas, em
(GUERRA; VERMEIREN, 2004), uma nova fungao de Lyapunov nao quadratica, denomi-
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nada funcao de Lyapunov fuzzy (FLF, do inglés Fuzzy Lyapunov Function), foi proposta.
Uma generalizagao dos resultados obtidos em (GUERRA; VERMEIREN, 2004) foi apre-
sentada em (DING; SUN; YANG, 2006), aplicando uma extensdao da fun¢ao Lyapunov
nao quadratica. Uma funcao de Lyapunov nao quadratica do tipo minimo por partes
foi utilizada em (CHEN et al., 2012) e as condi¢oes do projeto sao mais relaxadas que
os procedimentos descritos em (GUERRA; VERMEIREN, 2004) e (DING; SUN; YANG,
2006). No entanto, algumas condigoes propostas em (CHEN et al., 2012) sdo Desigualda-

des Matriciais Bilinear (BMIs, do inglés Bilinear Matriz Inequalities).

O modelo fuzzy T-S descreve com precisao a dinamica original do sistema nao li-
near apenas em uma regiao limitada do espaco de estados, definida como o dominio de
validade ou regiao de operacao (KLUG; CASTELAN; COUTINHO, 2013). Fora desse
subconjunto do espago de estados, a representagao fuzzy T-S é imprecisa, o que prejudica
o desempenho e o comportamento dindmico do sistema de controle. Sendo assim, para
garantir que o modelo fuzzy T-S descreva com precisdo a dindmica do sistema nao linear,
é necessario assegurar que o sistema opere dentro da regiao de operacao. Além disso,
muitos sistemas de controle funcionam em regioes do espago de estados determinadas por
restri¢oes aplicadas as variaveis de estado e de controle. Devido as restrigoes operacionais,

é necessario o uso de conceitos de estabilidade local.

Uma alternativa para assegurar que o sistema opere dentro de uma regiao do espaco de
estados determinada por restrigoes aplicadas as variaveis de estado e de controle, consiste
do emprego do conceito de invariancia positiva de dominios definidos no espago de estados.
Esse conceito esta intimamente ligado ao de dominio de estabilidade de Lyapunov. Em
um dominio positivamente invariante, toda trajetoria de um sistema dinamico que, em ky,
inicia-se, nele permanece para todo k > ko (SLOTINE; LI, 1991; KHALIL, 2002; ROCHA,
1994). Dessa forma, regides de condigoes iniciais admissiveis, que sao vizinhangas do ponto
de equilibrio do sistema, garantem a estabilidade local e o atendimento das restrigoes em
sistemas de controle, e podem ser usadas como estimativas do dominio de atragao do
sistema (KHALIL, 2002).

Em (LEE, 2013; LEE; JOO, 2014; LEE; JOO; RA, 2016; LEE; HU, 2017), por exem-
plo, utilizando um controlador ndao PDC, mas dependente das func¢des de pertinéncia,
uma FLF e supondo que a taxa de variacao das fungoes de pertinéncias do modelo fuzzy
T-S sao limitadas por constantes suficientemente pequenas, o problema da estabilidade
local de sistemas nao lineares é abordado. Condigdes LMIs que proporcionam a estabi-
lizagdo do sistema realimentado e que fornecem uma estimativa do DA dentro da regiao
de operacao na qual a representacao por modelos fuzzy T-S é valido, sao apresentadas.
Em (KLUG et al., 2014; DANG et al., 2017) o mesmo problema é discutido, porém com

a adicao da hipdtese de que os atuadores estao sujeitos a saturacao. Além de considerar
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atuadores saturantes, em (KLUG; CASTELAN; COUTINHO, 2013; KLUG; CASTE-
LAN; COUTINHO, 2015), os sistemas nao lineares discreto no tempo sao considerados
sujeitos a disturbios externos limitados. Além da mitigacao dos efeitos do distirbio, os
procedimentos abordam o problema de assegurar que as trajetorias permanecerao dentro
da regiao de operacao dos modelos fuzzy T-S, por todo tempo futuro, considerando uma

determinada classe de disturbio.

Muitos casos praticos sao descritos por sistemas nao lineares que possuem parametros
incertos. Por este motivo, trabalhos que estudam métodos que permitem utilizar modelos
fuzzy T-S com incertezas nas fungoes de pertinéncia ou nas variaveis de premissa sao
desenvolvidos (OLIVEIRA et al., 2018a). Considerando que as variaveis de estado do
sistema nao estdo completamente disponiveis para realimentagao, em (LO; LIN, 2003)
um controle robusto 7%, via realimentacao estatica de saida é proposto para o problema
de estabilizagdo quadrética de sistemas Fuzzy T-S incertos. Em (GOLABI; BEHESHTTI;
ASEMANTI, 2012), baseado em observadores dinamicos fuzzy, sdo apresentados resultados
relativos ao projeto de controladores robustos 5., para sistemas fuzzy T-S incertos.
Ja em (YANG; FENG; ZHANG, 2014), um projeto de controle preditivo robusto para
sistemas fuzzy T-S incertos com restricoes de entrada e disturbio persistentes é proposto.

O problema de determinar um conjunto positivamente invariante para o sistema fuzzy
T-S também é tratado em (YANG; FENG; ZHANG, 2014).

Mesmo para sistemas nao lineares incertos, é possivel obter modelos fuzzy T-S que
os representem exatamente em uma regiao de operagao (ALVES, 2017). O procedimento
apresentado em (SANTIM et al., 2012; ALVES, 2017), permite a aplicagdo dos modelos
fuzzy T-S para a descri¢ao de sistemas nao lineares incertos, tais que as nao linearidades e
as incertezas limitadas do sistema sao representadas por modelos locais lineares conhecidos
e fungoes de pertinéncia incertas (SOUZA et al., 2014; ALVES et al., 2016b; ALVES et al.,
2016a; OLIVEIRA et al., 2018a; OLIVEIRA et al., 2018b). Em alguns casos as fungoes
de pertinéncia podem ser até mesmo desconhecidas. Portanto, nestes casos, técnicas que

utilizam o conceito de controle PDC, por exemplo, nao podem ser utilizadas.

Uma alternativa para a manipulacao de sistemas nao lineares incertos é o controle
por realimentacao estatica dos estados, pois nao existe a necessidade de encontrar as ex-
pressoes das fungoes de pertinéncia. Porém, em (SOUZA et al., 2014) é proposta uma
lei de controle chaveada para sistemas nao lineares incertos continuos no tempo descritos
por modelos fuzzy T-S. Com a lei de controle chaveada véarios ganhos de realimentacao
sao projetados, sendo apenas um ganho utilizado por vez. Esta lei de controle chaveada
utiliza os vetores de estado e matrizes auxiliares para a escolha do ganho do controlador,
em cada instante de tempo, que minimiza a derivada da fun¢do de Lyapunov e proporci-

ona condicoes que garantem a estabilidade assintotica do ponto de equilibrio do sistema
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controlado. Este procedimento nao usa as funcoes de pertinéncia em sua implementacao.

As condigoes de projeto em (SOUZA et al., 2014), sdo estendidas em (ALVES et
al., 2016b), para lidar com o problema da estabilidade local e saturacdo do sinal de
controle. Além disso, o procedimento apresentado em (ALVES et al., 2016b) propoe uma
lei de controle chaveada suave, para evitar o chattering na entrada de controle. A lei de
controle chaveada suave foi também utilizada em (ALVES et al., 2016a), para lidar com
o problema da estabilidade local para sistemas nao lineares incertos sujeitos a distirbios
persistentes limitados em norma. Em (OLIVEIRA et al., 2018a) é proposto um projeto de
controle 7%, chaveado para sistemas incertos fuzzy T-S sujeitos a saturacao no atuador
continuo no tempo, considerando a regiao de operacao. As condigoes de projeto propostas
em (OLIVEIRA et al., 2018a), garantem um desempenho %%, ao sistema realimentado e
asseguram que as trajetorias do vetor de estado permanecem dentro da regiao de operagao
na qual o modelo fuzzy T-S é vélido. Finalmente, (OLIVEIRA et al., 2018b) propoem
uma lei de controle chaveado para lidar com o problema de estabilizacao de sistemas nao

lineares incertos discretos no tempo, descritos por modelos fuzzy T-S.

Neste contexto, este trabalho introduz uma lei de controle chaveado no estudo da
estabilizacao local de sistemas nao lineares incertos discretos no tempo sujeitos a saturacao
no sinal de controle e na estabilizagao de sistemas sujeito a disturbios de energia limitada,
descritos por modelos fuzzy T-S. A lei de chaveamento seleciona o ganho que retorna
o menor valor da variagdo da fungdo de Lyapunov. Assim como em (SANTIM et al.,
2012; SOUZA et al., 2014; ALVES et al., 2016b; ALVES et al., 2016a; OLIVEIRA et
al., 2018a), a lei de controle chaveado escolhe o ganho do controlador, em cada instante
k, e nao depende das fungoes de pertinéncia. Para a escolha do ganho do controlador,
é utilizada uma matriz auxiliar. Por nao envolver as fungoes de pertinéncia do modelo
fuzzy T-S que descreve a planta, o controle chaveado proposto pode ser aplicado em uma

ampla classe de sistemas nao lineares incertos discretos no tempo.

Para a obtencao de condi¢des LMIs menos conservadoras, que garantam a estabilidade
local assintdtica do sistema, baseado na FLF (GUERRA; VERMEIREN, 2004), é utilizada
uma fung¢do de Lyapunov nao quadratica que, além de envolver uma combinacao convexa
de varias matrizes de Lyapunov, P;, em sua composi¢ao, conta com a introducao de uma
nova matriz GG, que proporciona menos restrigoes as matrizes de Lyapunov (OLIVEIRA;
BERNUSSOU; GEROMEL, 1999). Ainda com o objetivo de redugao do conservadorismo,
para concepcao de condigoes mais relaxadas, posteriormente é suposto que as taxas de

variagao das fungoes de pertinéncias do modelo fuzzy T-S sao limitadas (MOZELLI et

al., 2009; GUEDES et al., 2013).

Baseado em (LEE, 2013), utilizando o Teorema do Valor Médio para fungoes de varias

variaveis e com o auxilio de um politopo formado pelos limites das derivadas parciais das
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fungoes de pertinéncia, de modo que os gradientes das funcoes de pertinéncia variem
dentro desse politopo, é possivel utilizar algumas informacgoes sobre a relagdo entre as
funcoes de pertinéncia nas amostras k e k+ 1. Dessa forma, utilizando essa informacao,
¢ assegurado que a estimativa do dominio de atragao também esta contida na regiao na

qual as restrigoes na taxa de variagao das fungoes de pertinéncia sao garantidas.

Condigoes, em termos de um problema de otimizagdo convexo (BOYD et al., 1994),
sao formuladas de forma a garantir a estabilizacao local e assegurar que a estimativa obtida
esta contida na regiao de operacao do modelo fuzzy T-S sujeito a saturacao. Além disso,
os métodos propostos proporcionam uma estimativa menos conservadora do dominio de
atracao, do que os presentes na literatura. Condicoes LMIs garantem que a estimativa do
dominio de atragao esta situada em uma regiao em que todas as restrigoes as variaveis de

controle e de estado sao respeitadas.

Baseado em (OLIVEIRA et al, 2018a), a metodologia proposta é estendida para
0 caso em que o sistema nao linear incerto sujeito a saturagao, esta também sujeito a
disturbios externos limitados. Com o objetivo de mitigar os efeitos dos disttrbios sofridos
pelo sistema e criar condi¢oes para que as trajetorias evoluam dentro da regiao de validade
da representacao do sistema por um modelo fuzzy T-S, um projeto de controle chaveado
H, considerando regido de operagao, restricdes na taxa de variagao das fungdes de
pertinéncia e baseado no conceito de hiper-retangulos fechados, é proposto. As condi¢oes
sdo dadas em termos de um problema de otimizagao que além de minimizar o norma 7%,

expande o tamanho da estimativa do DA projetada.

Por fim, a eficacia dos projetos propostos é demonstrada em exemplos numéricos e em
uma implementacao pratica da lei de controle chaveada em um sistema de suspensao ativa,
fabricado pela Quanser®. Todos os projetos e simulacdes apresentados neste trabalho

foram realizados no software Matlab/ Simulink®.

1.1 ESTRUTURA DO TEXTO

o Capitulo 1: Introduz o tema abordado na tese. Apresenta a organizacao do texto e

algumas notacgoes utilizadas ao longo do trabalho.

o Capitulo 2: Apresenta conceitos preliminares necessarios para o desenvolvimento

das teorias propostas neste trabalho.

o Capitulo 3: Propde projetos de controle chaveado para sistemas nao lineares incer-
tos através do modelo fuzzy T-S e de hiper-retangulos fechados. O problema de
estabilizacao local é abordado admitindo que o sistema opera dentro da regiao de

validade do modelo fuzzy T-S. Anélises tedricas de estabilidade mostram a evolucao
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dos projetos propostos e as vantagens deles sobre o procedimento que utiliza um
controlador linear invariante no tempo para estabilizacao de sistemas incertos. Um

exemplo comparativo é apresentado.

« Capitulo 4: Apresenta o projeto de controle chaveado para sistemas nao lineares in-
certos sujeitos a saturacao no atuador descritos por sistemas fuzzy T-S. Os resulta-
dos deste capitulo, sdo extensoes dos resultados presentes no Capitulo 3. Condigoes
para a concepc¢ao de uma estimativa elipsoidal do DA, que estd situada em uma
regiao em que todas as restrigdes as variaveis de controle e de estado, sdo forneci-
das. Um procedimento que proporciona uma estimativa do DA menos conservadora

é proposto. Exemplos numéricos ilustram a eficiéncia dos projetos propostos.

o Capitulo 5: Propde um projeto de controle 7%, chaveado, considerando regiao
de operagao, para sistemas nao lineares incerto sujeitos a saturacao no atuador
e disturbios externos limitados. Uma andlise tedrica de estabilidade demonstra a
vantagem do projeto de controle 77, chaveado, sobre um procedimento que utiliza
um controlador linear invariante no tempo. Exemplos numéricos e um exemplo
pratico de uma implementacao em um sistema de suspensao ativa fabricado pela

Quanser®, demonstram a eficicia do projeto de controle %, chaveado proposto.

o Capitulo 6: Apresenta as conclusoes e as perspectivas para pesquisas futuras.

1.2 NOTACOES

Por simplicidade, ao longo deste trabalho serdao adotadas as seguintes notagoes: R"
e R™™ denotam o conjunto dos vetores n x 1 com elementos reais e o conjunto das
matrizes n X m com elementos reais, respectivamente. K, = {1,2,...r}, r € N. Em
uma matriz simétrica, (*) denota o transposto do elemento na posigdo simétrica. M)
representa a [-ésima linha de uma matriz M. diag{M;,Ms,---,M,} denota uma matriz
bloco diagonal formada pelas matrizes My, Ms, ---, M,. Dada uma matriz M, M >0
(M <0, M >0e M <0) indica que a matriz M é definida positiva (definida negativa, semi-
definida positiva, semi-definida negativa), respectivamente. Nul(M) representa o espago
nulo ou nicleo de M. T'r(M) denota o trago da matriz M. e; denota o vetor n x 1, com
“1” no i-ésimo componente e “0’s” nos demais. ||£|| = \/@ representa a norma euclidiana
do vetor £ € R™. ||£(k)]2 = \/Z%):O ET(k)E(k) denota a norma 2 de (k) € R™. O conjunto

das combinagoes convexas dos vetores a;, i € K, é denotada por co{ay,---,a,}, ou seja,

a € co{ay, - ,ar}, entdo a = Yi_; pia;, sendo ¢; >0 e Y.i_1¢;. A fungdo sinal, sign(-),

0,seb=0
¢ definida como sign(b) = ¢ p . Vf(x) = [85(“7) 85‘(37)} representa o
2k se b#0 1 o
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gradiente de uma fungao f:R"” — R em um ponto z € R" (neste trabalho o gradiente
¢é considerado um vetor linha (LEE; JOO, 2014; LEE; JOO; RA, 2016)). /¢ denota
o espaco de sinais £(k) Lebesgue mensuraveis tais que ||(k)||2 < co. Dado h(z(k)) =
{h1(z(k‘)) hr(z(k))}T €R", a variacdo de h(z(k)) e de h;(z(k)) do instante k para k+
1, serdo denotadas, respectivamente, por Ah(z(k)) = h(z(k+1))—h(z(k)) e Ah;(z(k)) =
hi(2(k+1)) = hi(2(k)). My, M.gg1ys My € Mgy denotam matrizes, tais que

.
zk)zzhi(z( YMi, M40y = Zh (k+1))M;,

2" r 2"
= ;@(Z(k))Mta = leh (2(k)) Mit,
2T
com hi(z(k)) >0, i € K,, Zhl(z(k:)) =1ed(z(k)) >0, t € Kor, zét(z(k)) =1. (1)
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2 CONCEITOS PRELIMINARES

Este capitulo é dedicado a apresentacao de defini¢oes e conceitos necessarios para a
elaboracao das propostas tedricas deste trabalho. Inicialmente, sao apresentados conceitos
essenciais relativos a estabilidade de sistemas dinamicos discretos no tempo e o método di-
reto de Lyapunov para o estudo de estabilidade de sistemas dindmicos em tempo discreto.
Conceitos sobre conjuntos invariantes relacionados com a ideia de estabilidade, também
sao descritos. Em seguida, apresenta-se um método para a descricao exata de sistemas
nao lineares incertos discretos no tempo por modelos fuzzy T-S incertos. Os modelos
obtidos por esse procedimento, possuem modelos locais lineares conhecidos, embora suas
fungbes de pertinéncia sejam incertas (dependem dos pardmetros incertos do sistema).
Essas fungoes de pertinéncia incertas compoem a funcao de Lyapunov utilizada. Por fim,
em razao da nao disponibilizacdo do comportamento das fungoes de pertinéncia incertas
ao longo do tempo, é proposta uma lei de controle chaveada com realimentagao do vetor

de estado, que nao necessita das fungoes de pertinéncia para sua implementacao.

2.1 ESTABILIDADE SEGUNDO METODO DIRETO DE LYAPUNOV

Nesta secao sera apresentado o critério de Lyapunov para o estudo de estabilidade de

sistemas dinamicos discretos no tempo.

Considere o sistema dindmico autonomo discreto no tempo descrito pela equacao:

w(k+1) = p(x(k)), x(0), (2)

sendo z(0) uma condigao inicial dada, ¢ : D C R™ — R" uma fungao nao linear e
z(k) € D o vetor de estado.

Antes de apresentar a teoria de Lyapunov, faz-se necessario definir alguns conceitos

sobre estabilidade.

Sem perda de generalidade, o ponto de equilibrio do sistema (2), pode ser considerado
a origem. Isso pois, é sempre possivel fazer a mudanga de variaveis z(k) = x(k) — z¢, sendo

ze 0 ponto de equilibrio do sistema. Sendo assim, considere que ¢(x(k)), satisfaz ¢(0) = 0.

Defini¢ao 1. O ponto de equilibrio x =0, do sistema (2) é:
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o Fstavel, se

Ve >0, 36 >0, tal que ||z(0)|| < d = ||z (k)| <e, Yk >0;

e Instavel, se nao ¢ estdvel;

o Assintoticamente estdvel, se é estdvel e adicionalmente § pode ser escolhido de forma
que

12(0)]| < 6 = lim (k) = 0.
k—00

Figura 1 - Interpretacao geométrica de estabilidade: a, estavel; b, assintoticamente esta-
vel; ¢, instavel.

Fonte: Elaboragao do proprio autor.

O segundo método de Lyapunov (ou método direto de Lyapunov), baseado no conceito
de energia dos sistemas, é o método classico para o estudo estabilidade de sistemas dina-
micos. Ele tem como objetivo estudar o comportamento das trajetérias do sistema nas
vizinhangas de um ponto de equilibrio, através da utilizagao de func¢oes definidas positivas
denominadas funcoes de Lyapunov. A escolha dessas fungoes é feita de forma particular
para cada caso, e podem ser interpretadas como a energia total do sistema. Assim, as
fungoes de Lyapunov podem ser associadas a energia necessaria para o deslocamento entre
pontos do espago de estados (VIDYASAGAR, 1993).

A estabilidade, segundo Lyapunov, do ponto de equilibrio, = = 0, do sistema dindmico
discreto no tempo (2), é assegurada pelo teorema a seguir (KALMAN; BERTRAM, 1959;
KHALIL, 2002; LASALLE, 1986).

Teorema 1. Considere x =0 o ponto de equilibrio do sistema (2). Seja V :U — R, uma

fungao continua definida em uma vizinhanga U C R™ de x = 0. Se:
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(i) V(0)=0 e V(z(k)) >0, Ya(k) £0,

(ii) AV (z(k)) = V(e(k+1)) - V(x(k)) <0, Va(k) € UN0},

entao, o ponto de equilibrio x =0 é localmente estdvel.

Se além disso:

(i7i) AV (2(k)) = V(e(k+1)) = V(x(k)) <0, Ya(k) € U0},

entdo, o ponto de equilibrio x =0 ¢é localmente assintoticamente estdvel.

Uma fungdo escalar que satisfaz as condigoes (i) e (i7) ou (i) e (éi7) do Teorema
1, é denominada fungdo de Lyapunov. Quando as condigdes (i) e (ii) ((z) e (i) s@o
satisfeitas, U C R" é chamado dominio de estabilidade (assintotica) local do sistema (2).
Se U=R" e V(z(k)) — oo quando ||z(k)|| — oo, entdao o ponto de equilibrio z =0 é

globalmente (assintoticamente) estavel.

A fungao V(z(k)) que satisfaz a condicao (i), é dita definida positiva. Se V' (0) =0 e
V(z(k)) >0, Vz(k) # 0, entdao V(z(k)) é dita semi-definida positiva.

E importante evidenciar que o Teorema 1, apresenta uma condi¢ao suficiente de esta-
bilidade. Assim, caso um teste de analise de estabilidade falhe para uma particular funcao
candidata V' (z(k)), nada pode ser concluido com relacao a instabilidade, pois outra fungao

de Lyapunov que atenda as condi¢oes do Teorema 1 pode existir.

2.2 DOMINIO DE ATRACAO DE SISTEMAS NAO LINEARES INCERTOS DISRETOS
NO TEMPO

Além da estabilidade assintotica do sistema, considere o problema de determinar uma
regiao que contém o ponto de equilibrio do sistema (2), no espago de estado, em que toda
trajetoria iniciada nessa regiao, permanece nela por todo tempo futuro e se aproxima do
ponto de equilibrio a medida que k — co. Nesse caso, essa regiao ¢ dita positivamente

invariante e assintoticamente estavel (ROCHA, 1994).
Considere x(0) = xp, uma condigao inicial e seja x(k,zg) a trajetéria, iniciada em zg,
do sistema (2), cujo ponto de equilibrio é a origem. O conjunto definido por:

Ky = {xo e R"™: lim x(k,xo) = 0}, (3)
k— 00

¢ denominado dominio de atracao (DA) do ponto de equilibrio ou dominio de atragao do
sistema (5). Note que Z4 é um conjunto composto pelas condigdes iniciais xg, tais que

todas as trajetérias nelas iniciadas convergem para a origem.

Como relatado em (HU; LIN, 2001), ndo existem métodos disponiveis na literatura

que permitam encontrar Z 4. Geralmente, é possivel determinar somente um subconjunto
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de Z 4, ou seja, apenas uma estimativa do DA, #Z 4, pode ser estabelecida.

Neste trabalho, é de interesse o estudo da estabilidade assintdtica do sistema (2) a
partir de fungbes de Lyapunov. Assim, utilizando a candidata a funcdo de Lyapunov

escolhida, é possivel encontrar uma estimativa para o DA, Z 4.

Considere uma candidata a funcao de Lyapunov arbitraria V (z(k)). O conjunto elip-

soidal
QV(z(k)),7) == {z(k) eR": V(z(k)) <~}, (4)

com ~ > 0 um numero real conhecido, sera uma estimativa para a dominio de atracao se

for um conjunto limitado e estiver contido em 4.

O conjunto Q(V (z(k)),~) é dito ser contrativamente invariante se Q(V (z(k)),v)\{0} C
{z(k) e R™ : AV (x(k)) < 0}. Neste caso, o conjunto elipsoidal definido em (4), é uma
estimativa do DA (3), ou seja, Q(V (z(k)),v) € Z4 (CAO; LIN, 2003). Porém, em grande
parte dos casos, essa estimativa do DA pode ser muito conservadora (KHALIL, 2002; HU;
LIN, 2001), necessitando de condigoes para expandi-la.

2.3 SISTEMAS NAO LINEARES INCERTOS DISCRETOS NO TEMPO DESTAS POR
MODELOS FUZZY TAKAGI-SUGENO

A descrigao de sistemas nao lineares por modelos fuzzy Takagi-Sugeno (T-S) (TA-
KAGI; SUGENO, 1985) possibilita representa-los como uma combinagao de modelos locais
lineares, ponderados por funcoes de pertinéncia. Essa representacao é uma importante
ferramenta no projeto de controladores para sistemas nao lineares, que inclusive facilita
o uso de LMIs (BOYD et al., 1994).

Os modelos fuzzy T-S consistem em regras do tipo SE-ENTAO, que representam
localmente relagoes lineares entre a entrada e a saida de um sistema. As regras SE-
ENTAO combinam os modelos lineares locais para a obtencdo de uma representacio do

sistema nao linear.

Considere o sistema nao linear incerto descrito por

w(k+1) = f(z(k))z(k) +g(z(k))u(k), (5)
T
sendo f(-) € R™*"= ¢ g(-) € R"™*™ fungoes nao lineares, z(k) = [xl(k:) xnz(k)} €
T
R™ o vetor de estado, wu(k) = [ul(l{:) unu(k)} € R™ o vetor de entrada,

T
2(k)= [zl(k) znz(k)} € R™ um vetor composto pelo vetor de estado x(k) e um vetor

v = {vl vnv} € R™ cujos elementos v, ¢ € K,,, , sao parametros incertos limitados
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invariantes no tempo de (5). Entao,

2(k) = [2a, (k) - 2,(k) w1 - vnv}T, (6)
sendo o conjunto de indices {ay,a2, -+, a4} C{1,2,---,ny}, tal que ¢+n, =n,, ¢ <ny.
Sendo assim, o vetor z(k) pode ser reescrito como
z(k) =Ya(k)+ Y v, (7)

sendo T € R"=X"x ¢ T* ¢ RM=*Mv,
T
Por exemplo, para ny =4, n, =1 e n, =3, com z(k) = {zl(k:) zo(k) 23(/{7)} =

T
{xl(k:) x3(k) vl} , ou seja, ¢ = 2, segue que

1000 0
YT=10 0 1 0| eY*=|0],
0000 1
tal que
k
a] 1o oo “Ek; 0
T
Hk)|=10 01 0 Q(k) + 10| vr.
X
=) oo o0 o] |7 1
LL’4(/{Z)

Um modelo fuzzy T-S descreve com precisao a dinamica original do sistema nao linear
(5) em uma determinada regiao do espago de estados. Nessa regiao as nao linearidades
do sistema, que podem depender dos parametros incertos da planta, devem ser limitadas.

Fora desse subconjunto do espaco de estados, a representacgao fuzzy T-S nao é garantida.

Um procedimento sistemdtico para a representacao do sistema nao linear (5) pelos
modelos fuzzy T-S é apresentado em (TANIGUCHI et al., 2001; ALVES, 2017). Este
procedimento utiliza o maximo e minimo valores das nao linearidades das entradas de
f(-) e g(+), e das incertezas do sistema associada a necessiria regiao de operacdo no

espaco de estado.

Na literatura recente (KLUG; CASTELAN; COUTINHO, 2015; ALVES et al., 2016b;
OLIVEIRA et al., 2018a), conjuntos compactos sdo considerados para representarem as
regioes de operagao do sistema fuzzy T-S. Sendo assim, os Teoremas 2 e 3, presentes em

(BARTLE, 1976), serao utilizados para concepgao da regiao de operacao do sistema fuzzy
T-S.

Geralmente nao é uma tarefa trivial verificar que um conjunto é compacto. Sendo as-

sim, o seguinte teorema caracteriza completamente subconjuntos compactos de um espago
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R™.

Teorema 2. (Heine-Borel) Um subconjunto X de R™, n € N, é compacto se, e somente

se, ele € fechado e limitado.

Uma importante propriedade das func¢oes continuas definidas em um subconjunto

compacto de um espago R", é enunciado no Teorema 3.

Teorema 3. (Preservagao de compacidade) Se X CR™ é compacto e ¢ é continua em X,

entao o(X) € compacto.

De acordo com o Teorema 2 (Heine-Borel), o Teorema 3 poderia ser reformulado
dizendo que se X é fechado e limitado em R" e se ¢ ¢é continua em X e com imagem em
R™ entao p(X) é fechado e limitado em R,

Considerando a discussao acima e os Teoremas 2 e 3, suponha que o vetor de incertezas

veY CR™, sendo V um conjunto compacto, definido por
V:i={veR": UCE[&, ], s €Ky, }s (8)

em que, para todo ¢ € K,,,, vc e Tc sao nimeros reais conhecidos.

Considere uma regiao de operacao £ C R™ no espaco de estados definido como segue
(LEE, 2013):

sendo ¢ < ng e Ty > 0 um ntmero real conhecido, para todo n € K.

Suponha que para v € V e x(k) € L, o sistema (5) possa ser representado por modelos
fuzzy T-S. Note que, quando ¢ < n;, entdao as fungoes nao lineares f e g do sistema (5)
nao estarao definidas em £ x ¥V C R ™7 Neste caso, nem todas as varidveis de estado
compdem os vetores z(k) € R™ | n, = g+ n, definidos em (6). Veja ainda que, de acordo
com o Teorema 2, se ocorresse ¢ < ny, entao L definido em (9), nao seria um conjunto

compacto, pois seria ilimitado.

Sendo assim, considere o compacto G, uma projecao de £ em RY, ¢ < n,, definido por
G:={{(k) eR?: §77<k) = 55@77(]{7) € [_fana fan]v ne Kq}- (10)
Perceba que G, é fechado e limitado. Logo do Teorema 2, segue que G é compacto.

Observacao 1. Para cada x(k) € L, existe um tunico elemento correspondente (k) € G.

Como visto anteriormente, o vetor z(k) dado em (6), é composto pelos pardmetros

incertos, ve, ¢ € K,,,, do sistema e pelas variaveis de estado, z4,(k), n € Ky, que possuem
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restrigoes na regiao de operagdo. Assim, o conjunto que contém o vetor z(k) pode ser

definido pelo conjunto compacto
Z:=GxVCR™. (11)

Ou seja, as fungoes nao lineares f e g do sistema (5), estdo definidas em Z.

Dessa forma, de acordo com a Observacao 1, para cada x(k) € £ e v € V, a varidvel

correspondente z(k) € Z.

Suponha que as fungbes nao lineares em (5), f e g, sdo continuas em Z. Assim,
como Z dado em (11) é compacto, do Teorema 3, segue que f(Z) e g(Z) sao conjuntos
compactos, isto é, f e g sdo limitadas para todo z(k) € Z. Logo os limites inferiores e
superiores das nao linearidades do sistema (5), podem ser determinados. Dessa forma,
baseado em (TANIGUCHI et al., 2001; SANTIM et al., 2012; ALVES, 2017), para todo
z(k) € L e v €V, o sistema nao linear incerto (5), pode ser exatamente representado por

um modelo fuzzy T-S, cuja i-ésima regra pode ser descrita como

Regra i: SE z1(k) é Mie... e z, (k) é M},_,
ENTAO SL’(/{Z + 1) = Ala:(k) + Blu(l{:) (12)

sendo i € K., M! o conjunto fuzzy m da regra i, m € K,,,, A; € R"=*"= B, ¢ RM%e*"u

matrizes do sistema, z1(k),- -+, z,, (k) varidveis premissas e r o nimero de regras fuzzy.

Seja M: (z(k)) €[0,1] o grau de pertinéncia da variavel z,(k) ao conjunto M¢ . O
grau de pertinéncia da i-ésima regra é dada por

Nz .
Wi(z(k)) = [T My (zm(K)).
m=1

Veja que Wi(z(k)) € [0,1].

O modelo matematico final do sistema fuzzy, que é uma representacao da dinamica da
planta, é inferida como a soma ponderada dos » modelos locais, usando como ponderacao o

grau de pertinéncia de cada regra. Ou seja, definindo-se o grau de pertinéncia normalizado

(fungao de pertinéncia normalizada) de cada modelo local (A4;, B;) como
Wi(=(k))

hi(z(k)) = =
;Wi<z(k>)

, (13)

a partir de (TANAKA; IKEDA; WANG, 1998), utilizando as defini¢es dadas em (1),
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z(k+1) dado em (5), pode ser reescrito da seguinte forma:

z(k+1)= ilhz(z(k)) (Ajz(k)+ Biu(k))
= A,y x(k) + Byryu(k), (14)

sendo os elementos h;(2(k)), i € K, do vetor h(z(k)) = [h1(z(k))ha(2(k)) ... he(2(k))]T,

tais que

S hi(2(k) = 1,  hi(2(k)) = 0, i € K, (15)
i=1

Observacao 2. A representacao (14) do sistema nao linear incerto (5), usa um proce-
dimento apresentado em (SANTIM et al., 2012; OLIVEIRA et al., 2018a; SOUZA et
al., 2014; ALVES et al., 2016b). Para obter o modelo fuzzy T-S é necessdrio calcular os
limites dos parametros incertos e das nao linearidades do sistema. Assim, o modelo fuzzy
T-S apresenta modelos locais conhecidos e funcoes de pertinéncia normalizadas incertas.
Utilizando o método apresentado em (TANIGUCHI et al., 2001; SANTIM et al., 2012;
SOUZA et al., 2014), € possivel obter expressoes das fungoes hi(z(k)), i € K,, que podem
depender dos parametros incertos ve, s € Ky, no caso do sistema ndo linear incerto (5).
Neste caso, como hi(z(k)), i € K., pode depender de parametros incertos, entdio leis de
controle como PDC ndo podem ser implementadas, pois h;i(z(k)), i € K, nao estao dis-
poniveis. Assim, uma alternativa para o controle de sistemas incertos € a aplicagdo de
uma lei de controle chaveada adequada, que nao utiliza as fungoes de pertinéncia em sua
implementagdo, como em (SOUZA et al., 2014; ALVES et al., 2016b; OLIVEIRA et al.,
2018a), em que esta estratégia foi implementada com sucesso no controle de um levitador

magnético, um sistema bola e viga e uma suspensao ativa, respectivamente.

2.4 FUNCAO DE LYAPUNOV NAO QUADRATICA

Baseado na FLF, proposta em (GUERRA; VERMEIREN, 2004), neste trabalho, a

seguinte fung¢ao nao quadratica sera adotada como candidata a func¢ao de Lyapunov:
T
V(z(k)=2T(k)G™T (Z hi(z(k;))PZ) G a(k)
=1
=2 (k)G P,y G a(k), (16)

sendo G € R™*™ yma matriz ndo singular e P; € R"*"= j ¢ K,., matrizes simétricas

positivas definidas.
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2.5 LEIDE CONTROLE CHAVEADA

Suponha que as fungdes de pertinéncia normalizadas h;(z(k)), i € K,, ndo podem
ser computadas em tempo real, pois dependem de pardmetros incertos. Entao h;(z(k)),
1 € K, ndo podem compor a lei de controle. Sendo assim, considere a lei de controle

chaveada dada por:

u(k) = ug (k) = —F G~ a(k),

o(k) = arg” min {27 ()G TQG a(k)}, (17)

o

sendo que arg*lrrlﬂi{n{xT(k;)G*TQZGflx(k:)} denota o menor indice o € K, tal que
€

xT(k)G*TQU(k)Gflx(k:) = lrgﬂgi {xT(k)G*TQlelx(k)}. Note que para implementagao
da lei de controle chaveada, ndo é necessario usar as expressoes das fungdes de pertinén-
cia.

A lei de controle (17), seleciona um ganho do controlador de realimentacao do vetor
de estado K1) = Fg(k)Gfl, que pertence ao conjunto de ganhos { G~ € R™u*"e | ¢
K,}. Para a escolha do ganho do controlador, a lei de chaveamento o utiliza matrizes
simétricas auxiliares );, [ € K,., que sao calculadas usando critério LMI. A minimizacao de
oT(k)G~TQ;G 'w(k), para | € K, e z(k) # 0, causa a reducio da variacio de uma funcio
de Lyapunov adequada, AV (z(k)) =V (x(k+1))—V(x(k)) (OLIVEIRA et al., 2018b),
que ¢ negativa para x(k) # 0.

Dessa forma, o sistema (14) controlado por (17), pode ser representado como

w(k+1) = Z hi(z(k)) (Ai = BiF, G ~1) (k)
=1

= (Auhy = Bay Fory G ) (k). (18)
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3 CONTROLE CHAVEADO PARA SISTEMAS NAO LINEARES
INCERTOS DISCRETOS NO TEMPO VIA MODELOS FUZZY T-S

Neste capitulo a lei de controle chaveada (17) é empregada na estabilizacao do sistema
nao linear incerto discreto no tempo (5), utilizando o modelo fuzzy T-S (14). Alguns
projetos de controle, que utilizam a lei de controle chaveada e que buscam a estabilizacao

do sistema nao linear discreto no tempo sao propostos.

Neste capitulo serd considerado que o sistema nao linear (5) opera na regiao onde a
representacao pelo modelo fuzzy T-S (14) é valida. Ou seja, é considerado que x(k) € £
definido em (9), v € V apresentado em (8) e consequentemente z(k) € Z descrita em (11).
Posteriormente, no proximo capitulo, condi¢oes LMIs para que as variaveis de estado

permanecam na regiao de operagao do sistema fuzzy T-S (14), serdo fornecidas.

Inicialmente, é proposto um lema auxiliar, necessario na prova de um dos teoremas
principais deste capitulo. Na sequéncia um projeto de controlador chaveado discreto é
proposto. Um procedimento que utiliza um controlador linear invariante no tempo ¢é apre-
sentado e comparado com a metodologia proposta que utiliza uma lei de controle chaveada.
Tal comparagao é oportuna, pois ambos os procedimentos nao utilizam as fungoes de per-
tinéncia na implementacgao da lei de controle. O projeto de controle chaveado é estendido
para garantir, além da estabilidade local, uma taxa de decaimento «, especificada pelo
projetista. Posteriormente, dois projetos de controle chaveado, que consideram as varia-
¢oes das fungoes de pertinéncia limitadas e utilizam a teoria de hiper-retangulos fechados
sao propostos. Para prova desses resultados, dois lemas auxiliares sao apresentados. Em

seguida, analises teodricas de estabilidade comparam as metodologias propostas.

3.1 PROJETO DE CONTROLE CHAVEADO PARA O PROBLEMA DA ESTABIDADE
LOCAL

Considerando valida a representagao do sistema (5), pelo modelo fuzzy T-S (14), nesta

secao, serao apresentadas condigoes para estabilizacao local do sistema (5).

Os projetos de controle chaveado propostos neste trabalho, baseiam-se na seguinte
relacdo de equivaléncia, apresentada em (OLIVEIRA; BERNUSSOU; GEROMEL, 1999),

que considera uma matriz de Lyapunov P:

Teorema 4. As sequintes condig¢oes sio equivalentes:
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(1) Existe uma matriz simétrica P> 0, tal que

ATPA—-P<0; (19)

(11) Existe uma matriz simétrica P e uma matriz G tais que

P (GAT

> 0. 20
GA G+GT-P (20)

Demonstragiao: Note que a LMI (19) é equivalente & P — (AT P)P~1(PA) > 0. Entao
aplicando o complemento de Schur nesta tltima expressao, observe que a LMI (20) é
verificada para G = P. Portanto (i) implica (i7). Por outro lado, de (20), segue que
P > 0. Entao multiplicando & := [[ —AT} a esquerda e ¢7 & direita de (20), (19) é
obtida. O que estabelece que (i7) implica (7). n

A condigao (i) aparece como uma expansao direta da condigao (). Com a introdugao
de uma nova matriz adicional G, obtém-se uma desigualdade matricial linear na qual
a matriz Lyapunov P nao esta envolvida em nenhum produto com a matriz dinamica
A. Esta caracteristica permite escrever uma nova condigao de estabilidade robusta que,
embora suficiente, é considerada menos conservadora devido a presenca do grau extra de
liberdade proporcionado pela introdugao da matriz G. Note que esta matriz extra nao é

nem mesmo restrita a ser simétrica (OLIVEIRA; BERNUSSOU; GEROMEL, 1999).

Sendo assim, uma forma encontrada neste trabalho, de incluir a matriz G nas con-
di¢bes de projeto de controle do sistema fuzzy T-S (14), e na lei de controle chaveada,
consiste em considerar a fun¢ao de Lyapunov nao quadréatica (16). Dessa forma, a ma-
triz G deixa de ser apenas uma matriz de folga, e passa a integrar o projeto de controle

chaveado.

3.1.1 Condigoes para a estabilidade local

O seguinte lema proposto, serda necessario para a formulagao do projeto de controle

chaveado discreto para o problema de estabilizacao local do sistema fuzzy T-S (14).

Lema 1. Suponha que existam matrizes simétricas definidas positivas P; € R™ ™ matri-
zes simétricas Z;, QQ; € R™**™ matrizes Fj € R™*" ¢ G € R™*"™ para todo i,j,l € K,.,

tais que

Zi+Q  (AG—-BR)"

- > 0. (21)
A,G—BjF;, G+G —Pj

Entdo, considerando a lei de controle chaveada (17), sendo os ganhos do controlador dados
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por F}G™1, 1 € K,., a sequinte condicio também é satisfeita, para todo x(k) # 0,

T
2" (k) {(Az(k) ~ By FoyG") (G PaoyG™Y) (Asii) = Bagy FoyG ") } (k)
<a" (W) {GTZ,4G " + G T Q.G a(k). (22)

Demonstragao:  Suponha que existam matrizes simétricas definidas positivas P; €
RM XMz matrizes simétricas Z;, (Q; € R™ "= matrizes F; € R™*™ ¢ G € R™*"  tais

que (21) seja satisfeita para todo 7,j,l € K,.

Multiplicando por h;(z(k)) e hj(z(k+1)) a LMI (21) e somando i e j de 1 até r,

considerando (15), obtém-se

Zi+Q  (AG—-BR)"

S et | FTO G
) 7 J

i=1j=1

>0, (23)

para todo [ € K.
A partir de (23), substituindo [ por (k) e utilizando as notacoes dadas em (1), entao

T
Zy + Qo) (G = BawFow) ] 0. (24)
ALy G — By Fo(r) G+G" =P,

De (21), note que G+ GT — P; > 0 e consequentemente, G+GT >0, o que garante a
existéncia de G~1. De fato, suponha por absurdo G nao invertivel. Entao existe 2 € R,

com z # 0, tal que Gz = 0. Logo
zt (G—i—GT) v=al (G +al (GT).T
— 27 (Ga)+ (Ga)' =
— 27 (0)+(0)" =
=0, sendo x # 0. (25)

Assim, de (25), segue que G +GT ndo é positiva definida, o que seria um absurdo. Tal
absurdo veio da suposi¢do de que o nucleo de G é diferente do espac¢o unitario nulo,
Nul(G) # {0}. Portanto Nul(G) = {0} e consequentemente G ¢é invertivel.

Pré e p6s multiplicando (24) por T := [[ — (G*l (Az(k)G — Bz(k)Fg(k)))T] e TT
respectivamente, obtém-se:
T o T
2oy +Qo(k)— (Az(k)G - Bz(k)Fa(k)) G (Az(k)G - Bz(k)Fa(k)) - (Az(k)G - Bz(k)Fa(k))
T
x G~ (Az(k)G - Bz(k)Fa(k)) + (Az(k)G - Bz(k)Fa(k)) e (Az(k)G - Bz(k)Fa(k))
T
+ (A G = Bawy Foy) G~ (AeyG = Bagy Foi)
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T T ~1
- (Az(k)G - Bz(k)Fa(k)) G PG (Az(k)G - Bz(k)Fa(k)) >0. (26)

Entao,

(Az(k)G - Bz(k)Fa(k))T (G_TPz(kJrl)G_l) (Az(k)G - Bz(k)Fa(k)) —Zyk) — Qo) < 0.
(27)

Multiplicando G~7" & esquerda e G~! & direita de (27), obtém-se

N\ (AT -1 -1
(Az(k) — By Fo)G ) (G P, 41)G ) (Az(k) — By oG )
<G Z,»G T+ G QoG . (28)

Dessa forma, para x(k) # 0, tem-se que

T
" (k) {(Az(k) - Bz(k)Fa(k)G_l) (G_TPz(k+1)G_1) (Az(k) - Bz(k)Fg(k)G_l)}x(k‘)
<a" () {GT 239G + G QoG (k). (29)

De (1) e (17), lembrando que o minimo de um conjunto de niimeros reais ¢ menor ou

igual a qualquer combinacao convexa destes ntimeros, segue que

2 (k)G Qo G (k) = arg” min{a” (K)GT QG (k) }

ek,

< Z hi(2(k)) {” ()G QG (k) } = 2T (k)G Q)G (k). (30)
=1

Logo, para z(k) # 0, de (29) e (30), segue

T
2" (k) { (Asiy = Bawy Fo)G 1) (G ParyG™1) (At = o FoyG ) } (k)
<2 () {G T Z G + G T Qo G (k)
<2 () {GT ZuG " +GTQu G (k). (31)

Considerando uma candidata a fun¢ao de Lyapunov nao quadratica da forma dada em
(16) e a lei de controle chaveada (17), supondo que z(k) € L, v € V e consequentemente

z(k) € Z, o seguinte teorema é proposto.

Teorema 5. Considere que existam matrizes simétricas definidas positivas P; € R *"x

matrizes simétricas Z;, QQ; € R™*™ matrizes F; € R™*" ¢ G € R™*™  para todo
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1,7, € K., tais que
Zi+Qr  (AiG-BR)"
A;G—-BiF, G+GT-P,
Zi+Q;—P; <0. (33)

>0, (32)

Entdo, a lei de controle chaveado (17) com os ganhos do controlador F;G~', 1 € K,

fazem o ponto de equilibrio x(k) =0 do sistema (14), localmente assintoticamente estdvel.

Demonstracao:  Suponha que existam matrizes simétricas positivas definidas P; €
R™ XM matrizes simétricas Z;, Q; € R"™ <" matrizes F} € R"*" ¢ G € R™*" | tais

que (32) e (33) sao satisfeitas, para todo i, j, | € K,.

De (1), lembrando que h;(z(k)) > 0 e >i_;hi(z(k)) = 1, multiplicando (33) por

hi(z(k)) e somando i de 1 até r, obtém-se a seguinte inequagao
Zo(k) + Qi) — Pai) < 0. (34)

De (32), note que G+ G7 — P; >0, para todo j € K,.. Como P; >0, para todo j € K,
a existéncia de G~! é assegurada. Multiplicando G~71 & esquerda e G~! & direita de (34),
para x(k) # 0, obtém-se

]G 209G+ 6T Quuy G = G PG (k) <0, (35)

De acordo com o Lema 1, considerando as notagoes definidas em (1) e a lei de controle
chaveado (17), (32) garante que (22) é satisfeita. Logo, para z(k) # 0, de (22) e (35), segue

T
$T(k){ (Asiy = Bawy Fo)G™Y) (G PaeryG™1) (Asi) — Bai Fo G 1) }x(k‘)
<a DG 2 G+ G Qupy G (k)
<z (k)G P3G a(k). (36)

NI/ - _
xT(k){<Az(k)—Bz(k)Fa(k)G NG PG
X (Az(k) — Bz(k)Fa(k)Gil) —GTPZ(k)Gl}.T<]€) < 0. (37)
Considere o sistema controlado (14) com a lei de controle (17), dado por (18) e a

candidata a fun¢ado de Lyapunov dada em (16). Entdo a inequacao (37) implica que
AV (z(k))=V(z(k+1))—V(z(k)) <0, para z(k) # 0.
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Portanto, a lei de controle chaveado (17), torna o ponto de equilibrio, z(k) =0, do

sistema nao linear incerto (14), localmente assintoticamente estavel. |

Uma outra alternativa para a estabilizacao local do sistema nao linear incerto (5), sem
a necessidade de usar as fungoes de pertinéncia, é adotar um controlador linear invariante

no tempo. Entao, considere a lei de controle dada por

u(k) =—Kux(k). (38)

Sendo assim, de (1), o sistema (14) com a lei de controle (38) pode ser representado

como

w(k+1) = (A — Bogy K ) x(k). (39)

Utilizando uma candidata a funcao de Lyapunov nao quadratica da forma dada em
(16), as condigoes de estabilizagdo com um controlador linear e invariante no tempo, dado

por (38), pode ser enunciado de forma similar ao Teorema 5.

Corolario 1. Considere que existam matrizes simétricas positivas definidas P; € R™=* "

matrizes B € R"*"r ¢ G € R"™ %" {ais que as sequintes LMIs sao factiveis, para todo 1,
jekK,
P; (4;G — BiF)"

T > 0. (40)
A,G—-B;F G+@G —Pj

Entao, a lei de controle (38) com o controlador linear e invariante no tempo dado
por K = FG™1, torna o ponto de equilibrio x(k) =0 do sistema ndo linear incerto (14),

localmente assintoticamente estdavel.

Demonstracao:  Suponha que existam matrizes simétricas positivas definidas P; €
R"=>Me - matrizes F' € R™*™ ¢ G € R™*" tais que (40) é satisfeita, para todo i ,

jeK,.

De (40), note que G+ G7 — P; >0, para todo j € K,.. Como P; >0, para todo j € K,

a existéncia de G~ est4 assegurada.

Multiplicando (40) por h;(z(k)) e hj(z(k+1)), tomando a soma dei=1ai=r¢e

j=1a j=r, utilizando as notacoes definidas em (1), segue que, para x(k) # 0,

P, (x) (A1) G — Bogy )T

it > 0. (41)
A.yG = B,pF G+G =P

Pré e p6s multiplicando (41) por {] — (G*l (Az(k)G— Bz(k)F))T] e seu transposto,

respectivamente, e pré e pés multiplicando o resultado por G=1 e G, respectivamente,
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para z(k) # 0, obtém-se

qu<]€){ (Az(k) — Bz(k)FGil)T (GiTPz(k—i—l)Gil)

X (Az(k) —Bz(k)FGil) —Pz(k)}x(k) < 0. (42)

Considerando o sistema de controle (39) e a candidata a funcao de Lyapunov (16),
de (42), segue que, para x(k) # 0, AV (xz(k)) = V(x(k+1)) —V(x(k)) < 0. Portanto, o
controlador linear invariante no tempo (38), com ganho FG~!, torna o ponto de equilibrio,

z(k) =0, do sistema nao linear incerto (14), localmente assintoticamente estavel.

3.1.1.1 Anadlise de estabilidade

O seguinte teorema apresenta uma andlise tedrica da estabilidade que compara o
procedimento proposto no Teorema 5, que utiliza a lei de controle chaveada (17), com
o procedimento apresentado no Corolario 1, que utiliza um controlador linear invariante
no tempo dado em (38). E provado que se as condicoes LMIs de estabilidade para o
sistema em malha fechada com um controlador invariante no tempo sao satisfeitas, entao
as condi¢oes LMIs de estabilidade, obtidas utilizando a lei de controle chaveada também
sao satisfeitas. Uma andlise semelhante foi apresentada em (BUZETTI, 2017) para o

controle chaveado de sistemas continuos no tempo.

Teorema 6. Suponha que a condigio do Coroldrio 1, (40), relacionada ao sistema de
controle (39) com a lei de controle (38), seja satisfeita. Entao, as condi¢oes do Teorema
5, (32) e (33), relacionadas ao sistema de controle (18) com a lei de controle chaveada

(17), também sao satisfeitas.

Demonstracao: Suponha que existam matrizes positivas definidas P; € R™ %™ matri-
zes € R o G € R™ XM tais que (40) seja satisfeita, para todo i , j € K.

Agora, defina S;; € R21X2nz - dada por

P; (A4;G — BiF)"

Sij = , 43
7| AG=BiF G+GT P (43)

para todo i, j € K.

De (40), observe que todos os autovalores de S;; sao maiores que zero, para todo i,

J € K;. Em particular, os autovalores minimos e maximos de 5;;, definidos como A,y Si;)

€ Amax( s;;)» Tespectivamente, sao também maiores que zero.
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Considere um escalar nao negativo ¢, tal que

e matrizes © € R X2z ¢ = ¢ R272X2nz - dadas por

I 0 I 0
y . o2=|° . (45)
0 0 0 el

Lembrando que z(k) € R", defina z(k) € R?". Considere ||z(k)||* a norma ao qua-
drado do vetor z(k) € R?"=, tal que ||Z(k)||?> = z(k)Tz(k). Para Z(k) # 0, segue que

0 < Amin(s, ) 1ZR)I1P < 2" (k) S5z (k) < Amax(si) 1Z(R)[1%. (46)

J
De (44), (45) e (46), obtém-se

xT(k;){sij - E}:c(k;) = &1 (k)Sy;z(k) — 27 (k)=z (k)

Portanto, de (43) e (45), a inequacao (48) é equivalente a

Pi—el  (AG-BF)"

T > 0. (49)
A,G—-B;F G+@G —Pj

Agora, de (44) e (49), considerando F; = F, Z; = P;—¢el e Q; =0, para 1, j, | € K,,

segue que

7 A,G— B;F)"
i+ Qi ( i Tz l) >0, (50)
AZG—BZFZ G+dG —Pj
e
Zi+Qi—P=(Pi—el)+0—P,=—cI <0. (51)

Note que, (50) e (51) sdo equivalentes a (32) e (33), respectivamente. Portanto, as

condigoes do Teorema 5 sao satisfeitas. ]
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3.1.2 Condigoes para a estabilidade local com taxa de decaimento

Além da estabilizacdo, em um projeto de controle outros requisitos de desempenho
tais como a velocidade de resposta do sistema controlado, restricoes nas variaveis de
estado e no sinal de controle sao fatores importantes que devem ser analisados. Nesta
secao, o tempo de acomodacgao do sistema controlado, que esta relacionada com a taxa

de decaimento («), serda abordado.

Considere uma candidata a funcao de Lyapunov arbitraria V(z(k)), com AV (z(k)) <
0, para x(k) # 0. De acordo com (TANAKA; IKEDA; WANG, 1998; TANAKA; WANG,

2001a), a taxa de decaimento 0 < a < 1, é obtida se a condigao
AV (x(k)) < (® = 1)V (z(k))

for satisfeita para toda a trajetoria z(k) do sistema. Neste caso, as trajetorias convergem
para a origem (sistema assintoticamente estavel) e, além disso, « estabelece um limitante
para a taxa de decaimento dos estados, (ELIA; MITTER, 2001), isto é,

(k)| < a*|(0)]l, Yk > 0.

Sendo assim, adotando uma candidata a funcao de Lyapunov ndao quadratica da forma
dada em (16) e a lei de controle chaveado (17). Supondo que z(k) € L, v € V e conse-
quentemente z(k) € Z, o seguinte resultado aborda o problema de garantir uma taxa de

decaimento o > 0, o que implica também na estabilizacao do sistema, pois neste caso

AV (z(k)) < (a? = 1)V (2(k)) <0, para z(k) # 0.

Teorema 7. Considere que existam matrizes simétricas definidas positivas P; € R *"
matrizes simétricas Z;, Q; € R™*" matrizes F; € R™*" G € R™*" ¢ ym escalar

0<a<1, para todo 1,7, € K., tais que:
Zi+Q1  (AG-BiR)T
A;G— B;F; G+GT—Pj
Zi+Qi—a*P; <0. (53)

>0, (52)

Entéo, a lei de controle chaveado (17), com os ganhos do controlador ;G 1 € K.,
tornam o ponto de equilibrio x(k) =0 do sistema (14), localmente assintoticamente estdvel,

com tazxa de decaimento limitada por o.

Demonstracao: Suponha que as hipdtese do teorema sejam satisfeitas, para todo i, 7,
l € K,.
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De (1), multiplicando (53) por hi(z(k)) e somando i de 1 até r, obtém-se

Z (k) + Quiry) — " Pygy < 0. (54)

De (52), a existéncia de G~! é assegurada. Multiplicando G~7 & esquerda e G~! &
direita de (54), para z(k) # 0, obtém-se

xT(k:){G_TZZ(k)G_l +GTQ, G - aQG_TPZ(k)G_l}x(k:) <0. (55)

Considerando a lei de controle chaveada (17) e utilizando o resultado presente no
Lema 1, para z(k) # 0, de (52) e (55), segue que
N\ e _ _
$T(k){(Az(k)—Bz(k)Fa(k)G N (G Py G (Asy = By FonG ™) }x(’f)
< SL’T(]C){GTZZ(k)Gl +GTQZ(k)Gl}l’</€)

§a2xT(k)G*TPZ(k)G*1x(k). (56)
Assim, considerando a fungao de Lyapunov (16), de (55) e (56), segue que

$T(k‘){ (Az(k) - Bz(k)Fa(k)G_l)T (G_TPz(k+1)G_1)
X (Az(k) — Bz(k)Fg(k)G_l) —QQG_TPZ(k)G_I}ZE(k?)
=V(x(k+1))=V(z(k)+V(z(k))— a2V(x(k)) <0. (57)

Ou seja, AV (z(k)) = V(x(k+1)) = V(x(k)) < (a® = 1)V (z(k)), para todo x(k) # 0.

Portanto, a lei de controle chaveada (17), com os ganhos do controlador F;G~1, 1 € K,
torna o ponto de equilibrio, (k) = 0, do sistema incerto T-S (14), localmente assintoti-

camente estavel, com taxa de decaimento «. ]

Observacao 3. Quando o =1, as condigoes LMIs (52) e (53) do Teorema 7, sio equi-
valentes as condigoes (32) e (33) do Teorema 5. Portanto, o Teorema 5, pode ser wisto

como um caso particular do Teorema 7.

3.2 PROJETO DE CONTROLE CHAVEADO PARA O PROBLEMA DE ESTABIADE
LOCAL UTILIZANDO HIPER-RETANGULOS FECHADOS

Com o objetivo de propor condi¢oes de estabilidade local menos conservadoras, nesta
se¢do, considerando uma candidata a fun¢do de Lyapunov nao quadraticas como dada
em (16), o conceito de hiper-retangulos fechados sera acrescentado no repertério de ferra-

mentas utilizadas para abordar o problema de estabilizacao local do sistema discreto no
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tempo apresentado em (5).

De acordo com (LARA; FLORES; CALDERON, 2009), um hiper-retangulo fechado
em um espacgo de dimensao n é definido como o produto cartesiano de n intervalos fecha-
dos, ® = [a1, bi] X -+ X [apn, by] C R™. Um ponto x = (1, -+ ,x,) € R pertence ao hiper
retangulo ® se para todo i € K,,, a; < x; < b;. Os valores a; e b; sao os limites inferiores

e superiores da i-ésima dimensao de S, respectivamente.

Figura 2 - Hiper-retangulo simétrico para o caso em que o sistema fuzzy T-S incerto
(14) possui trés regras.

S Ha(—¢1,— ¢2,63) H3(p1, — ¢2,03)

Hi(—¢1,02,03)

Ah?) H4(¢1 7¢23¢3)

Ahy
Ahg

He(—¢1,— ¢2,— ¢3) Hi(91, = 62— ¢3)

Hs(—¢1,02,— ¢3) Hg(¢1,02,— ¢3)

Fonte: Elaboragao do proprio autor.

Supondo z(k) € Z e h;(z(k)) diferencidveis em Z, um possivel caminho para obtencao
de condigbes menos restritivas para a estabilizacao do sistema (14), consiste na restrigao
da variacao das fungoes de pertinéncia, Ah;(z(k)) = hi(z(k+1)) — hi(2(k)), i € K,.

Sendo assim, suponha que o conjunto das variaveis premissas tais que, |[Ah;(z(k))| <
¢i, sendo Ahi(z(k)) = hi(z2(k+1)) — hi(2(k)), 0 < ¢; <1, i € K,, k >0, esteja contido
na regiao de operagao Z definida em (11). Entdo, para todo z(k) pertencente a este
subconjunto da regiao Z, é possivel a construcao de um hiper-retangulo no espaco dos

numeros reais de dimensao 7, definido como o produto cartesiano dos r intervalos fechados
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simétricos [—¢;, ¢;], dado por
= [=¢1, ¢1] x [~¢2, Po] X -+ X [=r_1, dp—1] X [=r, ¢y]. (58)

Note que o hiper-retangulo (58), é um conjunto convexo. O nimero de vértices do
hiper-retangulo aumenta de forma exponencial, de acordo com o ntimero de regras do

sistema fuzzy T-S (14). Para r regras sao 2" vértices.

A Figura 2, ilustra o hiper-retdngulo (58), no caso em que o modelo fuzzy T-S (14),
possui trés regras. A regido representa os valores que o terno ordenado
(h1(2(k)),h2(2(k)),h3(2(k))) pode assumir. Nesta figura, Hj, j € Kg, representam os
vértices do hiper-retangulo e Ah;(z(k)) = Ah;, i € Ks.

Neste contexto, baseado em (GUEDES et al., 2013), o seguinte lema é proposto.

Lema 2. Considere as matrizes simétricas definidas positivas P; € R <" € K,. Se
a relagao |Ahi(z(k))| < ¢i, 0 < ¢; <1, sendo Ahi(z(k)) = hi(z(k+1)) — hi(2(k)), for
satisfeita para todo i € K, e k>0, entdo existem numeros reais ;1 > 0, Bio >0, com
Bi1+ Bio =1, 1 € K., tais que

z(k+1) Zh ]{Z—l—l P :Pz(k)

+ 811821051+ Br—2)1Br—1)18r1 [=01(Pr+ H) — d2 (P2 + H) — ¢p3(P3 + H) —
—¢r—2(Pr—a+ H) = ¢r—1(Pr—1+ H) — ¢r (P + H)

+ 811821031+ Br—21Br—1)18r2 [=o1(Pr+ H) — d2 (P + H) — ¢p3(P3 + H) —
~¢r—2(Pro+ H)—¢r1(Pr1+H)+ (P + H)|

+ 811821051+ Br—2)1Bpr—1)28r1 [=01(Pr+ H) — d2 (P2 + H) — ¢p3(P3 + H) —
—0ra(Pr2t+ H)+¢r (P + H) = 6r(Pr+ H)

+ 811821051+ Br—2)18(r—1) 28r2 [=01(Pr + H) — 2 (P2 + H) — ¢3(Ps+ H) —
—¢r—2(Pr—2+ H)+ ¢r—1(Pro1 + H) + ¢ (P + H)J

T

+ 812822032+ Br—2)2Br—1)28r1 [+ 01 (PL+ H) + d2(Po+ H) + ¢3(Ps+ H) + -+
+or—a(Pr—2+ H)+ér_1(Pry + H) — ¢ (P + H))

+ 812822082+ Br—2)2B(r—1)28r2 [+ 01 (Pr + H) + 2 (P2 + H) + ¢3(Ps+ H) +
+or—2(Pr—2+ H)+¢r_1(Pr—1+ H) + ¢ (P + H)J, (59)

sendo H € R", wma matriz simétrica arbitraria.

Demonstragdo: Suponha que a relagao |Ah;(z(k))| < ¢i, i € K,, k>0, com 0 < ¢; <1,

seja satisfeita e considere o hiper retangulo definido em (58). Entao, para cada i € K, e
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k>0, Ah;(z(k)) pode ser escrito como uma combinagdo convexa dos vértices do hiper
retangulo dado em (58). Ou seja, para cada i € K, e k > 0, existem [;1(k) e Bia(k), tais
que

Ahi(2(k)) = Bir (k) (= i) + Bia (k) (1) (60)
em que ﬁzl(k‘) >0, ﬁzg(k‘) >0e Bﬂ(k‘) +Blg(k‘) =1.
Por simplicidade, a seguinte notacao sera adotada: Bim, (k) = Bim,, m; € Ka.

Como Y71 hi(z(k)) =1, de (60), segue que

r

Zﬁzl ¢z +622 ¢z ZAh Z[hz(z(k+1))_hz(z(k))]

= [h1(z(/<; +1))=hi(z(k)]+- -+ [~ (2(k+ 1)) — hy(2(k))]
=[h(z(k+1) 4+ +h(z2(k+1))] = [h1(z(k))+ -+ h(2(k))]

r

;hxz(m))—éhi(z(k» _1-1-0

Logo para qualquer matriz H = H'

S (Bua(— i) + Bia(65)) H = 0. (61)

=1

Seja P; € R"*", i € K,, matrizes simétricas definidas positivas. Utilizando (60) e (61),

esne que
) = Sl D)= A (8) + (a5 1) = b ()] P
=Z_Zzl[m<z<k>>+Am<z<k>>m=Z_:il[hxz(k:))+<ﬂﬂ<—¢i>+@2<¢imPi
=i_i1h¢< P+z Bir(=01) + Bia(60)) (Pi-+ ). (62
Considere

r

T (Bo1 + Bo2) = (Bu1 + Br2) (Bar + B22) -+ (Bim1,1 + Bi—1,2) (Bit1,1 + Bit1,2)

p=1
pFi

XX (Br—11+ Br-1.2)(Br1 + Br2)

1m2—1 mifl_’l:lmi+1:1 my 1:1m 1

X (ﬁlml 52m2 o 'ﬁiflmi_lﬁz#l,mi_,_l o 'ﬁrfl,m,«,lﬁrmr)a (63>
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sendo Bpl >0, 6/72 >0, 6p1 +6p2 =1, pek.

Note que, H;Zl(ﬁpl + Bp2) = 1. Sendo assim, multiplicando (62) por (63), segue que
pFi

Py =P+ 21 1T (Bo1 + Bp2) (Bir (—4) + Bia (i) (P + H)
i=1p=1
yox
2 2

r 2 2 2 2
FORDID D DELED VDI DD D
i:1m1:1m2:1 mi_l,lzlmi_,_l:l mrflzlmr:1

X (61m162m2 te 'ﬁi—lmi,16i+17mi+1 e ﬁr—l,mr_lﬁrmr)

X (Bi1(—¢i) + Bia(0:)) (P + H). (64)

Desenvolvendo a primeira somatéria da expressao (64), obtém-se

2 2
P 2(k+1) — Z : Z 61162m253m3 e 'ﬁrmr
2=1 mr=1

61262m263m3 ﬁrmr) §Z51(P1 + H)
2 2 2
Z Z Z Blml 62163m3 64m4 ﬁrmr
2 2 2 2
+ Z Z Z Z 61m152263m354m4"'67‘mr) ¢2(P2+H)

2 2 2 2 2
+(— DD DS Z Brmy B2ms 031 Bamy Bsms -+ Brin,

mi=1mo=1my=1mz=1 myr

2 2 2 2 2
+ Z Z Z Z Z 1m162m263264m465m5 o ‘Brmr) ¢3(P3 + H)

2 2
+ (— Z Z Z Z 61m162m2 “Br— 2,my— 267" 116’"77“

mi1=1mo=1 my_o=1m,=1

2 2 2
-+ Z Z s Z Z 61m162m2 o 'ﬁr—Q,mr_gﬁr—LQBrmr) ¢(r—1)(Pr—1 + H)

1:1m2:1 mT,Q:ImT:

2
Z 61m162m2 o '6T72,mT726T71,mT7161"1

mi1=1mo=1 Mp_o=1m,_1=1

2 2 2 2
+ Z Z ce Z Z 61m162m2 e ‘6r—27m7-_257‘—1,mr_16r2) Qbr(Pr + H)

(65)
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Desenvolvendo a soma de produtos em (65), segue que

.H_JT + : + : +
=== == + —_ == = = = + —_ == = = =
e N S S S S o e T R R e e e e i i o~ B~ B~ B s A S
e i e e o B T B B B B e e e i s o B B B B B B e e e S sl
Lo L R B B | A  a . a . a N MmN MMM
L P r i ffaddddd il
— T T T R AL AL AL TR AR ALY SR s oKX
S S S S S S O 2% SO SO S TRY R R TR TSNS S
-~ Ll s L Ll esesscss L L L L 1L LS
DQ12121212121212121212121212121
I N g R N R N N R S g - N L T g R S S N S R R R N N N
O R U T T B T T - S = - S S T T = T B - S N T - S S N
ﬁlD/D/D/D/D/D/D/D/D/UUUUUUUUUUUUUUUUUUUUU
T Lttt bbbt bbb s Lo e Lot Lo Lo L
R T T i e e T T T e T T S R s S - T T
e G N N N S NS S S O
s
R N A i T T T N A N
e
SN ST - N I T - SO~ S~ - - SN~ S S S~ S NS S-S~ S - S-S - - O - S-S
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p
p
p
B
B
B
B
p
p
p
B
B
B
B
p
B
B
B
B
B
p
p
p
s
B
s
p
p

+ 11521832 -
+ 511821 532

+ 811821832 -+
+ B12822832 - - -
+ B1222832 -
+ 11521031 -+
+ 11521031 -
+ 811821831 - -+
+ 811821831 - -+
+ B12822832 - - -
+ B12822332 - - -
+ 11521031 -
+ 11521031 -
+ 11521031 -
+ 811821831

+ B12822332 - - -
+ B12822832 - - -
+ 11521031 -+
+ 11521031 -
+ 11521031 -
+ 11521031 -
+ B12822832 - - -
+ B12822332 - - -
+ 811821831 - -+
+ 11521031 -
+ 11521031 -
+ 11521031 -
+ B12822832 - - -
+ B12822832 - - -

Finalmente, colocando em evidéncia, de forma adequada, os produtos que envolvem

os termos fSim,, i € K,, m; € Ky, a equagao (66) pode ser reescrita como (59).
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Por simplicidade, a seguinte notacao serd adotada:

61(2(k)) = Br1B2a1 P31+ Br—2)18r—1)18r1, 02(2(k)) = B11821831 - Br—2)1 Br—1)18r2, -,
oor—1(2(k)) = B12B22832 - - Br—2)2B8(r—1)28r1, O2r (2(k)) = B12Bo2B32 - B(r—2)28(r—1)20r2,
Iy=—¢1(PL+H)—¢a(P2+ H)—¢3(Ps+ H) — -

—Or—2(Pr—2+ H) = ¢r—1(Pr—1+ H) — ¢ (Pr+ H),
Py=—¢1(Pr+H)— 2P+ H) = ¢3(Py+H)— -

—¢r—2(Pr2+ H)— ¢ 1(Pr1+H)+ ¢ (P + H),

Por 1 =+¢1(Pr+H)+¢a(Pa+H)+¢3(Ps+H) +- -

+Or—2(Pr—2+ H)+ ¢r—1(Pr—1+ H) — ¢ (P + H),
Tyr = +¢1(PL+H)+¢o(Po+H)+ ¢3(P3+ H) + -

+¢r—2(Pr—o+ H) + ¢r—1(Pr—1+ H) + ¢ (Pr + H),

or

Utilizando as notagoes definidas em (67), do Lema 2, segue que
P, kg1 = Py + T ). Observe que, 6¢(z2(k)) >0 e Y2 64(2(k)) = 1. De fato,

2T
> 0u(z(k)) = Bu1BaBs1 - Br—21Br—1)18r1 + B11821 831 -+ Bir—2y1 Br—1)16r2
=1

+ B115821 831+ Br—2)1B(r—1)28r1 + B11821 851 -+ Br—2y18(r—1)25r2
+ B11821 831+ Br—2)2B8(r—1)18r1 + B11821 851 - - Br—2)28(r—1)15r2
+ B11821 831+ Br—2)2B8(r—1)28r1 + B11821 851 -+ Br—2)28(r—1)28r2

T
+ B12B22832 +* Br—2)1B(r—1)18r1 + B12822052 - Br—2)18(r—1)15r2
+ B12B22832 "+ Br—2)1B(r—1)28r1 + B12822052 -+ Br—2)18(r—1)25r2
+ B12B22832 "+ Br—2)2B8(r—1)18r1 + B12822052 - Br—2)28(r—1)15r2
+ B12B22832 "+ Br—2)2B8(r—1)28r1 + B12822052 - Br—2)28(r—1)25r2

= BuBaBsr Br—218—1)1(Br1 + Br2) + B11B2a1 831+ Br—2)18r—1)2(Br1 + Br2)
+ B11821 831+ Br—2)2B8(r—1)1(Br1 + Br2) + B11821 851 - - Br—2)2B(r—1)2(Br1 + Br2)
..

+ B12B22832 - Br—2)1B(r—1)1(Br1 + Br2) + Br2B22832 - Br—2)18(r—1)2(Br1 + Br2)
+ B12822852 - Br—2)2B(r—1)1(Br1 + Br2) + B12B22052 - - Br—2)2B(r—1)2(Br1 + Br2)
= L1821 831 Br—2)1 (5@—1)1 + 5@—1)2) (Br1+Br2)
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+ 11521831+ Br—2)2 (5@—1)1 + 5@—1)2) (Br1+Br2)

T

+ B12622832 - Br—2)1 (5@—1)1 + 5@—1)2) (Br1+Br2)

+ B12522032 -+ Br—2)2 (5@—1)1 + 5@—1)2) (Br1+Br2)

= B11521831 - (6(7'72)1 + 6(7'72)2) (6(7’71)1 + 6(7'71)2) (Br1+ Bro)
T

+ B12822032 - (5(,”72)1 + 5(7;2)2) (5(7;1)1 + 5(7;1)2) (Br1+Br2)

= (B11+ Bi2) (B21+ Paz) x -+ x (5(%2)1 + 5(%2)2) (5(%1)1 + 5(“1)2) (Br1+ Br2)
o
=[] (B +Bi2) =1

1=1

O lema proposto a seguir serd necessario na prova dos teoremas principais desta secao.
Ele pode ser considerado uma extensao do Lema 1, para o caso em que se considera as
restrigoes |Ah;(z(k))| < ¢4, 0 < ¢; < 1, nas variagoes das fungdes de pertinéncia. Sua

prova é baseada nos resultados obtidos nos Lemas 1 e 2.

Lema 3. Suponha que a relagao |[Ahi(z(k))| < ¢i, 0 < ¢; <1, seja satisfeita para todo
i €K, ek>0. Considere que existam matrizes simétricas definidas positivas P; € R *"=

matrizes simétricas Ziy, Q;, H € R™*" matrizes F; € R"*" ¢ G € R"™*"  tais que

Zit+Q (4G — BiFy)"

. >0, (68)
AiG—BiFy G+G' —(P+1Yy)

com T'y dado em (67), seja satisfeita para todo i,l € K,, t € Kor. FEntdo, considerando
a lei de controle chaveada (17), e os ganhos do controlador dados por F;G~', 1 € K., a

sequinte condicao também € satisfeita para x(k) # 0 :

T
) {(Az(k) = By FrnG™") (G Py G (Asgy — Bz(k)Fa(k)G_l)}x(k)
<2’ () {GT Zo gy G+ G Quy G (k). (69)

Demonstracao:

Multiplicando h;(z(k)) e d:(z(k)) definido em (67), em (68) e somando de i =1 até
i=redet=1atét=2" utilizando as notagoes definidas em (1) e (67), e substituindo !

por o(k), segue do Lema 2 que, para z(k) # 0,

T
Z k) T Qo) (AzG - Bz(k)Fa(k))

. > 0. (70)
Az(k)G_Bz(k)Fa(k) G+G _Pz(k—H)
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De (70), tem-se G+ GT — P.(k41) > 0. Assim, como P; >0, hi(z(k)) >0 e
i=1hi(2(k)) = 1, segue que P, 41y >0, o que garante G + GT > 0 e consequentemente

assegura a existéncia de G~
Pré e p6s multiplicando (70) por {] — (G*l (Az(k)G—Bz(k)Fa(k)))T] e seu trans-
posto, respectivamente, obtém-se

AG =B Fom) (GTP G (A, G- B, F
( z(k)~ T Pz(k) O'(k)) ( z(k+1) ) ( z(k)~ T Pz(k) O'(k))
— Z.(ywk) — Qoyur) < 0. (71)

Multiplicando G~ & esquerda e G~! & direita de (71), segue que, para z(k) # 0,

T
2" (k) {(Az(k) ~ By FoyG™") (G PaoyGY) (At — Bagy FoyG ") } (k)
<a" (1) { G Z 1)) G+ G Qo) G (k). (72)

De (17), note que

2T (k)G Qo) G (k) = min {2” (k)G~T QG x (k) }

ek,

< Z hi(2(k) {2 (1) GT QG w(k) } = 2T (B)G T Q.G (k). (73)
i=1

Logo, de (72) e (73), segue que, para z(k) # 0,

T
$T(k‘){ (Az(k) - Bz(k)Fa(k)G_l) (G_TPz(k+1)G_1) (Az(k) - Bz(k)Fa(k)G_l) }x(k‘)
<2 () {G ™ Zyayuy) G+ G T Qi G (k). (T4)

Neste contexto, supondo |Ah;(z(k))| < ¢, 0 < ¢; <1, para todo i € K, e k>0, e
considerando o hiper-retangulo (58), formado produto cartesiano dos 7 intervalos fechados
[— i, ¢i], a fungao de Lyapunov nao quadratica (16) e a lei de controle chaveado (17), o

Teorema 8, baseado em (MOZELLI et al., 2009), e o Teorema 9 sdo propostos.

Teorema 8. Suponha que a relagio |[Ahi(z(k))| < ¢i, 0 < ¢y <1, seja satisfeita para todo
i €K, ek >0. Considere que existam matrizes simétricas definidas positivas P; € R *"z
matrizes simétricas Z;, Q;, H € R™*" matrizes Iy € R™*" G € R"™*™ ¢ ym escalar

0<a<1, para todo v,l € K,., tais que

P+ H>0 (75)
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Zi+Q (A;,G - B )T
AiG=BiF; G+GT—(Pi+ Py)

Zi+Q;—a*P; <0, (77)

>0, (76)

,
sendo Py=">_ ¢x(P\+ H).
A=1

Entdo, a lei de controle chaveado (17), com os ganhos do controlador F;G~', 1 € K.,
fazem o ponto de equilibrio, x(k) =0, do sistema incerto discreto T-S (14), localmente

assintoticamente estavel, com taxa de decaimento c.

Demonstracao: Suponha que as hipéteses do teorema sejam satisfeitas.
De (77) segue que
Z(ky + Qa(ky — & Pyy < 0. (78)

De (76), veja que G+ GT — (PZ-+P¢) > 0, para todo i € K,. Como ¢; >0, (75),
assegura Py > 0. Como P; > 0, para todo ¢ € K, a existéncia de G~ é garantida. Assim,

pré e pés multiplicando (78) por G~T e G~1, respectivamente, para z(k) # 0, obtém-se

6T 2G4 G QG = PG T PG et <0, (79)

Observe que, (76) implica que

Zk) T Qo) (A0 G = Boy Fory)

> 0. (80)
Az(k)G — Bz(k)Fa(k) G+ GT — (Pz(k) + P¢)

Observando que YA_; Ahy(z(k)) =0, de (75) e da desigualdade |Ah;(z(k))| < ¢,

1 € K, presentes nas hipdteses do teorema, segue que

Py= Y oa(Pr+ H) 2 Y Al (s(0) (Py+ H) = Y Ay ()P, (81)
A=1 A=1 =1

De (81) e da relagao hi(z(k+1)) = hi(z(k)) + Ah;(2(k)), segue que

Pz(k) + P¢ > éhl(z(k»PZ —i—éAhi(z(l{:))Pi

- é(hxz(k)) § Ah((k) P = Py (52)
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Logo, de (80) e (82), tem-se

(83)

2oy T Qo) (Au0)G = Bogy Fo)) " ] -0,
AyG =By Fopy  G+GT =Py

Note que a condi¢ao (83) coincide com a inequagdo (24) apresentada na prova do

Lema 1. Assim analogamente & prova do Lema 1, de (83), segue que, para todo z(k) # 0,

T
2" (k) {(Az(k) — By FoyG™") (G Py G) (A — Bz(k)Fa(k)Gl)}fE(k?)
<2’ (WG 209G + G QG (k). (84)

Logo, para z(k) # 0, de (84) e (79), segue

$T(’€){ (Az(k) - Bz(k)Fa(k)G_l)T (G_TPz(k+1)G_1)

% (Au) = Bty Foy G 1) - azGTPZ(k)Gl}x(k) <0. (85)

Considerando o sistema controlado (18) e a candidata a fun¢do de Lyapunov (16),
a inequagdo (85) implica que, para x(k) # 0, V(x(k+ 1)) —a?V(z(k)) < 0, ou seja,
AV (x(k)) < (a?® — 1)V (z(k)). Portanto, a lei de controle chaveado (17), com os ganhos
do controlador F[;G~1, 1 € K, torna o ponto de equilibrio z(k) = 0 do sistema incerto T-S

(14), localmente assintoticamente estavel, com taxa de decaimento a. |

Com o intuito de propor novas condi¢gdes menos restritivas que o Teorema 8, o Teorema
9 é proposto. Considerando o hiper-retangulo fechado S, dado em (58), definido pelo
produto cartesiano dos r intervalos fechados simétricos [—¢;, @;], sendo 0 < ¢; < 1,7 € K,,
tais que |Ahi(z(k))| < @i, o Teorema 9 apresenta um conjunto de condigoes que garantem

a estabilidade local do sistema fuzzy T-S (14), considerando a lei de controle chaveada
(17).

Teorema 9. Suponha que a relagio |Ahi(z(k))| < ¢i, 0 < ¢y <1, seja satisfeita para todo
i €K, ek >0. Considere que existam matrizes simétricas definidas positivas P; € R *"z
matrizes simétricas Ziy, Q;, H € R™*™ matrizes F; € R"*™ G € R™*" ¢ ym escalar

0<a<1, para todo 1,1l € K,, t € Kor, tais que

Z; A;,G—B;F))T
@ ( i ! >0, (86)
A,G—-BjF;, G+G' — (Pi+1“t)
Zit+ Qi —a’P; <0, (87)

com 'y dado em (67). Entao, a lei de controle chaveada (17) com os ganhos do controlador

F,G71, 1€K,, tornam o ponto de equilibrio x(k) =0 do sistema incerto discreto T-S (14),
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localmente assintoticamente estavel, com taxa de decatmento c.

Demonstragao: De acordo com o Lema 3, (86) garante que, para x(k) # 0,

T
) {(Az(k) = By FrnG™') (G Py G (Augy — Bz(k)Fg(k)G_l)}x(k‘)
<2’ () {GT Z. gy G+ G Qu G (k). (88)

De (87), segue que, para x(k) # 0,

Z kyw() T Qair) — & Pyggy < 0. (89)
Multiplicando G~7 & esquerda e G~1 & direita de (89), para z(k) # 0, obtém-se

xT(k:){G_TZZ(k)H(k)G_l +GTQ, G = a’GTT PG }:p(k:) <0.  (90)

Assim, considerando a candidata a fun¢ao de Lyapunov (16), de (88) e (90), segue
que, para (k) #0, V(z(k+1)) —a?V(z(k)) <0, ou seja, AV (x(k)) < (a® — 1)V (z(k)).

Portanto, a lei de controle chaveada (17), com os ganhos do controlador F;G~1, 1 € K,
torna o ponto de equilibrio z(k) = 0 do sistema incerto T-S (14), localmente assintotica-

mente estavel, com taxa de decaimento « m

Observacao 4. Note que, no Teorema 9, nao houve a necessidade de incluir as LMIs,
P+ H >0, 1€ K,, presentes no Teorema 8. Tal eliminacdo proporciona relaxacao nas
condigoes de estabilidade. Este fato serd demonstrado, na prorima subsegdo, em uma

analise teorica de estabilidade.

Observacao 5. De forma andloga ao que foi exposto na Observacio 3, se nao for de
interesse tratar o indice de desempenho, taza de decaimento, basta considerar o parametro
a=1 e os Teoremas § e 9, garantem apenas a estabilidade assintotica local do ponto de

equilibrio do sistema discreto fuzzy T-S (14).

3.2.1 Analise de estabilidade

Nesta subsecao, serao apresentadas andlises tedricas de estabilidade entre os procedi-

mentos apresentados nos Teoremas 7, 8 e 9.

Na anélise feita no teorema a seguir é provado que se as condi¢oes LMIs de estabilidade
do Teorema 7, para o sistema em malha fechada (18), sdo satisfeitas, entdao as condi¢oes

LMIs de estabilidade do Teorema 9 também sao satisfeitas.

Teorema 10. Considere que as condigoes do Teorema 7, (52) e (53), relacionadas ao

sistema de controle (18), com a lei de controle chaveada (17), sejam satisfeitas. Entao,
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para ¢;, i € K, suficientemente pequeno, as condigoes do Teorema 9, (86) e (87), baseadas

no conceito de hiper-retangulos, também sao satisfeitas.

Demonstracao:  Suponha que existam matrizes simétricas positivas definidas P; €
R™ X" matrizes simétrica Z;, Q; € R XM Fp e RMuX"e o G € R™ XM tais que (52) e
(53) sejam satisfeitas para todo i, j e [ € K.

Defina S;j; € R21e X2z - dada por

Zi+Q  (AG-BF)T

Siil =
il A;G— B;F; G+GT—Pj
para todo i, j e [ € K,.

De (52), observe que os autovalores de S;;;, definidos como A gy, sdo maiores do que
’ YL ( z]l)’
zero, para todo ¢, j e [ € K. Em particular, os autovalores minimo e mdximo de S;j,

definidos como Ay i) € Amax( S;;,)> respectivamente, sao também maiores que zero.

Considere um escalar positivo ¢, tal que
0<€<AMM&M’ Vi, jeleK,, (92)

e matrizes © € R?%*2ne ¢ = ¢ R?%X2ne  dadas por

0 0 _ el 0
, == . (93)
0 ef 0 ef

Defina z(k) € R?" e considere ||Z(k)||?> = z(k)Tz(k), a norma ao quadrado do vetor
z(k). Para z(k) # 0,

0 < Amin(s,,) 1K) 12 < & (k) Sin (k) < Aaxs,, 12 (R)]1%. (94)

De (92), (93) e (94), segue que

7 (0] S0 — 2} (k) = 57 () Sy (k) — 77 (K)Z(k)

Logo,
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Portanto, de (91) e (93), a inequacao (96) é equivalente a

Zi+Q (AiG — BiFy)T
AiG—BiF, G+GT —(Pj+e¢l)

para todo i, j e [ € K,.

Observe que, como (97) é valida para todo i, j e | € K,, em particular, (97) é valida
para ¢ = j, ou seja,
ZitQu  (AG-BiR)"

T >0, (98)
A;G—B;F;, G+G' — (Pi—l-é?[)

para todo i e [ € K.

Agora, de (33), (92) e (98), considerando Z;; = Z; para todo t € Kyr, obtém-se

Zit+Q (A;G - BiR)" 0 (99)
AiG—BiF;, G+GT—(P;+el) ’
(&
Zit+ Qi —a?P; <0, (100)

para todo i, [ € K, e t € Kor.

Considerando (67), sem perda de generalidade, suponha a varidvel de folga H = 0.

Assim, como ¢; >0 e P; >0, de (67), segue que

.
Dor =Y ¢ P >0, (101)
i—1
(§]
Por >T'q, Tor 2T, -+, Tor > Tor 3. (102)

Portanto, de (101), segue que

0<Tor =1 P+ 2Pt +¢r1Pr1+r Py
< dmaz Pt + Omaz Po+ - + Omae Pr—1+ Omaz Py
= bmaz (Pr+ P2+ + P11+ )
= PmazZ, (103)

sendo Qe =max{¢;: i€K,.} e =3, P,

De (103), como 0 < @par < 1, segue que o minimo e o méaximo autovalor de &,

definidos como Ay () € Apax(2), respectivamente, sao também maiores que zero.
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- . €
Entao, considerando 0 < ¢pgr <

e x(k) e R"™ de (92) e (103), segue que
)‘max(@)

xT(k:){Fgr —el}x(k;) — T (k) Tara(k) — el|z(k)||2
< 2" (k) pmaz P (k) — ||z (k)|
- ¢maxxT<k)gzx<k) —EH.T<]€)”2
< ¢mam)‘max(9)”x(k)”2 —6”1‘(]{3)”2
= (Smazrmax(#) —€) [2(k)])”

g
(e A~ lat0lP =0 (1o
max ()

Logo, de (102) e (104), para todo t € Kor, tem-se

Iy —el <0. (105)

Portanto, de (99) e (105), obtém-se, para todo i, [ € K, e t € Kyr,

Zit+Q (4G — BiFy)"

. (106)
A,G—-B;F;, G+G —(Pi+Ft)

Note que, (100) e (106) sao equivalentes a (86) e (87), respectivamente. Portanto, as

condigoes do Teorema 9 sao satisfeitas. ]

Em seguida, uma analise tedrica de estabilidade entre os procedimentos apresentados

nos Teoremas 8 e 9, é proposta.

Teorema 11. Considere que as hipdteses do Teorema 8, (75)-(77), relacionadas ao sis-
tema de controle (18), com a lei de controle chaveada (17), sejam satisfeitas. Entao, as
condi¢oes do Teorema 9, (86) e (87), baseadas no conceito de hiper-retangulos, também

sao satisfeitas.

Demonstragao: Suponha que as condigoes (75)-(77) do Teorema 8 sejam satisfeitas.

Observe que, de (67),

Py=> o\(Pyv+H)
]

=1(Pr+H)+¢o(Po+ H)+¢3(P3+H)
+"'—|—¢r72<Pr72+H)‘i‘(brfl(Prfl_'_H)—i_(bT(PT_'_H)
— Ty (107)
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Como ¢; > 0 para todo i € K., de (67) e (75), segue que

Py>T1, Py>To, -+, Py>Tor 1.

Logo, para todo j € Kor_1q,

(Pi+P;) > (Pi+Ty). (108)

Dessa forma, de (76), (107) e (108), tem-se que

Zi+Q (A;G — B;F)T

e >0, (109)
A,G—-B;F;, G+G —(Pi+Ft)
para todo i,l € K, e t € Kor.

Assim, para que (86) e (87) sejam satisfeitas, basta considerar em (109) e (77), res-

pectivamente, Z;; = Z;, para todo t € Kor. ]

3.3 UM EXEMPLO COMPARATIVO

Exemplo 1. Considere o sequinte sistema nao linear cadtico apresentado em (WU, 2008),

com a adigao de um parametro incerto limitado invariante no tempo v:

z1(k+1) = ax(k) — 23+ (1 +v)aa(k) +u(k),
xQ(/{Z—i- 1) = bl’l(/{}). (110)

O conjunto compacto abaizo especifica a regiio de operag¢io definida em (11):
T T
Z= {[zl(k;) wk)] =[eik) o] €R?: mi(k) €[-8,8], ve[-05, 0,5]}. (111)

Supondo z(k) € Z, a representagio exata do sistema (110), por um modelo fuzzy T-S
(14), € assegurada. Sendo assim, utilizando o método descrito em (TANIGUCHI et al.,
2001; SANTIM et al., 2012; ALVES, 2017), para z(k) € Z, as fungoes de pertinéncia
normalizadas, que dependem do parametro incerto v, e as matrizes dos modelos locais do

sistema fuzzy T-S, sao dadas por:

(82 —21(k))(0,5 —v) (0,5 —v)ai(k)

hi(z(k)) = , ha(z(k)) =

32 32 ’
2 .9 2
pateth) = SOOI o4y - O,
_|a 05 _la 15 |a—p* 05 Cla—p* 15
T R o]’A3_[ b o]’A4_[ b o]’
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By=By=B3=By=

1
0] . (112)

Observagao 6. Apesar das fungoes de pertinéncia serem incertas, por dependerem do
parametro incerto v, o fato da lei de controle chaveado (17) ndo utilizar as informagcoes
das funcoes de pertinéncia, permite que os procedimentos apresentados nos Teoremas 5,
8 e 9, além do Corolario 1, que utiliza o controlador linear invariante no tempo (38),

possam ser aplicados para estabiliza¢io do sistema cadtico incerto (110).

Neste exemplo o objetivo é obter o mdximo valor de [3, para o qual o sistema (110)
em malha fechada possa ser estabilizado. Dessa forma, supondo a=1,9 e b=0,5, uma
comparacao entre os valores de 3 obtidos com os métodos propostos nos Teoremas 5, 8
e 9, e com o Coroldario 1, € apresentada na Tabela 1. Como esperado, o Teorema 9,
proporcionou a estabiliza¢io do sistema (110), com a maior nao linearidade, ou seja, o

maior valor de [3.

Tabela 1 - Comparagao de factibilidade para .

Método Factibilidade
Teorema 5 0 <1,2247
Corolario 1 8 <1,2247

Teorema 8 com aa=1¢e ¢; =0,01, 1 € Ky £ <1,3674

Teorema 9 com a=1e ¢ =0,01, 71 € Ky 0 <1,3718

Para utilizacao dos Teoremas 8 e 9, além de supor que o sistema opera dentro da
regiao de operag¢io Z, descrita em (111), € suposto que a restricao |Ah;(z(k))| < ¢; = 0,01,
também € respeitada, para todo 1 € K, e k> 0.

3.4 CONCLUSOES PARCIAIS

Utilizando uma lei de controle chaveada, este capitulo estabeleceu novas condigoes
de estabilidade para uma classe de sistemas nao lineares incertos discretos no tempo,
descritos pelos modelos fuzzy T-S. O procedimento proposto nao utiliza as fungoes de
pertinéncia para a implementacao da lei de controle chaveada e pode ser aplicado no

controle de sistemas nao lineares, com parametros incertos limitados.

Trés projetos de controle chaveado foram propostos. No primeiro, condigoes suficien-
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tes, baseadas em uma candidata a funcao de Lyapunov nao quadratica, foram fornecidas.
Supondo que a variacao no tempo das funcoes de pertinéncia sao limitadas por uma cons-
tante menor que um e utilizando a teoria de hiper-retangulos fechados, outros dois resul-
tados, que garantem a estabilizagao de sistemas nao lineares incertos discretos no tempo,
descritos pelos modelos fuzzy T-S, sdo propostos. Andlises tedricas de estabilidade e um
exemplo comparativo demonstram a flexibilidade e eficacia dos procedimentos propostos
e a vantagem do controle chaveado sobre o procedimento que utiliza um controlador linear

invariante no tempo para estabilizacao de sistemas incertos.
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4 CONTROLE CHAVEADO SUJEITO A SATURACAO DE SISTEMAS
NAO LINEARES INCERTOS DISCRETOS NO TEMPO VIA
MODELOS FUZZY T-S

Utilizando a lei de controle chaveada, neste capitulo é abordado o problema da esta-
bilizacao local de sistemas nao lineares incertos discretos no tempo, descritos por modelos
fuzzy T-S, sujeitos a saturagdo no sinal de controle. Os projetos de controle apresenta-
dos no Capitulo 3, serao estendidos, inclusive com condigoes LMIs que asseguram uma
estimativa do DA contida na regiao onde todas as restricbes no problema de controle
sao satisfeitas. Além disso, um procedimento para obtencao de uma estimativa menos

conservadora do DA é proposto.

Inicialmente uma breve descricao do sistema nao linear incerto sujeito a saturacao por
modelos fuzzy T-S e a lei de controle chaveado sujeito a saturacao sao apresentadas. Em
seguida, um conjunto elipsoidal e todas as restrigdoes ou inclusoes que ele deve satisfazer
para que seja uma estimativa do DA sao descritos. Condi¢oes LMIs asseguram que todas
essas restrigdes no problema de controle sao satisfeitas. Um novo procedimento para a
maximizacao da estimativa do DA é proposto. Por fim, os resultados principais deste
capitulo sao apresentados. Neles sao propostas condi¢oes na forma de um problema de
otimizacao que asseguram a estabilidade local do sistema fuzzy T-S incerto com atuadores

saturantes e que proporcionam uma estimativa do dominio de atracao.

4.1 SISTEMAS FUZZY T-S DISCRETOS NO TEMPO SUJEITOS A SATURAGQ NO
SINAL DE CONTROLE

Considere o sistema nao linear incerto sujeito a saturagao do sinal de controle descrito
dado por:
w(k+1) = f(z(k))x(k) + g(z(k))sat(u(k)), (113)

com z(k) € R" u(k) e R™, z(k) e R™, v e R™ e f(-) e g(+), funcdes nao lineares, como
definidos na Segao 2.3. Em (113), sat : R"™ — R™ ¢ a funcdo vetorial de saturacao

aplicada a realimentagao do vetor de estado u(k), com limites simétricos, definida por

sat(u(k)) = [sat(ur (k) ... sat(un,(K)] €R™,
sat(uc(k)) = sign(uc(k)) mind{ pe, |uc(k)| }, Ve € Ky, (114)

sendo que p., c € K,,,, sao constantes positivas com valores conhecidos.
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A Figura 3, apresenta uma interpretagao grafica do comportamento da funcao sat(u.(k)),
ceK,,.

Figura 3 - Interpretacao grafica da funcao sat(u.(k)), c € K,

sat(uc (k)
A

Pef-------

Pe

=Y

U

________ —pe

Fonte: Elaboracao do proprio autor.

Para z(k) € L e v € V, a representacao exata do sistema (113), por um modelo fuzzy

T-S, com r regras fuzzy, é dado por:

.
z(k+1)= Z hi(z(k)) (Ajz(k) + Bsat(u(k)))
=1
= A, xyz(k) + B, (ysat(u(k)), (115)
sendo h;(z(k)), i € K,, fungoes diferenciaveis que representam as fungoes de pertinéncia

normalizadas de cada modelo local (A;,B;), satisfazendo (15).

4.2 LEI DE CONTROLE CHAVEADA SUJEITA A SATURACAO NO SINAL DE ON-
TROLE

A entrada de controle sujeita a saturacao, pode ser representada por uma descri¢ao
politépica da fungao vetorial nao linear sat(u(k)) (HU; LIN, 2001). Neste caso, a fungao

vetorial sat(u(k)) pertence a combinacdo convexa de um conjunto de vetores lineares.

Tendo em vista a lei de controle chaveado (17), considere o conjunto definido por:

D={2eR"™ "™ : 7 =diag{&, " . }}, (116)
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sendo §; = 1 ou {; = 0 para todo j € K,,,. Dessa forma, D possui 2" elementos que sao
matrizes diagonais R™**™  cujos elementos das diagonais sao 1 ou 0 (HU; LIN, 2001;

CAO; LIN, 2003).

Denote cada elemento de D por Zs, s € Konu, e I, =1 — P5. Note que, se Zs € D,
entao ¥, €D.

T ny ny
Seja ¥ = [191 '192nui| € R?™ um vetor, tal que, ¥5 >0, z§:1 ¥s = 1. Considere
2" 2"u
Dy =Y 0:Ds, D5 = 9:9; . (117)
s=1 s=1

Para cada [ € K., defina o conjunto

S(My) = {x(k) e R™ : [Mya(k)| < pe, ¢ €Kp, |, (118)

T
sendo M; = M1, M ME ] € R com My = Ny G, Nyy € RV,

(1) 1(2) T I(nw)
cekK,, ep= [/)1 Py - pnu} € R™ um vetor dado, tal que p. > 0, para todo c € K,,,,.

Note que, para todo x(k) € Nj_; S(M;), entdao em particular, x(k) € S(M,), sendo o
indice o definido em (17). Assim, para todo z(k) € Nj—; S(M;), utilizando a notagao defi-
nida em (117), de acordo com (HU; LIN, 2001; HU; LIN; CHEN, 2002; CAO; LIN, 2003),

sat(uy(k)), com uy(k) = —K,2(k), K, = F,G™!, dado em (17), pode ser representado
por:
2nu
sat (g (k) = > Vs (D~ Ko oyr (k) + D5 My (k) (119)
s=1

= (_gﬂKa(k) + .QJMU(]C)) z(k).

Dessa forma, de (119), para z(k) € Nj_; S(M;), o sistema realimentado sujeito a sa-

turagdo (115), pode ser reescrito como

w(k+1) = (A + By (= 2o Koy + D5 Myy) ) (k). (120)

4.3 O PROBLEMA DE ESTABILIDADE CONSIDERANDO REGIAO DE OPERZAO

Além de estabelecer a lei de controle chaveada u, (k) como uma alternativa para tornar
a origem um ponto de equilibrio do sistema incerto (113) localmente assintoticamente
estavel, o problema de estimar um subconjunto invariante do DA, onde todas as restri¢oes

no problema de controle sao satisfeitas é abordado.

A representacdo do sistema (113) por um sistema fuzzy T-S (115) e a existéncia
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das fungées de pertinéncia h;(z(k)), i € K, sd@o bem definidos quando z(k) € L. No
entanto, conforme observado em (LEE; JOO, 2014), é necessario garantir que, para todo
z(k) € L, o préximo instante z(k + 1) permanecera na regiao £, pois assim, V(z(k+1))
e AV (z(k)) =V(z(k+1))—V(x(k)) podem ser definidos. Portanto, baseado em (LEE,
2013; LEE; JOO, 2014; LEE; HU, 2017), considere o seguinte conjunto:

Ri={x(k) € L: (Aym) + Bo) (Z0Ko + Dy My ) ) x(k) € L} (121)

Note que, de (120) e (121), para todo z(k) € R, o préximo instante do vetor de estado,

z(k+1), permanecerd na regiao L.

Considere a func¢ao de Lyapunov nao quadratica (16) e, para todo v € V e uma cons-

tante positiva v > 0, o conjunto elipsoidal

UG PG 7)== {x(k) eR™ : V(x(k)) =" (k)G P,gyG a(k) gy}. (122)

Baseado em (LEE; JOO, 2014; LEE; HU, 2017), para provar que o conjunto elipsoidal

Q(G_TPZ(k)G_l,fy) é uma estimativa do DA, as seguintes condi¢oes devem ser satisfeita:

1. Q (G*TPszl,v) C L: assegura que, para todo z(k) € €2 (G*TPZGA,W), o sistema
(113) pode ser representado por (115);

2. Q (G*TPszl,v) C R: garante a existéncia de h;(z(k)) e hi(z2(k+1)), quando a con-
digdo 1. acima é satisfeita, e entao Ah;(z(k)) = hi(z(k+1)) —hi(2(k)) e AV (z(k)) =
V(z(k+1))—V (k) estdo bem definidas, para todo z(k) € Q (G_TPZG_l,fy);

3. Q (G*TPszl,v) C Nj—; S(M;): assegura a validade da representacao definida em
(119), para sat(u,(k)), para todo z(k) € §2 (G_TPZG_l,W);

4. QUGTP,G 1 y\{0} C{z(k) eR™ : AV (x(k)) =V (z(k+1))—V (k) <0}: asse-
gura que Q(G_TPZG_l,fy) ¢ contrativamente invariante, ou seja, ¢ um subconjunto
do DA.

Observacgao 7. Note que, de (115) e (121), a condicio 2. implica que x(k+1) € L definido
em (9). Essa condigio permite o cdilculo de AV (x(k)) =V (x(k+1)—V(x(k)), pois de
(16), se a condigio 2. € satisfeita, entao x(k+1) € L e hi(z2(k+1)), i € K, estao bem
definidas, pois neste caso a planta ndo linear (113) pode ser exatamente representada pelo
modelo fuzzy T-S (115), substituindo k por k+ 1.

As propriedades acima enumeradas estao ilustradas na Figura 4. As setas indicam as

possiveis evolugoes das trajetérias do vetor de estado ao longo do tempo.
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Figura 4 - Representacao, no plano, das relagoes de inclusao entre os conjuntos L, R,
Sn=N=1S(M;) e Q2 (G_TPz(k)G_l,v), e os possiveis comportamentos de
diferentes trajetérias do vetor de estado.

RQ
Sn $1(/€+1)

/
L z1(k+1) /

z1(k)

3(k+1)

:173(](:)

Fonte: Elaboragao do proprio autor.

4.3.1 Condicoes para as relagoes de inclusao entre os conjuntos da regiao de
operacao

Nesta subsec¢ao serao apresentados auxiliares resultados que fornecem condigoes LMIs
para que as restrigoes, impostas ao conjunto elipsoidal €2 (G_TPz(k)G_l,fy) definido em
(122), enunciadas na Segao 4.3, sejam satisfeitas. Tais restri¢oes sdo necessarias para que
(122), seja uma estimativa do dominio de atragdo do ponto de equilibrio do sistema nao

linear incerto (113).

Os Lemas 4 e 5, fornecem, respectivamente, condi¢oes suficiente para que

Q (G_TPZ(k)G_l,”}/) CLef) (G_TPZ(k)G_l,”}/) CR.

Lema 4. (LEE, 2013) Considere os conjuntos Q(G*TPZ(k)Gfl,v) e L dados em (122)
e (9), respectivamente. A restrigao Q(G*TPZ(k)Gfl,v) C L é assegurada se a sequinte
condicao

P GTea77

T —1-2
eanG V" Ty

>0, (123)
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for satisfeita para todo i € K, en e Ky, sendo

=[0 0 L 0. 0]er™, (124)
n—eésima

O Lema 5 é uma adaptagao de um resultado presente em (LEE, 2013), considerando

saturagao no sinal de controle.

Lema 5. Considere os conjuntos €2 (G*TPZ(k)Gfl,y) e R dados em (122) e (121), res-
pectivamente, sendo M) = NZ(C)G_l e Kj=FG Y, para c €K, el €K,. A restrigio
Q (G_TPZ(k)G_l,fy) C R € assequrada se, para todo i,l € K., n €K, e s € Konu, a sequinte

condicao for satisfeita:

B T
P (AG=BZR+BZIN) ean | o (195
el (AZG — Bi9sFi+ B; 9 Nz) 7 o

Demonstragao: Suponha que (125) seja satisfeita para todo i,l € K, e s € Kanu. Logo
para qualquer z(k) € £, multiplicando h;(z(k)) em (125) e somando dei=1até i =r, e

multiplicando 5 e somando de s =1 até s = 2™ tem-se

T *
z(k)
B +9, —1x > 07 (126)
|: Can ( Z(k)G z(k) <@§F0(k) ‘@19 Na(k‘))) Y 11‘377 ]

para todo n € K, sendo o € K.

.. T N
Multiplicando {] _yj;n? (Az(k)G— Bz(k) (%Fa(k) + _@19_]\[0%))) ean} a esquerda e
seu transposto a direita de (126), obtém-se, para todo n € K,

Pty =172 (A G = Butry (PoFoty + P Nots)) €an

X 6;{77 (Az(k)G— Bz(k) (.@ﬁFa(k) + .@19_]\/'0(]@))) >0. (127)

Pré e pés multiplicando (127) por G~ e G~!, respectivamente, segue que, para todo

nekK,ex(k)#0,

T
2 ()G Py G (k) — 7320 (k) (A — By (20 Fry G+ Dy NpgyG ™))

I (Az(k) — Bz(k) (_@gFa(k)Gil + .@l;Na(k)Gil)) l‘(/{?) >0 (128)

X €anap

Entéo, lembrando que M) = NZ(C)G’l e K= F;G™1, de (128), segue que

T
l‘T(kj)G—TPZ(k)G_lx(k‘) — ’yi‘;ﬁxT(k‘) (Az(k) - Bz(k) (.@,ﬂKa(k) + -@19_Ma(k)))
X eanegn (Az(k) — Bz(k) (@ﬁKa(k) + @;Ma(k))) l‘(k‘) > 0. (129)
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Logo, de (129), para todo z(k) € L\{0} ¢ n € K,, tem-se

V(z(k))— Wm]!E T(k+ 1)6(1776(”7 z(k+1)>0
— V(z(k))— yxai:pgn(kﬂr 1) >0. (130)

Veja que, para z(k) € Q(G*TPZ(k)Gfl,y), V(z(k)) <. Assim, supondo z(k) €
Q (G*TPz(k)Gfl,v), de (130), segue

VIt wa, (k+1) <7.

Multiplicando ~y 11’3”, na inequagao acima, tem-se 3: (k +1) < an’ ou seja,
Tan(k+1) € [=Zay, Zay), para todo 1 € K,.
Logo, como {2 (G*TPZ(k)Gfl,fy) C L, segue que
q
Q(G_TPZ(k)G_l,y) C N {x(k) € L: way(k+1) € [~Tay, Tayl}- (131)
Portanto, de (131), segue que Q(G*TPZ(k)Gfl,l) CR. [

Para garantir a validade da representagao (119), para sat(uy(k)), o € K,, baseado
m (HU; LIN; CHEN, 2002; CAO; LIN, 2003), o Lema 6 é proposto. Nele condigbes
suficientes para que o conjunto elipsoidal €2 (G_TPZ(k)G_l,fy) definido em (122), esteja
contido na regiao Nj_; S(M;), sendo S(M;), | € K,., dado em (118), sdo fornecidas.

Lema 6. Considere os conjuntos €2 (G_TPZ(k)G_l,fy) e S(M;) definidos em (122) e (118),
respectivamente, sendo My = NZ(C)G_l. A inclusdo € (G_TPZ(k)G_l,”y) CNi— S(M;) é
assequrada, se

~-P; Ny

<0, (132)
Ny — '3

for satisfeita para todo li € K, e ceK,,.

Demonstracao: Multiplicando h;(z(k)) em (132) e somando de i =1 até i =r, obtém-se

—P NT
e, ] <0, (133)
Nl(c) -7 Pe

para todo [ € K, e c€ K,,, .

Pré e pés multiplicando (133) por diag{G*T,l} e sua transposta, respectivamente,
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obtém-se, para todo | € K, e c€e K,,,

—GTT PG TNy | (134)
NyoG™ -y eE | T

Aplicando o complemento de Schur em (134), tem-se
10 2 GIN Ny G =GPy G <0 <= 9p > My My < G TPy G~ (135)

para todo [ € K, e c€ K, .

Supondo z(k) € €2 (G*TPZ(k)Gfl,y), de (135), segue que, para todo [ € K, e c € K,,,,,

o 2t (k) My My (k) < 2" (K)G™ TPy G la(k) <. (136)

Multiplicando v~1p? em (136), segue que, para todo [ € K, e ¢ € K,,,

! (k) My Myoyz (k) < p2, (137)
ou seja, (k) € Ni—; S(M;).
Portanto, de (137), segue que Q(G’TPZ(k)Gfl,’y) C M= S(My). u

Observagao 8. Em alguns projetos de controle, os controladores de realimentacao do
vetor de estado apresentam ganhos elevados. Em implementacoes prdticas, estes ganhos
resultam em elevados valores do sinal de controle que podem inviabilizar a implementacao.
Uma forma de evitar estes controladores com ganhos elevados, se da pela imposicao da
restrigao 2 (G_TPZ(k)G_l,fy) CNi—;S(K;), K= F;G~'. Esta inclusdo pode ser garantida
se a sequinte condi¢ao LMI for satisfeita para todo l;i € K, e c € K,, :

—F By
Fy —v ok

<0. (138)

O conjunto S(K;) é similar a S(M;), | € K,., dado em (118) (HU; LIN; CHEN, 2002). A

demonstracao da implicacao descrita nesta observacao é andloga a prova do Lema 6.

A inclusdo Q(G_TPZ(k)G_l,fy) \{0} C{z(k) e R: AV(xz(k)) <0}, que garante a
invariancia do conjunto elipsoidal, sera verificada na Se¢ao 4.5, nos principais resultados

deste capitulo.

4.4 MAXIMIZACAO DA ESTIMATIVA ELIPSOIDAL DO DOMINIO DE ATRA CAO

O conjunto elipsoidal €2 (G_TPZG’_l,fy) definido em (122), pode ser uma estimativa
muito conservadora do DA, Z4, dado em (3) (KHALIL, 2002; HU; LIN, 2001). Nesta
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segdo, serao apresentadas condigbes para que a estimativa do dominio de atracao (122),
seja maximizada. Baseado em (HU; LIN, 2001; CAO; LIN, 2003), o método proposto é
formulado como um problema de otimizacao e possibilita o projeto de ganhos de realimen-
tagdo que proporcionam maiores estimativas do dominio de atragdo (BOYD et al., 1994).
A maximizacao do conjunto elipsoidal é obtida a partir da expansao de um subconjunto

poliedral.

Além de fornecer um conjunto elipsoidal menos conservador, o problema de otimizacao
é formulado de forma a garantir que o conjunto €2 (G_TPZG_l,fy), continue contido na

regiao de operacao e no dominio linear da fungao de saturacao.

O problema de maximizagao da estimativa do DA (122), é um tema amplamente abor-
dado na teoria de controle. Na sequéncia, além do método proposto, serao apresentados

alguns procedimentos adotados na literatura.
o« Método A:

Em (LEE, 2013), por exemplo, o seguinte conjunto é considerado
Vi={z(k) eR™ : z(k) z(k) <1/6}, (139)

sendo 0 > 0 um numero real. Condi¢des LMIs sao propostas para garantir que o conjunto
dado em (139), esteja contido em Q(G*TPZ(k)Gfl,v) dado em (122). Assim, a mini-
mizagao de § causa a maximizagdo do conjunto definido em (139), que, por sua vez, faz

Q (G_TPZ(k)G_l,fy) ser expandido.

Lema 7. (LEE, 2013) Sejam os conjuntos Q(G*TPZ(k)Gfl,y) e YV dados em (122) e
(139), respectivamente. A restrigio Y C Q(G_TPZ(k)G_l,fy) ¢ imposta se, para todo

1 € K., a sequinte condicao for satisfeita:

51, I
{ : : > 0. (140)

I, GI'+G-P

« Método B:

Por outro lado, em (HU; LIN; CHEN, 2002; CAO; LIN, 2003), é considerado um conjunto

poliedral convexo, wWV, definido por
wW = wco{wy,- -+, wy, }, (141)

sendo w um ntmero real positivo, w,, € R"*, m € K,,, , sao vetores dados e ny, ¢ o nimero

de vértices dos poliedro.
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Para assegurar que wWV C 2 (G*TPZ(k)Gfl,fy), uma adaptacao imediata das condi-
goes LMIs apresentadas em (CAO; LIN, 2003), para o caso em que uma candidata a

fungao de Lyapunov como em (16) é considerada, pode ser enunciado da seguinte forma:

Lema 8. (CAO; LIN, 2003) Seja os conjuntos Q(G*TPZ(k)G’l,v) e wWW dados (122)
e (141), respectivamente. A restri¢ao wWV C §) (G_TPZ(k)G_l,fy) ¢ imposta se, para todo

1€ K, emekK,,, asequinte condicao for satisfeita:

w*27 w%

> 0. 142
W, GT + G— Pi ( )

Note que, se as condicoes do Lema 8 sdo satisfeitas, a maximizacao da variavel w
amplifica o tamanho do conjunto poliedral @)V e, consequentemente, fornece uma es-

timativa menos conservadora do DA, Q(G_TPz(k)G_l,fy), dada em (122). Neste caso,
w = sup {7‘ cTWCQ (G_TPZ(k)G_l,fy) }

« Método C (Método proposto):

Com o intuito de desenvolver um método que possibilite uma estimativa do DA ainda

menos conservadora, considere o conjunto poliedral
B = co{wiwi,- -, wp, wy, }, (143)

sendo @, m € K,,, , escalares positivos e w;, € R" vetores dados que definem a direcao
em que o conjunto ) (G*TPZ(k)Gfl,v) deve ser maximizado. Assim, para todo & € B,
existem 6,,, > 0, com Z:le 0., = 1, tais que

ny,

£= Y Om@mwm = (ww). (144)

m=1

Baseado em (TARBOURIECH et al., 2011; HU; LIN; CHEN, 2002), o seguinte Lema
fornece condigoes para B C (2 (G_TPZG’_l,fy).

Lema 9. Considere os conjuntos Q(G*TPz(k)Gfl,v) e B definidos em (122) e (143),

respectivamente. A restricio B C €2 (G_TPZ(k)G_l,fy) ¢ assequrada se a condicao,
v wnwl

> 0, 145

for satisfeita para todo i € K, e m €K, .

Demonstragao: Multiplicando (145) por h;(z(k)) € 0, somando de i =1 até i =1 e
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de m =1 até m = np, considerando as notacoes dadas em (1), (143) e (144), obtém-se

T

o (@w)g > 0. (146)
(?EU})Q G +G—Pz(k)

Pré e pés multiplicando (146) por {1 —(ww)gTG*T} e seu transposto, respectiva-

mente, segue a seguinte desigualdade

v — (ww)§ G (ww)g + (ww)) G~T GG ww)g — (ww)§ G PG (ww)g > 0
— (ww)} GTP,.G  (ww)y < . (147)

Note que (ww)g € B. Logo, de (147), segue que (ww)y € €2 (G_TPz(k)G_l,v). Por-
tanto, B C €2 (G_TPZ(k)G_l,fy). ]

Note que, uma vez que as condig¢oes do Lema 9 sdo satisfeitas, a maximizagao de
S L | @, proporciona a expansdo do conjunto poliedral B, que, por sua vez, provoca a

obtencao de uma estimativa menos conservadora do DA, (G’TPZ(k)G’l,fy).

O procedimento apresentado em (CAO; LIN, 2003) fornece uma expansao uniforme
em todas as dire¢oes do conjunto poliedral W, enquanto o método proposto no Lema 9
fornece a maximizagao de ny, variaveis wy,, a partir da otimizacao de Z:{;l wm. Portanto,

sao possiveis diferentes expansoes em cada direcao do conjunto poliedral B.

O seguinte lema mostra que se as condi¢oes do Lema 8 sao satisfeitas, entao as con-

di¢oes do Lema 9 também sao satisfeitas.

Lema 10. Suponha que as condicoes do Lema 8 sejam satisfeitas. Entdao, as condigoes

do Lema 9 também sao satisfeitas.

Demonstracdo: Suponha que a condigao (142) do Lema 8 seja satisfeita para todo
1€KremekK,,.

Pré e pdés multiplicando (142) por diag{w,l} e seu transposto, respectivamente,

obtém-se

T
v Wy,

> (. 148
ww, GT+G-P (148)
Assim, como (148) é satisfeita para todo i € K, e m € K,,, , considerando w; = --- =

wp, , entdo (145) também é satisfeita para todo i € K, e m € K, .

Observacao 9. Além dos métodos explorados nesta secdo, existem outras maneiras de
maximizar o conjunto ) (G*TPZ(k)Gfl,fy). Uma alternativa para isso é mazximizar os

subconjuntos elipsoidais 2 (G*TPinl,y), definidos para cada matriz local de Lyapunov
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P;, i €K,. Como o volume de cada conjunto elipsoidal ) (G’TPinl,fy), 1 € K, € propor-

cional a (det(lefl))%, a minimizagdo de log(det(vF;)), i € K, causa a mazimizagao
do conjunto €2 (G*TPZ-GA,W), i€ K, (BOYD etal., 1994). Além disso, cada autovalor de
P, 1 € K,, estd associado ao comprimento dos eixo do elipsoide, entdo a minimizacdo de
Tr(P;) expande homogeneamente o conjunto (G*TPinl,fy), i €K, (TARBOURIECH
et al., 2011).

4.5 PROJETO DE CONTROLE CHAVEADO PARA SISTEMAS SUJEITOS ATR/RA-
CAO NOS ATUADORES USANDO MODELOS FUZZY T-S

Nesta secao, os procedimentos propostos nos Teoremas 7, 8 e 9, sdo estendidos para
estabilizacao local de sistemas nao lineares incertos descritos por modelos fuzzy T-S su-
jeitos a saturagao no sinal de controle. Além disso, condigbes que proporcionam uma

estimativa do dominio de atragao do ponto de equilibrio do sistema sao fornecidas.

4.5.1 Condicgoes de estabilidade local de sistemas sujeitos a saturacao no sinal
de controle

Utilizando a lei de controle chaveado (17), o Lema 11 e o Teorema 12 apresentam uma
generalizagao dos resultados propostos no Lema 1 e no Teorema 7, respectivamente, para
0 caso em que o sistema esta sujeito a saturacao. Além disso, sdo apresentadas condi¢oes
para estimar um subconjunto invariante do DA. Um método para obter uma estimativa

maior do DA é proposto.

Lema 11. Considere que existam matrizes simétricas definidas positivas P; € R™ <™ mgq-
trizes  simétricas Z;, Q; € R"™*"  matrizes F; € R™X" G ¢ RMeXnz ¢
T
N, = {lel) Nl?z) Nl{nu)} € R™*M  tais que
Zi+Q (4G — BiZ.Fy + B:7; Ny

T
) >0, (149)
AiG—BigsFl*l»Bi_@gNl G+GT—P]’

seja satisfeita para todo i, j, | €K, e s € Konu. Entdo, utilizando a lei de controle chaveada

(17), a condig¢ao abaizo também é satisfeita, para todo x(k) #0:

JfT(k){ (Az(k) + Bk (—%Ka(k) + -QJMUU@)))T (G*TPZ(kH)G*I)

X (Az(k) + B (k) (_%Ka(k) + 9z?fMU(k))) }‘”(k)
<" WG ZpyG 7+ G Qe G fa(k). (150)

Demonstracao: Multiplicando (149) por h;(2(k)) e hj(z(k+1)), somando de i =1 até
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t=redej=1até j =r, multiplicando o resultado por 95 e tomando a soma de s =1
até s = 2™, usando as notacoes definidas em (1) e (117), substituindo ! por o(k), segue

que, para z(k) # 0,

B T
Zk) + Qok) (Az(k)G — BP9 Fyk) + Bty Dy Na(k‘)) ] -0
Az(k)G — Bz(k)gﬁFa(k) + Bz(k)ggNa(k) G+GT - Pz(k—H)

(151)

z ’ . . T
Pré e p6s multiplicando (151) por {[ — (G—l (Az(k)G_ By ZoFy i) JrBz(k)@ﬁ_Na(k))) }
e seu transposto, respectivamente, e Pré e pés multiplicando o resultado por G=1 e G~1,

respectivamente, para z(k) # 0, obtém-se

$T(’f){ (Az(k) — B, (%Ka(k) + %_Ma(k)))T (G_TPz(kJrl)G_l)

X (Az(k) — Bz(k) (.@ﬁKg(k) + gg_Ma(k))) }:L’(/{Z)
<2l (W) {G" 209G + G QoG fa(k). (152)

Entéao, de (17), (30) e (152), for z(k) # 0, segue que

xT(k){ (Az(k) — Bk (%Ka(k) + gﬁMa(k)))T (G*sz(kﬂ)G*l)

% (Asey = By (20K oy + Dy Mory)) }w(k)
6T 26 GG ). (159

O teorema a seguir fornece condicoes suficientes, na forma de um problema de oti-
mizacgao, para o projeto de um controlador chaveado que permite a especificacao da taxa
de decaimento e a obtenc¢ao de uma estimativa do DA do ponto de equilibrio do sistema
incerto (113).

Teorema 12. Considere o sistema nao linear incerto sujeito a saturagao no atuador (113)
descrito por um modelo fuzzy T-S (115) em uma regiao de opera¢io L dada em (9), sendo
p €R"™, com p. >0, ceKy,, e Tay >0, n €Ky conhecidos, assim como os limites dos
parametros incertos definidos em (8). Suponha que existam matrizes simétricas definidas

positivas P; € R™*™ matrizes simétricas Z;, QQ; € R™*™ matrizes F; € R™>*" G €

R7a X7 N, = NT NT NT T c R7uXna . . 0 I =
e N; = { i Ny l(nu)} , nameros reais wy, >0, com IT =
diag{w1, -+ wy, } € R e um escalar 0 < o < 1, tais qu, para todo i, K,, c € K,,,

n €Ky, s €Konu em €K, , 0 sequinte problema de otimizagao € factivel:

max Tr(I), sujeito a
P;,Z;,Qi,F1,N,G . H
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P GT
TZ —16—(12?7 >0, o
| eanG Y Ty
P (MG =BZE A BT N ean | o (1)
| ein(AiG — BiZFy+ Big; Ny) 7 |
i — P NT
Mo <o, o
L Nl(c) _7 pC
5 0 (157)
| @mWm G"+G-P
Zi+Qi—a2Pi <0, (158)
T
70, (AG-B2F+BIN) | _ (159)
AG — Bi2,Fi+ B;27 N, G+Gl =P

Entdo, a lei de controle chaveada (17) com os ganhos do controlador K; = G, 1 € K,.,
torna o ponto de equilibrio x(k) =0 do sistema nao linear incerto sujeito da saturagdo
(115), localmente assintoticamente estavel, com taxa de decaimento «. Além disso, o
conjunto elipsoidal ) (G_TPZ(k)G_l,fy) definido em (122), é um subconjunto invariante
do DA.

Demonstracao: De acordo com os Lemas 4, 5 e 6, as condigoes (154), (155) e (156), asse-
guram que Q (G*TPZ(k)Gfl,v) c L, Q (G*TPZ(k)Gfl,v) C R e
Q (G*TPZ(k)Gfl,v) C Nj=1 S(M;), respectivamente.

Multiplicando (158) por hi(z(k)) e tomando a soma de i = 1 até i = r e pré e p6s multi-
plicando o resultado por G~T e G7!,  respectivamente, para  todo

z(k) € Q (G_TPZ(k)G_l,fy) \{0}, obtém-se

l‘T(k‘){G_T (Zz(k) +Qz(k) - QQPZ(]C)) G_l}l‘(k‘) S 0. (160)

Considerando a lei de controle chaveada (17), segue do Lema 11, que a condigao (159)
garante que, para todo z(k) € Q (G_TPZ(k)G_I,v) \{0},

xT(k){ (Az(k) — B (%Ka(k) + %_Ma(k)))T (G*TPz(kH)G*l)

X (Az(k) - B, (%Ka(k) + @z;Ma(k))) }ﬂf(k‘)
<2l () {GT 2,4 G + G QG (k). (161)

Assim, considerando a fun¢ao de Lyapunov (16), de (160) e (161), segue que
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xT(k){ (Az(k) — Bk (%Ka(k) + gﬁMa(k)))T (G*sz(kﬂ)G*l)
% (Aot = Baty (20K oy + 25 Moir)) —aQG‘TPZ(k)G‘l}x(k’)
=V(z(k+1))=V(x(k))+V(z(k)) — QQV(x(k)) <0. (162)

Ou seja, AV(x(k)) = V(z(k + 1)) — V(z(k)) < (o® — 1)V(x(k)), para todo
z(k) € Q(G7TP,4)G~Ly) \{0}.

Portanto, a lei de controle chaveada (17), com os ganhos do controlador K; = F;G~1,
[ € K, tornam o ponto de equilibrio z(k) = 0, do sistema nao linear incerto (115), local-
mente assintoticamente estavel, com taxa de decaimento «a. Além disso,
Q (G_TPZ(k)G_l,fy) ¢ um subconjunto invariante do DA.

Finalmente, do Lema 9 e da condigao (157), segue que B C () (G*TPZ(k)Gfl,'y), sendo
B dado em (143). Assim, a maximizagdo do Tr(II) expande o tamanho do conjunto
elipsoidal 2 (G_TPZ(k)G_l,fy), isto é, fornece uma estimativa menos conservadora do DA.

Baseado em (CAO; LIN, 2003), considerando o controlador linear invariante no tempo
(38) e utilizando a notagao definida em (117), para todo x(k) € S(M), sendo S(M) dado
por (118), com M; = M, para todo | € K, e M = NG~ € R™*"e 4 funcio sat(u(k))
pode ser representado por

2nu

sat(u(k)) = ;ﬁs (2s(~Kx(k)) + 25 Ma(k)) = (= Do K + D5 M) x(k). (163)

Assim, de (163), para z(k) € S(M), o sistema (115) controlado por (38) pode ser

reescrito como segue:

w(k+1) = (Aypy + Boy (29K + 25 M) ) (k). (164)

Considerando o controlador linear invariante no tempo (38), condigoes similares ao

Teorema 12 podem ser enunciadas.

Corolario 2. Considere o sistema nao linear incerto sujeito a saturagio (113) descrito
pelo modelo fuzzy T-S (115) em uma regiao de operagao L e dada em (9), sendo p € R™,
com pe >0, c€Kp,, Zq, >0, n€Ky, 0<¢; <1,i €K, T descrito em (7), e wy, € R™,
m € K, , conhecidos, assim como os limites dos parametros incertos definidos em (8).
Suponha que existam matrizes simétricas positivas definidas P; € R™*™ matrizes F €
RMuxnz G e RMexNe ¢ N = [N(Ii) N(T2) N(%;u)}T € R™X" - nimeros reais wy, > 0,
meK,,, com Il =diag{w, -, wp, } € R"L*"L e um escalar 0 < o < 1, tais que, para

todo 1, j €K,, c€K,y,, n €Ky, s € Konu e m €K, , o sequinte problema de otimizagao
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seja factivel:

max Tr(Il) sujeito a
P;,F\N,G

(154),(157),

T
P (4G~ BiZF +BiZ; N) e, ] >0 (165)
egn<AiG—Bi@sF+Bi@8_N> 7_%5’7
T,
Z 7(01) o [ <0 o
L N(c) _’y pC
- 2 - T
a’P; (AiG_Bi@3F+Bi@5 N) >0 (167)
| AiG — Bi9sF + BiZ; N G+G P

Entao, o controlador linear invariante no tempo (38) com o ganho do controlador K =
FG= torna o ponto de equilibrio x(k) =0, do sistema ndo linear incerto sujeito a satu-
ra¢io (115), localmente assintoticamente estdvel, com taza de decaimento . Além disso,
Q (G_TPZG_l,fy), ¢ um subconjunto invariante do DA.

Demonstracdo: Analogamente a prova do Teorema 12, as condigoes (154) e (157),
assegura que {2 (G_TPZG_l,v) CLeBCQ (G_TPZG_l,y), respectivamente.

Note que, nos Lemas 5 e 6, considerando F; = F' e N; = N, para todo [ € K, as
condigbes (125) e (132) coincidem com as inequagoes (165) e (166), respectivamente.
Assim, (165) e (166), asseguram que €2 (G_TPZG’_l,fy) C R, sendo R dado em (121), com
K=K e M;= M, para todo l € K,., e € (G’TPZGfl,”y) C S(M), respectivamente.

Agora, multiplicando (167) por h;(2(k)) e hj(2(k+1)) e somando dei=1atéi=re
de 7 =1 até j =r, multiplicando o resultado por 95 e somando de s =1 até s = 2™+, usando
as notagoes definidas em (1) e (117), segue que, para z(k) € (G*TPszl,v) \{0},

\T
a2Pz(k‘) (Az(k)G— Bz(k)gﬁF‘I‘Bz(k)-@g N)

) T ] > 0. (168)
A )G — By DoF + B,1n%y N G+G" —P,(1)

Pré e pés multiplicando (168) por {[ — (G—l (Az(k)G_ B,k @ﬁF—i—Bz(k)@ﬁN))T]

e seu transposto, respectivamente, e pré e pés multiplicando o resultado por G=1 ¢ G~ 1,

respectivamente, para x(k) € € (G*TPZGA,W) \{0}, obtém-se

xT<k){ (s + Bag (~20K + 25 20)) " (67 Prgny @)

x (Auey+ By (~ 2o K + Dy M) ) — aQG_TPZ(kH)G_l}x(k) <0. (169)
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De (163), (164) e (169), obtém-se, para todo z(k) € Q (G’TPZ(k)Gfl,”y) \{0},
AV (x(k)) = V(z(k+1)) — V(z(k)) < (a® —1)V(z(k)). Portanto, o controlador linear
invariante no tempo (38), com o ganho do controlador FG~!, tornam o ponto de equili-
brio (k) = 0, do sistema incerto (115), localmente assintoticamente estével, com taxa de
decaimento o e (2 (G*TPZ(k)Gfl,v) ¢ um subconjunto invariante do DA. Além disso, a

maximizagao do T'r(II) fornece uma estimativa do DA menos conservadora. |

4.5.2 Condicoes de estabilidade local de sistemas sujeitos a saturagao no sinal
de controle via hiper-retangulos fechados

Como visto no capitulo anterior, os Teoremas 8 e 9, incluem em suas hipéteses a exi-
géncia de que as variagoes das fungdes de pertinéncia sejam limitadas por uma constante
positiva, ou seja, |[Ah;(z(k))| < @i, sendo 0 < ¢; < 1,i € K,, k> 0.

Sendo assim, para todo v € V, baseado em (LEE, 2013), das definigoes apresentadas
em (6)-(11), para 0 < ¢; <1, i € K., considere o conjunto H definido por:

H:={x(k) e R: |Ahi(z(k))| < ¢;, i € K, }. (170)
O lema proposto abaixo apresenta uma generalizagao do resultado proposto no Lema
3 e sera necessario na prova dos proximos teoremas.

Lema 12. Suponha x(k) € H para todo k >0 e considere que existam matrizes simétricas

definidas positivas P; € R"™*" matrizes simétricas Zy, @Q; € R™*"  matrizes F) €

RMuXne G ¢ RM%Xe ¢ Ny = [NT NT. NT }T € R™X" " tais que
; (m N I(nu) )
N\T
Zi+ Qg (AzG — BiZsF+ Bi %, Nl) <0 (171)
A:G — B;9,F, + B; 77 N, G+GT —(P+Ty)

com 'y dada em (67), seja satisfeita para todo i, j, | € K, t € Kor e s € Konu. Entao,
considerando a lei de controle chaveado (17), a sequinte condi¢io também € satisfeita,
para todo x(k) #0:

$T(’f){ (Az(k) + B (—%Kg(k) + %_Ma(k)))T (G_TPz(kJrl)G_l)

X (Az(k) + B (k) (_%Ka(k) + QJMU('C))) }x<k>
<t W{GT Zeiuin G + 6T Qun G (k). (172)

Demonstracao: Multiplicando (171) por h;(z(k)) e tomando a soma dei=1ai=r,
multiplicando o resultado por 0(z(k)) e somando de ¢t =1 até t = 2", multiplicando o

resultado por Y5 e somando de s =1 até s = 2"+ utilizando as notagoes definidas em (1),
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(117) e (67), substituindo I por o(k), do Lema 2, para z(k) # 0, segue que

. T
Za(k)uk) T Qo) (A-G = Bay o oty + Bty 25 Nor) <0
A)G — By P9 F (k) + B2ty %y No(r) G+GT =P, o)
173

Veja que, com excecao do termo Z.,, a inequacdo (173), coincide com a expressao
(151), presente na prova do Lema 11. Assim, daqui em diante, o desenvolvimento da
demonstragao deste lema segue as mesmas etapas que a prova do Lema 11, lembrando de

substituir Z, por Z,, durante o prosseguimento dessa demonstragao. ]

Observe que, para a aplicacao do Lema 2, apresentado no Capitulo 3, e do Lema 12, é
necessario garantir que o sistema opere dentro da regiao H, descrita em (170). Portanto,
além das inclusoes impostas ao conjunto €2 (G*TPszl,v), apresentadas nas Secgoes 4.3
e 4.4, é necessario garantir que €2 (G_TPzG_l,v) C ‘H. Para isso, sera acrescentada a

hipétese de que as funcdes de pertinéncia h¢(2(k)), ¢ € K, sao diferencidveis em Z.

Assim, como as fungées de pertinéncia h¢(z(k)), ¢ € K, sao diferencidveis em Z, as
oh
derivadas parciais 8—C(z(k‘)), g ¢ (z(k)), ¢ € K,, existem para todo z(k) € Z.
Z1 Zn

h h
Suponha que as fungoes g—zf(z( ), e gzni

z

(z(k)), ¢ € K, sejam limitadas em Z,
Ohe¢ Oh¢ Oh¢

ou seja, para cada ( € K, e cada m € K,,_, existem — | , tais que —— <
o o OzZmmin  O%m max 0Zm min
oo (2(k) < o=

“m “mmax
para assegurar que {2 (G_TPZG’_l,fy) C H, baseado em (LEE, 2013), sdo definidos vetores

@/)Q-Td € R", para todo d € Ky ¢» Cujos componentes sao os limites superiores e inferiores das

, para todo z(k) € Z. Assim, com o intuito de criar condigoes

derivadas parciais de h¢(2(k)), ¢ € K, tais que

th(Z(/{Z)) ECO{@DQ,Q/)CQ,...,Q/JC)\(}, (174)

sendo Vhe(z(k)) = [0hc(2(k)) /021 - Ohe(2(k))/0z.] o gradiente de h¢: 2 — R,
¢ € Ky, no ponto z(k) € 2 CR"™ e co{t¢1,¢2,....%¢cn} denota o conjunto de toda
combinacao convexa dos vetores wgd eR™, de K/\c’ tais que o valor maximo que A,

(¢ € K,, pode assumir é \j,q = 2"%.

Mais especificamente, os vetores @/)gd eR" (€K, deKy ¢ Sa0 dados por:

e

Y

N T

021 min 022 min aznz min 021 min 022 min 8an mazx

)
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. [ohe  Oh¢ Ohg _[0h¢  Oh¢ Ohg
C(A¢=1) — 621 max 8,22 mazx 8an min ’ wC)\C B 8Zl max 622 max azﬂz mazx .
(175)

O Teorema do Valor Médio (TVM) em vdrias varidveis, apresentado abaixo como
um lema, serd uma importante ferramenta na prova dos principais teoremas desta secao,

baseado nas condigoes de gradiente apresentadas em (174) e (175).

Lema 13. (BUCK, 1978) (TVM) Seja ¢ : X — R diferencidvel em X, sendo X CR",
n €N, um conjunto convexo. Entao, para quaisquer a ebe X existe umy = (1—¢eg)a+epb

para algum e € [0,1], tal que

o(b) —p(a) = Ve(y)(b—a),

sendo Vo(y) o gradiente de ¢ : X — R no ponto y € X CR™.

Para a prova do préximo lema, é necessario que {2 (G_TPZG_l,fy) C R. Assim, as
condigoes do Lema 5 devem ser satisfeitas. Utilizando o resultado apresentado no Lema
13, baseado em (LEE; JOO, 2014), o seguinte lema que fornece condi¢oes LMIs para
assegurar que §2 (G_TPZG’_l,fy) CH.

Lema 14. Considere os conjuntos Q(G*TPZGA,W) e H definidos em (122) e (170),

respectivamente. A restricao §2 (G_TPzG_l,v) CH é assequrada se a condigdo,

T
P, (Ve Y (AiG = BiDFy+ BiZ; Ni—G))

>0

9

(176)
for satisfeita para todo i, I, ( €K,, d e Ky € s €Konu.

Demonstragao: Multiplicando (176) por h;(z(k)) e somando de i =1 até ¢ = r, mul-
tiplicando o resultado por ¥ e somando de s =1 até s = 2", utilizando as notagoes

definidas em (1) e (117), substituindo [ por o(k), segue que
P, k)
VY (A1) G = By ZoF o) + B2y Dy Nory — G)

T
(ng(Az(k)G = By Do F ok + B2y Py No(k) — G))

1.2 =0
v ¢g

)

(177)

para qualquer ¢ € co{¥¢1,Y¢c2,. .. >w0\¢} descrito em (174) e (175).
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Pré e p6s multiplicando (177) por

{GT 9052 (A = Bag (20K + 2 Myiiy) 1) XT0f ]

e seu transposto, respectivamente, obtém-se de K, = F,G~! e M, = N,G~!, para o € K, ,

G—TPZ(k)G—l _ ’7¢52 (¢CT (Az(k) — Bz(k) (_@gKa(k) + gﬁ_Mg(k)) — ]))T
x (Ve (Asgy = Bary (20K oy + Dy Moiiy) —1)) > 0. (178)

Entao, para todo z(k) € L e ¢¢ € co{tc1,¥¢2,- - ¥ea s com ¢ € K, pré e pds multi-
plicando (178) por z” (k) e x(k), respectivamente, segue de (120) e (16) que

V(a(k) =02 (v T @k +1) —a(k) (0 (@lk+1) (k) 20.  (179)

Note que, se z(k) € R, entao x(k) e x(k+1) € L. Lembrando que v € V e Z é um
conjunto convexo, entdao para qualquer € € [0,1], tem-se que (1—¢)z(k+1)+ez(k) € Z.
Além disso, do Lema 13 para ¢ = h¢, a = 2(k) e b= z(k+1), para ¢ € K;, considerando
z(k) dado em (7), segue que existem nimeros reais €1, €2, -+, & € [0,1], para cada

amostra k, tais que, para todo z(k) € Z,

Ah¢(2(k)) = Vhe((1—e¢)z(k+1) +ecz(k))(2(k+1) — 2(k))
=Vhe((1—ee)z(k+1)+ecz(k)) (Ta(k+1)+T ) — (Ta(k) + T v))
= Vhe((1—e¢)z(k+1) +ecz(k)Y(x(k+1) —z(k)). (180)

De (174), para todo z(k) € Z e ( € K,., obtém-se
th((l — Ec)Z(k’ + 1) +€C2(k‘)) S CO{’Q/)Cl,’g/)CQ, . ,’QZJCAC}. (181)

De (174), (180) e (181), para cada iteracao k, existe YF € co{¥c1, Vs - - ,Q/JC)\C}, para
todo ¢ €K, e z(k) € Z tais que x(k) e R e
Ah¢(z(k)) = e (x(k+1) —z(k)) (182)
Entéao, de (179) e (182), para quaisquer z(k) € R e ( € K,
V(z (k) =0, *ARE(2(k)) = 0 <= 7o *ARZ(2(k)) =7 <V (x(k)) =
= ARZ(2(k) = dF <7 oE (V(a(k) —7).  (183)

Se z(k) € Q (G*TPZGfl,v), entao V(x(k)) —v < 0. Assim, de (183) e para z(k) €
Q (G*TPszl,v), obtém-se que |Ahg(z(k))| < ¢s.

Como foi suposto que as condi¢oes do Lema 5 sdo satisfeitas, entao €2 (G _TPZG_l,’y) C
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R, segue que
Q(GTTP.G ) € N {alk) € R [Ahs(2(k))| < 05},
0=1

ou seja, 2 (G’TPZG’l,fy) CH. |
Baseado nos argumentos apresentados nesta secao e na Secao 4.3, uma ilustracao das
relagdes de inclusao entre os conjuntos €2 (G_TPZ(k)G_l,fy), LR, H,N_1S(M)=8ne
B ¢é apresentada na Figura 5. As setas indicam uma possivel trajetoria do estado x(k).
Figura 5 - Representagao, no plano, da relacao de inclusao entre os conjuntos L, R, H,

Sn, Be G*TPZ(k)Gfl,v), e uma possivel trajetéria do estado z(k)

2
R Sn

2

Fonte: Elaboragao do proprio autor.

Neste contexto, considerando a fun¢do de Lyapunov nao quadratica (16) e a lei de

controle chaveada (17), baseado (MOZELLI et al., 2009), o seguinte teorema é proposto.

Teorema 13. Considere o sistema ndo linear incerto sujeito a saturacio (113) descrito
pelo modelo fuzzy T-S (115) em wma regigo de operacao L dada em (9), e H definido
em (170), sendo p € R™, com p. >0, c€ Ky, Tq, >0, €Ky, 0<p; <1, i €K,, T
descrito em (7), e wy, € R™, m e K, , conhecidos, assim como os limites dos parametros
incertos definidos em (8). Suponha que existam matrizes simétricas definidas positivas
P, € R"™*" matrizes simétricas Z;, Q;, H € R"™*"™ matrizes F} € R"*"= G € R X"
e Nj= {Nlﬂ) Nlifz) Nlifnu)} € R™X" naiimeros reais wy, >0, meK,,, com Il =

diag{wy, -+, wp,} € R"X" e um escalar 0 < oo < 1, tais que, para todo i,l,¢ € K,,
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cekK,,, nek, de K,\C, s € Konu e m €K, o sequinte problema de otimizacao é
factivel

max Tr(I) sujeito a
Py, Zi,Qi,F1,N,G . H

(154) — (158),

T
P (VX (AiG — BiZsFy+ Bi7s Ni=G)) " |
Yed Y (AiG — Bi9sFy + Bi%; Ni—G) vl o
(184)
P+ H>0 (185)
_ T
Zi+ Qi (AC-Bi2:F+Bi2sNy) | _ (186)
A,G— B; Y F; ""Bi@s_Nl G+GT — (PZ' +P¢)

,

sendo Py =Y ¢ (P.+H). Entdo, a lei de controle chaveada (17) com os ganhos do
¢=1

controlador K; = F;G1, 1 € K., tornam o ponto de equilibrio x(k) =0 do sistema ndo

linear incerto sujeito a saturag¢io (115), localmente assintoticamente estdvel, com taza de
decaimento «. Além disso, o conjunto elipsoidal ) (G*TPZ(k)Gfl,y) definido em (122),

¢ um subconjunto invariante do DA.

Demonstracdo: Como observado na prova do Teorema 12, as condigbes (154), (155),
(156) e (157) asseguram que ) (G*TPZG’*l,fy) c L, Q (G*TPZG’*l,fy) C R,
Q (G*TPszl,v) CNi=1S(M;) e BCQ (G*TPZGA,V), respectivamente.

De acordo com o Lema 14, a condigao (184), garante que € (G_TPZG_l,’y) CH.

Multiplicando (186) por hi(z(k)) e somando de i =1 até ¢ = r, multiplicando o resul-
tado por 95 e somando de s =1 até s = 2", considerando as notagoes definidas em (1) e

(117), substituindo [ por o, segue que

B T
Z () + Qo (k) (Ao G = By 2o Fo ) + Bty Zy Nor)

> 0.
Az(k)G — Bz(k) @ﬁFa(k) + Bz(k‘) _@19 Na(k) G+ GT — (Pz(k‘) -+ P¢)

(187)

De forma andloga a demonstragdo do Teorema 8, de (185) e considerando que
c=18h(2(k)) = iy (he(2(k+1)) —he(2(k))) = 0, [Ahi(z(k))] < éi, @ € K, e
hi(z(k+1)) = hi(z(k)) + Ah;(z(k)), tem-se que

Py +Pp 2 Pr)- (188)
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Logo, de (187) e (188), segue que

T
Z(ky + Qo) (Ao G = By 2o Fo ) + Bty Zy Nor)
Az0)G = Ba(t) P9 Fo (k) + Bat) 2 No(k) G+GT =P )

> 0.

(189)

Note que, a condicao (189) coincide com a inequagao (151) apresentado na prova do

Lema 11. Assim, analogamente a prova do Lema 11, de (189), segue que, para todo

w(k) € 2 (G TP,y G~ y) \{0},

$T(’f){ (Az(k) — B, (%Kg(k) + %_Ma(k)))T (G_TPz(kJrl)G_l)

% (Aary = Bt (20K oy + Zi Mory)) }fﬂ(k)
<al (W{GTT 209G + G T QoG (k). (190)

Assim, para z(k) € Q (G*TPZ(k)Gfl,v) \{0}, de (158) e (190), segue que

JfT(k){ (Asry = By (2o Koy + gﬁMa(k)))T (G PG )

X (Az(k) - Bz(k) (gﬁKa(k) +95Ma(k))) —042GTPZ(k)G1}LU<]€) <0. (191)

Considerando o sistema de controle sujeito a saturacao (120) e a funcao de Lyapunov
(16), a desigualdade (191) implica que V(z(k+1)) =V (z(k))+V (z(k)) — a?V (z(k)) < 0
e entdo AV (z(k)) =V (z(k+1)) =V (2(k)) < (a® = 1)V (x(k)), para z(k) # 0. Portanto,
a lei de controle chaveada (17), com os ganhos do controlador F;G~!, | € K., tornam o
ponto de equilibrio z(k) = 0 do sistema incerto (115), localmente assintoticamente estével,
com taxa de decaimento a. Além disso, a maximizagao do Tr(I1), fornece uma estimativa
menos conservadora, ) (G*TPZ(k)Gfl,y), do DA. ]

Com o objetivo de propor condi¢oes menos conservadoras do que as apresentadas nos
Teoremas 12 e 13, considerando a lei de controle chaveada (17) e a candidata a fungao de

Lyapunov (16), baseado no conceito de hiper-retangulos, o Teorema 14 é proposto.

Teorema 14. Considere o sistema nao linear incerto sujeito a saturag¢dio no atuador
(113) descrito pelo modelo fuzzy T-S (115) em uma regido de opera¢io L e dada em (9),
e H definido em (170), sendo p € R™, com p. >0, c€ Ky, Ta, >0, n €Ky, 0<¢; <1,
i€ Ky, T descrito em (7), e wy, € R"™, m €K, , conhecidos, assim como os limites dos
parametros incertos definidos em (8). Suponha que existam matrizes simétricas positivas
definidas P; € R™*"™ matrizes simétricas Ziyr, Q;, H € R™*™ matrizes F; € R"*"e,
G € Rt«eXnMe ¢ Np = [Nl{l) NZ{Q) Nl{nu)} € R™X"  nimeros reais wy, >0, m €

Ky, , com II =diag{wy, ---, wp, } € R"L*"L e um escalar 0 < o < 1, tais que o sequinte
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problema de otimizacao seja factivel

max Tr(Il), sujeito a
Pi7Zit7Qi7Fl7Nl7G7H

(154) — (157), (184)

Zi+Q;—a*P; <0, (192)
T
Zit + (AiG—Bi@stJrBi@QNz) -0 (193)
AiG — B;2,F,+ B;7; N, G+GT —(P+Ty) ’

para todo i,1,( €K, c€K,,, n€ Ky, de K/\c, s € Konu, meK,, etecKor, sendo ey,
e I'y definidos em (124) e (67), respectivamente. Entao, a lei de controle chaveada (17)
com os ganhos do controlador K; = F;G~1, 1 € K., tornam o ponto de equilibrio z(k) = 0,
do sistema incerto (115), localmente assintoticamente estdvel, com taza de decaimento .
Além disso, Q) (G*TPZ(k)Gfl,y), ¢ um subconjunto invariante do DA.

Demonstragao: Similarmente a prova do Teorema 13, as condigdes (154), (155), (156),
(157) e (184), asseguram que £ (G_TPzG_l,v) c L, Q (G_TPZG_l,v) C R,
Q(GTTP.G ) C N S(My), BCQ(GTTP.G ) e Q(GTTP.G™1y) CH, respec-

tivamente.

De (192), para todo z(k) € Q (G_TPZG_l,fy) \{0}, obtém-se
]G (Zugpyury + Qutry — *Poy) G fa(k) <0, (194)

Do Lema 1, considerando a lei de controle chaveada (17), a condi¢ao (193) garante

que para z(k) € Q (G_TPZ(k)G_l,fy) \{0}

$T(k){ (Az(k) — B, (%Kg(k) + %_Ma(k)))T (G_TPz(kJrl)G_l)

% (Aary = Bat) (20K oy + Zi Moiry)) }fﬂ(k)
<a WG Zeyun G + G Qu G (k). (195)

Assim, adotando a fun¢ao de Lyapunov (16), utilizando a representacao do sistema
(115) sujeito a saturacao como apresentado em (120) e seguindo os mesmos passos da
prova do Teorema 13, entdo de (194) e (195), segue que AV (z(k)) < (a? — 1)V (z(k)),
para todo x(k) € Q (G*TPZGfl,v) \{0}.

Portanto, a lei de controle chaveado (17), com os ganhos do controlador F;G~1, 1 € K,
tornam o ponto de equilibrio z(k) = 0, do sistema incerto (115), localmente assintoti-
camente estavel, com taxa de decaimento a e a maximizagao do Tr(II), fornece uma

estimativa menos conservadora, () (G*TPszl,v), do DA. ]



87

Observacao 10. Os projetos de controle chaveado com taza de decaimento, propostos
nos Teoremas 12, 13 e 14, assim como o projeto que utiliza um controlador invariante
no tempo, apresentado no Coroldrio 2, se reduzem apenas a estabilidade assintotica local,

quando o = 1.

4.5.3 Uma estimativa do dominio de atragao

Para calcular V(z(k)), é necessario conhecer os valores das fungoes h;(z(k)), i € K.
Entretanto, neste trabalho, as fungoes de pertinéncia normalizadas sao consideradas de-
pendentes dos pardmetros incertos do sistema, o que impossibilita o calculo de V (z(k)).
Assim, um método para obter uma estimativa conservadora do conjunto {2 (G -Tp.G ’1,7)

consiste em encontrar a intersecao dos conjuntos elipsoidais €2 (G*TPinl,v), 1€ K.

Afirmacao 1. Q) (G_TPZG’_l,fy) oNi 2 (G_TPZG_l,fy).

De fato, denote ; = Q (G_TPZG_l,”y), i € K, esuponha z*(k) € Ni_; Q (G_TPZG_l,fy).
Assim, z*(k) € Q;, -+, x*(k) € ;, ou seja,
TG TPG Y (k) <, -, 2 (K)GTP.G ™ a* (k) < 7.

Como v > 0, P; é definida positiva, 0 < h;(z(k)) <1,i € K, e Xi_; hi(2(k)) =1, segue que

h (2(k)2* T (R)G™T PG (k) < by (2(K))y, -,
he (k)T (K)G~TP.G ™ 0% (k) < he(2(k))y.

Logo

TG Th (2(k) PG (k) + -+ 2 (B)G~ T he(2(k)) PG 2" (k)
<hi(z(k))y+--+he(2(k))y

= TR hi(2(k)BG a* (k) < 3 hi(2(k))y
=1 =1
= (K)GTTP,gyG (k) <y <= 2" (k) € (G Py G y) -
Portanto N;_; (G*TPinl,v) cQ (G*TPZ(k)Gfl,v).

O método utilizado, que permite estimar o conjunto elipsoidal €2 (G_TPZ(k)G_l,l),

através do conjunto (;_; €2 (G_TPZG_l,fy), consiste nos seguintes passos:

1. Para z(k) € L, calcule V;(x(k)) := 27 (k)G~T P,G~'x(k), para cada i € K,;

2. Para x(k) € L, calcule o max {:cT(k)G*TPZG*l:c(k)}, em cada instante k > 0;
2 r
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3. Encontre o indice «(k), que maximiza a expressao acima, ou seja,

(k) =arg” max {ZL‘T(I{J)G_TPZ'G_lfL‘(k‘)};

4. Encontre z(k) € L, tal que Vg (z(k)) := xT(k;)G*TPL(k)Gflx(k:) <7, em cada ins-
tante k> 0.

Assim, considerando V) (x(k)) <, obtém-se uma estimativa para (2 (G_TPZ(k)G_l,fy),
pois a combinagao convexa das fungoes Vj(z(k)), é menor ou igual que a fungdo méaximo
Vi) (z(k)). De fato,

Vig(a() = o (R)GT PG o (k) = max {o” ()GTRGa(k)}

> éhi(z(k)) {xT<k)G_TPiG_1x(/€)} = éhi@(/{?))vi(x(k)) = V(x(k)).

Afirmagao 2. A estimativa do conjunto elipsoidal Q(G_TPz(k)G_l,fy), fornecido pelo

método descrito nos quatro passos acima, € a regido (\;—; €2 (G_TPZG_l,fy).

Com efeito, considere as funcio V;(z(k)) = 27 (k)G~TP,G 2 (k), i € K, e os respec-
tivos conjuntos elipsoidais €2;. Note que os conjuntos elipsoidais §2;, assim como a regiao

Q (G_TPZ(k)G_l,fy), sao conjuntos centrados na origem.

Sem perda de generalidade, suponha que no instante k*, V) (z(k)) = Vi(z(k")).
Assim, fazendo Vi (z(k*)) <~, entao Va(z(k*)), --- Vi(z(k*)) <~. Logo,

{z(k*) eR™ . Vi(x(k*)) <~} C{z(k™) e R"™ : Vi(x(k*)) <~, i€ K,, i #1}.

Dessa forma, neste caso, 23 =_; 2 (G_TPZG_l,fy).

De modo geral, se em cada instante k, V,)(z(k)) = Vj(x(k)), j € K, analogamente
A andlise acima, Qj = N_; (G‘TPiG_l,fy).

Portanto, o procedimento, descrito acima, para estimar o conjunto €2 (G_sz(kj)G_la’y)a
fornece a regiao N;_, (G_TPiG_la’Y)-
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4.6 EXEMPLOS NUMERICOS

Exemplo 2. Considere o sistema nao linear apresentado em (GUERRA; VERMFEIREN,
2004; CHEN et al., 2012), dado por:

v1(k+1) =z1(k) — z1(k)z2(k) + (5 +z1(k))ulk),
xo(k+1) = —x1(k) —0,5x2(k) 4+ 221 (k)u(k). (196)

As matrizes dos modelos locais do sistema fuzzy T-S (14), comr =2 e >0, que

_[5-s
e

(197)

representa o sistema nao linear (196), sao

L —=p
-1 —05

L p
-1 —05

5+

A =
1 26

) A2: ) Blz

Neste exemplo, o objetivo é encontrar o valor mdxzimo de [, para o qual o sistema

seja estabilizdvel. Entdo, considere as fungoes de pertinéncia (CHEN et al., 2012),

(e = EELE) oy = L= (199)
e a regidgo de operacdo dada por:
L={z(k)eR?: z1(k)e[-5, (]} (199)

A Tabela 2 apresenta uma comparacio entre os métodos propostos nos Teoremas 12,
18 e 14, e também o Corolario 2. Os sequintes parametros foram utilizados para obter os
resultados apresentados na Tabela 2: v=1, x1 =0, wr{ = [1 0} , Wy = —W1, wg = [O 1} ,
wy = —ws. Além desses parametros, para a implementacao dos projetos apresentados nos

Teoremas 13 e 14, pode-se obter, de hi(z(k)) e ha(z(k)) definidos em (198), Vhi(z(k)) =

hi(z(k)) 1 _hoz(k)) 1 _
Tnm ~op VW) =gy =g e T 0

Observacao 11. Como o exemplo acima nao considera que a entrada de controle esteja
sujeita a saturagdo, os Teoremas 12, 13 e 14, e o Coroldrio 2, necessitam das sequintes

alteragoes para serem aplicados:
e A LMI (156) deve ser removida das condigoes dos Teoremas 12, 13 e 14, e do

Coroldrio 2;

o Nas LMIs (155), (159), (184), (186) e (193), o termo B;ZsF;+ B;2; N;, deve ser
substituido por B;Fy, para todo i, | € K, e s € Konu.
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Tabela 2 - Comparacgao de factibilidade para (.

Meétodo Factibilidade 3
Teorema 12 £ <1,0161
Corolario 2 £ <0,9999

Teorema 13 com aa=1 e ¢; = 0,01 £ <1,3833

Teorema 14 com aa=1 e ¢; = 0,01 £ <1,3842

Fonte: Elaboracao do proprio autor.

Em geral, quanto mais baizos os valores adotados para ¢;, 1 € Ko, maior a facilidade
de encontrar uma solugdo factivel para os problemas de otimizacao dados pelos Teoremas
18 e 14. FEspecificamente neste exemplo, ¢; = ¢, i € Ko, foi adotado para encontrar uma
solugdo factivel com o maior valor possivel de 3. A Figura 6 mostra a relagio entre um
determinado ¢; = @, i € Ko, e o0 valor maximo correspondente de B alcancado considerando

as condigcoes dos Teoremas 13 e 14.

Figura 6 - Relagao entre ¢; = ¢, i € Ky e o maximo valor de 3 tal que os Teoremas 13 e
14 sao factiveis.

1.4

1.35

—Teorema 13

1.3 —Teorema 14 |

1.25
Q1.2
1.15
11
1.05

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Fonte: Elaboracao do proprio autor.

Em (GUERRA; VERMFEIREN, 2004; DING; SUN; YANG, 2006; CHEN et al., 2012;

LEE; JOO, 2014) este exemplo foi utilizado para realizar comparagoes numéricas com
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outros procedimentos disponiveis na literatura. Para algumas condigoes relacionadas as
referéncias mencionadas, o valor de [ € superior aos apresentados na Tabela 2. No
entanto, esses procedimentos consideram o acesso total as fungoes de pertinéncia hi(z(k))
e as utilizam na respectiva lei de controle. Portanto, quando o sistema de controle é
incerto, esses métodos nao podem ser utilizados, pois as fungoes de pertinéncia serdo
incertas. Os projetos de controle propostos em Teoremas 12, 13 e 14 nao utilizam as
fungoes de pertinéncia para implementar a lei de controle chaveada. Assim, espera-se
que os projetos de controle dados nos Teoremas 12, 13 e 14 apresentem condi¢oes mais

conservadoras.

Para f=1,0161, o Teorema 12, considerando o =1 (sem taza de decaimento), v =1,
T1=pew] = {1 0}, wo = —wWi, wg = [0 1}, wyq = —ws, a solucao factivel obtida para o
problema de otimiza¢io composto pelas as LMIs (154)-(157), constituida pelo conjunto de
ganhos do controlador F}G™1, | € Ko, matrizes auxiliares simétricas GTQ;G™Y, 1 € Ko,
matrizes simétricas positivas definidas P;, 1 € Ko, e numeros reais wy,, m € Ky, ¢ dada

por:

ARG =[-0,06303 0,10047], FG™ =[-0,08218 0,07696],

 [249636670,12018  66471928,37702 [ -249636669,79873 6647192844003
"1 6647192837702 352001676,28131] 7 | 66471928,44003  352001676,1036|

1 0,76365  —0,50872 1 054799 —0,40092
" 2050872 0,63895 |70 |—0,40092  0,73020 |

w1 = 0,67991 = wo, w3 = 0,59448 = oy, (200)

sendo U; =G TQ,G71, i e Ky.

A Figura 7 ilustra a estimativa, ﬂ?le(G_TPiG_l,l), do DA e o comportamento
de algumas trajetorias iniciadas em sua fronteira. A linha azul continua representa a
fronteira da estimativa do DA, enquanto as linhas pretas continuas iniciadas nas marcas
o, sdo trajetorias contidas mo subconjunto invariante do DA. Note que toda trajetoria

iniciada no conjunto ﬂ?zl Q (G_TPiG_l,l) converge assintoticamente para a origem.

Observacao 12. Sem utilizar qualquer informagao sobre as funcoes de pertinéncia, a
metodologia proposta no Teorema 12, fornece uma estimativa para o DA do sistema.
Portanto, mesmo quando as funcoes de pertinéncia forem desconhecidas, o procedimento
poderia ser utilizado tanto para estabilizacdo do sistema, quanto para a determinagdo de
uma vizinhanca invariante do ponto de equilibrio.

Considerando o conjunto de ganhos e matrizes auxiliares fornecidos em (200), e a
condigao inicial x(0) = [—0,743 0,841}T, pertencente ao conjunto (2_q (G_TPZ-G_l,l),
ilustrado na Figura 7, simulagoes com o sistema (196), em malha fechada foram realizadas.

Os resultados estao ilustradas nas Figuras 8 e 9.
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Figura 7 - Estimativa do DA obtida utilizando o Teorema 12, com a =1,y =1e =
1,0161, sendo as linhas solidas pretas, trajetorias convergentes para a origem,
e, iniciadas em o.

0.5}

Fonte: Elaboragao do proprio autor.

A Figura 8 apresenta as trajetorias das varidveis x1(k) e xo(k), simbolizadas por O e
+, respectivamente. Ja a Figura 9 apresenta a evolugdo do sinal de controle juntamente
com a selecdo do ganho do controlador F;G~1, 1 € Ko. Os simbolos % e [ representam,

respectivamente, os ganhos F1G~1 e FbG™1, indicando o que estd ativo no instante k.

Figura 8 - Trajetorias das varidveis de estado para z(0) = [—0,743 0,841], sendo (O):
x1(k) e (4): x2(k).

1
+
0.5 |
/~
= +
= o0 + 3 ¢ P P & & 4 b & & & b+ & & B P
S
0.5 + 7
_l | | | | | | | | |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Fonte: Elaboracao do proprio autor.
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Figura 9 - Lei de controle chaveado (17): sinal de controle e o(k), sendo (*): o(k)=1e
(0): o(k)=2.

Fonte: Elaboracao do proprio autor.

Exemplo 3. Considere o sistema nao linear cadtico de Lorenz discretizado com a apro-

zimagao de Euler (LEE; PARK; CHEN, 2001):

z1(k+1) = 21(k) + Ts (— a1 (k) + pw2(k))
2o (k+1) = 2(k) + Ts (po1 (k) — x2(k) — x1(k)zs(k)) (201)
z3(k+1) = z3(k) + Ts (21 (k)22 (k) — pazs(k)),

sendo Ty o tempo de amostragem fixo de discretizacao e, para o surgimento do caos, 0

valores nominais (pu1, pa, pi3) = (10,28,8/3) sdo considerados.

Suponha que 0s pardmetros pi1 € jo sao incertos mas limitados dentro de 50% dos seus
T
valores nominais. Portanto, considerando um vetor p = [,ul ,LL2} € R?, cujas entradas

sao os parametros incertos limitados de (201), o conjunto V definido em (8) é dado por:
Vi={peR?*: mel5, 15], py (14, 42]}. (202)
Considere a regiao de operagao
L:={x(k) eR®: 21 (k) €[, B]}. (203)
Logo, de (202) e (203), o conjunto Z, definido em (11), é dada por:

Z ::{z(/{:): [xl(k:) 1 l,LQi|T eR?: —8< x1(k) <B,5< 1 <15, 14 < pup < 42}. (204)

Assim, considerando z(k) € Z, dado (204), as sequintes matrizes dos modelos locais

do sistema fuzzy T-S (14), que representa o sistema cadtico (201), sao obtidos:
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[1-5T, 5T, 0 [1-15T, 15T, 0
Ay =| 4T, 1-T, BT, |, As=| 141, 1-T, BT, |,
0 —BTs 1 —psTy] .| 0 —BTs 1 —psTy]
[1-5T, 5T, 0 | [1-15T, 15T, 0 |
As=| 42T, 1-T, BT, |, Au=| 42T, 1-T, BT, |,
0 —BTs 1 —psTy] . 0 —BTs 1 —psTy]
[1-5T, 5T, 0 | [1—15T, 15T} 0 |
As=| 14T, 1-T, -BT, |, As=| 14T, 1-T, —BTs |,
0 BTy 11— pu3Ty| 0 BTs 11— pusTy|
[1-5T, 5T, 0 | [1—15T, 15T} 0 |
Ar=| 42T, 1-T, —BT, |, As=| 42T, 1-T, —BTs |. (205)
| 0 BTs 11— psTs) | 0 pTs 11— psTs)

As matrizes de entrada B;, 1 € Kg, foram arbitrariamente escolhidas como
T
By=By=By=By=Bs=DBs=Br=Bs=[1 1 0] . (206)

Entao, com este procedimento, os modelos locais sao conhecidos e as fungoes de pertinéncia

normalizados sao incertas.

Observagao 13. FEste exemplo ndao considera que a entrada de controle esteja sujeita a
saturagao. Entao as sequintes alteragoes nas condi¢oes LMIs do Teorema 12, sio neces-
sarias para sua aplicagao: A LMI (156) deve ser removida e nas LMIs (155) e (159), o
termo B;DsFi+ B; P25 Ny, deve ser substituido por B;Fy, para todo i, | € K, e s € Konu.

A seguinte solucao foi obtida para o problema de otimizacdio composto pelas LMIs
(154), (156), (157)-(159) apresentas no Teorema 12, como descrito na Observagao 183,
considerando Ty =0.002s, y=1, 1 = =50, wlT = {1 0 O] , Wo = —wW1, wg = [O 1 0} ,

Wy = —wWs3, wg: [O 0 1} e wg = —Ws:

Ky =-0,9783 —0,0201 —1,5300x 107%|, K>

~0,9783  —0,0201 1,5300x 10~]

—0,9791 —0,0201 —2,1913x 1077 |, K4

[ | |
[ ] —0,9791  —0,0201 2,1913><10—7},
Ks = [_0,9788 —0,0201 —1.7399 x 10*6} , K6=1-0,9788 —0,0201 1,7399 x 10*6},
[ } —0,9790 —0,0201 4,1993x10—7},

T

K7=-0,9790 —0,0201 —4,1993x 107 7|, Kg

[2503,4145  —82,0527 —0,6179 2503,4145  —82,0527 0,6179
Pi=| 82,0527 765515,4923 259001 |, P,=|—82,0527 765515,4923 —25,9001 |,
| —0,6179 25,9001  777420,9898] | 06179  —25,9001  777420,9898 |
[2503,6194  —88,2740 ~1,0224 | [2503,6194  —88,2740 1,0224 |
P;=|—88,2740 765415,1759 13,0573 |, Py=|—88,2740 765415,1759  —13,0573 |,
| —1,0224 13,0573 777355,7218] | 1,0224  —13,0573  777355,7218]
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[2503,4231  —82,1080 —0,5195 | [2503,4231  —82,1080 0,5195
Ps=|—82,1080 765506,9255 55,0938 |, Ps=|—82,1080 765506,9255 —55,0938 |,
| —0,5195 55,0938 777395,6498 | | 0,5195 —55,0938  777395,6498
[2503,6359  —89,1073 —1,2062 | 2503,6359  —89,1073 1,2062 |
P,=| —89.1073 765396,3768 33,3830 |, Ps=|—89,1073 765396,3768 —33,3830 |,
| —1,2062 33,3830 777354,6413 ] | 1,2062 —33,3830  777354,6413
2501,7024 —84,0690  2,1461 x —10
G=| —84,0585 765497,6411  2,6572x —8 |,

—4,7390 x —10 —1,1378 x —9  777224,7235
w1 = e = 49,9819, w3 = wy = 874,9082, w5 = wg = 81,4864, (207)

sendo K; = F;G™1, i € Kg.

A estimativa do DA obtido com o procedimento apresentado no Teorema 12, utilizando

a solugao (207), estd representado nas Figuras 10 e 11.

Figura 10 - Superficie do conjunto L e estimativa do DA calculada usando o Teorema
12, com v =1 e 21 = 50, em que as linhas solidas pretas representam as

(1)) (1))

trajetérias de estado que se iniciam em “o” e convergem para a origem “e”.

1000

100 -1000

Fonte: Elaboracao do proprio autor.

Observagao 14. Para a aplicagao da lei de controle chaveada (17), o projeto de controle

proposto no Teorema 12 ndo usa as fungoes de pertinéncia ou os parametros incertos
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1 e pa. Portanto, mesmo que as varidveis premissas e as fungoes de pertinéncia sejam
incertas, com o procedimento proposto no Teorema 12, é possivel encontrar uma estimativa
do DA para os sistemas fuzzy T-S discreto no tempo. A Figura 10 ilustra a validade da

abordagem proposta.

Figura 11 - Estimativas do DA obtido por diferentes métodos de maximizagao: Em
cinza, obtido utilizando o Teorema 12, com v = 1 e 1 = 50; Em ciano
usando o procedimento proposto em (LEE, 2013); Em vermelho obtido uti-
lizando o procedimento apresentado em (CAO; LIN, 2003).

1000

500

1000

100 -1000 L2

Fonte: Elaboracao do proprio autor.

A Figura 11 mostra os conjuntos elipsoidais obtidos com diferentes procedimentos para
otimizar a estimativa do DA. O conjunto elipsoidal em vermelho foi obtido utilizando o
Teorema 12 modificado com substituicio da condi¢ao (157) pela LMI (142) e otimizando
uma variavel unica w. O conjunto elipsoidal em ciano foi obtido com o Teorema 12 modi-
ficado com substitui¢io da condigiao (157) pela LMI (140) e otimizando uma unica varidvel
0. Finalmente, a estimativa do DA em cinza foi obtida com o procedimento proposto mo
Teorema 12. Observe que os conjuntos elipsoidais obtidos utilizando os métodos de maxi-
mizagao propostos em (LEE, 2013) e (CAO; LIN, 2003) estao contidos no dominio obtido

com o procedimento proposto no Teorema 12.

Utilizando a lei de controle chaveada (17), com o conjunto de ganhos fornecido em
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(207), foi realizada uwma simulagao do sistema de malha fechada (14), considerando p; =
15, pug =14 e a condicao inicial x(0) = [13,78 —820 —170}T, pertencentes d estimativa
do DA apresentado na Figura 10. Observe que a condi¢ao inicial ndo pertence aos con-
juntos elipsoidais obtidos usando os métodos propostos em (LEE, 2013) e (CAO; LIN,
2003).

A Figura 12 apresenta as trajetorias de x1(k), x2(k) e x3(k), simbolizadas por O, +

e &, respectivamente.

Figura 12 - Trajetéria das varidveis de estado para z(0) = [13,78 —820 —170]", sendo
(0): 1 (k), (4): w2(k) e (x): x3(k)

500
= A odviokiicinioiideiolodrlololelelriooiol goiolisiviioinisiniiicoiiniliooiinidolroliololdolrioocioiolicll
~ 0 ¥ B A o Y FrReaa e m
s L W W
A
4+
500 - +++++++++++++ 4
++++++
++++++
-1000 | | | | |
0 20 40 60 80 100 120
k

Fonte: Elaboracao do proprio autor.

O esforgo da lei de controle chaveada (17) é mostrado na Figura 13, em que os simbolos
x, [, O, %, 0, , % e A representam que o controlador F1G~Y, oG~ F3G~Y, FyG™1,
FsG71, FsG™Y, FxG™1 ou FyG™1 estd ativo, respectivamente, a cada instante k.
Figura 13 - A lei de controle chaveada (17): esfor¢o do controle e o(k), sendo (x):

o(k)=1,(0): a(k) =2, (¢): (k) =3, (*): o(k) =4, (0): a(k) =5, ():
o(k)=6, (%) a(k)=Te (A): o(k)=8.

30

0 20 40 60 80 100 120

Fonte: Elaboragao do proprio autor.
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Exemplo 4. Considere o péndulo invertido com um grau de liberdade, que consiste de
um motor elétrico, que atua em uma barra de comprimento L, que possui em seu final
uma massa M anexada, discretizado utilizando a aproximacdao direta de Euler (DfAZ;
ARMESTO; SALA, 2016; DIAZ; ARMESTO; SALA, 2019):

:L’l(k —+ 1) = :L’l(k?) +T3£L’2(/{7)

zo(k+1) =xz2(k)+ ﬁi&] (MgLsen(xy1(k))—bxa(k)+u(k)),

(208)

sendo x1(k) a medida do dangulo (rad) da barra do péndulo com relagiao ao eizo vertical,
xa(k) a velocidade angular (rad/s), u(k) € o sinal de controle (N.m) e Ts o tempo de

amostragem. Os parametros do modelo sao dados na Tabela 3. A Figura 14, ilustra o

sistema descrito.

Figura 14 - Representacao do péndulo invertido

Mg

Fonte: Elaboracao do proprio autor.

Tabela 3 - Parametros do modelo do péndulo invertido.

Parametros do modelo Simbolo Valores Unidades
Comprimento do péndulo L 0,30 m
Coeficiente de amortecimento b 0,35 kg.m?.s~ !
Inércia do péndulo J 5,59 x 1072 kg.m?
Gravidade g 9,81 m.s 2

Fonte: Elaboragao do proprio autor.

Considere que a massa, M (kg), anexa d barra, possa sofrer variagoes, ou seja, serd

acrescentada a hipdtese de que a massa ¢ um parametro incerto limitado invariante no
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tempo.

Sendo assim, considerando Ts = 0,01s, as matrizes dos modelos locais lineares do

sistema fuzzy T-S discreto no tempo (115) sdo dadas por:

1 001 1 001
A p— ’ , A — A , A — ’ 5 A — A
"o 0,11246] S {0 0,11483] T

1 0,01 1 0,01
As = ’ , Ag = As, A7 = ’ , Ag = Az
0261926 0,11246 0,261926 0,1148368

T T
By=0 003559 , Bo=[0 00423908 , B3=Bs=DBr, Bi=DBs=DBs.  (209)

para z(k) € Z, sendo

Z= {z(k:) = [xl(k:) xa(k) M}T eR3: z1(k) € [-m, 7],
ra(k) € [~15, 15], M € [2, 2,5]}. (210)

Considerando p =120, 71 =, o =15, y=1, wi = {1 0}, W = —wW1, w;;F = {0 1}
e wy = —ws 0 método proposto no Teorema 12, foi aplicado com o intuito de relacionar a
estimativa do dominio de atracao obtida, com a taxa de decaimento adotada. A tabela 4,
apresenta os valores de wy,, m € Ky, e Tr(I), sendo I = diag{w,ws,ws, w4}, obtidos
resolvendo o problema de otimizacdo do Teorema 12, para distintas taras de decaimento.

Na Figura 15, pode-se observar as estimativas obtidas para os diferentes valores de a.

Tabela 4 - Relagao entre Taxa de decaimento e volume do elipsoide obtido.

Taxa de decaimento o Tr(Il) w =ws w3=1wy

a =1 (sem taxa de decaimento) 36,2606  3,13963  14,83718

a=0,9 27,2706  0,32010  13,31518
a=0,8 22,7491  0,18140  11,19314
a=0,7 — - —

Fonte: Elaboracao do proprio autor.

Na Figura 15, o conjunto elipsoidal preto foi obtido considerando o =1, ou seja, para
obté-lo nao foi considerada taxa de decaimento. Enquanto os conjunto elipsoidal azul e
vermelho foram alcancados com a=0,9 e a = 0,8 respectivamente. Para o= 0,7 nao foi
possivel encontrar solugdo factivel. Note que, é visivel que o volume do elipsoide diminui
a medida que a taza de decaimento € reduzida. A linha continua verde representa a regido

de operacao do sistema fuzzy T-S (115).
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Figura 15 - Estimativas do DA obtidas com o Teorema 12, utilizando diferentes valo-
res para a taxa de decaimento a: o =1 (sem taxa de decaimento), conjunto
elipsoidal preto; o = 0,9, conjunto elipsoidal azul; o = 0,8, conjunto elipsoi-
dal vermelho.

15

-10

-15

Fonte: Elaboracao do proprio autor.

Para o= 0,9, a sequinte solugio para as LMIs (154)-(157) foi obtida:

PG = [-476,285515 —7,418629, FhG " = [~477,988599 —7,460964],
G = [—476,297184 —7,419317], G = [—477,990026 —7,460947},
F5sG™' = [-476,005377 —7,413264|, FeG ™" = |-477,876021 —7,458463],
FrG™' = [-476,102008 —7,413530|, FsG™" = [-477,879164 —7,458604],
(17 756485 0.330453] 17779582 0.330902]
Gt t=|" ’ , GG = ’ :
0330453 0,005752| | 0,330902  0,005756]
(17756456 0.330431] [17.779580 0.330895]
GG = ’ , GG = ’ :
0330431 0,005751 | 0,330895  0,005755]
(17754574 0.330465] 17777762 0.330857]
GGt = ’ GG = ’ :
| 0,330465  0,005756] | 0,330857  0,005756]
(17754540 0.330442] 17.777759  0.330848]
G TG =] ’ L GTTsGT = ’ :
0,330442  0,005754 | 0,330848  0,005755]




[ 0,130040250

—2,490721482

[ 0,130040250
—2.490721482

[ 0,130040250

—2,490721476

[ 0,130040250
~2.490721480

—9,490721482|
224,999986535

—9,490721482|
994,999986532

—9,490721476 |
994999986442

—92.,490721480 |

224,999986505

[ 0,130040250

—2,490721483

[ 0,130040250
~92.490721483

[ 0,130040250

~92.490721483
[ 0,130040250

—2,490721483

—92.490721483 ]
994999986543

—92.490721483 ]
994999986543

—92.490721483 ]
994999986544

—9.490721483 ]

224,999986543 |
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(211)

A Figura 16, obtida considerando o conjunto de ganhos dado em (211), ilustra a eficd-

cta do método proposto na obtencdo de uma vizinhanca invariante do ponto de equilibrio

do sistema, mesmo considerando taxa de decaimento. A linha azul continua representa

a fronteira da estimativa do dominio de atragdo, enquanto as linhas pretas continuas

iniciadas em o, sao trajetorias contidas em ﬂ?zlﬂ(G_TPZG_l,l), convergentes para a

origem.

Figura 16 - Estimativa do DA obtida utilizando o Teorema 12, com taxa de decaimento

o 0

a=09,v=1,71=m, o=15, p=120 e M =2,5. As linhas sélidas pretas,
trajetorias convergentes para a origem, e, iniciadas em o.

15

10

-10

N, Q(GTRG 1

A

-15

Fonte: Elaboracao do proprio autor.

T
Considerando a condigao inicial x(0) = [—% 5] , pertencente ao conjunto ilustrado
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na Figura 16, e utilizando a lei de controle chaveada (17), com o conjunto de ganhos dado
em (211), a resposta das varidveis de estado, a evolugao do sinal de controle e a sele¢ao do
ganho do controlador F;G~1, 1 € Ky, executada pela lei controle, sio ilustradas nas Figuras
17 e 18, respectivamente. Tendo em wvista a resposta apresentada na Figura 17, observe
que a lei de controle (17) foi capaz de estabilizar o sistema de forma satisfatoria. Pode
ser notado na Figura 18 que dentre os oito ganhos possiveis, quatro foram selecionados

pela lei de controle chaveada (17) para a estabiliza¢ao do sistema (208).

T
Figura 17 - Trajetorias das variaveis de estado z(0) = [—1 5] , sendo (0): x1(k) e (4):

3
€9 (k) .
40
-+
20 * + B
~~ o+
=2 + + e
\&/ r-+ . ++ ++ I
ey
0 +++ ++ * +++ ++++.,_,_++'"+++-'.Hq"'‘+4-on~+*'*”"""""‘“‘'mv'
++ ++ ot
20 et ! ! ! !
0 20 40 60 80 100 120

Fonte: Elaboracao do proprio autor.

Figura 18 - Lei de controle chaveado (17): sinal de controle e o(k), sendo (4): o(k) =1,

() 0(k) =2, (x): a(k) =3, (O o(k) =4, (2): a(k) =5, (&): o(k) =6,
(%): o(k)=T7,(): o(k)=8.

120 fewo- - T Y

3 0 o o *n s ouﬂ%www@«mmmmr

= .60 - * |0 Rl |

© o %

B 120 |- - Fooswono- - R
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Fonte: Elaboragao do proprio autor.

Exemplo 5. Considere o sistema cadtico de Lorenz discreto no tempo (201), descrito no
Exemplo 3. Porém, neste exemplo apenas o parametro py é considerado incerto. Neste

caso, as matrizes dos modelos locais do sistema fuzzy T-S discreto no tempo (115), que
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representa o sistema caotico de Lorenz sao dadas por:

1—uTe wTs 0 | - T, T, 0 |
Ay pels  1-Ts BTy |, A2 pls 1-Ts  pTs |,
|0 =BT, -l |0 =BT, -l
1—uTe wTs 0 | - T, T 0 |
Ag=| Ty 1-Ty —pT, |, As=| wl, 1-Ty —pT, |,
0 BT -l 0 BT -l

T
Bi=By=B3=By=[1 1 0] | (212)
sendo Ts o tempo de amostragem. Como no exemplo (201), os valores nominais de

(p1, Ty, pi2, p13) sao (5,15,28,8/3) para o surgimento do caos. Observe que py e fiy sao
os limites inferior e superior de 1, tais que

z2={[nak) ] €R®: w1k € [=,6), € 5,15}, (213)

Utilizando o procedimento descrito em (TANIGUCHI et al., 2001) e (ALVES, 2017),

e considerando o tempo de amostragem Ts = 0.002s, as fungoes de pertinéncia encontradas
sao dadas por:

hi(z(k)) = (15 —/~L1)2(0é— SL’1<7€))7 ha(2(k)) = (1 —5)(6—z1(k))

2008 ’

Note que as fungoes de pertinéncia dependem do parametro incerto py. Assim, sendo

2(k) = {zl(k) ZQ(]C)}T = {xl(k) ,ul}T € R?, tem-se

8h1(z(k:)) . M1 — 15 8h1(2’(k‘)) . :L‘l(k‘) —B
021 (k) 208 ' Oz(k) 208
Oha(z(k))  (5—p) Oha(z(k)) (B—x1(k))
821(k) 205 ’ 822(]{3) 206 '
Oha(=(k)) _ (15— ) Oha(a(k)) _ ~(3+1(k)
6z1(k;) 205 ’ 8Z2(/€) 205 ’
6z1(k;) 205 ’ 8,22(]{7) 205 .

Entao, considerando o conjunto Z dado em (213) com =52, de (215), seque que,
para todo z(k) € Z,

mi1 = min Om(=k) —0,009615, M;; = max Oh (k) _ 0,
2(k)ez  0z1(k)

z(k)ez 0z (k)



104

= B By O M0 8 iy~

Mol = gnmlgz%((k))) = —0,009615, My = %?gz%(())) =0,

o= B By O M= 5 oty

ms) = Z%igz%((k))) 0, M3 = (k)anZ %(())) = 0,009615,

sz = z{nmigz% —0.1, Ms2= byez %((:))) =0,

my) = z{nk)igz % =0, My = Z(k)aexz %(;))) = 0,009615,

— Z%&% 0, Myg = (k?gz%ﬁ))) =0,1. (216)

Logo, os  gradientes das  fungoes de  pertinéncia  dados  por

T [ohi((h) Oh(=(k))
Vhl(z(k))_[ (k) 92(k)
e seus limites dados em (216), sao tais que Vhi(z(k)) € co{ti1, iz, Vi3, Yia}, i € Ky, sendo

], i€ Ky, sendo as derivadas parciais dadas em (215)

i1 = [mﬂ miz], hig = [mﬂ } iz = [ il miz] , Yig = {Mﬂ Miz},
com mi; e M;j, i € Ky, j € Ko, dados em (216), ou seja,

Y11= [—0,009615 —0,1], t12 = [-0,000615 0], v13=[0 —0,1], vu=[0 0],
o1 = [~0,000615 0], a2 = [~0,009615 0,1], ta3=1[0 0], ¢aa=1[0 0],
vsr=[0 —0.1], ¥s2=[0 0], vs3=1[0,000615 —0,1], vs1=1[0,009615 0],

=10 0], va2=1[0 0.1, vus=1[0,000615 0], s =[0,009615 0,1].  (217)

Resolvendo o problema de otimizag¢io dado pelas LMIs (154)-(157), (184), (192) e
(193), apresentado no Teorema 14, considerando av =1, v =1, 1 = =52, p =3,

100
‘Ahl(’Z(k))‘ S ¢2 :0717 i€K47 T= ]7 T = {0 1} wl - {1 0 0} w9 = —wq,

0 00

wg = {0 1 0}, Wy = —wW3, w5T = [O 0 1} e wg = —ws, a sequinte solugdo foi obtida:

Ki=[-0,0002 —0,0202 7,6411x107], Ky=[-0,1055 —0,0284 15739104,
Ky = [—0,0902 —0,0202 —7,6411 x 10*5} Ky= [—0,1055 —0,0284 1,5739 X 10*4} ,

0,0003 7,3765x 1077 11,2298 x 106
Uy = |7,3765x 1077 3,4099 x 107° 2,5990 x 1078 ,
1,2298 x 107%  2,5990 x 10~ 3,3391 x 10~
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0,0003 7,3765x 1077 1,3778 x 1076
U= |7,3765x 1077 3,4099 x 10™° 4,3532x 1078,
11,3778 x 1070 4,3532x 107® 3,3391 x 1077
[ 0,0003 —3,7063x 1076 1,1188 x 106
Us=|-3,7063x107% 3,4061 x 107> —1,2929 x 10~8|,
| 1,1188x107%  —1,2929 x10~®  3,3389 x 10~
[ 0,0003 —3,7063 x 1076 11,4889 x 106
Uy=[-3,7063 x 1076  3,4061 x 107> 8,2452x 1078,
| 1,4889 x 1076 8,2452x 1078  3,3389x 107°
[2766,2825 —317,5384  105,8293 | [2766,2825 —317,5384 —105,8293 |
Py = |—317,5384 27592,7458 —178,9028 |, P» = |—317,5384 27592,7458  178,9028 |,
| 105,8293  —178,9028 27823,6191 | —105,8293  178,9028  27823,6191
[2766,1270  —325,3492  113,5846 | [2766,1270  —325,3492 —113,5846 |
P3=|-325,3492 27614,1053 —165,8357 |, Py = |—325,3492 27614,1053  165,8357 |,
| 113,5846  —165,8357 27829,5494 | —113,5846  165,8357  27829,5494
2734,5533 —291,3806  1,4493 x 1079
G= —269,3269 27540,3155  5,9669 x 1077 ,
—7,6158 x 10710 6,8421 x 1079  27822,4214
w1 = wy = 51,9559, w3 = wy = 165,6608, ws = ws = 166,7565, (218)

sendo K; = FiG_l, U, = G_TQZ'G_l, 1€ Ky.

A estimativa para o DA obtido com o procedimento apresentado no Teorema 14, uti-
lizando a solugio (218), é apresentada nas Figuras 19 e 20. Na Figura 19 estd ilustrada
a relagao de inclusao entre o conjunto ﬂgZIQ(G*TPinl,l), a regiao de operacao L
dado em (9), com ny =3 e x1 =52, e a regiago j—; S(M;), onde a representacio dada
em (119) para sat(us(k)), k>0, € valida para todo o € Ky. Enquanto que a Figura
20, mostra a invariancia da estimativa do DA obtida com o procedimento proposto no
Teorema 14. Observe que todas as trajetorias que possuem suas condigoes iniciais em

Y (G_TPZG_l,l) convergem assintoticamente para a origem.

Considerando p1 =15 e a condigao inicial x(0) = [51,67 12 —G}T, pertencente a es-
timativa do DA apresentada nas Figuras 19 e 20, foi realizada uma simulacao do sistema
de malha fechada (115), utilizando a lei de controle chaveada (17), com o conjunto de ga-
nhos e matrizes auxiliares dadas em (218). Os resultados das simulagées sio apresentados
nas Figuras 21, 22 e 23.
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Figura 19 - Estimativa do DA obtida utilizando o Teorema 14, com a=1, y=1, =52,
p=3¢el|Ahi(z(k))| < ¢i =0,1, i € Ky, e as superficies dos conjuntos L e
Sn=Ni=1 S(M)).

M= 2(GTRG 1)

A

300
200

100 -
T 200 300

Fonte: Elaboracao do proprio autor.

A Figura 21 apresenta as trajetorias de x1(k), x2(k) e x3(k), simbolizadas por o, + e
*, respectivamente. O esforco da lei de controle chaveada (17) € mostrada na Figura 22,
em que os simbolos x, [, & e % representam que o controlador F1G™Y, FoG~1, F3G~!

ou FyG™1 estd ativo, respectivamente, em cada instante k.

A Figura 23 mostra que a varia¢io das fungoes de pertinéncia Ahg(z(k)) = ha(z(k+
1)) —ha(z(k)) e Ahy(z(k)) = ha(z(k+1)) — ha(z(k)) ao longo do tempo, simbolizada por <
e X, respectivamente. Note que de (214), como nesta simulagdo, para py = 15, para todo
z2(k)€ Z, k>0, hi(z(k)) =hs(z(k)) =0 e portanto Ahy(z(k)) = Ahs(z(k)) =0. O mdzimo
do walor absoluto da varia¢io das funcoes de pertinéncia ha(z(k)) e ha(z(k)) sao dados
por rilgacﬂAhg(z(k))H = 0,04028 < 0,1 = ¢ ¢ Ilglg(})c{|Ah4(z(k))|} = 0,04028 < 0,1 = ¢4,

conforme o especificado no projeto de controle.
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Figura 20 - Estimativa do DA calculado usando o Teorema 14, com p; = 10, v = 1,
B =52, p=3,|Ahi(2(k))| < ¢; = 0,1, i € Ky, onde as linhas sélidas pre-

(1Pl

tas representam as trajetorias de estado que se iniciam em “o” e converge

(1l

para a origem “e”.

P nbua(erro )

200

100

-100

-200 |
-200

-100

200

T2
Fonte: Elaboracao do proprio autor.

Figura 21 - Trajetérias das varidveis de estado para z(0) = [51,67 12 —6]T, sendo (0):
z1(k), (+): w2(k) e (%) z3(k).
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[e]
2 (@)
= 20 (o] |
) (o]
0 ******ﬁ**ﬁ Skt $$$$$$$$$$¢$¢¢¢¢$$§$$$$$$$3$33$““““9“%““9““““@““9
b
_20 | | | | | |
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Fonte: Elaboracao do proprio autor.



Figura 22 - A lei de controle chaveada (17): esfor¢o do controle e o(k), sendo (x):

sat(u(k))

olk)=1, (0): a(k)=2, (¢): a(k)=3e (x): a(k)=4.

- X

izg=g=]=] EEFX 777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777

0 10 20 30 40 50 60 70

Fonte: Elaboracao do proprio autor.

Figura 23 - Variagao das fungdes de pertinéncia ho(z(k)) e ha(2(k)), em que (©):

Aha(z(k)) e (x): Ahg(2(k)).

I
B =01 i
000600 ’
0000000006
e I00099940009288422040000000880808808080080860808088050¢
x X

xxxx><><x><x

. o L
0 10 20 30 40 50 60 70

Fonte: Elaboragao do proprio autor.
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Observacao 15. Nesta simulagdo, deve-se enfatizar que o parametro incerto i nao foi

utilizado para a aplicacio da lei de controle chaveada (17). Além disso, é importante des-
tacar que, para 5 < py <15 e =52 < x1(k) <52, nenhuma solugao factivel foi encontrada

com o0s procedimentos apresentados nos Teoremas 12, que também utiliza a lei de controle

chaveada (17) e com o Coroldrio 2, que utiliza um controlador linear invariante no tempo.

Exemplo 6. Considere o sistema cadtico discreto no tempo (110), apresentado no Exem-

plo 1. Admita também o conjunto compacto Z dado em (111) e o sistema fuzzy T-S (112),

que descreve o sistema nao linear (110).

Veja que os gradientes, Vhi(z(k)) =

Ohi(z(k))  Ohi(z(k))
0z1(k) 0z9(k)

, 1€ K4, das fungoes de



109

pertinéncia definidas em (112), sio dados por:

T —v) —a} —2x —v) z3(k)—p?
R e R e

62 ’ 62 62 ) 62
€ v) z? — 9 v 2_,
Vhafe(h) = (2LE0EED ) ony(apr - (2005 FonlD)

(219)

Logo, para todo z(k) € Z dado em (111), considerando B =1, os gradientes dados em
(219), sao tais que Vhi(z(k)) € co{i1, Vi2, iz, Yia}, i € Ky, sendo

Vi1 = [mﬂ miQ], hig = [mﬂ } iz = [ il miZ] , Yig = {Mﬂ Mi2:|’

com my; o minimo da derivada parcial de hi(z(k)) em relacio a varidvel premissa z;(k)
e M;j o mdzimo da derivada parcial de h;(z(k)) em relacio a varidvel premissa z;(k),
i€ Ky, j €Ky, para z(k) € Z dado em (111), ou seja,

[2 } :[ O}, :{ —1},1/114:[2 O},
%1:[ 2 } :[ 0}71@3:{ —1},1/124:[2 O},
V31 = [2 0}’ :{ }’ [ },@/)34:[2 1},
vn=[=2 0|, b=|-2 1], ¢ z[ 0] vua =2 1]. (220)

Observagao 16. FEste exemplo ndao considera que a entrada de controle esteja sujeita a
saturacao. Entao as sequintes alteracoes nas condicoes LMIs do Teorema 14, sao necessd-
rias para sua aplicagio: A LMI (156) deve ser removida e nas LMIs (155), (184) e (193),
o termo B;YsF;+ B; P, Ny, deve ser substituido por B;Fy, para todo i, | € K, e s € Konu.

Assim, resolvendo o problema de otimiza¢do do Teorema 14, composto pelas condigcoes
(154), (155),(157), (184), (192) e (193), como descrito na Observagao 16, supondo =1 e

10
considerando v =1, r1 = =1, |[Ahi(2(k))| < ¢; =08, i € Ky, T = [O 0] ,wi = {1 0},

W9 = —W1, wg = [O 1} e wy = —ws, obteve-se:

FiG™" = [-1,20836 —0,94573|, FoG~ =[-1,21543 —1,12660],
F3G™ = [-121027 —1,04031], F;G™" = |-1,22494 —0,96652],

U qf | BTIOMTIS —274967540) o[ 373544720 —2,74967546

P | L2.74967540 —1.24721853| 7 7 | —2,74967546 —1,24721852|
oo | BT30MT2L —274967543) | BT3544723 274067539

’ 274967543 —1,24721854| " —2,74967539363692 —1,24721853 |
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. [ 0,06352 —0,00638] p [0,06194 —0,00364] |
—0,00638  0,14149 0,00364  0,14202
P [0,06064 0,02384]7 4:{ 0,06352 —0,00637]7
0,02384 0,13555 —0,006372 01,4149
w1 = w9 = 0,26293, w3 = w4 = 0,41182, (221)

em que Ui =G TQ;G™!, i e Ky.

Uma estimativa do DA obtida com a solugao (221) do Teorema 14, pode ser obser-
vada na Figura (24). A linha azul continua representa a fronteira da estimativa do DA,

enquanto as linhas pretas continuas iniciadas nas marcas o, sao trajetorias contidas em

N (GTRG1).

Figura 24 - Estimativa do dominio de atracao obtida utilizando o Teorema 14, com v =
5,7v=1,a=1e¢e|Ahi(z(k))] < ¢; =08, i € Ky, sendo as linhas sdlidas
pretas, trajetorias convergentes para a origem, e, iniciadas em o.

0.8

0.6

0.2

€2
o
T

-1 -08 -06 -04 -02 O 02 04 06 038 1
T

Fonte: Elaboracao do proprio autor.

Considerando o conjunto de ganhos dado em (221), a condi¢io inicial

T
z(0) = [—0,1 —0,139} ev=0,5, de (112), seque que hi(z(k)) = ha2(z(k)) =0, para todo
z2(k) € Z, k>0, e portanto Ahi(z(k)) = Aha(2(k)) =0. O mdzimo do valor absoluto da
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variagao das fungoes de pertinéncia hz(z(k)) e ha(z(k)) sao dados por 12138({|Ah3(2(k))|} =
0,05113 < 0,8 =¢3 € %133({|Ah4(2(k))|} —0,05113 < 0,8 = ¢4, conforme as restrigoes do
projeto. a

A representagio do chaveamento da lei de controle (17), para cada par (z1,z2) do
plano, € apresentada na Figura 25, sendo que os simbolos x, [, o e x representam,
respectivamente, o ganho F1G™', Fo,G™, F3G™! ou F4G~' ativo. Assim, a Figura 25,
exibe o comportamento do chaveamento, para cada possivel trajetoria do vetor de estado
x(k), com —1<zx;<1le—-1<zy<1.

Figura 25 - Representagao do chaveamento da lei de controle (17), sendo (x): o(k) =1,
(O): o(k) =2, (¢): o(k)=3 e (x): a(k) =4.
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Fonte: Elaboracao do proprio autor.

4.7 CONCLUSOES PARCIAIS

Baseado no modelo fuzzy T-S e utilizando uma lei de controle chaveada, neste capitulo,
a teoria apresentada no Capitulo 3 foi estendida com condi¢oes LMIs para a estabilizacao
local de uma classe de sistemas nao lineares incertos sujeitos a saturacao. O procedimento

proposto pode ser aplicado para controlar uma ampla classe de sistemas com parametros
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incertos, pois nao utiliza as fun¢oes de pertinéncia para a implementacao da lei de controle
chaveada. Trés diferentes projetos de controle chaveado sdo propostos para a estabiliza-
¢ao local de sistemas nao lineares incerto discretos no tempo, sujeitos a saturagao no
atuador. As metodologias propostas com a lei de controle chaveada, asseguram que todas
as trajetorias do vetor de estado permanecem dentro de uma regiao, na qual o sistema
nao linear incerto pode ser descrito exatamente por modelos fuzzy T-S. Além disso, para
obter uma estimativa menos conservadora do DA, na qual todas as restrigoes do sistema
sao satisfeitas, é proposto um método baseado na maximizacao do traco de uma matriz.

Finalmente, exemplos numéricos ilustram a eficiéncia das metodologias propostas.
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5 CONTROLE .%#,, CHAVEADO CONSIDERANDO REGIAO DE
OPERACAO

Neste capitulo um projeto de controle 7%, chaveado para sistemas nao lineares incer-
tos discretos no tempo, sujeitos a saturacao no atuador e distirbio externo com energia
limitada é proposto. Considerando fungoes de pertinéncia dependentes de parametros in-
certos limitados e baseado no conceito de hiper-retangulos fechados, o projeto de controle
tem como objetivo mitigar a a¢do de um disturbio limitado na saida do sistema e de man-
ter as trajetorias do vetor de estado dentro de uma regiao, na qual a descri¢do do sistema
nao linear por modelos fuzzy T-S é assegurada. Exemplos numéricos ilustram a meto-
dologia proposta. Uma implementacao demonstra a eficicia pratica do procedimento no
controle de um sistema de suspensio ativa de bancada fabricado pela Quanser® (Quanser

Innovate Educate, 2010), considerando uma mola nao linear e uma massa incerta.

5.1 SISTEMAS NAO LINEARES INCERTOS DISCRETOS NO TEMPO SUTES A SA-
TURACAO DO SINAL DE CONTROLE E DISTURBIO EXTERNO

Considere o sistema nao linear incerto sujeito a saturacao do sinal de controle e dis-

turbio externo de energia limitada descrito da seguinte forma:

w(k+1) = fi(z(k))x(
y(k) = g1(2(k))x (k) + g2(2(k))sat (u(k)) + g3(z(k)))w(k), (222)
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sendo z(k) € R™ o vetor de estado, u(k) € R™ o vetor de entrada, w(k) € R™ a entrada
exdgena com energia limitada, y(k) € R™ o vetor de saida e z(k) € R™ um vetor que
depende do vetor de estado x(k) e de um vetor v € R™ | cujas componentes v, < € K,,,
sao pardmetros incertos limitados e invariantes no tempo de (222), como descrito em (6)
e (7). A expressao sat(u(k)) representa a entrada de controle sujeita a saturacao descrita
em (114). Além disso, as fungdes nao lineares f1 : R™ — R X%z fo - Rz — R XNu
e f3:R™ — R™*Mw descrevem a dindmica do sistema nao linear incerto. A saida do
sistema é dada pelas fungoes g; : R" — R™ X"z go : R™ — R™*™ ¢ g3 : R™ —

Ry XNw

Suponha que para z(k) € £ e v € V, e consequentemente z(k) € Z, sendo Z dado
em (11), o sistema nao linear incerto sujeito a saturagao do sinal de controle e disttrbio

externo de energia limitada (222), pode ser representado por um modelo fuzzy T-S, cuja
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1-ésima regra pode ser descrita como

Regra i: SE z1(k) é M{ e ... e z (k) é M}, ,
x(k+1) = Ajx(k) + Bisat(u(k)) + Hyw(k)
y(k) = Ciz (k) + Disat(u(k)) + Eyw(k),

ENTAO (223)

sendo i € K., M!, o conjunto fuzzy m da regra i, m € K,,., A; € R"%*"e B, ¢ R"*"™ []; ¢
Rrexmw Oy € RM*Me - Dy € RMWw>Mu - F; € R™W>™ matrizes do sistema, z1(k), -+, 2, (k)

sao variaveis premissas e r o nimero de regras fuzzy.

A representagao exata do sistema (222), por um modelo fuzzy T-S, com r regras fuzzy,

é dado por

z(k+1) Zh A;z(k) + Bisat(u(k)) + Hyw(k))
= A )z (k) + B,y sat(u(k)) + How(k),
Zh Ciz(k) + Djsat(u(k)) + Esw(k))
= O, k)7 (k) + D, pysat(u(k)) + E w(k), (224)

sendo h;(z(k)), i € K, fungoes diferencidveis que representam as fungoes de pertinéncia

normalizadas de cada modelo local definido em (223), tais que satisfazem (15).

Considerando a lei de controle chaveada (17), para todo z(k) € Nj_; S(M;), sendo
S(M;), | € K, definido em (118), utilizando a notagao dada em (117), o sistema rea-
limentado sujeito a saturagao e disttirbio externo com energia limitada (224), pode ser

reescrito como
2nu
z(k+1) Zh ( z(k)+B;i ) (—.@sKa(k)x(/ﬂ)—i—.@;]\/fg(k)x(l{;)) —l—Hiw(k))
s=1
= A (myx(k) + B (—%Ka(k) + 95Ma(k)) z(k) + Hyw(k),

9Ny
Zh ( k) + D; Z( w2(k) + Dy Myoyx (l{:))+E¢w(k))

= C (k)2 (k) + D1 (—%Ka(k) + gﬁMa(k)) x(k)+ Ew(k), (225)

5.2 O PROBLEMA DE CONTROLE®?,, CONSIDERANDO A REGIAO DE OPERACAO

Além de estabilidade, um controlador deve assegurar um bom desempenho do sistema
em malha fechada. Habitualmente é definida uma medida ou norma para garantir a

qualidade do projeto realizado. Desta forma, um importante indice de desempenho é a



115

norma 7%, que esta relacionada com a capacidade do sistema em rejeitar distirbios de

energia limitada.

Sendo assim, considere uma constante positiva v e o disturbio de energia limitada

w(k) € L2, sendo {5 o espago de sinais (k) Lebesgue mensuraveis que satisfazem ||€(k)||2 <

1E(K)]2 = 4Z£T

Wy = { ) e R Zw 7} (226)

00, em que

tais que,

Considere um disturbio w(k) com energia limitada, uma variavel de relaxacao ¢ >0 e
uma constante v > 0. E atribuido um valor v que limita a energia do disttrbio w(k) e ¥,.
Baseado em (OLIVEIRA et al., 2018a), o problema de controle /%, para um sistema
nao linear incerto discreto no tempo, considerando a regiao de operacao, consiste em

determinar uma lei de controle que satisfaca as seguintes condic¢oes:

1. Para w(k) =0, k> 0, a origem é um ponto de equilibrio localmente assintoticamente
estavel do sistema nao linear incerto (222), com a lei de controle chaveada (17),
e o conjunto elipsoidal €2 (G*TPZGA,WJFQD*W) ¢ um subconjunto invariante do
dominio de atragao (ou seja, se x(0) pertence ao conjunto §2 (G*TPszl,vo + gpflv),
entao todas as trajetérias de z(k), k > 0, também irdo permanecer dentro deste

conjunto).

2. Para w(k) € #,, qualquer trajetéria com condi¢do inicial dentro de
Q (G_TPZG_l,fyo) (ou seja, 7 (0)G~TP,G~12(0) < vp) ndo ird escapar do conjunto
elipsoidal €2 (G’TPZG’1,70 + 90717), para todo k > 0.

3. Para w(k) € #, e 2(0) =0, o sistema realimentado (225) possui um custo garantido
Ao igual € = /T, tal que

ly ()13 < 2 [lw (k)3 (227)
z(k) € Q (G_TPZG_l,go_lfy), para todo k > 0.

5.3 PROJETO DE CONTROLE#,, CHAVEADO CONSIDERANDO REGIAO DE OPE-
RACAO

Considerando o problema de controle 7%, com regiao de operagao, descrito na Se¢ao

5.2, 0 seguinte teorema é proposto.
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Teorema 15. Considere o sistema nao linear incerto sujeito d saturacao do atuador e
disturbio de energia limitada (222) descrito por um modelo fuzzy T-S incerto (224) em
uma regido de operagio L definida em (9), sendo p € R™, com p. >0, c € K, Zay >0,
neky v0=>0, v>0 e >0 conhecidos, assim como as faizas de valores para seus
parametros incertos invariantes no tempo definidas em (8). Suponha que ezxistam matrizes
simétricas definidas positivas P; € R™*™ matrizes simétricas Z, Q; € R™*™ matrizes
Fp e Rwxnz G e RMXTe ¢ Nj = {Nl%) Nlifz) Nl{nu)}T € R™ X" ¢ nimeros reais
wm >0, com I =diag{w:,--- wy, } € R"E*"L tais que o sequinte problema de otimizagdo

Tr(IT) — it
Pi,Zit,Qrg%hoG’H( T< ) 7')7 sujero a

P; GTean ] . (228)
1 > ,
G (o+e ) w2,
[ P, A;G — B;9sFy+ B; 27 N))Te
. i ( 7 1-Zs l1 11f2 l) an >0’ (229)
el (AiG = BiZFy+ Bi7; Ny) (o+ety) a2,
[ —p, NT
' © ] <0, (230)
| Ny — (70+<P_ 7) Pe
[ - T .1, T
j (AiG = BiZ.Fi+ B2 Ni—G) YTyl -
1 Z Y
| caY(AiG = Bi2Fy+ B, N, - G) (o+¢71v) @2
(231)
G+GT — (P +1TYy) 0
0 o1l
T T
(AiG = Bi2.Fy+ Bi7; N))  (CiG — D 9sFy+ D75 N))
i Y Ef
AiG—-B;9:Fi+B;2; N, H;
Ci;G—D;9:F +Di~@s_Nl E; -0
Zit +Q 0 ’
0 7y
(232)
Zit+ Qi — P; <0, (233)
—1 T

seja satisfeito para todo i, I, 0 e jEK,, tcKor, c€K,,, n€Ky, s € Konu emek,,,
sendo eqy definido em (124), I'y dado em (67) e wy, € R™, vetores conhecidos descritos em
(143). Entdo, a lei de controle chaveada (17) com os ganhos do controlador K; = F;G~1,
[ € K., garante que:
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1. Paraw(k) =0, k>0, a origem é um ponto de equilibrio localmente assintoticamente
estdvel do sistema nao linear incerto (222), com a lei de controle chaveada (17), e o
conjunto elipsoidal ) (G_TPZG_1,70+¢_17) definido em (122), é um subconjunto

invariante do dominio de atracao.

2. Paraw(k)e W, , sex(0) € (G_TPZG_l,fyo), entdo x(k) € Q) (G_TPZG_l,’yo + 90_17),
para todo k > 0.

3. Para w(k) € #,, sex(0) =0 o sistema realimentado (225) possui um custo garantido
Ho igual € = /T, tal que
ly(B)I3 < 2w (k)13 (235)

e x(k) € (G_TPZG_l,go_lfy) , para todo k > 0.

Demonstracdo: De acordo com os Lemas 4, 5 e 6, as condigoes (228), (229) e (230), asse-
guram as inclusoes €2 (G*TPZ(;Q)G*,VO + goflv) CL, Q (G*TPZ(;Q)G*,VO + go’lv) CRe
Q (G*TPz(k)Gfl,vo + cpflv) C Ni=; S(M;), respectivamente. Assim,  para
z(k) € Q (G_TPZ(k)G_l,fyg—l—go_lfy) o sistema (222) pode ser representado pelo modelo
fuzzy T-S (225).

Note que, das definigdes de R e H, em (121) e (170) respectivamente, segue que
H CR. Como a condigao (229) garante €2 (G_TPZ(k)G_l,’m + go_lfy) C R, segue do Lema
14 que a condigao (231) assegura Q(G*TPZ(k)G*1,70+<p*17) C H. Logo, para z(k) €
Q (G*TPZ(k)Gfl,WO +<p*17) \{0}, as funcoes h;(z(k)) e hi(z(k+1)), i € K,, descritas em
(13) e (15), existem e sdo tais que |Ah;(z(k))| < ¢i, 0 < ¢; < 1,1 €K,.

Sendo assim, para z(k) € Q (G*TPZ(k)Gfl,WOJrgofly) \{0}, utilizando as notagoes
definidas em (1) e (67), multiplicando (233) por h;(z(k)) e por &:(z(k)) e somando i de 1

até r et de 1 até 2", obtém-se
Z o yuk) + Qi) — Pagy) < 0. (236)

Multiplicando 7 (k)G~7 & esquerda e G~'x(k) & direita de (236), obtém-se
xT(k){GTZZ(k)M(k)Gl +GTQuu G - GTPZ(k)Gl}x(k) <0, (237)
Considerando a lei de controle chaveada (17), multiplicando h;(z(k)), d:(2(k)) e U5 em

(232), somando i de 1 até r, t de 1 até 2" e s de 1 até 2", utilizando as notagoes definidas

em (1), (67) e (117), substituindo [ por (k) e utilizando o resultado apresentado no Lema
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2 segue que, para x(k) € (GiTPZ(k)GA”VO ‘HO*LY) \{0},

G+GT =P 0
0 o1l
_ T B T
(Az(k)G — By Do Fo) + B (k) %y Na(k)) (Cz(k)G —D.1yDoFyk) + D1y Dy Na(k))
HT ET
z(k) z(k)
A)G — By Do F (k) + B2ty %y Nory Har)
Co)G = Doy Dol o) + Doy Zy Nowy Eay | _
Z(kyuth) T Qo h) 0
0 7y
(238)
Considere
Auky = Asi) G = Boy 29 F o i) + Bty Zyg Nogr) ©
Cote)y = Coiy G = D1y Do F o) + D21y Dy Nov(iy- (239)

Logo, utilizando a notacgao definida em (239), a inequagao (238), pode ser reescrita

COImo segue:

G+GT—PZ(k+1) 0 ﬁz(k) Hz(k)
Y erd o) B | S (240)
Az k) Cothy Zetbyute) T Qo) 0
HZT(k) EZT(k) 0 i

Multiplicando a esquerda de (240),

13 T AT
—(6 ) ey 10

= 1 T 1 —1pT
—(G Hz(k)) —p Ly 0T

e a direita 7T, obtém-se

G+G'—P,y1y 0 Ak H. )
0 I c E
T . R 2(k) 20 T, (241)
Az k) Cott) Zabyuth) T Qotry 0
HZT(k) Eg’(k) 0 i

Efetuando a primeira multiplicacao em (241), tem-se
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—T _ —T _
_Az(k)G TG+AZ(k)G TPZ(kJrl) 0
—HZT(k)G*TGJrHZT(k)G*T P,s1y O
_T o
— Ay G gy =07 T 0oy Oty + (Ze(iontr) + Qo)
T

—Hl G ALy~ o “ET 0 Cai)

— 1 1~
- z(k)G TH. iy =o' 771 oy By 7T <0,
—HZT(k)G*THZ(k) — @*17*1E2T(k)Ez(k) +o7 1
(242)

Entao, de (242), segue que
AL GTTP, G oy — o O 0 O ( B+ Qo(i)
2(k) 2(k+1) 2(k) —¥ T 2(k)Y 2(k) 2(k)p o(
T ~-T 1 ~1_-1p
—H 0GP G Ay —07 T ( )Cz(k)

— A0y G T PG gy — 7 O By 0
—H 4y G Py G Hoy = 07 7 B By + 07

(243)
Agora, lembrando que Ky 1) = Fg(k)Gfl e My = Na(k)Gfl, considere
_ . N
Fer) = Aei) G = Ast) = Bao Yo Kor) + Baiy 7y Mo ©
_ . a
C.(k 2(k) = C 2(k )G = Cz(k) — Dz(k)gﬂKa(k) _'_Dz(k)gﬁ Ma(k)- (244)

Gt oo| =T s
0 I a esquerda e G a direita de (243) e utilizando as

notagoes definidas em (244), segue que

Multiplicando G =

—%T(k)G_TPz(kH)G_l%(k) - w‘lf‘l%;’{k)%(k) +G T (Zz(k)u(k) + Qa(k)) Gt
—HZ( )GfTP (k+1)GilJZf( )—goilelEZ(k)%z(k)
,,Qf( )G Tp (k+1)G H( k) — QO_IT_lcgggk)Ez(k)

> 0.
_HzT(k)G Pz(k+1)G Hz( k) — @ 17_71EZ(]C)EZ(I£) *|>Q071]

(245)
o Primeira propriedade:
Note que de (245), para z(k) € Q (G*TPZ(k)Gfl,yo +g0*17) \{0}, tem-se

WAy G Py G gy + 07 Gy Gy
—G T (Zz(k)u(k) + Qg(k)) Gil}xai‘) < 0. (246)
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Considerando a lei de controle (17), de (30) e (246), segue que

xT(k){%?k)G_TPZ(k+1)G_1%(k) +o T Gy
— G_T (Zz(k‘)u(k‘) + Qz(k)) G_l}l‘(k‘) < 0. (247)

Assim, de (237) e (247), para z(k) € Q (G*TPZ(k)G*1,70+<p*17) \{0}, tem-se

()T { g G Pagany G oy + 07 7 C Gy — G Py G
= a(k) { Ay G Py G ey — G Py G (k)
< —@717711’ (/f)(gjgk)(g() ( ) (248)

Note que, para x(k) € (G_TPz(k)G_l,’YO +<P_1’7) \{0},

(k)" €y Coy (k) = (‘@(k)x(kﬁ))T (Come(R)) = |Cemye (R = 0. (249)

Assim, como ¢ > 0 e 7 > 0, de (248) e (249), segue que, para
(k) € Q(GTTP, )G o+ 1) \{0},

2(k) Ay G Pun) G gy (k) — 2T (k)G Py G (k)
< —go_lT_le(k)‘Kiqk)‘Kz(k)x(k‘) <0. (250)

Dessa  forma, considerando a  candidata a  funcdo de  Lyapunov
V(z(k)) = xT(k;)G*TPZ(k)Gflx(k), definida em (16), o sistema (225) e a notagao dada
m (244), para w(k) =0, k>0, e (k) € Q (G_TPZ(k)G_l,”yo + @‘17) \{0}, a desigualdade

(250) implica que
AV (z(k))=V(x(k+1))—V(x(k)) <O0. (251)

Portanto, de (251), segue que, para x(k) € Q (G*TPZ(k)Gfl,’m—i-go*l”y) e w(k)=0,
k>0, a lei de controle chaveada (17), com os ganhos do controlador F;G~ 1, [ € K,
tornam o ponto de equilibrio, z(k) = 0, do sistema (224), localmente assintoticamente
estavel. Logo, €2 (G_TPZ(k)G_l,fygjL(p_lfy) é um subconjunto invariante do dominio de

atracao.
e Segunda propriedade:

Considere 67 (k) = [:pT(k:) w’ (k)|, sendo z(k) € Q (G_TPZ(k)G_l,fyo) \{0}CHew(k)e
#., lembrando que a inclusao {2 (G*TPZ(k)Gfl,’m) \{0} C H é garantida por (231). Mul-
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tiplicando 67 (k) & esquerda e 0(k) & direita de (245), obtém-se

(&7 (k) (7 G Py G oy ) (k) + 27 (k) (3 G Py G Hoggy ) (k)
+w”' (k) (HL g G Py G oy ) (k) +w”' (k) (HZ g G Py G Hyry ) wik)
— (k) (G (Zogouiny + Qo)) G1) () |
+o Yo (k) (€24 Gy ) (k) + 2T (k) (C@T(k)Ez(k)) w(k) +w” (k) (EzT(k)Cffz(k)) (k)
+w” (k) (Bl Bxry) wk) } — o {w” (kyw(k)} < 0. (252)

De (30), (237) e (252), tem-se que

{27 (k) (09 G Pasy G iy (k) + 27 (B) (4 G Py G ey ) wik)
+w” (k) (HI 3y G Py G iy ) (k) + w” (k) (HE 3y G Py G Hey ) wik)
— 2 (k)G P,y G (k) |
+o ol (k) (€1 Gy ) (k) + 27 (k) (% oy By ) wik) + T (k) (ET(k)%Z(k)>x(k)
+w” (k) (BL By wk) b — o H{wT (Byw(k)} < 0. (253)

Observe que, considerando a candidata a fungao de Lyapunov (16) e o sistema em

malha fechada (225), a desigualdade (253) pode ser reescrito como

[V(@(k+ 1) = V() + {7 (Galh) + Eogyu(k)
x (G (k) + Exgyw(k)) b= {o w(k)"w(k)} < 0. (254)

Considerando o sistema em malha fechada (225), da notacao definida em (244) e de

(254), segue que, para z(k) € Q (G P,y G~ 70) \{0} e w(k) € #5,
AV (z(k)) + ¢~y (R)y(k) — ¢~ 'w” (k)w(k) < 0. (255)
Ou seja, para todo k > 0,
AV (x(k)) = ¢~ twl (R)w(k) < =o'y  (R)y(k) = =~ I Hly(R)|? < 0. (256)

Em (256), somando k de 0 até k* — 1, sendo k* > 0 um instante arbitrario, tem-se

k*—1

> {AV (k) — ¢ w(k) w(k)} <0, (257)
k=0

Desenvolvendo a somatoéria em (257), obtém-se
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(V(2(1)) =V(2(0))) + (V(2(2)) =V (z()) +---+ (V(z(k" = 1)) = V(z(k" - 2)))
E*—1
+(V(@(k") = V(e(k* =1)) — ¢~ kz w! (k)w(k) <0
=0

k*—1
= V(z(k*)) <V(@(0)+¢ 1 > wk)Tw(k). (258)
k=0

Como w’ (k)w(k) > 0 para qualquer k > 0, tem-se de (258), que

oo

V(x(k*)) < V(z(0))+¢ kz w? (k)yw(k), (259)
=0

sendo k* > 0, um instante arbitrario.

Da desigualdade (259), para z(0) € Q(G*TPZ(k)Gfl,yo) e w(k) € #,, ou seja,
S gu (B (k) < 7, segue que

V(a(k*) < V(2(0)+¢™" i w' (k)w(k) <o+l (260)
k=0

para qualquer £* > 0.

Portanto a desigualdade (260), assegura que qualquer trajetéria iniciada
em z(0) € Q (G_sz(k)G_l,’y()), permanecera na regiao
Q (G_TPz(k)G_l,”yo + @‘17) \OQ (G_TPz(k)G_l,”yo + @‘17), por todo tempo futuro, sendo

o002 (G*TPZ(k)G*1,70 + goflfy) a fronteira de €2 (G’TPZ(k)G’1,70 + 90717).
o Terceira propriedade

Considere (254), com z(k) € Q (G_TPZ(k)G_l,w_lfy) \{0} C H e w(k) € #,, sendo #,
definido em (226).

Observe que, da Segunda propriedade, se z(0) = 0 e w(k) € #, entao
z(k) € Q (G*TPZ(k)G’l,goflfy) CcQ (G’TPZ(k)G’1,70+g0*1fy), para todo k > 0. Assim,
lembrando que das condigoes (228), (229), (230) e (231) asseguram
Q (G_TPZ(k)G_l,fyo + @‘17) c L, Q (G_TPZ(k)G_l,’m + go_lfy) C R,
Q (G_TPZ(k)G_1,70+<p_1’y) CN=; S(M;) e Q (G_TPz(k)G_l,fyoij_l’y) C H, respecti-
vamente, considerando a candidata a fungdo de Lyapunov (16) e o sistema em malha
fechada (225), da desigualdade (254), segue que

AV (x(k)) +o~ 77yt (R)y(k) — o~ o’ (R)w(k) <0, (261)

para todo x(k) € Q (G*TPZ(k)Gfl,cpflv) \{0} e w(k) € #,,.
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Em (261), somando k de 0 até oo, obtém-se

(V(z(1)) = V(2(0))) + (V(2(2)) = V(z(D)) + -+ (V(z(F" = 1)) = V(z(k* = 2)))

oo o0

+(V(@(k™) = V(@R = 1)+ o7y gt (Ry(k) =™ Y w! (Ruw(k) <0.
k=0 k=0
(262)
Ou seja, de (262), obtém-se
ol i yT(k‘)y(/{:) —pt i wT(k)w(/{:) < =V(x(00))+V(x(0)) < V(z(0))=0. (263)
k=0 k=0
Portanto, multiplicando ¢ e 7 em (263), segue que
Sy (k) <7 - 0T (kw ()
k=0 k=0
= [ly(k)|5 < Tllw (k)3 (264)

Logo o sistema realimentado (225) possui um custo garantido J#, igual € = /7.

Finalmente, do Lema 9 e da condigao (234), segue que B C 2 (G_TPZ(k)G_l,’m + go_lfy),
sendo B dado em (143). Assim, a maximizacdo do Tr(II — ), proporciona uma estima-

tiva do DA, €2 (G*TPZ(k)Gfl,VO + cpfly), menos conservadora, além de minimizar o custo
garantido %, € = /T. u

Observacao 17. Sempre que limitada, a norma 7%, impoe ao sistema certas propriedades
de robustez contra perturbagéoes externas. Assim, quanto menor o valor de € = /T, melhor
a atenuagdo do efeito de perturbagao w(k) na saida controlada y(k). Para consegquir uma
boa rejeicao a perturbacao com o comprometimento de obter um dominio de atracdao menos
conservador, no Teorema 15 foi proposto a maximizac¢ao Tr(Il)—T. Porém, uma melhor
atenuagdo pode ser obtida minimizando apenas o parametro 7. Neste ultimo caso, uma

estimativa menor do dominio de atragdo € proporcionada pelo método proposto no Teorema
15.

Observacao 18. O projeto proposto no Teorema 15, pode ser entendido como uma exten-
sao do resultado apresentado no Teorema 14, para o caso em que o sistema estd sujeito a
disturbios externos. Sendo assim, de forma andloga, os projetos de controle apresentados
nos Teoremas 12 e 13, também podem ser estendidos para o controle de sistemas sujeitos

a disturbios externos limitados.

Uma outra alternativa para a estabilizacao local do sistema nao linear incerto sujeito
a saturacao e distirbio externo de energia limitada (222), seria adotar um controlador

linear invariante no tempo (38).
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Assim, utilizando a notagao definida em (117), da representacao para fungao sat(u(k)),
dada em (163), para todo z(k) € S(M), sendo S(M) dado por (118), com M; = M, para
todol €K, e M = NG~1 € R™*"= ¢ sistema (224) controlado por (38), pode ser reescrito

COImo segue:

z(k+1) Zh ( +BQZU( DK (k) + D7 Ma(k ))+H,-w(k:)>
= A,gy2(k) + By (— 2o K + 25 M) (k) + How(k),
Zh ( k)+ D; 22( DsKa(k)+ 27 Ma(k ))+Eiw(k:))

= Cymyr(k)+ Dagy (= 20K + 25 M) w(k) + Ew(k). (265)

Logo, considerando o controlador linear invariante no tempo (38), condigoes similares

ao Teorema 15 podem ser enunciadas da seguinte forma:

Corolario 3. Considere o sistema ndao linear incerto sujeito a saturagcio do atuador
e disturbio de energia limitada (222) descrito por um modelo fuzzy T-S incerto (224)
em uma regido de operagio L definida em (9), sendo p € R™  com p. >0, c € K,,,
Tay >0, n €Ky, 7020, v>0 e ¢ >0 conhecidos, assim como as faizas de valo-
res para seus parametros incertos invariantes no tempo definidas em (8). Suponha que
existam matrizes simétricas definidas positivas P; € R™*" matrizes F' € R"™*™ G €
RMtexne o N = [N(ji) N(TQ) N&u)f € R™X"= ¢ pniameros reais wy >0, com Il =

diag{wy,--- wp, } € R"LX"L tais que o sequinte problema de otimizag¢ao

max (Tr(Il)—rT),

Py, F.N.G,H
sujeito a
(228), (234)
_ P, AiG— B9, F + Bi27 N)Te
. i ( 1 1Zs 1 11 f2 ) an 0, (266)
i ean(AzG—Bz.@sF+BZ.@;N) (70"‘%07 'y) xan
[ — P NT
Z oy, | <O (267)
| Ng —(0+et) Pl
| T
Fi (AiG_ Bi9sF + B;7; N — G) YTy, -
71 = s
| YUY (AiG = BiZsF' + B 7, N — G) (o+ety) " &2
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G-'-GT—P]' 0
0 o1l
(G- B2 F+ B N)  (CiG— D2 F+ D77 N)'
HT ET

i i
A;G—B;9,F +B;2; N H;
CiG—D;9,F+D;2; N FE;
b 0

0 7y

(269)

seja satisfeito para todo i, 6 e j €K,, ce€K,,, n€K,, s € Konu e meK,,, sendo
ean definido em (124) e wy, € R", vetores conhecidos descritos em (143). Entdo, o
controlador linear invariante no tempo (38), com o ganho do controlador K = FG~1

garante que:

1. Paraw(k)=0, k>0, a origem é um ponto de equilibrio localmente assintoticamente
estdvel do sistema nao linear incerto (222), com a lei de controle (38), e o conjunto
elipsoidal §2 (G*TPszl,vo + cpfl'y) definido em (122), é um subconjunto invariante

do dominio de atragdo.

2. Paraw(k) e W, , sex(0) € (G_TPZG_l,fyo), entdo x(k) € Q) (G_TPZG_l,’yo + 90_17),
para todo k > 0.

3. Paraw(k) e W,, sex(0) =0 o sistema realimentado (265) possui um custo garantido
Ho igual € = /T, tal que
ly (k)3 < £*lw(k)[3, (270)

ex(k) e (G*TPszl,goflv) , para todo k > 0.

Demonstracio: De acordo com o Lema 4, a condigdo (228), garante
Q(GTPwG o+9 1) C L

Nos Lemas 5, 6 e 14, considerando F; = F' e N; = N, para todo [ € K,., as condigdes
(125), (132) e (229) coincidem com as desigualdades (266), (267) e (268), respectivamente.
Logo, as condigoes (266), (267) e (268) asseguram Q(G_TPZ(k)G_l,fyoij_l’y) C R,
sendo R definido em (121), com K; = K e M; = M, para todo | € K,
Q (G*TPz(k)G’1,70+cp’17) C N1 S(M) e Q (G’TPz(k)G’1,70+cp’17) C H, respecti-

vamente.

Considerando a lei de controle invariante no tempo (38), multiplicando h;(z(k)),
hj(z(k+1)) e ¥ em (269), somando i e j de 1 até r e s de 1 até 2™, utilizando as

notagoes definidas em (1), (117) e considerando o resultado apresentado no Lema 2, segue
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que, para z(k) € Q (G*sz(k)Gfla’VO + 90717) \{0},

G+GT =P 0
0 o1l
T T
(Az(k)G — Bz(k)gﬁF + Bz(k).@ﬁ_]\/v) (Cz(k)G — Dz(k)gﬁF + Dz(k).@ﬁ_N)
H B

> 0.
0 7y
(271)
Considere
Xz(k) = Az(k)G— Bz(k)@§F+Bz(k).@0_N e
Uz(k) = Cz(k)G — Dz(k)@§F+ Dz(k)_@ﬁ_N (272)
Utilizando as notagoes definida em (272), multiplicando a esquerda de (271),
GAy) —g el 10
T— _( Z(k))T T k)
— (G Hy)) —p B, 0T
e a direita 77, obtém-se
G+G' =Py 0 Ay Hup
0 I C E
T . R O O T N} (273)
L) oy Pt
-1
Efetuando a primeira multiplicacao em (273), tem-se
—T _ —T _
~ Ay GG+ Ay G Pagry O
T ~-T T AT
A, G T Ay — 0 T 00 Catiy + Pai)
T ~-TF ~1 17T 7
—H G Ay — 0T T By Cary
—T T
— A0 G TH, (4 — o 177 1C, 1 E
)G Hoy =7 T O B 70

—Hl G H gy =~ By By + 97

(274)
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Entéao, de (274), segue que

— Ay G P G Ay — 7 T L Caiy + Pai

—H G Py G Ay — 07 ' EL 4 Oy

—T _ _ 1 _1=T
— A )G Pogoe) G Hy iy — 7 Oy By

_HT

> 0.
TG Py G oy — T B By

(275)

Lembrando que K = FG~' e M = NG, considere também a seguinte notacio:
Dty = Ay G = sty = Bey Do + Boy 7y M e

ng(k) = Uz(k)G_l = Cz(k) — Dz(k) 9§K+D2(k).@19_M. (276)

— |G T
Utilizando as notagoes definidas em (276), multiplicando G =

0

a esquerda
I ] b
e G a direita de (243), segue que

~ 0GPy G ey — T T Gy + G Py G
—H 0 G Py G oy =07 T E ) Gy

~ 0GPy G oy — o7 6 By ] =0

z

—H )G Poey G Hoy =7 7 B gy Bary + 97
(277)

e Primeira propriedade:

De (277), segue que

z z

,Qf](’k)G_TPZ(kJrl)G_l%(k) + Sp—lT—lchEk)cgz(k) — G_TPZ(k)G_l < 0. (278)

Logo, para z(k) € (G*TPZ(k)G*1,70+<p*17) \{0}, de (278), lembrando que ¢ >0

e 7> 0, tem-se
2(k) {0y G Py G ey = G Py G (k)

< —<p*17'*1xT(k)‘fZT(k)%z(k)x(k:)
=~ 1[Gz (R)? < 0. (279)

Considerando a candidata a fungdo de Lyapunov definida em (16),
o sistema (265) e a mnotacdo dada em (276), para w(k) =0, k > 0, e
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z(k) € Q (G’TPZ(k)Gfl,fyojL(p*l’y) \{0}, de (279), segue que

AV (z(k))=V(x(k+1))—V(x(k)) <O0. (280)
Logo, de (280), segue que, para x(k) € (G_TPZ(k)G_l,% +cp_17) ew(k)=0, k>0,
a lei de controle (38), com o ganho do controlador FG~!, torna o ponto de equilibrio,

z(k) = 0, do sistema (224), localmente assintoticamente estavel. Portanto,

Q (G*TPZ(k)Gfl,WO +<p*17) ¢ um subconjunto invariante do dominio de atragao.
e Segunda propriedade:

Considere 67 (k) = [:pT(k:) wT(k)}, sendo x(k) € (G*TPZ(k)Gfl,fyo) \{0}CHew(k)e
#-,. Multiplicando 67 (k) & esquerda e §(k) a direita de (277), obtém-se

{&® (B) (70 G Paosry G oy ) (k) + 27 (k) (50 G Purosy G Ho gy ) w(k)
+w” (k) (Hl G Py G gy ) (k) +w” (k )( ()G P(k+1)G H 1)) w(k)

) (G PG ) a(k) |
+o b aT (k) ( Z(k)%z(k))x(k)+m (k) (%T(k)E (k))w(k;)er (k) (ET( Ba )) (k)
+w!' (B) (EL By ) wk) b — o~ o (Ryw(k)} < 0. (281)

Considerando a candidata a fungao de Lyapunov (16) e o sistema em malha fechada
(265), segue da desigualdade (281), que

[V(@(k+ 1) = V() + {7 (Galh) + Ecgyu(k)
x (G (k) + Exgryw(k)) b= {o ™ w(k)"w(k)} < 0. (282)

Assim, da notagao definida em (276) e de (282), para z(k) € (G P ,70) \{0}

e w(k) € #,, segue que
AV (z(E) + o byl (B)y (k) — ot (B)w(k) < 0. (283)

Logo, para todo k£ > 0,

AV (z(k) = ¢~ ! (kyw(k) < —p~'r 7y (k)y(k) = —p~ 77 ly(k) P < 0. (284)

Em (284), somando k de 0 até k* — 1, sendo k* > 0 um instante arbitrario, tem-se

E*—1

> {AV (k) — o w(k) w(k)} <. (285)
k=0
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Desenvolvendo a somatdéria em (285), obtém-se

(V(2z(1)) =V(2(0))) + (V(x(2) =V (z(1)) + -+ (V(z(k" = 1)) = V(z(k" - 2)))
E*—1

+(V(z(k") = V(x(k* =1)) =" kZ w' (k)w(k) <0
=0
e V(a(k) < V(2(0) + o kf (286)

Como w’ (k)w(k) > 0 para qualquer k > 0, tem-se de (286), que

o0
V(a(k*) < V(2(0)+o~ 3w (kw(k), (287)
k=0
sendo k* > 0, um instante arbitrario.
Da desigualdade (287), para z(0) € 2 (G_sz(k)G_l,’}/()) e w(k) € #,, ou seja,
S gwl (k)w(k) <, segue que

V(z(k*) < V(z(0)+¢t Z w’ ) <y0+9 1y, (288)

para qualquer £* > 0.

Portanto  de  (288), segue  que qualquer trajetéoria  iniciada = em

z(0) € Q (G*TPZ(k)Gfl,vo), permanecerd  dentro do  conjunto  elipsoidal
Q (G*TPZ(k)Gfl,WO + cpfly) \ o2 (G*TPZ(k)Gfl,WO + cpfly), por todo tempo futuro.

o Terceira propriedade

Da  Segunda  propriedade, se x(0) = 0 e wk) € ¥,  entao
z(k) € Q (G_TPz(k)G_l,go_lfy) CcQ (G_TPZ(k)G_l,’m —i—go_lfy), para todo k > 0. Assim,
considerando a candidata a fun¢ao de Lyapunov (16) e o sistema em malha fechada (265),

da desigualdade (282), segue que
AV (z(k) +o~ iy (R)y(k) — ol (k)w(k) <0, (289)

para todo x(k) € Q (G*TPZ( k) 1o~ 7) \{0} e w(k) € #,,.

Em (289), somando & de 0 até oo, obtém-se

(V(z(1)) =V (2(0))) + (V(2(2)) = V(z(D)) + -+ (V(z(F" = 1)) = V(z(k" = 2)))

+(V(2(k*) = V(e(k™ = 1)+ +o 7 3yt (R)y(k) - i w! (k)w(k) <0.
k=0 =

(290)
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Entao, de (290), obtém-se

ol ki T (k)y(k) — cp_lki wh (K)w(k) < =V ((00)) +V(2(0)) < V(2(0)) = 0. (291)
=0 =0

Multiplicando ¢7 em (291), segue que

Sy (k) <7 3wl (k) w(k)
k=0 k=0
= Iy < TR, (202)

ou seja, o sistema realimentado (265) possui um custo garantido 4, igual € = /7.

Por fim, do Lema 9, segue que a condi¢gdo LMI dada em (234), assegura

B C Q(G*TPZ(k)Gfl, 0+g0*17), sendo B dado em (143). Logo, a maximiza¢ao do
Tr(Il — ), proporciona uma estimativa do DA, 2 (G*TPZ( )Gfl,yo + cpflv), menos con-
=/T. u

servadora, além de minimizar o custo garantido J%%, €

5.3.1 Anadlise de estabilidade

O seguinte teorema apresenta uma analise tedrica da estabilidade que compara o
procedimento proposto no Teorema 15, que utiliza a lei de controle chaveada (17), com
o procedimento apresentado no Corolario 3, que utiliza um controlador linear invariante
no tempo dado em (38). E provado que se as condicoes LMIs de estabilidade para o
sistema em malha fechada com um controlador invariante no tempo sao satisfeitas, entao
as condi¢oes LMIs de estabilidade, obtidas utilizando a lei de controle chaveada também

sao satisfeitas.

Teorema 16. Suponha que as condigoes do Coroldrio 3, (228), (234), (266)-(269) rela-
cionadas ao sistema (265) com a lei de controle (38), sejam satisfeitas, para ¢;, i € K,
suficientemente pequenos. Entao, condigoes do Teorema 15, (228)-(234), relacionadas ao

sistema (225) com a lei de controle chaveada (17), também sdo satisfeitas.

Demonstragao:

Suponha que as condigoes (228), (234), (266)-(269), do Corolario 3 sejam satisfeitas
para todo ¢, j € K;, c€K,,, n €Ky, s € Konu e m €K, .

Defina S;js € R@natny+nw) X (2ne+ny+nw) - qada por
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G+GT—P; 0
0 o1l
Sijs = T T
! (4G -BiZ.F+Bi7;N) (CiG—Di%F+D;%; N)
H E}

AiG—-B;9,F+B;2; N H;

CiG—D;9,F+D;2; N E;
P 0
0 7y

para todo i, j € K, e s € Konu.

De (269), segue que os autovalores de .S, definidos como A Sijs)> sao maiores do que
zero, para todo i, j € K, e s € Konu. Em particular, os autovalores minimo e maximo
de Sijs, definidos como A Sijs) © Amax( Si;5)» Tespectivamente, sao também maiores que

Zero.

Considere um escalar positivo ¢, tal que

0 <& < Amin(s Vi, jeK, eseKonu (294)

ijs)’

e matrizes © € R tnytnw)x2netnytnw) o = ¢ REnatny+nw)x@natny+nw) - qadas por

I 0 0 0] (eI 0 0 0|
0 0 0 0 I 0 0
o= == y (295)
0 I 0O 0O 0 I 0
0 0 0 0 0 0 el

Defina z(k) € R +mytnw) o considere ||Z(k)||? = Z(k)'Z(k), a norma ao quadrado
do vetor z(k). Para (k) #0,

0 < Amin(s,;) 1E(R)|1” < T (R) Sijs T (k) < Amax(s,;) 1E(R)|1> (296)

De (294), (295) e (296), segue que

~
S
=
N—
n
<
V)
S|
—
=
S~—
|
p
=)
2
i2
<.
S
BI
—
>~
~
o

>
>0, (297)
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Logo, de (297), tem-se

7 (1) ] Sijs O (k) = 7 (1) { Sijs —2}ah) > 0 (208)
Portanto, de (293), (295) e (298), segue que
G+GT —(Pj+el) 0
0 o1l
T T
(AiG = Bi2.F + BiZ7N)  (CiG - D F + D75 N)
HF EF
AiG—Bi@5F+Bi@gN H;
CiG—Di93F+Di_@;N FE; -0
p—cl 0 ’
0 Y
(299)

para todo i, 7 € K, e s € Konu.

De (294) e (299), considerando F; = F, Ny= N, Zy = P;—¢el e Q; =0, para todo 1,
l € K, e s € Konu, segue que

G+GT —(Pj+el) 0
0 o1l
T T
(AZ'G—BZ'.QSFZ-FBZ'.@;N[) (CZ'G—DZ'.QSFZ—FDZ'.@S_N[)
HT BT

i i
AiG—Bi@3ﬂ+BZ‘_@;Nl H;
CZ'G—DZ'.QSFZ—FDZ'.@;NZ FE;

>0
Zit +Q 0
0 oI
(300)
(&
Ziy+Q;i—P;=(Pi—el)+0— P, = -l <0. (301)

Além disso, considerando F; = F'; Ny = N, as condicoes (229), (230) e (231) do Teorema
15, coincidem, respectivamente, com as LMIs (266), (267) e (268) do Corolario 3.

Considerando (67), sem perda de generalidade, suponha a varidvel de folga H = 0.

Assim, como ¢; >0 e P; >0, de (67), segue que

r
Iyr = Z ¢ipi >0, (302)
=1
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Ior >T1q, I'gr >T9, -+, I'or >T9r 1. (303)
Portanto, de (302), segue que

0<Tor=¢1P1+¢2Po+-+¢r1 b1+ or Py
< OmazP1 + Pmaa P2+ -+ + Omaz Pr—1 + Omaz Pr
= bmaz (Pr+Po+--+P_1+F;)
= Pmaz (304)

sendo Gmar =maz{¢;: i€ K,} e =37 P

De (304), como 0 < ¢pqer < 1, segue que o minimo e o méaximo autovalor de Z,
definidos como Ayin(2) € Amax(2), respectivamente, sio também maiores que zero.

- . €
Entao, considerando 0 < a0 <

S e x(k) e R"™ de (294) e (304), segue que
a;T(k;){rQT —el}x(k) — 2T (k) Tara(k) — el (k)|
< 2" (k) pmaz P(k) — |2 (k)||?
= bmazt’ (k) Pa(k) —e||z(k)|
< bmazAmax(2) |2 (k)| — el (k)|
— (Smasdmax() — <) 28]

£
< (o A=) It =0, 09
max ()

Logo, de (303) e (305), para todo t € Kor, tem-se

Iy—el <0. (306)

Portanto, de (300) e (306), obtém-se, para todo i, j, | € K, s € Konu e t € Kyr,

G+GT —(Pj+Ty) 0
0 o1l
T T
(AiG - Bi2.F + Big; Ni)  (CiG - D2+ D75 Ny)
HT ET

AiG—Bi9:F+B;Y; N, H;
CiG—Di@5F1+Di@§Nl FE;
Zip+Q 0

0 7y

> 0.

(307)
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Como (307) é valida para todo 4, j, | € K;, s € Konu e t € Kor, em particular, (307) é

valida para i = j, ou seja,

G+GT —(P+Ty) 0
0 o1l
T T
(AiG—Bi.@sFl-i-Bi@s_Nl) (CZ'G—DZ'QSF[—FDZ'@S_N[)
HI ET

AiG—-B;9:Fi+B;2; N, H;
CiG—Di@5F5+Di@;Nl FE;
Zit + @ 0

0 Y

> 0,

(308)

Note que, (301) e (308) sdo equivalentes as condigoes (233) e (232) do Teorema 15,

respectivamente. Portanto, todas as condi¢oes do Teorema 15 sdo satisfeitas.

Observacao 19. Valores suficientemente pequenos para ¢;, © € K,., correspondentes ao
min(Sijs)
Amax(@)

Konu, sendo )‘min(Sijs) € Amax(2) 08 mdximos autovalores de Sijs, definida em (293), e de

enunciado do Teorema 16, sio dados por 0 < ¢; < , para todo i, j €K, e s €

P =311 Py, respectivamente.

5.4 EXEMPLOS NUMERICOS

Para ilustrar a eficiéncia do método proposto no Teorema 15, exemplos numéricos e

uma implementacao pratica em um sistema de suspensao ativa, sao apresentados:

Exemplo 7. (Exemplo comparativo) Considere o sistema ndo linear exibido no Ezemplo
2 (GUERRA; VERMEIREN, 2004), sujeito a um distirbio externo, como apresentado
em (ZHOU; LAM; ZHENG, 2007), e sujeito d saturagio:

r1(k+1) =x1(k) —z1(k)x2 (k) + (5 +x1(k))sat(u(k)) —0,03wy (k) + 0,01wa(k),
xo(k+1) = —x1(k) —0,522(k) 4 221 (k) sat(u(k)) +0,01wa(k),
y(k) = —0,1x1(k) — 0,0522(k) + 0,5sat(u(k)) 4+ 0,01wq (k) + 0,01wa (k). (309)

Sob a suposi¢io de que x1(k) € [—5, B], B >0, ou seja, considerando a regido de

operagao L, descrita em (199), as matrizes dos modelos locais do sistema fuzzy T-S (224),
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com r =2, que representa o sistema nao linear (309), sio dadas por:

1 - 1 5 5—
A= P , Ag= P , DBi1= P , DBg= P :
~1 —05 ~1 —05 23 —283
~0,03 0,01
Hy = Hy = ’ ’ . Cy=Cy=|-01 —0,05 |,
e { 0 —0,01 ] 1=C=| |
Dy=Dy=05, Ej=Ey=[001 001]. (310)

Neste exemplo, diferentes valores para o parametro 3, sao utilizados para realizacao de

uma comparagao entre o desempenho 7% proporcionado pelo Teorema 15 e pelo Coroldrio

3.

o Minimizando T:

Inicialmente, com o objetivo de encontrar o minimo valor do custo Ha,, € = /T, que 08
projetos propostos no Teorema 15 e no Coroldrio 3 possam propiciar, o problema de maxi-
mizagao de Tr(IT)—7 foi substituido pela minimizacao de T, como descrito na Observagdio
17.

Supondo o distirbio com energia limitada w(k) € #5, de acordo com (226), com v =1,

pv=1ev=0,5v7/p e considerando o sinal de controle sujeito a saturagao, com p=1, e as

fungoes de pertinéncia dadas em (198) no Exemplo 2, tais que Vhy(z(k)) = %Z((:))) =
1
1 ah2(2<k)) 1 . L. _
— == —— A < P = 717 K ) =
25 Vha(z(k)) D (F) % e |Ah1(z(k))|| < ¢i = 0.1, i € Ka, o limite 1 = [

para a varidvel de estado x1(k), como descrito na regiao de operagio L dada em (199),
foi adotado para a aplicacio do Teorema 15 e do Corolario 3, assim como os vetores
relacionados a expansio da estimativa do DA wi = [1 O], wy = —wi, ng = [0 1], Wy =

—w3 eT:{l 0}.

Para diferentes valores de 3, a Tabela 5 apresenta os custos garantidos Ha,, € =\/T,
obtidos com o Teorema 15 e com o Coroldrio 3, minimizando a varidvel T, como descrito
na Observagdo 17. A Figura 26 mostra que o Teorema 15, que utiliza o controlador cha-
veado (17), apresenta um desempenho %, melhor ou igual ao procedimento apresentado
no Corolario 3, que utiliza um controlador linear invariante no tempo. Para > 0,9514,
nao € possivel encontrar solucdo factivel para o Coroldrio 3, enquanto que com o Teorema

15, nao é possivel encontrar solugio factivel para 3 > 1,152.
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Tabela 5 - Custo garantido 7%, calculado com o Teorema 15 e com o Corolario 3, para
diferentes f3.

B Teorema 15: e =/ Coroldrio 3: e = /T

0,05 0,0174 0,0175
0,1 0,0169 0,0169
0,5 0,0189 0,0196
0,8 0,0238 0,0323
0,95 0,0305 0,3082
1 0,0345 infactivel
1,15 0,2382 infactivel

Fonte: Elaboracao do proprio autor.
Figura 26 - Comparacao entre os custos garantido 7%, proporcionados pelo Teorema 15
e o Corolario 3, para diferentes valores de [3.

0.35 \ \

-~ Coroldrio 3

Coroldrio 3

o
w

| = Teorema 15 € infactivel |

o
© N
Noa

©
'_\
5

Desempenho 7,
©
[N

0.05

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

Fonte: Elaboracao do proprio autor.

o Mazimizando Tr(IT) —T:

Agora, considere os problemas de otimizagao originais, baseados na mazimizagao de Tr(IT)—

T, propostos no Teorema 15 e no Coroldrio 3, suponha v =1, ¢ =1 e 79 = 0,57/,
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p=1, ¢;=02, i €Ky, 71 =3, wl = [1 O], wy = —wi, ng: {0 1}, Wy = —wW3 e
T = {1 O], e considere as fungoes de pertinéncia dadas em (198) no Ezemplo 2, tais
que Vhi(z(k)) = %, Vha(z(k)) = —ﬁ, como no caso anterior. A Tabela 6 apresenta os
custos garantidos 7%, e os valores de w;, 1 € Ky, que estdao relacionados com o tamanho
da estimativa do DA, para determinados valores de 3. Note que, os valores de w;, i € Ky,
exibidos na Tabela 6, sugerem que as estimativas do DA obtidas com o procedimento pro-
posto no Teorema 15, sao maiores do que as estimativas obtidas com o Coroldario 3, para

cada valor de [3.

Tabela 6 - Custo garantido 7%, e w;, i € Ky, calculados com o Teorema 15 e com o
Corolario 3, para diferentes [3.

Teorema 15 Corolario 3
I5; e=\T w=wy Tw3=1wy e=\T w=wy Tw3=1wy
0,05 0,1438 0,0490 0,5649 0,1414 0,0499 0.5366
0,1 0,1861 0,0973 0,8129 0,1823 0,0997 0,7805
0,5 0,1954 0,4838 0,6641 0,2134 0,4887 0,6499
0,8 0,1369 0,2077 0,2030 0,1361 0,1940 0,2091
0,95 0,1083 0,1446 0,1248 0,3088 0,1153 0,1137
1 0,1024 0,1295 0,1066 infactivel — —
1,15 0,2391 0,0793 0,0690 infactivel — —

Fonte: Elaboracao do proprio autor.

Considerando = 0,95, o sequinte conjunto de ganhos do controlador F}G™', 1 € Ky,
e matrizes simétricas positivas definidas P;, 1 € Ko, foram obtidos resolvendo o problema

de otimizacao proposto no Teorema 15:

ARG =1[-0,065 0,0594], G~ =[-0,0067 0,0588|,

0,0176  —0,0071 0,0169 —0,0082
P = , Py = .

(311)
—0,0071  0,0118 —0,0082 0,0197

Resolvendo o problema de otimizagdo apresentado no Corolario 3, o sequinte ganho
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do controlador FG™' e matrizes simétricas positivas definidas P;, i € Ko, foram obtidos:

FG™'=[-0,0048 0,0524), P1 =

0,0146  —0,0090 [ 0,0146  —0,0090
—0,0090 00142 |"°  |=0,0090 0,0142 |
(312)

Utilizando os ganhos apresentados em (311) e (312), a Figura 27 mostra as estimati-
vas, =1 (G_TPiG_1,70+<p_1'y), do DA obtidas com o Teorema 15 e com o Coroldrio
3. Note que, o conjunto elipsoidal em vermelho, obtido com o Coroldrio 3, estd quase
que inteiramente contido no conjunto elipsoidal azul, obtido com o Teorema 15. Para
B =0,95, o Teorema 15, proporciona um custo garantido ., € = 0,1083, enquanto que
o Coroldrio 3, fornece um custo € = 0,3088. Portanto, além de proporcionar uma melhor
atenuagao dos efeitos de um disturbio externo, o Teorema 15 propicia uma estimativa

menos conservadora do DA.

Figura 27 - Estimativas do DA obtidas utilizando o Teorema 15 (conjunto elipsoidal
azul) e o Coroldrio 3 (conjunto elipsoidal vermelho), com a=1, y=1, ¢ =1,
fy()zo’% e 5=0,95.

0.2 T T T T T T T

0.15 i

0.1r 4

0.05

-0.05 .

0.1 7

-0.15 i

_02 L Il L L L L L
-0.2 -0.15 -0.1 -0.05 0 0.05 0.1 0.15 0.2

T

Fonte: Elaboracao do proprio autor.

Exemplo 8. Baseado em (LO; LIN, 2003; WU; CAI, 2006; TANAKA; WANG, 2001b;
KLUG; CASTELAN; COUTINHO, 2015), considere o problema de controle de backing-up
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a Truck-Trailer, descrito pelo sequinte sistema nao linear incerto discreto no tempo:

r1(k+1)= (1 - b—? —|—v1> x1(k) + %u(lﬂ)

zo(k+1)=a2(k)+ %xl(/ﬂ) +0,2w(k)

L
x3(k+1) = x3(k) + bTssen (:pg(k) + %xl(k)> +0,1w(k)
y(k) =Tz (k) —bTsx2 (k) +0,03z3(k) — %u(k‘), (313)

em que, baseado em (WU; CAI, 2006), o parametro incerto invariante no tempo vy, foi
acrescentado ao sistema original, | = 2.8m, é o comprimento do veiculo, L =5,5m, é o
comprimento do trailer, b=—1,0m/s, é a velocidade constante de ré do veiculo e Ts =2,0s,

¢ o tempo de amostragem adotado.

Devido a limitacdo fisica do sistema, tal como o “efeito canivete”, que ocorre quando
z1(k) = ig, considere a regigo de operagio L descrita em (9), dado por (KLUG; CAS-
TELAN; COUTINHO, 2015):

L= e®®: -Z<nm <l —”—“g@(k)glf—”}. (314)

Baseado em (WU; CAI 2006), considere que o parametro incerto vy € tal que |v1| < 0,3.

Dessa forma, o conjunto compacto V descrito em (8), € dado por:
V={veR: -0,3<wv; <0,3}. (315)

Portanto o conjunto Z apresentado em (11), em que o sistema ndo linear (313) pode ser

representado pelo modelo fuzzy T-S (223), € definido por:

T T m 7
Z={=()=[a1(k) 2(k) k)] =[n(k) w@E) o] B I<n® <],
177 177
- < <—) —03< < . 1
T < xo(k) < T 03 < _0,3} (316)
1997 1997

vT
Seja 0(k) = xo(k) + ixl(k), entao para z(k) € Z, 108 <
utilizando o procedimento apresentado em (TANAKA; WANG, 2001b), o termo ndo linear
f(z(k)) =sen(0(k)), pode ser representado da sequinte forma:

< O(k) < ——. Assim,
198

f(2(k)) = sen(0(k)) = €' (=(k))0 (k) + & (=(k))8(k)g, (317)
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sendo g = %2;
sen(0(k)) —gb(k)
Sy =] Bha—g I
L, se O(k) =0,
O(k) —sen(0(k)) Ny
2(z(k) =4 0k)(1-g) (k) #0 "
0, se (k) =0

Por outro lado, considerando as metodologias apresentadas em (TANIGUCHI et al.,
2001; SANTIM et al., 2012; ALVES, 2017), o termo incerto vy, do sistema (313), pode

ser representado como seque:

v = z3(k) = ' (2(k))(=0,3) + o (2(k))(0,3), (319)
em que O 3 0.3
1 ) — U1 2 o v1 — U,
o (2(k)) = 06 @ (2(k)) = 06 (320)

Entao, baseado em (TANIGUCHI et al., 2001; SANTIM et al., 2012; ALVES, 2017),
de (318) e (320), as fungoes de pertinéncia, que dependem do pardmetro incerto vy, podem

SET exrpressas como:

(0.3 —v1)(sen(O(k) —g0(K) ooy g
h(=(k) = o (2(k))E" (2(k) = { _U<1076>9<k>(1—g) » e 6k #
06 se f(k)=0
(0.3 —v1)(0(k) —sen(60(k)))
o) =l ONECR) = Oopm-g D7
0, se §(k) =0
(v140,3)(sen(0(k)) — gb(k)) 9
, sef(k)#0
ha(2(k)) = a2 (2(k)€ (2(K) = ,, | o POIKIT=9)
0.6 -, se f(k)=0
(v1 +03)(O(k) —sen(0(k))
ha(z(k)) = o?(2(k))E (2(k)) = (0,6)0(k)(1—g) » ¢ (k) #0 (321)
0, se §(k) = 0.

Note em (321), que hi(z(k)) >0 e ihi(z(k)) =1.
i=1

Considerando a regiao Z dada em (316), as matrizes dos modelos locais do sistema
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fuzzy T-S (224), que representa o sistema ndo linear incerto (313), sao dadas por:

A=

Az =

11— 03 0 0
b 10

g g 1|
1-_03 0 0]
e 10

e W 1]

bT

-1 03 0 0
cAp= | P Loof,
| e g 1
1-Y103 0 0
CAg=| 1ol
| G g

r T
312322332342{— 0 0} , Hy=Hy=H3=Hy;=|0 0,2 0,1} ;

T

l

Ey=Fy=FE3=FE4=0.

bT,
l
(322)

T T
Sendo z(k) = {zl(k) 29(k) 23(19)} = [xl(k) xa(k) vl} , para aplicagdo do Teo-
rema 15, baseado em (LEE; JOO, 2014), considere

((9,195950; — 2,75878)sen(—0(k))

+ (21(k)(0,501597 — 1,67199v1 ) + 22 (k) (9,19595v; — 2,75878)) cos(—O(k))

+107 85 (k)(1,84648 — 3,6929501) )

ohi(z(k)) 1

dz1(k) — (5,50001z9(k) — 21 (k))2
Ohy(2(k)) 1

dzo(k)  (5,50001zo(k) — x1(k))2

(15,1733 — 50,5778v; )sen(—0(k))

+ (29(k) (15,1733 — 50,5778v1 ) + 21 (k) (9,1959501 — 2,75878)) cos(—0(k))
10718 (21 (k) (—4.41744v1 +2,20872) + 22(k)(35,33950) — 8,83487))),

$L’1<]€) —5.500011’2(1{7) '

1

Oh(2(k))  —9.19595sen(—0(k)) +0.0053221 121 (k) — 0029271622 (k)
(

(5,50001z9(k) — 21 (k))2

((2,75878 —9,1959501 )sen(—6(k))

+ (wa(k) (2,75878 —9,1059501) + 1 () (1,6719901 —0,501597)) cos(—0(k))),
Oha(2(k)) _ 9,19595(0,3 — v1) ((z1 (k) — 5,50001x2(k)) cos(—0(k)) — 5,50001sen(—0(k)))

(5,5000129(k) — 1 (k))? ’

Y

((~9,195950) — 2,75878)sen(—0(k))

+ (21(k)(1,671990; + 0,501597) + 22 (k) (—9,195950; — 2,75878)) cos(—0(k))

+107 89 (k) (3.692950; + 1.84648) ),

029(k)
Oha(z(k)) _ 1,67199(sen(—0(k))+0(k))

Oz3(k) 0(k)
Ohg(=(k)) _ 1

dz1(k)  (5,50001zo(k) — 21 (k))2
Ohy(=(k)) _ !

O0z(k)  (5,50001z2(k) — z1(k))

5 ((50,5778v; +15,1733)sen(—0(k))
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+ (1 (k) (—9,1959501 — 2,75878) + x2(k)(50,5778v1 4 15,1733)) cos(—0(k))
+ 10718 (21 (k) (4,41744v1 + 2,20872) + o (k) (—35,339501 — 8,83487))),
Oh3(2(k))  9.19595sen(—0(k)) — 0.0053221 121 (k) + 0.0292716z2(k)
0z3(k) x1(k) —5.50001z2(k) ’
Ohy(z(k)) 1 (<
Oz1(k)  (5,50001z2(k) —x1(k))2
+ (22(k)(9,19595v1 +2,75878) + x1(k)(—1,67199v; — 0, 501597))008(—9(k))),
Ohy(2(k)) 9,19595(v1+0,3)((x1(k) 5,50001z2(k)) cos(—0(k)) —5,50001sen(—0(k)))
Oz (k) (5,50001z9(k) — x1(k))? ’
Ohg(z(k))  1,67199(sen(—0(k))+0(k))
Oz3(k) 0(k) '

9,19595v1 + 2,75878)sen(—6(k))

(323)

Assim, considerando o conjunto Z dado em (316), de (323), seque que, para todo
z(k) € Z,

mi = Z{ﬂ@igg% = —0,0795580, My = {%agz%(())) = 0,0795589,
miz = min_ % = —0437575, Mz = max. 8?2(2 ((k;)) 0,437575,
mig = min_ %z(g{;)) — —1,66667, M= %agz%f))) 0,0137234,
21 = i, %z(g)) = ~0,0795389, Moy = max %((k)» = 0,0795589,
maz = min_ %z((k];)) = 0437575, My = f%?é{z%f))) = 0,437575,
ma = min_ %z((k’;)) — —1,68039, Mo = %35{3%6))) =0,
My = min, %z((k];)) = —0,0795589, My = max % = 0,0795589,
My = z%&% = —0,437575, My = ?ﬁ?é%%f)) — 0,437575,
My = J?f&% = —0,0137234, Ms3 = ZI(%%% — 1,66667,
ma = min, % = —0,0795580, My = {%?SZ%(())) = 0,0795589,
miz = min, % = ~0437575,  Miz= max %(())) = 0,437575,
mag = min_ % =0, Mag = max % —1,68039.  (324)

Logo, 08 gradientes das  funcoes de  pertinéncia dados  por
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| [0hi(2(k))  Ohi(z(k))  Ohi(2(K))
Vhi(z(k)) = [ 21 (k) Dz (k) 0z3(k)
das em (323), sdo tais que Vhi(z(k)) € co{wi1, V2, Vi3, Via, Vis, Ve, Vir, Yig}, i € Ky, sendo

, 1 €Ky, sendo as derivadas parciais da-

i Z[mu M2 mig], Yig Z[mu M2 Mig}, Vi3 Z[mu Mo mi3:|a ia Z[mu Mo Mis},
¢i5:{Mi1 M2 mi3}a ZZ%'GZ[Mu M2 Mi?,] Yi7 = [ i1 Mo mi3} tig = [ i1 Mo Mi3},
com mi; e M;j, i € Ky, j € K3, dados em (324), ou seja,

Y11 = |~0,0795580 0437575 —1,66667], 1

[ 0,0795580 —0,437575 00137234,
Vs = [~0,0795589 0437575 —1,66667,

|—|

—0,0795589 0,437575 0,0137234] ,
15 = [0,0795589 —0,437575 —1,66667} P16 = [0 0795589 —0,437575 0,0137234] ;
7 = _0,0795589 0,437575 —1,66667} , h1g = [0,0795589 0,437575 0,0137234] ;

Vo1 = [~0,0795589 —0437575 —1,68039], s = [~0.0795589 —0,437575 0],
Vo3 = [~0,0795580 0437575 —1,68039|, thoy = |~0,0795589 0,437575 0],

Vo5 = [0,0795589 —0437575 —1,68039], thos = [0.0795589 —0,437575 0],
Yo7 = [0 0795580 0437575 —1,68039|, vas = [0,0795580 0,437575 0]

1 =[-0,0795580 —0,437575 —0,0137234] , 15> = [~0,0795580 —0437575 1,66667,

5= [-0,0795580 0437575 —0,0137234], Yisa = [-0,0795580 0,437575 1,66667),
P35 =

P37 = [
Ya = [~0,0795589 —0437575 0], Yuo = |-0,0795580 —0.437575 1,68039],

0,0795580 —0,437575 —0,0137234], vs5 = [0,0795580 —0,437575 1,66667],
0,0795580 0437575 —0,0137234], tiss = [0,0795580 0437575 1,66667) ;

1/143:[—0,0795589 0,437575 0}, 1/144:[—0,0795589 0,437575 1,68039},
b5 = [0,0795580  —0,437575 0},1/146:[0,0795589 —0,437575 1,68039},

vur = [0,0795589 0437575 0], vus = [0,0795580 0437575 1,68039). (325)

Dessa forma, considere p = 1, o walor de saturacio para o sinal de entrada,

|Ahi(z(k))| < ¢; = 0,2, i € Ky, a restrigio para a variagio das fungoes de pertinéncia,

T1=7% eTg= 117—5?, 0s limites para as variqveis de x1(k) e xo(k), respectivamente, dados
1 0 0 0

na definigio da regido de operagio Z em (316), Y=10 1 0|, T*=|0| ew! = [1 0 0},
0 0 0 1

wo = —wq, ng = [O 1 0} Wy = —ws, w5 = [0 0 1} e wg = —ws vetores relacionados a

expansdo da estimativa elipsoidal do dominio de atracao. Suponha o disturbio com energia

limitada w(k) € #,, de acordo com (226), com v =12, e considere o =2, v = 0,1~ 1.

Utilizando os parametros descritos acima, o problema de otimizacao dado pelas LMIs
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(228)-(234) no Teorema 15 foi resolvido. A solugio deste problema de otimizacio apre-
sentou um custo garantido 5. de € = 5,26545. Os ganhos dos controladores K; = F;G™1,
i € Ky, matrizes simétricas U; = G~TQ;G™1, i € Ky, matriz G, matrizes simétrica defini-

das positivas P;, i € Ky, e escalares w;, i € Ky, obtidos, sio dados em (326).

Figura 28 - Estimativa do dominio de atracao obtida utilizando o Teorema 15, com v =
12, 0 =2,9 =019y, p=1e |Ahi(z(k))| < ¢; =02, i € Ky.

N1 Q(GTTRG g+
( A Niz1 S(M;)

200

100

Z3 0

-100

-200 |

Fonte: Elaboracao do proprio autor.

Ki= (137733 —0.21257 0,00300], K>=[1,36169 —0,19166 0,00271],
Ky =[1.38006 —0,22683 0,00348], K4 =[1,36878 —0,19821 0,00310],

[-1979,29312 655,71379 —9,35677 [—1986,62712 656,83056 —9,37262]
Ui=| 655,71379 —222,92802 3,20232 |, Us=| 656,83056 —223,05873 3,20419 |,
| —9,35677  3,20232  —0,04554] | —9,37262 3,20419  —0,04557 |
[—1980,72344 656,34267 —9,37252] [—1987,38982 657,10146 —9,38090
Us=| 656,34267 —223,10385 3,20578 |, Us=| 657,10146 —223,13628 3,20612 |,
| —9,37252  3,20578  —0,04559| | —9,38090 3,20612  —0,04560|
0,13067  0,20630  —0,00836 0,13084  0,20608 —0,03913

Py =1 0,20630 1,33789  29,70991 |, P> = | 0,20608  1,33817  29,73894 |,
—0,00836 29,70991 2121,61267 —0,03913 29,73894 2121,57755
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0,13248 0,21191  —0,05192 0,13015  0,20384  —0,03526
Py=10,21191 1,33735  29,75556 |, P4 0,20384  1,33749  29,73790 |,
—0,05192  29,75556 2121,54136 —0,03526 29,73790 2121,57226
0,13005  0,20640  —0,03675

G=0,20819 1,33553  29,74966
—0,03223 29,73435 2121,48774

)

w1 = w9 = 0,73241, w3 =y = 1,94494, w5 = wg = 89,95163. (326)

Considerando a solugao (326), para o problema de otimizagao dado no Teorema 15, com-
posto  pelas LMIs (228)-(234), a Figura 28 mostra que a estimativa
ﬂ?zlﬁ (G_TPiG_l,'yo-l—go_lv) (descrito na Secao 4.5.3) do conjunto elipsoidal
Q (G_TPZ(k)G_l,’yo—Ho_lfy) estd contida na regiao de operagio L dada em (314), e no
conjunto (1 S(My), com S(M,;), | € Ky, definido em (119), em que a representagio (119)
para sat(uy(k)), k>0, € valida.

As trés afirmacoes enunciadas no Teorema 15, sao abordadas nas Figuras 29, 30 e 31:

Figura 29 - Estimativa do dominio de atracao obtida utilizando o Teorema 15, com v =
12, p =2,y = 07190_177 p=1,|Ahi(2(k))] < ¢; =02, i € Ky, e w(k) =0,
sendo as linhas s6lidas pretas, trajetorias convergentes para a origem, e,
iniciadas em o, para vy = 0,3.

Fonte: Elaboracao do proprio autor.
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e A Figura 29 mostra que para w(k) =0, k > 0, o conjunto -elipsoidal
QEENY) (G_TR'G_l,’yo -|—<p_17>, ¢ um subconjunto invariante do dominio de atragao.
Nesta figura, com o intuito de ilustrar a afirmacao 1. do Teorema 15, as linhas pretas
representam as trajetorias iniciadas na fronteira de N}, (G_TPiG_l,’yo +90_1’y>,
com w(k)=0 e v; =0,3.

o Supondo w(k) #0 e w(k) € #, a Figura 30 apresenta os conjuntos elipsoidais
ﬂleQ (G_TPiG_l,'yo) e ﬂ;‘zlﬁ (G_TPZ-G_l,'yo +g0_17>. As linhas verdes represen-
tam trajetorias iniciadas na fronteira do conjunto ﬂ;‘zlﬁ (G_TPZ-G_l,'yo), para vy =

0,3. Assim, como enunciado na afirmacao 2. do Teorema 15, as trajetorias com con-

dicoes niciais em ﬂ?ZIQ (G_THG_l,'y()) permanecem em

ﬂ;lle (G_TRG_l,’yo + g0_17>, para todo k> 0, considerando
V6 sel<k<?2

w(k) = Nw(®)3 = 12.

0sek<1ouk>2

Figura 30 - Conjuntos N?_; (G_TPZ'G_I, 0 —i—go_l’y) e Nt 0 (G_TR'G_l,’yo), obti-
dos utilizando o Teorema 15, com v = 12, ¢ = 2, v9 = 0,1p 1y, p =1,
|ARi(2(k))] < ¢; = 02,5 € Ky, e w(k) # 0, |w(k)||3 = 12, sendo as linhas
solidas verdes, trajetérias convergentes para a origem, e, iniciadas em o,
para v1 = 0,3.

N Q(GTRG o+ 1)

150 T g i— i 0)

Fonte: Elaboracao do proprio autor.



147

« Com o objetivo de ilustrar a afirmagao 3., considerando w(k) # 0 e w(k) € #5,
V6 sel<k<?2

com w(k) = , na Figura 31 a linha vermelha corresponde a
0sek<1ouk>2

T
trajetoria iniciada em x(0) = [0 0 0} . Note que a trajetoria x(k) permanece em

ﬂleQ (G_TPZ'G_l,go_lfy), para todo tempo futuro k > 0.

Figura 31 - Conjunto N_;( (G_TPZG_l,@_Ly) obtido utilizando o Teorema 15, com
a=1, =10, v=1, =40, p=3, |Ahi(2(k))| < ¢; =0,2, i € Ky, e w(k) #0,
|lw(k)||3 = 12, sendo a linha sélida vermelha, trajetérias convergentes para a
origem, e, iniciada na origem, para v; = 0,3.

150
100

50

3 o0

-50

-100

-150 .|

Fonte: Elaboracao do proprio autor.

Observe que aplicando o problema de otimizacao dado pelo Teorema 15, a lei de con-
trole chaveada foi capaz de manter a trajetoria do vetor de estado confinada ao domi-
nio de validade do modelo fuzzy T-S, L, na regido ﬂ?zl S(M;) em que a representagao
(119) para sat(ug(k)), k>0, € vdlida e no conjunto H definido em (170), em que a
variagao |Ahi(z(k))| < ¢; = 0,2, Além disso, o custo garantido % obtido, assegura
er(k) = (ZZOZO yT(k:)y(k:)/ZzO:OwT(k;)w(k))% <& =15,26545. Na Figura 32 € possivel ob-
servar que o valor real para o desempenho %, (e7(k)) é sempre menor que € = 5,26545,
sendo que o mdximo valor que (k) = (Zzozo yT(k)y(k)/ S5, wT(k)w(k:))% atinge é dado
por max(e,(k)) = 3,11578.
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=

: . S ooyt (k)y(k) \ 2 -
Figura 32 - Relagao entre e,(k) = % e o custo garantido € = 5,26545
k=0
6
e= 5,26515

4+ er(k) 7

g 0 000OO0OO0ODOOOOOO0O0OOOOOOOOOOOO © 0 0000

g R o0 0 0O0OO0OO0OOOOOOOOO0OO0 o 0o

(l) ©
2r L° i
0 I I I I I

0 10 20 30 40 50 60

Fonte: Elaboracao do proprio autor.

Como destacado na observagao (17), € possivel obter uma melhor atenuagao do efeito
de uma pertubagao w(k), ou seja, minimizar o valor de € = /7, resolvendo o problema de
otimizagao composto pelas LMIs (228)-(234) no Teorema 15, substituindo a mazimizagao
de Tr(Il) — T, pela minimiza¢io do parametro T. De fato, procedendo desta forma e
considerando os mesmos parametros que foram wutilizados para a obtencao dos ganhos
dados em (326), foi obtido uma solugdo factivel que apresentou o custo garantido %, de
e =4,90047.

5.5 IMPLEMENTACAO PRATICA EM UM SISTEMA DE SUSPENSAO ATIVA B BAN-
CADA

Exemplo 9. Este exemplo é dedicado a implementacao prdtica do controle 7%, chaveado
para sistemas nao lineares discretos no tempo considerando saturacao no atuador e dis-
turbio externo. Para isso, considere o sistema de suspensao ativa de um veiculo, fabricado
pela Quanser® (Quanser Innovate Educate, 2010), o qual representa 1/4 de um veiculo.

Um modelo esquemdtico estd representado na Figura 33.

O sistema da suspensdo ativa reduz-se a um conjunto de duas massas: Mg, que re-
presenta 1/4 de um veiculo e é suportada pela mola ks e pelo amortecedor bs, e Mys, que

corresponde a massa do conjunto do pneu e é suportada pela mola kys e pelo amortecedor
bus-

O modelo esquemdtico fornecido pela Quanser® considera que a rigidez da mola kys
¢ constante e iqual a kysg. Porém, para deformacgoes elevadas, a rigidez da mola possui
um comportamento ndo linear (ONAT et al., 2009). Sendo assim, baseado em (ONAT
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et al., 2009; OLIVEIRA et al., 2018a), considere que a rigidez da mola é dada pela nao

linearidade:
kus(zus — Zr, Akus) = kus()(l + Akuslzus - zrl)u (327)

sendo Akys um parametro incerto tal que 0 < Akys < Akyso, com kyso € Akyso constantes
conhecidas. Além disso, neste exemplo, a massa de 1/4 do corpo total do veiculo (kg),

My, € considerada incerta, podendo assumir valores tais que 1,455 < Mg < 2,45.

Figura 33 - Sistema de suspensao ativa.

Pista z(t)

Fonte: Elaboragao do proprio autor.

Dessa forma, o modelo dinamico continuo no tempo do sistema pode ser representado

por:

(1) = o1 () + 2 2na(t) + Fan(2(0)a(t) — (1) - o sat(ult) + e w(0),
y(t) = 21() + (1), (325)

sendox(t):{xl(t) 1o(t) x3(t) :1:4(75)}T=[23(t)—2us(t) Z5(t)  zus(t) — 2 (1) z'us(t)}Tf

1 kusO(l+Akus||zus_zr”)

9(2(t) = 3 e fas(=(t) = = AL ,

(329)

com z(t) = [:L‘g(t) Akys MS}T.

Os wvalores dos parametros do sistema sao apresentados na Tabela 7.
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Tabela 7 - Parametros do sistema de suspensao ativa.

Parametros Notacao  Valor
Massa do conjunto do pneu (kg) My 1
Constante de rigidez da mola (N/m) ks 900

Constante de rigidez da mola (N/m) Fuso 2500

Coeficiente de amortecimento (Ns/m) bs 7,5
Coeficiente de amortecimento (Ns/m) bus 5
Pardmetro da mola (m™1) Akyso 2

Fonte: Elaboracao do proprio autor.

Baseado em (DING, 2011) e (GAINO et al., 2020), para um tempo de amostragem T
suficientemente pequeno, o sistema fuzzy T-S continuo no tempo que descreve o sistema
nao linear (328), pode ser aproximado por um modelo fuzzy T-S discreto no tempo (225),

utilizando o sequinte método de discretizacao:

Aj=etels = T4 T, Ay,
T 4
0
s,

= [ AT Hadr = (4~ 1) A7
0

Ci:CCi7 E, =L e Di:DCiv (33(])

sendo Ts (s) o tempo de amostragem, A, Bei, Hei, Cei, Eei € Dei, i € Ky, matrizes dos

modelos locais do sistema fuzzy T-S continuo.

Devido a restricao fisica relacionada ao comprimento da mola, a varidvel de estado
x3(k) = zys — 2z € limitada no intervalo —0,02 < zys — 2, < 0,02 m (OLIVEIRA et al.,

2018a). Sendo assim, considere o conjunto Z definido em (11), como:
T
zZ-= {z(k) — [ag(k) Akuy M)  €RP: —0,02<a3(k) 002, 0< Akyy <2,
1,455 < M, < 2,45}, (331)

Assim, considerando os valores dos parametros do sistema descritos na Tabela 7, utilizando
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método de discretiza¢ao descrito em (330), para z(k) € Z, as matrizes do sistema fuzzy
T-S discreto no tempo (225), que descrevem o sistema (328), sao dadas por:

147, T, 0 T, | (14T, T 0 T, |
4| IO 1=3T5T, 0 3,75T, . —360T, 1—-3T, 0 3T, |
0 0 1 T 0 0 1 T,
| 9007, 75Ty —2600Ts 1-12,5T;) | 900T,  7,5T, —2600T, 1—12,5T,]
1+, T, 0 -7, ] (141, T, 0 -7, ]
—450T, 1-3,75Ts 0 3,75T, 3607, 1—-3T, 0 3T,
Az= , Ag= ,
0 0 1 T 0 0 1 T,
| 9007, 75T, —25007, 112,57, | 9007, 75T, —2500T, 112,57,

T T
Bi=Bs=[0 05T, 0 ~T.] , Bo=Bi=[0 047, 0 7] ,

Hi=[o 0 -1, 5TS}T, Ci=[1 0 1 0], B;=0¢Di=0, i€K4, (332)
1 Fuso(1+ Akys| zus — 2
em que g(2(k)) = M€ faz(2(k)) = — o Mus| D’
1 _ . _ 2 _ - _
fis = anmlgz{f43(z(k))} = —2600, fi3 Z{gﬁgz{fm(z(k))} 2500,
1 _ . _ 2 _ _
g —Z{Ilmlgz{g(z(k))} =04, g _z{ilf‘é(z{g(z%))} =0,5. (333)

Como as fungoes de pertinéncia dependem das nao linearidades e dos parametros
incertos do sistema (328), e devem ser diferencidveis, para aplica¢io do Teorema 15,

considere a funcao
_ 1+A _
Fia(e(h)) = — ettt D = 27)) (534)
Mus
Note que a funcio fu5(2(t)) dada em (334), difere da funcio fi3(z(k)) definida em (329),

apenas devido ao médulo no termo zys — z,. Como em Z dado em (331), —0,2 < z3(k) <

0,2, entio 0 < |zys — zr| < 0,2. Sendo assim, para calcular o mdximo e minimo de

Fas(2(t)), € considerado um subconjunto de Z, dado por:

T
zZ- {z(k) — [a(k) Ak M) €RP: 0<ws(k) <002, 0< Akys <2,

1,455 < M, < 2,45}, (335)

Assim,

Tia= min {Fua(=(0)} = min {fia(=(4)} = ~2600 e

z(k)eZ
Tis = max {Fu3(z(k))} = max_{fu((k))} = —2500. (336)
2(k)eZ z(k)eZ
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Logo, os modelos locais do sistema fuzzy T-S (225), obtidos considerando f45(2(k)) com

z(k) € Z ou fi3(2(k)) com z(k) € Z, sdo os mesmos. Portanto, apenas para a obtencio
do mdzimo e do minimo das derivadas parciais das funcoes de pertinéncia, como descrito
m (174) e (175), a fungdo fu5(z(k)) definida em (334), sendo z(k) € Z, serd adotada.

Veja que, baseado em (TANIGUCHI et al., 2001; SANTIM et al., 2012; ALVES,
2017), as fungoes g(z(k)) e f43(2(k)) podem ser reescritas com.:

Fas(alh) = -0l Bt =2D) _ g1 3 7+ €2(: 0 T
o) = 7= = (2(1)g" + ({0 (337)

sendo

f43_f43< (k) _ —2500Muys + Kuso (1 + Akus(zus — 21))

' (z(k)) =

f43 f43 100Mys

f43( (k) — f43 —kuso (1 + Akys(2us — ))+2600Mus

& (2(k) =

f43 f43 100Mys

P —g(z(k) 05— Mt

o (a()) = LI 2R

2(k)) =gt —M7'—
042<Z(k)):g(g(21)glg _ M80’1 0’4 (338)

Observe que &7 (2(k)) >0, j € Ky, Z?Zl E(z(k)=1,a7(2(k)) >0, j €Ky, e 2?21 ol (2(k)) =
1.

Ainda utilizando a metodologia apresentada em (TANIGUCHI et al., 2001; SANTIM
et al., 2012; ALVES, 2017) , de (337) e (338), as fungoes de pertinéncia, que dependem

do parametro incerto My, sao dadas por:

hi(z(k)) = ol (2(k))E N (2(k)) = 250(0 5— M7 Akys(2us — 2),
ha(2(k)) = ' (2(k))€* (2(k)) = 10(M " — 0,5)(25AKus (2us — 2) — 1),
ha(z(k)) = a®(z(k))€! (=(k)) = 250( = 0,4)Akus(zus = 27),
ha(2(k)) = o (2(k))&% (2 (k)) = 10(M;" = 04)(1 = 25Akus(zus — 2)).  (339)
4
Veja que as fungoes hi(z(k)), i € Ky, dadas em (339), satisfazem hi(z(k)) >0 e > hi(z(k)) =
i=1

1.

Logo, sendo z(k) = [zl(k) 29(k) zg(k)}T = [l’g(k) Akys MS}T, em que x3(k) =
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Zus — Zr, Seque que

%z(%)) —250(0,5 — M=) Ay, %Z(g)) = 250(0,5 — M) (2us — 2),
%Z((]S)) 250 M2 Ak (2 — 20), % — —250(0,5 — M; 1) Akys,
%Z(%» = 250(0,5 — M) (2us — 2), %Z((;)) = 10M; (1 = 250Ky (2us — 2r)),
%z(%)) — 250( M — 0,4) Akys, % = 250(M; " = 0,4)(2us — 27),
% = —250M77? Akus (zus = 20). % = —250(M,™ ~ 04) Ak,
ag‘iz(%)) = —250( M1 —0,4)(2us — 2r), %Z((kk;)) = —10M; (1 = 25Akys(2us — 2r)).

(340)

Entdo, considerando o conjunto Z dado em (335), de (340), segue que, para todo
z(k) € Z,

)
>
—_
—~
I
—
Sy
~—
~—
)
>
—_
—~
I
—
=y
~—
~—

M = mmz(k)ezm — —03,6426, M) = mxz(k)ezm — 45,9184,
miz = min, ) > m = —0,9364, Mo =max, ) 5 a ;?12(22 (@)) = 0,45918,
mis = min ) a ;?jé”z (k}{?)) =0, Mis = max, ) a ;?jé”z (I‘}g)) —4,72361,
Moy = mmz(k)ezm — 45,9184, My = max, ez W — 93,6426,
M = min, ) 81;@ = —0,45918, May = max ;) 5 822(22‘(5{:))) _ 0.0364,
Mgz =Min_ ;) = agigzg?) 0, Moz = max 7 8%;5'(;;)) = 4,723061,
S aig,z(lz(k/;)) 0, Mz = maxz(k)ez%zg)) — 143,643,
o = min, 3 aig;(z,z%)) —0, Mgy = max, ) = %’7’%» — 1,43643,
mg = min, ) 7 agigz(k]?) — —4,72361, My = maxz(k)eg%z(k]{;)) —0,

M = mmz(k)ez%zg)) = 143,643, My =max, 5 afé‘fg)) 0,

Mg = mmz(k)ez% = 143643, My = max, 5 a}g‘z(j%)) 0,

Mg = minz(k)ez%zg{;)) = 472361, Mus = max, 3 ag‘;gz(k?) —0.

(341)

T
Logo, lembrando que z(k) = [ajg(k:) Akys Ms} , 0s gradientes das funcgoes de perti-
Ohi(z(k)) 0Ohi(2(k)) Ohi(z(k))
6z1(k;) 8,22(]{7) 8,23(]{7)
rivadas parciais dadas em (340) e seus limites dados em (341), sao tais que Vhi(z(k)) €

néncia dados por Vhi(z(k)) = l ], i € Ky, sendo as de-
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co{i1, Vi, Vi3, Yia, Vi, Vie, Vit is}, 1 € Ky, sendo

Vi1 Z{mu mio mi3], pio Z[mu m;2 Mi3:|? i3 Z{mu Mo mi3:|a )ig Z{mu Mo M; },
Vs :[Mil m;o mz‘3}, pie :[Mil ) Mi3}7 ¢z‘7:[Mz‘ M;s mi3}7 Pig :[Mz‘ Mo M; }7
com mi; e M;j, i € Ky, j € K3, dados em (341), ou seja,

Y11= [-93,6426 —0,9364 0], Y1o = [-03,6426 —09364 4,72361],
Y13 = |~93.6426 045918 0|, Y1a = [-93,6426 045918 4,72361],
Y15 = 45,9184 —0,0364 0], 16 = [459184 —0,9364 4,72361],
iz = 45,9184 045918 0], v1s = [45.9184 045018 472361,
o1 = [—45,9184 —045018 0|, o = [~45.9184 045018 4,72361],
Vo3 = [—459184 0,9364 0], vos=[-459184 09364 4,72361),
Vo = (93,6426 —0.45018 0], a6 = (93,6426 —0,45918 4,72361],
Yor = (93,6426 09364 0|, vos = 93,6426 09364 4,72361],
vm=[0 0 —472361], vs=[0 0 0],

g3 =[0 143643 —4,72361], vsu=[0 143643 0],

Vg5 = 143,643 0 —4,72361], 36 = [143.643 0 0],

Vgr = [143,643 143643 —4,72361), thss = [143,643 143643 0],

0 0 —472361], vus=0 0 0]. (342)

De acordo com o fabricante, a entrada de controle u(k) = F.(k) deve ser limitada no
intervalo —39,2 <wu(k) <39,2. Dessa forma, considere o tempo de amostragem Ts = 0,01s,
p=39,2 o valor de saturagdo para o sinal de entrada, r3 = 0,02 o limite para a variavel de
estado x3(k), fornecido pela regido de operagio Z dada em (331), |Ah;(z(k))| < ¢; =0,2,

0010

1 € Ky, a restricio para a variacio das fungoes de pertinéncia, T = |0 T =

o O
o O

0
0

@)

0
1 ewl=[1 00 0, wo=—w, wf=[010 0, ws=-ws wl=0 01 0
1

we = —ws, w7T = [O 0 0 1} e wg = —wry vetores relacionados a expansao da estimativa

elipsoidal do DA. Suponha o distirbio com energia limitada w(k) € #,, de acordo com
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(226), com v =10,02, p =2 e vy =0.

Neste contexto, considere o projeto proposto no Teorema 15, alterado com a substitui-
¢ao do problema de maximizacao de Tr(Il)— T pela minimizac¢io de T, como descrito na
Observagao 17. E com o objetivo de obter controladores com ganhos menos elevados que
viabilizem a implementagdo pratica, considere também a substituicao da condi¢io (230)

do Teorema 15, pela sequinte LMI:

T
2 —_ I

_ 343
Fie —(’70+90_17) 1/)6 o

como descrito na Observacao 8. O Teorema 15 com as alteragoes enunciadas acima
produziram um custo garantido 7%, de e =0,17941. Os sequintes ganhos dos controladores
K; = F;G™1, i € K4, matrizes simétricas U; = G~TQ;G™ 1, i € Ky, matriz G e matrizes

simétrica definidas positivas P;, 1 € Ky, obtidos, sao dados por:

K1 = [280,50650 —70,58600 120438366 9142055,
Ko = [280,31508 —70,84800 1208,57846 92,25321},
Ky = (28217464 —70,52077 120344035 9159539,
Ky =[280,52025 —70,83802 120488511 92,30823|,
[ 1857540,02400 —202179,41185  8105025,52172  113347,00965 |
| 20217041185 2640403370 119208444249 1755558073
L] 8105025,52172  1192084,44249  —57354037,12247 —864995,59382 |’
| 113347,00965  17555,58073  —864995,59382  —13136,87605
[ 1857550,09525 —202180,40860  8105047,93491  113347,78445 |
[ _ | 20218040860 2640412620 119208644155 1755563804
27| 8105047,93491  1192986,44155 —57354075,37851 —864996,65390 |
| 113347,78445 1755563804  —864996,65390  —13136,87774
[ 1857541,42088 —202179,56709  8105030,75546  113347,14236 |
[ | “202170.56700 2640405043 119208507455 1755550421
°7 | 8105030,75546  1192985,07455 —57354066,13614 —864996,25110 |
| 113347,14236 1755550421 —864996,25110  —13136,88580
(185754947174 —202180,35934  8105045,68025  113347,76679 |
[ _ | -20218085034 2640412261  1102086.34863 1755563618
17 ] 8105045,68025  1192086,34863 —57354079,39212  —864996,80876 |
| 11334776679 17555,63618  —864996,80876  —13136,87572 |
[0,02608 —0,45108 —0,00588 —0,00017
b |-045108 936725 013684 053428
' 1 20,00588 013684  0,00334  —0,04157]
|—0,00017 —0,53428 —0,04157 281625
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[ 0,02600 —0,44736 —0,00580 —0,00200 ]
p,_ |044736 920181 013478 —0,42887
—0,00580 0,13478  0,00331  —0,04052
|—0,00200 —0,42887 —0,04052  2,80197 |
[ 0,02603 —0,45031 —0,00584 0,00150 |
o ~0,45031  9,36612  0,13623 —0,55744
—0,00584 0,13623  0,00331 —0,04253
| 0,00150  —0,55744 —0,04253  2,84184 |
[ 0,02612  —0,45335 —0,00588 —0,00025]
p,_ | 045335 945369 0,13604  —0,44906
—0,00588  0,13604  0,00329 —0,04081
|-0,00025 —0,44906 —0,04081  2,82543 |
0,02319  —0,40098 —0,00505 —0,00647
_|-040061 836043  0,12040  —0,20128 (344)
—0,00507 0,12132  0,00299 —0,03719
—0,00514 —0,24765 —0,03793  2,25953

Duas implementacoes prdticas foram realizadas. A primeira com o sistema em malha
aberta (u(k) =0, para 0 <k <10s). Na seqgunda implementagao, com o sistema em malha
fechada, a lei de controle chaveada dada em (17), com o conjunto de ganhos dado em
(344), foi utilizada, considerando para o perfil da pista (z.(t)) um sinal de onda senoidal,
com amplitude de 0,0015m e a frequéncia variando linearmente de 1,5 a 10,5Hz para
0,56<t<95s. Para0<t<0,55¢9,5<t<10s, amplitude de z.(t) =0. Esse mesmo perfil
de pista foi considerado em (OLIVEIRA et al., 2018a). Além disso, para implementagoes
foram considerados os sequintes valores para os parametros incerto: Mg = 2,45 e AKys =

0.

A Figura 34 apresenta o deslocamento das placas zs e z,$, para o sistema em malha
aberta e em malha fechada, considerando o perfil da pista z.. Pode-se notar que o sistema
em malha aberta apresenta resposta limitada, ou seja, é estavel. Porém, o sistema apre-
senta grandes oscilacoes de amplitude, causando desconforto ao motorista e alto nivel de
esforco mecanico, que podem causar danos aos componentes da suspensio (OLIVEIRA et
al., 2018a). Por sua vez, o sistema em malha fechada, considerando o controle chaveado
(17), mesmo sob a restricao de satura¢ao do atuador, reduziu a amplitude mdzima do
deslocamento das placas zs e zus, melhorando assim a sequranca e o conforto do sistema
e do motorista. A Figura 35 apresenta a entrada de controle (u(k) = Fe(k)) e o ganho
do controlador escolhido em cada instante de tempo com a lei de controle chaveada (17).

Note que os 4 ganhos possiveis foram ativados.



157

Figura 34 - Resposta dindmica de zs [placa azul] e z,s [placa vermelha] para o perfil da

x107

pista z, [placa de prata].

2
c %1073

— Malha aberta
— Mal}‘la fechada

E)

"

N
5
0.01
0,005
E
:3-0.005

[ Malha aberta

2001~ Malha ‘fechada

0

Fonte: Elaboracao do préprio autor.

1

Figura 35 - Resposta dindmica de u(t) e ganho do controlador escolhido em cada ins-

tante de tempo com a lei de controle chaveada.

K4 —r

K3 —r

Ko —+

Ki —»

Fonte: Elaboracao do proprio autor.
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5.6 CONCLUSOES PARCIAIS

Baseado em uma candidata a funcao de Lyapunov nao quadratica e no conceito de
hiper-retangulos fechados, um projeto de controle %, chaveado para sistemas nao line-
ares incertos discretos no tempo, sujeitos a saturacao no atuador e distirbio de energia
limitada, foi proposto. O projeto de controle 7, chaveado proposto no Teorema 15, é
capaz de mitigar a acao de um disturbio limitado na saida do sistema e de manter as tra-
jetorias do vetor de estado dentro de uma regiao, na qual todas as restricao impostas ao
sistema sao satisfeitas, como a representacao (119) para sat(uq(k)), o € K,, e a descrigdo
do sistema nao linear por modelos fuzzy T-S. Além disso, o projeto proporciona a estima-
¢do de um conjunto de condigoes iniciais admissiveis, de forma que, toda trajetoria nele
iniciada, permanece na regiao na qual a representacao do sistema por modelos fuzzy T-S
¢é assegurada, mesmo estando o sistema sujeito a distirbios externos. No Corolario 3 do
Teorema 15, é apresentado um resultado, que utiliza um controlador invariante no tempo.
Uma andlise tedrica de estabilidade, demonstra que se as condi¢oes do Coroléario 3 sao
satisfeitas, entao as LMIs do Teorema 15, referentes ao controlador chaveado proposto,

também sdo satisfeitas.

Em um exemplo numérico, o procedimento proposto no Teorema 15, que utiliza um
controlador chaveado, é comparado com um projeto de controle que utiliza um controlador
invariante no tempo, apresentado no Corolario 3. Um segundo exemplo numérico aborda
a aplicacao do procedimento concebido no problema de controle de backing-up a Truck-
Trailer. Por fim, um exemplo pratico, que trata do controle de um sistema de suspensao
ativa de bancada, demonstra a eficiéncia da metodologia de projeto de controladores

chaveados proposta.
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6 CONCLUSOES E PESQUISAS FUTURAS
6.1 CONCLUSOES

Neste trabalho foram propostas uma lei de controle chaveada e novas condig¢oes de es-
tabilidade local para uma classe de sistemas nao lineares incertos discretos no tempo com
saturagao nos atuadores. Um novo procedimento de projeto de controle J75, chaveado
para uma classe de sistemas nao lineares incertos discretos no tempo descritos por mo-
delos fuzzy T-S, considerando fungoes de pertinéncia dependentes de parametros incertos
limitados, também foi apresentado. As incertezas paramétricas foram supostas limita-
das e seus limites conhecidos. Os resultados propostos, foram elaborados com base na
representacao exata de sistemas nao lineares com parametros incertos limitados por mo-
delos fuzzy T-S. Embasado em (TANIGUCHI et al., 2001; SANTIM et al., 2012; ALVES,
2017), através de uma combinacao convexa de modelos locais lineares conhecidos, ponde-
rados por funcoes de pertinéncia dependentes de parametros incertos, os modelos fuzzy
T-S incertos sao encontrados. Os procedimento propostos foram obtidos considerando
uma adaptagao da FLF (GUERRA; VERMEIREN, 2004), e nao utilizam as fungoes de

pertinéncia para a implementacao da lei de controle chaveado.

No Capitulo 3, para o desenvolvimento de condigoes que garantam a estabilizacao
de sistemas nao lineares dependentes de parametros incertos, foi suposto que o sistema
opera dentro da sua regiao de operacao, ou seja, dentro da regiao na qual a representa-
¢ao do sistema nao linear incerto por modelos fuzzy T-S é valida. A partir de condigdes
apresentadas em (OLIVEIRA; BERNUSSOU; GEROMEL, 1999) e utilizando uma can-
didata a funcao de Lyapunov nao quadratica, um primeiro projeto de controle chaveado
foi proposto (Teorema 5), o qual foi apresentado no congresso FUZZ-IEEE 2018 - IEEE
International Conference on Fuzzy Systems, Rio de Janeiro - RJ, 2018, no artigo inti-
tulado On switched control of discrete-time Takagi-Sugeno fuzzy systems with unknown
membership functions (OLIVEIRA et al., 2018b). Com o objetivo de redugao do conser-
vadorismo nas condigdes do projeto de controle chaveado, outros resultados (Teoremas 8
e 9), baseados na teoria de hiper-retdngulos, construido a partir de intervalos fechados, os
quais sao definidos pelos limites da variagdo das fungoes de pertinéncia do sistemas fuzzy
T-S (MOZELLI et al., 2009; GUEDES et al., 2013). Anélises tedricas de estabilidade (Te-
oremas 6, 10 e 11) mostraram a evolugdo dos métodos propostos e a vantagem deles sobre
o procedimento que utiliza um controlador linear invariante no tempo, na estabilizacao

de sistemas nao lineares incertos.
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Os resultados propostos no Capitulo 4, podem ser entendidos como uma extensoes
dos resultados apresentados Capitulo 3. Nos Teoremas 12, 13 e 14 sao propostos projetos
de controle chaveado para sistemas nao lineares incertos sujeitos a saturacao do sinal de
controle, que garantem a operagao do sistema dentro da regiao em que a representacao por
modelos fuzzy T-S é valida e que fornecem uma estimativa de seu DA. Para representar
o sinal de controle sujeito a saturacao, foi adotada a metodologia apresentada em (HU;
LIN, 2001; HU; LIN; CHEN, 2002; CAO; LIN, 2003), na qual o sinal de controle sujeito
a saturagao é representado por uma combinacao convexa dos valores do sinal de controle
saturado e nao saturado. As condi¢oes impostas nos projetos garantem a estimativa do
DA em uma regiao em que todas as restri¢oes as variaveis de controle e de estado sao
respeitadas. Além disso, nos Teoremas 13 e 14, utilizando o TVM em varias variaveis
(SAGAN, 1974) e um limite politépico para o gradiente das fungdes de pertinéncia, ou
seja, um politopo tal que o gradiente das fungoes de pertinéncia variam, é garantido que
a estimativa do dominio obtida, também esta situada dentro da regiao em que as restri-
¢oOes na variacao das fungdes de pertinéncia sao respeitadas. Os projetos sao formulados
como um problema de otimizacao LMI (BOYD et al., 1994). O método proposto para
a expansao da estimativa do dominio de atragao é baseado na maximizacao do trago de
uma matriz diagonal II. O procedimento mostrou-se mais eficiente que outros presen-
tes na literatura. Uma versao particular do Teorema 12, em que nao se considera que
o sinal de controle esteja sujeito a saturacao, foi apresentado no congresso FUZZ-IEEE
2020 - 2020 IEEE International Conference on Fuzzy Systems, Glasgow, United Kingdom
Scotland, em um artigo intitulado Switched Control for Local Stabilization of Discrete-
time Uncertain Takagi-Sugeno Fuzzy Systems with Relaxed Estimate of the Domain of

Attraction.

Exemplos numéricos ilustraram a eficiéncia dos métodos propostos no Capitulo 4. No
Exemplo 2, foi apresentado um sistema nao linear, atualmente amplamente discutido na
literatura. Uma comparagao entre as metodologias (Teoremas 12, 13 e 14 e Corolario
2 ) propostas e procedimentos presentes na literatura é apresentada. Simulag¢oes com o
Teorema 12, que nao utiliza qualquer informacao das fung¢oes de pertinéncia, foram reali-
zadas. No exemplo é possivel observar o conjunto contrativamente invariante obtido, além
da resposta dindmica e a atuacao da lei de controle chaveado. O Teorema 12 foi utilizado
também no Exemplo 3, no qual foi demonstrado a vantagem do método de maximiza-
¢ao da estimativa do DA proposto, quando comparado com os métodos apresentados em
(CAO; LIN, 2003) e (LEE, 2013). No Exemplo 4, o Teorema 12 ¢é utilizado na estabiliza-
¢ao de um péndulo invertido. Com diferentes taxas de decaimento, distintas estimativas
do DA foram obtidas. As regices das estimativas obtidas, foram relacionadas com as
taxas de decaimento adotadas. Mesmo considerando taxa de decaimento, o procedimento

proposto mostrou-se eficiente na concepc¢ao de um conjunto contrativamente invariante.
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Novamente abordando o sistema cadtico incerto de Lorenz, no Exemplo 5, o Teorema
14 é aplicado na estabilizacdo do sistema. E possivel observar que mesmo sob saturacio do
atuador, a estabilidade do sistema é assegurada para todo z(k) € ﬂ?zl Q (G_TPZG_l,l).
Além disso, as inclusoes ;_; €2 (G_TPZG_l,l) CLeN_ (G_TPiG_l,l) CNj=1 S(M;)
foram asseguradas e ilustradas. O Teorema 14 é também utilizado no Exemplo 6. Nova-
mente o procedimento foi capaz de proporcionar um estimativa do DA. O comportamento
do chaveamento, para cada possivel trajetéria dentro de uma regiao de operacao é apre-

sentado.

Baseado em (OLIVEIRA et al., 2018a), no Capitulo 5, foi proposto um projeto de
controle %%, chaveado para uma classe de sistemas nao lineares incertos discretos no
tempo descritos por modelos fuzzy T-S, considerando regido de operacao e funcoes de
pertinéncia dependentes de parametros incertos limitados. Utilizando uma candidata
a funcao de Lyapunov nao quadratica, o resultado apresentado no Teorema 14, que é
baseado no conceito de hiper-retangulos fechados (GUEDES et al., 2013), foi estendido
no Teorema 15, para o controle de sistemas nao lineares incertos sujeitos a saturagao no
atuador e disturbio de energia limitada. A lei de controle chaveada garantiu ao sistema
realimentado um indice de desempenho 2, e confinou todas as trajetérias do vetor de
estado dentro de uma regiao de operacao, na qual o sistema nao linear incerto pode ser
descrito por modelos fuzzy T-S, mesmo estando o sistema sujeito a distirbios externos
com energia limitada. Um resultado, derivado do projeto de controle 7%, chaveado, que
utiliza um controlador invariante no tempo é proposto no Corolario 3. Em uma andlise
tedrica de estabilidade, foi demonstrado que se as condigoes do Corolario 3, que utiliza
um controlador invariante no tempo sao satisfeitas, entao as condi¢coes LMIs do Teorema

15 também sao satisfeitas.

Um exemplo numérico, ilustra a vantagem do procedimento proposto no Teorema 15,
que utiliza um controlador chaveado, sobre o projeto de controle que utiliza um controlador
invariante no tempo, apresentado no Corolario 3. Um segundo exemplo numérico que
considera o problema de controle de backing-up a Truck-Trailer demonstra a eficiéncia da
metodologia proposta no Teorema 15. A minimiza¢ao do custo garantido 7%, mitigou
o efeito do disturbio na saida do sistema. O exemplo deixa claro que os propédsitos do
projeto de controle, como a criacao de regides invariantes que garantem a representacao do
sistema nao linear por modelos fuzzy T-S, mesmo estando ele sob pertubacoes externas,
sao totalmente alcancados. Finalmente, o projeto de controle 7%, é aplicado em um
exemplo pratico utilizando um sistema de suspensao ativa de bancada. O controle %,
chaveado se mostrou capaz reduzir as amplitudes maximas das oscilagoes das placas,

proporcionando conforto e seguranca ao sistema.
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6.2 PESQUISAS FUTURAS

Como perspectivas de pesquisas futuras, pode-se listar os seguintes topicos:

o Adaptar os resultados obtidos para o projeto de controle chaveado para realimenta-

¢ao de saida de sistemas incertos discretos no tempo.

o Além de satisfazerem as relagoes |Ah;(z(k))| < @i, 1 € K;, com 0 < ¢; <1, como
visto no Lema 2, as variacoes das funcoes de pertinéncia satisfazem a equacao
S 1 Ahi(z(k)) = 0. Dessa forma, as variagoes das fung¢oes nao pertencem apenas
ao subespago do R, dado pelo hiper-retdngulo (58), elas estao contidas na varie-
dade convexa de dimensao r — 1, dada pela intersecao do hiper-retangulo (58), com
o hiper-plano definido pela equagao Y7 Ah;(z(k)) =0 (MOZELLI, 2011). Sendo
assim, para incluir informacoes mais precisas sobre as variagoes temporais das fun-
¢oOes de pertinéncia no projeto de controle, é possivel utilizar os vértices do politopo
definido pela intersegao do hiper-retdngulo (58), com um hiper-plano. Portanto, de-
pois de uma analise de viabilidade, essa alternativa para o procedimento proposto

de projeto de controladores chaveados pode ser explorada em pesquisas futuras.

o Estudar o desempenho do controlador chaveado com a utilizacao de outras represen-
tagoes para a fun¢ao nao linear sat(u(k)), como apresentado em (TARBOURIECH
et al., 2011).
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