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Resumo

Modelagem matemética é uma ferramenta muito ttil para descrever feno-
menos, seja para prover uma explicacdo dos mecanismos subjacentes ou fazer
predicdes. Dentro do contexto de doengas infecciosas, modelos auxiliam na to-
mada de decisdes, permitindo comparagdes entre diferentes cendrios possiveis ou
revelando maneiras diferentes de agir sobre os mecanismos. Assim, é interessante
utilizar modelos para quantificar o efeito da heterogeneidade populacional na
dindmica do espalhamento de uma doenca na populacdo. Para isso, os modelos
age-of-infection sdo utilizados, uma vez que se mostram mais convenientes para
incluir os efeitos de suscetibilidade heterogénea de uma populacado. Esses modelos
sdo entdo generalizados para incluir a estrutura etdria da populacdo e encontrar o
efeitos causados no tamanho final da epidemia e limiar de imunidade de rebanho
induzida pela doenga. Também é feita uma implementagdo numérica desses mode-
los visando uma possivel aplicacdo mais pragmaética de tais modelos diretamente

a dados.

Palavras Chaves: Sistemas Dindmicos; Sistemas Complexos; Doengas Infecciosas;

Epidemiologia matematica.

Areas do conhecimento: Fisica; Biologia matematica; Epidemiologia.
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Abstract

The mathematical modeling of phenomena is a very powerful tool, be it to
provide an explanation of the underlying mechanisms or to make predictions.
In the context of infectious diseases, models help in decision making, allowing
for comparison between different possible scenarios or revealing different ways
to act on the mechanisms. Therefore, it is interesting to use models to quantify
the effect of population heterogeneity on the spread dynamics of disease in the
population. To this effect, age-of-infection models are used, given that they have a
more convenient structure to include the susceptibility heterogeneity of a popula-
tion. These models are then generalized to also include the age structure of the
population and find the effects on final epidemy size and disease-induced herd
immunity threshold. These models are also numerically implemented for a more

pragmatical application to data.

Keywords: Dynamical Systems; Complex Systems; Infectious Diseases; Mathema-

tical Epidemiology.

Related Fields: Physics; Mathematical Biology; Epidemiology.
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Introducao

A modelagem matemadtica permite quantificar os efeitos de diferentes hip6-
teses ou mecanismos, possibilitando diferenciar qual explicacdo estd por trds de
um determinado fendmeno. Assim, modelos matemaéticos ja bem consolidados
podem ser utilizados para realizar previsdes com as mais diversas utilidades. No
contexto de doengas infecciosas, modelos matemaéticos sdo muito tteis para definir
parametros relevantes no espalhamento de uma determinada doenga, de forma
que sdo essenciais para a tomada consciente de decisdes relativas a medidas de
contingéncia.

Assim sendo, o primeiro capitulo focard na estrutura geral da modelagem ma-
temadtica de doengas infecciosas, bem como a classe de modelos compartimentais,
que sdo os mais comumente utilizados. Serdo construidos modelos do tipo SIR
e SEIR, discutindo a interpretacdo dos diferentes parametros presentes em cada
modelo, bem como as diferentes suposi¢des por trds desses.

Ja o segundo capitulo discutira a classe de modelos age-of-infection explicitando
como ela se diferencia dos modelos compartimentais e como pode reproduzir os
resultados desses. Alguns resultados gerais, como a expressdo para Ry, e uma
implementa¢do numérica para essa classe de modelos serdo apresentados.

No terceiro capitulo essa classe de modelos serd generalizada para incluir
heterogeneidades na susceptibilidade de uma populagdo. As expressdes relevantes
serdo recalculadas e as consequéncias desta susceptibilidade heterogénea, por
exemplo no limiar de imunidade de rebanho, serdo discutidas.

Por fim, o foco do quarto capitulo serd a inclusdo da estrutura etaria da popu-
lagdo na classe de modelos acima e em reproduzir os resultados essenciais para
essa versdo mais geral de modelos. A necessidade de considerar essas heteroge-
neidades se torna muito clara ante esses resultados.



Capitulo 1

Modelos matematicos para doencas in-

fecciosas

A modelagem matemaética de doengas infecciosas se baseia em descrever a
evolucao temporal do ntimero total de hospedeiros sem a doenca (X) e do ntimero
total de hospedeiros com a doenca (Y). A subdivisdo desses grandes grupos
em diferentes classes é ttil uma vez que essas diferentes classes podem possuir
diferentes relagdes com a doenga. Um exemplo muito comum é a divisdo de
hospedeiros sem a doenga em suscetiveis (S) e recuperados (R), uma vez que é
muito comum o desenvolvimento de imunidade a doenca apds a recuperacao.

Doengas infecciosas se espalham através do contato de um hospedeiro susce-
tivel com o agente etiolégico (bactéria, virus, parasita, etc.). Esse contato pode
ocorrer de maneira direta, pelo contato fisico com um hospedeiro infectado, ou de
maneira indireta, através de um vetor, hospedeiro intermediario de outra espécie,
superficies contaminadas ou secre¢des de um hospedeiro contaminado (goticulas
de saliva e catarro, sangue, sémen, etc.). Nos casos de doengas transmitidas por
vetores ou hospedeiros intermedidrios, muitas vezes se faz necessério descrever
também a dinamica da doenga nessas outras populagdes. Nos outros casos, é
comum os modelos considerarem que a transmissdo ocorre através do contato de
um hospedeiro suscetivel com um que estd com a doenga, o que muitas vezes leva
a divisdo desse grupo em classes relativas a capacidade de causar infeccéo.

Uma medida 1til da transmissibilidade de uma doenca infecciosa numa dada
populacdo é o nimero médio de novas infecgdes que um hospedeiro com a doenca
gera na populacdo no decorrer de todo o periodo em que ele estd com a doenca.
Essa medida esta relacionada com o ntiimero de novos casos da doencga, uma vez
que se esse nimero for maior do que 1, um hospedeiro com a doenca infecta mais
de um hospedeiro suscetivel, em média, gerando uma tendencia do nimero de
casos da doenga aumentar. Ja quando esse nimero é menor do 1, um hospedeiro

com a doenca, em média, ndo consegue gerar uma infeccdo para o substituir e
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numero de casos tende a cair. No caso de uma populagao totalmente suscetivel
essa medida é conhecida como ntimero reprodutivo bésico, ja no caso de uma
populacdo geral é conhecida como ntimero reprodutivo efetivo.

A relagdo entre o nimero reprodutivo efetivo e a capacidade da doenca se
espalhar numa dada populagao indica a possibilidade de usa-lo para obter um
limiar para a fragdo de hospedeiros imunes a doenga que impediria o espalhamento
da doenga pela populagédo, esse limiar é conhecido com limiar de imunidade de
rebanho. Outro limiar importante relacionado com a transmissdo da doenca é o que
dita quando o nimero de casos deixa de aumentar e comeca a diminuir, levando
ao fim de um surto epidémico. No caso de uma populagdo homogénea, ambos
os limiares coincidem. Porém, numa populacdo com diferentes suscetibilidades,
os hospedeiros mais suscetiveis sdo infectados primeiro, deixando a populagao
efetivamente mais resistente e causando a queda no ntimero de casos antes do
limiar de imunidade de rebanho. Esse segundo limiar é conhecido como limiar de
imunidade de rebanho induzida pela doenga, de forma a diferencid-lo do primeiro.

Um dos modelos mais simples pra doengas infecciosas surge ao considerar uma
doenca ndo letal onde todos infectados tem a mesma capacidade de transmissao
e cujos recuperados possuem imunidade completa e eterna se espalhando numa
populacdo homogénea fechada, ou seja, que ndo possui imigracdo, emigragao,
6bitos ou nascimentos. Além disso, serd considerado que o niimero de contatos
que podem gerar infeccdo por unidade de tempo é constante e 0 mesmo para
todos os hospedeiros, que a probabilidade de um infectado se recuperar da doenca
é sempre a mesma e que a populacdo estd bem misturada, ou seja, a probabili-
dade do contato entre dois individuos é a mesma independentemente do par de
hospedeiros considerado.

Como dito anteriormente, a suposi¢do sobre a doencga nos leva a dividir os N
individuos da populagdo em suscetiveis (S), infectados (I) e recuperados (R), de
forma que N = S + I + R e a suposicdo de populacido fechada pode ser escrita

como dd_];] = 0. Assim, as suposi¢des acima podem ser reescritas como:

5 .dN _ 0.
1. Populagéo fechada: %7 = 0;

2. A probabilidade y de um infectado se recuperar em uma unidade de tempo é
constante, de forma que o ntiimero de infectados que se recupera por unidade

de tempo é 71, em média;

3. Cada hospedeiro faz B contatos que podem causar infec¢do por unidade de

tempo, de forma que o ntimero de contatos que os suscetiveis fazem por
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unidade de tempo é BS, em média;

4. Numa populagdo homogénea e bem misturada a probabilidade de que um
contato de um hospedeiro qualquer seja com um outro que estd infectado é
simplesmente %

Figura 1.1: Diagrama representando a divisdo em classes de um modelo SIR, setas
solidas indicando a evolugdo da doenga e a seta pontilhada indicando contato
infeccioso

Devido a suposicdo 1, a taxa de saida em I e a taxa de entrada em R sdo as
mesmas e sdo dadas pela suposicdo 2. Similarmente, a taxa de saida em S e a taxa
de entrada em I sdo as mesmas e sdo dadas pelo niimero de novas infec¢des por
unidade de tempo, que pode ser calculado das suposi¢des 3 e 4, uma vez que é
equivalente ao nimero de contatos que podem gerar infeccdo entre um suscetivel
e um infectado e isso é facilmente calculado multiplicando o ntiimero total de
contatos que os suscetiveis fazem por unidade de tempo pela probabilidade de
que esse contato seja com um infectado. Assim, o ntimero de novas infec¢des por

unidade de tempo é dado por % e 0 modelo pode ser escrito como:

6;—? = —'BWSI, (1.1)
% = % — I, (1.2)
‘Z—lj = 7l. (1.3)
Desconsiderando novas infecgdes, a segunda equagéo se torna % = —vI, cuja

solucdo é I(t) = I(0)e~ . Assim, considerando apenas um infectado que contraiu
a doenga em t = 0 e ficou isolado (I(0) = 1), o tempo médio que ele permanece
infectado pode ser encontrado por [;° tI(t)dt = [~ te"7'dt = 771, 0 que fornece
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uma interpretacdo intuitiva para o paradmetro : o inverso do tempo médio de
duragao da infeccao.
Além disso, como S + I é suave, limitada inferiormente, ja que S > 0el > 0,

decrescente, ja que d(f;r[) = —vI < 0 dasoma das duas primeiras equagdes acima,

ela tende a um limite para t — co e sua derivada tende a zero. Portanto, I — 0
quando t — oo, de forma que as equagdes descrevem apenas um surto epidémico.

Note que devido a suposi¢do 1, uma das equagdes é redundante, uma vez que é
possivel encontrar uma das varidveis utilizando S + I 4+ R = N, levando em conta
que N é constante. Outra maneira conveniente de escrever essas equagdes é em
termos das fragdes da populacdo em cada classe, ou seja, em termos des = S/N,
i=1/N,r = R/N, de forma que as equagdes se tornam

ds .

a = —’BSl, (14)
di . .

i Bsi — vi. (1.5)

Reescrevendo a segunda equacdo como d ; (/is )i, é facil notar que > 0

se /35 >1 e ; < 0Ose ﬁ < 1, o que indica que R.ff(s) = ’87 deve ser o niimero
reprodutlvo efetwo desse modelo. Isso é corroborado pela interpretagdo de !
como sendo o tempo médio que um infectado leva para se recuperar e fs o nimero
de casos que um infectado consegue gerar. O resultado Ry = B % para o nimero
reprodutivo bdsico surge ao tomar s = 1 para que toda a populagao seja suscetivel.

Para essas equagées é possivel encontrar uma solugdo implicita i(s) conside-

rando que d < = g; Zg e aplicando o teorema da funcdo inversa para s de forma a
di _ di/ds.

escrever ds — 4t/ di-

di_,[%si—'yi_l_l

ds —Bsi  PBs
= i(s) — i(so) = ;—Sld’ / <ﬁ—s—1) ds’
= i(s) —ip = % (In(s) = In(s0)) = (s — s0),
—~—
1/Ry

onde sy e i(sg) = iy sdo as condicdes iniciais.
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Comoi —+ 0es — se quando t — oo, a fracdo total de pessoas infectadas
durante a epidemia é simplesmente 1 — s« € é possivel encontrar o tamanho final

da epidemia tomando esse limite na expressdo acima:

In(se) — In(so)
Ro

= li’l(So) — Ro(SO + 10) = lﬂ(Soo) — R()Soo
= In(sge” RoGotio)) = [31(s.0e~ R0%)

— 506—730(50-*-10) — sooe—RoSoo

—ip = — (800 — 50)

= —RoSOE_RO(SO+iO) = —'R()Sooe_Ros‘x’
= W(—Rosoe_RO(SO+i0)) = —RpSeo
= S0 = —W(—=Rgsge” Rolsotio)) /Ry

onde W(x) é a fungdo W de Lambert, ou seja, W(xe*) = x parax > —e L.

F notével que o tamanho final da epidemia depende somente de R, ou seja, da
razdo B/, e ndo de p e y diretamente, isso pode ser visto na expressdo analitica
ou ja nas equacgdes adimensionalizadas. Esse fato ja era esperado para esses
modelos, j& que alterar B e y mantendo Ry fixo significa que o mesmo niimero de
pessoas é contaminada durante a duragdo de um periodo infeccioso. Por exemplo,
reduzir § e ¥y mantendo Ry = 2, significa que menos contatos infecciosos ocorrem
por unidade de tempo, porém os infecciosos também passam mais tempo com a
doenga e podendo infectar, de forma que o niimero de novos casos por ciclo de
infeccdo continua o0 mesmo, esse ciclo apenas ocorre num intervalo de tempo mais
longo.

As suposigdes feitas para obter esse modelo sdo muito simples e irrealistas
para que ele seja aplicavel na maioria dos casos. Um exemplo de tal caso é
quando a doenga possui um periodo latente no qual o hospedeiro esté infectado
porém ndo é capaz de trasmiti-la. E possivel levar em conta isso aumentando
7 de forma a fazer um hospedeiro passar menos tempo na classe transmissiva,
porém isso acarreta em hospedeiros com a doenga permanecendo em S ou sendo
prematuramente colocados em R, classes que seriam de hospedeiros livres da
doenca, produzindo predi¢des erroneas do ntimero de hospedeiros em cada classe.
Uma maneira melhor de levar isso em conta consiste em dividir o grupo de
hospedeiros com a doenga em uma classe de infectados latentes E (Expostos) e de
infectados infecciosos I, de forma que adicionando

¢ A probabilidade x de um exposo se tornar infeccioso em uma unidade de
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tempo é constante, de forma que o nimero de expostos que se tornam
infecciosos por unidade de tempo é xE, em média;

as suposicdes do modelo anterior, as equagdes se tornam:

is__pst »
E;—If = % —«xE, (1.7)
% =xE — I, (1.8)
lzl—l: =l (1.9)

Figura 1.2: Diagrama representando a divisdo em classes de um modelo SEIR,
setas s6lidas indicando a evolucdo da doenca e a seta pontilhada indicando contato
infeccioso

/ /)_ ___________
!/ 4 \\
l: K Ly
. B .E ’:
.. 7

Para levar em conta um periodo pré-sintomatico que possui transmissao a uma
taxa diferente do periodo sintomatico, basta modificar um pouco esse modelo.
Considerando que os pré-sintomaticos E possuem forca de infecgao relativa aos
sintomaéticos €, o modelo se torna:

dS  BS(eE+1I)

TR~ (1.10)
clli_]f _ ,BS(GZI\E]—i— I) _XE, (1.11)
% =«xE —7I, (1.12)
il_I: =l (1.13)

Vale notar que devido as diferentes taxas de transmissao para cada classe, a
infectividade total ¢ = €E + I passa a aparecer no célculo de novos casos.
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A construgao desses modelos, conhecidos como SEIR, explicita a 16gica por
tras dos chamados modelos compartimentais, onde diferentes comportamentos re-
lativos a doenca sdo levados em conta dividindo a populagdo em diferentes classes
com um comportamento bem definido. Quanto mais detalhes forem necessarios
incluir, mais classes deverdo ser criadas. Esses modelos sdo muito tteis e preva-
lentes porque sdo inteiramente baseados num sistema de equagdes diferenciais
ordindrias, o que permite solu¢do numérica de forma simples e eficiente, sua facil

compreensdo e adaptacao.



Capitulo 2
Modelos age-of-infection

Uma outra maneira de flexibilizar as suposicdes para considerar tais diferencas
de comportamento em hospedeiros com a doenga é utilizando uma légica mais
préxima do que realmente acontece, considerando que parametros que os descre-
vem dependem do tempo passado desde sua infecgdo. Ou seja, a infectividade e a
probabilidade de continuar com a doenga vdo depender explicitamente do tempo
T que decorreu do momento em que a doenga foi contraida até o presente, esse
tempo é conhecido como idade da infeccdo.

Sendo i(t,T) o numero de infectados no tempo ¢ com idade da infecgdo T,
io(t) = i(t,0) = ISST(P o namero de novas infec¢des no tempo ¢, e considerando
ainda B(t) como sendo a probabilidade de que um infectado continue com a
doenga até idade da infecgdo T, portanto B(0) = 1 e limr—c B(T) = 0, é possivel
escrever i(t,T) = ig(t — T)B(T). Assim, o numero total de hospedeiros com a
doenga no tempo t é dado por

v(t) = [ ittt = [iott - 0BT = £ [Ts(t gt - 0B,
0 0 0
(2.1)
Ja a infectividade total pode ser encontrada considerando a infectividade

relativa 77(7) para uma idade da infec¢do 7, de forma que

o) = /O°° (0)i(t, T)dt = % /0°° S(t—1)g(t — T)n(T)B(D)dr.  (22)

E conveniente reescrever esses modelos utilizando a infectividade definida por
A(t) = n(7)B(7), que esta diretamente relacionada com o nimero reprodutivo
basico e efetivo, uma vez que considerando um tnico recém infectado ¢(t) =
nt(t)B(t) = A(t) e, portanto, o numero de contatos infecciosos que ele faz ao longo

de sua infecgéo é

/0 ,Bgo(t)dt:ﬁ/o A(b)dt, 2.3)
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que corresponde ao nimero de infec¢des secundarias que ele pode gerar numa

populagdo totalmente suscetivel, de forma que

RﬂzﬁAmAﬁﬂt (2.4)

Numa populacdo homogeénea, apenas uma fragdo S/N desses contatos se darao

com suscetiveis e de fato resultardo em infec¢des secundérias. Portanto,

'Reff = Ro% = %(t) /OOOA(t)dt. (2.5)

Nas equagdes acima, o trecho da integral de t a co necessita de conhecimento
de S e ¢ para tempos anteriores a 0, isso ocorre pois é necessdrio fornercer a
histéria inicial para resolver essas equagdes. Um jeito mais conveniente escrever
as equagdes deixa isso mais explicito é fazendo a mudanga de varidvel u =t — T e

separando a integral:

/ A(t —u)du
N/ t—udu—i—ﬁ/ u)A(t —u)du,

histéria 1n1c1a1 @o(t)

= o(t) = N/’ At — u)du, (2.6)
Similarmente,
Y(t) = N/’ B(t — u)du. 2.7)

Assim, o modelo é descrito por um sistema que envolve uma equagdo diferen-

cial e uma equacdo integral, a saber

s ﬁS
= 2.8)
p(t) = N/ At —u)du. (2.9)

Esses modelos sdo mais gerais que os modelos compartimentais. De fato, é
possivel obter qualquer estrutura compartimental para hospedeiros com a doenga
dado uma escolha apropriada de B(7) e 7(T) (ou equivalentemente A(7)). Para

ver isso é preciso tomar a derivada das equacgdes (2.6) e (2.7), o pode ser feito
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utilizando a férmula de Leibniz, para obter

‘Z_‘f:@/()+£s() N/ A'(t— u)du (2.10)

e, similarmente,

dy

o =Yy(t) + I’iS( Ho( N/ "(t — u)du. (2.11)

A escolha de B(7) e A(T) é determinada por quais classes o modelo precisa repro-
duzir. Por exemplo, no modelo SIR um infectado tem chance -y de se recuperar
a qualquer instante de tempo, de forma que T unidades de tempo apds a sua
infecgdo a chance de ele continuar com a doenga é B(1) = e~ 77. Além disso, a
infectividade relativa é constante, de forma que 77(7) = 1 e A(t) = B(7). Uti-
lizando que A’(t) = —yA(T) e que inicialmente temos I infectados, ou seja,

@o(t) = IpA(t), a equagdo (2.10) fica

L;q: = —'onA(t) %S ,YN/ A(t—u)du
_ B30l _ (IOA S()p(u)A(t — u)du)
qvﬁ) ’

dp _ BSe

@~ N

que é exatamente a equacgao para I do modelo SIR.

Para reproduzir um modelo SEIR é preciso saber como um infectado evolui no
tempo. Como todas as novas infec¢des comegam em E (somente E possui termo de
novas infecgdes na entrada) utiliza-se as condicdes iniciais pp(0) = 1e p;(0) =0
para considerar uma nova infeccao e retira-se os termos de novas infec¢des das

equagdes, ou seja, considera-se

d
dpr _

T = KPE =PI,
pe(0) =1,

p1(0) =0
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cuja solugao é

pe(t) =7,

K
pi(t) po—

(e—Kt . e—7t>

de forma que a chance de um um infectado continuar infectado T unidades ap6s a
sua infecgdo é B(7) = pe(T) + p1(7), onde o primeiro termo representa a chance
de ele ainda estar em E e o segundo a chance de ele estar em I. Similarmente, a
infectividade é dada por A(7T) = epr(7) + p1(T), uma vez que todos infectados
em E possuem uma infectividade e relativa a todos em I. Essa escolha de A(7) e
B(7) deve reproduzir o modelo SEIR e, de fato, isso acontece. Note que

A(t) —eB(T
/(1) = ph(x) + p}(1) = —xpe + xpe — vps = —ypr = —y )~ P

e, similarmente, A’(7) = ex(B(7) — A(7)) — 12 (A(1) — €B(7)). Considerando
novamente Ej recém infectados em t = 0 de forma que ¢o(t) = EgA(t) e Yo(t) =
EoB(t), as equagdes (2.10) e (2.11) ficam

dg _ BS¢ g

o T€+K(Y ) m((l’ €Y),

day  BS¢ 0%
HoN 1o eY)

fazendo a diferenca de ambas e também multiplicando a segunda por € e sub-

traindo da primeira resulta em

d(Y —¢) _ BS¢
B k(v - ),
d(p —eY
W) (v~ g) ~ g —e¥)
que tem exatamente o formato das equagdes para E e I. Tomando E = g:f e

I = (Pl__eey, que equivalea Y = E+ 1 e ¢ = €E + I, recupera-se exatamente as

equacdes para E e I do modelo SEIR.

Aldgica apresentada para obter A(7) e B(T) para o modelo SEIR pode ser apli-
cada para obter o modelo age-of-infection equivalente ao modelo compartimental
original. Assim, dado um modelo compartimental, é possivel encontrar o modelo

age-of-infection equivalente através do seguinte processo:
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1. Defina as condicdes iniciais apropriadas baseado nos termos de novas infec-
¢Oes: as condigdes iniciais sdo dadas pela fragdo das novas infec¢des que a

classe recebe;
2. Resolva as equagdes sem os termos de novas infecgdes;
3. Defina B(T) como a soma das solugdes;

4. Defina A(T) como a soma pesada pelas forgas relativas de infecgdo.

Apesar da generalidade desses modelos, o fato de uma das equagdes involver
uma integral dificulta a aplicacdo de métodos numéricos para resolvé-los, o que
limita a aplicagdo dessa classe de modelos a dados. Os métodos usuais disponiveis
consistem em discretizar a integral para calculd-la numericamente a cada passo de
tempo, porém isso acaba sendo ineficiente. Ainda assim, foi implementado uma

solugdo numérica utilizando o algoritmo descrito abaixo.

1 t=0

2: enquanto t < fg;,, faga

3 S(t+dt) =S(t) — wm‘ > Calculando S pelo método de Euler

4: T=0 > Limite inferior de integracdo

5 p(t+dt) =0

6 enquanto T <t faca > Limite superior de integracdo

7: @(t+dt) = @(t+dt) + ﬁs(r)(P(]{,)A(t_T) > Aproximando a integral por
uma soma de Riemann

8: T=T+dt

9: fim enquanto

10: t=t-+dt

11: fim enquanto

Os resultados dessa implementagio podem ser vistos na figura 2.1. E possivel
notar que, apesar do custo computacional maior, 0 método concorda muito bem
com o resultado esperado e pode ser utilizado para resolver as equagdes em
situagdes em que ndo hé sistema de equagdes diferenciais andlogo, como o caso
da figura 2.2, na qual foi utilizado uma distribui¢cdo do intervalo de geragdo
log-normal com parametros p = 1.386 e 0 = 0.568.

Uma outra maneira de escrever esses modelos é utilizando a distribuicdo do
intervalo de geracdo K(7) que ¢é a distribui¢do de probabilidade de, dado um



Capitulo 2. Modelos age-of-infection 14

Figura 2.1: Comparagdo entre a solu¢do numérica do modelo age-of-infection e da
solugdo do sistema SEIR equivalente

(a) Suscetiveis S(t)
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9000 T
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7000 T
6000 T
5000 T
0 5 10 15 2 2 30 35 40 45
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400 1
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Tempo (dias)
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Figura 2.2: Solugdo numérica para um caso em que ndo hd sistema de equagdes
diferenciais ordindrias equivalente

(a) Suscetiveis S(t)
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hospedeiro infectado que causa uma infeccdo secundaria, se passar T unidades de
tempo entre o hospedeiro se infectar e entdo causar uma infecgdo. Dessa descrigdo

é facil perceber que fooo K(7)dt =1 e essa grandeza esta diretamente relacionada

com A(T), de forma que K(7) = B 7’240(;]) e as equagdes da dindmica se tornam

ds
yri —S(t)3(t), (2.12)
3(t) = Ro / S(t—1)3(t — T)K(7), (2.13)
0
onde J(t) = ﬁq’T(t) é a taxa de ataque. Essa forma sera utilizida para incluir

heterogeneidades na susceptibilidade, uma vez que é possivel pesar diretamente
a taxa de saida da primeira equagdo por uma susceptibilidade relativa a outros

individuos da populagao.



Capitulo 3

Susceptibilidade heterogénea numa po-

pulacao

Seja a a suscetibilidade relativa de um dado individuo e considere que a esté
distribuida na popula¢do com distribui¢do de probabilidade f(x). Para cada
suscetibilidade, hd um ntmero reprodutivo médio R,, de forma que o nimero
reprodutivo basico é Rg = [ #Ref(«)da. Considere também S,(t) a fragdo de
individuos suscetiveis com suscetibilidade « na populagdo, assim a fragdo de
suscetiveis na populacdo é S(t fo a)dw. No comeco da infecgdo todos
sdo suscetiveis, logo S, (0) = 1.

A evolugdo da epidemia é dada pelo modelo

= —ja(t) = —aSa(t)I(t) (3.1)

3t = < / N dTR,XK(T)j,X(t—T)> , (3.2)

onde K(7) éa distribuigéo do intervalo de geragao e J(t) é a taxa de ataque.

Da equagdo (3.1) = —aJ(t) = In(Sy) = —u fo t')dt' e, portanto,

5 dt
Su(t) = e=*2(t), onde Z(t fo J(t')dt'. Assim, é posswel reescrever a equagao

(3.2) como

= /Ooo du /Ooo At f(a)RaK(T)aS(t — T)I(t — T),

:/Ooodoc/ooodrK(T)J(t—r)f( YRagae “Z(E-T),
_ /0 " AT (1)t — 1) /0 " o aR, f(w)e W20,

17
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de onde surge naturalmente

Refs(t) :/0 AR f(a)e 2 da.

Figura 3.1: Relagdo ndo-linear de R, ¢
rogénea na populagdo obtida através da solucdo numérica do sistema

(3.3)

com S causada pela susceptibilidade hete-

1.0

————— Classico: R, = RyS
0.9 1 -7
—— Susceptibilidade heterogenea 7

0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
S

1.0

Essa equacao explicita como a relagdo entre R, ¢r e S ndo € linear. Uma con-

sequéncia desse fato € que R,sr pode decrescer muito mais rapidamente do que

previsto pela relacdo usual R,rr = RS, especialmente no comego da pandemia,

como pode ser visto na figura 3.1. De fato, no comeco da pandemia S ~ 1 e

Sy~ 1= e %2t ~1—waZ(t), o que possibilita a expansio da equacio (3.3) em

termosde1 — S -
Regf(S) = /0 aRof(a)(1 — aZ(t))da

- /0 ) R f (w)do 21 | @R flw)de,

-

Ro

<042Ra>
Ro

= Refr(S) = Ro(1 - Z(t) ),
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o0

como S = [ daf(a)e ™) ~ [Fdaf(a)(l—aZ(t) =1- Z(t‘)/O dof (a)a

\ﬁl/_/
= 1—- S~ Z(t), de forma que
Refr(S) = Ro(1—A(1-5)),
onde A = %:TR:? é denominado coeficiente de imunidade. O limiar de imuni-

dade de rebanho se torna
I~ A 11 -Ryh).

Multiplicando a equac@o (3.1) por f(«a) e integrando sobre todos os a tem-se

iz_f = —J(t) /Ow af ()e™*2Wdn = —3(1)Sef4(8),

onde -
Sefs(t) :/o af (0)e 2 da. (3.4)

Para calcular o tamanho final da epidemia, é necesséario saber

Zo = lim Z(t) = /0°° 3()dt

t—o0
Zoo = /°° dt /OO ATK(T)3(t — T)Refs(t — 7)
0 0

o Fe = /Ooo dTK(7) /_°° A R () 3(F).

Mas J(t) = _ 1 45 de forma que

Serr(t) dt’

Ref(t') ds

o %) %) ,
Zo=— [ K@) [ a SE i

o S Reff(S
Zoo = _/ dTK(T)/ 45 ff((s))
\O_\,_/ 1 eff

1, por definicao

1 Ryee(S
=z, = | ds=f (5)
Soo Seff(s)
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Porém, Seo = fooo daf(a)e %=, de forma que S é dado pela equagio transcen-
dental
[t eff 5)
Soo eff )

S0 = /O " duf()e (3.5)

A suscetibilidade « de um hospedeiro decorre de varios fatores, tanto biol6gi-
cos, como idade ou imunidade parcial herdada, quanto sociais, como frequentar
habitualmente locais de maior exposi¢do ou condi¢des socio-economicas em hu-
manos. Assim, é razodvel pensar em & como sendo uma varidvel aleatéria que
resulta do produto de diversas outras varidveis aleatérias e que, portanto, segue
uma distribuicdo log-normal. Porém n&o é possivel encontrar resultados analiti-
cos para essas expressdes no caso de uma distribuig¢do log-normal, de forma que
se torna mais interessante considerar uma distribui¢do gama, ja que ambas sdo
qualitativamente similares.

Assim, considerando R, = CaX e a seguindo uma distribui¢do gama

fla) = —zx’? “lea/n

o nimero de suscetiveis se torna
7—1 - t)41
S(t) = / do L ¥ EOTy)
1
17

entdo fazendo a mudanga de varidveis «’ = a(Z(t) + %)

() = —— 1/ daloli e,
(2004 )7 L
Q)
de forma que S = —1— e também
(rZ2+1)7

=2

Ro = L1/ do txﬁ%e_
()0
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que fazendo B = a /7 resulta em

X+i+l e
Ry= L [Tapprtie
L &
T(x+5+1)
x+1 1
Ry Cy P()(1—|- s 1)
r(})
De forma que
Sel D+
— S.(t) = 111< 1) / clzxoc'?e“
LG T
F( +1)
141 147
:Se—(zl ) =< L ) = g1tl
120+ (h2(t) + 1)1
e ainda
Re(t) = = da o E O y)
()7 0
Xty 141 )
X+
— Re(t l % (Z %> A da’ « ]
’7 L(x+5+1)
1 nx+1+y
W = (172 1)
onde o expoente 1 + 17( = A coincide com o coeficiente de imunidade
definido acima, j4 que A = <“R7§“> e
(02Rg) = Xtgtl,— 5
C 1 Cp T (x + 5 +1) 1
= T (x4 2) = T (14— +x)
LG 7 T
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= (®Ra) = Ro(1+1(1+x))-

Portanto R.(S) = RoS* e o limiar de imunidade de rebanho se torna Sy =
1

(%)
Ro) -

Esses resultados sdo muito robustos, concordando razoavelmente até com
casos em que a distribuigdo ndo é nenhum pouco semelhante a uma gama. Por
exemplo, no caso de trés diferentes classes de hospedeiros, uma duas vezes mais
suscetivel que a média, uma duas vezes menos suscetivel que a média e a média,
onde 50% da populagdo pertence a essa tltima e os outros 50% estdo igualmente
divididos entre as outras duas classes, f(«) = Y'>_, p;6(a — a;), onde as condigdes
de normalizacdo resultam em Zf’:l pi=1le 2?21 ajp; =1. Como p; = p3 =025e€

p2 = 0.5 e a3 =20y, 0.507 = 1, , das considerac¢des acima, entdo:

3
9
i=1

gy D
279
e portanto
N Y2 adp; 0522 402555 + 025958
T v3 2., 64 16 256 7
Y3 a2p; 058 40255 40252
36
A~ — =1.44.
25

A comparagdo abaixo mostra o limiar de imunidade de rebanho predito utili-
zando o resultado obtido para a distribui¢do gama e o limiar obtido da solucao
numérica do modelo e exemplifica como esses resultados podem ser aplicados até

mesmo em casos além das suposi¢des iniciais para obter uma estimativa.

Ro | Spr predito | Sy numérico
2 0.618 0.625

25 0.529 0.535
3 0.466 0.475

Apesar desse modelo ja fornecer uma descrigdo razoavel do efeito da hete-
rogeneidade na dinamica da doenga, ele condensa todas as possiveis diferengas
em suscetibilidade, desprezando outras possiveis heterogeneidades, como por
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exemplo nos contatos. Para mitigar isso, se faz necessaria uma generalizagdo desse
modelo para incluir estrutura etaria, que é uma das principais origens de diferen-
tes suscetibilidades, mas que também cria uma diferenga nos contatos devido aos

diferentes comportamentos sociais em diferentes idades.



Capitulo 4

Modelos com estrutura etéria e suscep-

tibilidade heterogénea na populacao

A inclusdo de estrutura etdria seguird a l6gica dos modelos de dinamica popu-
lacional, de forma que a andlise de sua forma geral se faz muito instrutiva. De fato,
a dindmica de uma populacdo com estrutura etaria pode ser descrita considerando
a densidade populacional p(t,a) para uma dada idade a no tempo t. Ou seja,
N(t) = [y p(t,a)da representa a populagdo total no tempo t e p(t,0) = F(N(t))
os nascimentos. Além disso, os individuos envelhecem de tal forma que, des-

prezando 6bitos e nascimentos, p(t + T,a 4+ 7¢) = p(t,a), onde ¢ representa uma

p . . a e A
possivel diferenca de unidades entre t e a. Em outras palavras, — = ¢ e a dinamica

ot

dessa populacdo pode ser descrita por

slp(t,a)p) = WD _ W) | Opllia) 7
onde g representa processos migratorios e 6bitos.

No caso de doencas infecciosas, o interesse é novamente em descrever a evolu-
¢do temporal dos grupos com a doenga e livre de doenca da populacdo, porém
agora considerando as densidades etarias desses grupos. Ou seja, deve ser con-
siderado as densidades X (t,a) de hospedeiros livres da doenga com idade a no
tempo t e Y(t,a) dos hospedeiros com a doenca.

E importante notar que a idade ird exercer grande influéncia nos contatos
uma vez que ela influencia nos comportamentos sociais e induz tendéncias, por
exemplo, seres humanos costumam interagir com pessoas de idade semelhante.
Para levar isso em consideragdo, serd introduzida a funcado de contatos C(a,b) que
diz qual a probabilidade de um contato infeccioso de um hospedeiro com idade
a ser com outro hospedeiro de idade b. Além disso, a idade de um hospedeiro
também pode influenciar na evolucdo da doenca, sendo necessério considerar
A(t,a) e B(t,a).

24
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Sendo S(t,a) a densidade de suscetiveis com idade a no tempo t e ¢(t,a) a
infectividade total para hospedeiros com a doenga e idade 2 no tempo ¢, o ntimero
de novos casos com idade a no tempo t é w Jo" Cla,b)e(t,b)db, assim

¢(t,a) = /Ooo (T, a)i(t,T,a)dt = /Ooo ni(t,a)B(t,a)i(t —1,0,a — t&)dT

e, ignorando nascimentos e 6bitos pois ocorrem numa escala de tempo muito mais

longa que a dindmica epidémica, o modelo pode ser escrito como

a5 Eitt’”) __F (”)i](t'”) /0 " C(a,b)g(t, b)db, 42)
o(ta) = /O°° Az, )Pl TC)S(;V_ T8 T6) /0°° Cla— &, b)g(t — 7, b)db d.
(4.3)

Ou, em termos da distribui¢do do intervalo de geracdo K(7,4) e da taxa de

ataque J(t,a)

dS(t,a)
dt

3(t,a) = Ro /0°° K(t,a)S(t— 1,0 — ) I(t — T,a — w&)dt,  (45)

_ _S(ta) /000 db C(a,b)3(t,b), (4.4)

d d

onde, vale lembrar, TR, +¢ 3

Para simplificar o modelo, é razodvel assumir que o curso da doenga nao
depende da idade do hospedeiro, ou seja, que A, B e K ndo dependem da idade.
E possivel simplificar mais ainda o modelo considerando que toda a dinamica
populacional ocorre numa escala de tempo muito mais longa que a dinamica
epidémica e, portanto, até mesmo o envelhecimento pode ser desconsiderado
(¢ — 0) de forma que

as(t, 0
f;t ) _ _5(t,a) /0 db C(a,b)J (1, b), (4.6)
3(t,a) = Ro /Om K(1)S(t—7,a)3(t — 7,a)dx, @&.7)
onde % =3 aqui.



Capitulo 4. Modelos com estrutura etdria e susceptibilidade heterogénea na populagio 26

A susceptibilidade serd inclusa de maneira semelhante a feita anteriormente,
porém agora considerando a susceptibilidade relativa a(a) distribuida na popu-
lagdo com distribuigdo f(a,a) de forma que [;° f(«,a)dx é a distribuigao etéria
da populagéo fooo (t,a,a)f(a,a)du representa a fragdo da populagdo suscetivel e

= [dua [daa(a)Raf(a, a). Similarmente ao caso anterior, as equagdes que

descrevem a dindmica sdo

ds(t,a,a)

T = —ua(a)S(t,a,a) /db C(a,b)I(t,b) = —j(t,a,a), (4.8)

J(t,a) /doc/ at f(a,a)RaK(T)j(t — T, 0,a). (4.9)

Pela equacio (4.8), S(t,a,a) = e~ Z(t9) onde Z(t,a) fo [db C(a,b)3(¢,b)dt,
que substituindo em (4.9)

J(t, a) /d«x/ at f(a,a) MK(T)oc(a)S(t—T,oc,a)/db C(a,b)3(t —1,b)

._/th ) [ b Cla,b)3(t—7,b) [ duala)f(a,a)Rope 21

e, portanto
eff al /d‘x ala Ra, ae—tx(a)Z(t,a)’ (4.10)

Refr(t /da/dzxzx YRae 421 (4.11)

Multiplicando a equagéo (4.8) por f(«,a) e integrando sobre todos os «

dS(t,a) dfdocf w,a)S(t,a,a)
dt dt

/d(x f(a,a) tzxa/dbCab)(tb)

/ﬁafaa ﬂﬂf“/ﬁbCab)ub)

de forma que

Serf(t,a) = /d«x f(a,a)a(a)e*Z ), (4.12)
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Para encontrar o tamanho final da epidemia, é preciso encontrar Z;. =

lim;_,o Z(t,a), assim

Zaeo = lim Z(1,0) / /dbCab (t, b)dt
Zh00 = /db C(a,b)/ dt/ at K(T)Reff,b(t—r)/de C(b,e)I(t—1,e)
0 0

S Zpe = /O T dr K(7) / o:dt’ / db C(a,b)Refry(t) / de C(b,e)J(t, ¢).

. dS(tb)
Sepf(bb) (¢

Mas [de C(b,e)I(t,e) = — , portanto

e © 1 ds(tb)
f arke [ a favcanRnt) s G

Z = /dTK /dbCab/ g et (F) dS(E, )
e Serf(t,b)  dt

00 Sh,e0 Reff,b(s(b))
- [Tark@) [avcab) [ A0) g 5H),5)

B 1 Rerrp(S(D))
= Zyeo = /db C(a,b) /sb,w 505 .y

Como Sge0 = [da f(a, a)e v@Z(ta) 4 equacdo transcendental que determina

Sa,oo é

S
a) [db C(ab) 5, dSy Refrp)

Saeo = / do f(a,a)e Sefs S 4.13)

e, portanto, o tamanho final da epidemia é

- db Clab) [ ds, ~erh0)
G o /da/docf(zx,a)e a(a) [dbC(ab) f5 D) (4.14)
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Vale ressaltar que mesmo para « independente de a, C(a, b) introduz hetero-
geneidades nos contatos de forma que o caso anterior ndo é recuperado. Similar-
mente, para C(a, b) homogéneo o caso anterior ndo é recuperado, uma vez que «
dependendo de a introduz novas heterogeneidades. O caso em que « independe
de a e C(a, b) é homogéneo recupera o caso anterior, ja o caso em que & independe
deae C(a,b) = §(a — b) leva a um caso anterior independente para cada faixa
etaria.

Figura 4.1: Relagdo ndo-linear de R,.fr com S considerando susceptibilidade
heterogénea e estrutura etdria na populagdo obtida numericamente

1.0
————— Classico: R, = RyS //'
0.9 . . s
— Susceptibilidade heterogenea -
0.84 — Adicionando estrutura etaria el
0.7 1 el
S 0.6 -~
= -
\ ,’/
R 0.5 el
0.4 el
0.3 1 el
0.2 477
[).1 T T T T T T T
0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
S

A nao-linearidade do ntmero reprodutivo efetivo em relagao a fragdo de sus-
cetiveis acarreta em um limiar de imunidade de rebanho induzida por doenga
diferente do resultado classico, reduzindo o namero de pessoas infectadas neces-
sario para reduzir o ntimero de casos, como pode ser visto na figura 4.1. Esse
resultado confirma o esperado intuitivamente que os mais suscetiveis se infec-
tam primeiro, deixando uma populacdo efetivamente mais resistente. Também
explicita o qudo relevante esses efeitos sdo para a dinamica, sendo ideal que sejam
sempre levados em conta, especialmente em casos de decisdo de protocolos para

controle de doengas.
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Além disso, é surpreendente que ainda é possivel encontrar expressdes ana-
liticas paras as grandezas relevantes nesse caso mais geral. Isso facilita a imple-
mentagdo numeérica de tais expressdes e do modelo mais geral como um todo, que
é o proximo passo a ser tomado, ja que permite a conexdo direta com os dados,
possibilitando a utilizagdo pratica desses modelos. Ainda assim, os resultados
aqui apresentados evidenciam a intima relagdo entre diferentes heterogeneidades
populacionais e como elas influenciam na dindmica de doencas infecciosas, bem

como explicitando correlagdes entre elas muitas vezes ignoradas.



Conclusao

Uma maneira adequada de incluir as heterogeneidades populacionais, como os
modelos aqui desenvolvidos, é essencial devido ao efeito intenso que essas causam
na dindmica de uma dada doenca. Essa inclusdo s6 pode ser feita de maneira
pertinente tendo-se um boa proeficiéncia com as classes de modelos basicos. Assim,
a construc¢do dos modelos compartimentais e dos modelos age-of-infection, nao
s0 expde o meio mais propicio de considerar as heterogeneidades, bem como
explicita as diferentes 16gicas por trds dessas classes de modelos, levando a uma
compreensdo mais profunda de ambos.

As expressOes encontradas para a resultante ndo-linearidade de R,y com §
e para o tamanho final da epidemia sdo um 6timo exemplo dos efeitos que as
heterogeneidades causam na dinamica de uma doenga. Também podem ser utili-
zadas para testar diferentes protocolos de controle do espalhamento de doengas
numa dada populagdo, uma vez que esses protocolos podem ser representados
por diferendes distribui¢Ses de susceptibilidade. A implementacdo numérica
das equagdes se mostra como um préximo passo importante, pois permite uma
conexdo mais direta a dados, abrindo a possibilidade de também utilizar esses
modelos para determinar com maior precisdo parametros relevantes da doenca

previamente desconhecidos.
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