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Resumo

Modelagem matemática é uma ferramenta muito útil para descrever fenô-
menos, seja para prover uma explicação dos mecanismos subjacentes ou fazer
predições. Dentro do contexto de doenças infecciosas, modelos auxiliam na to-
mada de decisões, permitindo comparações entre diferentes cenários possíveis ou
revelando maneiras diferentes de agir sobre os mecanismos. Assim, é interessante
utilizar modelos para quantificar o efeito da heterogeneidade populacional na
dinâmica do espalhamento de uma doença na população. Para isso, os modelos
age-of-infection são utilizados, uma vez que se mostram mais convenientes para
incluir os efeitos de suscetibilidade heterogênea de uma população. Esses modelos
são então generalizados para incluir a estrutura etária da população e encontrar o
efeitos causados no tamanho final da epidemia e limiar de imunidade de rebanho
induzida pela doença. Também é feita uma implementação numérica desses mode-
los visando uma possível aplicação mais pragmática de tais modelos diretamente
a dados.

Palavras Chaves: Sistemas Dinâmicos; Sistemas Complexos; Doenças Infecciosas;
Epidemiologia matemática.

Áreas do conhecimento: Física; Biologia matemática; Epidemiologia.
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Abstract

The mathematical modeling of phenomena is a very powerful tool, be it to
provide an explanation of the underlying mechanisms or to make predictions.
In the context of infectious diseases, models help in decision making, allowing
for comparison between different possible scenarios or revealing different ways
to act on the mechanisms. Therefore, it is interesting to use models to quantify
the effect of population heterogeneity on the spread dynamics of disease in the
population. To this effect, age-of-infection models are used, given that they have a
more convenient structure to include the susceptibility heterogeneity of a popula-
tion. These models are then generalized to also include the age structure of the
population and find the effects on final epidemy size and disease-induced herd
immunity threshold. These models are also numerically implemented for a more
pragmatical application to data.

Keywords: Dynamical Systems; Complex Systems; Infectious Diseases; Mathema-
tical Epidemiology.

Related Fields: Physics; Mathematical Biology; Epidemiology.
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Introdução

A modelagem matemática permite quantificar os efeitos de diferentes hipó-
teses ou mecanismos, possibilitando diferenciar qual explicação está por trás de
um determinado fenômeno. Assim, modelos matemáticos já bem consolidados
podem ser utilizados para realizar previsões com as mais diversas utilidades. No
contexto de doenças infecciosas, modelos matemáticos são muito úteis para definir
parâmetros relevantes no espalhamento de uma determinada doença, de forma
que são essenciais para a tomada consciente de decisões relativas a medidas de
contingência.

Assim sendo, o primeiro capítulo focará na estrutura geral da modelagem ma-
temática de doenças infecciosas, bem como a classe de modelos compartimentais,
que são os mais comumente utilizados. Serão construídos modelos do tipo SIR
e SEIR, discutindo a interpretação dos diferentes parâmetros presentes em cada
modelo, bem como as diferentes suposições por trás desses.

Já o segundo capítulo discutirá a classe de modelos age-of-infection explicitando
como ela se diferencia dos modelos compartimentais e como pode reproduzir os
resultados desses. Alguns resultados gerais, como a expressão para R0, e uma
implementação numérica para essa classe de modelos serão apresentados.

No terceiro capítulo essa classe de modelos será generalizada para incluir
heterogeneidades na susceptibilidade de uma população. As expressões relevantes
serão recalculadas e as consequências desta susceptibilidade heterogênea, por
exemplo no limiar de imunidade de rebanho, serão discutidas.

Por fim, o foco do quarto capítulo será a inclusão da estrutura etária da popu-
lação na classe de modelos acima e em reproduzir os resultados essenciais para
essa versão mais geral de modelos. A necessidade de considerar essas heteroge-
neidades se torna muito clara ante esses resultados.
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Capítulo 1

Modelos matemáticos para doenças in-
fecciosas

A modelagem matemática de doenças infecciosas se baseia em descrever a
evolução temporal do número total de hospedeiros sem a doença (X) e do número
total de hospedeiros com a doença (Y). A subdivisão desses grandes grupos
em diferentes classes é útil uma vez que essas diferentes classes podem possuir
diferentes relações com a doença. Um exemplo muito comum é a divisão de
hospedeiros sem a doença em suscetíveis (S) e recuperados (R), uma vez que é
muito comum o desenvolvimento de imunidade a doença após a recuperação.

Doenças infecciosas se espalham através do contato de um hospedeiro susce-
tível com o agente etiológico (bactéria, vírus, parasita, etc.). Esse contato pode
ocorrer de maneira direta, pelo contato físico com um hospedeiro infectado, ou de
maneira indireta, através de um vetor, hospedeiro intermediário de outra espécie,
superfícies contaminadas ou secreções de um hospedeiro contaminado (gotículas
de saliva e catarro, sangue, sêmen, etc.). Nos casos de doenças transmitidas por
vetores ou hospedeiros intermediários, muitas vezes se faz necessário descrever
também a dinâmica da doença nessas outras populações. Nos outros casos, é
comum os modelos considerarem que a transmissão ocorre através do contato de
um hospedeiro suscetível com um que está com a doença, o que muitas vezes leva
a divisão desse grupo em classes relativas a capacidade de causar infecção.

Uma medida útil da transmissibilidade de uma doença infecciosa numa dada
população é o número médio de novas infecções que um hospedeiro com a doença
gera na população no decorrer de todo o período em que ele está com a doença.
Essa medida está relacionada com o número de novos casos da doença, uma vez
que se esse número for maior do que 1, um hospedeiro com a doença infecta mais
de um hospedeiro suscetível, em média, gerando uma tendencia do número de
casos da doença aumentar. Já quando esse número é menor do 1, um hospedeiro
com a doença, em média, não consegue gerar uma infecção para o substituir e
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Capítulo 1. Modelos matemáticos para doenças infecciosas 3

número de casos tende a cair. No caso de uma população totalmente suscetível
essa medida é conhecida como número reprodutivo básico, já no caso de uma
população geral é conhecida como número reprodutivo efetivo.

A relação entre o número reprodutivo efetivo e a capacidade da doença se
espalhar numa dada população indica a possibilidade de usá-lo para obter um
limiar para a fração de hospedeiros imunes a doença que impediria o espalhamento
da doença pela população, esse limiar é conhecido com limiar de imunidade de
rebanho. Outro limiar importante relacionado com a transmissão da doença é o que
dita quando o número de casos deixa de aumentar e começa a diminuir, levando
ao fim de um surto epidêmico. No caso de uma população homogênea, ambos
os limiares coincidem. Porém, numa população com diferentes suscetibilidades,
os hospedeiros mais suscetíveis são infectados primeiro, deixando a população
efetivamente mais resistente e causando a queda no número de casos antes do
limiar de imunidade de rebanho. Esse segundo limiar é conhecido como limiar de
imunidade de rebanho induzida pela doença, de forma a diferenciá-lo do primeiro.

Um dos modelos mais simples pra doenças infecciosas surge ao considerar uma
doença não letal onde todos infectados tem a mesma capacidade de transmissão
e cujos recuperados possuem imunidade completa e eterna se espalhando numa
população homogênea fechada, ou seja, que não possui imigração, emigração,
óbitos ou nascimentos. Além disso, será considerado que o número de contatos
que podem gerar infecção por unidade de tempo é constante e o mesmo para
todos os hospedeiros, que a probabilidade de um infectado se recuperar da doença
é sempre a mesma e que a população está bem misturada, ou seja, a probabili-
dade do contato entre dois indivíduos é a mesma independentemente do par de
hospedeiros considerado.

Como dito anteriormente, a suposição sobre a doença nos leva a dividir os N
indivíduos da população em suscetíveis (S), infectados (I) e recuperados (R), de
forma que N = S + I + R e a suposição de população fechada pode ser escrita
como dN

dt = 0. Assim, as suposições acima podem ser reescritas como:

1. População fechada: dN
dt = 0;

2. A probabilidade γ de um infectado se recuperar em uma unidade de tempo é
constante, de forma que o número de infectados que se recupera por unidade
de tempo é γI, em média;

3. Cada hospedeiro faz β contatos que podem causar infecção por unidade de
tempo, de forma que o número de contatos que os suscetíveis fazem por
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unidade de tempo é βS, em média;

4. Numa população homogênea e bem misturada a probabilidade de que um
contato de um hospedeiro qualquer seja com um outro que está infectado é
simplesmente I

N .

Figura 1.1: Diagrama representando a divisão em classes de um modelo SIR, setas
sólidas indicando a evolução da doença e a seta pontilhada indicando contato
infeccioso

Devido a suposição 1, a taxa de saída em I e a taxa de entrada em R são as
mesmas e são dadas pela suposição 2. Similarmente, a taxa de saída em S e a taxa
de entrada em I são as mesmas e são dadas pelo número de novas infecções por
unidade de tempo, que pode ser calculado das suposições 3 e 4, uma vez que é
equivalente ao número de contatos que podem gerar infecção entre um suscetível
e um infectado e isso é facilmente calculado multiplicando o número total de
contatos que os suscetíveis fazem por unidade de tempo pela probabilidade de
que esse contato seja com um infectado. Assim, o número de novas infecções por
unidade de tempo é dado por βSI

N e o modelo pode ser escrito como:

dS
dt

= −βSI
N

, (1.1)

dI
dt

=
βSI
N

− γI, (1.2)

dR
dt

= γI. (1.3)

Desconsiderando novas infecções, a segunda equação se torna dI
dt = −γI, cuja

solução é I(t) = I(0)e−γt. Assim, considerando apenas um infectado que contraiu
a doença em t = 0 e ficou isolado (I(0) = 1), o tempo médio que ele permanece
infectado pode ser encontrado por

∫ ∞
0 tI(t)dt =

∫ ∞
0 te−γtdt = γ−1, o que fornece
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uma interpretação intuitiva para o parâmetro γ: o inverso do tempo médio de
duração da infecção.

Além disso, como S + I é suave, limitada inferiormente, já que S ≥ 0 e I ≥ 0,
decrescente, já que d(S+I)

dt = −γI ≤ 0 da soma das duas primeiras equações acima,
ela tende a um limite para t → ∞ e sua derivada tende a zero. Portanto, I → 0
quando t → ∞, de forma que as equações descrevem apenas um surto epidêmico.

Note que devido a suposição 1, uma das equações é redundante, uma vez que é
possível encontrar uma das variáveis utilizando S + I + R = N, levando em conta
que N é constante. Outra maneira conveniente de escrever essas equações é em
termos das frações da população em cada classe, ou seja, em termos de s = S/N,
i = I/N, r = R/N, de forma que as equações se tornam

ds
dt

= −βsi, (1.4)

di
dt

= βsi − γi. (1.5)

Reescrevendo a segunda equação como di
dt = ( βs

γ − 1)γi, é fácil notar que di
dt > 0

se βs
γ > 1 e di

dt < 0 se βs
γ < 1, o que indica que Re f f (s) =

βs
γ deve ser o número

reprodutivo efetivo desse modelo. Isso é corroborado pela interpretação de γ−1

como sendo o tempo médio que um infectado leva para se recuperar e βs o número
de casos que um infectado consegue gerar. O resultado R0 = β

γ para o número
reprodutivo básico surge ao tomar s = 1 para que toda a população seja suscetível.

Para essas equações é possível encontrar uma solução implícita i(s) conside-
rando que di

ds = di
dt

dt
ds e aplicando o teorema da função inversa para s de forma a

escrever di
ds =

di
dt
/ ds

dt :

di
ds

=
βsi − γi
−βsi

=
γ

βs
− 1

⇒ i(s)− i(s0) =
∫ s

s0

di
ds′

ds′ =
∫ s

s0

(
γ

βs′
− 1
)

ds′

⇒ i(s)− i0 =
γ

β︸︷︷︸
1/R0

(ln(s)− ln(s0))− (s − s0),

onde s0 e i(s0) = i0 são as condições iniciais.
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Como i → 0 e s → s∞ quando t → ∞, a fração total de pessoas infectadas
durante a epidemia é simplesmente 1 − s∞ e é possível encontrar o tamanho final
da epidemia tomando esse limite na expressão acima:

−i0 =
ln(s∞)− ln(s0)

R0
− (s∞ − s0)

⇒ ln(s0)−R0(s0 + i0) = ln(s∞)−R0s∞

⇒ ln(s0e−R0(s0+i0)) = ln(s∞e−R0s∞)

⇒ s0e−R0(s0+i0) = s∞e−R0s∞

⇒ −R0s0e−R0(s0+i0) = −R0s∞e−R0s∞

⇒ W(−R0s0e−R0(s0+i0)) = −R0s∞

⇒ s∞ = −W(−R0s0e−R0(s0+i0))/R0

onde W(x) é a função W de Lambert, ou seja, W(xex) = x para x ≥ −e−1..
É notável que o tamanho final da epidemia depende somente de R0, ou seja, da

razão β/γ, e não de β e γ diretamente, isso pode ser visto na expressão analítica
ou já nas equações adimensionalizadas. Esse fato já era esperado para esses
modelos, já que alterar β e γ mantendo R0 fixo significa que o mesmo número de
pessoas é contaminada durante a duração de um período infeccioso. Por exemplo,
reduzir β e γ mantendo R0 = 2, significa que menos contatos infecciosos ocorrem
por unidade de tempo, porém os infecciosos também passam mais tempo com a
doença e podendo infectar, de forma que o número de novos casos por ciclo de
infecção continua o mesmo, esse ciclo apenas ocorre num intervalo de tempo mais
longo.

As suposições feitas para obter esse modelo são muito simples e irrealistas
para que ele seja aplicável na maioria dos casos. Um exemplo de tal caso é
quando a doença possui um período latente no qual o hospedeiro está infectado
porém não é capaz de trasmití-la. É possível levar em conta isso aumentando
γ de forma a fazer um hospedeiro passar menos tempo na classe transmissiva,
porém isso acarreta em hospedeiros com a doença permanecendo em S ou sendo
prematuramente colocados em R, classes que seriam de hospedeiros livres da
doença, produzindo predições errôneas do número de hospedeiros em cada classe.
Uma maneira melhor de levar isso em conta consiste em dividir o grupo de
hospedeiros com a doença em uma classe de infectados latentes E (Expostos) e de
infectados infecciosos I, de forma que adicionando

• A probabilidade κ de um exposo se tornar infeccioso em uma unidade de
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tempo é constante, de forma que o número de expostos que se tornam
infecciosos por unidade de tempo é κE, em média;

às suposições do modelo anterior, as equações se tornam:

dS
dt

= −βSI
N

, (1.6)

dE
dt

=
βSI
N

− κE, (1.7)

dI
dt

= κE − γI, (1.8)

dR
dt

= γI. (1.9)

Figura 1.2: Diagrama representando a divisão em classes de um modelo SEIR,
setas sólidas indicando a evolução da doença e a seta pontilhada indicando contato
infeccioso

Para levar em conta um período pré-sintomático que possui transmissão a uma
taxa diferente do período sintomático, basta modificar um pouco esse modelo.
Considerando que os pré-sintomáticos E possuem força de infecção relativa aos
sintomáticos ϵ, o modelo se torna:

dS
dt

= −βS(ϵE + I)
N

, (1.10)

dE
dt

=
βS(ϵE + I)

N
− κE, (1.11)

dI
dt

= κE − γI, (1.12)

dR
dt

= γI. (1.13)

Vale notar que devido as diferentes taxas de transmissão para cada classe, a
infectividade total φ = ϵE + I passa a aparecer no cálculo de novos casos.
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A construção desses modelos, conhecidos como SEIR, explicita a lógica por
trás dos chamados modelos compartimentais, onde diferentes comportamentos re-
lativos a doença são levados em conta dividindo a população em diferentes classes
com um comportamento bem definido. Quanto mais detalhes forem necessários
incluir, mais classes deverão ser criadas. Esses modelos são muito úteis e preva-
lentes porque são inteiramente baseados num sistema de equações diferenciais
ordinárias, o que permite solução numérica de forma simples e eficiente, sua fácil
compreensão e adaptação.



Capítulo 2

Modelos age-of-infection

Uma outra maneira de flexibilizar as suposições para considerar tais diferenças
de comportamento em hospedeiros com a doença é utilizando uma lógica mais
próxima do que realmente acontece, considerando que parâmetros que os descre-
vem dependem do tempo passado desde sua infecção. Ou seja, a infectividade e a
probabilidade de continuar com a doença vão depender explicitamente do tempo
τ que decorreu do momento em que a doença foi contraída até o presente, esse
tempo é conhecido como idade da infecção.

Sendo i(t, τ) o número de infectados no tempo t com idade da infecção τ,
i0(t) = i(t, 0) = βSφ

N o número de novas infecções no tempo t, e considerando
ainda B(τ) como sendo a probabilidade de que um infectado continue com a
doença até idade da infecção τ, portanto B(0) = 1 e limτ→∞ B(τ) = 0, é possível
escrever i(t, τ) = i0(t − τ)B(τ). Assim, o número total de hospedeiros com a
doença no tempo t é dado por

Y(t) =
∫ ∞

0
i(t, τ)dτ =

∫ ∞

0
i0(t − τ)B(τ)dτ =

β

N

∫ ∞

0
S(t − τ)φ(t − τ)B(τ)dτ.

(2.1)
Já a infectividade total pode ser encontrada considerando a infectividade

relativa π(τ) para uma idade da infecção τ, de forma que

φ(t) =
∫ ∞

0
π(τ)i(t, τ)dτ =

β

N

∫ ∞

0
S(t − τ)φ(t − τ)π(τ)B(τ)dτ. (2.2)

É conveniente reescrever esses modelos utilizando a infectividade definida por
A(τ) = π(τ)B(τ), que está diretamente relacionada com o número reprodutivo
básico e efetivo, uma vez que considerando um único recém infectado φ(t) =

π(t)B(t) = A(t) e, portanto, o número de contatos infecciosos que ele faz ao longo
de sua infecção é ∫ ∞

0
βφ(t)dt = β

∫ ∞

0
A(t)dt, (2.3)

9
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que corresponde ao número de infecções secundárias que ele pode gerar numa
população totalmente suscetível, de forma que

R0 = β
∫ ∞

0
A(t)dt. (2.4)

Numa população homogênea, apenas uma fração S/N desses contatos se darão
com suscetíveis e de fato resultarão em infecções secundárias. Portanto,

Re f f = R0
S(t)
N

=
βS(t)

N

∫ ∞

0
A(t)dt. (2.5)

Nas equações acima, o trecho da integral de t a ∞ necessita de conhecimento
de S e φ para tempos anteriores a 0, isso ocorre pois é necessário fornercer a
história inicial para resolver essas equações. Um jeito mais conveniente escrever
as equações deixa isso mais explícito é fazendo a mudança de variável u = t − τ e
separando a integral:

φ(t) =
β

N

∫ t

−∞
S(u)φ(u)A(t − u)du

=
β

N

∫ 0

−∞
S(u)φ(u)A(t − u)du︸ ︷︷ ︸

história inicial φ0(t)

+
β

N

∫ t

0
S(u)φ(u)A(t − u)du,

⇒ φ(t) = φ0(t) +
β

N

∫ t

0
S(u)φ(u)A(t − u)du. (2.6)

Similarmente,

Y(t) = Y0(t) +
β

N

∫ t

0
S(u)φ(u)B(t − u)du. (2.7)

Assim, o modelo é descrito por um sistema que envolve uma equação diferen-
cial e uma equação integral, a saber

dS
dt

= −βSφ

N
, (2.8)

φ(t) = φ0(t) +
β

N

∫ t

0
S(u)φ(u)A(t − u)du. (2.9)

Esses modelos são mais gerais que os modelos compartimentais. De fato, é
possível obter qualquer estrutura compartimental para hospedeiros com a doença
dado uma escolha apropriada de B(τ) e π(τ) (ou equivalentemente A(τ)). Para
ver isso é preciso tomar a derivada das equações (2.6) e (2.7), o pode ser feito
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utilizando a fórmula de Leibniz, para obter

dφ

dt
= φ′

0(t) +
β

N
S(t)φ(t)A(0) +

β

N

∫ t

0
S(u)φ(u)A′(t − u)du (2.10)

e, similarmente,

dY
dt

= Y′
0(t) +

β

N
S(t)φ(t)B(0) +

β

N

∫ t

0
S(u)φ(u)B′(t − u)du. (2.11)

A escolha de B(τ) e A(τ) é determinada por quais classes o modelo precisa repro-
duzir. Por exemplo, no modelo SIR um infectado tem chance γ de se recuperar
a qualquer instante de tempo, de forma que τ unidades de tempo após a sua
infecção a chance de ele continuar com a doença é B(τ) = e−γτ. Além disso, a
infectividade relativa é constante, de forma que π(τ) = 1 e A(τ) = B(τ). Uti-
lizando que A′(τ) = −γA(τ) e que inicialmente temos I0 infectados, ou seja,
φ0(t) = I0A(t), a equação (2.10) fica

dφ

dt
= −γI0A(t) +

β

N
S(t)φ(t)− γ

β

N

∫ t

0
S(u)φ(u)A(t − u)du

=
βS(t)φ(t)

N
− γ

(
I0A(t) +

β

N

∫ t

0
S(u)φ(u)A(t − u)du

)
︸ ︷︷ ︸

φ(t)

⇒ dφ

dt
=

βSφ

N
− γφ,

que é exatamente a equação para I do modelo SIR.
Para reproduzir um modelo SEIR é preciso saber como um infectado evolui no

tempo. Como todas as novas infecções começam em E (somente E possui termo de
novas infecções na entrada) utiliza-se as condições iniciais pE(0) = 1 e pI(0) = 0
para considerar uma nova infecção e retira-se os termos de novas infecções das
equações, ou seja, considera-se

dpE

dt
= −κpE,

dpI

dt
= κpE − γpI ,

pE(0) = 1,

pI(0) = 0
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cuja solução é

pE(t) = e−κt,

pI(t) =
κ

γ − κ

(
e−κt − e−γt)

de forma que a chance de um um infectado continuar infectado τ unidades após a
sua infecção é B(τ) = pE(τ) + pI(τ), onde o primeiro termo representa a chance
de ele ainda estar em E e o segundo a chance de ele estar em I. Similarmente, a
infectividade é dada por A(τ) = ϵpE(τ) + pI(τ), uma vez que todos infectados
em E possuem uma infectividade ϵ relativa a todos em I. Essa escolha de A(τ) e
B(τ) deve reproduzir o modelo SEIR e, de fato, isso acontece. Note que

B′(τ) = p′E(τ) + p′I(τ) = −κpE + κpE − γpI = −γpI = −γ
A(τ)− ϵB(τ)

1 − ϵ

e, similarmente, A′(τ) = ϵκ(B(τ)− A(τ))− γ
1−ϵ (A(τ)− ϵB(τ)). Considerando

novamente E0 recém infectados em t = 0 de forma que φ0(t) = E0A(t) e Y0(t) =
E0B(t), as equações (2.10) e (2.11) ficam

dφ

dt
=

βSφ

N
ϵ + κ(Y − φ)− γ

1 − ϵ
(φ − ϵY),

dY
dt

=
βSφ

N
− γ

1 − ϵ
(φ − ϵY)

fazendo a diferença de ambas e também multiplicando a segunda por ϵ e sub-
traindo da primeira resulta em

d(Y − φ)

dt
=

βSφ

N
(1 − ϵ)− κ(Y − φ),

d(φ − ϵY)
dt

= κ(Y − φ)− γ(φ − ϵY)

que tem exatamente o formato das equações para E e I. Tomando E = Y−φ
1−ϵ e

I = φ−ϵY
1−ϵ , que equivale a Y = E + I e φ = ϵE + I, recupera-se exatamente as

equações para E e I do modelo SEIR.
A lógica apresentada para obter A(τ) e B(τ) para o modelo SEIR pode ser apli-

cada para obter o modelo age-of-infection equivalente ao modelo compartimental
original. Assim, dado um modelo compartimental, é possível encontrar o modelo
age-of-infection equivalente através do seguinte processo:
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1. Defina as condições iniciais apropriadas baseado nos termos de novas infec-
ções: as condições iniciais são dadas pela fração das novas infecções que a
classe recebe;

2. Resolva as equações sem os termos de novas infecções;

3. Defina B(τ) como a soma das soluções;

4. Defina A(τ) como a soma pesada pelas forças relativas de infecção.

Apesar da generalidade desses modelos, o fato de uma das equações involver
uma integral dificulta a aplicação de métodos numéricos para resolvê-los, o que
limita a aplicação dessa classe de modelos à dados. Os métodos usuais disponíveis
consistem em discretizar a integral para calculá-la numericamente a cada passo de
tempo, porém isso acaba sendo ineficiente. Ainda assim, foi implementado uma
solução numérica utilizando o algoritmo descrito abaixo.

1: t = 0

2: enquanto t ≤ t f inal faça

3: S(t + dt) = S(t)− βS(t)φ(t)
N dt ▷ Calculando S pelo método de Euler

4: τ = 0 ▷ Limite inferior de integração

5: φ(t + dt) = 0

6: enquanto τ ≤ t faça ▷ Limite superior de integração

7: φ(t + dt) = φ(t + dt) + βS(τ)φ(τ)A(t−τ)
N ▷ Aproximando a integral por

uma soma de Riemann
8: τ = τ + dt

9: fim enquanto

10: t = t + dt

11: fim enquanto

Os resultados dessa implementação podem ser vistos na figura 2.1. É possível
notar que, apesar do custo computacional maior, o método concorda muito bem
com o resultado esperado e pode ser utilizado para resolver as equações em
situações em que não há sistema de equações diferenciais análogo, como o caso
da figura 2.2, na qual foi utilizado uma distribuição do intervalo de geração
log-normal com parâmetros µ = 1.386 e σ = 0.568.

Uma outra maneira de escrever esses modelos é utilizando a distribuição do
intervalo de geração K(τ) que é a distribuição de probabilidade de, dado um
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Figura 2.1: Comparação entre a solução numérica do modelo age-of-infection e da
solução do sistema SEIR equivalente

(a) Suscetíveis S(t)

(b) Infectividade total φ(t)
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Figura 2.2: Solução numérica para um caso em que não há sistema de equações
diferenciais ordinárias equivalente

(a) Suscetíveis S(t)

(b) Infectividade total φ(t)
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hospedeiro infectado que causa uma infecção secundária, se passar τ unidades de
tempo entre o hospedeiro se infectar e então causar uma infecção. Dessa descrição
é fácil perceber que

∫ ∞
0 K(τ)dτ = 1 e essa grandeza está diretamente relacionada

com A(τ), de forma que K(τ) = βA(τ)
R0N e as equações da dinâmica se tornam

dS
dt

= −S(t)J(t), (2.12)

J(t) = R0

∫ ∞

0
S(t − τ)J(t − τ)K(τ), (2.13)

onde J(t) = βφ(t)
N é a taxa de ataque. Essa forma será utilizida para incluir

heterogeneidades na susceptibilidade, uma vez que é possível pesar diretamente
a taxa de saída da primeira equação por uma susceptibilidade relativa a outros
indivíduos da população.



Capítulo 3

Susceptibilidade heterogênea numa po-
pulação

Seja α a suscetibilidade relativa de um dado indivíduo e considere que α está
distribuída na população com distribuição de probabilidade f (α). Para cada
suscetibilidade, há um número reprodutivo médio Rα, de forma que o número
reprodutivo básico é R0 =

∫ ∞
0 αRα f (α)dα. Considere também Sα(t) a fração de

indivíduos suscetíveis com suscetibilidade α na população, assim a fração de
suscetíveis na população é S(t) =

∫ ∞
0 Sα(t) f (α)dα. No começo da infecção todos

são suscetíveis, logo Sα(0) = 1.
A evolução da epidemia é dada pelo modelo

dSα

dt
= −jα(t) = −αSα(t)J(t) (3.1)

J(t) =
〈 ∫ ∞

0
dτRαK(τ)jα(t − τ)

〉
α

, (3.2)

onde K(τ) é a distribuição do intervalo de geração e J(t) é a taxa de ataque.

Da equação (3.1), 1
Sα

dSα

dt
= −αJ(t) ⇒ ln(Sα) = −α

∫ t
0 J(t

′)dt′ e, portanto,

Sα(t) = e−αZ(t), onde Z(t) =
∫ t

0 J(t
′)dt′. Assim, é possível reescrever a equação

(3.2) como

J(t) =
∫ ∞

0
dα
∫ ∞

0
dτ f (α)RαK(τ)αSα(t − τ)J(t − τ),

=
∫ ∞

0
dα
∫ ∞

0
dτK(τ)J(t − τ) f (α)Rααe−αZ(t−τ),

⇒ J(t) =
∫ ∞

0
dτK(τ)J(t − τ)

∫ ∞

0
dα αRα f (α)e−αZ(t−τ),

17
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de onde surge naturalmente

Re f f (t) =
∫ ∞

0
αRα f (α)e−αZ(t)dα. (3.3)

Figura 3.1: Relação não-linear de Re f f com S causada pela susceptibilidade hete-
rogênea na população obtida através da solução numérica do sistema

Essa equação explicita como a relação entre Re f f e S não é linear. Uma con-
sequência desse fato é que Re f f pode decrescer muito mais rapidamente do que
previsto pela relação usual Re f f = R0S, especialmente no começo da pandemia,
como pode ser visto na figura 3.1. De fato, no começo da pandemia S ≈ 1 e
Sα ≈ 1 ⇒ e−αZ(t) ≈ 1 − αZ(t), o que possibilita a expansão da equação (3.3) em
termos de 1 − S

Re f f (S) =
∫ ∞

0
αRα f (α)(1 − αZ(t))dα

=
∫ ∞

0
αRα f (α)dα︸ ︷︷ ︸

R0

−Z(t)
∫ ∞

0
α2Rα f (α)dα,

⇒ Re f f (S) = R0(1 −Z(t)
⟨α2Rα⟩
R0

),



Capítulo 3. Susceptibilidade heterogênea numa população 19

como S =
∫ ∞

0 dα f (α)e−αZ(t) ≈
∫ ∞

0 dα f (α)(1 − αZ(t)) = 1 − Z(t)
∫ ∞

0
dα f (α)α︸ ︷︷ ︸

1
⇒ 1 − S ≈ Z(t), de forma que

Re f f (S) = R0(1 − λ(1 − S)),

onde λ = ⟨α2Rα⟩
⟨αRα⟩ é denominado coeficiente de imunidade. O limiar de imuni-

dade de rebanho se torna
Ih ≈ λ−1(1 −R−1

0 ).

Multiplicando a equação (3.1) por f (α) e integrando sobre todos os α tem-se

dS
dt

= −J(t)
∫ ∞

0
α f (α)e−αZ(t)dα = −J(t)Se f f (t),

onde
Se f f (t) =

∫ ∞

0
α f (α)e−αZ(t)dα. (3.4)

Para calcular o tamanho final da epidemia, é necessário saber

Z∞ = lim
t→∞

Z(t) =
∫ ∞

0
J(t)dt

Z∞ =
∫ ∞

0
dt
∫ ∞

0
dτK(τ)J(t − τ)Re f f (t − τ)

⇒ Z∞ =
∫ ∞

0
dτK(τ)

∫ ∞

−τ
dt′Re f f (t′)J(t′).

Mas J(t) = − 1
Se f f (t)

dS
dt

, de forma que

Z∞ = −
∫ ∞

0
dτK(τ)

∫ ∞

−τ
dt′

Re f f (t′)
Se f f (t′)

dS
dt′

Z∞ = −
∫ ∞

0
dτK(τ)︸ ︷︷ ︸

1, por definição

∫ S∞

1
dS

Re f f (S)
Se f f (S)

⇒ Z∞ =
∫ 1

S∞

dS
Re f f (S)
Se f f (S)

.
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Porém, S∞ =
∫ ∞

0 dα f (α)e−αZ∞ , de forma que S∞ é dado pela equação transcen-
dental

S∞ =
∫ ∞

0
dα f (α)e

−α
∫ 1

S∞
dS

Re f f (S)

Se f f (S) . (3.5)

A suscetibilidade α de um hospedeiro decorre de vários fatores, tanto biológi-
cos, como idade ou imunidade parcial herdada, quanto sociais, como frequentar
habitualmente locais de maior exposição ou condições socio-economicas em hu-
manos. Assim, é razoável pensar em α como sendo uma variável aleatória que
resulta do produto de diversas outras variáveis aleatórias e que, portanto, segue
uma distribuição log-normal. Porém não é possível encontrar resultados analíti-
cos para essas expressões no caso de uma distribuição log-normal, de forma que
se torna mais interessante considerar uma distribuição gama, já que ambas são
qualitativamente similares.

Assim, considerando Rα = Cαχ e α seguindo uma distribuição gama

f (α) =
1

Γ( 1
η )η

1
η

α
1
η−1e−α/η

o número de suscetíveis se torna

S(t) =
1

Γ( 1
η )η

1
η

∫ ∞

0
dα α

1
η−1e−α(Z(t)+ 1

η )

então fazendo a mudança de variáveis α′ = α(Z(t) + 1
η )

S(t) =
1

Γ( 1
η )η

1
η

1

(Z(t) + 1
η )

1
η

∫ ∞

0
dα′ α

′ 1
η−1e−α′︸ ︷︷ ︸

Γ( 1
η )

,

de forma que S = 1

(ηZ+1)
1
η

e também

R0 =
C

Γ( 1
η )η

1
η

∫ ∞

0
dα α

χ+ 1
η e−

α
η
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que fazendo β = α/η resulta em

R0 =
Cη

χ+ 1
η +1

Γ( 1
η )η

1
η

∫ ∞

0
dβ β

χ+ 1
η e−β︸ ︷︷ ︸

Γ(χ+ 1
η+1)

∴ R0 =
Cηχ+1Γ(χ + 1

η + 1)

Γ( 1
η )

De forma que

Se(t) =
1

Γ( 1
η )η

1
η

∫ ∞

0
dα α

1
η e−α(Z(t)+ 1

η )

=⇒ Se(t) =
1

Γ( 1
η )η

1
η

(
1

Z(t) + 1
η

) 1
η +1 ∫ ∞

0
dα′ α

′ 1
η e−α′︸ ︷︷ ︸

Γ( 1
η +1)

=⇒ Se =

(
1

ηZ(t) + 1

) 1
η+1

=

(
1

(ηZ(t) + 1)
1
η

)1+η

= Sη+1

e ainda
Re(t) =

C

Γ( 1
η )η

1
η

∫ ∞

0
dα α

χ+ 1
η e−α(Z(t)+ 1

η )

=⇒ Re(t) =
C

Γ( 1
η )η

1
η

(
1

Z(t) + 1
η

)χ+ 1
η+1 ∫ ∞

0
dα′ α

′χ+ 1
η e−α′︸ ︷︷ ︸

Γ(χ+ 1
η +1)

=⇒ Re =
CΓ(χ + 1

η + 1)

Γ( 1
η )η

−χ−1

(
1

(ηZ(t) + 1)
1
η

)ηχ+1+η

= R0S1+η(1+χ),

onde o expoente 1 + η(1 + χ) = λ coincide com o coeficiente de imunidade
definido acima, já que λ = ⟨α2Rα⟩

R0
e

⟨α2Rα⟩ =
C

Γ( 1
η )η

1
η

∫ ∞

0
dα α

χ+ 1
η+1e−

α
η

=
C

Γ( 1
η )η

1
η

η
χ+ 1

η+2Γ(χ +
1
η
+ 2) =

Cηχ+1Γ(χ + 1
η + 1)

Γ( 1
η )

η(1 +
1
η
+ χ)
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⇒ ⟨α2Rα⟩ = R0(1 + η(1 + χ)).

Portanto Re(S) = R0Sλ e o limiar de imunidade de rebanho se torna SHI =(
1
R0

) 1
λ .

Esses resultados são muito robustos, concordando razoavelmente até com
casos em que a distribuição não é nenhum pouco semelhante a uma gama. Por
exemplo, no caso de três diferentes classes de hospedeiros, uma duas vezes mais
suscetível que a média, uma duas vezes menos suscetível que a média e a média,
onde 50% da população pertence a essa última e os outros 50% estão igualmente
divididos entre as outras duas classes, f (α) = ∑3

i=1 piδ(α − αi), onde as condições
de normalização resultam em ∑3

i=1 pi = 1 e ∑3
i=1 αi pi = 1. Como p1 = p3 = 0.25 e

p2 = 0.5 e α3 = 2α2, 0.5α2 = α1, , das considerações acima, então:

1 =
3

∑
i=1

piαi = 0.5α2 + 0.25(0.5α2) + 0.25(2α2) =
9
8

α2

=⇒ α2 =
8
9

e portanto

λ =
∑3

i=1 α3
i pi

∑3
i=1 α2

i pi
=

0.5512
729 + 0.25 64

729 + 0.254096
729

0.564
81 + 0.2516

81 + 0.25256
81

,

λ ≈ 36
25

= 1.44.

A comparação abaixo mostra o limiar de imunidade de rebanho predito utili-
zando o resultado obtido para a distribuição gama e o limiar obtido da solução
numérica do modelo e exemplifica como esses resultados podem ser aplicados até
mesmo em casos além das suposições iniciais para obter uma estimativa.

R0 SHI predito SHI numérico

2 0.618 0.625

2.5 0.529 0.535

3 0.466 0.475

Apesar desse modelo já fornecer uma descrição razoável do efeito da hete-
rogeneidade na dinâmica da doença, ele condensa todas as possíveis diferenças
em suscetibilidade, desprezando outras possíveis heterogeneidades, como por
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exemplo nos contatos. Para mitigar isso, se faz necessária uma generalização desse
modelo para incluir estrutura etária, que é uma das principais origens de diferen-
tes suscetibilidades, mas que também cria uma diferença nos contatos devido aos
diferentes comportamentos sociais em diferentes idades.



Capítulo 4

Modelos com estrutura etária e suscep-
tibilidade heterogênea na população

A inclusão de estrutura etária seguirá a lógica dos modelos de dinâmica popu-
lacional, de forma que a análise de sua forma geral se faz muito instrutiva. De fato,
a dinâmica de uma população com estrutura etária pode ser descrita considerando
a densidade populacional ρ(t, a) para uma dada idade a no tempo t. Ou seja,
N(t) =

∫ ∞
0 ρ(t, a)da representa a população total no tempo t e ρ(t, 0) = F(N(t))

os nascimentos. Além disso, os indivíduos envelhecem de tal forma que, des-
prezando óbitos e nascimentos, ρ(t + τ, a + τξ) = ρ(t, a), onde ξ representa uma

possível diferença de unidades entre t e a. Em outras palavras,
∂a
∂t

= ξ e a dinâmica
dessa população pode ser descrita por

g(ρ(t, a), t) =
dρ(t, a)

dt
=

∂ρ(t, a)
∂t

+ ξ
∂ρ(t, a)

∂a
, (4.1)

onde g representa processos migratórios e óbitos.
No caso de doenças infecciosas, o interesse é novamente em descrever a evolu-

ção temporal dos grupos com a doença e livre de doença da população, porém
agora considerando as densidades etárias desses grupos. Ou seja, deve ser con-
siderado as densidades X(t, a) de hospedeiros livres da doença com idade a no
tempo t e Y(t, a) dos hospedeiros com a doença.

É importante notar que a idade irá exercer grande influência nos contatos
uma vez que ela influencia nos comportamentos sociais e induz tendências, por
exemplo, seres humanos costumam interagir com pessoas de idade semelhante.
Para levar isso em consideração, será introduzida a função de contatos C(a, b) que
diz qual a probabilidade de um contato infeccioso de um hospedeiro com idade
a ser com outro hospedeiro de idade b. Além disso, a idade de um hospedeiro
também pode influenciar na evolução da doença, sendo necessário considerar
A(t, a) e B(t, a).

24
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Sendo S(t, a) a densidade de suscetíveis com idade a no tempo t e φ(t, a) a
infectividade total para hospedeiros com a doença e idade a no tempo t, o número
de novos casos com idade a no tempo t é β(a)S(t,a)

N

∫ ∞
0 C(a, b)φ(t, b)db, assim

φ(t, a) =
∫ ∞

0
π(τ, a)i(t, τ, a)dτ =

∫ ∞

0
π(τ, a)B(τ, a)i(t − τ, 0, a − τξ)dτ

e, ignorando nascimentos e óbitos pois ocorrem numa escala de tempo muito mais
longa que a dinâmica epidêmica, o modelo pode ser escrito como

dS(t, a)
dt

= −β(a)S(t, a)
N

∫ ∞

0
C(a, b)φ(t, b)db, (4.2)

φ(t, a) =
∫ ∞

0
A(τ, a)

β(a − τξ)S(t − τ, a − τξ)

N

∫ ∞

0
C(a − τξ, b)φ(t − τ, b)db dτ.

(4.3)

Ou, em termos da distribuição do intervalo de geração K(τ, a) e da taxa de
ataque J(t, a)

dS(t, a)
dt

= −S(t, a)
∫ ∞

0
db C(a, b)J(t, b), (4.4)

J(t, a) = R0

∫ ∞

0
K(τ, a)S(t − τ, a − τξ)J(t − τ, a − τξ)dτ, (4.5)

onde, vale lembrar,
d
dt

=
∂

∂t
+ ξ

∂

∂a
.

Para simplificar o modelo, é razoável assumir que o curso da doença não
depende da idade do hospedeiro, ou seja, que A, B e K não dependem da idade.
É possível simplificar mais ainda o modelo considerando que toda a dinâmica
populacional ocorre numa escala de tempo muito mais longa que a dinâmica
epidêmica e, portanto, até mesmo o envelhecimento pode ser desconsiderado
(ξ → 0) de forma que

dS(t, a)
dt

= −S(t, a)
∫ ∞

0
db C(a, b)J(t, b), (4.6)

J(t, a) = R0

∫ ∞

0
K(τ)S(t − τ, a)J(t − τ, a)dτ, (4.7)

onde
d
dt

=
∂

∂t
aqui.
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A susceptibilidade será inclusa de maneira semelhante a feita anteriormente,
porém agora considerando a susceptibilidade relativa α(a) distribuída na popu-
lação com distribuição f (α, a) de forma que

∫ ∞
0 f (α, a)dα é a distribuição etária

da população,
∫ ∞

0 S(t, α, a) f (α, a)dα representa a fração da população suscetível e
R0 =

∫
dα
∫

da α(a)Ra,α f (α, a). Similarmente ao caso anterior, as equações que
descrevem a dinâmica são

dS(t, α, a)
dt

= −α(a)S(t, α, a)
∫

db C(a, b)J(t, b) = −j(t, α, a), (4.8)

J(t, a) =
∫

dα
∫ ∞

0
dτ f (α, a)Ra,αK(τ)j(t − τ, α, a). (4.9)

Pela equação (4.8), S(t, α, a) = e−α(a)Z(t,a), onde Z(t, a) =
∫ t

0

∫
db C(a, b)J(t′, b)dt′,

que substituindo em (4.9)

J(t, a) =
∫

dα
∫ ∞

0
dτ f (α, a)Ra,αK(τ)α(a)S(t − τ, α, a)

∫
db C(a, b)J(t − τ, b)

=
∫ ∞

0
dτ K(τ)

∫
db C(a, b)J(t − τ, b)

∫
dα α(a) f (α, a)Ra,αe−α(a)Z(t−τ,a)

e, portanto

Re f f ,a(t) =
∫

dα α(a) f (α, a)Ra,αe−α(a)Z(t,a), (4.10)

Re f f (t) =
∫

da
∫

dα α(a) f (α, a)Ra,αe−α(a)Z(t,a). (4.11)

Multiplicando a equação (4.8) por f (α, a) e integrando sobre todos os α

dS(t, a)
dt

=
d
∫

dα f (α, a)S(t, α, a)
dt

⇒ dS(t, a)
dt

= −
∫

dα f (α, a)α(a)S(t, α, a)
∫

db C(a, b)J(t, b)

∴
dS(t, a)

dt
= −

∫
dα f (α, a)α(a)e−αZ(t,a)

∫
db C(a, b)J(t, b)

de forma que

Se f f (t, a) =
∫

dα f (α, a)α(a)e−αZ(t,a). (4.12)
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Para encontrar o tamanho final da epidemia, é preciso encontrar Za,∞ =

limt→∞ Z(t, a), assim

Za,∞ = lim
t→∞

Z(t, a) =
∫ ∞

0

∫
db C(a, b)J(t, b)dt

Za,∞ =
∫

db C(a, b)
∫ ∞

0
dt
∫ ∞

0
dτ K(τ)Re f f ,b(t − τ)

∫
de C(b, e)J(t − τ, e)

⇒ Za,∞ =
∫ ∞

0
dτ K(τ)

∫ ∞

−t
dt′
∫

db C(a, b)Re f f ,b(t′)
∫

de C(b, e)J(t′, e).

Mas
∫

de C(b, e)J(t, e) = − 1
Se f f (t,b)

dS(t, b)
dt

, portanto

Za,∞ = −
∫ ∞

0
dτ K(τ)

∫ ∞

−t
dt′
∫

db C(a, b)Re f f ,b(t′)
1

Se f f (t′, b)
dS(t′, b)

dt

Za,∞ = −
∫ ∞

0
dτ K(τ)

∫
db C(a, b)

∫ ∞

−t
dt′

Re f f ,b(t′)
Se f f (t′, b)

dS(t′, b)
dt

Za,∞ = −
∫ ∞

0
dτ K(τ)

∫
db C(a, b)

∫ Sb,∞

1
dS(b)

Re f f ,b(S(b))
Se f f (S(b), b)

⇒ Za,∞ =
∫

db C(a, b)
∫ 1

Sb,∞

dS(b)
Re f f ,b(S(b))
Se f f (S(b), b)

.

Como Sa,∞ =
∫

dα f (α, a)e−α(a)Z(t,a), a equação transcendental que determina
Sa,∞ é

Sa,∞ =
∫

dα f (α, a)e
−α(a)

∫
db C(a,b)

∫ 1
Sb∞

dSb
Re f f ,b(Sb)

Se f f (Sb ,b) , (4.13)

e, portanto, o tamanho final da epidemia é

S∞ =
∫

da
∫

dα f (α, a)e
−α(a)

∫
db C(a,b)

∫ 1
Sb∞

dSb
Re f f ,b(Sb)

Se f f (Sb ,b) . (4.14)
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Vale ressaltar que mesmo para α independente de a, C(a, b) introduz hetero-
geneidades nos contatos de forma que o caso anterior não é recuperado. Similar-
mente, para C(a, b) homogêneo o caso anterior não é recuperado, uma vez que α

dependendo de a introduz novas heterogeneidades. O caso em que α independe
de a e C(a, b) é homogêneo recupera o caso anterior, já o caso em que α independe
de a e C(a, b) = δ(a − b) leva a um caso anterior independente para cada faixa
etária.

Figura 4.1: Relação não-linear de Re f f com S considerando susceptibilidade
heterogênea e estrutura etária na população obtida numericamente

A não-linearidade do número reprodutivo efetivo em relação a fração de sus-
cetíveis acarreta em um limiar de imunidade de rebanho induzida por doença
diferente do resultado clássico, reduzindo o número de pessoas infectadas neces-
sário para reduzir o número de casos, como pode ser visto na figura 4.1. Esse
resultado confirma o esperado intuitivamente que os mais suscetíveis se infec-
tam primeiro, deixando uma população efetivamente mais resistente. Também
explicita o quão relevante esses efeitos são para a dinâmica, sendo ideal que sejam
sempre levados em conta, especialmente em casos de decisão de protocolos para
controle de doenças.
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Além disso, é surpreendente que ainda é possível encontrar expressões ana-
líticas paras as grandezas relevantes nesse caso mais geral. Isso facilita a imple-
mentação numérica de tais expressões e do modelo mais geral como um todo, que
é o próximo passo a ser tomado, já que permite a conexão direta com os dados,
possibilitando a utilização prática desses modelos. Ainda assim, os resultados
aqui apresentados evidenciam a íntima relação entre diferentes heterogeneidades
populacionais e como elas influenciam na dinâmica de doenças infecciosas, bem
como explicitando correlações entre elas muitas vezes ignoradas.



Conclusão

Uma maneira adequada de incluir as heterogeneidades populacionais, como os
modelos aqui desenvolvidos, é essencial devido ao efeito intenso que essas causam
na dinâmica de uma dada doença. Essa inclusão só pode ser feita de maneira
pertinente tendo-se um boa proeficiência com as classes de modelos básicos. Assim,
a construção dos modelos compartimentais e dos modelos age-of-infection, não
só expõe o meio mais propício de considerar as heterogeneidades, bem como
explicita as diferentes lógicas por trás dessas classes de modelos, levando a uma
compreensão mais profunda de ambos.

As expressões encontradas para a resultante não-linearidade de Re f f com S
e para o tamanho final da epidemia são um ótimo exemplo dos efeitos que as
heterogeneidades causam na dinâmica de uma doença. Também podem ser utili-
zadas para testar diferentes protocolos de controle do espalhamento de doenças
numa dada população, uma vez que esses protocolos podem ser representados
por diferendes distribuições de susceptibilidade. A implementação numérica
das equações se mostra como um próximo passo importante, pois permite uma
conexão mais direta a dados, abrindo a possibilidade de também utilizar esses
modelos para determinar com maior precisão parâmetros relevantes da doença
previamente desconhecidos.
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