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Resumo

A Pesquisa Operacional se tornou uma aliada de diversos problemas reais, principalmente
de problemas da industria, cujo objetivo é minimizar seus custos. Um dos problemas de mui-
tos gestores é determinar quanto produzir, quando produzir e em que ordem produzir. Para
responder essas trés perguntas simultaneamente é tém-se que resolver o problema integrado
de dimensionamento de lotes e sequenciamento da producao. O presente trabalho vem trazer
modelos matemaéticos que podem ser adaptados em diversos estudos de casos para responder a
questao triplice: quanto, quando e em que ordem, tudo isso, minimizando os custos de estoque,
atraso e troca. A tese responde a seguinte pergunta, até entdo uma lacuna na literatura, entre
os modelos que integram dimensionamento e sequenciamento da producao, qual é o melhor?
Cinco modelos foram propostos e estudados do ponto de vista teérico e computacional para
entao descobrir o melhor. A constru¢ao dos modelos foi baseada no artigo de Oncam et al.
(2009) que apresenta resultados tedricos e computacionais para mostrar qual o melhor modelo
para o problema do caixeiro viajante. Esperava-se que os resultados fossem similares. Porém,
o melhor modelo para o problema integrado de dimensionamento de lotes e sequenciamento da
producao ¢ diferente do melhor modelo para o problema do caixeiro viajante.

Palavras Chave: Dimensionamento de lotes, Sequenciamento da Produgao, Problema do
Caixeiro Viajante, Reformulacao de Benders.



Abstract

Operational Research has become an ally of several real problems, especially problems of
industry, whose objective is to minimize their costs. One of the problems of many managers is
to determine how much to produce, when to produce and in what order produce. To answer
these three questions simultaneously simply solve the integrated problem of lot sizing and
sequencing of production. This work presents mathematical models that can be adapted in
several case studies to answer the threefold question: how much, when and in what order, all
while minimizing inventory costs, delay and return. This thesis is interested on the question,
"What is the best model for the integrate lot sizing and scheduling problem?". It Were proposed
five models and theys were studied in the theoretical and computational viewpoint. All models
was based in the travelling salesman problem (TSP). And the results show that the integrate
lot sizing and scheduling problem based in the TSP isn’t the same model for the TSP.

Key Words: Lot sizing, scheduling, traveling salesman problem, Benders Reformulation.
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Introducao

Com o cenéario atual, as empresas buscam cada vez mais melhorar seus processos de modo
a tomarem melhores decisoes. Questoes como dimensionamento e sequenciamento de lotes,
adequagao dos niveis de estoque, atendimento da demanda de mercado e a consequente sincro-
nizacao de todos esses processos sao ainda hoje desafios presentes. O processo de dimensionar
lotes de producao consiste em determinar quanto produzir de cada produto em cada periodo
a fim de atender a uma demanda prevista sob as condi¢oes e capacidades operacionais exis-
tentes. Um dimensionamento incorreto dos lotes pode causar excesso de produto acabado em
estoque, pedidos de venda nao totalmente atendidos, eventuais perdas de material perecivel,
entre outros. Por sua vez, sequenciar lotes de producao significa determinar em que ordem
produzir os lotes de forma a melhor aproveitar os recursos produtivos e atender aos prazos
estabelecidos. Um sequenciamento ineficiente pode provocar o nao cumprimento dos prazos, a
reducao significativa da capacidade da linha de producao, o aciimulo de estoque de produtos

acabados, o aumento do custo total de preparacao de maquinas, entre outros.

A Pesquisa Operacional, ¢ uma ciéncia aplicada que estuda esses problemas. E considerada
uma area recente, visto que o termo foi introduzido pela primeira vez durante a segunda guerra
mundial. Mas alguns artigos datam 1917, como ¢é o caso dos primoérdios dos problemas de
dimensionamento. Devido a sua jovialidade muitos problemas foram tratados de forma isolada.
Como é o caso dos problemas de dimensionamento de lotes e os problemas de sequenciamento
da produgao que foram tratados, na literatura, e ainda mais na pratica, separadamente (Drexl
(1997), Karimi (2003)). Mas notou-se que tratar esses problemas de forma isolada, pode trazer
diversos prejuizos para a empresa. Em alguns setores industriais tais como nas industrias
de nutricdo animal (Toso et al. (2005)), e refrigerante (Toledo et al. (2007), Ferreira et al.
(2009)), a resolugao desses dois problemas de forma isolada e independente cria dificuldades
para que a producao seja flexivel as mudancas do mercado e para que se obtenha solugoes boas

considerando a capacidade disponivel e os prazos de entrega estabelecidos.

Modelos de otimizacao que integram as decisoes de dimensionamento e sequenciamento
(PIDS - Problema Integrado de Dimensionamento e Sequenciamento de Lotes) tem sido propos-
tos na literatura utilizando duas abordagens principais relativas as decisoes de sequenciamento.
Uma proposta usa a idéia de dividir os periodos de produgao (macro-periodos) em periodos

menores (sub-periodos ou ntimero de preparos do periodo) - modelo GLSP (General Lot-sizing



Introducao 12

and Scheduling Problem). O nimero méaximo de sub-periodos de cada periodo é definido pelo
usuario, e em cada sub-periodo pode haver a producao de no maximo um item, obtendo-se
assim, em cada macro-periodo a ordem em que os lotes serao produzidos (Fleischmann 1997).
O modelo GLSP tem sido a base para o estudo do problema PDSL em diversos contextos in-
duastriais: fundi¢do (Araujo 2007), bens de consumo como fraldas e lengos (Kawamura 2010),
produtos quimicos (Cunha 2010), bebidas (Toledo (2007), Ferreira (2009), Baldo (2014)) entre

outros.

Outra proposta para modelar as decisoes de sequenciamento é usando as restrigoes de eli-
minacao de subrotas do Problema do Caixeiro Viajante Assimétrico (PCVA). As restrigoes
propostas por Dantzig, Fulkerson e Johnson (DFJ) foram utilizadas no problema PIDS no con-
texto da industria de nutricao animal e de bebidas. Outra classe de inequagoes de eliminacao
de subrotas, propostas por Miller, Tucker e Zemlim (1956) (MTZ), foram usadas no contexto
de uma fabrica de contéiners de vidro (Almada-lobo 2007) e de uma fébrica de refrigerantes
(Defalque 2010). Reformulagoes das restrigoes MTZ para obter classes de inequagdes de elimi-
nacao de subrotas mais fortes (Sherali e Laporte 1991), também podem ser tteis para modelar
as decisoes de sequenciamento. Carretero e Rangel (2010) discutem esta possibilidade no con-
texto de uma fabrica de refrigerantes. Diversas outras possibilidades de modelagem das decisoes
de sequenciamento podem ser exploradas na modelagem matematica do problema PIDS. On-
can 2009 apresentam uma anéalise de diversas formulacoes para o PCVA, estabelecendo uma

hierarquia de modelos considerando a qualidade da formulacao.

Uma questao importante neste contexto se refere ao estudo de qual seria a melhor estra-
tégia para modelar as decisoes de sequenciamento do problema integrado de dimensionamento
e sequenciamento da producao. O interesse pratico aliado ao desafio académico motivaram
o desenvolvimento dos novos modelos para o problema integrado de dimensionamento e se-
quenciamento da produgao propostos neste trabalho. A contribuicao principal deste trabalho é
fazer um estudo tedrico e computacional de diferentes estratégias para modelar as decisdes de
sequenciamento no PIDS. Preenchendo, assim uma lacuna encontrada na literatura pois a mai-
oria dos modelos encontrados s6 foram testados em aplicagoes especificas e o comportamento

foi avaliado apenas em termos computacionais.

A tese esta organizada em 6 capitulos. No Capitulo 1 uma breve revisao de conceitos bési-
cos de otimizacao é apresentada. No Capitulo 2 é apresentada uma revisao dos dois problemas
envolvidos, dimensionamento de lotes e sequenciamento da producao. No Capitulo 3 sao discu-
tidas duas estratégias para modelar as decisoes de sequenciamento, bem como as reformulacoes
propostas, e estudo tedrico da relagao entre os modelos. O Capitulo 4 é dedicado ao estudo
computacional dos modelos. O Capitulo 5 contém um estudo de caso para uma fabrica de

refrigerante. No Capitulo 6 sao feitas as consideragoes finais sobre o trabalho.
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Capitulo 1

Conceitos Bdsicos de Otimizacao
Linear Inteira Maista

Durante o texto principal da Tese de Doutorado sao necessérios alguns conceitos conside-
rados béasicos para o leitor que tem dominio em Otimizacao Linear Inteira. Mas para melhor
entendimento de todos, nesse capitulo serao apresentados conceitos basicos algebra linear, teo-
ria da dualidade e teoria dos poliedros; Projecao e Projecao Reversa e por fim Decomposicao
de Benders. Mais informagoes sobre cada tépico podem ser encontradas em Bazaraa, Wolsey,
Yoshiko, Lasdon.

1.1 Conceitos Basicos

Algebra Linear é um dos pré requisitos mais importantes para o entendimento da Otimiza-
¢ao Linear Inteira. Toda a base matemaética proposta para a construcao de modelos, heuristicas,
e métodos de solucao, vem da algebra linear. Por isso, iniciamos esse capitulo com os principais
conceitos de algebra linear relativos aos problemas estudados nessa tese. Provavelmente, muitos
ja tem o familiaridade com esses conceitos mas serao aqui descritos para estabelecer a notacao
e terminologia que serao adotadas no decorrer do texto. Para obter uma leitura mais detalhada

desses conceitos pesquisar em Boldrini e Figueredo, Anton e Rorres.

Em otimizacao linear inteira estamos interessados em construir restricoes que modelam
matematicamente condi¢oes a serem satisfeita. O reuniao dessas restri¢goes formam um sistema
linear. Todo sistema linear pode ser representado como uma matriz de coeficientes, um vetor
de variaveis consideradas, e um vetor linear, chamado vetor de custo. Para que os métodos
de solucao trabalhem de maneira mais eficiente possivel é necessario analisar esses vetores e
essas matrizes para reduzir redundéncias, obter o conjunto de solugoes factiveis e muitas outras
informagoes que um sistema linear pode fornecer, antes mesmo de resolver o problema de

otimizagao.
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Um dos conceitos primordiais é o de combinagao linear, afim e convexa. Com ela pode-se

definir a relagao existentes entre as restrigoes.

Definigao 1.1 (Combinagao linear, afim e convexa). Sejam os vetores zy,...,x, € R" e os
escalares Ai,..., \p € R, entao o vetor x € R"™, tal que x = \x1 + ...+ A\xg, € chamado
uma combinacgao linear dos vetores x1,...,x,. Se além disso, os escalares \;, Vi = 1,....k

satisfazem a condicio \1 + ...+ Ay = 1, entao x € chamado de combinagao afim dos vetores
X1y, Tp.. Sex € uma combinacao afim tal que os escalares \; > 0, Yi =1,...,k, entao x €

chamado de combinagao convexra dos vetores xq, ..., Ty.

A partir de agora pode-se definir qual relagao de dependéncia entre cada uma das restrigoes

o que ajuda muitas vezes a descobrir quando uma restrigao é redundante ou nao.

Definigao 1.2. Seja o conjunto nao vazio {z1,...,x;} de k pontos. Os pontos x1,...,x) SGo
linearmente independentes se a unica solucao para \x1+...+ Az =0 for \y =0,i=1,... k.

Caso contrario sao chamados de linearmente dependentes.

Defini¢ao 1.3. Seja o conjunto nao vazio {z1,...,x;} de k pontos. Os pontos x1,...,x) SGo
afim independentes se a unica solug¢ao para \ix1 + ...+ XNz =0 com A\ + ...+ Xy = 0 for

Ai=0,a=1,...,k. Caso contrdario sao chamados de afim dependentes.

Observe que todo conjunto de vetores do R" linearmente independente contém no maximo
n elementos. E todo conjunto afim independente contém no méximo n + 1 elementos (os n
vetores linearmente independente e o vetor nulo). Mais ainda, todo conjunto unitério é afim e
linearmente independente, com excecao do {0} que é apenas afim independente. Por convengao
o conjunto vazio é afim e linearmente independente. Podemos notar que se um conjunto é
linearmente independente entao é afim independente porém a reciproca nao é verdadeira.

Definigao 1.4 (Envoltorio Convexo). Dado um conjunto S, o envoltério convexo de S # () e
k k

S C R", denotado por conv(S), € o conjunto de todos os pontos x = Z Nx' tal que Z A =

i=1 i=1
L, i>0parai=1,....k e{xy, x9,..., 21} CS.

De acordo com a Defini¢ao o envoltorio convexo de S é o conjunto de todos os pontos

que sao uma combinacao convexa de pontos de S.

Definicao 1.5. Chamamos de posto do conjunto S C R" a cardinalidade do maior subconjunto
de S linearmente independente. E chamamos de posto afim do conjunto S C R™ a cardinalidade

do maior subconjunto de S afim independente.

Os resultados que seguem agora sao uteis para a descricao do conjunto de solugoes viaveis

de um problema de otimizagao.
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Defini¢ao 1.6 (Semi-espago). Um conjunto da forma {x € R™ : ax < w}, com a € R", nao

nulo e w € R, é chamado semi-espaco.

Definigao 1.7 (Hiperplano). Um conjunto de pontos que divide o espago em dois semi-espagos,
ou seja, um conjunto da forma {x € R" : ax = w}, onde a € R™, nao nulo e w € R, é chamado

hiperplano.

Definigao 1.8 (Poliedro). Um poliedro P C R™ é um conjunto de pontos que satisfazem um

nidmero finito de inequagoes e que pode ser representado da sequinte forma P = {x € R" : Ax <
b}, onde A € R™™ ¢ e R™,

Em outras palavras um poliedro é a intersec¢ao de um niimero finito de semi-espagos. De
cada poliedro podemos extrair algumas informagcoes, como o seu raio, obter uma direcao, seus

pontos extremos e seus raios extremos.

Defini¢ao 1.9. Sejam xy € R" e d € R*{0}. Um raio € um conjunto de elementos da forma

{zo + Ad : A > 0}, onde d se designa por diregao do raio e xqo por vértice do raio.

Definigao 1.10. Seja S C R™ um conjunto convexo. Um vetor d € R"{0} diz-se dire¢ao de S
se para todo xg € S, o raio {xo+Ad: A >0} € S.

Definicao 1.11. Seja S C R™ um conjunto convexo. Um elemento de x € S denomina-se
ponto extremo de S se nao puder ser escrito como combinacao linear convexa de dois elementos

distintos de S, x1 e xo, tais que, T # x1 € T # X5.

Definicao 1.12. Seja S C R™ um conjunto convexo. Uma direcdo de S diz-se direcao extrema
se nao for possivel escrevé-la como A\idy + Aada, com A\, Ao € R™ e dy, dy direcoes de S tais

que di nao € um maltiplo positivo de ds.

Definicao 1.13. Seja S C R™ um conjunto convexo. Um raio em S diz-se um raio extremo se

a sua diregao for uma direcao extrema.

Com essas definigoes, quando nao for possivel representar as inequagoes que definem o
poliedro podemos usar o Teorema de Minkowski, que apresenta uma caracterizacao dos poliedros

a partir de seus pontos e raios extremos.

Teorema 1.1 (Teorema de Minkowski). Se P # () e dim(A) = n, entdo
P= {xeR":x:ZAkwk—i—Z,ujrj, D=1 A2>0, Vk€K, ujzowej},
keK jed keK

onde {z*}rex € o conjunto de pontos extremos de P e {ri};c; € o conjunto de raios extremos
de P.
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De acordo com Bazaraa et al.(1990) e outros autores, para todo problema linear que re-
solvemos, hd um outro problema linear associado que é resolvido simultaneamente. Esse par
de problema satisfaz algumas propriedades importantes. Essas propriedades podem ser extre-
mamente tteis para se obter a solugao dos dois problemas. O problema original é chamado de

problema primal enquanto que o problema associado é chamado de problema dual.

Considere o problema primal (1.1)) - (1.3]):

min cx (1.1)
sa. Az >b (1.2)
x>0 (1.3)

e seja P={x >0: Az > b} o conjunto de solugoes viaveis para o problema primal.

O dual sera dado por (1.4} - (1.6]):

max wb (1.4)
s.a. wA <c (1.5)
w irrestrita (1.6)

e seja D = {w: wA < ¢} o conjunto de solugbes viaveis para o problema dual.

Lema 1.1 (Lema Fraco da Dualidade). Se P e D tem solugoes vidveis, ou seja, P # (0 e D # ()

entao minc(x) > mazrw(u) para todo x € P e todo u € D.

Teorema 1.2 (Teorema Forte da Dualidade). Sejam P e D os problemas primal e dual. Entao,
ambos os problemas tem solu¢ao otima e os wvalores dtimos sao iguais se e somente se esses

problemas tem solugoes vidveis.

Corolario 1.1 (Corolario Fundamental da Dualidade). Considerando o problema linear primal
e o seu dual, uma das sequintes afirmagoes € unicamente verdadeira:

1-) Ambos problemas possuem solu¢ao dtima, * e w* com cx® = w*b.

2-) Um problema tem valor ilimitado, nesse caso o outro problema € infactivel.

3-) Ambos problemas sdao infactiveis.

1.2 Projecao e Projecao Reversa

Muitos problemas de Otimizagao Combinatéria tendem a ter varias formulagoes alterna-
tivas, algumas delas sao mais faceis de lidar do que outras. A projecao fornece uma conexao

entre diferentes formulacoes.
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Definicao 1.14. Dado um poliedro da forma
Q ={(u,z) e RP xR?: A, + B, < b},
a projecao de () em R? é definida por
Proj,(Q) ={z € R?: Ju € R?: (u,x) € Q}.

Entao projecao do conjunto () em R? pode ser vista como encontrar uma matriz C' € R™*4

e um vetor d € R™ tal que
Proj,(Q) ={z e R?: Cx < d}.

Em outras palavras, proje¢ao ¢ uma formulagao para @ tal que @ = Proj,(Q) NRY.

Veja na Figura [I| uma ilustracao de projecao.

Figura 1: Projecao

Projecao nao pode ser confundida com restricao, outra operagao que relaciona um objeto
de dimensao superior a um em um subespago (yoshiko). Considerando o mesmo conjunto

@ C RP x R? a restricao no subespaco definida por u =0 ¢
{(u,2) € Q:u=0}={x e R?: (0,2) € Q}.

Para ilustrar a diferenca entre projecao e restricao, considere o poliedro Q, representado na

Figura [2| (Figura adaptada de projecao):
Q={(z,w) eR?*:24+u>1,0<r<20<u<l1).

A projegao de @ no espago dos reais é {x € R: 0 <z < 2} (Figura|3]), enquanto a restrigdo de
() a um subespago do R? definida poru=0¢ {r e R: 1 <z <2} (Figura ().

u

——o—0 [ ——o¢
0

2 x 0 1 2 1 2

T

0

Figura 2: Poliedro Q Figura 3: Projecao de Q em R Figura 4: Restricao de Q

Enquanto projegao e restrigao projetam o poliedro de uma dimensao maior do espago para
uma dimensao menor, algumas vezes queremos ir na dire¢ao oposta. A operagao, reversa da

projecao, que vai de um formulacao poliédrica de um problema em uma dada dimensao para
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uma dimensao maior, envolvendo novas variaveis, ¢ chamada formulacao extendida ou lifting.

Definicao 1.15. A técnica de lifting € um processo de construir a partir de uma determi-
nada inequacao vdlida para um poliedro de uma dimensao uma inequacao para um poliedro de

dimensao mazior.

A idéia de lifting foi introduzida por Gomory em 1969 no contexto de problemas de grupo.

Considere um conjunto de solugoes viaveis para um problema inteiro dado por:

X={zeRlM: Y au <d

JEN

ijxjgrk, k=0,...,t,
JECK

r; €{0,1}, jelI C N},

Aqui {Cy: k=0,...,t} é uma partigao de N, a; e d € R™*! e w; e rj, € R™>! com j € N.

Inicialmente, nés consideramos o subconjunto de X obtido fazendo z; = 0 para j € N \ Cp

dado por:
on{xERLCO' : Zajxjgd,
Jj€Co
Z w;r; < To,
Jj€Co
xz; € {0,1}, 7 € INCo}.
Seja

0 < Qg — Z Q5 (17)

J€Co

uma inequacao valida arbitraria para X% Noés queremos construir uma inequacao vélida para

X da forma

OSCYO— Z Zajxj. (18)

0<K<tjeCy

Para construir tal inequagao, noés comegamos com (|1.7) e aplicamos a técnica de lifting nas

varidveis em N \ Cy. Os conjuntos de pontos viaveis, X*, para i = 1,...,t sao definidos por:
> o<k<i [Ckl
X ={zreR; : E E ajr; <d,
0<k<i jeCy
E wiz; <1y, k=0,...,1,
JECK

z; €4{0,1}, j € IN(U,_,Ck)}.
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O problema de lifting associado a C; e uma inequagao valida:
0<ag— Z Zaj.rj. (1.9)
0<k<i jeCy
para X', é encontrar «; para j € C; tal que
Z oz < o — Z Z ;T (1.10)
J€eC; 0<k<i jeCy
seja uma inequacao valida para X°.
Seja Z = [0,d]. Mais ainda, para z € Z seja
hi(x) = max Z a;T; (1.11)
JE€C;
sujeito a:
Z a;jr; ==z (1.12)
JeC;
Z W;T 5 S r; (113)
JeC;
z;€{0,1}, jeCinI, z e RIC (1.14)
e seja
fi(z) = min ag — Z Z Q;T; (1.15)
0<k<i jECy,
sujeito a:
Z Z&jxj <d-—z (1.16)
0<k<i jeCy,
> wjmy <y, k=0,...,i—1 (1.17)
JECK
; i—1 St [Crl+
z; € {0,1}, 7 € IN(U_,Ck), © € R&r=0 (1.18)

A técnica de [lifting normalmente é aplicada sequencialmente: A técnica de lifting é apli-

cada nas variaveis uma apoés a outra e um problema de separagao tem que ser resolvido para

determinar cada coeficiente lifting.

1.3 Decomposicao de Benders

A técnica de Decomposi¢ao de Benders (Benders, 1972; Granville et al. 1988, 1989; Ge-
offrion, 1972; Monticelli et al., 1987; Lebow et al., 1985), utiliza a teoria da dualidade em
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programacao matemaética (linear e ndo linear), para particionar um problema de dificil solucao
quando sao consideradas todas as variaveis envolvidas, aplicando os conceitos de particao e
projecao, em subproblemas com variaveis especificas, que sao resolvidas iterativamente até que

uma solucao 6tima seja obtida para o problema original.

Considere o problema inteiro misto ((1.19)) - (1.23)):

min cx + dy (1.19)
s. a
Az + By >b (1.20)
Dy >e (1.21)
x>0 (1.22)
y > 0 e inteiro (1.23)
Esse problema pode ser reescrito da seguinte maneira:
in{dy i : >b— DBy .
Iyrélél{dy + rwnzlgl{cx Az > b— By}} (1.24)
onde Y = {y|Dy > e,y > 0 e inteiro}.
O subproblema em ((1.24))
m;g{cx : Az > b— By} (1.25)

é um problema linear continuo que pode ser dualizado através da associacao das variaveis duais
u as restrigdes Axr > b — By, obtendo o problema (|1.26)):

max{u(b — By) : uA < c}. (1.26)

u>0

O problema ([1.26]) é conhecido como o subproblema da decomposigao de Benders. Devido

a teoria da dualidade, as formulacoes primais e duais podem ser usadas de forma intercalada,
isto é pode-se escrever (|1.24]) como:

o CBEY A <
Iyrg/l{dy + Iggg{u(b By) 1 uA < ¢} (1.27)
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A vantagem de usar a formulagao ([1.27]) é que a regiao de solugdes viaveis do subproblema
(1.26]), o poliedro convexo U = {u > 0 : uA < ¢}, é independente da variavel y. Note que o
mesmo nao ocorre com o poliedro convexo P = {z > 0: Az > b — By} associado a (1.25)), que

depende do valor atribuido a variavel .

Analisando o subproblema ([1.26]) e usando teoria da dualidade pode-se avaliar os possiveis

casos para U:

e U=

o U#0.

Se U = () entéo a solugao do subproblema primal sera ilimitada (se P # () ou inviavel
(se P = 0). Se P = ) o valor atribuido a y nao fornece um subproblema primal factivel.
Consequentemente, esse y também nao ¢é factivel para o problema original. Conclui-se assim
que o problema original também seré infactivel. Se P # () entdo o subproblema primal
é ilimitado, e o problema sera:

min{dy + (—o0)} (1.28)

gey
ou seja, o problema original também seré ilimitado.

Considerando U # (), pelo Teorema de Minkowski, o conjunto U pode ser representado
por um numero finito de pontos extremos, u* (Vi = 1,..., F) e um ntmero finito de raios
extremos, v?, (Vg = 1,...,Q). Os raios extremos sdo necessarios na representacao quando o
poliedro U é ilimitado. As solugoes duais ilimitadas sao indesejadas, uma vez que é resultado

de problemas primais invidveis. Pode-se eliminar os valores de y que geram tais solucoes

considerando explicitamente as seguintes restricoes obtidas pelo Lema de Farkas:

v!(b— By) <0 Vg=1,...,0Q. (1.29)

Proposicao 1.1. As restrigoes sao chamadas de corte factivel no algoritmo de Decom-

posicao de Benders e sao vdlidas para o problema original.

Para demonstrar a validade dos cortes factiveis considere o sistema linear para y fixo:
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Ar —s=b— By (1.30)
x>0 (1.31)
s> 0 (1.32)

por Farkas, y é factivel se e somente se:

(b—By)u<0 (1.33)
para todo u satisfazendo:
Au<0, u>0 (1.34)
Considere o cone poliédrico:
C = {u|Av <0, u>0} (1.35)
Isso ¢é, existem vetores u}, i = 1,...,n,, tal que qualquer elemento v € C' pode ser escrito como
u= i)\iuf, Ai >0 (1.36)
i=1
Substituindo ([1.36]) em (1.33)),
i Ai(b— By)'ul <0 (1.37)

=1

que permanece valido para todo \; > 0 se e somente se
(b—By)u; <0, i=1,...,n, (1.38)
Entao y é factivel se e somente se satisfaz um ntmero finito de restrigoes do tipo (|1.38]).
Portanto
vi(b— By) <0 Vg=1,...,Q. (1.39)

supondo que v?, ¢ = 1,...,Q sao raios extremos de U ¢é valida para o problema original.

Se o subproblema ([1.26]) for factivel limitado, sabe-se que a solu¢do 6tima é um ponto

extremo u? de U.

Seja,

n =u* = mazx uP(b — BY) Vpep=1,..,F (1.40)
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Assimo dual do subproblema pode ser escrito da seguinte maneira:

max 17 (1.41)
s.a.
n > uP(b — BY) (1.42)

Assim, o problema original (1.19) - (1.23]) pode ser reformulado como ([1.43)) - (1.47)) deno-

minada reformulacao de Benders:

min dy +n (1.43)
S.a.

n > uf(b— BY) Vp=1,...,F (1.44)

v¥(b— By) <0 Vg=1,...,Q (1.45)

RS (1.46)

n>0 (1.47)

O numero de pontos extremos e de raios extremos pode ser muito grande. Para trabalhar
com esta limitacao, Benders propos a geracao das restri¢coes de forma dindmica, como planos

de corte. Por isso essas inequagoes sao também conhecidas como "Planos de Corte de Bender*.

Considere o problema ([1.48)) - ([1.49)), denominado problema mestre relaxado:

2o =mindy +n (1.48)
s.a.
yey (1.49)

Em cada iteragao k do algoritmo de decomposicao de Benders, um novo corte do tipo (|1.44))

ou (|1.45)) ¢ agregado ao problema ((1.48)) - (1.49)).

O Subproblema (|1.41]) - (1.42)) serve para testar a factibilidade/otimalidade de uma proposta
[y¥, 20*] do problema mestre (1.43) - (1.47). O problema mestre ¢ um problema nas variveis
y e gera novos valores para a variavel y para o subproblema. O subproblema testa esses novos

valores da variavel y do problema mestre e é um problema nas variaveis u:

Considerando U B um limitante superior, LB um limitante inferior e ¢ uma precisao dese-
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jada, o algoritmo de decomposicao de Benders classico pode ser definido de acordo com:

Passo 1: Faca UB = oo, LB = —o0; k=1.

Passo 2: Resolva o problema mestre relaxado ([1.48]) - (1.49)), obtendo, assim, um valor inicial para
Y,y

Passo 3: Dado y*, resolva o subproblema dual ([1.26) para obter u*. Atualize o valor do UB =
min{U B, dy + u*(b — By)} (isto ¢, o valor da melhor solucao factivel até entao);

Passo 4: Se o subproblema dual (1.26]) for limitado gere um corte 6timo (1.44]) para o problema
mestre. Se o subproblema dual for ilimitado gere um corte factivel (1.45]) para o problema

mestre.

Passo 5: Resolva o problema mestre com o corte do Passo 4 adicionado para obter y*, 20*. Calcule

o novo LB = z0%;

Passo 6: UB — LB < €? Se sim, FIM. Senao, k=k+1 e volte ao Passo 3.

O exemplo a seguir mostra como pode ser usado o Algoritmo de Decomposi¢ao de Benders.

Exemplo 1.1 (Aplica¢do do Algoritmo da Decomposigao de Benders). Seja o problema MIP:

min 5y, — 2ys + 221 — 39 (1.50)
s.a.

Sy1 — 3ys + 221 + 3wy < —2 (1.51)
4y + 2yo + 311 — 19 < 10 (1.52)
g <5V j=1,2 (1.53)
yezZ? (1.54)
r € R (1.55)

O problema original sera dividido em dois problemas; um em funcao das variaveis y, cha-
mado de Problema Mestre. E outro, em funcao das variaveis x, chamado de Subproblema

Primal.

Problema Mestre:
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max 5y, — 2y (1.56)
s.a.

g <5V j=1,2 (1.57)
yez? (1.58)

Do problema mestre, ([1.56)-(1.58) obtém-se valores para y, y*. Assim, defini-se o subpro-

blema primal:

Subproblema Primal:

max 221 — 3o (1.59)
S.a.
2x1 + 39 < =2 — 5y, + 3y, (1.60)
3xy — 1y <10 — 4y, — 27, (1.61)
r € R (1.62)
Subproblema Dual:
min(—2 — 5y, + 3y,)u1 + (10 — 47, — 2y,)us (1.63)
s.a.
2u; + 3uy > 2 (1.64)
3up —ug > —3 (1.65)
ue RY (1.66)

Seja U = {u = (u1,uz) € R% : 2u; +3up > 2 e 3ug — up > —3} a regido factivel do
subproblema dual (1.63]) - ((1.66)).
Aplicagao do Algoritmo de Decomposi¢ao de Benders ao problema ([1.50))-(|1.55)):

k=1

Passo 1: UB = o0, LB = —00

Passo 2: Resolva o problema mestre (|1.56))-(|1.58)).
A solugao encontrada ¢ [(y1,y2); 20] = [(5,0); 25]
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Passo 3:
Substituindo o valor de y no subproblema dual (1.63)) - (1.66), obtém-se:
min —27u; — 10us (1.67)
s.a.
2uy + 3ug > 2 (1.68)
uy —ug > —3 (1.69)
ue RY (1.70)
O subproblema dual ([1.67)) - (1.70) tem solugao ilimitada. E UB = min{UB, dy + u*(b —

By)} = min{+00,25 + (+00)} = 400

Passo 4: Determinar um corte factivel.

O raio extremo é v; = (0.5;0).

E o corte factivel é gerado da seguinte maneira: v1(b— By) > 0 = (—2—57, +37,—)(0.5) +

(10 — 47, — 2,)0 > 0 =

oYy + 3Yy > 2

(1.71)

Acrescentando o corte factivel ((1.71)) ao problema mestre (|1.56)-(1.58) obtém-se um novo

Problema Mestre ((1.72)) - (1.75)):

max by, — 2ys
s.a.

Yy <5V j=1.2
—5Y1 + 3y, > 2
yez:

Passo 5: Resolvendo o novo problema mestre obtém-se [y; z1] = [(2,4); 2].

ELB=2

(1.72)

(1.73)
(1.74)
(1.75)
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Passo 6: UB — LB < €? Nao! Volte ao Passo 3.
k=2

Passo 3: Substituindo o valor de y = (2,4) no subproblema dual (1.63)) - (1.66|) tem-se o seguinte

problema a ser resolvido:

min —6usy (1.76)
s.a.

2up + 3ug > 2 (1.77)
3u; —ug > —3 (1.78)
u€e RY (1.79)

O problema tem solucao ilimitada. Assim UB = oc.
Passo 4: Determinar um corte factivel.

O raio extremo é vy = (1;3).

E o corte factivel é gerado da seguinte maneira: vy(b— By) > 0 = (=2 — 57, + 37,—)(1) +
(10 — 4y, — 27,)(3) 2 0 =
— 17y, — 3y > —28 (1.80)

Acrescentando o corte factivel ((1.80) ao problema mestre (|1.72)-(1.75)) obtém-se um novo
Problema Mestre ((1.81]) - ([1.85)):

max by; — 2y (1.81)
S.a.

y; <5Yj=1,2 (1.82)
— 5yy + 3yp > 2 (1.83)
— 17y, — 3y, > —28 (1.84)
y € Z3 (1.85)
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Passo 5: Resolvendo o novo problema mestre obtém-se [y; 22| = [(1, 3); —1].
ELB=-1

Passo 6: UB — LB < €? Nao! Volte ao Passo 3.
k=3

Passo 3: Substituindo o valor de y = (1, 3) no subproblema dual (1.63)) - (1.66) tem-se o seguinte

problema a ser resolvido:

min 2, (1.86)
s.a.

2uq + 3ug > 2 (1.87)
3u; —uy > —3 (1.88)
ue RY (1.89)

Tem solugao limitada u = (0, 3) com valor da fungao objetivo 0. Assim UB = 0.

Passo 4: Determinar um corte 6timo.

Ponto extremo u = (0, 3).

E o corte 6timo é gerado da seguinte maneira: n > (—2+5y; +3yq)us + (10 — 4y, — 2y2)us —
n 2 30 — 12y; — 6ys.

Portanto o corte 6timo ¢é acrescentado ao problema mestre anterior:

max 5y; — 2ys + 1 (1.90)
s.a.

1> 30 — 12y — 6ys (1.91)
g <5V j=1,2 (1.92)
—9y1 + 3y2 = 2 (1.93)
— 17y — 3y, > —28 (1.94)
yez? (1.95)
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Resolve o problema mestre ((1.90)) - (1.95)) obtém a solugao e verificar o a diferenga entre os

UB—LB. O algoritmo termina quando a diferenca é menor do que o € estabelecido inicialmente.

Geoffrion (1972) apresenta uma generalizagao da decomposi¢ao Benders, onde os subproble-
mas resultantes nao sao necessariamente lineares. A eficiéncia computacional da decomposicao
de Benders na resolucao de problemas de larga escala pode ser verificada no trabalho pioneiro
de Geoffrion e Graves (1974), na resolugao de problemas estocésticos de transporte e localizac¢ao
de Franca e Luna (1982), no problema de sequenciamento aéreo integrado de Papadakos (2008),
no trabalho de Costa (2005) que faz um levantamento de problemas de projeto de rede com
custo fixo em que a decomposicao de Benders foi aplicada e, mais recentemente, na resolucao de
problemas de localizagao de concentradores em redes do tipo eixo-raio com alocagao multipla

de Camargo et al. (2006).

A reformulacao de Benders pode ser considerada como uma técnica de projecao, pois reduz
o numero de variaveis do problema original. Com essa ideia, Gravish e Graves usou a refor-
mulacao de Benders no modelo desenvolvido por ele para o PCV para provar a qualidade do
modelo proposto em relagao ao modelo classico MTZ. O modelo proposto, denominado single
commodity flow, necessita de varidveis auxiliares para garantir solugdes sem subsequéncias.
Para mostrar a qualidade da sua formulacao, eles reformularam o modelo original usando a
decomposi¢ao de benders e assim seu modelo passo a ter apenas as variaveis consideradas ori-
ginais, e o poliedro associado pode ser facilmente comparado. A seguir, apresentamos uma
aplicacao da reformulacao de Benders no modelo MTZ do problema do caixeiro viajante, que

é considerada um dos modelos classicos da literatura.

Considere o Problema do Caixeiro Viajante descrito pelas restrigoes (1.96]) - (1.100):

N N

i=1 j=1

sujeito a:
N
d ay=1 Vj (1.97)
i=1
N
» ay=1 Vi (1.98)
j=1
z;; €{0,1}; Nlequ; >0 Vi, j (1.100)

Uma aplicagao direta do Método de Benders a formulacao (1.96]) - (1.100) fornece o pro-
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blema mestre (1.101]) - (1.104)), conhecido como problema da designagao.

Problema Mestre:

mmZchxw (1.101)

=1 j=1
sujeito a:

N

» ay =1 Vj (1.102)
=1

N

» ay =1 Vi (1.103)
j=1
z;; € {0,1} Vi, j (1.104)

E um subproblema com func¢ao objetivo nula pois o vetor de custo associado a variavel
u é nulo. Para facilitar o desenvolvimento do método de Benders podemos, sem perda de
generalidade, supor que o vetor de custo da variavel u no problema original PCVA é 1. Para

contornar esse problema, a funcdo objetivo (??7) pode ser reescrita da seguinte forma:

mmZZc,]xm + Zu (1.105)

=1 j5=1

: . - -1
Os valores que a variavel u; vai receber sao 0, 1, 2,... — 1, assim E u; = ),

entao nao afeta o valor da solugao 6tima, pois sabemos qual é o valor dessa soma para retornar
N (N —1)

o valor original de Z basta subtrair ——.

E a nova fungao objetivo para o subproblema sera: min sz\il u;. Portanto o subproblema

primal do método de Benders é dado por ((1.106]), (1.107)) - (1.108]).

N
min Z u; (1.106)
i=1
sujeito a:

u; >0 Vi (1.108)
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O dual do subproblema (|1.106]), (1.107]) - (1.108]) ¢ dado por:

N N
>N A(NT; - N +1) (1.109)
i=2 j=2j7#i

Sujeito a:

N N
SoNi— Y A<t Vi > 2 (1.110)

=25 =25

Aij >0 Vi, j> 204 (1.111)

O problema mestre fornece uma solugao para x, se essa solu¢ao nao formar uma subsequén-
cia, entao o subproblema primal é factivel e consequentemente o subproblema dual também
serd. Logo um corte, formado por ponto extremo, serd acrescentado ao problema mestre. Se
essa solucao inicial do problema mestre formar uma subsequéncia, entao o subproblema primal
serd infactivel e como \;; = 0 é uma solugao viavel para o subproblema dual, o subproblema
dual sera ilimitado. Logo teremos que acrescentar ao problema mestre um corte formado por

ralo extremo.
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Capitulo 2

Problemas de Dimensionamento e
Sequenciamento da Producao

A solugdo de um problema de dimensionamento de lotes determina o quanto e quando
produzir de um conjunto de produtos para satisfazer a demanda conhecida ao longo de um
horizonte de planejamento finito. A solucao de um problema de sequenciamento estabelece a
ordem em que os lotes sao produzidos em um periodo de tempo, e pode-se considerar os tempos e
os custos de preparagao dependentes da sequéncia. A integragao destes dois problemas permite
a criacao de planos de producao melhores do que os obtidos quando os dois problemas sao
resolvidos hierarquicamente. Isto é particularmente importante nas industrias de processos
(por exemplo, conteiners de vidro, suplementos de alimentac¢ao animal, refrigerantes), uma vez
que a estreita relacao entre a definicao do dimensionamento de lotes e sequenciamento torna
interessante que ambas as decisoes sejam tomadas simultaneamente, a fim de utilizar de forma
eficiente a capacidade da producao. A seguir estao descritas as defini¢oes e consideragoes dos

dois problemas estudados, dimensionamento de lotes e sequenciamento da producao.

2.1 Problemas de Dimensionamento de Lotes

De acordo com .karimi2003 o dimensionamento de lotes é um dos mais importantes e dificeis
problemas do planejamento da producao. Por isso, esse assunto tem sido objeto de diversos
estudos na literatura. O problema de dimensionamento de lotes consiste em determinar a quan-
tidade de lotes a serem produzidos e em que periodos havera producgao. O critério de otimizagao
geralmente é de cunho economico e envolve custos de producao que sao tradicionalmente di-
vididos em custo de estoque, custo de processamento de produtos e custos de preparacao de

méaquinas (.pochetwolsey2006).

A complexidade computacional em termos de modelagem dos problemas de dimensiona-

mento de lotes depende dos recursos considerados no modelo (.zhu2006). A seguir estao des-
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critas algumas caracteristicas que afetam diretamente a classificacao, a modelagem e a com-
plexidade computacional dos problemas de dimensionamento de lotes. Revisoes bibliograficas
sobre problemas de dimensionamento de lotes sao encontradas, por exemplo, em .maes1988,
.haasel1995, .degraeve2008 e .brahimi2006.

Horizonte de Planejamento

O horizonte de planejamento é o intervalo de tempo em que acontece a produgao. O
horizonte de planejamento pode ser finito ou infinito e pode conter periodos de tempo continuos
ou discretos. Se os periodos forem discretos, eles podem ser divididos em duas categorias:
problemas do tipo big bucket ou tipo small bucket. Periodos do tipo big bucket sao aqueles cujo
periodo de tempo é grande o suficiente para produzir varios itens, enquanto que periodos do
tipo small bucket tem periodos tao pequenos que somente um tnico item pode ser produzido

em cada periodo.
Numéro de Estagios

Os problemas de dimensionamento de lotes podes ser divididos em multi-estdgio ou mono-
estagio. Denomina-se sistema de producao multi-estagio quando os itens a serem produzidos
sao dependentes, isto é, a producgao de determinado item depende da produgao de outro, que é
chamado item componente. Diz-se que um sistema de produgao é mono-estagio quando os itens
a serem produzidos sao independentes, ou seja, nenhum item depende da produgao de outro
item. De acordo com .karimi2003 sistemas multi-estagio sao mais dificeis de serem resolvidos
do que sistemas mono-estagio. .guptakeungl990 apresentam uma revisao dos modelos multi-
estagio.

Numero de Produtos

O namero de produtos considerados no problema é outra caracteristica importante que afeta
a modelagem e a complexidade computacional dos problemas de planejamento da produgao. Os
problemas de dimensionamento de lotes podem considerar a producao de um tnico item ou de

varios itens. .brahimi2006 discutem os problemas com um tnico item e .maes1988 apresentam

uma revisao dos modelos que consideram varios itens.
Capacidade

Os problemas de dimensionamento de lotes podem conter restrigoes de capacidade ou nao.
Os modelos que consideram restri¢oes de capacidade sao mais ajustados a realidade. .quadt e
.brahimi2006 trazem uma revisao dos problemas de dimensionamento de lotes que consideram

restricoes de capacidade e suas extensoes.
Demanda

A demanda pode ser considerada estatica, ou seja, nao muda ao longo do tempo, é constante.
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Ou pode ser dindmica, que significa que o seu valor muda no tempo. Se o valor da demanda é
conhecido, seja ele estatico ou dinamico, dizemos que a demanda é deterministica. Se a demanda
nao ¢ conhecida, mas os valores sao determinados por alguma distribui¢ao de probabilidade,

dizemos que a demanda é estocastica.
Estrutura de Preparo

Hé4 duas estruturas de preparo: simples e complexa. A estrutura de preparo simples acontece
quando os custos ou tempos de preparo sao independentes da sequéncia de produgao dos itens.
Essa estrutura é conhecida na literatura como preparo independente da sequéncia. Na estrutura
de preparo complexa os custos ou tempos de preparo sao dependentes da sequéncia, chamado

de preparo dependente da sequéncia.

No preparo dependente da sequéncia existem outras caracteristicas a serem consideradas.
drexl1997 e .suerie2006 propoem modelos permitindo que o preparo comece e termine em
periodos diferentes, chamados de preparo Cross Over (Figura. .s0xga01999 considera o caso
em que a producao de um item pode comecar num periodo e terminar no periodo seguinte sem
a necessidade de novo preparo entre periodos, chamado preparo Carry Over (Figurals)). .erdirik
abordam o problema de dimensionamento de lotes com preparo dependente da sequéncia cross

OVET € carry over.

periodo de producao .
preparo entre os itens

5

B Eemai
N7

preparo carry over  preparo cross over

Figura 5: Estrutura de Preparo - Figura adaptada de .maravelias2008

Outras caracteristicas podem ser levadas em conta para classificar os problemas de di-
mensionamento de lotes tais como: o numero maquinas, problemas extendidos, entre ou-
tros.glockgroseries2013 apresentam uma revisao bibliogréafica dos cem anos de dimensionamento

de lotes.

Os primeiros estudos de problemas de dimensionamento de lotes ocorreram com o FEco-
nomic Order Quantity (EOQ) em 1913 (.harris), que consiste num modelo sem restrigao de
capacidade e com um tnico item. A demanda é estacionaria, ou seja, ocorre continuamente
com uma razao constante. Os periodos de tempo sao continuos e o horizonte de planejamento é
infinito. Posteriormente, surgiram novos modelos mais ajustados & realidade. Em 1950 surgiu
o Economic Lot Scheduling Problem (ELSP), que considera restrigoes de capacidade e varios

itens. A demanda também é estacionaria e os periodos de tempo sao continuos com um hori-
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zonte de planejamento infinito. .wagner apresentam um modelo que difere dos anteriores pelo
fato de considerar um horizonte de planejamento finito dividido em vérios periodos discretos,
e supondo que a demanda é conhecida em cada periodo e pode variar, ou seja, supoe-se uma

demanda dinamica.

O presente trabalho esta direcionado aos problemas de dimensionamento de lotes com as
seguintes caracteristicas:

e horizonte de planejamento finito;

e demanda deterministica;

e com restricao de capacidade;

e multi-itens;

e mono-estagio;

e estrutura de tempo/custo de preparagao complexa;

e uma magquina.

Um modelo de dimensionamento de lotes com essas caracteristicas é o modelo denominado

CLSP (capacitated lotsizing problem) (.trigeiro1989). Os parametros e variaveis descritos na

Tabela [I] sdo usados na descrigao do modelo CLSP.
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Parametros e Indices:
J ntmero total de itens;
T || namero total de periodos;
j 1...J;
1...T;
hj | custo de estocar uma unidade do item j;
ct; || custo de preparo da méquina para o item j;
dj; || demanda do item j no periodo t;
p; || tempo de produgao de uma unidade do item j;
C; || capacidade da méquina no periodo t;
M || ntmero muito grande.
Variaveis:
I;; | quantidade do item j em estoque no final do periodo ¢;
xj || quantidade produzida do item j no periodo t;
1, se houve preparo da méaquina para o item j no periodo t;
vt { 0, caso contrario.
Tabela 1: Parametros e Variaveis do Modelo CLSP
O modelo CLSP ¢é descrito por - [.9):
T
Min Z = > (hilj + ctjy;) (2.1)
j=1 t=1
sujeito a:
Livoy + a0 — djy = Iy, j=1,...,J;t=1,...,T; (2.2)
J
> ajry < K, t=1...,T; (2.3)
j=1
i < Myjq, j=1..,J;t=1,...,T; (2.4)
vt € {0, 1}, I;; > 0 z;; > 0, j=1....J;t=1,...,T. (2.5)

A fungao objetivo (2.1) minimiza o custo total de estoque e de preparo. As restri¢oes

(2.2)) sao chamadas de restri¢oes de balanceamento entre estoque e produgao. Essas restri¢oes

garantem o atendimento da demanda em cada periodo t. As restri¢oes (2.4) impoem que s6

havera produgao caso a maquina esteja preparada. As restrigoes (2.3)) garantem que o tempo

de produgao nao ultrapasse a capacidade da maquina. E por fim, as restri¢oes (2.5)) definem o

dominio das variaveis.
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2.2 Problemas de Sequenciamento da Producao

O problema de sequenciamento de produtos consiste em estabelecer a sequéncia em que os
produtos que devem ser produzidos em uma ou mais méaquinas. O problema de sequenciamento
¢ discutido por exemplo em .pinedol1995. Existe uma nomenclatura propria para descrever
problemas de sequenciamento, formada a partir do preenchimento de trés campos. Para as
caracteristicas das maquinas é definido o campo «, para as caracteristicas das operagoes e
recursos o campo (3 e o critério de otimizagao é definido o campo ~. Essa notagao é conhecida
como notacao de trés campos «|fS|y. Na Tabela [2] sdo exibidos exemplos de configuragoes para

os campos «|f8|y.

Campo «

1 maquina Unica;

Pm | maquinas paralelas idénticas;

Qm | méaquinas paralelas uniformes;

Rm | maquinas paralelas nao relacionadas;

J job shop;

F flow shop.
Campo

T presenca de data de liberacao;

d; presenca de datas de entrega;

Sij presenca de tempo de preparo dependente da sequéncia.
Campo v

Chae | duracao total da programacao - makespan;

L., | maior diferenca da pontualidade das tarefas;

T,ax | maior atrasa das tarefas;

custo minimo;

soma minima de custo de atraso e estoque.

Tabela 2: Opgoes para os campos da notagao «|fg|y.

Por exemplo, a notacao 1|s;;|Cyq, designa um problema que tem uma méaquina com preparo
dependente da sequéncia e o objetivo é minimizar a duragao total da programacao. A classi-
ficacao de trés campos pode acomodar quaisquer elementos desejados, podendo haver mais de
uma informacao nos campos. O presente trabalho tem a seguinte classificacao de trés campos:
1]si;] [T, ou seja, serd estudado um ambiente de producdo com uma tnica maquina, conside-

rando a estrutura de preparo dependente da sequéncia e o com objetivo de minimizar o custo
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de atraso, estoque e troca.

Um job shop classico é um ambiente de produgao com n tarefas e m maquinas, em que cada
tarefa é processada nas m maquinas, de acordo com um roteiro prestabelecido. O ambiente
de producgao flow shop é um caso particular do ambiente job shop, em que as n tarefas tem
o mesmo roteiro nas m maquinas. Quando a sequéncia das tarefas é a mesma em todas as
méquinas, tem-se um flow shop permutacional. FExistem diversas variantes dos problemas
basicos de job shop (flow shop): job shop com nimero distinto de operagoes por tarefa, com
interrupgao, com instantes de disponibilidade distintos, flexivel entre outras. A quantidade de
trabalhos relacionados a esse assunto mostra a importancia dos problemas de sequenciamento.
O estudo do sequenciamento da producgao é tutil na investigagao da melhor estratégia para
modelar as decisoes associadas ao sequenciamento no problema integrado. .blazewicz1991 e
keha2009 apresentam uma revisao bibliografica de modelos de otimizagao para o problema de

sequenciamento.

2.3 Problemas Integrados de Dimensionamento e Sequen-
ciamento

A incorporagao do sequenciamento da produgao em modelos de dimensionamento de lotes
tem sido objeto de estudo de diversos autores devido as questoes importantes na producao
industrial, que tem consideravel influéncia na produtividade (.clark2011). O problema integrado
de dimensionamento e sequenciamento de lotes de produgao (PIDS) consiste em determinar
simultaneamente a quantidade a ser produzida, em que maquina, em que periodo e em que

ordem.

Duas estratégias principais tem sido usadas para modelar as decisoes de sequenciamento. A
primeira ¢ denominada estratégia small bucket e cada periodo do horizonte de planejamento é
dividido em subperiodos (ou micro-periodo). Para cada subperiodo somente o lote de um item
pode ser produzido. Essa estratégia é baseada no modelo GLSP (General Lotsizing and Sche-
duling Problem) .fleischmann1997. A segunda estratégia é denominada big bucket e permite a
producao de varios tipos de itens num dado periodo. Para obter o sequenciamento da producgao,
restrigoes baseadas no Problema do Caixeiro Viajante Assimétrico (PCVA) sao adicionadas ao

modelo de dimensionamento de lotes.

2.3.1 Estratégia Small Bucket

Na estratégia Small Bucket apenas um item é produzido por subperiodo e os subperiodos

considerados sao de curta duragao (dias, horas, turnos). Logo, ao se determinar o lote de
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producao de cada periodo, esta sendo determinado o momento que cada produto seré produzido,
ou seja, a sequéncia de produgdo, além do tamanho dos lotes. Fleishmann e Meyr (1997)
apresentam um modelo big bucket (vérios itens podem ser produzidos em um mesmo periodo)
onde os periodos (macro periodos) sao divididos em periodos menores (sub-periodos), e nos
sub-periodos apenas um item pode ser produzido por vez. O lote de producao é definido em
termos dos subperiodos s pertencentes aos conjuntos Sy, que sao os conjuntos dos subperiodos
do periodo t. A producao do item j no periodo t é a soma do que foi produzido daquele item em
cada subperiodo s do periodo t. No maximo um item pode ser produzido por subperiodo, assim
pode-se saber exatamente o que sera produzido em cada subperiodo e, portanto, a sequéncia de
producao de cada periodo. O tamanho de cada subperiodo é dado pela quantidade produzida
no subperiodo. O modelo GLSP é apresentado pelas expressoes - .

Modelo GLSP

T J
j=1 t=1 j=1 seS;
sujeito a:
L+ Y aje—dy = I, j=1,...,Jt=1,....,T (2.7)
SESt
a;jr;s < Cryjs, j=1,...,Js€S,. (2.8)
J
DY a <G t=1,...,T. (2.9)
j=1 s€S;
J
>y =1, seS,. (2.10)
j=1
Zijs Zyis—ij’S,l—l, ’l,jI 1,...,J8€ St- (211)
Yjs € {071}7Zij57[jt7mjs 20, ]: 1,...,J,t:17...,T,S€St. (212)

A funcao objetivo (2.6) minimiza os custos de estoque e troca. As restrigoes de balancea-
mento de estoque sao as restrigoes e as restrigoes controlam o preparo da maquina,
ou seja, sO6 ha producao do item j no subperiodo s se a maquina estiver preparada para isso.
As restrigoes controlam o uso da capacidade da méquina. Neste modelo ¢ exigido que
a maquina esteja preparada para um e apenas um item em cada sub-periodo, o que é garan-
tido pelas restrigoes . As restricoes garantem que as trocas entre itens entre os

sub-periodos sejao contadas. As restrigoes (2.12)) sdo as restrigoes de dominio das variaveis.

O modelo GLSP tem sido a base para o estudo do problema PIDS em diversos contextos
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industriais: fundigao (.araujo2007), bens de consumo como fraldas e lencos (.kawamura2010),
produtos quimicos (.cunha2010), bebidas (.toledo2007) e .ferreira2009), baldo (2014), entre

outros.

2.3.2 Estratégia Big Bucket

Os modelos do tipo big bucket permitem a producao de mais de um tipo de item no mesmo
periodo. Nessa secao apresentamos diversos modelos que usam essa estratégia. As decisoes as-
sociadas ao dimensionamento de lotes sao baseadas no Capacitated Lot Sizing Problem (CLSP)

(Segao . Para modelar a decisao de sequenciamento adaptamos as restricoes do PCVA.

Vamos considerar como critério de otimizagao a minimizacao do custo total levando em

conta o custo de estoque, de atraso e de troca entre os itens, conforme descrito em ([2.13]).

Min 7Z — Z Z(hjljg + gjfﬁ) + Z Z Z SijZijt (2.13)

jEJ teT teT i€J jeJs
JFi

As restrigoes de dimensionamento de lotes sao definidas por — e sao similares
as - . A restricao representam a conservacao de fluxo de cada item em cada
periodo. As restrigoes impoem que a capacidade da méquina seja respeitada em cada
periodo. As restrigoes garantem que haverd produgao do item j somente se a maquina
estiver preparada. Note que a variavel de setup é considerada de maneira implicita em termos

da variavel de troca.

Dimensionamento de Lotes:

Hon + i+ = B~ Ly = d i @11
ijxjt + Z Z bijzijt S Ot7 Vi (215)
JjeJ ieJ jeJ
JF
C J
t .
Ty < — ziit | Vg, Vit (2.16
Jt p]t ; gt )
i#y

As restri¢oes — modelam a ordem em que os itens serao produzidos no periodo
t, e sao baseadas nas restricoes do PCVA. As restrigoes consideram que em cada periodo
a maquina esté inicialmente preparada para o item fantasma ig. Os custos de troca associados
ao item fantasma sao zero e nao interferem na solucao final. As restrigoes conservam o
fluxo e asseguram que se ha troca de um item ¢ para qualquer item k entao ha troca do item

k para um item j. As restri¢oes (2.19)) garantem que cada item j é produzido no méximo uma
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vez em cada periodo t.

As restrigoes e associadas as restrigoes de designagao do PCVA, sozinhas
podem gerar subrotas, ou seja, subsequéncias desconexas. Assim nao temos como determinar
qual a sequéncia de producao dos itens. Para impedir subsequéncias desconexas incluimos as
restricoes . Finalmente as restrigoes definem o dominio das variaveis.

Sequenciamento:

J
Dz =Yz, VkeJ; ki, Vt (2.17)

jeJ i=ig

J J
>z = Vk € J, Vit (2.18)
by, g

J
Y zp <1, Vi=rip,1,...,J, Vt (2.19)
J=ig

J#i
Restri¢oes de eliminacao de subsequéncias (2.20)
Tt 2 O, Zijt = 0/1, VZ,j, Vt. (221)

Em Oncan2009 diversas formulagoes para o PCVA sao apresentadas. Elas diferem entre
si na formulacao das restrigoes usadas para a eliminac¢ao de subrotas. Estas restricoes podem
ser usadas para formular as restrigoes para a eliminagao de subsequéncias desconexas.
Os autores propoem neste artigo uma hierarquia entre as formula¢oes comparando os poliedros
associados a cada formulacao (Figura @ As formulagbes em destaques sao as utilizadas no

presente trabalho.
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@ = = A and B are incomparable

[l —> [B] Bis betterthan A

@ R E A and B are equivalent

[111
[1] Wong (1980)

[2] Langevin et al (1930) o .
[3] Padberg and Sung (1991) [6] Gouveia and Pires (1999) [8] Sherali and Driscoll (1995)

[4] Desrochers and Laports (1981) [7] Gouveia and Pires (2001) [10] Sarin et al. (2005)
(5] Gouveia and Voss {1995) (8] Myung (2001) [1{) Shecall et al.§2008)

Figura 6: Grafo de relagao entre os poliedros associado a cada formula¢ao PCVA (.Oncan2009)
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Capitulo 3

Reformulacao das Decisoes de
Sequenciamento

Este Capitulo ¢ dedicado ao estudo de diversas reformulacoes das decisdes de sequencia-
mento associadas ao PIDS. No Capitulo 2 foi apresentada duas maneiras de modelar o problema
de dimensionamento de lotes e sequenciamento da produgao, uma classificada como small buc-
ket, baseada no modelo GLSP (General lot sizing and problem) de Fleishmann e Meyer (1994)
e a segunda maneira baseada na integragdo do modelo CLSP com o modelo do PCVA. Nesse
Capitulo discutiremos sobre o uso de seis formulag¢oes do PCVA no PIDS. Apés a apresentacao
dos seis novos modelos para o PIDS, Secao 3.2, os modelos propostos sao estudados do ponto
de vista tedrico e mostramos qual a relagao existente entre cada um deles do ponto de vista de

qualidade de formulacao.

3.1 Modelos Propostos

Os modelos apresentados a seguir sao todos do tipo big bucket, ou seja, cada periodo tem
tamanho suficiente para produzir mais de um item (Haase e Kimms (2000)). As decisoes asso-
ciadas ao dimensionamento de lotes sdo baseadas no Capacitated Lot Sizing Problem (CLSP) e

para modelar as decistes de sequenciamento adapta-se as restrigoes associadas ao PCVA.

O modelo base ja foi apresentado em secoes anteriores, mas para melhor manuseio do

trabalho serd novamente descrito nessa se¢ao. O modelo PIDS baseado na estratégia big bucket

¢ dado por (3.1) - (3.9)).

Min Z :ZZ(thﬁ +gj]ﬁ) +Zzzszjzzjt (3.1)

JeJ teT tel ieJ jeJ
JFi
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Dimensionamento de Lotes:

[;Etfl) + I]_t + Tt — []—; — j_(tfl) = djta VJ,vt (32)
ijxjt + Z Z bijzijt S Ot7 Vit (33)
jedJ i€J jeJ
J#
C J
Tip < - Ziit | Vi, Vt 3.4
Jt Dyt ;; Jt ( )
i#]
Sequenciamento:
J
> e = >z VkeJ k#i, ¥t (3.5)
JjeJ =g
J J
> =z Vk € J, Vi (3.6)
ik o
J
> <1, Vi=ig,1,...,J, Vt (3.7)
J=1ig
J#
Restrigdes de eliminagdo de subsequéncias (3.8)
L jt, I;g, I;t > 07 Zijt = 0/17 VZ,],vt (39)

O foco do presente trabalho é o estudo de formulagoes para as restrigoes de eliminacao
de subsequéncia. Alguns artigos se dedicaram a apresentar uma revisao da literatura para as
diversas formulagoes para o PCVA, por exemplo, Oncam et al. (2009), Orman et al. (2000).
Esses modelos diferem entre si na formulacao das restrigoes de eliminacao de subsequéncia.
Nas Secoes 3.1.1 - 3.1.6 apresentamos seis modelos para o PIDS baseados respectivamente nas
formulagos MTZ, DL, SD, SFJ, SCF, MCF para o PCVA. Cada modelo serd denominado da
seguinte maneira, AB1S1M, onde AB indica qual tipo de restri¢ao de eliminacao de subsequéncia
estd sendo usada, 1S, indica tratar-se de um problema de um tnico estagio (one stage) , e por

fim, 1M, indica um ambiente com uma tnica maquina (one machine).

3.1.1 Modelo MTZ1S1M

O primeiro modelo proposto ¢ denominado MTZ1S1M, nele usam-se as restrigoes do CLSP
concomitantemente com as restrigoes da designacao e as restrigoes de eliminacao de subsequén-
cia proposta por Miller et al. (1960). Para modelar o MTZ1S1M sdo necessérias variaveis

auxiliares, definida nesse modelo por Uy, que indica a ordem que o item ¢ serda produzido no

periodo t. O modelo MTZ1S1M é definido por (3.1)) - (3.7)), (3.10) e (3.11]). O modelo completo



8.1 Modelos Propostos 45

por ser encontrado no Anexo Modelos Propostos.

Wjp > Wig + 1 — J + J 2 n,j=1,....J; 1# 5 t=1,...,T (3.10)

J >y > Ly, I I > 0; 25 = 0/1, Vi, j; Vt. (3.11)

gt
O uso das restricoes MTZ é comum na literatura, muitos autores usam essas restrigoes na
formulacao do PIDS em diversos contextos industriais, tais como, bebidas (tamara, defalque,
ferreira), ragdo animal (toso); vidro (almada-lobo), (Guimaraes). Nos trabalhos de Orman
() e Oncan () as restrigdes MTZ sao analisadas no contexto do PCVA. Eles concluem que as
restricoes de MILLER sao as que produzem o pior valor para a relaxacao linear. A fraqueza das
restrigoes MTZ, no contexto do PCVA, ja foi demonstrada por Padberg and Sung, Langevin,
Desrochers e Laporte. Na Secao [3.2] sera discutida a qualidade da restricao MTZ no contexto
do PIDS.

3.1.2 Modelo DL1S1M

O que chama atencao da restricoes do tipo MTZ ¢é o fato de serem polinomiais e assim
podem ser todas incluidas a priori na formulagao. Porém, o limite dual associado, a relaxacao
linear, é muito fraco. Com o intuito de obter melhores limitantes mas sem perder a caracteris-
tica polinomial, diversos autores propuseram novas restricoes de eliminacao de subsequéncias
baseadas nas restrigoes MTZ. laporte1991 propoem uma nova classe de inequagoes para eli-
minacao de subsequéncias, obtidas a partir das restricoes MTZ, para obter uma formulacao
mais forte para o PCVA. O processo de projegao inversa (lifting) é aplicado as restrigdoes MTZ
para obter inequacoes validas mais fortes. Usando a mesma técnica é possivel obter inequacoes

validas mais fortes para o modelo MTZ1S1M.

As restrigbes MTZ de eliminagao de subsequéncias (??7) podem ser reescritas da seguinte

maneira:

Deseja-se construir uma inequacao valida para o modelo MTZ1SIM incluindo a variavel zjft
com o coeficiente aj;; em (3.12)) (técnica de projegao reversa).

Para tal, deve-se encontrar o maior valor que o coeficiente o;; pode assumir para que a inequa-

¢ao (3.13) continue valida para o modelo MTZ1S1M. Este valor é obtido resolvendo o problema
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de otimizagao (3.14)) - (3.15]).

Max Z =aji (3.14)
sujeito a:

ajitzjit S J — 2 — Uit + th — (J — 1)zijtVt, Z,] (315)

Considera-se dois casos quando o problema de otimizagao (3.14)-(3.15)) é revolvido:

° ZJIZIt =0
° zJIZIt =1
Se zﬁt = 0, entao o seguinte problema de maximizagao ¢ obtido:
Max Z =aji (3.16)
sujeito a:
0<J—=2—uy+u— (J—1)zj, Vti,j. (3.17)

Portanto para qualquer valor de aj;;, a inequacao (3.13) é véalida para MTZ1S1M.

Se zjix = 1 ent@o z;; = 0 (por (2.19)), o seguinte problema tem que ser resolvido:

Max Z =aji (3.18)
sujeito a:

it S J—2— Uit + Ujt, Vta Z?] (319)

Contudo, sabe-se que se z;;; = 1, entao o item ¢ ¢ produzido ap6s o item j, entao a inequagao
(13.20) é valida para o poliedro associado a MTZ1S1M.

Assim, substituindo (3.20)) em ({3.19)), obtemos o seguinte problema de otimizagao:

Max Z =4t (321)
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sujeito a:
it S J — 3, Vt,z,] (322)

Como o problemas ¢ de maximizar, o maior valor que o coeficiente «;;; pode receber ¢ J — 3.
Obtendo a inequagao (3.23)), que é vélida para MTZ1S1M.

ult—ujt—i—(J—1)zm+(J—3)zﬂtSJ—Q vt,l,jzl,,J, Z7éj (323)

Se o mesmo argumento ¢ usado para fazer a projecao reversa das variaveis zj,; € 2;y;¢ na

restricdo 1 < uj < J — 1, obtém-se a seguinte inequacao (3.24)):

1+ (J - 2)Zjiot S Ujt S J—1-— (J — 2>Zi0jt7 vt,’l,j (324)

Mas supondo que zj,; = 1 € z,;: = 1, ou seja, que houve producao de apenas um item no

periodo ¢, entao obtém-se:

J—1<u; <1 (3.25)

O que é um absurdo. Ou seja a técnica de projecao reversa aplicada as restricoes de caixa
associadas as variaveis u; nao produzem inequacoes validas para o modelo MTZ1S1M como
no caso do PCVA descrito em laportel991. O modelo DL1S1IM é entao formado por (2.13]) -
(2.19), (?7?) e . maldonado2011 discutem a aplicacao das inequagoes no contexto

de uma fabrica de refrigerante.

3.1.3 Modelo SD1S1M

.sherali, propdem uma nova classe de restricoes de eliminagao de subrotas para o PCVA
a partir das restricoes MTZ. Para isso, utilizam a técnica RLT - Reformulation Linearization
Technique, proposta por sheraliadams. A mesma técnica RLT serd aplicada para o modelo

MTZ1S1M com a intencao de se obter uma formulagao mais forte para o PIDS.
Considere a reformulac¢ao nao linear para as restrigoes (??) da formulagao MTZ1S1M:
wirZije < (wir + 1)z Vi, j,t (3.26)

Wjt Zigjt = Zigjt Vi, t (3.27)
W)t Zjigt < (J)Zjiot vy, t. (3-28)
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e o seguinte limite inferior e superior para a variavel a w;;:
1<u; <J Vit (3.29)

A formulacdo dada por (2.13)-(2.19), (??) e (3.26)-(3.29) serda chamada MTZ1S1IM2. Para

aplicar a RLT ao MTZS1M2, reformula-se o modelo gerando novas restri¢oes (Fase da Refor-
mulagao). A fase da reformulagao é feita em dois passos. A fase de linearizagao é entao aplicada

aos termos nao lineares de MTZ1S1M2 usando substitui¢ao de variaveis.

Fase de Reformulagao

Passo 1 - Tome as restri¢oes (2.19)) e transforme-as em (3.30)), ja que ug > 0.

J
wi | >z — 1| <0 Vi, t. (3.30)
J=ig
J#i
Agora considere as restrigoes (2.18) e (2.19). Juntas elas implicam (3.31)), pois uz; > 0.

J
g | >z — 1] <0 VEk, t. (3.31)

i=ig

itk

Passo 2 - De acordo com (2.18)) e (2.19)) tem-se que z;;; + 2z < 1V 4, j, t; i # j. Isto é

verdade desconsiderado o item fantasma ¢y. Entao pode-se usar o limite inferior da variavel u;

definido em (3.29)) para obter a inequagao valida (3.32)).

Usando o limite superior da variavel u;; dado em (3.29), podemos obter a seguinte inequagao

valida (3.33).

(= ;o) (1 = zi50 — 2jie) 2 0 Vi>1Vji>1i# . (3.33)

Fase de Linearizacao

Considere o seguinte conjunto de varidveis:

Aijt = Wit Zijt Vi, g, t; i # (3.34)
Yijt = UjtZije Vi, j,t; 1 # J; (3-35)
Yijt = Nije + Zije Vi, j,t; i # J. (3.36)

Abrindo as restrigoes (3.30]) e usando (3.28]) e (3.34) um novo conjunto de inequagoes validas é
obtido:
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J
D A+ (Nzigr < uar, Vi, t. (3.37)
j=1

Com um argumento similar e usando as restrigdes (3.27)) e (3.34]), a linearizacao de (3.31)) é
dada por (3.38)).

J
> Nkt + Zigkt < Une, Vk, t. (3.38)

=1

Expandindo a inequagdo nao linear valida (3.32)) e usando a redefini¢ao de variével dada
por (3.34)) e (3.35)) tem-se a inequagao linear valida (3.39)).

Com argumento similar e usando a redefini¢ao de variavel dada por (3.34))-(3.36]) obtém-se
de (3.33) a inequagao valida ([3.40)).

wit + (J — Dzije — (I) (1 = zjie) < Nije + Ajits Vi>1Vj>10# 5. (3.40)

Considere as restrigoes (3.41)), dominio das variaveis.

Uit Z 1, Lijt 2 O, Zijt = Ooul )\ijt 2 OVZ,j,t (341)

O modelo SD1S1IM ¢ definido por (2.13) - (2.19)), pelas restri¢oes de eliminagao de subrotas
(13-37) - (3.40) e pelo dominio de variaveis (3.41]).
Proposicao 3.1. As restricoes obtidas pela técnica RLT, - , sGo mais fortes que

as restrigoes classicas MTZ, (77).

Resultados de um estudo computacional comparando os modelo MTZ1S1M e SD1S1M sao
apresentados em CLAIO 2014.

3.1.4 Modelo DFJ1S1M

As inequacgoes de eliminacao de subrotas para o PCVA propostas por .dfj também sao
consideradas classicas da literatura. Sabe-se que para o PCVA as inequag¢oes DFJ definem
facetas do envoltério convexo e podem ser adicionadas gradualmente & formulagao usando o
método de planos de corte (.wolsey1998). As restri¢oes asseguram que no maximo |S,|—1

arestas podem ser consideradas no subgrafo da solucao.
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Zzijt§|sr’_1 Vt; STC{177‘]}72§‘ST|§J_]‘ (342)

1,jESy

O modelo DFJ1S1M ¢é dado por (2.13)) - (2.19)), (2.21)) e (3.42)). Porém o nimero de possiveis

subconjuntos S, é da ordem 2" ficando invidvel a inclusao de todas a priori, por isso necessita

de um algoritmo (Algoritmo (1)) para inserir as restrigoes DFJ de forma dinamica.

while Tempo < Tempo Total Limite do
Passo 1. Resolve o Modelo (2.13)-(2.19);

Passo 2. Detecta Subsequéncias;

if Nao ha subsequéncia then

| Pare
end
else

| Gerar e inserir as restrigoes no Modelo e volte ao Passo 1;
end

end
Algorithm 1: Pseudo-codigo para resolver o PIDS usando o modelo DFJ1S1M (Adap-
tado de .deise2012

.deise2012 apresentam uma formulagao usando as restricoes DFJ considerando o PIDS com
sincronizacao de dois estagios no contexto de uma fabrica de refrigerante. .toso2005 usam as

restricoes DFJ no contexto da industria de nutrigao animal.

3.1.5 Modelo SCF1S1M

Outra classe de formulagoes para o PCVA sao do tipo network flow. Onde variaveis que
representam o fluxo de commodities através dos arcos sao adicionadas e satisfazem restrigoes
de conservagao do fluxo. Gavish e Graves (1978) propos a formulacao Single Commodity Flow
- (SCF). Na SCF variaveis continuas scf;;; sao acrescentadas e descrevem o fluxo de uma
commodity do vértice inicial para qualquer outro vértice. As restri¢oes - podem

ser incluidas no modelo Big Bucket para eliminar subrotas.
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J J J
Z scfjiw — Z scfije = Z Zijts Vi; Vi, (3.43)
T

J
Z scfigit < J —1 Vt; (3.44)
j=1
scfije < Zijt Vi, g i # j; Vi, (3.45)
scfije >0 Vi, g, t. (3.46)

As restrigoes (3.43) garantem a conservagao do fluxo. As restrigoes (3.44]) obriga que no

méximo uma commodity de cada item atravessara o arco inicial. E por fim, as restrigoes (3.45))

afirmam que s6 poderé ter fluxo em arco existentes.

O modelo SCF1S1IM é entdo descrito por (2.13)) - (2.19) junto com (3.43)) - (3.46]).

3.1.6 Modelo MCF1S1M

A formulagao do tipo Multi Commodity Flow - MCF, foi apresentada por .claus, a formu-
lacao. A ideia principal da formulacao proposta é assegurar que, em qualquer periodo ¢, ha
sempre um caminho do produto inicial s para qualquer outro produto r no periodo ¢, obtendo

assim o sequenciamento dos itens.

Para obter o modelo MCF1S1M, é necessario ajustar a formulagao PCVA e definir um novo
indice r = {1, ..., J}, e um novo conjunto de variaveis. As variaveis continuas, m,;, sdo usadas
para formular as restrigoes de eliminagao de subrotas baseadas na formulagao multi-commodity-
flow para o PCVA. A ideia dessa formulagao é supor que ha J commodities disponiveis no no
ip ¢ uma demanda de uma unidade da commodity j no n6é j. Se m,;;; = 1 entao o fluxo
da commodity r flui do no iy para o n6 r através do arco (i,5) (ver Figura [7). Em termos
de sequéncia dos itens no periodo ¢, significa que se o produto r é incluido na sequéncia da

producao, entao o produto j sucede o produto 7 nesse sequenciamento.

|76

\ 3 _'szl | 7 |

Figura 7: Representacao da variavel my.;;
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As restrigoes - eliminam subsequéncias desconexas dos itens. Como somente 0s
itens que sao produzidos (i.e. z,; > 0 e 2, = 1) devem ser sequenciados, as restri¢oes e
sao impostas somente quando a maquina estd preparada para o item 7, caso contrario,
as restricoes zeram as variaveis de fluxo associadas. As restri¢oes garantem que
todas as commodities requisitadas atravesarao o arco inicial (ig,j) para algum j. Mas cada
commodity serda depositada no né do item requisitado, assim quando o tltimo arco (j,ig) for
incluido no circuito, nenhuma commodity estara mais disponivel. As restri¢oes garantem
a conversavagao do fluxo, ou seja, se a commodity r atravesar o arco (j,r) ela é depositada no
noé r e nao atravessara o arco (7, k). As restrigoes garantem que cada comomdity sera
depositada apenas no no requisitado, ou seja, quando a commodity r atravessar o arco (i, j) ela

tera que atravessar também o arco (j,i'). As restrigoes (3.51)) definem o dominio das variaveis.

J
Z Mypjgjt — Z Myjigt = Z Zjrts Vr, Vit (3-47)

jeJ jeJ Ji=ig
J#r

J J J
Z Myjrt — Z Myrjt = Z Zirts VT’, Vit (348)
J=ig Jj=ig J=ig
i i i

J J
Z Myt = Z Myjits Vr,Vy; g # 7Vt (3.49)
i=ig i=ig
i#] i#j
Myiji < Zij Vi,j =1ig,1,...,J; Vr;Vt (3.50)
x>0, myj >0, 25 =0/1 Vi, 7, 7; Vt. (3.51)

O modelo MCF1SIM ¢ entao formado por (2.13)) - (2.19) e (3.47) - (3.51). O modelo
MCF1S1IM ¢ da ordem polinomial, contendo JT'(J? + 1) restrigoes de eliminagdo de subrotas.

Apesar de apresentar um ntmero polinomial de restricbes esse nimero ainda é muito alto.
Uma ideia para tratar a dificuldade computacional associada a esse ntimero de restrigoes seria

inclui-las de maneira dinadmica.

As Figura [8] apresenta um exemplo de como o modelo proposto impede uma solugao que
apresenta subrotas. Considerem a commodity r = 4 e as restrigoes (3.47) - (3.48)):

De (3.47) = muao3¢ — Mazor = 264 = 1 — 1 = 1Absurdo!

De (13.48) = mugar — Maare = 264+ = 0 — 0 = 1Absurdo!

Portanto a inclusdo do conjunto de restrigoes ((3.47)) - (3.51]) garante a eliminagao de subrotas.
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Figura 8: Representagao de uma solucao com subrota eliminada pelo modelo MCF1S1M

.socorroalistair usam as restricoes MCF para modelar as decisoes de sequenciamento na
presencga de tempos de setups nao triangulares. No artigo de .guimaraes2014 considera-se as
restricoes MCF para um modelo para o PIDS na presenca de setup carryover. .sarin2011
apresenta um modelo para o problema do .cheasepeake usando restrigoes do tipo MCF e obtém
resultados bons para exemplares antes nunca resolvidos na literatura. .mathieuvan apresenta
uma formulacao do tipo MCF para o problema de dimensionamento de lotes com fized charges.
Em .maldonado2014 discute-se o usa do modelo MCF1S1M no contexto de uma fabrica de

refrigerantes.

3.2 Equivaléncia entre os Modelos

ONCAN apresenta um organograma onde os vértices sao as diversas formulagoes para o
PCVA e as arestas indicam a relagao entre os poliedros associados a cada formulagao. O
embasamento tedrico para obtencao desse organograma é feito por estudos tedricos envolvendo
técnicas de projecao CITACOES entre outras. A ideia usada foi obter o poliedro associado a

cada formulacao para o PCVA e verificar qual a relacao entre eles.

Sabe-se que a eficiéncia dos métodos de enumeracao depende da qualidade do limite dual
associado a relaxagao da formulagao usada. De acordo com wolsey1998, uma das relaxagoes
mais ttil é a relaxacio linear. E possivel afirmar que dada duas formulacoes e o critério de
minimizagao, aquela que produz valores maiores de relaxagoes é melhor. Outra maneira de se
comparar a qualidade da relaxacao entre duas formulacoes é através da informagao dos poliedros

associados a cada uma delas.

Proposicao 3.2. Sejam duas formulagoes diferentes para um problema, F1 e F2, definidas
em termo de um mesmo conjunto de varidveis x € R", e critério de otimizagao de minimizar.
Sejam P(F1) e P(F2) os poliedros associados a cada formulag¢io. Se P(F'1) C P(F2) entao a
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formulacao F'1 € melhor que a formulacao F2. Neste caso o valor da relaxacao linear associado

a formulagcao F1 € melhor ou igual que o valor da relazacdo linear associado a formulagdo F2.

Diferentes formulagoes para um mesmo problema podem conter diferentes conjuntos de
variaveis, como é o caso do problema integrado de dimensionamento e sequenciamento da
producdo. Supondo que F3 seja uma formulacdo com diferentes conjuntos de variaveis. E
possivel projetar o poliedro P(F'3) de F'3 no subespago das variaveis de F; sem perder nenhuma
solugao factivel e comparar o valor da relaxagao linear obtido com o poliedro projetado T'P(F'3)
ao P(Fy).

Proposicao 3.3. Sejam F3 uma formulagao com diferentes conjuntos de varidveis e P(F3) =
{(z,y) € RP x R : Ax+ By < b} o0 poliedro associado a F'3. A projecio de P(F3) no subespago
das varidveis x é: TP(F3) = {x € RP : 3y € RY com (z,y) € P(F3)}. Se TP(F3) C P(F1),

entao F'3 € uma formula¢ao melhor que F'1.

Os valores das RL podem ser obtidos através da solucao de instancias dos modelos relaxados.
No entanto, as relagoes de inclusao dos poliedros associados as formulagoes do PIDS tem que
ser obtidas através de técnicas de projecao. Para poder comparar os poliedros, eles precisam
estar no mesmo espago de varidveis. Uma das técnicas a ser usadas para projetar as variaveis

extras dos modelos ¢ a Reformulacao de Benders (SECAO 1).

O modelo DFJISIM (Secao DFJ) é o tnico modelo que para eliminar as solugdes com
subsequéncia nao foi necessario acrescentar variaveis auxiliares. Por isso, ele é considerado o
modelo base, e todos os outros modelos propostos terao as variaveis auxiliares projetadas para

o mesmo espago de solugoes factiveis do modelo DFJ1S1M.

Para estudar os poliedros dos modelos propostos na Secao 3.1, vamos escrever o modelo

(3.1) - (3.9) na forma matricial.

Sejam H, jr o vetor de custo de estoque, G jr 0 vetor de custo de atraso, Six(j41)sr 0
vetor de custo de troca, 0147 0 vetor nulo que representa o custo de produgao. E por fim, seja
0 o vetor nulo que representa o custo da variavel auxiliar de cada modelo, como cada modelo
tem uma variavel auxiliar de diferente dimensao, a dimensao do vetor nulo nao esta definida
a priori. Os vetores associados as variaveis de estoque, atraso, producao, troca e auxiliar sao

dados respectivamente por It 1, Ipo 1, Xorxi, Z(J41)JTx1, Va.

Assim, pode-se escrever a fungao objetivo (??) na forma matricial (3.52]):
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95

min

[HIXJT G1><JT 01><JT Sl><(J+1)JT 0]

I}FTXI
I;Txl
XJTx1
Z(J+1)JTx1

va

(3.52)

Sejam M os blocos de matrizes que formam a matriz A da forma padrao, onde o superindice

a indica a qual varidvel o bloco da matriz M esta relacionado, e o subindice b indica qual a

dimensao da matriz M. Sejam D 7y, o vetor de demanda e Cpy; o vetor de capacidade. O

sinal ~ significa que cada estrutura de blocos do lado direito recebe um tipo de desigualdade

ou até mesmo igualdade para cada restrigdo do problema. O conjunto de restrigao (3.2) - (3.7)
pode ser reescrito na forma matricial como ([3.53]).
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(3.53)

As variaveis que serao projetadas sao as variaveis auxiliares de cada modelo proposto, assim

pode-se escrever a priori, o modelo PIDS da forma padrao Ax + By ~ b, onde a matriz que
relaciona as variaveis auxiliares fica separada da matriz A. Portanto o modelo (3.52) - (3.53))

pode ser escrito, sem perda de generalidade, da forma (3.54)) - (3.55)).
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(3.55)
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Como discutido na Secao [1.3] a técnica de Decomposicao de Benders fixa um conjunto de

varidveis obtendo assim um subproblema linear, Az = b — By. As variaveis a serem fixadas

sao as de estoque, [ jff, atraso, I, produgao, z;; e troca, z;;. Fixando as variaveis escolhidas,

tem-se o seguinte subproblema primal na forma matricial:

[Hiseo) L] + [Grxar] + Myrsa] + 0157l
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Seja o dual do subproblema ([3.56) - (3.57)) dado por (3.58)) - (3.59), na forma matricial.
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ol
(J+1)TxJT

ol
J(J-1)TxJT

-
Mjrxgr
il

0T xJr

(-

JTXJT

e
Oyrxar

sl

Oyrxar
ol
(J+1)TxJT

ol
J(J—=1)TxJT

(>‘1JT )\% /\3JT )‘ﬁT >\5JT )‘?JJrl)T AT ) 0ve

z
Mjrxir
.
Mrygr
.
Mjrxar
«
09T xar
©
0Frxar
or
(J+1)TxJT

0%
J(J—1)TxJT

0%
JT X (J+1)JT

ALn
M:7"><(J+1)JT QI
- A%,
I
M3y I+t TZT“ A3
M= JT x1 A4
JTX(J+1)JT X T w1 5JT
M= - AJT
JT X (J+1)JT Z(J—1)Tx1 \6
MZ (J+1)T
(J+1)Tx(J+1)JT A7
]Wj
(J=1)Tx(J+1)JT
(3.58)
Ova
Ova
Ova
<0 (3.59)
Ova
Ova
Mve

Mg livee; A7 <05 Ajp < 0; Xjp > 05 Mg livee; Afyypyp <05 AT~ (3.60)
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A rp1yr0” <0
)\7M’U(L S 0

Isto é,
maxz Z ij t 1) + [‘t + Tje — [ﬁ - [j_(t,l)))\}t-l- (3.61)
teT jeJ
- Z(Ct - ijxjt + Z Z bijzije) \j+ (3.62)
teT jeJ ied jeJ
J#i
C J
T Z Z - Lyt — t Z Zijt )Ai& (3.63)
teT jeJ i=ig
i#£]
J
YN0z = D s M+ (3.64)
teT jeJ jeJ i=io
J J
2D 0= mw = D a) At (3.65)
teT jed =i Jj=ig
ik -;e
> > 1= Z Zijt) A+ (3.66)
teT jeJ j 7.0
+ Z D A, (3.67)
ieJ jed teT
Sujeito a:
A0 <0 (3.68)
Ar0™ <0 (3.69)
Xjr0" <0 (3.70)
Ajr0” <0 (3.71)
A0 <0 (3.72)
(3.73)
(3.74)
(3.75)

Mg livee; A7 <05 ASp < 05 Xjp > 05 Mg livee; Afyypyp <05 AT~

Analisando cada parcela da soma da fungao objetivo tem-se:

Parcela (3.61): > > "(dij— I,y +Litau—Li—L,_)A, = > > 0N, = Aj, é livre =

teT jeJ jeJ teT
)\}t =0 Vjy, t, pois a restricao de balanceamento de estoque é uma igualdade.

Parcela (3.62): > (Cy— > pjzj+ Zwazm )\ = A2 =0Vt

teT jeJ i€J jeJ
J# =

N

N J/
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J
Parcela (3.63)): Z Z — Ty — G Z zijt |) )\ = X, =0V, t
teT jeJ & = \<’o/
i#) >
>0
<0
Parcela (|3.64)): Z Z 0— Z'Zwt Z Zikt) )\ = )\th =0Vy, t
tET JjeJ jeJ =1
<
<0
Parcela (3.65)): ZZ( Zzzkt szﬁ ZZO)\ = )\?t é livre = )\?t =
teT jed i=ig teT jeJ
itk oy

0 Vj, t, pois a restricao associada ¢ uma igualdade.

J
Parcela (3.66): > Y (1= zije) A) = A, =0V, ¢
~—~

teT jeJ J=ig
iz 20

N

TV
<0

N J/
-~

<0

Portanto tem-se que A} = X3, = \j, = A%, = 0 Vj, t. E os valores de A;

Jts )\]t sao livres, mas

como as restrigoes associadas, (3.68)) e (3.72)) respectivamente, serdo zeradas, podemos assumir,
sem perda de generalidade, que Aj, = A3, = 0 Vj, t. E o subproblema dual (3.61]) - (3.75)) pode

Jt_

ser reescrito como (3.76) - (3.78).

max b"*\’ (3.76)
S.a.

ATMP* <0 (3.77)
AT~ (3.78)

Para os proximos passos da decomposi¢ao de Benders sera necessario definir o subproblema
primal e dual de cada um dos modelos propostos, mas o trabalho sera menor, pois ja se sabe
que tanto o primal, quanto o dual sempre estarao apenas em func¢ao das restri¢oes de eliminacao

de subsequéncias.

Sabemos que o problema mestre estd em fungao das variaveis x;;, I its Ly zije. Quando
essas variaveis sao fixadas nos verificamos a existéncia ou nao de subsequéncias. Caso nao tenha
subsequéncia nada precisa se feito, a solugao é 6tima. Se a solucao tiver subsequéncias podemos

afirmar que o primal ¢é infactivel, pois nao satisfaz a restricao de eliminacao de subsequéncias.
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Pela teoria da Dualidade, o subproblema dual, nesse caso, é infactivel ou tem solugao ilimitada.

Olhando para o problema dual, é facil observar que a solugao 0 para todos os A é factivel,
assim, pode-se afirmar que sempre que tiver subsequéncias o subproblema dual seré ilimitado.
Assim o corte gerado sempre serd do tipo factivel, aquele que é gerado com auxilio dos raios
extremos. Para determinar os raios extremos do poliedro usa-se a seguinte propriedade apre-

sentada por Padberg and Sung (1991):

Propriedade 3.1. Um vetor v = {v11, V12, V13, - -, Vin, - - - , Umn } define um raio extremo se e
1 VY(i,j) €8s . . .

somente se v;; = onde S C 'V € o conjunto de vértice que pertencem a
0 caso contrdario

subsequéncia secunddria.

A seguir vamos apresentar a reformulagao de Benders dos modelos MTZ1S1M...
MTZ1S1M

No modelo MTZ1S1M a restri¢ao de eliminagao de subsequéncia é dada por (3.79):

wjp > wg + 1 — J + Jzij; ihj=1,....J;i#4 t=1,...,T (3.79)

O subproblema primal:

min Ou (3.80)
S.a.
th — Ut Z 1—-J + Jzijt (381)

O subproblema dual (3.76]) - (3.78)) associado é dado por:
) ) AN (352
it

S.a
D N = Y Aije < 1V t. (3.83)
j=1 j=2

Se com os valores de zj;, I ;;, I, zij fixados a solugao nao tiver subsequéncias o problema

estd na solugao 6tima. Caso contrario temos que obter o carte de raio extremo.

Se zjj+ = 1, entao ha troca do item 7 para o item j no periodo t. Se a solucao tem
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subsequéncia significa que existe uma subsequéncia S com i, j onde z;;; = 1 e nessa rota nao
considera o item fantasma iy. De acordo com a propriedade de Padberg e Sung (1991), quando
0 zjs = 1 para i,j € S o componente do vetor de raio extremo associado a ¢, 7, v =1, caso

contrario recebe zero. Portanto, o corte de raio extremo seré:

DY WA =T = Jzi) <0 (3.84)
i gt
Se i, € S entdo v = 1 e obtém-se:

S(J—1)

S=S8T+JY zj <0 > 2 < 7

1,J€S i,j€S

Portanto o modelo MTZ1S1M, pode ser reformulado de acordo com a decomposi¢cao de

Benders e ser escrito apenas em func¢oes das varidveis originais.

O que nos da o modelo MTZRB:

jeJ teT teT i€J jeJs
J#i

sujeito a:
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Loy + L+ — I = Ly = diy, V4, vt (3.86)
ijxjt + Z Z bz-jz,-jt S Ct, Vit (387)
jeJ ieJ jeJ
J#i
C J
zy < —4 zin | Vi, Vi 3.88
Jt Dt ;; Jt ( )
i#]
J
>z =Yz, VkelJ; ki, Vt (3.89)
jeJ i=ig

J J
> =z Yk € J, Vit (3.90)

i=1ig Jj=ig

itk ik

J
>z <1, Vi=1ig,1,...,J, Vt (3.91)
Jj=ig

J#i

S(J—1

Z Zijt < S 1) (3.92)
< J
i,JES
zjr > 0,25 = 0/1, Vi, j; Vt. (3.93)

Dessa maneira obtemos o modelo MTZ1SIM apenas em fungao das variaveis originais.

Assim pode-se comparar o modelo reformulado MTZRB com o modelo DFJ1S1M.

Queremos mostrar que
S(J—1
s -1< 220
. Supondo, por absurdo que,

S(J

—1
|S]—1>T)%J|S|—J>J\S|—]S|—>—J>—|S|—>J<]S\

o que é um absurdo, pois por definigdo |S| < J. Portanto, podemos afirmar que o poliedro
associado a formulacao DFJ1S1IM esta contido no poliedro associado a formulacao MTZ1S1M.

O que conclui-se a formulagao DFJ1S1M é mais forte que a formulagao MTZ1S1M.

SCF1S1M

As restri¢oes de eliminagao de subsequéncias do tipo single commodity flow sao:
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J J J
Z scfjiw — Z scfije = Z Zijts Vi; Vi, (3.94)
R

J
> scfi<J—1 Vt; (3.95)
j=1
scfijt < Zijt Vi, j i # 5V (3.96)
scfije > 0 Vi, j,t. (3.97)

O subproblema primal referente ao modelo SCF1S1M:

min 0sc f; (3.98)
s.a.

J J J
Z scfjit — Z scfijt = Zzijta Vi Vt; (3.99)
A R R

J
> scfipn < J—1 Vt; (3.100)
j=1
scfije < Zijt Vi, j i # j;Vt; (3.101)
Scfijt Z 0 V’l, j, t. (3102)

A Funcao objetivo do subproblema dual associado é dado por:

maxy > Y sty DY st (J—1DY N (3.103)
toi g t i g ;

Novamente, se com os valores de zj;, I}, I

v Ligy 2ije fixados a solugao néo tiver subsequéncias

o problema esté na solucao 6tima. Caso contrario temos que obter o corte de raio extremo.

Se ziy = 1, entao hé troca do item 7 para o item j no periodo t. Se a solucao tem
subsequéncia significa que existe uma subsequéncia S com 4, j onde z;;; = 1 e nessa rota nao
considera o item fantasma ig. De acordo com a propriedade de Padberg e Sung (1991), quando
0 zjjt = 1 para ¢,7 € S o componente do vetor de raio extremo associado a ¢, 7, v¥) =1, caso

contrario recebe zero. Portanto, o corte de raio extremo seré:
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DY 09 i+ 2+ (J = 1)) <0 (3.104)
it

Se 7,7 € S o corte factivel a ser gerado para esse caso terd a seguinte forma:
S|(1—J)
2Zi7j65,t Zijt + |S|J - |S| S 0— QZi,jES,t ZijtRijt S —‘ ( B .

Assim o modelo SCF1S1M pode ser reformulado, por:

Min Z =Y > (bl + gil) + Y D ) sijie (3.105)

jEJ teT teT ic€J jeJg

J#i
sujeito a:
Liy gy + Iy e — I = I,y = dyi, v, vt (3.106)
ijdijt + Z Z bijzijt S Ct, Vit (3107)
jeJ i€J jeJ
J#i

zjt < < = sz , Vi, Vi (3.108)

i

J
Dz =Dz Vk e J; kA6, Vt (3.109)
jeJ =10

J J
> =z Vk € J, Vt (3.110)
ik o
J

>z <1, Vi =ip,1,...,J, Wt (3.111)
J=ig
J#i

S|(1 -
Dz < M (3.112)
1,jES
x50 > 0,25 =0/1, Vi, j; Vt. (3.113)

Assim podemos comparar os poliedros associados aos modelos SCF1S1IM e MTZ1S1M.

Queremos provar que

SI0—=J) _ 1510 = 1)
2 - J

S|a-J) _Isiv-1)  a-J)  (J-1)

72
5 7 2>J—>JJ>

Supondo, por absurdo, que
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2J -2 — J?+J—2 <0, mas como J representa o ntimero de itens, J > 1, se J = 1, ou seja, o
menor valor que J pode assumir, temos que 0 < 0, o que é um absurdo. Entao, pode-se afirmar
que o poliedro associado a formulagao SCF1S1M esta contido no poliedro associado a formulagao

MTZ1S1M, ou seja, a formulagao SCF1S1M é mais forte que a formulacao MTZ1S1M.

Comparando os poliedros associados aos modelo SCF1S1M e DFJ1S1M, temos:

SI(1 - 7)
—_1>IERns 77
51— 12 2

Ou seja, o poliedro associado ao modelo SCF1S1IM é mais forte que o poliedro associado
ao modelo DFJ1S1M. Assim podemos afirmar que SCF1S1M é mais forte que o DFJ1S1M que
¢ mais forte que o MTZ1S1M.

MCF1S1M

A restricao de eliminacao de subsequéncia é dada por:

J
Z Myt — Z Myjigt = Z Zjrt, V’f’, Vit (3114)

Jj€J jeJ j=ig
J#T

J J J
Z Myjrt — Z Myyrjt = Z Zjrt, \V/'f’, \% (3115)
J=ig j=ig j=ig
J#r J#r J#r

J J
> i =Y mji, Vi,V j # Vi (3.116)
=10 i=1i(

i#] i#]
Mypije < Zij Vi, j =1ig,1,...,J; Vr;Vt (3.117)

O subproblema primal referente ao modelo MCF1S1M é dado por:
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minZZZmejt (3.118)

s.a.
J
Z Merigjt — Z Miyjigt = Z Zjrt Vr, Vit (3.119)
jed jed i=ig
i
J J J
> M = Y M= Zjne, Vr, Vit (3.120)
i=ig j=i i=io
J#T J#T J#T
J J
me‘jt = Zmrjita Vr,Vj; g # 1Vt (3.121)
1=1Q 1=1(
i) i1
Mypije < Zij Vi, j =1ig,1,...,J; Vr;Vt (3.122)

O subproblema dual sera dado por:

max Z Z Z /\itzjrt + Z Z Z A?thTt + Z Z Z Z )\fijtzz‘jt (3123)
t r J t r 7 t T 7 %

s.a.
1 2 3 4
/\rthT‘t + )‘rtzjrt + )\rijtzijt + )‘rz‘jt S 0. (3124)
Assim, com os valores de xj, I;; ; Ij, zij fixados a solugdo nao tiver subsequéncias o

problema esta na solucao 6tima. Caso contrario temos que obter o corte de raio extremo.

Se zjj+ = 1, entao ha troca do item ¢ para o item j no periodo t. Se a solu¢ao tem
subsequéncia significa que existe uma subsequéncia S com i, j onde z;;; = 1 e nessa rota nao
considera o item fantasma ig. De acordo com a propriedade de Padberg e Sung (1991), quando
0 zijt = 1 para 7,5 € S o componente do vetor de raio extremo associado a 4, j, vt =1 caso

contrario recebe zero. Portanto, o corte de raio extremo para o modelo MCF1S1M sera:

DD DY I+ i+ zigp) <O (3.125)
T t 7 i

Assim, quando 7, j € S temos que o corte extremo sera:
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3) zip<0 (3.126)

i,jES,t

Nessa caso o poliedro associado ao modelo MCF1S1M sera o mais relaxado de todos os
modelos. Na formulagao do caixeiro viajante o lado direito do modelo MCF nao depende da
variavel z;j;, sao apenas constantes 1 ou 0. Quando a formulagao de multifluxo ¢ aplicada ao
problema de dimensionamento de lotes e sequenciamento da producao, o lado direito comegou
a depender da somatoéria da variavel z. E além de tudo as restrigoes associadas ao multifluxo

vieram na igualdade, o que pode dificultar a ainda mais na resolu¢ao dos problemas.

Outras técnicas poderiam ser escolhidas para mostrar a relagao entre cada um dos poliedros
associados, porém escolheu-se a decomposicao de Benders pois pretende-se continuar o estudo

de Benders e propor métodos de solugao para o PIDS através de Benders.

Assim pode-se afirmar que entre os modelos polinomiais, 0 modelo SCF1S1IM e o modelo
MTZ1S1M sao os que podem apresentar poliedros mais apertados, mas vale lembrar que todos

ainda podem ser iguais.
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Capitulo 4

Estudo Computacional

No Capitulo 3, apresentamos novos modelos para o problema integrado de dimensiona-
mento de lotes e sequenciamento da producao. Os modelos, para serem comparados, do ponto
de vista teorico, precisam conter os mesmos tipos de variaveis. Para isso, usamos a decomposi-
¢ao de benders para projetar as variaveis que auxiliam na eliminacao de subsequéncia. Assim
comparamos os modelos e obtivemos uma hierarquia entre eles do ponto de vista de quali-
dade matemaética. Nesse Capitulo vamos apresentar os resultados computacionais dos modelos

propostos.

4.1 Geracao das Instancias

As instancias usadas foram adaptadas de Almada Lobo et. al (2007). Todos os modelos
foram implementados na sintaxe do AMPL e como solver de otimizagao utilizamos o CPLEX
12.6. Os elementos de cada instancia foram gerados a partir de uma distribuicao uniforme. Os

intervalos usados para a geragao dos dados sao:

Nuamero de ITtens J: J € {15,25}
Ntamero de Perfodos T*: T € {5,10,15}
Custo de Estoque h;: h; =U[2,9]
Custo de Atraso g;: g; = U[20,50]
Custo de Troca s;;: Sij = pu* by, com g € {50,100}
Tempo de Producao p;: pj =1
Tempo de Troca b;;: b;; = UI[5,10]
Demanda dj: djr = U[40, 59]
Z djt x pjy
Capacidade Ci: Cy = ]EJT’ com cut € {0.6;0.8}

Temos 24 combinagoes possiveis dos parametros [J, T, i, cut], o que chamaremos de classe.
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Tempo Computacional
Dados Valor RL | MTZ | DL SD SCt | MCF
Ex(15,05,0.6,050) | 120670 | 0.234 | 0.015 | 0.031 | 0.016 | 0.094
Ex(15,05,0.6,100) | 120670 | 0.016 | 0.016 | 0.015 | 0.015 | 0.109
Ex(15,05,0.8,050) 54163 | 0.032 | 0.031 | 0.016 | 0.016 | 0.109
Ex(15,05,0.8,100) 54163 | 0.016 | 0.016 | 0.032 | 0.016 | 0.11
x(15,10,0.6,050) | 443208 | 0.031 | 0.031 | 0.047 | 0.031 | 0.187
x(15,10,0.6,100) | 443208 | 0.016 | 0.031 | 0.031 | 0.032 | 0.187
x(15,10,0.8,050) | 199008 | 0.032 | 0.015 | 0.047 | 0.032 | 0.187
x(15,10,0.8,100) | 199008 | 0.032 | 0.031 | 0.032 | 0.032 | 0.187
x(15,15,0.6,050) | 970691 | 0.031 | 0.031 | 0.046 | 0.047 | 0.297
x(15,15,0.6,100) | 970691 | 0.031 | 0.047 | 0.062 | 0.031 | 0.296
x(15,15,0.8,050) | 435366 | 0.031 | 0.031 | 0.062 | 0.047 | 0.297
x(15,15,0.8,100) | 435366 | 0.031 | 0.031 | 0.063 | 0.047 | 0.296
x(25,05,0.6,050) | 197855 | 0.032 | 0.031 | 0.047 | 0.031 | 0.453
( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )

x(25,05,0.8,050 84633 | 0.031 | 0.031 | 0.062 | 0.047 | 0.452
84633 | 0.031 | 0.047 | 0.047 | 0.031 | 0.421
721598 | 0.063 | 0.484 | 0.093 | 0.078 | 0.889
721598 | 0.063 | 0.047 | 0.094 | 0.078 | 0.952
308858 | 0.063 | 0.046 | 0.094 | 0.078 | 0.889
308858 | 0.063 | 0.063 | 0.093 | 0.062 | 0.874
1574900 | 0.078 | 0.078 | 0.141 | 0.11 | 1.341
1574900 | 0.078 | 0.078 | 0.14 | 0.109 | 1.341
673549 | 0.078 | 0.078 | 0.172 | 0.094 | 1.357
673549 | 0.078 | 0.078 | 0.141 | 0.109 | 1.341

x(25,05,0.8,100
x(25,10,0.6,050
x(25,10,0.6,100
x(25,10,0.8,050
x%(25,10,0.8,100
x(25,15,0.6,050
x(25,15,0.6,100
x(25,15,0.8,050
Ex(25,15,0.8,100

E
E
E
E
E
E
E
E
E
Ex(25,05,0.6,100 197855 | 0.031 | 0.031 | 0.047 | 0.031 | 0.421
E
E
E
E
E
E
E
E
E

Tabela 3: Valor da Relaxagao Linear

4.2 Resultados

Os testes foram realizados trés tipos de testes: um para analisar o valor da relaxacao linear
obtida, um segundo teste para analisar o desempenho do modelo no né raiz; e por fim, um teste
no default do CPLEX com tempo de processamento limitado em uma hora. O objetivo dos
testes foi analisar a qualidade dos modelos junto com os resultados tedricos e o desempenho

computacional.

4.2.1 Relaxacao Linear

O primeiro teste realizado foi para obter o valor da relaxacao linear de cada instancia para
cada modelo. A Tabela apresenta o valor da relaxacao linear, observe que s6 temos uma
coluna para todos os modelos, pois todos os exemplares obtiveram o mesmo valor em todos os

modelos, porém o tempo computacional envolvido é o que difere de modelo para modelo.
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Tempo

Dados Valor RL | MTZ | DL SD SCF | MCF
Ex(15,05,0.6,050) | 120670 | 0.234 | 0.015 | 0.031 | 0.016 | 0.094
Ex(15,05,0.6,100) | 120670 | 0.016 | 0.016 | 0.015 | 0.015 | 0.109
Ex(15,05,0.8,050) 54163 0.032 | 0.031 | 0.016 | 0.016 | 0.109
Ex(15,05,0.8,100) 54163 0.016 | 0.016 | 0.032 | 0.016 | 0.110
Ex(15,10,0.6,050) | 443208 | 0.031 | 0.031 | 0.047 | 0.031 | 0.187
Ex(15,10,0.6,100) | 443208 | 0.016 | 0.031 | 0.031 | 0.032 | 0.187
Ex(15,10,0.8,050) | 199008 | 0.032 | 0.015 | 0.047 | 0.032 | 0.187
Ex(15,10,0.8,100) | 199008 | 0.032 | 0.031 | 0.032 | 0.032 | 0.187
Ex(15,15,0.6,050) | 970691 | 0.031 | 0.031 | 0.046 | 0.047 | 0.297
Ex(15,15,0.6,100) | 970691 | 0.031 | 0.047 | 0.062 | 0.031 | 0.296
Ex(15,15,0.8,050) | 435366 | 0.031 | 0.031 | 0.062 | 0.047 | 0.297
Ex(15,15,0.8,100) | 435366 | 0.031 | 0.031 | 0.063 | 0.047 | 0.296
Ex(25,05,0.6,050) | 197855 | 0.032 | 0.031 | 0.047 | 0.031 | 0.453
Ex(25,05,0.6,100) | 197855 | 0.031 | 0.031 | 0.047 | 0.031 | 0.421
Ex(25,05,0.8,050) 84633 0.031 | 0.031 | 0.062 | 0.047 | 0.452
Ex(25,05,0.8,100) 84633 0.031 | 0.047 | 0.047 | 0.031 | 0.421
Ex(25,10,0.6,050) | 721598 | 0.063 | 0.484 | 0.093 | 0.078 | 0.889
Ex(25,10,0.6,100) | 721598 | 0.063 | 0.047 | 0.094 | 0.078 | 0.952
Ex(25,10,0.8,050) | 308858 | 0.063 | 0.046 | 0.094 | 0.078 | 0.889
Ex(25,10,0.8,100) | 308858 | 0.063 | 0.063 | 0.093 | 0.062 | 0.874
Ex(25,15,0.6,050) | 1574900 | 0.078 | 0.078 | 0.141 | 0.11 | 1.341
Ex(25,15,0.6,100) | 1574900 | 0.078 | 0.078 | 0.14 | 0.109 | 1.341
Ex(25,15,0.8,050) | 673549 | 0.078 | 0.078 | 0.172 | 0.094 | 1.357
Ex(25,15,0.8,100) | 673549 | 0.078 | 0.078 | 0.141 | 0.109 | 1.341

As instancias com os modelos MTZ1S1M, DL1S1M e SD1S1M obtém a relaxacao linear, em

média, em 0.050, 0.059 e 0.069 segundos. As instancia, quando testadas nos modelos de fluxo,

SCF1S1M e MCF1S1M, obtém a relaxacao linear, em média, em 0.050 e 0.54 segundos. O fato

do modelo multi commodity demorar tanta para obter a RL, pode ser explicado pelo fato das

restri¢oes relacionadas a eliminagao de subsequéncia serem na igualdade, o que pode dificultar a

resolucao. Quando comparamos os cinco modelos olhando para apenas para o quesito relaxacao

linear observamos que o modelo MTZ1S1M e SCF1S1M sao os que tem os melhores resultados,

em termos de desempenho computacional.

O estudo teodrico ja dizia que os modelos MTZ1S1IM e SCF1S1M poderiam apresentar o

mesmo espaco de solucoes factiveis, e para as instancias testadas, além de obter o mesmo valor

de RL, os modelos tiveram o mesmo desempenho computacional.
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Dados MTZ DL SD SCF MCF
Ex(15,05,0.6,050) | 0.87% | 0.61% | 1.49% | 1.16% | 0.76%
Ex(15,05,0.6,100) | 1.82% | 3.51% | 1.93% | 1.53% | 1.11%
Ex(15,05,0.8,050) | 1.21% | 1.65% | 1.09% | 1.11% | 1.12%
Ex(15,05,0.8,100) | 2.57% | 3.68% | 39.03% | 1.91% | 2.34%
Ex(15,10,0.6,050) | 1.75% | 11.90% | 2.40% | 1.56% | 2.29%
Ex(15,10,0.6,100) | 3.15% | 2.88% | 3.57% | 2.71% | 2.61%
Ex(15,10,0.8,050) | 40.95% | 38.78% | 6.23% | 5.58% | 2.62%
Ex(15,10,0.8,100) | 10.04% | 30.14% | 31.46% | 7.44% | 6.34%
Ex(15,15,0.6,050) | 5.12% | 2.77% | 10.27% | 2.00% | 9.52%
Ex(15,15,0.6,100) | 3.30% | 6.48% | 13.87% | 2.92% | 6.72%
Ex(15,15,0.8,050) | 3.68% | 39.19% | 29.41% | 4.19% | 5.08%
Ex(15,15,0.8,100) | 7.97% | 12.36% | 15.66% | 7.52% | 15.47%
Ex(25,05,0.6,050) | 1.93% | 3.43% | 24.61% | 1.24% | 1.02%
Ex(25,05,0.6,100) | 1.16% | 2.52% | 6.75% | 1.78% | 1.06%
Ex(25,05,0.8,050) | 2.99% | 1.43% | 16.29% | 0.76% | 0.67%
Ex(25,05,0.8,100) | 6.58% | 1.83% | 10.17% | 2.61% | 1.51%
Ex(25,10,0.6,050) | 1.60% | 2.04% | 14.69% | 1.55% | 1.02%
Ex(25,10,0.6,100) | 2.56% | 2.40% | 24.06% | 1.89% | 1.41%
Ex(25,10,0.8,050) | 7.37% | 5.43% | 52.78% | 0.88% | 0.93%
Ex(25,10,0.8,100) | 56.30% | 62.05% | 33.87% | 6.70% | 1.42%
Ex(25,15,0.6,050) | 26.61% | 20.12% | 21.40% | 16.92% | 1.67%
Ex(25,15,0.6,100) | 4.71% | 24.08% | 26.90% | 12.61% | 1.42%
Ex(25,15,0.8,050) | 44.15% | 65.52% | 67.49% | 25.56% | 2.28%
Ex(25,15,0.8,100) | 66.13% | 56.78% | 43.49% | 11.02% | 2.69%

Tabela 4: Valor do Limite Inferior antes da Ramificacao
4.2.2 Limite Inferior Antes da Ramificacao

Para avaliar o desempenho dos modelos no n6 raiz, utilizamos o melhor valor do limite
inferior e o melhor valor do limite superior obtidos antes de comecar a ramificacao da arvore

do Branch and Bound, o obtemos o GAP da seguinte maneira:
LS — LI
LS

O resultado pode ser observado na Tabela [£.2.2]

Em 88% das instancias os modelos de fluxos foram os que obtiveram menor GAP. E em,
71% dos casos em que os modelos de fluxo foram melhores, o modelo MCF1S1M foi o que

obteve os melhores valores.

A diferenca do valor obtido para o limite inferior, entre cada modelo, antes da ramificagao,

ou seja, o valor usado para calcular esse GAP é sutil, muitas vezes nula. O que se observa, é
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que o valor do GAP é muito melhor para a MCF devido aos limites superiores obtidos, que sao
muito menores do que com os outros modelos. E dificil determinar o que se pode concluir desses
valores, pois nao sabemos ao certo quais os mecanismos usados pelo cplex. Mas observa-se no
log de solugcao que o modelo MCF fornece escopo para aplicacoes de heuristicas e os valores
obtidos, sabemos que sao os limites superiores. Entao quanto mais heuristicas, mas chances de

encontrar um limite melhor.

O resultado anterior mostrava que o tempo computacional envolvido para obter os limites
inferiores com o modelo MCF1SIM era, em média, 100 vezes maior do que com os outros
modelos. Esse comportamento se repete ao longo dos testes. Pois cada vez que o modelo
MCF1S1M precisa encontrar um limite inferior o tempo computacional envolvido nesse processo
é superior aos demais. Como mostra o Grafico, que apresenta o tempo computacional utilizado

apenas no no raiz, até ficar pronto para ramificacao.

Observe que quando o namero de itens aumenta de 15 para 25 (a partir da instancia 13)
o tempo computacional envolvido para obter os limites com o modelo MCF1S1M é superior a
100 segundos, nos 6 ultimos exemplares o0 modelo MCF1S1M nao sai do n6 raiz depois de uma

hora de processamento.
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O tempo computacional com o modelo SCF1SIM ¢é o dobro do que quando usamos os
modelos baseados no modelo MTZ1S1M ou o préprio modelo MTZ1S1IM. Porém, o GAP obtido

é inversamente proporcional, apresentando bons resultados com o modelo SCF1S1M.

Esse resultado é interessante pois mostra o desempenho dos modelos de fluxos, que quando
usados em diversas aplicagoes; problema do caixeiro viajante, dimensionamento de lotes entre
outros, sao sempre eles que obtém bons resultados. Pensando em qualidade do modelo, os
modelos de fluxo dao mais escopo para a qualidade de solu¢ao. Porém o tempo computacional

envolvido é muito alto.
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’ H GAP () H tempo (segundos) ‘
| EX(J, T, cap, p) | MTZ | DL | SD | SCF | MCF | MTZ DL| SD| SCF| MCF |
Ex(15,05,0.6,050) o] o] o 0 0 3368[ 2270[ 7011] 5732] 161,76
Ex(15,05,0.6,100) 0 o 0 0 0 8914| 91,26 | 147,44 | 176,58 | 907,32
Ex(15,05,0.8,050) 0 o o0 0 0| 12450 | 70,12 | 144,61 | 108,67 | 1472,20
Ex(15,05,0.8,100) 0 o 0 0 0| 4340 2,18 | 2558 | 21,61 | 244,25
Ex(15,10,0.6,050) 0| 0[024]005| 029 | 258,60 | 1874,59 | 3600 | 3600 | 3600
Ex(15,10,0.6,100) | 0,21 | 0,23 | 0,28 | 0,24 | 0,35 3600 | 3600 | 3600 | 3600 | 3600
Ex(15,10,0.8,050) | 0,27 | 0,31 | 0,27 | 0,42 | 0,57 3600 | 3600 | 3600 | 3600 | 3600
Ex(15,10,0.8,100) | 0,34 | 0,42 | 0,45 | 0,61 | 0,69 3600 | 3600 | 3600 | 3600 | 3600
Ex(15,15,0.6,050) | 0,45 | 0,46 | 0,58 | 0,49 | 0,57 3600 | 3600 | 3600 | 3600 | 3600
Ex(15,15,0.6,100) | 0,58 | 0,63 | 0,58 | 0,59 | 0,88 3600 | 3600 | 3600 | 3600 | 3600
Ex(15,15,0.8,050) | 0,65 | 0,67 | 0,92 | 0,80 | 1,08 3600 | 3600 | 3600 | 3600 | 3600
Ex(15,15,0.8,100) | 1,04 | 0,91 | 0,85 | 1,04 | 1,47 3600 | 3600 | 3600 | 3600 | 3600
Ex(25,05,0.6,050) 0 o 0 0| 044 | 53555 | 529,92 | 1178,62 | 1155,78 | 3600
Ex(25,05,0.6,100) 0 o o0 0| 046 | 144,18 | 117,70 | 373,70 | 268,95 | 3600
Ex(25,05,0.8,050) 0 o 0 0| 054 316,95 | 251,74 | 1007,77 | 290,75 | 3600
Ex(25,05,0.8,100) 0 o 0 0| 081 261,29 | 24,07 | 687,39 | 542,92 | 3600
Ex(25,10,0.6,050) | 0,34 | 0,26 | 0,53 | 0,22 | 0,87 3600 | 3600 | 3600 | 3600 | 3600
Ex(25,10,0.6,100) | 0,48 | 0,36 | 0,64 | 0,47 | 1,34 3600 | 3600 | 3600 | 3600 | 3600
Ex(25,10,0.8,050) | 0,19 | 0,17 | 0,27 | 0,28 | 0,74 3600 | 3600 | 3600 | 3600 | 3600
Ex(25,10,0.8,100) | 0,19 | 0,29 | 0,78 | 0,28 | 1,42 3600 | 3600 | 3600 | 3600 | 3600
Ex(25,15,0.6,050) | 0,60 | 0,69 | 0,80 | 0,65 | 1,67 3600 | 3600 | 3600 | 3600 | 3600
Ex(25,15,0.6,100) | 0,91 | 0,37 | 1,01 | 0,73 | 1,42 3600 | 3600 | 3600 | 3600 | 3600
Ex(25,15,0.8,050) | 0,57 | 0,96 | 0,98 | 1,14 | 2,28 3600 | 3600 | 3600 | 3600 | 3600
Ex(25,15,0.8,100) | 1,35 | 0,97 | 1,68 | 1,63 | 2,69 3600 | 3600 | 3600 | 3600 | 3600

Tabela 5: GAP

4.2.3 Limite de Tempo 1 hora - 3600 segundo

No ultimo teste o tempo de resolu¢do das instancias foi limitado em 3600 segundo (uma
hora). A Tabela apresenta os resultados obtidos. Primeiramente o GAP dentro de cada

instancia para cada modelo e depois o tempo computacional. Apesar do tempo computacional

estourar na maioria dos casos pode-se observar que a média do GAP para cada modelo nao

ultrapassa os 0,80%.

A Tabela apresenta o numero de nés examinados na arvore do Branch and Bound. En-
quanto os modelos MTZ1S1M, DL1S1M, SD1S1M e SCF1SM apresentam em média, 386803,71,
352757,29, 256366,83, 216453,17 nos respectivamente, o modelo MCF1S1M examina 25220.54

em média. Para as instancias mais dificeis (J=25 e T=15) o modelo MCF1S1M consegue di-

minuir o GAP drasticamente ainda no né raiz, apresentando um GAP numa média de 2%.

Enquanto as outras instancias analisam muitos nos e o GAP esta numa média de 1%.
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| EX(J, T, cap, ) | MTZ| DL | SD| SCF| MCF |
Ex(15,05,0.6,050) 63407 | 36972 | 67937 | 77284 | 31246
Ex(15,05,0.6,100) || 172586 | 194925 | 161143 | 219467 | 156866
Ex(15,05,0.8,050) || 311187 | 140477 | 118974 | 120126 | 114238
Ex(15,05,0.8,100) 41781 | 15224 | 18024 | 19306 | 12614
Ex(15,10,0.6,050) || 1272371 | 829523 | 448254 | 768367 | 96421
Ex(15,10,0.6,100) || 908860 | 966625 | 521878 | 493971 | 77696
Ex(15,10,0.8,050) || 862836 | 821485 | 849044 | 413586 | 24405
Ex(15,10,0.8,100) || 813960 | 695581 | 474063 | 463636 | 20537
Ex(15,15,0.6,050) | 560082 | 533765 | 410432 | 341968 | 28775
Ex(15,15,0.6,100) | 518423 | 560745 | 353903 | 304068 | 25627
Ex(15,15,0.8,050) || 454332 | 393283 | 298398 | 279097 | 5837
Ex(15,15,0.8,100) || 513469 | 468590 | 275208 | 221986 | 4603
Ex(25,05,0.6,050) || 394405 | 449124 | 433150 | 452479 | 2146
Ex(25,05,0.6,100) 90307 | 84253 | 94481 | 85786 | 2467
Ex(25,05,0.8,050) | 323844 | 347877 | 661708 | 271487 832
Ex(25,05,0.8,100) || 163722 | 169285 | 230015 | 231280 819
Ex(25,10,0.6,050) || 441675 | 349174 | 175148 | 86961 39
Ex(25,10,0.6,100) || 353656 | 356178 | 149548 | 106221 101
Ex(25,10,0.8,050) || 321933 | 268642 | 124179 | 75586 24
Ex(25,10,0.8,100) | 232455 | 333202 | 133100 | 57191 0
Ex(25,15,0.6,050) || 152858 | 112340 | 49346 | 33734 0
Ex(25,15,0.6,100) 89793 | 159994 | 36031 | 27763 0
Ex(25,15,0.8,050) || 120123 | 99161 | 33365 | 25894 0
Ex(25,15,0.8,100) || 105224 | 79750 | 35475 | 17632 0

Tabela 6: Numero de nos
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Capitulo 5

Aplicacao: Fabrica de Refrigerante

Todos os modelos apresentados foram se referem a um contexto genérico, podendo ser
aplicado em diversos casos. Uma das aplicagdes consideradas na literatura é a fabricagao de
refrigerantes. Uma fabrica de refrigerante pode produzir refrigerantes de diferentes sabores e
tamanhos. A producao é feita basicamente em dois estagios principais: a preparacao de xarope,
chamado Estagio I, e o envase da bebida, chamado Estagio II. No Estagio I sao consideradas
apenas as quantidades minimas de producao de xarope para garantir a homogeneidade e a
capacidade méxima do tanque. No Estagio I, os ingredientes que formam o xarope, sao pré-
misturados, e o composto resultante é enviado aos tanques de preparo, onde entao recebe o
acucar liquido ou adocante. FKEssa mistura ¢ agitada por hélices que tornam o xarope uma
mistura homogénea. Para que este composto seja bem misturado, é necessaria uma quantidade
minima de xarope no tanque, suficiente para cobrir estas hélices. Um tanque pode abastecer ao
mesmo tempo varias linhas de producao, mas uma linha recebe xarope de apenas um tanque
por vez. No Estagio II, a bebida é envasada em linhas de produgao. Nelas, os vasilhames entram
por uma esteira rolante onde sao lavados e em seguida, passam por uma maquina que os enche
com uma determinada quantidade de xarope e agua carbonatada. Os vasilhames sao entao
fechados, rotulados, empacotados e levados para o estoque. A linha de produgdo (maquina)
deve aguardar até que o xarope esteja pronto para ser enviado para o envase. Do mesmo modo,
o envio de xarope para a maquina deve ocorrer somente se esta estiver pronta para o envase da
bebida, ou seja, deve haver uma sincronia entre os estagios de producao de xarope e envase da

bebida.

No Estagio I, somente o problema de dimensionamento de lotes ¢ levado em considera-
¢ao, pois considera-se que o nimero de tanques disponivel é ilimitado. No Estagio II, entre-
tanto, tratam-se do problema de dimensionamento de lotes e o do sequenciamento da producao.
Quando um refrigerante com agtcar é produzida e decide-se trocar para um refrigerante do tipo
diet, por exemplo, é necessério realizar uma limpeza na maquina. Essa limpeza deve ser reali-

zada minuciosamente, pois em um refrigerante do tipo diet nao pode haver residuos de agucar.
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Por isso o tempo necessério para limpar a maquina é bem maior que do que se a producao fosse

ao contrario. Portanto a ordem que os itens sao produzidos pode alterar o uso da capacidade

da méaquina e nesse caso deve ser levado em conta o sequenciamento.

O modelo para o estudo de caso do refrigerante é descrito por (5.1)) -

(5.14) e sera de-

nominado Refrigpc, onde a sigla SEC seré substituida pelo nome da restrigao usada como

eliminagao de subsequéncia.
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A fungao objetivo ({5.1) minimiza custo de estoque, atraso e troca. As restrigoes ga-
rantem que se o tanque esta preparado para a producao do xarope [, entao havera producao e a
quantidade produzida é igual ao niimero méximo de tanques do xarope [ que podem ser produ-
zidos naquele periodo. A variavel n; permite o uso parcial do tanque respeitando a quantidade
minima (¢q;) necessaria para garantir a homogeneidade, como especificado nas restrigdes (/5.3]).
As restrigoes garantem que s6 havera producao do xarope [ se o tanque estiver preparado.
De acordo com as restrigoes , a soma total do ntimero de tanques produzidos no periodo t

deve ser limitada pelo namero total de preparos do tanque em t.
As restrigdes de balanceamento de estoque sao representadas por (5.6)) e de capacidade por

(5.7). As restricoes de preparo

ijt

J
D considera o preparo implicito quando Zz” = 1. As

Jj=1
restrigbes ((5.9) garantem que somente haveré troca de um item ¢ qualquer para um item k

qualquer se existir um troca do item inicial 75 para algum item j no periodo ¢, o item ig é um
item fantasma e para nao interferir nos resultados do problema, este item tem os tempos de

troca e demanda com valores nulos.

As restrigoes proibem mais de uma troca a partir de um item 4, o que significa que
em cada periodo s6 pode ser produzido um tnico lote de cada produto. As restrigoes
garantem que se ocorre uma troca de um item ¢ para um item k, entao havera uma troca deste
item k para um item j. As restrigoes controlam o nimero total de trocas que podem

ocorrer na méaquina no periodo ¢.

As restrigdes (5.9), (5.10) e (5.11]) sozinhas podem gerar subrotas, ou seja, no sequencia-

mento dos itens, subcaminhos desconexos. Desta forma, as restrigoes (5.13) sdo consideradas

para a proibigao dessas subrotas. As restrigoes (5.14)) referem-se so dominio das variaveis.

Em defalque2010 é apresentado um estudo computacional para a mesma aplicacao usando
a estratégia small bucket (GLSP) em comparagao com uma das estratégia big bucket (MTZ). O
modelo que considera a estratégia big bucket (MTZ) apresenta melhores resultados em compa-
racao com o modelo GLSP. Na Secao [5.1] serao apresentados os resultados do estudo computa-
cional realizado para comparar quatro modelos da estratégia Big Bucket, Refriyrz, Refripr,

RGfTiDFJ e o0 R@fTiMCF.

5.1 Estudo Computacional

O estudo computacional esta dividido em duas etapas, Etapa I e Etapa II. Na Etapa I o
estudo computacional foi realizado com o solver CPLEX na versao 12.0, no ano de 2011. Nesse
estudo sao considerados os modelos Refrip; e o Refriyrz. Os resultados foram discutidos
e apresentados no SBPO 2011 (maldonado2011). Na Etapa II, o solver CPLEX estava na
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versao 12.5. Os modelos considerados nesse estudo sao: Refriyrz, Refriprs e o Refriycor.
Os resultados da Etapa II foram discutidos no artigo maldonado2014 aceito para publicagao.
Em ambas etapas os dados sao apresentados para uma maquina, que pode produzir 27 itens
de diferentes sabores e tamanhos. Dez xaropes diferentes sao necessarios para produzir este
conjunto de itens. A capacidade da xaroparia é de 84000 litros. Foi considerado um horizonte de
planejamento de 5 semanas (periodos). O tempo disponivel para a produgao em cada periodo
¢ de 6.840 minutos, exceto para o primeiro periodo, que possui apenas dois dias de producao

e, portanto, a capacidade disponivel é de apenas 2.280 minutos.
Estudo Computacional - Etapa I

Nessa secao resultados do estudo computacional realizado para os modelos Refripy, e o
Refriyry é apresentado. Os exemplares utilizados sao dados reais obtidos em ferreira2009.
Os exemplares, nomeados S1 a S10, representam 10 cenarios diferentes de produgao. A Tabela

apresenta as diferencas entre os exemplares.

Exemplares | Modificacoes

S1(S6) Dados Reais

S2(S7) Capacidade da Maquina de S1(S6) reduzida em 25%
S3(S8) Custos de Estoque de S1(S6) foram dobrados
S4(89) Custo de troca de S2(S7) reduzidos em 1/3

S5(510) Custos de estoque de S4(S9) foram dobrados

Tabela 7: Modificagoes dos exemplares S1-S10 (Ferreira et. al. (2010))

Os modelos foram descritos na sintaxe do AMPL, e resolvidos pelo solver CPLEX 12.0.
Foi utilizado um computador com processador Intel Corel i7, com 2,93 GHz e com 1,87 GB
de memoria RAM, sob a plataforma do Windows XP. Tempo de processamento limitado em
trés horas. A Tabela [8] mostra a relaxacao linear de cada exemplar, a melhor solucao encon-
trada, o GAP, e o tempo em segundos. O (-) significa que a instancia usou os 10800 segundos
fixados e nao obteve a solucao 6tima. Os resultados apresentados na Tabela [§] mostram que
quando aplicamos a projecao reversa nas restricoes obtivemos melhores resultados do que com

a formulagao original.
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Melhor Solugao GAP (%) tempo (seg)
Ex RL na raiz Refriyprz Refripy, Refriyirz Refripy, Refriyprz Refripy,
S1 1793 53014 53014 0.01 0.01 4981.24 2119.41
S2 2114 57152 58847 1.59 6.42 - -
S3 4229 63938 63938 2.91 2.88 - -
S4 2114 23148 23148 2.24 2.74 - -
S5 4229 28612 28612 2.76 2.61 - -
S6 1209 57211 57211 0.01 0.01 670.60 651.52
ST 1256 64802 64802 4.26 3.76 - -
S8 2418 64302 64302 0.01 0.01 924.46 407.79
S9 2512 31263 32537 1.56 1.78 - -
S10 1256 26059 26059 3.47 2.92 - -

Tabela 8: Estudo Computacional - Etapa I - CPLEX 12.0 - Refriyrz X Refripr,

A otimalidade foi provada em trés instancia (S1, S6 e S8) para os dois modelos, o modelo
reformulado ¢ mais rapido nos trés casos. Nos outros sete exemplares o modelo Refripr
apresenta um GAP menor em quatro instancias. Os resultados mostram que o modelo Re fripy,

proposto teve resultados satisfatorios.
Estudo Computacional - Etapa II

Na Etapa IT além dos 10 exemplares descritos anteriormente (S1 - S10), outros 10 exemplares
foram gerados (S11 - S20). Os exemplares S1-S10 tem custos de troca mais alto do que os
custos de atraso e estoque, mesmo quanto eles sao reduzidos em 25% (S7 - S10). Para analizar
cenarios em que as decisoes de senquenciamento sao menos importante do que as decisoes de
dimensionamento, dez novos exemplares foram gerados. Os custos de troca das instancias S1-
S10 foram reduzidos significativamente. Os modelos foram descritos na sintaxe do AMPL e
resolvidos pelo solver CPLEX 12.5. Todos os testes foram realizados num computador Intel
Core i7-2600 CPU, 3,4 GHz, 16 GB RAM. O tempo computacional considerado foi de trés
horas. Considerando o default do CPLEX, em média 3 milhdes de nés sao examinados para
resolver as instancias do Refriyrz contra 7 mil para as instancias do modelo Refriycr.
Como consequéncia mais cortes sao gerados com as instancias do modelo Re friyry (em média
15043 cortes) do que com as instancias do modelo Refriycr (em média 4392). O fato que
as instancias do Refriyrz podem ser resolvidas facilmente usando o algoritmo Branch and
Cutdo CPLEX estéa relacionado ao fato de que as relaxacoes lineares envolvidas sao resolvidas
10 vezes mais rapidas do que com as relaxagoes lineares associadas as instancias do modelo
Refriycrp. Tabela [ apresenta o GAP encontrado, qualidade da solugdo, que é computada
como ((Melhor Solucdo) ? (Solugao Otima)) Solucio Otima)*100), em que a Melhor Solucdo
é o valor encontrado da melhor solugao inteira viavel para Refriyrz ou Refriycp. As trés
ultimas colunas apresentam o tempo computacional em segundos. Os resultados da Tabela
sugerem a superioridade do modelo Refripr; quando comparado com os modelos Refriyry

e Refriycor. Para 19 das 20 instancias foi provado a otimalidade com o modelo Refripg;.
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GAP Qualidade Solugao Tempo(segundos)
Ex | Refrimrz | Refriver || Refrivrz | Refriver || Refrivrz | Refriver | Refripry
S1 0.00 13.99 0.00 6.71 2014.04 10800.00 112.42
S2 1.86 10.14 0.00 3.33 10800.00 10800.00 2368.66
S3 2.54 8.30 0.00 3.47 10800.00 10800.00 6734.79
S4 1.67 9.30 0.00 3.79 10800.00 10800.00 2168.05
S5 2.32 6.55 0.27 2.34 10800.00 10800.00 2488.37
S6 0.00 0.00 0.00 0.00 193.71 948.64 28.16
S7 0.00 7.78 0.00 0.30 4306.11 10800.00 2976.92
S8 0.00 0.00 0.00 0.00 231.13 10800.00 26.13
S9 0.00 4.40 0.00 0.37 7999.69 10800.00 2747.70
S10 1.49 5.14 0.00 0.64 10800.00 10800.00 3167.58
S11 0.00 0.00 0.00 0.00 6.35 722.24 10.67
S12 0.00 0.00 0.00 0.00 6.22 722.30 10.83
S13 0.00 0.00 0.00 0.00 7.7 679.12 11.78
S14 0.00 0.15 0.00 0.00 298.17 10800.00 40.33
S15 0.00 0.15 0.00 0.00 299.08 10800.00 40.03
S16 0.00 0.17 0.00 0.00 143.01 10800.00 31.61
S17 0.01 0.01 0.00 0.00 140.18 311.53 8.97
S18 0.04 0.45 0.07 0.08 10800.01 10798.26 10700.00
S19 0.01 0.15 0.00 0.00 763.20 10798.23 19.36
S20 0.02 0.01 0.00 0.00 10799.95 4721.81 35.22

Tabela 9: Estudo Computacional - Etapa I1 - CPLEX 12.5 - Refriyrz X Refriyor X Refrippy

Se compararmos a convergéncia do processo de solucao usado para resolver as instancias
dos modelos, o modelo Refriyrz ¢ melhor. A Figura [9] mostra os valores da solugao para a
instancia S3 obtidos quando paramos o teste apos 10, 20, 30, 40, 50 e 60 minutos de tempo
de cpu. O eixo vertical apresenta o valor da solucao e o eixo horizontal mostra o tempo de
cpu. A solucao Refriyryz, por exemplo, apresenta a solu¢ao 6étima em 40 minutos mas o gap
associado ainda é de 4.82%. Os valores da solucao para Refriycr estdo longe da solugao 6tima
e o gap ainda é de 17.58% apo6s uma hora. Os valores da solucao para Refripr; estdo proximos

da solugao 6tima. Contudo,é importante lembra que essas solugoes nao sao necessariamente

viaveis. O modelo Refripr; s6 garante a factibilidade no final do processo de solugao.
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Conclusao e Perspectivas Futuras

Neste trabalho propomos modelos para o problema integrado de dimensionamento de lotes
e sequenciamento da produgao. Os modelos sao obtidos a partir de inequagoes fortes para o

problema do caixeiro viajante assimétrico propostas na literatura.

Os modelos diferem-se no tipo de restrigao de eliminacao de subsequéncia. E muitas vezes
foram necessarias, variaveis auxiliares para representar corretamente essas restricoes. Com o
intuito de descobrir qual o modelo que mais se aproxima do envoltorio convexo utilizamos a
Decomposicao de Benders para projetar as variaveis auxiliares de cada modelo. Descobrimos

que o modelo SCF1S1IM pode ser considerado mais o apertado teoricamente.

Foram realizados testes computacionais com exemplares gerados a partir de dados da lite-
ratura. Os testes foram realizados para observar o comportamento dos modelos e verificar os
resultados tedricos obtidos. Os resultados computacionais sao compativeis com os apresentados
teoricamente. E quando utilizamos esses modelos com dados de uma fabrica de refrigerante o
comportamento se repete. Os modelos de fluxo apresentam mais qualidade matematica, porém

em qualidade computacional o modelo MTZ1S1M se destaca.

O modelo MCF1S1M na literatura sempre obteve bons resultados, porém como as restri¢oes
associadas a eliminacao de subsequéncia ficaram dependentes da variavel de troca, acredita-se
que isso dificultou a resolugao do modelo, que obteve tempos computacionais superiores que 0s
demais modelos propostos. Porém quando olhamos para o nimero de nés analisados, niimero
de planos de corte gerados, limite superior obtidos pelas heuristicas do CPLEX, o modelo

MCF1S1M apresenta qualidade matematica superior.

A Decomposicao de Benders foi escolhida para reformular os modelos pois dela ja pode-se
obter um método de solucao para eles. Assim como trabalho futuro, pretende-se propor um

método de solucao para cada modelo a partir da Decomposicao de Benders.

Observa-se que os modelos foram reformulados apenas na questao de sequenciamento,
quando olha-se para as restri¢oes associadas ao dimensionamento, nada foi alterado. Assim,
como trabalho futuro, seria interessante abordar formulagoes alternativas de dimensionamento

de lotes para o PIDS em conjunto com as diversas formulagdes para o sequenciamento.
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Anexo A

5.1 Modelo GLSP

Min Z :ZZ(hj]ﬁ + gjfﬁ) + Z Z Zzszjzijtr
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5.2 Modelo MTZ1S1M
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5.3 Modelo DL1S1M
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