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Resumo

Neste trabalho apresentamos uma breve introducao a teoria de variedades diferen-
ciaveis de classe C'™° e seus espagos tangentes, estudamos e construimos alguns fibrados
vetoriais a partir de fibrados dados e consideramos alguns exemplos de espacos quoci-

entes de grupo.

Palavras-chave: Espacos Vetoriais, Variedades Suaves, Espacos Quociente de Grupos.






Abstract

In this work we present a brief introduction to the theory of differentiable of class
(> manifolds and its tangent spaces, we study and constructing new vector bundles

out of old and we consider some examples of factor spaces of groups.

Keywords: Vector Spaces, Smooth Manifolds, Factor Spaces of Groups.
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Introducao

Na Topologia Diferencial, um assunto de interesse é o estudo da teoria de varieda-
des diferenciaveis de classe '™ e de seus espagos tangentes, bem como o estudo e a
construcao de alguns fibrados vetoriais.

No primeiro capitulo é apresentada uma breve introducao a teoria de variedades
diferenciaveis de classe C™ e seus espagos tangentes.

O segundo capitulo traz o conceito de fibrados vetoriais, bem como alguns resulta-
dos relevantes para este estudo. Finalizando o capitulo, apresentamos um estudo de
fibrados vetoriais nos quais cada fibra tem a estrutura de um espaco vetorial Euclidiano.

As construcoes béasicas envolvendo fibrados vetoriais sao apresentadas no terceiro
capitulo deste texto.

Para finalizar o trabalho, apresentamos, no capitulo quatro, o conceito de fibrado

coordenado e consideramos varios exemplos de espacos quocientes de grupo.
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1 Variedades Suaves

Este capitulo contém uma breve introducao a teoria das variedades suaves e seus
espacos tangentes.

Denotemos por R™ o espaco coordenado consistindo de todas as n—uplas = =
(71,...,2,) de ntimeros reais. Para o caso especial n = 0 consideremos que R consiste
de um tnico ponto. O conjunto dos nmeros reais sera denotado por R.

A palavra “suave” serd usada como um sinénimo para “diferenciavel de classe C*>”
e “s-suave’ serd usada como um sinénimo para “diferencidavel de classe C*”. Assim
uma funcao definida em um conjunto aberto U C R™ com valores em R¥ ¢ suave se
suas derivadas parciais de todas as ordens existem e sao continuas e é s-suave se suas
derivadas parciais até a ordem s existem e sao continuas.

Para alguns propositos é conveniente usar um espaco coordenado R*, o qual pode
ser de dimensao infinita. Seja A qualquer conjunto de indices e denotemos por R4 o
espaco vetorial que consiste de todas as funcoes x de A em R. O valor de um vetor
r € R4 sobre a € A sera denotado por x, e chamado a a—ésima coordenada de z. De
maneira similar, para qualquer funcao f : Y — R#A, a a—ésima coordenada de f(y)
sera denotada por f,(y) .

Uma topologia ¢ dada a este espaco R como um produto cartesiano de copias de R,
a saber, a topologia produto. Para qualquer subconjunto M C R4 é dada a topologia
relativa. Assim uma funcdo f :Y — M C R4 é continua se e somente se cada funcao

coordenada f, : Y — R é continua. Aqui Y pode ser um espaco topologico arbitrario.

Definicao 1.1. Se U C R™, uma funcao f : U — M C R? ¢ dita suave se cada funcio

coordenada f, : U — R for suave. Se f é suave, entdo as derivadas parciais £ podem
U
. N A y . Ofa
ser definidas como funcoes suaves de Uem R cuja a—ésima coordenada é E para
Uj
1=1,...,n.

O mais classico e familiar exemplo de variedades suaves sao as curvas e as superficies
no espaco coordenado R3. Generalizando a classica descricao de curvas e superficies,

noés consideraremos objetos n—dimensionais em um espaco R4.

Definicao 1.2. Um subconjunto M C RA ¢ uma variedade suave de dimensao n > 0

se para cada x € M existe uma funcdao suave h : U — R? definida em um conjunto
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Variedades Suaves

aberto U C R™ tal que:

1. h é um homeomorfismo de U sobre uma vizinhanca V de x em M, e

Ohg(u
2. para cada v € U a matriz [ # ] possui posto n. (Em outras palavras, o0s
uj
oh oh _ _ .
n vetores T P avaliados em u devem ser linearmente independentes.)
U Up,

A imagem h(U) = V dessa aplicacao sera chamada vizinhanga coordenada de M,

e a terna (U, V, h) sera chamada uma parametrizagao local de M.

Teorema 1.3. Teorema da Func¢ao Inversa: Seja f uma aplicagio s—suave (s > 1)
do conjunto aberto R C R™ em R™ e suponha J¢(py) # 0, onde J¢ € o jacobiano de f.
Entao existem vizinhancas U de py e U’ de qo = f(po), tais que f € aplicagao injetora

de U em U e f~!, considerada em U’ somente, € s—suave, com Jp-1(go) # 0.

Teorema 1.4. Teorema (Forma Local das Imersoes): Sejam U C R™ um aberto e
f:U— R™™ de classe C* (k> 1). Suponha que exista zo € U tal que f'(z0) : R™ —
R™7 ¢ injetiva. Entdo existe um difeomorfismo de classe C¥, h: Z — V x W, de uma
vizinhanga Z de f(xg) sobre um aberto V-x W C R™ xR"™, (zg € V,0€ W, f(V) C Z)
tal que h(f(x)) = (z,0), Ve € V.

Corolario 1.5. Se f : U — R™™ ¢ de classe C* (k> 1) e f'(zo) : R™ — R™" ¢
injetiva para algum xo € U entdo, em uma vizinhang¢a V de xo, f:V — f(V) é um
homeomorfismo, cujo inverso f~1: f(V) — V € a restricao de uma aplicagao de classe
Ck ¢:7Z —V, onde Z ¢ uma vizinhanca de f(x)

Observagao 1.6. Consideremos uma funcao f : U C R* — M C RA. Sempre que
nos referirmos & imagem inversa de M por f usaremos a notagao f (M), j4 quando

nos referirmos a imagem direta de M pela funcao inversa de f, utilizaremos a notagao

f=HM).

Lema 1.7. Sejam (U,V,h) e (U, V' ') duas parametrizagoes locais de M tais que
V NV’ é nao-vazia. Entio a correspondéncia u' — h™'(h'(v)) define uma aplicagdo
suave do conjunto aberto (h') (V N'V') C R™ no conjunto aberto h=*(V N'V') C R".

Demonstragdo. Seja T = h(u) = h'(u') um ponto arbitrario de V N V’. Escolhamos
indices aq, ..., a, € A de modo que a matriz 37? de ordem n xn, com valores em 1,
seja nao-singular. Entao, pelo Teorema da Funcao Inversa, pode-se escrever uq, ..., u,
como fungoes suaves u; = f;(hq, (u),..., h,,(u)) para u em alguma vizinhanca de .
Escrevendo esta equagdo em notagao vetorial na forma u = f(hgy, (u),..., hq, (u)) €
definindo h(u) = h'(u'), segue que a funcao v’ — h™' (W' (v')) = f(h, (u),..., h, (u))

é suave para alguma vizinhanca de u'. Isto completa a prova. O]

Seja T um ponto fixado de M e seja (—¢,¢) = {t € R; —e <t < e}. Um caminho

suave em M e passando por T é determinado por uma fungao suave p : (—e,¢) —
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M C R4, definida em algum intervalo (—¢,¢), com p(0) = Z. O vetor velocidade

de tal caminho em ¢ = 0 é definido como sendo o vetor d_]t9|t:0 € R? cuja a—ésima

dpa(0)
dt

. Observe a Figura 1.1.

componente é

variedade
M

Espago Tangente
DM

vetor velocidade

Figura 1.1: O espaco tangente a M em x

Definicao 1.8. Um vetor v € R? ¢ tangente a M em x se pode ser expresso como
o vetor velocidade de algum caminho suave através de x em M. O conjunto de todos

estes vetores tangentes serd chamado o espaco tangente a M em x, e serd denotado
por DM.,.

Em termos de uma parametrizagao local (U, V, h) com h(u) = T, o espago tangente
pode ser descrito como segue.

Lema 1.9. Um vetor v € R4 € tangente a M em T se e somente se v pode ser

h
0 (w). Assim, DMz

. . 0
expresso como uma combinagao linear dos vetores — (), ..., E
Unp,

8U1

€ um espaco vetorial n—dimensional sobre os numeros reais.

Demonstrag¢io. Consideremos a curva p : (—g,e) — M C R4 e a fungio h : U —
V C M, onde (U, V,h) é uma parametrizacao local de M em torno de T, de modo que
p(t) = h(ui(t),. .., u,(t)). Como v é tangente a M em T temos

d d oh . duy oh ,_. du,

= S (0@))li=0 = Z(h(ur(t), .., un(t))) |0 = a—ul(ﬂ)— t=0 + o+

v ¢ dt ou, (@)= li=o-
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oh

h
Entao v pode ser expresso como uma combinagcao linear dos vetores 8—(&), O B (w).
(51 Unp
oh
Por outro lado, tomemos v = a;— (@) + -+ + o, =——(u) e definamos a curva

8’&1 naun

p:(—g,6) = M C R4 dada por p(t) = h(ui(t),...,uu(t)), com @ = (uy,...,u,),
ueUeu(t)=u +tag,...,u,(t) = u, + ta,. Entdo temos

dp _0h _ duy oh ,_ du, _ 0Oh _ Oh

dt i=0 = oy (@) dt im0 + -+ + Ouy, (@) dt Ji=0 = ouy (@ar +--- + ou,,

Entao v é tangente a M em 7.

Ooh Oh

Desse modo, como —(w), ..., ——
’ 3u1( )’ ’ au

n
armente independentes, entao formam uma base para DMz;. Logo, DMz é um espaco

(W), = v.

(@) geram DM e, pela Defini¢ao 1.2, sao line-

vetorial n—dimensional sobre os nimeros reais.
]

O fibrado tangente de M ¢é definido como sendo o subespaco DM C M x RA
consistindo de todos os pares (x,v) com x € M e v € DM,. Segue pelo Lema 1.9
que DM, considerado como um subconjunto de R4 x R4, é uma variedade suave de
dimensao 2n.

Consideremos agora duas variedades suaves M C R* e N C RZ, e uma funcao
f: M — N. Seja T um ponto de M e (U,V,h) uma parametrizacao local de M com
z = h(u).

-

Definicao 1.10. A funcdio f ¢ dita suave em T se a composta foh:U — N C RB ¢

suave em alguma vizinhanca de .

Segue do Lema 1.7 que esta definicao nao depende da escolha da parametrizagao

local.

Definicao 1.11. A funcao f : M — N € suave se € suave em x para todo x € M. A
funcao f : M — N é um difeomorfismo se € bijetora, e se f e a sua inversa f~' sdo

ambas suaves.

Lema 1.12. A aplicacao identidade de M € sempre suave. Além disso, a composi¢ao

fog: M — M" de duas aplicagoes suaves, f: M' — M" e g: M — M’', é suave.

Demonstracao. Temos pela Definicao 1.10 que a aplicacao identidade Id : M — M é
sempre suave.

Agora, seja x € M qualquer e tomemos (U, V, h) e (U', V' h') parametrizagoes locais
de M e M’, respectivamente. Consideremos g : M — M’ e f : M’ — M" duas funcoes
suaves e tomemos ' = g(z) € V! C M’, para z € V C M. Pela Defini¢ao 1.11 se g é
suave em M, entao g é suave em x e se [ é suave em M’ entdo [ é suave em z’. Agora,
pela Definicao 1.10, f suave em 2’ implica f o b’ suave em alguma vizinhanca de v’ tal
que h'(u") = 2’ e g suave em x implica g o h suave em alguma vizinhanca de u, tal que
h(u) = x. Logo, (fog)oh = (foh')oh~' o (goh) ésuave em alguma vizinhanca de

u, tal que h(u) = z. Entao fog é suave em x = h(u), ou seja, fog é suave em M. [
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Qualquer aplicacao f : M — N que é suave em x determina uma aplicagao linear

D f, do espaco tangente DM, no espaco tangente DNy, como segue: dado v € DM,
dp
dt

passando por z, e define Df,(v) como o vetor velocidade

li—o de algum caminho suave p em M

d(f op)
dt

v é expresso como o vetor velocidade v =

li=0, a imagem do
caminho fop: (—e,e) = N.

Note que esta definicdo nao depende da escolha de p (conforme observamos na
demonstracao do Lema 1.9), e que D f, é uma aplicacdo linear.

De fato, em termos de uma parametrizagao local (U,V,h), possui uma formula

explicita D f,.(>" ¢ on oJoh)

5 ) = > ¢;———=, para quaisquer Nimeros reais ¢y, ..., C,.
u,

aui
Definicao 1.13. A transformacao linear D f, é chamada a “derivada”, ou o “Jacobi-

ano” de f em .

Agora, suponha que f : M — N é suave. Assim, obtemos uma funcao Df : DM —
DN colocando Df(x,v) = (f(x), Df.(v)).

Lema 1.14. D ¢ um funtor da categoria® de variedades suaves e aplicacoes suaves em
St Mmesma.

Em outras palavras:

(1) Se M ¢ uma variedade suave, entao DM ¢é uma variedade suave.

(2) Se f é uma aplicagao suave de M em N, entdo Df é uma aplicagao suave de
DM em DN.

(3) Se I ¢ a aplicagao identidade de M, entao DI € a aplicagdao identidade de DM .

(4) Se a composicao fog de duas aplicagoes suaves estd definida, entio D(fog) =
(Df) o (Dg).

Demonstragao. (1) Se M é uma variedade suave, digamos de dimensao n > 0, entao,
para cada x € M existe uma funcao suave h : U — R4 definida em um conjunto aberto
U C R” tal que:

1. h é um homeomorfismo de U em uma vizinhanca V de z em M, e
Ohg(u)

an

2. para cada u € U a matriz [ ] possui posto n.

Assim,

1. se h: U C R" = V é uma parametrizacao de M, defina h : U x R* — DM
por h(u,v) = (h(u),h'(u) - v). Logo h é um homeomorfismo sobre a imagem e pelo
Teorema da Forma Local das Imersdes, existe ¢ : W C R4 — R" suave tal que V. .C W
e ply =h7L Definap: DV C R x R — U x R™ por §(p,w) = (h~1(p,), ¥ (p) - w).

Entéo, h o B(p,w) = h(h (p), ¢'(p) - w) = (p, W' (A" (p)) - ¢'(p) - w). Mas h™}(p) =
@(p) e assim hop(p,w) = (p, (ho ) (p) w) = (p,w) desde que h oy = Id.

Ainda, Bofi(u,v) = B(h(u), K (u)v) = (u, ¢ (h(w) -} (w) ) = (u, (poh) (u) -v) =
(u,v) desde que @ o h = Id.

! As definices de funtor e categoria encontram-se em A Apéndice 1
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2. para cada (u,v) € UxR4 a matriz O

0 [@j}

} ¢ a matriz identidade (¢;; é o delta de Kronecker).

possui posto 2n pois

Oha(u)
Ou,
(2) Seja (z,v) qualquer em DM. Temos que Df(z,v) = (f(z),Df.(v)), onde f e
Df, sao ambas suaves. Logo, Df & suave em (z,v), para todo (z,v) € DM.
(3) Seja (z,v) qualquer em DM. Temos que DI(z,v) = (I(x), DI, (v)) = (z,v),
pois DI, = I. Logo, DI é a aplicagao identidade de DM.
(4) Seja (z,v) qualquer em DM. Temos que D(f o g)(z,v) = ((f o g)(x), D(f o
9)(0)) = (£(9(2)), D fye(Daa(v)) = D(F)(g(x), Dge(v)) = (DfoDg)(x, v). Portanto,
D(fog)=DfoDg.

possui posto n e [ 0ij

]

Uma consequéncia imediata é a seguinte: se f é um difeomorfismo de M em N,

entao D f é um difeomorfismo de DM em DN, pois Df, é um isomorfismo e nesse

caso, (Df)~(y,u) = (f 7' (y), (Dfe) ™' (u)), onde y = f().

Observagao 1.15. De acordo com nossas defini¢oes, o espago tangente DRR! do espago
coordenado R™ em x é o proprio espaco vetorial R”. Em particular, para qualquer
numero real u, o espago tangente DR, é igual a R. Assim se f : M — R é uma funcao
suave a valores reais, entao a derivada Df, : DM, — DRy, = R pode ser pensada
como um elemento do espago vetorial dual Homg(DM,,R), em outras palavras, D f,

¢ um funcional linear sobre DM.,.

Este elemento D f, do espaco dual, algumas vezes é chamado o “diferencial total”
de f em z e usualmente é denotado por df (z). Note que a regra de Leibniz é satisfeita:
D(fg)s = f(x)Dg.+ Df.g(z), onde fg representa o produto de fungoes x — f(x)g(z).

Para qualquer vetor tangente v € DM, o numero real D f,(v) é chamado a derivada
direcional de f na dire¢ao de v. Se mantivermos (x,v) fixo mas variarmos f ao longo
do espago vetorial C*°(M,R) consistindo de todas as fungoes suaves em M a valores
reais, entao um operador linear diferencial X : C*°(M,R) — R pode ser definido pela
formula X (f) = D f.(v).

Agora a regra de Leibniz assume a forma X (fg) = f(x)X(g) + X (f)g(x).

Em muitas exposigoes sobre o assunto, o vetor tangente (x,v) ¢ identificado com
este operador linear X.

Um defeito da apresentacao acima é que a “suavidade” da variedade M depende
de alguns mergulhos particulares de M em um espaco de coordenadas. E possivel, no
entanto, embutir canonicamente qualquer variedade suave M num espaco coordenado

que se queira.

Definicao 1.16. Seja f : X — Y uma aplicagdo continua e injetora, onde X eY sao

espagos topoldgicos. Seja Z o conjunto imagem f(X), considerado como um subespago



25

de Y. Entao a funcao ' : X — Z, obtida restringindo-se a imagem de f, € bijetora.
Se f" for um homeomorfismo de X em Z, nds dizemos que a aplicagio f: X —Y ¢é

um mergulho topoldgico, ou simplesmente, um mergulho de X em Y .

Dada uma variedade suave M C R?, denote F' = C>(M, R) o conjunto de todas as
funcoes suaves de M no conjunto dos ntimeros reais R. Defina o mergulho i : M — R¥
por i(z)(f) = f(z). Seja M; a imagem i(M) C RE.

Lema 1.17. Esta imagem M, é uma variedade suave em RY' | e a aplicacio canénica

t: M — My € um difeomorfismo.

Demonstragao. (1) Se M é uma variedade suave, digamos de dimensao n > 0, entao,
para cada r € M existe uma funcao suave h : U — R4 definida em um conjunto aberto
U C R" tal que:

1. h é um homeomorfismo de U em uma vizinhanca V de z em M, e
Ohg(u)
an

Assim, para cada i(x) € M, considere a fungio suave i o h : U — RY definida no
conjunto aberto U C R™. Entao:

2. para cada u € U a matriz { 1 possui posto n.

1. 4oh & um homeomorfismo de U na vizinhanga ¢(V') de i(x) em My, poish : U — V

ei:V —i(V) sdo homeomorfismos.

8 o )5 (a0 Oha(u)

o T

2. para cada u € U a matriz [ % } = Ou, e portanto possui
7 0

posto n.
Ainda, i : M — M; ¢ um difeomorfismo, pois i ¢ bijetora, e i e sua inversa i~ ' sao

suaves, uma vez que que i o h e i~ o (i o h) = h sao suaves. O

Assim, qualquer variedade suave tem um mergulho canénico em um espago coor-
denado associado.

Isso sugere a defini¢ao a seguir.

Seja M um conjunto e seja F' uma colegao de fungdes de M em R que separam
pontos (isto é, dados x,y € M com x # y existe f € F com f(x) # f(y)). Entao M

pode ser identificada com sua imagem via o mergulho canénico i : M — R¥.

Definicao 1.18. A colecao F € dita uma estrutura suave sobre M se o subconjunto
i(M) C RY ¢ uma variedade suave e se F' ¢ exatamente o conjunto de todas as fungoes

suaves a valores reais sobre esta variedade suave.
Finalizamos este capitulo com a seguinte definicao:

Definicao 1.19. Seja M C R* uma variedade suave. Por uma subvariedade suave de

M entendemos um subconjunto N C M tal que N C R* € uma variedade suave.






2 Fibrados Vetoriais

Neste capitulo apresentamos um estudo, baseado em Milnor e Stasheff [1], sobre
fibrados vetoriais, em particular um estudo sobre fibrados vetoriais cuja fibra tem a
estrutura de um fibrado vetorial euclidiano.

Denotemos B um espaco topologico fixo, que sera chamado o espaco base.

Definicao 2.1. Um fibrado vetorial real & sobre B consiste do sequinte:

(1) um espago topoldgico E = E(§) chamado o espago total,

(2) uma aplicag¢ao(continua e sobrejetora) w: E — B chamada aplicagdo proje-
cao, e

(3) para cada b € B, uma estrutura de um espago vetorial sobre os nimeros reais

no conjunto m(b).

Estes devem satisfazer a seguinte condicao:

Condicao de trivialidade local. Para cada ponto b € B existird uma vizinhanca
U C B, um inteiro n > 0, e um homeomorfismo h : U x R® — 77 (U) tal que, para cada
b € U, a correspondéncia = — h(b, x) define um isomorfismo entre o espago vetorial R"
e o espago vetorial 77(b).

O par (U, h) sera chamado um sistema de coordenadas locais para { sobre
b. Se for possivel escolher U igual ao espacgo base todo, entao £ serd chamado fibrado
trivial.

O espaco vetorial 7(b) é chamado a fibra sobre b. Ele pode ser denotado por F,
ou Fy(§). Note que F, nunca é vazio, embora possa consistir de um tnico ponto. A
dimensao n de Fj, é permitida ser uma funcdo (localmente constante) de b; mas na
maioria dos casos de interesse esta funcao é constante. Nesse caso nos referiremos a
um fibrado n—plano, ou simplesmente um R"—fibrado.

O conceito de um fibrado vetorial suave pode ser definido analogamente. Isso
exige que B e E sejam variedades suaves, que 7 seja uma aplicagao suave, e que, para
cada b € B, exista um sistema de coordenadas locais (U, h) com b € U tal que h é um

difeomorfismo.

Definicao 2.2. Seja G um grupo e seja X uma variedade. Por uma ac¢ao de G sobre
X entendemos uma aplicagio - : G x X — X, que a cada par (g,z) com g € G e

x € X, associa um elemento g - x satisfazendo:

27
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a) Para quaisquer g1,92 € G e x € X, temos g1 - (92 - ) = (g192) - .
b) see € o elemento identidade de G, entdo e - x = x para todo x € X.

Definigao 2.3. Seja G um grupo de Lie' agindo sobre uma variedade X. Dizemos
que G € grupo estrutural de um fibrado (E, B,m) com fibra X, se (FE,B,w) tem um
sistema de coordenadas locais {(Uj, ;) }jes, ¢ 7' (U;) — U; x X tal que, sempre que
UnU; #0, parai,j € J,

wij II(ﬁiO(ﬁ;lI(UiﬁUj)XX—)(UiﬂUj)XX

€ dado por
djij(u?‘r) - (U’afyzj(u) ' I),V[E € X,vu € Uz N Uj

onde a aplicagao v;; : Uy NU; — G, € suave e chamada aplicagao de cociclo.

Observacao 2.4. Um R"—fibrado ¢ um exemplo muito especial de um fibrado ve-
torial. Na terminologia de Steenrod [2], um R"™—fibrado ¢ um fibrado vetorial com
fibra R™ e com grupo estrutural igual ao grupo linear completo L,,, isto é, o grupo das

transformacoes lineares inversiveis de R™.
Agora considere dois fibrados vetoriais £ e 1 sobre o mesmo espago base B.

Definicao 2.5. £ € isomorfo a n, escreve-se £ = n, se existir um homeomorfismo
f: E(€) — E(n) entre os espagos totais que aplica cada espago vetorial Fy(€) isomor-

ficamente sobre o espago vetorial correspondente Fy(n).

Exemplo 2.6. O fibrado trivial com espago total B x R™ com aplicacao projecao
7(b, z) = b e com as estruturas de espagos vetoriais nas fibras definidas por ¢;(b, z1) +
to(b, ) = (b, t1x1 + taxws), serda denotado por €. Note que um R"—fibrado sobre B é

trivial se, e somente se, é isomorfo a €g.

Exemplo 2.7. O fibrado tangente 1), de uma variedade suave M. O espaco total de
Ty € a variedade DM, consistindo de todos os pares (x,v) com x € M e v tangente a
M em x. A aplica¢do projegao m: DM — M & definida por 7(z,v) = x; e a estrutura

de espaco vetorial em 77(z) é definida por t1(z,v1) + ta(z, v2) = (2, 11 + tavs).

A condigao de trivialidade local nao é dificil de verificar.
De fato, para todo z € M existe uma funcdo suave h : U — R4 definida num

conjunto aberto U C R" tal que h é um homeomorfismo de U em uma vizinhanca V'

oh,
de x em M, e para cada u € U a matriz { (9u<u> 1 possui posto n.
J
= / — / 8ha aha
Definamos entao ' : V xR™ — 77(V) por b/ (z,y) = (x,1h — (u)+- - -+ yn=—(u)),

ouy ou,,
onde x = h(u) € Vcomu = (uy,...,u,) €U CR" ey = (y1,...,yn) € R". Assim, b’ é

'Um grupo de Lie é uma variedade suave que admite uma estrutura de grupo, onde as operacdes

multiplicagdo e inversao sao diferenciaveis.
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Ohg

continua e (h')~': 77(V) = V xR", dada por (1')~!(z,v) = (h') (=, arg=(u)+- -+
Uy
Qn gh_a (u)) = (2, (aq,...,04)) é ainversa continua de h'. Desse modo, temos que h’ é
Unp,

um homeomorfismo de V x R™ em 77 (V). Agora, para cada x € V, a correspondéncia

y — h'(z,y) define um isomorfismo entre os espacos vetoriais R" e 77(z), pois ¢ uma
Ohg(u)
an

Note que 73 € um exemplo de um fibrado vetorial suave.

transformacao linear cuja matriz dada por possui posto n.

Se 7); ¢ um fibrado trivial, entao a variedade M ¢é chamada paralelizavel. Por
exemplo, suponha que M é um subconjunto aberto de R". Entao DM é igual a M x R"

e M é, obviamente, paralelizavel.

Exemplo 2.8. O fibrado normal v de uma variedade suave M C R" é obtido como
segue: O espago total £ C M x R™ é o conjunto de todos os pares (x,v) tais que v é
ortogonal ao espaco tangente DM,. A aplicacao projecao m : E — M e a estrutura de
espaco vetorial em 77(z) sdo definidas, como nos Exemplos 2.6 e 2.7, pelas formulas
m(x,v) =z e t1(x, v1) +ta(x, v2) = (x,t1v1 +t2v2). Neste momento nao vamos demons-
trar a condicao de trivialidade local, mas mais adiante provaremos que de fato este

fibrado é um fibrado vetorial.

Exemplo 2.9. O espaco projetivo real P" pode ser definido como o conjunto de todos

os pares nao-ordenados {z, —x} onde x varia ao longo da esfera unitaria S™ C R"™!; e
n

tem a topologia do espago quociente .
T~ =

Alternativamente, P™ pode ser definido como o conjunto das retas pela origem em
R™!. Estas definicoes sao equivalentes, uma vez que cada reta corta S™ em dois pontos
antipodas.

Seja E(~}) o subconjunto de P" x R™*! consistindo de todos os pares ({£z},v) tal
que o vetor v ¢ um multiplo de z € S™. Defina 7 : F(v}) — P" por 7({£z},v) = {£z}.
Assim cada fibra 77 ({#2}) pode ser identificada com a reta através de x e —r em R™*!.
A cada uma dessas retas, deve ser dada a sua estrutura usual de espago vetorial. O
fibrado vetorial resultante 7} sera chamado o fibrado linha canénico sobre P".

Provemos que 7, é localmente trivial. Seja U C S™ um conjunto aberto qualquer,
suficientemente pequeno, de modo a nao conter nenhum par de pontos antipodas, e
seja U; a imagem de U em P". Entdo um homeomorfismo h : U x R — 77(Uy) é
definido cumprindo a exigéncia que h({£z},t) = ({+x},tx) para cada (z,t) € U x R.
Evidentemente (U, k) ¢ um sistema de coordenadas locais; logo, 7. ¢ localmente trivial.

Apresentaremos agora o conceito de se¢cao de um fibrado vetorial, o qual seré utili-

zado na demonstracao do Teorema 2.11 que vira em seguida.

Definigao 2.10. Dado um fibrado vetorial (E (), B, m), uma se¢io s de & é uma fungao
continua s : B — E(&) tal que mos(b) = b, para cada b € B. Diremos que s € nao-nula

se s(b) ¢ um vetor nao-nulo na fibra F,(¢) = 7(b), para cada b € B.
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(Uma secao do fibrado tangente de uma variedade suave M é usualmente chamada,
um campo vetorial tangente a M.)

Evidentemente um R™—fibrado trivial possui uma secao que é nao-nula, a saber
s: B — R™ x B dada por s(b) = (e1,b). Veremos que o fibrado 7} nao possui se¢ao
nao-nula.

Relembremos agora o Teorema do Valor Intermediario que nos diz: Seja f : X — R
uma aplicagao continua do espago conexo X em R. Se a e b sao dois pontos de X e se r

¢ um numero real entre f(a) e f(b), entao existe um elemento ¢ € X tal que f(c) =r.
Teorema 2.11. O fibrado 7} sobre P nao € trivial, paran > 1.

Demonstragdo. Seja s : P* — E(v}) uma segdo qualquer, e consideremos a composi¢ao
s L pr 5 B(y)), que leva cada 2 € S™ em algum par ({#z},t(z)z) € E(7}), onde
p(x) = {£zx}. Note que t(z) é uma fungdo continua a valores reais de x, pois s o p é
continua e t(—z) = —t(x), pois de p(x) = p(—x) segue que s o p(x) = so p(—zx), ou
equivalentemente, ({£z},t(z)x) = ({£a}, —t(—z)x) e portanto t(—x) = —t(x).

Se t(z) = 0, s se anula na fibra e portanto o fibrado ! sobre P™ nio é trivial.

Se t(x) > 0 entao t(—x) < 0. Por S™ ser conexo, segue pelo Teorema do Valor
Intermediario que t(zo) = 0, para algum z € S™. Logo, s({£xzo}) = ({£z0},0).

Portanto, para qualquer sec¢io s, s se anula na fibra e daf o fibrado v, sobre P" nao

¢ trivial. O

E interessante estudarmos o espaco F (7,11) para o caso especial n = 1. Neste caso
cada ponto e = ({£z},v) de E(vy{) pode ser escrito como e = ({%(cosb,senb)},
t(cos, send)), com 0 < 6 < 7, t € R. Esta representacao ¢ tnica, exceto que o ponto
({£(cos0, sen0)}, t(cos0, sen0)) é igual ao ponto ({£(cosw,senn)}, —t(cosm, sent)),
para cada t. Em outras palavras, F(y{) pode ser obtida da faixa [0, 7] X R no plano
(0,1) identificando-se o lado esquerdo {0} x R com o lado direito {w} x R, via a corres-
pondéncia (0,t) — (m, —t). Assim E(v{) ¢ uma faixa aberta de Mobius. Veja a Figura
2.1.
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Figura 2.1: Espaco total do fibrado linha canénico sobre P!

Esta descrigao fornece uma prova alternativa que i ¢ nao trivial, uma vez que a

faixa de Mdobius é ndo-homeomorfa ao cilindro P! x R.

Agora consideremos uma colegao {si,...,s,} de se¢oes de um fibrado vetorial .
Definicao 2.12. As segoes s1,...,8, sao linearmente independentes se, para cada
b € B, os vetores s1(b), ..., s,(b) sao linearmente independentes.

Lema 2.13. Sejam £ e n fibrados vetoriais sobre B e seja f : E(§) — E(n) uma fungdo
continua que leva cada espago vetorial Fy(§) isomorficamente no espago vetorial cor-

respondente Fy(n). Entao [ € necessariamente um homeomorfismo. Logo & € isomorfo
an.

Demonstragao. Se e € E(n) entdo e € Fy(n) onde ' = m,(e). Como f : Fy(§) = Fy(n)
¢ um isomorfismo, existe x € Fy (§) tal que f(z) =e. Se e; # ey € E(§) sao tais que
me(e1) = me(e2) = b, como f : [,(§) — Fy(n) é um isomorfismo segue que f(e1) # f(e2).
Portanto existe f1.

Dado qualquer by € B, escolhamos um sistema de coordenadas locais (U, g) para § e
(V,h) paran, com by € UNV. Entao mostremos que a composigao h='o fog: (UNV)x
R" — (UNV) xR™ ¢ um homeomorfismo. Escrevendo h=(f(g(b,z))) = (b,y), observe
que y = (Y1, - .-, Yn) pode ser expresso da forma y; = . fi;(b)x;, onde [f;;(b)] denota
uma matriz ndo-singular de nimeros reais. Além disso, as entradas f;;(b) dependem
continuamente de b. Seja [Fj;(b)] a matriz inversa. Entao g~ o f~' o h(b,y) = (b, x),
onde z; = Y . Fj;(b)y;. Desde que os ntmeros Fj;(b) dependem continuamente da
matriz [f;;(b)], eles dependem continuamente de b. Assim g~* o f~! o h é continua.

Desde que dadas duas fungoes ¢ e 1), sempre que ¢ o ¢ é continua e ¢ é homeo-
morfismo implica que v continua e sempre que ¢ o 1) é continua e 1 é homeomorfismo
implica que ¢ é continua, segue que f e f~! sao continuas. Entdo f é necessariamente

um homeomorfismo e £ é isomorfo a 7. O
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Teorema 2.14. Um R"—fibrado & € trivial se, e somente se, & admite n segoes

S1,...,8, que sao linearmente independentes.

Demonstracao. Sejam sq,...,s, secoes de & que sao linearmente independentes. Defi-
namos f : BxR" — E(&), por f(b,z) = x151(b) +...+2,s,(b), onde = (x1,...,x,).
Entao f é continua e leva cada fibra do fibrado trivial € isomorficamente na fibra
correspondente de £. Logo, pelo Lema 2.13, f é um isomorfismo de fibrados e £ é
trivial.

Reciprocamente, suponha que & é trivial, com sistema de coordenadas (B, h).

Definindo s;(b) = h(b,e;) € F,(§) onde ¢; = (0,...,1,...,0) com 1 na i—ésima
coordenada, é evidente que sy, ..., s, sao se¢oes linearmente independentes desde que
a correspondéncia x — h(b,x) define um isomorfismo entre o espago vetorial R" e o

espago vetorial Fy(€). Isto completa a prova. ]

Como uma ilustracao, o fibrado tangente do circulo S* C R? admite uma secao nao
nula, como ilustrado na Figura 2.2. (As setas indicadas levam x € S* em x + v, onde
s(z) = (z,v) = ((x1,72), (—x2,21))). Logo, S! é paralelizavel. Similarmente a 3—esfera
S3 C R* admite trés campos de vetores linearmente independentes s;(z) = (z,5;(x)),
onde 51(z) = (—xq, X1, —4,x3), S2(x) = (—x3, T4, 1, —x2) €53(x) = (—x4, —T3, T2, T1).

Logo S? ¢é paralelizavel. (Estas formulas vem da multiplicagao dos quatérnions em
R%. 2)

Figura 2.2: Secdo nao nula do fibrado tangente do circulo St C R?

20 processo de deducio das formulas dos quatérnions encontra-se em B Apéndice 2.
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2.1 Fibrados Vetoriais Euclidianos

Para alguns propositos é importante estudarmos fibrados vetoriais em que cada
fibra tem a estrutura de um espaco vetorial Euclidiano.

Recordemos que uma fungao p a valores reais em um espago vetorial V', de dimensao
finita, é quadratica se p pode ser expressa da forma p(v) = > 1;(v)li(v), onde cada [; e
cada [} ¢ linear. Cada funcao quadratica determina uma aplicagao bilinear e simétrica’
(v,w) = v-wdeV xVemR, onde v-w=1(u(v+w)— pl) — pw)).

Note que v-v = &(p(v + v) — p(v) — p(v)) = $(p(2v) — 2u(v)) e como pu(2v) =
S L2v)(2v) = 02l (v)2l(v) = >4l (v)li(v) = 4> L(v)li(v) = 4u(v), segue que
v-v = H(4n() - 2(v)) = $(20(v)) = (o),

A fungao quadratica p é chamada estritamente positiva se p(v) > 0, para v # 0.

Definicao 2.15. Um espaco vetorial Fuclidiano é¢ um espaco vetorial real V' com

uma funcao quadrdtica estritamente positiva p: V — R.

O namero real v-w serd chamado o produto interno dos vetores v e w. O ntmero

v-v = pu(v) também pode ser denotado por |v]?. Este produto interno induz agora

uma métrica.

Definigao 2.16. Um fibrado vetorial Euclidiano é um fibrado vetorial real & com
uma fungao continua i : E(§) — R, tal que a restrigao de p para cada fibra de & € qua-
drdatica e estritamente positiva. A func¢do p serd chamada uma métrica Fuclidiana

no fibrado vetorial &.

No caso do fibrado tangente 7, de uma variedade suave, uma métrica Euclidiana
i DM — R é chamada uma métrica Riemanniana, e M junto com p é chamada
variedade Riemanniana. (Na pratica, geralmente requer-se que p seja uma fungao

suave. A notagdo pu = ds® é frequentemente usada para uma métrica Riemanniana.)

Exemplo 2.17. O fibrado trivial €, possui a métrica Euclidiana u(b, x) = 22 +- - - +x2,
onde x = (x1,...,2,) € R". Desde que o fibrado tangente de R" é trivial, segue que a
variedade suave R™ possui uma métrica Riemanniana padrao. Para qualquer variedade

suave M C R" a composicio DM C DR™ % R torna M uma variedade Riemanniana.

Lema 2.18. Seja & um fibrado vetorial trivial de dimensao n sobre B, e seja i qualquer
métrica Fuclidiana em . Entao existem n segoes sy, ..., s, de & que sao ortonormais
no sentido de que s;(b) - s;(b) = 6;;, para cada b € B.

Demonstragao. Sejam s}, ..., s quaisquer n—segoes que sao linearmente independen-

tes. Aplicando o processo de Gram-Schmidt? para s} (b), ..., s’ (b), obtemos uma base

’ren

ortonormal sq(b), ..., s,(b) para F,(£). Desde que as fungoes resultantes sy, ..., s, sao

claramente continuas, isto completa a prova. ]

3As definicoes de aplicacio r—linear e simétrica encontram-se em C Apéndice 3
40 Processo de Ortogonalizacido de Gram-Schmidt encontra-se em D Apéndice 4
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Construcao de Fibrados a Partir de

Fibrados Dados

(a)

Este capitulo descrevera algumas construgoes basicas envolvendo fibrados vetoriais.

Restricoes. Seja ¢ um fibrado vetorial com projecao 7 : E — B e seja B um
subconjunto de B. Definindo E = 77(B) e colocando 7 : E — B a restricao de 7
a E, obtém-se um novo fibrado vetorial que sera denotado por ¢|B e chamado a
restricio de ¢ a B. Cada fibra [},(£|B) ¢ igual a fibra correspondente F,(€), e tem

a mesma estrutura de espago vetorial.

Se (U, h) é um sistema de coordenadas locais para &, entdo (U N B, h|U N B) é um

sistema de coordenadas locais para £|B.

Como um exemplo, se M é uma variedade suave e V' é um subconjunto aberto de

M, entao o fibrado tangente 7y, é igual a 7|V

Mais geralmente tem-se a seguinte construcao:

Fibrados Induzidos. Seja & como acima e seja By um espaco topologico arbitra-
rio. Dada qualquer aplicacao f : By — B é possivel construir o fibrado induzido
f*& sobre By. O espaco total Ey de f*¢ é o subconjunto Fy C By X E consistindo de
todos os pares (b,e) € By x E com f(b) = 7(e). A aplica¢@o projecao m : By — B

é definida por m(b,e) = b. Assim, tem-se um diagrama comutativo

E1L>E

Bl — B
onde f(b, e) = e. A estrutura de espago vetorial em 7'(b) ¢ definida por
tl(b, 61) + tQ(b, 62) = (b, tier + t2€2),

onde tie; + taey ¢ a estrutura de espago vetorial em 77'( f(b)).

Assim ]?leva cada espago vetorial Fy(f*¢) isomorficamente sobre o espago vetorial
Fe(§).
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Se (U,h) ¢ um sistema de coordenadas locais para &, defina U; = f7(U) e hy :
Uy x R* — 7/(Uy) por hy(b,z) = (b, h(f(b),z)). Entao (U, hy) é certamente um
sistema de coordenadas locais para f*¢. Isto prova que f*¢ é localmente trivial.

(Se ¢ for trivial, segue-se que f*¢ é trivial.)

Observagao 3.1. Se £ é um fibrado vetorial suave e f uma aplicagao suave, entao F;

¢ uma subvariedade suave de By x E, e f*¢ é um fibrado vetorial suave. Vide Lima [3].

O diagrama comutativo acima sugere o seguinte conceito que, a priori, € mais geral.

Sejam & e n fibrados vetoriais.

Defini¢ao 3.2. Uma aplicacao fibrada de n em &£ € uma fun¢ao continua g : E(n) —
E(§) que leva cada espago vetorial Fy(n) isomorficamente sobre um dos espagos veto-
riais Fy ().

Definindo g(b) = V', temos que a fungao resultante g : B(n) — B(&) é continua.

Lema 3.3. Se g : E(n) — E(§) € uma aplicagao fibrada e se g : B(n) — B(§) € a
aplicagao correspondente de espacos bases, entao n € isomorfo ao fibrado induzido g*&.

Demonstragao. Defina h : E(n) — E(g*¢) por h(e) = (mw(e),g(e)), onde m denota a
aplicac@o projecao de 1. Desde que h é continua e aplica cada fibra F,(n) isomorfica-
mente na fibra correspondente F,(g*¢), segue do Lema 2.13 que h é um homeomorfismo

e portanto 7 é isomorfo a g*¢. m

(c) Produtos Cartesianos. Dados dois fibrados vetoriais £, s com aplicagoes pro-
jecao m; - E; — B;, 1 = 1,2, o produto cartesiano & X & é definido como sendo o
fibrado com aplicacao projecao m X my : By X Ey — Bj X By; onde a cada fibra
(71 x m) (b1, ba) = Fy, (&) x Fp, (&) ¢ dada a estrutura de espago vetorial usual.
Claramente & x & é localmente trivial, desde que se (Uy, hq) e (Us, he) sao sistemas
de coordenadas locais para & e &, respectivamente, entao (Uy X Uy, hy X hy) é uma

sistema de coordenadas locais para &; X &.

Como um exemplo, se M = M; x M, é um produto de variedades suaves, entao o

fibrado tangente 7y, € isomorfo a Ty, X Tay,.

(d) Somas de Whitney. Consideremos dois fibrados &; e & sobre o mesmo espago
base B. Definamos d : B — B x B por d(b) = (b,b). O fibrado d*(§; x &) sobre
B ¢ chamado a soma de Whitney de &; e &; e serd denotada por & & &s.

Note que cada fibra Fy(§; @ &) é canonicamente isomorfa a soma direta F},(&;) @

Fy(&2).

Definigao 3.4. Considere dois fibrados vetoriais & e n sobre o mesmo espaco base B
com E(§) C E(n); entao & € um subfibrado de n (escreve-se £ C n) se cada fibra Fy(&)

¢ um subespago vetorial da fibra correspondente Fy(n).
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Lema 3.5. Sejam & e & subfibrados de n tais que cada espago vetorial Fy(n) € igual

a soma direta dos subespacos Fy(&1) e Fy(&3). Entao n € isomorfo a soma de Whitney

SECETE

Demonstragao. Defina f: E(& ®&) — E(n) por f(b, (e1,e3)) = e1+e5. Desde que f é
continua e leva cada espago vetorial Fy,(&; @ &,) isomorficamente em seu espago vetorial
correspondente Fy(n), segue pelo Lema 2.13 que f é um homeomorfismo e portanto

& @ & é isomorfo a 7). 0

(e) Complementos Ortogonais. Considere a seguinte questao: Dado um subfibrado
& C n existe um subfibrado complementar v de 7 de modo que 7 é isomorfo a uma
soma de Whitney & & v?

Para respondermos a esta questao necessitamos das Defini¢oes e Observacao que

seguem:

Definigao 3.6. Uma cobertura aberta de um espago topoldgico B € uma cole¢ao A de

subconjuntos abertos de B tal que a uniao dos elementos de A € igual a B.

Definigao 3.7. Um refinamento aberto de uma cobertura aberta A de um espaco to-
pologico B € uma cobertura aberta B de B tal que para cada elemento X de B, existe

um elemento A de A contendo X.

Definigao 3.8. Uma cobertura aberta A de um espago topologico B € localmente finita
se todo ponto de B admite uma vizinhanca aberta que intersecta apenas um niumero
finito de elementos de A.

Definicao 3.9. Um espaco B € paracompacto se é de Hausdorff e se toda cobertura

aberta A de B tem um refinamento aberto, localmente finito, B, que cobre B.

Observagao 3.10. Se o espago base B(n) é paracompacto, entao 1 admite uma métrica
Euclidiana.!

Desse modo, se n estd munido com uma métrica Fuclidiana, entao um tal somando
complementar pode ser construido como segue:

Denotemos Fy(£1) o subespaco de Fy(n) consistindo de todos os vetores v, tais
que v - w = 0, para todo w € F,(§). Denotemos E(£+) C E(n) a unido de Fy(¢t) e
consideremos 7| : E(¢é1) — B a restricao de 7 : E(n) — B.

Definicao 3.11. &+ serd chamado complemento ortogonal de & em 1.

Teorema 3.12. E(¢1) ¢ o espago total de um subfibrado €+ C 0. Além disso, 1 é
isomorfo a soma de Whitney & @ &+.

!'Uma idéia da construcdo dessa métrica encontra-se em E Apéndice 5.
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Construgao de Fibrados a Partir de Fibrados Dados

Demonstracio. Da Algebra Linear, cada espaco vetorial Fy(n) é a soma direta dos
subespacos [,(€) e Fy(€1), pois Fy(€+) = F,(€)*. Entdo o tnico problema a provar é
que &+ satisfaz a condicao de trivialidade local.

Dado qualquer ponto by € B, seja U uma vizinhanca suficientemente pequena de
by, de modo que £|U e n|U sejam ambos triviais. Sejam sy, ..., s, se¢oes ortonormais
de &|U e s, ..., sl segoes ortonormais de n|U; onde m e n sao as respectivas dimensoes
dos fibrados (compare com o Lema 2.18). Assim, a matriz m x n, ( si(bo) - 55(bo) )
tem posto m. Reenumerando o s%, se necessdrio, podemos assumir que as m primeiras
colunas sao linearmente independentes.

Entao existe V' C U contendo by, tal que para quaisquer pontos b € V', as pri-
meiras m colunas da matriz ( si(b) - s%(b) > sao linearmente independentes. Entao
as 1 SeGOES S1,52, ..., Sm, Smyy1,-- - Sy de n|U s@o linearmente independentes em qual-
quer ponto de V', pois caso contrario, existiria uma combinag¢ao linear nao-nula de

/

51(b), ..., sm(b) igual a uma combinagao linear de s/, ,(b), ..., s! (b), e portanto ortogo-

) Om J

seriam linearmente dependentes, o que é uma contradi¢cao. Aplicando o processo de

nala s} (b),..., s (b), acarretando que as primeiras m colunas da matriz ( si(b) - s-(b) >

Gram-Schmidt a esta sequéncia de seg¢oes, obtemos uma se¢ao ortonormal si, ..., S,
Smals -5 Sy de n|V.

Agora um sistema de coordenadas locais h : V x R*™™ — 77(V) para £+ é dado
pela formula h(b, (21, ..., Zn_m)) = T18ma1(b) + ... + Tp_mSn(D).

A aplicagao h™'(e) = (we, (e - spy1(me), ..., e s,(me))) mostra que h ¢ um homeo-

morfismo, e completa a prova. O

Suponha que M C N C R sejam variedades suaves, e suponha que N esta munida
com uma métrica Riemanniana. Entao o fibrado tangente 7, ¢ um subfibrado da

restrigao 7y |M.

Definigao 3.13. O complemento ortogonal 7i; C 75|M € chamado o fibrado normal
v de M em N.

Assim temos:

Corolario 3.14. Para qualquer subvariedade suave M de uma variedade Riemanniana

suave N o fibrado normal v estd definido e Tpy ® v = 75| M.

Demonstracao. Nas condi¢oes do enunciado do Corolario segue da Defini¢ao 3.13 que o
fibrado normal v esté definido. Ainda, E(v) = E(73;) é o espaco total de um subfibrado

v =15 C 7n|M e, pelo Teorema 3.12, 7| M é isomorfo a soma de Whitney 73, ®v. [

Definicao 3.15. Uma aplicagao suave f : M — N entre variedades suaves é chamada
uma imersao se o Jacobiano Df, : DM, — DNy aplica o espago tangente DM,

injetivamente (isto é, com nicleo zero) para cada x € M.

Uma imersao tipica do circulo no plano ¢é ilustrada na Figura 3.1, a seguir.
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Figura 3.1: Imersao do circulo no plano.

Suponha que N é uma variedade Riemanniana. Entao para cada x € M, o espago
tangente DNy(,) se decompde como uma soma direta da imagem D f,(DM,) e seu
complemento ortogonal.

Correspondentemente o fibrado induzido f*7y sobre M é isomorfo a soma de Whit-

ney de um subfibrado isomorfo a 73, e um subfibrado complementar v;. Assim:

Corolario 3.16. Para qualquer imersao f : M — N, com N Riemanniana, existe

uma decomposicao em soma de Whitney f*tn = Ty @ vy.

Este fibrado vy sera chamado o fibrado normal da imersao f.

(f) Funtores Continuos de Espacos Vetoriais em Fibrados Vetoriais.

A operacao soma direta é possivelmente o mais importante método para construir
novos espacos vetoriais a partir de outros, mas muitas outras tais construgoes de-

sempenham um papel importante na Geometria Diferencial.

Por exemplo, para qualquer par V, W de espacos vetoriais reais pode-se associar o
produto tensorial? V @ W.

Ainda, dado um espaco vetorial real V' podemos construir o espago vetorial dual
Hom(V,R).

2A construcdo do produto tensorial encontra-se em F Apéndice 6
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Denote O a categoria cujos objetos sao todos os espagos vetoriais de dimensao finita
e cujas aplicagoes sao todos os isomorfismos entre tais espacos vetoriais. Lembremos

que por funtor (covariante®) T : O x O — O entende-se uma operagao que associa:

(1) para cada par V,WW € O de espagos vetoriais, um espaco vetorial T'(V, W) € O; e

(2) para cadapar f:V — V' g: W — W’ de isomorfismos, um isomorfismo T'(f, g) :
T(V,W)—T(V',W'); de modo que

(2.1) T(identidadey ,identidadey ) = identidader v,y e
(22) T(fro faygr092) =T(f1,91) o T(f2, 92)-

Um tal funtor sera chamado continuo se T'(f, g) depende continuamente de f e g.
Isto faz sentido, desde que o conjunto de todos os isomorfismos de um espaco vetorial
de dimensao finita em outro tem uma topologia usual.

O conceito de um funtor continuo 7' : O x O x --- x O — O em k variaveis ¢é
definido analogamente. Note que o produto tensorial € um exemplo de funtor continuo

de duas variaveis e que o espaco vetorial dual é um exemplo de funtor continuo de uma

variavel.
Seja T : O x O x -+ x O — O um tal funtor continuo de k variaveis, e sejam
&1, ..., & fibrados vetoriais sobre o mesmo espaco base B. Entao um novo fibrado

vetorial sobre B é construido como segue:
Para cada b € B seja F, = T(Fy(&1), ..., Fy(&)). Denotemos E a unido disjunta
dos espagos vetoriais F}, e definamos 7 : £ — B por 7(F},) = b.

Definicao 3.17. O fibrado cujo espaco total é E, munido com projecao 7 e com fibras

Fy, nas condigées acima, serd denotado por T(&y, ... E&).

Por exemplo, comecando com o funtor produto tensorial, esta construcao define
o produto tensorial £ ® n de dois fibrados vetoriais. Comecando com o funtor soma
direta, obtém-se a soma de Whitney £ & n de dois fibrados vetoriais. Comegando com
o funtor dualidade V' — Hom(V,R), obtém-se o funtor & — Hom(&,e'), que atribui

para cada fibrado vetorial seu fibrado vetorial dual.

Teorema 3.18. Eziste uma topologia usual para E, tal que E € o espaco total de um

fibrado vetorial com projecao w e com fibras Fy.

Demonstragao. Faremos apenas um esbogo da demonstracgao. Sejam (U, hy), ..., (U, hy)
um sistema de coordenadas locais para &, ..., &, respectivamente, todos usando o
mesmo conjunto aberto U. Para cada b € U, defina hy : R™ — Fy(&;) por hy(z) =
hi(b,z). Entao o isomorfismo T'(hyp, ..., hgy) : T(R™, ..., R™) — F} esta definido. A

3A distincdo entre funtor covariante e contravariante nao é importante aqui, desde que nés traba-

lhemos somente com isomorfismos.
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correspondéncia (b, x) — T'(hyp, . .., hgy)(z) define a fungao injetora h : U x T(R™ ...,
R™) — 77(U).

Afirmamos que existe uma topologia em F de modo que cada tal h é um homeo-
morfismo e de modo que cada 77(U) ¢ um subconjunto aberto de E.

¢

Com efeito, é necessario somente observar que se dois tais “ sistemas de coorde-

nadas locais 7 (U, h) e (U',h') s@o justapostos, entao a transformacao (U N U’) x
T(R™,... R"™) Pk (UNU") x T(R™,...,R™) & continua. Isto segue da continui-
dade de T

Agora, note que 7 : E — B é continua, e que o fibrado vetorial resultante

T(&,. .., &) satisfaz a condigao de trivialidade local. O






4 Espacos Quociente de Grupos

O texto utilizado para o desenvolvimento deste capitulo foi Steenrod [2]. Porém
para mais detalhes o leitor pode consultar também Husemoller [4].

Até o presente momento temos a seguinte defini¢ao de fibrado vetorial:

Definicao 4.1. Seja B um espaco topoldgico fixo, que serd chamado o espaco base.
Um fibrado vetorial real & sobre B consiste do sequinte:
(1) um espago topoldgico E = E(§) chamado o espago total,
(2) uma aplicagao(continua e sobrejetora) m : E — B chamada aplicagao proje-
¢cao, e
(3) para cada b € B, o conjunto 7(b) tem a estrutura de um espago vetorial sobre

08 NUMEros reais.

Estes devem satisfazer a seguinte condicao:

Condicao de trivialidade local. Para cada ponto b € B existira uma vizinhanga
U C B, um inteiro n > 0, e um homeomorfismo h : U x R — 77(U) tal que, para cada
b € U, a correspondeéncia x — h(b, x) define um isomorfismo entre o espago vetorial R"
e o espago vetorial 77(b).

O espaco vetorial 77(b) é chamado a fibra sobre b. Ele pode ser denotado por Fj,
ou Fy(§).

No entanto, a definicao acima de fibrado nao é suficientemente restritiva quando
se trata de Espagos Quocientes de Grupos. Para tanto seré necessario que um fibrado
carregue uma estrutura adicional envolvendo um grupo G de homeomorfismos de Fj,
chamado o “Grupo do Fibrado”.

E necesséario imaginar G e sua topologia dentro da definicdo do fibrado. Isto seré
obtido através da nocgao intermediaria de um fibrado vetorial com sistemas de

coordenadas (ou simplesmente: “Fibrado Coordenado”).

Definicao 4.2. Um grupo topologico G é um conjunto que tem uma estrutura de

grupo e uma topologia tal que:

1

(a) A aplicagio G — G dada por g — g~' € continua.

(b) A aplicagao G x G — G dada por (g1,92) — g1g2 € continua quando G x G tem a

topologia usual de um espaco produto.

43
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Se G é um grupo topologico, e F, é um espago topologico, dizemos que G é um
grupo de transformacao topologica de F, relativo a uma aplicagaon : GX F, —
Fy se:

(i) m & continua,
(ii) n(e,y) =y, onde e ¢ a identidade de G, e
(iii) n(g192,y) = 1(91,1n(g2,¥)), para todos g1, g2 em G e y em Fy,.

Abreviaremos 7(g, y) por g-y. Entao (ii) fica e-y = y e (iii) fica (g192)y = g1-(g2-y).
Para qualquer ¢ fixado, y — ¢ - y ¢ um homeomorfismo de Fj, em Fy; pois tem inversa

continua y — ¢ *

-y. Dessa forma 1 produz um homomorfismo de G no grupo de
homeomorfismos de Fy, dado por g — (y — g - y).

Dizemos que G é efetivo se g - y = y, para todo y, implica ¢ = e. Entao G é
isomorfo a um grupo de homeomorfismos de Fj. Neste caso, pode-se identificar G com
um grupo de homeomorfismos, no entanto, podemos frequentemente permitir que o
mesmo grupo GG opere em VArios espagos.

A menos que o contrario seja estabelecido, um grupo de transformagoes seré assu-
mido ser efetivo.

Assim a partir de agora consideraremos a seguinte defini¢ao de Fibrados Coorde-

nados:

Definigao 4.3. Um fibrado coordenado B é uma colegao como seque:

(1) um espago E chamado o espago fibrado,

(2) um espago B chamado o espago base,

(8) uma aplicag¢ao(continua e sobrejetora) m : E — B chamada aplicag¢ao proje¢ao,
(4) um espag¢o F' chamado a fibra,

(5) um grupo de transformagao topoldgico efetivo G de F chamado o grupo do fi-
brado,

(6) uma familia {V;} de conjuntos abertos recobrindo B, indexada por um conjunto J,

0s V;’s sao chamados vizinhancas coordenadas, e

(7) para cada j em J, um homeomorfismo ¢; : V; x F — 77(V;) chamada a fungao
coordenada.

As fungoes coordenadas devem satisfazer as sequintes condigcoes:

(8) mog;(byy) =b, parabe V;, y e F,
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(9) se a aplicagio ¢;p : F — 7(b) € definida por ¢;4(y) = ¢;(b,y), entdo, para cada
par i,j em J, e cada b € V; NV}, o homeomorfismo gzﬁ;,} o¢ip: ' = F coincide

com a translagao por um elemento de G (€ unico desde que G € efetivo), e
(10) para cada pari,j em J, a aplicagdo g;; : ViNV; — G definida por g;;(b) = ¢J_; odip
€ continua.

Como na Definigao 4.1, denotamos 7(b) por F, e a chamamos a fibra sobre b.
As fungdes g;; definidas em (10) sdo chamadas as transformacoes coordenadas

do fibrado. Uma consequéncia imediata da defini¢ao é que, para quaisquer i, j, k em J,
(11) gx;(0)g;i(b) = gri(b), b € ViNV; N V.
Se colocamos ¢ = j = k, entao,
(12) g4i(b) = identidade de G, b € V.
Agora tomando ¢ = k em (11) e aplicando (12) obtemos:
(13) gj(b) = [g1; (D))", b € V; N V.

E conveniente introduzirmos a aplicagao

(14) m; : 7(V;) = F definida por 7;(a) = (;S;;(a), onde b = 7(a).

Entao 7; satisfaz as identidades:
(14) m; 0 ¢;(b,y) =y, ¢;(7(a), m;(a)) = a,
gji(w(a)) - mi(a) = 7j(a), w(a) € V;NVj.
Definicao 4.4. Dois fibrados coordenados B e B’ sao ditos equivalentes no sentido

estrito se eles tem o mesmo espaco fibrado, espaco base, projecio, fibra e grupo e suas

fungoes coordenadas {¢;}, {¢},} satisfazem a condigao que
(15) Giu(b) = &y © b, bEViN W

coincide com a translagao por um elemento de G, e a aplicagio gy; : V; NV, — G
assim obtida é continua.

Definigao 4.5. Sejam B e B’ dois fibrados coordenados tendo a mesma fibra e o mesmo
grupo. Por uma aplicagao fibrada h : B — B’ entendemos uma aplicagdo continua

h: E — E' tendo as sequintes propriedades:

(16) h leva cada fibra Fy, de E homeomorficamente sobre uma fibra Fyy de E', induzindo

portanto uma aplicacio continua h = B — B’ tal que 7’ oh = ho,

(17) seb € V;nh *(V]), e hy : Fy — Fy € a aplicagdo induzida por h(b' = h(b)), entdo
a aplicacao gkj(b) = gzﬁ;cg,l ohyo@jp=m,0hyop;, de F em F coincide com a

operacao de um elemento de G, e

(18) a aplicagio Gy, : V; N h (V) — G assim obtida ¢ continua.



46 Espacgos Quociente de Grupos

4.1 Espacos Quociente de Grupos

Definicao 4.6. Seja B um grupo topoldgico e seja G um subgrupo fechado e normal de
B. Uma classe lateral a esquerda de G em B é um conjunto da forma bG. Qualquer tal
congunto € fechado, e quaisquer dois tais conjuntos ou coincidem ou nao tem ponto em
comum. Denotemos B/G o conjunto cujos elementos sao as classes laterais a esquerda
de G em B. Defina a aplicagdo natural p: B — B/G por p(b) = bG.

Um subconjunto U de B/G & dito ser aberto se p™(U) ¢ um conjunto aberto de B.
E facilmente verificado que estes conjuntos abertos definem uma topologia em B/G.
O conjunto B/G com esta topologia é chamado o espago quociente (ou espago das
classes laterais) de B por G. Claramente p é continua, por definigao, e a topologia
de B/G é maximal com respeito a esta propriedade.

Se U é um conjunto aberto em B entao p'p(U) = UG (isto é, o conjunto de produtos
ug). Mas este conjunto é aberto em B e portanto, p(U) é aberto em B/G e p é uma
aplicagao aberta. Se x, ' sdo pontos distintos de B/G, escolha b € p™(z), b’ € p™(2').
Entdao b~'b nao esta em G. Seja W uma vizinhanca de b0 com W NG = . Sejam
U,V vizinhangas de b, V', respectivamente, tais que U~V C W. Entao p(U), p(V) sdo
vizinhangas de x, 2’ e ndo tem ponto em comum, pois se z” ¢ um tal ponto e p(b”) = 2",
existem elementos g, ¢’ € G tais que Vg € U e b"g’ € V. Isto implica (b"g) "1 (b"g") =
g g € W o qual ¢ impossivel. Portanto B/G ¢ um espago de Hausdorff.

Observe que a transformagao B — B, enviando cada b em seu inverso, aplica cada
classe lateral a esquerda de G em B numa classe lateral a direita de G em B e vice-
versa. Esta induz um homeomorfismo entre os espacos das classes laterais & esquerda

e a direita.

4.2 Translacoes de Espacos Quociente

Se x € B/G e b € B, defina a translagao a esquerda de = por b por

b o = p(bp(a)) (4.1)

Notemos que - é bem definida, pois se by, by € p”'(x) entdo b;G = x = byG e portanto
p(bb1) = (bb1)G = b(b1G) = b(b2G) = (bb2)G = p(bb2).

Ainda, desde que by - & = p(bop™(z)), segue que by - (by - ) = p(bip ' (by - 7)) =
p(bi(bap™(2))) = p((b1b2)p™(z)) = (b1bs) -  de modo que B é um grupo de transforma-
¢oes de B/G via a operagao (4.1), isto é, para cada b € B, b: B/G — B/G dada por
xr — b-x é continua.

Observemos também que B é transitivo, isto é, para qualquer par z,2’ € B/G,
existe um b € B tal que b -z = 2/(basta tomar b = ¥ (p”(z))~!, onde 2/ = V'G).

Se U & aberto em B/G, entao p'(U), bp™(U), e p(bp™(U)) sdo também abertos.
Portanto b - U é aberto. Além disso, para cada b € B, b : B/G — B/G dada por
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x — bz é bijetora com inversa b~! : B/G — B/G dada por x — b~' - z. Assim B é
um grupo de homeomorfismos de B/G, isto é, para cada b € B, b: B/G — B/G dada
por x — b - x é um homeomorfismo.

Defina G como sendo a intersecao de todos os subgrupos bGb~! conjugados de G
por B. Entao GGy é um subgrupo fechado invariante de B, e é o maior subgrupo de GG
que é invariante de B. Se g € Gy, entdo gbG = b(b~'gb)G = bG. Assim cada elemento
de Gy atua como a transformagao identidade em B/G. Reciprocamente, se ¢bG = bG
para todo b, entdao cb € bG ou ¢ € bGb~! para todo b. Logo ¢ € Gy.

Assim o grupo quociente B/Gy atua efetivamente em B/G pois se c¢Gy - bG = bG,
para todo bG € B/G entao cbG = bG e portanto ¢ € Gy. Assim c¢Gy = eG.

Seja pg : B — B/Gy a aplicagao natural.

Suponha agora que h € B/Gy, € B/G e h -z = p(py(h)p”(x)) estd no conjunto
aberto U. Escolha b; € p,'(h), b € p™(x). Entao bjb € p(U) = U’. Escolha vizinhangas
Ve W' de by e b, respectivamente, tais que V'W' C U’. Desde que p e py s@o aplicagoes
abertas, V' = po(V’), W = p(W') sao vizinhangas de h e x, respectivamente. Segue que
e V,z' € W implica h' -2’ € U. Isto prova que B/Gq é um grupo de transformacao
topologica de B/G.

4.3 Grupos Transitivos

Suponha que B é um grupo de transformagao topologica transitivo de X (isto ¢,
para quaisquer z,x’ € X existe b € B tal que b -z = 2/). Escolha um ponto base
zo € X. Defina p' : B — X por p/(b) = b-zy. E claro que p’ é continua. Seja G o
subgrupo dos elementos b de B tais que b - o = 9. Entao G é um subgrupo fechado,
no sentido de que se g1, g» € G entdo g1 € G e, para cada x € X, p"'(x) é uma classe
lateral a esquerda de G em B, a saber, bG onde b € B ¢é tal que b- xy = x (note que
tal b existe pois B ¢ transitivo). Isto define uma aplica¢ao bijetora ¢ : B/G — X tal
que q o p(b) = p'(b) para todo b.

Primeiro observemos que g é bem definida pois se p(b;) = p(by) entdo by 'b; € G e
portanto (b, 'b)-x¢ = g, ou equivalentemente, by -z = by - 7 ou ainda p'(b1) = p'(bs).
Também ¢ injetora pois, se gop(by) = qop(by) entao p'(by) = p'(by). Logo by g = by~
e portanto (by'b1) - o = wo. Assim, b, 'b; € G e portanto p(b;) = p(by). Ainda, é
sobrejetora, pois dado x € X, como B ¢ transitivo, existe b € B tal que b - xy = .
Assim gop(b) =p'(b) =b- g = x.

Se U ¢ aberto em X, p''(U) ¢ aberto em B. Este tltimo conjunto coincide com
ploq(U). Logo ¢”'(U) é aberto em B/G. Segue que q é continua.

L ¢ continua

Em geral, ¢~! ndo é continua. Existem circunstancias sob as quais ¢~
e que ocorrem frequentemente.
Por exemplo, se B é compacto, também o é B/G’; e pode-se aplicar o bem conhecido

resultado que uma aplicagao continua e bijetora de um espaco compacto num espago
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de Hausdorff ¢ um homeomorfismo (veja Munkres|[5], Theorem 5.6, p.167]).

Suponha ¢! continua. Se U ¢ aberto em B, segue que p'(U) = qop(U) é aberto em
X, pois q(p(U)) = (¢71)(p(U)). Logo, p’ ¢ uma aplicacdo aberta. Reciprocamente, se
p' é uma aplicacio aberta e V é aberto em B/G, temos q(V) = p' o p™(V) é aberto em
X. Tsso significa que ¢~! é continua, pois (¢71)7 (V) = q(V).

Resumindo, temos o seguinte teorema:

Teorema 4.7. Se B ¢ compacto, ou se p' : B — X € uma aplicagao aberta, entao
a aplicagao natural ¢ : B/G — X é um homeomorfismo, e as aplicagoes p' e p :
B — B/G sao topologicamente equivalentes, isto €, p' € obtida de p a menos de um

homeomorfismo.

4.4 O Teorema da Estrutura Fibrada

Sejam B um grupo topolégico e H, G subgrupos fechados e normais em B com H
subgrupo de G.

Introduzamos as aplicacoes naturais:

B/H

B/G

onde p; e py sao as projecoes naturais e p leva cada classe lateral bH em bG.

Desejamos provar que B é um fibrado sobre B/G com respeito a projegao ps. Ou,
mais geralmente, se H é um subgrupo fechado de G entdao B/H é um fibrado sobre
B/G com projegao p.

Seja G um subgrupo fechado e normal de B. Entao G é um ponto zo € B/G. Uma
se¢ao local de G em B é uma funcao f aplicando uma vizinhanga V' de xy continuamente
em B e tal que ps o f(x) = x para cada z € V. Se B é um fibrado sobre B/G, é claro
que uma tal f deve existir.

Teorema 4.8. Se o subgrupo fechado e normal G de B admite uma secao local f, se
H é um subgrupo fechado e normal de G e p : B/H — B/G € a aplica¢ao induzida
pela inclusao de classes laterais, entao podemos associar uma estrutura fibrada para
B/H relativa a p. A fibra do fibrado é G/H e o grupo do fibrado é G/Hy atuando em
G/H como translagoes a esquerda onde Hy é o maior subgrupo de H invariante em
G. Além disso, quaisquer duas se¢oes conduzem a fibrados estritamente equivalentes.
Finalmente, as transla¢oes a esquerda de B/H por elementos de B sao aplicagoes
fibradas deste fibrado nele préprio.
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Demonstra¢ao. Consideremos o diagrama comutativo
B/H

e

B p

N

B/G

Como observado na Secao 4.1, p; e ps sao aplicagoes continuas. Se U é aberto
em B/G, entdo, por definicao, p,(U) é aberto em B. Desde que p o p; = ps, temos
p;(U) = p{ o p(U). Isto significa que p*(U) é aberto em B/H, e, portanto, p é
continua. E claro que G/H C B/H e p(G/H) = x. Denotaremos elementos de G'/H
por y e elementos de B/H por z.

Construimos o fibrado coordenado como segue. O conjunto indexado J é apenas o
conjunto B. Para cada b € B, defina a vizinhanga coordenada V, em B/G por Vi, = b-V
(f é definida em V). Defina f, : V, = B por f,(z) = bf(b~'-x). Entao f, é continua e
desde que poo f(b71-z) = b~z segue que pyo fy(z) = po(bf (b1 -2)) =b- (b1 -2) = z.
Para quaisquer x € V, e y € G/H defina a fungao coordenada ¢, por:

Po(x,y) = folx) - y. (4.2)
Como provado na Segao 4.2, a transla¢do a esquerda de B/H por um elemento
de B ¢é continua em ambas as variaveis. Portanto ¢, ¢ continua em (z,y). Desde
que p; aplica G sobre G/H, podemos escolher ¢ € G tal que pi(g) = y. Entao
pi(fo(2)g) = fo(z) -y e pa(fo(x)g) = p2 o fo(x) = 2. Desde que p o p; = ps, segue que
po ¢u(x,y) = p(fo(z) - y) = popi(fulr)g) = pa(fu(z)g) = .
Defina py, : p™(V3) — G/H por:

po(2) = [folp(2))] 7" 2. (4.3)

Claramente p, ¢ continua, pyogs(x,y) = pu(fo(x)-y) = [fo(p(fo(x) - )] (filx) - y) =
(@] (fle) - y) = ([S@)] 7 fule) -y =y, e du(p(2),m0(2)) = filp(2)) - po(2) =
F0(2)) - ([Fp()] - 2) = (fp(2) [fs(p(2))] 7)) - 2 = 2. A existéncia das apli-
cagbes continuas p e p, com estas propriedades mostra que ¢, aplica V, x G/H ho-
meomorficamente sobre p?(V;), com inversa ¢, : p?(V,) — V, x G/H dada por
&, ' (2) = (p(2), py(2))-

Agora suponha x € V;, NV, entdo p. o ¢p(x,y) = pe(fo(z) - y) = [fe(p(fo(x) - y))] " -
(fo(z)-y) = [fo(x)]7' - [folx) - y] = [fo(x) " fo(2)] - y ¢ uma translagdo a esquerda de y
pelo elemento

geb(x) = fe(x) " fol). (4.4)
Desde que pa o fo = p2 0 fi, ge(2) esta em G pois pa(gen(x)) = pa(fe(z) ' fol)) =

p2(fe(2)) oo fo(x)) = pa(fo(2))Ipo(fo(x)) = eG. A continuidade de f., f, e das
inversas implica a continuidade de g.
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Como observado na Segao 4.2, o grupo que opera efetivamente em G/H é G/H,.
A imagem de g, pela aplicagao natural G — G/ H, é a transformagao coordenada em
Vi, N V.. Isto completa a construcao do fibrado coordenado.

Agora, sejam f, f’ duas se¢oes locais definidas em vizinhancas V, V' de xy. Defina
Vi, fi, &, pj, como acima usando f/, V' em vez de f, V. Entao g, (z)-y = (fi(z)" " fo(z))-
y = [fe@)]" (fulz) ) = [felp(folz) - y))] 7t (fol@) -y) = PL(fo(2) ) = pLodu(a,y) =
bzt © Goa(y), v € Vo NV,

Desde que fl(z) e fy(z) ambas pertencem a classe lateral a esquerda de G sobre z,
() = fi(x)7 fo(z) estd em G. Ela é claramente continua. Portanto, pela Definigao
4.4 as duas estruturas fibradas baseadas em f e f’ sdo equivalentes.

Para provar a ultima afirmacao, seja by € B. A translacao a esquerda de B por
by nao altera as relagoes de inclusao entre as classes laterais a esquerda de G e H.
Portanto, by - p(2) = p(by - z) para cada z € B/H. Sejam x € V,, 2/ = b, -z € V,
ye G/H.

Entao a aplicagao transformagao g, (x) é dada por g, (z) -y = (b;i,(bl b (y)) =
Pe(br dn.2(y)) = [fe(p(b1- oo (@)™ (b1 Po(y) = [felbr-p(dou(¥)))] ™ (b1 dru(y)) =
fe(br-2) ' fo(x) -y = fel(@) " 01 fol2) - y.

Logo G (z) ¢ a imagem em G/Hy do elemento f.(z')"'b fy(x) de G. Desde que a
tltima é continua em x, assim também o é a primeira. Tendo verificado as condigoes
da Definigao 4.5, segue que b; é uma aplicacao fibrada.

[

Tomando H = {e}, temos o seguinte corolario:

Corolario 4.9. Se G tem uma segao local em B, entao B € um fibrado vetorial sobre
B/G relativo a proje¢io p que associa a cada b a classe lateral bG. A fibra do fibrado

€ G e o grupo € G atuando sobre a fibra por translagoes a esquerda.

4.5 Aplicagoes do Teorema da Estrutura Fibrada

Veremos nesta se¢ao alguns exemplos de espacos quocientes de grupos.

4.5.1 Grupos Ortogonais

Denotemos O,, o grupo de transformacgoes ortogonais reais no n—espacgo Euclidiano
R™. Observemos que O,, é um grupo transitivo sobre a (n—1)-esfera unitaria S*~!, pois
dados dois pontos zg,z; € S"! existe uma rotacao que leva xy em ;. Se 1o € S™7!,
o subgrupo H deixando z, fixado é apenas um grupo ortogonal O, _;. Para ver isto,
complete o conjunto linearmente independente {zo} de R™ a uma base de R™ e veja

H como o subgrupo de O, consistindo das transformagoes ortogonais reais cuja matriz
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1 0 .- 0
Tir o Tin-l
) Tinr 0 Tip-1 . . 4
nesta base é dada por . ] ' ) onde : : é
Tp—11 *°° Tp—in—1
0 Tp—11 " Tp—in—1

uma matriz ortogonal real de ordem n—1. Pela Se¢ao 4.3 podemos fazer a identificacao
S = 0,/0,_1, e pela Se¢io 4.4, O,, ¢ um fibrado sobre S"~! com fibra e grupo O,,_;.

4.5.2 Variedades de Stiefel

¥ em R" é um conjunto ordenado de k vetores linearmente inde-

Um k—frame, v
pendentes. Seja L, o grupo linear completo. Qualquer k—frame fixado v pode ser
transformado em qualquer outro v* por um elemento de L,. Denotemos V., 0 con-
junto de todos os k—frames. Entao L, é um grupo transitivo sobre V;, e se Ly ¢ o
subgrupo de L,, deixando fixado cada vetor de v§, segue pela secdo 4.3 que podemos
identificar V, , = L,/ Ly 1.

O espago V, , é chamado a variedade de Stiefel de k—frames no n—espaco.

Se restringirmos nossa atencao aos k—frames nos quais os vetores sao unitarios e
dois a dois ortogonais (abreviadamente: um k—frame ortogonal), o conjunto destes,
Vi, € um subespaco de Vn’7k. O grupo O,, aplica V,,; em si mesmo e é transitivo sobre
V- O subgrupo deixando fixado um v(’f ¢é apenas o grupo ortogonal O,,_; atuando no
espaco ortogonal a todos os vetores de vg. Assim V,, , = O,/ O,y

Se transladarmos qualquer v* ao longo de seu primeiro vetor até a sua extremidade
em S"! obtemos um (k — 1)—frame de vetores tangentes a um ponto de S"~!. O
processo é claramente reversivel. Assim podemos interpretar V,, ; como a variedade de
(k — 1)—frames ortogonais tangentes a S"~'. Em particular, quando k = 2, V,,» é a

variedade de vetores unitarios tangentes sobre S™!.

Exemplo 4.10. Considerando o 3—frame em R3, {v;, v, v3} , e transladando v, e v3
ao longo de vy, até sua extremidade em S?, obtemos um 2—frame de vetores tangentes

a um ponto de S?. Veja a Figura 4.1.

Figura 4.1: 3—frame transladado ao longo de v;.
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Para uma outra interpretacao, seja S*~! a esfera unitaria no plano dos vetores ”ug.

Uma aplicacao ortogonal de S*~' em S™~! corresponde exatamente a uma aplicacao
de vf em um outro v*. Assim V, ¢ a variedade de aplicages ortogonais de S*~! em
Snl,

Seja v¥ um n—frame ortogonal fixado em R™, e denote v§ os k primeiros vetores
de v". Seja O, _j o subgrupo deixando v’g fixado. Entao O,_p D O,_r_1. Passando
ao quociente O,, por estes subgrupos e introduzindo as projegoes naturais (inclusao de

classes laterais) obtemos uma cadeia de variedades de Stiefel e projecoes
On - Vn,n — Vn,n—l — Vn,Q — Vn,l = On/On—l = Sn_l.

Cada projecao ou qualquer composicao delas é uma aplicagao fibrada. Pelo Teorema
4.8, a fibra de V,, ,_k+1 — Vin—k € 0 espaco das classes laterais Oy /Op_1 = SF1eo
grupo do fibrado é Oy..

Qualquer fibrado cuja fibra é uma k—esfera e o grupo é o grupo ortogonal, é cha-
mado um k—fibrado em esfera. Portanto a variedade de Stiefel produz uma cadeia de
fibrados em esfera ligando O,, e S*1.

Qualquer (n—1)—frame ortogonal no n—espago pode ser completado a um n—frame
ortogonal de apenas duas maneiras pela adicao do n—ésimo vetor. Isto corresponde
ao fato que V,,,, = V,, ,,—1 tem uma O—esfera como fibra. Este nao ¢ um recobrimento
duplo no sentido estrito, V,,, = O,, ¢ um espago tendo duas componentes conexas -
o subgrupo R, de matrizes de determinante +1 (o grupo de rotacao de S"7!), e uma
segunda componente de matrizes de determinante —1.

Agora O é um grupo de dois elementos e o determinante do elemento nao trivial
¢ —1. Portanto V,,,, — V,,,—1 aplica cada componente de O,, topologicamente sobre
Vin—1. Assim podemos identificar V,,,,_1 com o grupo de rotagao R, de S"~!. Portanto
a projecao O,, — V,,  aplica R,, sobre V,, ;.. Isto produz a identifica¢do V,,;, = R,/ R,_,
k < n.

Um fibrado cuja fibra é uma esfera e o grupo é o grupo de rotagao, é chamado um
fibrado em esfera orientavel. Segue da observacao acima que V,, ,,_p — Viipn_p—1 €

um k—fibrado em esfera orientével.

4.5.3 Variedades de Grassmann

Denotemos M,, , o conjunto de subespacos lineares k—dimensionais (k—planos pela
origem) de R". Qualquer elemento de O,, leva um k—plano em um k—plano, e portanto,
O,, é transitivo sobre M, ;. Se R é um k—plano fixado e R"* & seu complemento
ortogonal, o subgrupo de O,, aplicando R* sobre si mesmo é dado pelo produto direto
Oy x O! _, de dois subgrupos ortogonais o primeiro dos quais deixa R"™* fixado e o
segundo deixa R* fixado. Segue que podemos identificar M, = O,,/Oy x O/, _,.

O conjunto M,,j com esta estrutura ¢ chamado a variedade de Grassmann de

k—planos no n—espaco.
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Um dos subgrupos Oy, O;,_, contém um elemento de determinante —1, portanto a
projecao O, — M, aplica o grupo de rotacao R,, sobre M, ;. Sejam Ry e R, , o0s
subgrupos de rotagio de Oy, O!,_,. Defina M, = R,/Ry x R, ,.

Entao Mn,k é chamado a variedade de k—planos orientados do n—espaco. A proje-
¢ao natural Mn,k — M, . ¢ um recobrimento duplo (ambos os espagos sdo conexos e a
fibra é uma O—esfera).

Se identificarmos a variedade de Stiefel V,,, com O,,/O!,_, segue pelo Teorema 4.8
que V, , ¢ um fibrado sobre M,, , com fibra e grupo Oy. Passando aos grupos de rotacao,
obtemos que V,, ;, ¢ um fibrado sobre Mmk com fibra Ry,.

A correspondéncia entre qualquer k—plano e seu (n — k)—plano ortogonal define
uma bijegao M,  <— M, ,—i. O espago de retas pela origem, M, ;, ou pares de pontos

antipodais sobre S"~1, ¢ apenas o (n — 1)—espago projetivo; e Mml = Sgn1
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A Apéndice 1

A.1 Categorias

Defini¢ao A.1. Um conjunto C de elementos {~} é chamado um sistema multiplica-
tivo se, para algum par 1,7, € C, um produto 1y, € C estd definido. Um elemento
e € C é chamado uma identidade (ou uma unidade) se ey, = y; € Y26 = 72, sempre

que €7y, e Y€ estao definidos.

O sistema multiplicativo é chamado uma categoria abstrata se os seguintes axi-

omas sao satisfeitos:

Axioma A.2. O produto triplo ~v3(y2v1) estd definido se, e somente se, (y37y2)y1 estd
definido. Quando ambos estao definidos a propriedade associativa v3(v2y1) = (7372) 71

vale. O produto triplo serd escrito como Yy3y271

Axioma A.3. O produto triplo v3y271 estd definido sempre que ambos os produtos 37y,
e Yoy1 estao definidos.

Axioma A.4. Para cada v € C existem identidades €1,e5 € C tais que ye1 e eo7y estao
definidos.

Lema A.5. Para cada v € C, as identidades €1 € €5 tais que ye1 e 97y estao definidos,

$a0 Uunicas.

Demonstrag¢ao. Suponha que e, e &) estao ambas definidas com ¢y, ¢} ambas iden-
tidades. Entao (ye1)e] = ve| estd definida. Logo €1 esta definida e e, = 16} = €.

Analogamente, 5 é inico. O

Definicao A.6. Uma categoria C consiste de uma colegio {C} de elementos cha-
mados objetos e uma colegao {7} de elementos chamados aplicagées. As aplicagoes
formam uma categoria abstrata no sentido da Definicao A.1. Os objetos estao em
correspondéncia um a um C' — ic com o conjunto de identidades da categoria abstrata.
Assim, para cada aplicacao v existe em correspondéncia unicos objetos Cy e Cy tais que
Yic, € 1c,y estao definidos. Os objetos Cy,Cy sao chamados o dominio e a imagem

de v, respectivamente; notagoes: Cy = Dom(y), Cy = Im(7y) ey : C; — Cs.
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A.2 Funtores

Sejam C e D categorias e seja D uma fungao que aplica objetos de C em objetos de D
e, ainda, determina para cada aplicagao f € C uma aplicagao D(f) € D. A aplica¢ao D
¢ chamada um funtor covariante (de C em D) se forem satisfeitas as seguintes condigoes:

(1*) Se f: Cy — Cy, entao D(f) : D(Cy) — D(Cs).

(2%) D(ic) = ip(o)-

(3%) Se fay o fi esta definida, entao D(f2 0 f1) = D(f2) o D(f1).

A aplicacao D serd chamada um funtor contravariante se as seguintes condigoes
forem satisfeitas:

(1*) Se f : Cy — Cy, entao D(f) : D(Cy) — D(Ch).

(2%) D(ic) = ip(o)-

(3%) Se fy o fi esta definida, entdao D(f2 0 f1) = D(f1) o D(f2).

A primeira condigao pode ser reescrita como: D(Domf) = Dom(Df) e D(Imf) =
ImD(f). Assim, D é um funtor covariante se ele comuta com as operagoes da categoria.

Tendo em vista a segunda condi¢ao, um funtor D é completamente determinado pela
funcao D(f) definida para uma aplicacdo f somente. Assim, um funtor covariante D
é, essencialmente, um homomorfismo da categoria abstrata associada a C na categoria
abstrata de D, sujeito a condicao que aplica a identidade na identidade. Um funtor
contravariante, por sua vez, é um anti-homomorfismo das categorias abstratas.

Se D é um funtor de C em D e D’ é um funtor de D em &, estes podem ser compostos
e também formam um funtor D'D de C em €. Se DD’ tem a mesma (oposta) variancia,

entdo DD’ é covariante (contravariante).
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B.1 Quatérnions

Um quatérnion g é um elemento da forma q = xy + w91 + x3j + x4k, onde x1, x2, 3
e x4 sao numeros reais; que pode ser identificado com a quadrupla (z1, s, x3,24) (um
vetor de R?) onde 1,4, k sdo tais que: i? = j% = k> = —1, ji = k, ij = —k, kj = i,
gk = —i, 1k =j e ki = —j.

Multiplicando o elemento g pelos vetores i, j, k, respectivamente, temos:

(a) qi = (21 + Toi + T3] + 24k)i = 216 + 201> + T3Ji + T4k = —To + 111 — T4 + 23k =
(—

X2, L1, —T4, I'g).

(b) qj = (z1+ Toi + 23] + 24k)j = T1J + 221J + 137 + X4k = —23 + T4i + 1] — 22k =

(—$3,$4,$1, —$2)'

(c) qk = (x1 + 22t + 3] +w4k)k = 11k + Toik + 135k + 14k* = —x4 — 230 + T2 + 11k =

(_$47 —T3, T2, Il)'

Observacao B.1. O simbolo = indica a identificacao do quatérnion y; + 491 +y3j + ysk

com a quadrupla de ntimeros reais (y1, Y2, Y3, Y4)-
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C Apéndice 3

C.1 Aplicagao r—linear

Sejam FE1, Fs, ..., E. U espagos vetoriais sobre o corpo dos niimeros reais R e f
uma aplicagdo de Fy X Fo X ... x E. em U; f : Fy X Ey x ... x E,. — U. Se a

aplicagao f for linear em cada uma das variaveis &, isto é: f(&,..., & +n,...,&) =

f(gla"'7€k’7"'7£T)+f(517"'7777"'agr)ef(glv"wagka'--;gr):af(glv"'afk‘a"'agr)7
onde & € Fy, &,n € Ei, & € B, e a € R, entao f é dita ser r—linear. Se r = 2,

dizemos que f é bilinear.
C.2 Aplicagao Simétrica

Definicao C.1. Seja f uma aplicacao bilinear em um espago vetorial V. Dizemos que

f € simétrica se f(a, B) = f(B, ), para todos os vetores o, f em V.
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D Apéndice 4

D.1 Processo de Ortogonalizacao de Gram-Schmidt

Teorema D.1. Um conjunto ortogonal de vetores nao-nulos é linearmente indepen-

dente.

Demonstragao. Seja S um conjunto ortogonal finito, ou infinito, de vetores nao-nulos
em um dado espago com produto interno. Suponha que aq,as,...,q,, sao vetores

distintos em S e que B = ciay + 2 + -+ + . Entdo (Blay) = (32, cjajlox) =
(8ov)

5, 1L < k<m.
| |

Assim quando § = 0, cada ¢, = 0, entao S é um conjunto independente.

> ¢ilaglar) = ep(aglay). Desde que (ag|ag) # 0, segue que ¢, =

]

Teorema D.2. Seja V um espaco com produto interno e sejam Bi,..., B, quaisquer

vetores linearmente independentes em V. Entao pode-se contruir vetores ortogonais

ag, ... ap em 'V otais que para cada k = 1,2,...,n o conjunto {aq,...,a} € uma base
para o subespaco gerado por By, ..., Pk.
Demonstracao. Os vetores oy, ..., a, serao obtidos por meio de uma construgao co-

nhecida como o processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt. Primeiro seja

a1 = 1. Os outros vetores sao dados indutivamente como segue: Suponha aq, ..., @,
(1 <m < n) tenham sido escolhidos tais que, para todo k, {ay,...,ax}, 1 <k <m,é
uma base ortogonal para o subespago de V' que é gerado por fy, ..., By.

Para construir o préoximo vetor «,,.1, seja

A1 = Byt — Z (5m+1|ak) 2 Gk (D'l)

= o’

Entao a,,11 # 0. Por outro lado, f,,;1 é uma combinacao linear de aq,...,qn,

e logo, uma combinacao linear de fi,...,05,,. Além disso, se 1 < j < m, entao

(@mialos) = (Bralay) = T (fﬁ;"‘f“( arlas) = (Bunsals) — (Bsala) = 0.

Portanto {a1, ..., @41} € um conjunto ortogonal consistindo de m+ 1 vetores nao-

nulos no subespago gerado por fi, ..., B,e1. Pelo Teorema D.1, ele é uma base para

63



64

Apéndice 4

este subespaco. Assim os vetores aq,...,q, podem ser construidos um apds o outro

de acordo com a equagao (D.1).
[

Corolario D.3. Todo espago de dimensao finita com produto interno tem uma base

ortonormal.

Demonstragao. Sejam V um espago de dimensao finita com produto interno e {31, ..., 5,}
uma base para V. Aplicando-se o processo de Gram-Schmidt obtemos uma base or-
togonal {ay,...,a,}. Entao para obter uma base ortonormal, simplesmente substitua

cada vetor oy, por ai/| ax || O



E Apéndice 5

E.1 Idéia da prova da observacao 3.10

Definicao E.1. Uma particio da unidade num espaco topologico X € uma cole¢ao

Pa, @ € A, satisfazendo
1. po: X —[0,1] € continua para todo a € A.

2. Para qualquer x € X, existe uma vizinhanca V de x tal que po(y) = 0 para todo

y €'V, exceto para um niumero finito de indices .

3. Para todo x € X, Zpa(:v) =1
aEA
Definicao E.2. Se f: X — R € continua entao o suporte de f, denotado por suppf,

¢ o fecho do conjunto de todos os elementos x € X para os quais f(x) # 0.

Definicao E.3. Dado um recobrimento U,, € A, diremos que uma particio da uni-

dade po, € A € subordinada a este recobrimento se suppp, C U,
Necessitaremos do Teorema seguinte que pode ser encontrado em Dugundji [14].

Teorema E.4. Se X € paracompacto e Uy, € A, é um recobrimento de X entao

existe uma particao da unidade po,a € A, subordinada a este recobrimento.

Teorema E.5. Dado um fibrado n, se B(n) for paracompacto entio n admite uma

métrica Buclidiana.

Demonstragao. Se U, é um recobrimento de B(n) que realiza uma trivializac¢do local,
cada 77(U,) tem uma métrica euclidiana w, : 7(U,) — R dada por w,(e) = poh,(e),
onde p : U, x R" — R & dada por u(b,v) = |[v]?. Seja p, uma partigao da unidade
subordinada ao recobrimento U,, dada pelo Teorema E.4. Entao 6 : E(n) — R dada
por 0(v) = Zpa(w(v))wa(v) é a métrica Euclidiana procurada. O
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F Apéndice 6

Em todo este Apéndice R denota um anel comutativo com unidade 1 # 0.

F.1 Mobdulos

Por um moédulo sobre R, entendemos um grupo abeliano aditivo X, junto com uma
funcao p : R x X — X do produto cartesiano R x X em X, que satisfaz as trés

condicoes abaixo:
(M1) A funcdo p é bi-aditiva; isto ¢é,

pla+p,z) = ple,z)+ p(B, ),
wlose+y) = pla,z)+ pla,y)

para todos «, f em R e todos x,y em X.

(M2) Para quaisquer «a, f em R e qualquer x em X, temos
lo p(B,)] = (o, o).
(M3) Para todo elemento x em X, temos
pu(l,z) = .

A funcao p é chamada a multiplica¢ao escalar do moédulo X.

Observacao F.1. Todo espago vetorial sobre R ¢ um modulo sobre R.

F.2 Mobdulo Livre Gerado por um Conjunto e Propri-

edade Universal para Moédulos Quocientes

Definicao F.2. Dado um conjunto S, um maodulo F sobre R e uma aplica¢ao f: S —

F, entao (F, f) tem a propriedade universal para S se para qualquer médulo X sobre
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R e qualquer aplicagcao g : S — X, existe um unico homomorfismo h : F' — X, com
g=hof

Quando isto acontece, também dizemos que F' € o mddulo livre sobre os geradores

f(9).

Se A é um modulo sobre R e B é um submoédulo de A, entao podemos definir um
modulo quociente A/ B, e uma aplicagao quociente p : A — A/B. Esta é caracterizada
pela propriedade abaixo:

Para qualquer homomorfismo ¢ : A — G tal que ¥(B) = 0, existe um(tnico)
homomorfismo ¢ : A/B — G com ¢ = ¢ o p. Compare com a propriedade universal de

modulos livres definida acima.

F.3 Produto tensorial

Se V, W sao modulos sobre R, denotamos por L*(V, W;R) o espaco das aplicagoes
bilineares f: V x W — R.

Relembramos que uma aplicagdo bilinear é uma aplicagdo que é linear (isto é,
R—linear) em cada variavel.

Podemos ver as aplicac¢oes bilineares de um conjunto fixado de médulos V, W sobre
R como os objetos de uma categoria. Com efeito, se f: V xW - Reg: VxW =R
sao aplicagoes bilineares, definimos um morfismo f —g=ho f onde h : R — R é um

homomorfismo que torna o seguinte diagrama comutativo:

Um objeto universal nessa categoria é chamado um produto tensorial de V, W (sobre
R).

Agora provaremos que um produto tensorial existe, e de fato, construiremos um,
de um modo natural.

Seja M o modulo livre gerado pelo conjunto de todos os pares (z,y), z € V,y € W,
isto é, gerado pelo conjunto V x W. Seja N o submodulo gerado por todos os elementos

do seguinte tipo: (z1+x2,y)—(21,y)—(x2,y), (az,y)—a(x,y), para todos x1, xe,x € V,



Produto tensorial

ye W eae R Temos a inclusao canénica V- x W — M de V x W sobre o médulo
gerado por ele.

Compomos esta aplicagdo com a aplicacao canoénica M — M /N sobre o modulo
quociente, para obter uma aplicacao ¢ : V x W — M/N.

Afirmamos que ¢ é bilinear e é um produto tensorial.

Observe que ¢ é bilinear, pois nossa defini¢ao foi ajustada para este propdsito. Seja
f 'V xW — R uma aplicagao bilinear. Por definicao de moédulo livre gerado por
V x W temos uma aplicacao linear induzida M — R que torna o seguinte diagrama
comutativo:

M

7

V xW

N

R

Desde que f é bilinear, a aplicacao induzida M — R assume o valor zero em N.
Entao, pela propriedade universal de moédulos quocientes, a aplicacao induzida M — R
pode ser fatorada através de M/N, e temos um homomorfismo f, : M/N — R que

torna o seguinte diagrama comutativo:

M/N

Desde que a imagem de ¢ gera M /N, segue que a aplicagao induzida f, é unicamente
determinada. Isto prova o que queriamos.

O modulo M/N sera denotado por V @ W, e sera chamado o produto tensorial de
V.W.Sex eV eye W, escrevemos ¢(z,y) =x Yy = Qg .

Temos, paratodox € V,y € W, ax®@y = a(z®vy) e (x1+22) QY = 21 QY+ 12 Ry,
para x1,x2 € V ea € R.
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