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RESUMO

Este trabalho consiste em um estudo sobre a propagacao de feixes acusticos
no oceano. Investigamos algumas caracteristicas tipicas do oceano para
entendermos o comportamento da velocidade de propagagdo do som. Descrevemos
um modelo para as propriedades do som no oceano e desenvolvemos as equagodes
da propagacgao de feixes acusticos, o formalismo Hamiltoniano e o estudo de caos
de feixes de som. Investigamos numericamente a dinamica dos feixes acusticos,
onde variamos os valores da amplitude de perturbacdo ¢ e do coeficiente de

dissipacao a para os casos de preservacao e contracdo da area no espaco de fases.

Palavras chaves: Oceano. Propagagao do som no oceano. Caos. Espago de fases.



ABSTRACT

This work consists on a study of the acoustic propagation sound beams in the
ocean. We investigate some typical characteristics of the ocean in order to
understand the behavior of the sound speed propagation. We describe a model for
the properties of the sound on the ocean and we develop the equations of the
acoustics beams propagation, the Hamiltonian formalism and the study of ray chaos.
We investigate numerically the dynamics of the acoustic beams by varying the
perturbation amplitude ¢ and the dissipation coefficient a for the cases of area

preservation and area contraction in the phase space.

Keywords: Ocean. Sound propagation in the ocean. Chaos. Phase space.
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1. INTRODUCAO

O mar sempre representou mistérios, desafios e indagag¢des para o homem. Os
povos primitivos contemplavam-no e o viam como um meio dificil de entender e
enfrentar, repleto de seres fantasticos e monstruosos. Com o tempo o mar passou a
proporcionar alimentagdo, transporte e geracdo de renda para a populagdo e
difundiu uma importancia ecoldgica, econémica, politica e sociocultural.

O primeiro pensador que estudou o oceano utilizando uma metodologia cientifica
foi o fildsofo grego, Aristoteles. Mas, a ciéncia oceanografica delongou mais de dois
mil anos para que viesse de fato existir. Com os estudos pode-se entender que os
oceanos possuem uma grande influéncia nas condigdes climaticas, e por isso, séo
fundamentais para a sobrevivéncia de todos os seres vivos do planeta.

A oceanografia € a ciéncia que estuda os oceanos, de sua interagdo com o0s
continentes e com a atmosfera, estuda sua descrigao fisica até a interpretacao de
seus fendbmenos. Esta ciéncia requer conhecimentos gerais de matérias como
biologia, fisica, geologia, matematica e quimica [1].

Neste trabalho trataremos apenas a parte da oceanografia fisica, estudando
algumas caracteristicas tipicas do oceano relevantes para o estudo da propagagao
do som em feixes acusticos.

O periodo em que o estudo da acustica subaquatica se tornou uma ciéncia
quantitativa ocorreu durante a Segunda Guerra Mundial, o uso do método de éptica
geomeétrica se tornou um dos instrumentos mais eficientes para o estudo de campos
sonoros no oceano. A vantagem de compreender o comportamento de feixes & pelo
fato de fornecer uma visdo extensa sobre a mecanica basica de propagagéo do som
em um ambiente complicado e é adequado para derivar estimativas analiticas.

Pesquisas sobre a propagagao de som de longo alcance no oceano foram
realizadas por varias décadas, de modo que, por volta de 1980 os cientistas
consideraram o assunto bem compreendido. Mas foi analisada a existéncia de um
fator, estudado nas duas ultimas décadas, que possui uma grande influéncia na
estrutura do campo sonoro em longas distancias, este fator € o fendbmeno de feixe
de som num contexto em que dindmica caodtica pode ocorrer [2].

Assim, este trabalho de conclusdo de curso estrutura-se em trés partes. Na
primeira, serdo definidas algumas caracteristicas tipicas do oceano como a

temperatura, a salinidade e a densidade, com o intuito de relaciona-las com a
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velocidade da propagacédo do som. Na segunda parte serdo discutidos brevemente
os principais conceitos do modelo que descrevera as caracteristicas da propagacgao
do som, a partir disto estudaremos as equagdes da propagacgao de feixes acusticos
e o formalismo Hamiltoniano associado. Por fim, na terceira parte, abordaremos o
estudo de caos e sera feita investigacdo da dinamica de feixes acusticos para os

casos de preservacgao e contragdo da area no espaco de fases.
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2. AS PROPRIEDADES TiPICAS DA AGUA DO MAR

Antes de se iniciar o estudo da propagacdo de som no oceano, é necessario
entender as caracteristicas gerais do oceano, mais especificamente, as
caracteristicas fisicas.

A oceanografia fisica tem como objetivo compreender e descrever os
processos descritos pelas leis da fisica e podem ser ditos como sistemas fisicos.
Assim, podem-se fazer estimativas da evolugdo destes sistemas e prever as suas
implicagdes. Estas implicagdes ndo sao so fisicas, pois a oceanografia € uma
matéria interdisciplinar em que a oceanografia fisica representa uma parte
fundamental.

Os oceanos sao extensdes de agua salgada que ocupam 71% da superficie
terrestre [3] e pode-se dividi-los em trés partes verticalmente, a primeira parte € uma
camada superficial definida por forte homogeneidade de temperatura e salinidade; a
segunda parte € uma intermediaria definida por grandes gradientes verticais de
temperatura, salinidade e densidade e a terceira parte € uma camada profunda, na
qual as propriedades variam lentamente com a profundidade. As caracteristicas das
camadas podem ser obtidas por meio do comportamento vertical da temperatura,
salinidade e densidade [4].

A camada superficial dos oceanos se prolonga até 200 metros de
profundidade, € a primeira divisao vertical, conhecida como camada de mistura ou
camada isotermal. Essa é a camada oceanica que esta relacionada diretamente com
a atmosfera. Desempenha um papel vital nas alteracbes climaticas e também no
ecossistema marinho [5].

Abaixo da camada de mistura, regido em que a temperatura da agua néao
sofre variagdo ao longo da vertical, se encontra uma regido com o maximo gradiente
de temperatura, a termoclina, zona de variagdo rapida da temperatura com a
profundidade, se localiza entre 200 m a 1000 m de profundidade, tratando-se de
uma zona de estabilidade elevada. A termoclina é a camada que separa aguas
superficiais de aguas profundas. Funciona como uma barreira a passagem de aguas
e propriedades verticalmente.

A terceira divisao vertical é a camada profunda que se situa abaixo da

termoclina, localizada entre os 1000 metros até o fundo do mar, onde podem ser
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encontradas aguas mais frias e densas. A temperatura varia lentamente com a
profundidade [6,7,8].

Sendo assim, as propriedades fisicas da agua do mar relevantes para o
estudo sdo a pressao, a temperatura, a salinidade e a densidade, as quais serao

explicadas em sequéncia.

2.1 Temperatura

A temperatura € a medida do grau de agitagdo das moléculas de um meio,
uma grandeza fisica que define o equilibrio térmico entre sistemas. A temperatura da
agua do mar apresenta variagao tanto na escala vertical quanto na horizontal, mas
as alteragdes na escala horizontal sdo menores que na vertical. As variagoes
horizontais da temperatura superficial dos oceanos formam-se através de regides de
mesma temperatura denominadas de isotermas. As temperaturas superficiais
decrescem de aproximadamente 28°C em baixas latitudes para até -2°C,
aproximadamente, em altas latitudes. Nas regides temperadas os gradientes sao
maiores do que nas regides tropicais e polares. De forma geral a temperatura altera-
se em média 0,5°C para cada grau de latitude percorrido como apresentado na
figura 1.

Em relagdo as trés divisbes (camada de mistura, termoclina e a camada
profunda), € possivel descrever sobre o comportamento da temperatura nas
mesmas. A camada de mistura possui temperaturas equivalentes as da superficie do
mar devido aos processos de mistura ocasionadas pela acao dos ventos, ondas e
correntes; a termoclina, a temperatura diminui acentuadamente com a profundidade;
e a camada profunda, a temperatura varia suavemente a partir de 1000 metros até o
fundo do mar [9]. Pode-se observar o comportamento da temperatura com a

profundidade como sera mostrado posteriormente.



13

Figura 1- A temperatura da superficie média dos oceanos.
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2.2 Salinidade

A agua do mar contém em sua massa 3,5 % de sais, mas também contém
gases, substéncias organicas e material particulado. Se a quantidade de sais for
maior que 3,5% ocorre uma interferéncia em algumas propriedades fisicas da agua
do mar como a densidade, compressibilidade, ponto de congelamento e temperatura
da densidade maxima [10].

De uma maneira ideal, como descrito por Stewart [11], a salinidade € a
quantidade total de material dissolvido em gramas em um quilograma de agua do
mar. A salinidade varia com a profundidade, na camada superficial apresenta uma
forte homogeneidade (figura 2), na regido da termoclina ocorre um decaimento em
funcado da temperatura e nas camadas mais profundas do oceano a salinidade passa

a ter um valor praticamente constante.
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Figura 2- Comportamento da salinidade na camada superficial.
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2.3 Densidade

A densidade da agua do mar aumenta com a salinidade e com a pressao e
diminui com o aumento de temperatura. Essa dependéncia é conhecida como
a Equacéo de Estado da agua do mar.

A equacao de estado para um gas ideal foi dada por
p=pRT (1)

onde R é constante do gas, T é a temperatura, p a presséo e p € a densidade. A
agua do mar ndao é um gas ideal, mas quando submetida a pequenas variagdes de
temperatura se torna bem parecida a um. Uma fungdo que trata de todos os
aspectos de temperatura (T), salinidades (S) e pressdes (p) encontradas nos

oceanos pode ser descrita como,
0=p(T,S,p) (2)
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As determinagdes mais fundamentais para estabelecer essa equagao foram feitas
em 1902 por Knudsen e Ekman. A equagao encontrada foi obtida com as unidades
de medida do C.G.S. Contudo a Equacdo Internacional do Estado utiliza-se das
unidade do sistema internacional (S.l) e foi obtida em 1980 [12]. Assim, uma
densidade de 1.025 g/cm3 obtida pela equacéo (2) corresponde a uma densidade de

1025 kg/m3 na Equacao Internacional do Estado.
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3. PROPAGACAO DO SOM

As principais formas de comunicagao utilizadas para transmitir informacdes
sdo feitas através de luz e som. Na atmosfera terrestre, o som é atenuado em
distancias bem mais curtas que a luz. O contrario ocorre nos oceanos, enquanto a
luz se propaga em algumas centenas de metros em agua, o som pode percorrer
distancias muito grandes na mesma.

A velocidade do som no mar, dada por c, € uma fungdo da temperatura, da
salinidade e da pressao e varia entre 1400 m/s e 1600 m/s. A combinagao desses
trés parametros com a profundidade produz um perfil de velocidade do som com um
minimo bem marcado em profundidades intermediarias (termoclina), a temperatura
diminui rapidamente nos primeiros 1000 metros, logo a velocidade do som decai
com a profundidade. Na regido de camada profunda, ou seja, abaixo dos 1000
metros, as mudangcas de temperatura nessa faixa se tornam muito pequenas e
assim, a velocidade do som comecga a ser determinada pelo aumento da pressao,
consequentemente sua velocidade aumenta.

Mudangas verticais de salinidade sao muito pequenas comparadas com a
pressao para ter uma influéncia sobre a velocidade do som, porém se o valor da
velocidade for baixa, tém-se um baixo valor para a salinidade média, caso a
velocidade seja alta, a salinidade média sera alta [13].

Analisando-se a figura 3, a velocidade do som aumenta em relagédo a
profundidade na camada de mistura, regido |, pois a temperatura e a salinidade s&o
praticamente constantes, e assim a velocidade do som é determinada em grande
parte pela pressao. A regido Il coincide com a termoclina permanente, onde c é
largamente controlado pela temperatura e salinidade. Abaixo da termoclina
permanente, regido lll, a velocidade do som & quase inteiramente controlada pela
pressao [14].
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Figura 3- Relagao da velocidade do som com a profundidade.
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Fonte: http://w3.ualg.pt/~prelvas/OceanogFisica/Prop som.pdf

3.1. Propagagao de feixes acusticos

Uma aproximagao para a propagacgao ondulatéria do som é considera-lo se
propagando em feixes que carregam a mesma energia associada as ondas. As leis
que descrevem os comportamentos da éptica geométrica, que € um ramo da dptica
baseado na nocado de um feixe de luz, podem ser aplicadas para a propagacao do
som, desta forma, pode-se realizar o estudo de feixes acusticos.

Um guia de onda é uma estrutura orientada que é utilizada para o transporte
de informagdo e energia. Mas o oceano ndao é homogéneo, possui correntes,
redemoinhos, turbuléncias, e isso afeta a propagacédo de informagéo, no caso do
estudo, afeta a propagacédo do som no oceano.

Um estudo detalhado desses fatores (correntes, redemoinhos, etc.) e sua

influéncia na propagacgéao de longo alcance do som é um problema dificil de resolver.
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Consideraremos um modelo que descrevera as principais caracteristicas da
propagacgao do som em grandes distancias em guias de ondas.

Esse modelo sera embasado em duas suposicdes principais. A primeira sera
de que o oceano pode ser tratado como um meio homogéneo. A mobilidade das
ondas oceénicas e da massa de agua quando comparados com a velocidade do
som no oceano sao muito lentas, desta forma, seja qual for a heterogeneidade do
campo da velocidade do som ela se mantera “congelada” durante a propagacao das
ondas acusticas.

A segunda consiste em desconsiderar a refracdo horizontal das ondas
sonoras. A propagacado do som é descrita em duas dimensdes. Assim € possivel
utilizar um modelo simétrico axialmente, em que a velocidade do som ¢ é uma
funcdo de duas coordenadas, a profundidade z e o alcance r. Admitimos que o eixo
z é direcionado para baixo e que a superficie da agua se encontra na profundidade
emque z=0[2].

Na medida em que se aumenta a profundidade no oceano, a velocidade ¢ do
som atinge um valor minimo a uma determinada profundidade, que chamaremos de
Z,, onde é formado um canal de som subaquatico (USC — Underwater Sound
Channel). Atribui-se como um eixo do USC a profundidade z,. A propagagao do som
encaminha-se em direcdo a regides em que a mesma tende a possuir menor
velocidade, e as ondas de som sao refratadas em dire¢cdo ao eixo USC, conforme a
lei de Snell. Confinadas no USC, as ondas sonoras se propagam em longas
distancias com pouca atenuacgéo.

Desta forma, o som consegue se propagar por milhares de quildbmetros. Em
experimentos realizados foi observada que essa pequena atenuagdo possuia
valores de alguns decibéis em 1000 km com frequéncias proximas de 100 Hz. Ja
para experimentos com frequéncias acima de 1000 Hz, a qualidade do sinal da onda
sonora era inferior € havia uma maior atenuacéo.

Um dos fatores para localizar o eixo USC deriva do intervalo de tempo que o
oceano € aquecido pela luz solar assim, sua localizagao difere em diferentes regides
geograficas. Em baixas latitudes, sua profundidade estende-se até 2000 m e
aumenta de 100 m a 500 m nas latitudes altas [15,16].

Os canais USC proximos a superficie sao caracteristicos de regides de
latitude elevadas, como o Artico e a Antartida e, em algumas regides nos tropicos

onde a camada de mistura com valores praticamente constantes de temperatura e
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salinidade, é influenciada devido a mistura do vento ou convecgao. Os canais
proximos a superficie ocorrem se o eixo z, também estiver préximo a superficie,
assim a velocidade do som aumenta continuamente até uma determinada
profundidade.

Os USC localizados em regides profundas ocorrem tipicamente em regides de
aguas rasas. Em um mar raso, a agua é aquecida praticamente até o fundo e a
salinidade aumenta devido a evaporacgao, assim a velocidade do som pode diminuir

com o aumento da profundidade [2].

3.2. Equacgdes basicas

O modelo determina uma fungéo ¢(z), que é o campo de velocidade do som,

o modelo pressupde algumas caracteristicas gerais da propagacado do som no guia

de onda e retrata a apreens&o da energia sonora dentro do volume de agua. Uma

funcao mais efetiva do campo de velocidade do som tem a forma dada pela equagao
(3), onde dc(r, z) € uma perturbagdo que depende do alcance de ¢(2),

c(r,z) = ¢(z) + 8c(r,z) (3)

o indice de refragcado é definido por n(r,z), sendo que ¢, & a velocidade do som em

um meio de referéncia homogéneo.

‘o (4
c(r,z)

n(r,z) =

Admitiremos que c¢, satisfaz o requisito de que |c(r,z) — ¢y| K cy. Desta
forma, o indice de refracédo n(r,z) esta préximo da unidade. Desde que o médulo da
perturbagcao seja muito menor que c,, o indice de refragdo pode ser dado por,

n(r,z) = n(z) + én(r, 2) (5)

onde 7n(z) € uma componente ndo perturbada dada pelo quociente de ¢, por ¢(z) e
én(r, z) é uma perturbacado dependente do alcance, dado por
&c(r, z) (6)

on(r,z) = — p—
0

A perturbacdo dc(r,z) se acumula com a profundidade e influencia em

diferentes heterogeneidades do volume de agua do oceano. A perturbacao é vista
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como a principal causa do movimento cadtico de feixes de som em intervalos de

grandes distancias.

3.2.1. Equacéao de Helmholtz

No estudo da propagacdo do som em longas distancias no oceano, assume-
se que a equacgao que define a pressao sonora ¥ (r, z,t) é definida pela equagao (7),
onde A é o Laplaciano.

1 92 B (7)
oz A7=0

Como descrito na primeira suposicdo do modelo, o oceano pode ser tratado
como um meio “congelado” assim qualquer heterogeneidade do campo de
velocidade do som ¢ permanece congelada durante a transmissdo das ondas
acusticas. Desta forma, assumimos que o campo de velocidade do som varia no

espago, mas nao no tempo.

Podemos reescrever a equagao (7) assumindo um modelo bidimensional em
coordenadas cilindricas, assim
1 92 10 900 0% (8)

c2 0t? T 6rr or 0z2

Ao substituirmos #(#t) = v(r,z)e”™™, onde Q é uma frequéncia angular, a
dependéncia temporal da amplitude é dada por e~** e o numero de onda no meio
de referéncia k, € dado pelo quociente de Q por c,, desta forma

10 ov 0% (9)

- =z 77 2.2 _
237 5 + 92 + kin°(r,z)v = 0.

Para a condicao do limite superior, onde z=0, o campo de onda desaparece

na superficie do oceano, assim v (r, 0) = 0. Para a condicado do limite inferior,
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considerando as ondas confinadas no canal de som subaquatico, podemos usar a

condicao idealizada para v (r, z — «) = 0.

3.2.2 Equacéo parabdlica

Como somente as ondas confinadas no USC e que se propagam em angulos
suficientemente pequenos alcangam intervalos de longas distancias. Segundo
Makarov et al.(2010, p.8), existe uma aproximagao parabdlica que consegue retratar
estas ondas. Nela, a amplitude complexa da onda ¢é interpretada pela equagéo (10),

sendo u(r,z) uma fungéo envelope.

1 .
v(r,2) = r2u(r, 2)ettor (10)

Assim, a equacao parabdlica padrao, que tem o formato de uma equacao

diferencial parcial, pode ser dada por,

d 02 11
Zikoa—: + é —2ki[U@Z) +V(r,2)]Ju=0 (1)
sendo que,
U(z) = 1(1 ~ R2(0) = Ac(z) (12)
2 Co

onde Ac(z) =¢c(z) — ¢y €

V(rz) = [7*(2) — n®(r,2)] _ 6c(r, Z)_ (13)
2 Co

A equacao parabdlica € utilizada na teoria da propagacado de ondas. As
principais caracteristicas da velocidade sonora em canais de som subaquaticos sao

retratadas adequadamente pela equacao parabdlica.



22

3.3. Formalismo Hamiltoniano

Com a utilizacdo da aproximagao da Optica geométrica (limite de pequenos
comprimentos de ondas), sera possivel estabelecer equacdes para o feixe de som,
semelhantes as equagdes de Hamilton. No método da o6ptica geométrica, uma

solugéo para equacgao parabdlica (11) € expressa pela equagao (14).

u = AetkoS (14)

Sendo que A e S sao fungbes desconhecidas, a primeira se refere a uma

funcdo de amplitude e a segunda de uma equacao eikonal e K, € um parametro.

Uma equacao eikonal é obtida através da optica ondulatéria, € uma equacgéao
diferencial parcial nao linear, representa o papel da equacao caracteristica de
Hamilton na mecanica classica e ela é muito importante, pois fornece a relagéao entre

a Optica ondulatéria com a 6ptica geométrica [17].

Substituindo a equagao (14) na equagao (11) obtemos a equacgao eikonal

as+1(as>2+u+v_0 (15)
or  2\oz B
€ a equagao de transporte

0A 0AdS 1 0°%S (16)

ar Tarar 249,270

Pela equacao (15) observa-se que a mesma possui 0 mesmo formato do que a
equacado de Hamilton-Jacobi de mecanica classica [18], o eikonal € equivalente a
funcao principal de Hamilton. Na acustica, esta quantidade tem uma interpretacédo
fisica importante, o eikonal determina os tempos de viagem do pulso de som
acustico.

Restringiremos as equacdes diferenciais parciais (15) e (16) para as equacgoes
diferenciais ordinarias, que retratam as trajetérias dos feixes através do método das
caracteristicas [19]. No formalismo Hamiltoniano, em cada ponto de distancia r a

trajetdria do feixe é identificada pela coordenada z e pelo momento candnico p, onde
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aS (17)
P=%z
sendo que o0 momento candnico esta vinculado ao angulo de inclinagao do feixe y

que pode ser descrito da forma

p =tany (18)

O desenvolvimento do feixe é dado pela Hamiltoniana que esta associada ao

eikonal S conhecido por

as (19)
H=——.

Substituindo as equagdes (17) e (19) na equagao (15) obteremos uma
expressao da Hamiltoniana, em que € dependente do alcance r, da profundidade z e

do momento candnico p.

H(r,p,z) = Hy(p,z) + V(r,2) (20)

Sendo que,

z 21
Ho(,2) =5+ U(2) .

e o termo V descrito na equacdo (20) é estabelecido pela equagédo (13). As

trajetdrias dos feixes sdo definidas pelas equacdes de Hamilton dados por

dp_ _oH (22)
dr 0z

e
dz _9H (23)
dr odp’

Utilizaremos as fungdes p(r,pg, 2o, 179) € z(T, Do, 20, 7y) Para descrever o
momento e a profundidade de uma trajetoria de feixe no alcance r, p, € z, séo
valores referentes ao momento e profundidade iniciais em r =r,. Quando o
momento e a profundidade estiverem sem o argumentos estardo se referindo ao

feixe momentaneo. Desta forma, a trajetoria do feixe sera dada por

p= p(r' pO:ZO'TO) (24)



z = z(1,Po, Zo, 7o)

24

(25)
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4. CAOS

O conceito de caos nos diz que uma pequena mudanca inicial em um evento
qualquer pode trazer grandes consequéncias e desconhecimento no futuro, ou seja,
tem-se perda de previsibilidade no sistema, embora ele seja ainda deterministico. Se
observarmos nosso dia a dia veremos diferentes fenbmenos que ndo podem ser
descritos ou previstos pelas leis matematicas. A essas ocorréncias damos o nome

de fendbmenos cadticos.

Foi o meteorologista Edward Lorenz quem iniciou os estudos de fenbmenos
caoticos. Ele desenvolveu um modelo que reproduzia o desenvolvimento das
condi¢cbes climaticas que fornecia valores iniciais de ventos e temperaturas. Nas
simulagdes, imaginava-se que quando ocorressem pequenas modificacbes nas
condigbes originais, as alteragbes também seriam pequenas na evolugdo dos
valores obtidos. Mas o que se obteve foi o contrario, as pequenas modificagdes nas

condic¢des iniciais provocaram efeitos desproporcionais.

Lorenz verificou que para intervalos curtos, no caso do experimento refere-se
a alguns dias, os efeitos produzidos eram insignificantes, mas para intervalos longos
de tempo, ou seja, no decorrer de um més, os efeitos produziam resultados
completamente diferentes. Chegou-se a essa conclusdo apés digitar um dos
numeros dos calculos com algumas casas decimais a menos, esperava-se que 0
resultado ndo tivesse muitas alteracbes, mas a pequena alteracdo de casas

decimais provocou uma grande mudancga nos efeitos produzidos nas massas de ar.

Com o decorrer dos anos, cientistas verificaram que a mesma
imprevisibilidade que Lorenz constatou em suas simulagdes aparecia em quase

tudo, dos batimentos cardiacos as cotagdes da Bolsa de Valores [20,21].

Neste trabalho, faremos uma investigagdo da dinamica dos feixes sonoros no

volume oceanico, para isso € necessario sabermos o conceito de espacgo de fases.

O espaco de fase é a representacdo das variaveis dindmicas relevantes de

um sistema, neste trabalho as variaveis dindmicas que serdao analisadas sao os
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angulos p e ¢. Uma trajetéria no espaco de fase reproduz o desenvolvimento

temporal do sistema.

Conforme transcorre o tempo, o sistema evolui e passa a ser representado
por outro ponto no espago. Os estados ocupados ao longo do tempo tragam uma
linha e definem aquilo a que chamamos uma érbita, e isso ocorre pelo fato do tempo
ser continuo. A equacgéo diferencial que descreve o sistema governa a construgéo

de todas as orbitas.

4 1. Caos de feixes acusticos

Segundo Makarov et al.(2010, p.67), constatou-se que as oscilagbes da
velocidade do som interferem no campo de onda fortemente, isso foi verificado por
experimentos sobre propagacado de som de longas distancias no oceano . No estudo
sobre acustica no oceano pressupde-se que a fonte predominante que define a
variagdo do campo de som em distancias de 10° metros sdo as ondas internas
aleatdrias. Verificou-se que as oscilagdes da velocidade do som conduzidas pelas
ondas internas ocasionam instabilidade nos caminhos dos feixes, e essa

instabilidade é uma das caracteristicas fundamentais do caos do feixe [2].

4.2. Uma investigacao da dinamica de feixes acusticos

A dindmica de feixes sera estudada através de mapeamentos que preservam
area no espagco de fase e também com dissipagdo. Para o mapeamento
conservativo foi utilizado como referéncia o artigo de Michael G. Brown [22]. Alguns

estudos sobre a dindmica subaquatica dos raios acusticos foram realizados por
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alguns cientistas [23,24,25] que estudaram a preservagao de area em mapeamentos

para problemas envolvendo interagdes de fronteiras na dindmica de feixes.

Como as equacdes dos feixes acusticos possuem o formalismo Hamiltoniano,
a dindmica dos feixes pode ser estudada por sistemas Hamiltonianos integraveis ou

nao integraveis.

Quando o sistema é nédo integravel, ndo admite solugédo algébrica, pode-se
simular sua evolugdo temporal com o auxilio do computador, realizando uma

integracdo numeérica e representar essa evolugao no espaco de fase.

As equacbes de feixes acusticos coerentes com a Equacgdo Parabdlica sao

dadas pelas equacoes (22) e (23), sendo que a Hamiltoniana sera dada por:

H(z,p,1) = %pz +V(z,1) (26)

r e z descrevem o alcance e a profundidade, respectivamente, e p € o0 momento

canénico. E o potencial é da forma (27), sendo que g e h sdo constantes positivas.

V(r z) = 9z (1 + (%) cos(kr)), z>0 (27)

—hz, z<0

Vamos supor que a fonte sonora esta localizada no eixo do canal do som,
desta forma, z,=0. Por considerarmos a origem z=0 coincidindo com o eixo do canal
de som, o potencial, V(r,z), ndo influenciara no Hamiltoniano. Para z > 0, pelas

equacdes de feixes acusticos e do potencial obtemos,

dz &g . ] 28
= Po~ glr—ry) — 7(smkr — sinkry) (28)
derivando a equagao (28),
1
z=2zy+ po(r —ry) — Eg(r —19)% + % (coskr — coskry) (29)

29 .
+ ok (—=1y)sinkr,

para z < 0 as expressoes sdo semelhantes. Os angulos de feixe em relagédo ao eixo
horizontal, que serdo denominados de 6, serdo admitidos como angulos muito

pequenos, assim
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_dz _ _ (30)
p—dr—tan9—9.

Pela figura 4, temos que 6(r,) = 6,41 € z(r,) = 0, logo as equagbdes (28) e

(29) nos fornece,

. E ,
Ons1 = =0+ g(rn — 1) + % (sinkr;, — sinkry) (31)

. 2k .
k(rn — rn) = ? 0, + esinkn, + m [coskrn - coskrn]. (32)

Figura 4 — Diagrama da estrutura de velocidade sonora assumida (esquerda) e das
trajetdrias de feixe (direita).

c—= r—

o —
"
\

= o e e e =

n 1]'1 Tnt1

Fonte: G.BROWN, Michael; D.TAPPERT, Frederick; GONI, Gustavo. An investigation of sound ray
dynamics in the ocean volume using an area preserving mapping. Elsevier, Miami, v. 14, p.93-99,
ago. 1991.

Observando a figura 4, a contribuigdo do ciclo mais baixo é da forma,

. 33
rn+1=rn+ﬁen (33)

Admitiremos que a escala horizontal da perturbagdo é pequena, assim as

equacgdes (31) e (32) obedecem os requisitos de

2 4
k=l ~ (222) 5 ¢ o

E pode-se entao reescrever a equacgao (32) da forma
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(3%)

. 2k6
k(rn — rn) = Tn + esinkr,.

Realizando a substituicdo da equagao (35) na equacao (31) e utilizando a

equagao (34), temos que
2k 2k )
? Ons1 = ? 0, + e(sinkr, + sinkr;,) (36)

em relagio as variaveis adimensionais temos

2k 37
$n = gen; (37)
Pn = kty; (38)
_9 (39)

Yy = h .

4.2.1. Mapeamento de preservagao de area

Quando relacionamos a equacédo (36) com a equacédo (37), obtemos a

expressao

Pni1 = P + e(sinkr,_sinkr;,) (40)

Conhecendo-se a equacao (35) e utilizando as equagdes (37) e (38),temos

kv, = kr, + z‘ngHn + gsinkr, (41)
reescrevendo.
kv, = p, + ¢, + esinp,, (42)
Substituindo a equacao (42) na equacgao (40).
Gn+1 = Pn + e(sinpy + sin(p, + ¢y + esinpy)) (43)

Esta € a primeira equacdo do mapeamento. Relacionando agora a equacao

(33) com a equacao (35),temos que
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2 2k 44
k(rns — Eenﬂ) = kn, + ?9,1 + esinkn, (44)
reescrevendo.
2 2k
krpe =k EH”“ + kr, + ?Bn + esinkr, (45)
Substituindo as equacgdes (37) e (38) na equacéao (45) obtemos a relagao
(46)

g,2 .
Pn+1 = Ekﬁgrwl + pn + ¢n + sinp,

relacionando com a equacao (39) adquirimos a segunda equagao do mapeamento.

Pn+1 = VPns1 + Pn + ¢ + esinp, (47)
O mapeamento sera dado por

{¢n+1 = ¢p + e(sinpy, + sin(p, + ¢, + esinpy)) (48)
Pn+1 = YPns1 + pn + ¢n + esinp, '

Pelo mapeamento (48), pode-se adquirir as figuras abaixo (5,6,7,8,9,10e
11), que representam os espacos de fases com diferentes valores do parédmetro

adimensional «.

Figura 5- Andlise dos angulos p e ¢ nos espacgos de fases para ¢ = 0.01.

...........

Fonte: Elaborado pela autora.



Figura 6- Analise dos angulos p e ¢ nos espacgo de fases para £=0.05.

Fonte: Elaborado pela autora.

Figura 7- Analise dos angulos p e ¢ nos espago de fases para £=0.1.

Fonte: Elaborado pela autora.
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Figura 8- Anadlise dos angulos p e ¢ nos espaco de fases para =0.2

Fonte: Elaborado pela autora.

Figura 9- Andlise dos angulos p e ¢ nos espago de fases para £=0.3.

Fonte: Elaborado pela autora.
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Figura 10- Analise dos angulos p e ¢ nos espacgo de fases para £=0.4.

Fonte: Elaborado pela autora.

Figura 11- Analise dos angulos p e ¢ nos espago de fases para £=0.5.

Fonte: Elaborado pela autora.
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O mapeamento depende de dois parametros adimensionais, y e . Os dois
parametros realizam acgdes diferentes no mapeamento, y € um parametro que esta
relacionado com a velocidade da propagacédo do som e ¢ esta relacionado com a
amplitude. Quando € = 0, independentemente do valor de y, o mapeamento sera
linear e as trajetorias dos feixes sdo regulares. Mas quando ¢ # 0, 0 mapeamento
nao € linear, entdo o movimento se torna cada vez mais cadtico a medida que ¢ é

aumentado.

Pelo Teorema de Liouville, pode-se determinar se o espago de fase apresenta
um mapeamento dissipativo, repulsivo ou se preserva a sua area. Podemos

determina-lo através do determinante do Jacobiano, assim,

OPnia aqbnﬂ\

d¢n  Opn (49)
det] =
] apn+1 apn+1
O0dn  0Opn
derivando as equagoes (40) e (41), obtemos as relagdes a seguir.
d 50.
iy =1+ ecos(p, + P, + €sinpy,) (50-8)
0n
a(]5n+1 _ : 2
= ecospy, + €co s(p, + ¢, + esinp,) + e°cospycos(pn + Pn
0pn (50.b)
+ esinpy,)
0 50.
Pri1 _ 1+ y +yecos(p, + ¢, + esinpy) (50.c)
0n
apn+1

5 =1+ yecosp,, + yeco s(p, + ¢, + esinp,,)
P (50.d)

+ ye2cospyco s(py + ¢y + esinp,,) + scospy,

Quando realizamos o calculo do determinante do Jacobiano obtemos,

det] = 1. (51)
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Mostramos, dessa forma, que ocorre a preservagao de area no espacgo de

fases.

4.2.2. Coeficiente de restituicdo

Agora, sera realizado o mapeamento das equacgoes (43) e (47), mas sera
acrescentado um termo (1-a), o coeficiente de restituigcdo, na equacgao (47), sendo

que a € um coeficiente de dissipagao. A equacgéao (47) ficara da forma,

Pn+1 = (1 - a)pn +ydns1 + P + esinpy, (52)

assim, obtemos o seguinte mapeamento.

{¢n+1 = ¢n + e(sinpy + sin(p, + ¢y, + esinpy)) (53)
Pn+1 = (1 — @)pn + YPpy1 + dn + esinp,

Pelo mapeamento (53), pode-se adquirir as figuras abaixo (12, 13, 14, 15),

que representam os espacos de fases com diferentes valores de a para € = 0.1.
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Figura 12 - Analise dos angulos p e ¢ no espaco de fases para os parametros £=0.1
e a=0.0001.

Fonte: Elaborado pela autora.

Figura 13- Anélise dos angulos p e ¢ no espacgo de fases para os parametros £=0.1
e a=0.001.

Fonte: Elaborado pela autora.
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Figura 14- Analise dos angulos p e ¢ no espaco de fases para os parametros £=0.1
e a=0.01.

Fonte: Elaborado pela autora.

Figura 15- Anélise dos angulos p e ¢ no espacgo de fases para os parametros ¢=0.1

e a=0.1.

Fonte: Elaborado pela autora.
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Se fixarmos agora o pardametro ¢ =0.2 e realizando a iteragdo do
mapeamento (53), obtemos as figuras (16,17,18 e 19), que representam os espacgos

de fases para diferentes valores de « .

Figura 16- Analise dos angulos p e ¢ no espaco de fases para os parametros £=0.2
e «=0.0001.

Fonte: Elaborado pela autora.
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Figura 17- Analise dos angulos p e ¢ no espaco de fases para os parametros £=0.2
e a=0.001.

Fonte: Elaborado pela autora.

Figura 18- Andlise dos angulos p e ¢ no espaco de fases para os parametros €=0.2
e a=0.01.

Fonte: Elaborado pela autora.
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Figura 19- Analise dos angulos p e ¢ no espaco de fases para os parametros &£=0.2

e a=0.1.

[
w

+- 5
w

(=)

0 1

Fonte: Elaborado pela autora.

Pode-se observar que o comportamento do espaco de fase varia quando
acrescentamos o termo (1-a), inicialmente os espacgos de fase possuem um conjunto
de ilhas de estabilidade, elas sdo perceptiveis para valores de a=0 até a = 0.001,
mas a partir do momento em que o coeficiente dissipativo, a, deixa de ser nulo, as
condi¢des iniciais do sistema passam a convergir para um ponto, formando assim

atratores no espaco de fase.

Quanto maior o coeficiente de dissipacdo mais nitidos sdo os atratores no
espaco de fase. E isso ocorre para os dois casos mostrados, independentemente do

valor de «.

Pelo Teorema de Liouville, pode-se determinar se o espago de fase apresenta
um mapeamento dissipativo, repulsivo ou se preserva a sua area. Podemos
determina-lo pela determinante do Jacobiano, dada pela equacgao (49), assim

quando derivamos cada termo obtemos as seguintes relagdes.
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0 54.
sy =1+ ecos(py, + ¢, + €sinpy,) (54.8)
0
0 54.b
g);lﬂ = gcospy + €co s(py + ¢y + esinpy) + €2cosppcos(py + Pp (54.6)
n
+ esinpy)
d 54.c
Pni1 _ 14 Y + yecos(p, + ¢ + esinpy,) (54.0)
0
0 54.d
g;“ = (1 — a) + yecosp,, + yeco s(p, + ¢, + esinpy,) (54.9)
n
+ ye?cospyco s(py + ¢y, + esinp,) + scospy,
Quando realizamos o calculo da determinante do Jacobiano obtemos,
det] =1 — a[1 + ecos(p,, + ¢, + esinp,)] (55)
mostramos, dessa forma que,
{a =0 —detJ=1 (56)
a>0 -detj<1

assim, quando det] = 1, ocorre preservacao da area do espaco de fase e quando

det] < 1 ha dissipagao no espaco de fase, formando atratores no sistema.
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5. CONCLUSAO

Neste trabalho foi apresentada inicialmente uma descricdo sobre as
caracteristicas tipicas do oceano relevantes para o trabalho, com elas podem-se
observar suas influéncias em relagdo a velocidade de propagagdao do som no
oceano. Foi mostrado que os comportamentos da ética geométrica de feixes de luz
podem ser aplicados para a propagac¢ao do som, assim foi realizado o estudo da

propagacao de feixes acusticos.

Para compreender o comportamento da propagagao do som em longos
alcances no guia de onda considerou-se um modelo que consegue descrever as
principais caracteristicas do feixe acustico negligenciando as heterogeneidades do
sistema e com isso, o trabalho abordou as equagdes necessarias para interpretar a
velocidade do som na agua do mar e também os desenvolvimentos sucintos das
equacdes de Helmholtz e da equacgao parabdlica para determinar o formalismo

Hamiltoniano.

Tendo como base o desenvolvimento tedrico, pode-se adentrar no estudo da
din@mica de feixes acusticos e para isso foi necessario a compreensao da teoria de

caos.

A dindmica foi analisada através de mapeamento conservativo e dissipativo.
Pode-se observar que no primeiro caso, quando o mapeamento € dado pelas
equacdes (48) ha a dependéncia de dois parametros adimensionais, quando ¢
possui 0 valor nulo o mapeamento tem trajetérias dos feixes regulares, mas a partir
do momento que ¢ passa a ter um valor, 0 mapeamento deixa de ser linear e passa
a ter ilhas de estabilidade e se torna mais cadtico a medida que o paréametro é
aumentado. Pelo Teorema de Liouville, foi determinado que o espaco de fase
apresenta um mapeamento de preservagdo de area, ou seja, o valor da

determinante do Jacobiano é 1.

Para o segundo caso, quando o mapeamento € dado pelas equagdes (53),
ocorre a variagcdo do parametro dissipativo a para as duas situagbes em que o
parametro ¢ é fixado em 0.1 e 0.2, respectivamente. Neste caso pode-se observar

que para «a igual a zero voltamos aos mapeamentos do primeiro caso, mas quando «



43

comecga a portar um valor, passa-se a formar atratores no espago de fase. Pelo
Teorema de Liouville, foi determinado que o espago de fase apresenta um
mapeamento de preservacao de area quando a € nulo e ocorre dissipacdo quando «

adquire valores maiores que zero, formando atratores no espaco de fases.
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