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RESUMO

Esta pesquisa tem como objetivo trabalhar a Andlise Combinatéria, fazendo uso da
Metodologia de Ensino-Aprendizagem-Avaliagdo de Matematica através da Resolucdo de
Problemas. Abordamos, em nossa fundamentacéo teodrica, a Analise Combinatdria contida na
Matematica Discreta, iniciando a pesquisa com uma introdugdo histérica da Analise
Combinatodria, seguida por uma analise de livros didaticos e pela busca de trabalhos de outros
autores que se referiam ao ensino ¢ a aprendizagem desse conteido. Criamos trés projetos
para trabalhar com a metodologia de ensino adotada por nds, em trés cenarios diferentes, onde
a pesquisadora assumiu trés posturas diferentes frente ao problema da pesquisa: como uma
professora-pesquisadora, com seus proprios alunos, em sua sala de aula;, como uma
pesquisadora, ministrando uma oficina de trabalho, em um encontro de Educagdo Matematica,
tendo como participantes, professores, educadores matematicos e até alunos da Licenciatura
em Matematica; e, como uma pesquisadora, em Encontros em Educacdo Matematica,
divulgando sua pesquisa. Através da analise dos dados, obtidos nas aplicacdes dos trés
projetos, pudemos mostrar como os participantes desses projetos se envolveram ao fazer uso
da metodologia de ensino adotada e relatamos as contribui¢des que trouxeram para nossa
pesquisa. Verificamos que houve envolvimento ativo dos participantes na construgdo de
novos conceitos e contetudos, através da resolugéo dos problemas propostos, por meio de um
trabalho investigativo, que proporcionou uma aprendizagem com compreensdo e significado,
com resultados importantes para a pratica docente. Esta pesquisa foi desenvolvida seguindo a

Metodologia de Pesquisa apresentada por Thomas A. Romberg.

Palavras-chave: Resolucdo de Problemas. Ensino-Aprendizagem-Avaliacdo de Matematica
através da Resolucdo de Problemas. Matematica Discreta. Analise Combinatoria. Educacdo

Matematica.



ABSTRACT

This paper has the objective to study the Combinatory Analysis using Methodology of
Teaching-Learning-Assessment of Mathematics through Problem Solving. In our theoretical
fundamentation we address the Combinatory Analysis contained in the Discrete Mathematics,
starting the research with a historical introduction of the Combinatory Analysis followed by a
review of textbooks and the search for other author’s articles concerning this content’s
teaching and learning. We have developed three projects to apply the teaching methodology
we adopted in three different settings, where the researcher played three distinct roles facing
the research’s problem: a) as a teacher-researcher, with her own students in her own
classroom; b) as a researcher, conducting a workshop in a Mathematical Education
conference, with teachers, mathematics educators and graduate students; ¢) as a researcher, in
Mathematics Education Conferences divulgating her research. By analyzing all the data
obtained in the application of the three projects we could show how the participants were
engaged in using the adopted teaching methodology and we also reported the contributions
they have brought to our research. We could verify that there was significant involvement
from all the participants in the construction of new concepts and contents by solving the
proposed problems in an investigative way, providing a different learning, full of
understanding and meaning, with very significant results in terms of teaching practice. This
research was developed following the Research Methodology presented by Thomas A.
Romberg.

Key words: Problem Solving. Methodology of Teaching-Learning-Assessment of
Mathematics through Problem Solving. Discrete Mathematics. Combinatory Analysis.

Mathematics Education.
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INTRODUCAO

Esta pesquisa abrange dois eixos tematicos: Analise Combinatoria, contida na
Matematica Discreta, ¢ Resolu¢do de Problemas.

A escolha do tema, Analise Combinatéria, para este trabalho decorreu das minhas
experiéncias vividas enquanto estudante, professora e pesquisadora.

Durante os ensinos Fundamental ¢ Médio, a minha aptiddo e o interesse pela
Matematica sempre estiveram presentes. Realizava as atividades, propostas pelo professor,
sem apresentar muitas dificuldades. Eu tinha uma dedicacdo maior a essa disciplina e,
também, as outras disciplinas da area de exatas. Diante das dificuldades, ndo desanimava,
mesmo ouvindo comentarios dos colegas que ndo gostavam de Matematica. Ao cursar
Bacharelado e Licenciatura em Matematica, aprofundou-se mais meu conhecimento
matematico.

O interesse em pesquisar na area de Educacdo Matematica surgiu com as dificuldades
encontradas ao ministrar minhas primeiras aulas. Senti a necessidade de um respaldo tedrico e
metodologico que, de fato, pudessem contribuir para minha formag@o de professor e,
consequentemente, proporcionar aos alunos uma aprendizagem com significado e, ao
profissional, uma metodologia de ensino diferente da tradicional.

Desse modo, fiz o Curso de Especializacdo em Educagdo Matematica, em que tive
meu primeiro contato com os fundamentos em Educagdo Matematica. Nessa mesma €poca,

participei do GTERP (Grupo de Trabalho e Estudos em Resolu¢do de Problemas) do
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Programa de Pés-Graduagdo em Educagdo Matematica, da UNESP de Rio Claro/SP,
onde conheci uma metodologia de ensino alternativa.

Decidi escolher, como tema para a monografia desse curso, Analise Combinatoria,
pois este sempre fora um contetido em que encontrava dificuldade, ndo conseguindo associar
as formulas que se lhe apresentavam com os conceitos pertinentes a esse topico matematico.
Nesse trabalho foi feito um levantamento bibliografico do tema.

Desse modo, atuar como professora, abordando esse conteudo, era-me um desafio.
Assim, desenvolver o tema desta pesquisa, adotando como metodologia de trabalho para a
sala de aula, a Metodologia de Ensino-Aprendizagem-Avaliagdo de Matematica através da
Resolugdo de Problemas, surgiu naturalmente do interesse em dar continuidade a esse
trabalho. Sendo que esta forma de trabalhar Matematica com Resolu¢do de Problemas ¢
bastante diferente da forma de trabalhar com heuristicas ou estratégias, segundo Polya. Na
metodologia adotada para este trabalho, em sala de aula, o problema é ponto de partida e,
durante sua resolugfo, sdo construidos conceitos e contetidos novos com a participacdo ativa
dos alunos.

Apresentamos, como objetivo principal desta pesquisa, criar uma proposta de trabalho
para abordar Analise Combinatdria em sala de aula, utilizando a Metodologia de Ensino-
Aprendizagem-Avaliacdo de Matematica através da Resolucdo de Problemas.

Ao fazer a apresentacdo deste nosso trabalho de pesquisa, procuramos seguir os
passos trabalhados ao longo de seu desenvolvimento.

No Capitulo 1 — Metodologia de Pesquisa — apresentamos um suporte teorico sobre
metodologias de pesquisa. Descrevemos a visdo de alguns autores sobre o que vem a ser
pesquisa de um modo geral e, em particular, a pesquisa em Educacdo Matematica.
Descrevemos a metodologia de pesquisa adotada para desenvolver este trabalho, apresentada
por Thomas A. Romberg em seu artigo, de 1992, intitulado Perspectives on Scholarship and
Research Methods. Essa metodologia ¢ composta por uma sequéncia de dez atividades,
descritas por Romberg, num fluxograma, que orientardo os novos pesquisadores e explicitam
o transcorrer da pesquisa. Ao conjunto dessas atividades denominamos Metodologia de
Thomas A. Romberg. Essas dez atividades estdo distribuidas em trés blocos: o primeiro bloco
trata da identificagdo do problema (atividades 1, 2, 3 e 4); o segundo bloco apresenta uma
proposta de resoluc@o desse problema, no qual estratégias e procedimentos de trabalho sdo
levantados e selecionados (atividades 5 e 6); e o terceiro e ultimo bloco que, apds o
procedimento geral ser posto em acdo, trata da analise das informagdes obtidas, buscando

tudo o que ficou evidente diante da questdo ou conjectura levantada (atividades 7, 8, 9 ¢ 10).
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No Capitulo 2 — Identificagdo do Problema de Pesquisa — Iniciando a Pesquisa, 1°
bloco de Romberg, demos inicio a nossa pesquisa trabalhando sobre as quatro primeiras
atividades: identificar um Fenomeno de Interesse; construir um Modelo Preliminar; relacionar
o Fenomeno de Interesse e o Modelo Preliminar com ideias de outros pesquisadores; levantar
questdes especificas ou fazer uma conjectura plausivel, levando a identificacdo do problema
de pesquisa.

Descrevi, a partir da minha trajetoria pessoal e profissional, como cheguei ao
Fenomeno de Interesse, mostrando que havia um envolvimento com um tépico matematico e
a preocupacdo com seu ensino. Decorrente dessa trajetoria, definimos o Fenomeno de
Interesse a ser pesquisado: Trabalhar Andlise Combinatoria, em sala de aula do Ensino
Meédio, a partir da Metodologia de ensino-aprendizagem-avalia¢do de Matemdtica através da
resolucdo de problemas.

Para delinearmos um caminho a ser seguido durante a pesquisa, construimos, dentro
da Metodologia de Romberg, um Modelo Preliminar que apresentava uma sequéncia de
passos organizados a serem seguidos, envolvendo variaveis relativas ao fenomeno de
interesse e as relacdes implicitas entre elas.

Na sequéncia, trabalhamos sobre a fundamentacdo tedrica necessaria a nossa pesquisa.
Relacionamos com ideias de outros, ou seja, o que outros pesquisadores pensam sobre 0 n0sso
fendmeno de interesse criado e, também, como essas ideias podem explicar, ampliar ou até
modificar o modelo preliminar proposto. Nossa pesquisa estd fundamentada em dois eixos:
Analise Combinatoria, contida na Matematica Discreta, ¢ Resolugdo de Problemas, vista
como uma metodologia de ensino. O fato de conhecer como outros autores abordam esses
eixos, trouxe-nos referéncias tedricas relevantes para este trabalho, pois possibilitaram a
ampliagdo das investigacdes durante o seu transcorrer.

As principais fontes de pesquisa das quais fizemos uso foram: livros didaticos e
académicos, os PCN-EM (Parametros Curriculares Nacionais — Ensino Médio — Matematica);
as Propostas Curriculares do Estado de Sdo Paulo, de 1989 (2% edi¢do) e de 2008; artigos em
revistas; teses e dissertacdes. Ainda foi aplicada uma entrevista a um professor de
Matematica, do Ensino Médio, que trabalhava, na ocasido, Analise Combinatoria em sua sala
de aula. Também, fizemos uso de documentos do NCTM — National Council of Teachers of
Mathematics — USA (Conselho Nacional de Professores de Matematica dos Estados Unidos).
Tratamos a Matematica Discreta como um ramo da Matematica, da qual a Analise

Combinatéria faz parte. Descrevemos o que é Matematica Discreta, falamos sobre sua
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aplicabilidade, sua forma de ensino e de quando se deu sua insercdo no curriculo da
matematica escolar americana.

A investigacdo sobre Matematica Discreta foi, para nds, nova e a consideramos
relevante para esta pesquisa, pois percebemos o desconhecimento desse ramo matematico no
nosso meio académico. Em relacdo a Analise Combinatoria, iniciamos o trabalho relatando
sobre sua génese no contexto historico. Nos livros de Historia da Matematica, a localizacdo
desse conteudo foi, por nos, detectada de forma esparsa. Percebemos entdo que, ao longo da
historia, a partir do trabalho feito com Probabilidade, a historia da Analise Combinatéria foi
sistematizada.

Ainda, neste capitulo, analisamos doze livros didaticos, dispostos em ordem
cronoldgica — livros das décadas de 40, 50, 60, 70, 90 e anos 2000. Estabelecemos alguns
critérios para analisar os livros didaticos selecionados, com o objetivo de saber como a
Analise Combinatoria é neles abordada. Pudemos concluir que a maioria desses livros
apresenta Analise Combinatdria nos moldes do ensino tradicional.

Para o segundo eixo tematico de nossa fundamentacdo tedrica — Resolugdo de
Problemas —, investigamos a histéria da pesquisa em resolugdo de problemas, mostramos as
diferentes concepgdes assumidas sobre resolucdo de problemas no processo de ensino-
aprendizagem de Matematica; e a resolugdo de problemas vista como uma metodologia de
ensino. Assim, apoiadas nesse estudo feito, pudemos sentir, justificar, mostrar a aceitacdo da
resoluc@o de problemas para esta pesquisa e deixar clara a concepgdo, defendida por nos, ao
ver a resolucdo de problemas como uma forte aliada no processo de ensino-aprendizagem.

Adotamos para o trabalho em sala de aula, dentro desta pesquisa, a Metodologia de
Ensino-Aprendizagem-Avaliagdo de Matematica através da Resolucdo de Problemas. A
palavra composta ensino-aprendizagem-avaliacdo significa que o ensino ¢ a aprendizagem
devem ocorrer simultaneamente, durante o processo de constru¢do de um determinado
conceito ou conteudo. E a avaliagdo, integrada ao ensino, contribui para a melhora da
aprendizagem.

A partir dai, definimos nosso problema de pesquisa: Qual é a contribui¢do da
Metodologia de Ensino-Aprendizagem-Avaliacdo de Matemdtica através da Resolucdo de
Problemas em uma nova abordagem, em sala de aula, da Andlise Combinatoria? Mas,
também, com ela aparecia uma outra forte questdo: Como se desenvolve a formagdo de
conceitos de Andlise Combinatoria, adotando-se a Resolucdo de Problemas como uma

metodologia de ensino? de aprendizagem? e de avaliagdo?
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Parecia-nos que essas duas perguntas tinham algo em comum e eram complementares.
Mas, questionando-nos, ainda, perguntavamos: ha alguma diferenga essencial entre as duas?
Com a primeira, envolvendo mais a forca da metodologia adotada, poderiamos contribuir para
a constru¢do de uma nova abordagem para trabalhar Analise Combinatoria, uma linha de
trabalho para o professor. Com a segunda, mostrando mais preocupagdo com a aprendizagem
dos alunos, buscariamos um caminho para a constru¢do de novos conceitos € novos
conteudos, tendo os alunos como coconstrutores desse conhecimento e o professor como um
veiculo para conduzir essa construgdo. Como essas duas colocagdes parecem se ajustar uma a
outra, decidimos que a pergunta diretriz de nossa pesquisa poderia surgir numa sequéncia em
que a primeira, quando respondida, poderia levar a resposta da segunda.

No Capitulo 3 — Dando continuidade a pesquisa — 2° bloco de Romberg, refletimos
sobre as muitas contribui¢cdes que recebemos de nossos “outros” ao percebermos que ela, a
nossa pesquisa, pedia mais. Decidimos que eu assumiria trés posturas diferentes diante do
problema da pesquisa: como uma professora-pesquisadora, trabalhando em sua propria sala de
aula, com seus proprios alunos; como uma pesquisadora, ministrando minicursos e oficinas de
trabalho, em encontros de Educa¢do Matematica, com professores, educadores matematicos e
até alunos da Licenciatura em Matematica; e como uma pesquisadora que se apresentasse em
Congressos e Encontros de Educagdo Matematica, oferecendo suas proprias pesquisas, para
conhecimento e divulgacio delas a outros pesquisadores e para discussdo e analise.

Para prosseguir nossa pesquisa, nosso modelo foi modificado, e definimos um novo
modelo constituido por trés diferentes partes: o Projeto 1- Py, o Projeto 2- P, e o Projeto 3- P3,
cada um deles destinado a atender, respectivamente, a postura da pesquisadora em cada uma
das visdes acima. Assim, como Estratégia Geral de nossa Pesquisa, criamos os trés projetos
P;, P, e P3, adotando, para os trés, a Metodologia de Ensino-Aprendizagem-Avaliagdo de
Matematica através da Resolugdo de Problemas, com o objetivo de responder a Pergunta da
Pesquisa segundo trés visdes diferentes. Como Procedimento Geral, elaboramos a criagdo
desses trés projetos, que foram aplicados separadamente.

No Capitulo 4 — Procedimento Geral em acdo — Aplicagdo dos trés projetos,
descrevemos o que ocorreu quando o Procedimento Geral foi posto em agdo, ou seja, o que
aconteceu nas aplica¢des dos projetos P, P, e P3. Nos trés projetos evidenciamos o trabalho
em sala de aula, adotando a Metodologia de Ensino-Aprendizagem-Avaliacdo de Matematica
através da Resolucdo de Problemas, proporcionando aos alunos uma aprendizagem com

significado e compreensdo. O problema é o ponto de partida no processo de ensino-
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aprendizagem-avaliagdo de Matematica. Assim, temos que essa metodologia ¢ um meio de se
aprender Matematica ao longo da resolucéo de problemas.

No Capitulo 5 — Reflexdes e Resultados — 3° bloco de Romberg — Dar sentido as
evidéncias coletadas e relatar os resultados para outros, apresentamos nossa visdo dos dados
obtidos, daquilo que nos ficou evidente nas aplica¢des dos projetos. Neste capitulo, fizemos
uma analise das informagdes obtidas apos o Procedimento Geral ser posto em acdo, para os
projetos P; e P, buscando tudo o que ficou evidente diante das questdes levantadas em nossa
pesquisa. Realizamos reflexdo sobre as agdes feitas durante essas aplica¢des e interpretamos
as evidéncias obtidas. Nesse interim, decidimos entrevistar um professor do Ensino Médio
com o objetivo de conhecer outro ponto de vista sobre o tema proposto em nossa pesquisa.
Deveria ser um professor que ndo conhecesse a metodologia adotada por nds, que nio tivesse
participado da aplicacdo dos Projetos 1 € 2 e que estivesse atuante na 2 série do Ensino
Meédio, em que a Analise Combinatoria ¢ trabalhada. Ainda neste capitulo foi feita a analise
do Projeto 3.

Nas analises feitas, buscamos mostrar o que havia em comum aos trés projetos: a
importancia do tema da pesquisa — Analise Combinatdria contida na Matematica Discreta; a
importancia da Metodologia de Ensino-Aprendizagem-Avaliacdo de Matematica através da
Resolugdo de Problemas; o envolvimento, cada um a seu modo, dos participantes de cada
projeto; e a importancia da pesquisadora no desenvolvimento de cada projeto e sua reflexdo
na acéo e sobre a agdo realizada.

Por fim, apresentamos as conclusdes e sugestdes a fim de antecipar as a¢des de outros
pesquisadores, de modo que esta pesquisa possa trazer contribuigdes a Educacdo Matematica.

Consideramos importante um trabalho diferenciado, ao adotar a Metodologia de
Ensino-Aprendizagem-Avaliagdo de Matematica através da Resolugdo de Problemas, por
propiciar aos alunos a participacdo na construgdo dos conceitos de Analise Combinatdria ao
resolver um problema. Podemos afirmar que a metodologia de ensino adotada proporcionou,
aos participantes, crescimento na aprendizagem.

Percebemos também a importancia de se trabalhar com as grandes ideias dos conceitos
envolvidos na Analise Combinatéria: raciocinio combinatério; explorar o processo de
contagem; e o conceito de padrio, pois os participantes dos projetos desenvolvidos puderam
construir seus conceitos sem precisar fazer o uso mecéanico de formulas, como ¢ abordado no
modo tradicional.

Apresentamos, também, nossas reflexdes feitas sobre a minha pratica como

professora, professora-pesquisadora e pesquisadora, ao inter-relacionar as conclusdes obtidas
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nas aplicagdes dos trés projetos. Como fruto dessas reflexdes e atendendo ao objetivo desta
pesquisa, pudemos considerar as importantes contribui¢des para a formagéo do professor que,
ao ler este trabalho, pode refletir sobre o que ocorreu, além da sala de aula, ao trabalharmos
com Analise Combinatoria e, com sua pratica, buscar um trabalho diferenciado.

Assim, respondendo a nossa pergunta de pesquisa, podemos concluir que a
Metodologia de Ensino-Aprendizagem-Avaliacdo de Matematica através da Resolugdo de
Problemas, trabalhando Analise Combinatoria, contribuiu para um trabalho significativo tanto

para oS alunos como para o professor.
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CAPITULO 1 - Metodologia de Pesquisa

Apresentamos neste capitulo um suporte tedrico sobre Metodologia de Pesquisa.
Descrevemos a visdo de alguns autores sobre o que vem a ser pesquisa de um modo geral e,
em particular, a pesquisa em Educagdo Matematica. A seguir, descrevemos a metodologia

escolhida para desenvolver este trabalho de pesquisa.

1.1 Visao dos pesquisadores sobre pesquisa

1.1.1 O que é pesquisa?

Na etimologia da palavra, pesquisa estd ligada a investigagdo, a busca e a
idéia, sempre a mesma, ¢ a de mergulhar na busca de explicagdes dos
porqués e dos comos, com foco em uma pratica. (D’AMBROSIO, 1996,
p-94)

D’Ambrésio (1996, p.79) diz que pesquisa é o que permite a interface interativa entre
teoria e prdtica e partir para a prdtica é como um mergulho no desconhecido.

Ainda, D’ Ambrosio (1996, p.80), conceitua pesquisa, dizendo que

O elo entre passado e futuro € o que conceituamos como presente. Se as
teorias vém do conhecimento acumulado ao longo do passado e os efeitos
da pratica vdo se manifestar no futuro, o elo entre teoria e pratica deve se
dar no presente, na agdo, na propria pratica. E isso nos permite conceituar
pesquisa como elo entre teoria e pratica.

Pode-se encontrar no Dicionario Houaiss varios verbetes para a palavra pesquisa:
pesquisa ¢ o conjunto de atividades que tém por finalidade a descoberta de novos
conhecimentos no dominio cientifico, literario, artistico, etc.; ¢ uma investigagdo ou

indagacdo minuciosa.
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Pesquisa também se define como o estudo dos métodos da ciéncia, sendo o método o
caminho pelo qual se atinge um objetivo ou um modo de proceder.

Para Romberg (1992), pesquisa refere-se a processos, as coisas que Se faz, ndo os
objetos que alguém pode tocar e ver. (2007, p.97)

Pode-se encontrar, na literatura, diferentes modos de definir pesquisa. Cada autor, ao
definir pesquisa, segundo sua propria concepcdo, a situa dentro de seu campo de estudo,
gerando entdo, diferentes linhas de pesquisa.

Segundo D’Ambrédsio (2006, p.10) ha duas vertentes para pesquisa: a pesquisa
quantitativa e a pesquisa qualitativa.

A primeira delas lida com grande numero de individuos e recorre aos métodos
estatisticos para coletar e analisar os dados obtidos. Ndo ha preocupagdo em se relacionar os
dados coletados com o pesquisador ou com o ambiente de pesquisa. E comum chamd-la de
pesquisa estatistica ou pesquisa positivista. Nesse mesmo livio e na mesma pagina
D’Ambrésio diz que pesquisa qualitativa, também chamada pesquisa naturalistica, tem, em
sua esséncia, a interagdo do pesquisador com a interpretagdo dos dados e discursos, mesmo
quando ela envolve grupos de participantes.

Falando sobre pesquisa qualitativa, D’ Ambroésio (1996, p.103) diz que:

[...] pesquisa focalizada no individuo, com toda a sua complexidade, e na
sua inser¢do e interagdo com o ambiente sociocultural e natural. O
referencial tedrico, que resulta de uma filosofia do pesquisador, € intrinseco
ao processo. (D’AMBROSIO, 1996, p.103)

e descreve algumas etapas relacionadas a pesquisa:

1) Formulagdo das questdes a serem investigadas com base no referencial
teorico do pesquisador;

2) Sele¢do de locais, sujeitos e objetos que constituirdo o foco da
investigacdo;

3) Identificagdo das relagdes entre esses elementos;

4) Definigao de estratégias de colecdo e andlise de dados;

5) Colegdo de dados sobre os elementos selecionados no item 2 e sobre as
relagdes identificadas no item 3;

6) Analise desses dados e refinamento das questdes formuladas no item 1 e
da selegdo proposta no item 2;

7) Redefinicdo de estratégias definidas no item 4;

8) Coleta e analise dos dados

1.1.2 Pesquisa em Educacio Matematica

A histéria da pesquisa em Educacdo Matematica € parte da historia de um
campo — Educag¢do Matematica — que tem se desenvolvido nos ultimos dois
séculos, quando matematicos e educadores voltaram sua aten¢ido ao que € e
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a como €, ou deveria ser, ensinada e aprendida a Matematica na escola.
Desde o inicio, pesquisa em educacdo matematica tem sido moldada por
forcas dentro da grande area da pesquisa educacional, que abandonou, ha
cerca de um século atras, a especulagdo filosofica, por uma abordagem mais
cientifica. Mas, como a educa¢do matematica propriamente dita, a pesquisa
em educa¢do matematica tem sofrido para atingir sua prdpria identidade.
Ela tem tentado formular suas proprias decisdes e seus proprios caminhos
para atingi-la. Ela tem tentado definir-se e desenvolver um grupo de pessoas
que se identifiquem como pesquisadores em Educagdo Matematica.

(KILPATRICK, 1992, p.01)

A pesquisa em Educagdo Matematica comeca nas universidades no final do século
XIX, na Europa, com o objetivo de que os professores, além de ensinar, também orientassem
pesquisas. A Educagdo Matematica veio a ser reconhecida como disciplina de universidade. A
necessidade de mais e melhores professores, comecou-se a expandir em universidades nos
programas em educagdo de professores.

A pesquisa em Educagdo Matematica teve a influéncia de duas disciplinas: a
Matematica e a Psicologia.

Como a educag@o matematica era desenvolvida na universidade, ela tendia a
atrair pessoas cujo interesse primario era a Matematica e que pensavam a si
mesmos como matematicos. Estes educadores matematicos conduziram
estudos filoséficos e historicos, pesquisas e eventualmente outros tipos de
pesquisa empirica. Seus trabalhos e aquele dos matemaéticos levantaram
muitos dos aspectos que os pesquisadores estdo estudando hoje.
(KILPATRICK, 1992, p.05)

No artigo intitulado Fincando estacas: uma tentativa de demarcar a Educacgdo
Matematica como campo profissional e cientifico, de Jeremy Kilpatrick (1996), traduzido por
Miskulin et al, pode-se ler que

O campo da Educacdo Matematica tem aspectos profissionais e académicos.
Do lado académico, a questdo do que ¢ considerado pesquisa estd ainda
sendo debatida. Um exame de dois conjuntos de critérios propostos para
avaliar a qualidade da pesquisa em Educagdo Matematica revela que,
apropriadamente interpretados, os critérios emprestados das ciéncias
naturais e sociais sdo relevantes para um campo que estd tentando ser
cientifico. Do lado profissional, a Educagdo Matematica deve
inevitavelmente preocupar-se com a aplicagdo do conhecimento
especializado para auxiliar os estudantes e os professores que sdo seus
clientes. A formacdo de professores continua sendo a fungdo maior da
Educacdo Matematica, paralelamente a busca do conhecimento sélido para
ser aplicado. Os educadores matematicos universitarios precisam trabalhar
junto com matematicos e com professores em sala de aula no
desenvolvimento da teoria e da pratica. A Educacdo Matematica tem se
desenvolvido bem em paises nos quais as estruturas institucionais a apdiam
como um campo académico identificavel. (KILPATRICK, 1996, p.99)

Sobre a Educa¢do Matematica no Brasil, Fiorentini e Lorenzato (2006) citam que
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O surgimento da Educagdo Matematica no Brasil, como mostraremos mais
adiante, também teve inicio a partir do MMM, mais precisamente no final
dos anos de 1970 e durante a década de 1980. E nesse periodo que surge a
Sociedade Brasileira de Educagdo Matematica (SBEM) e os primeiro
programas de pos-graduagdo em Educagdo Matematica. (...) Podemos
afirmar que, no inicio do século XXI, havia no Brasil uma comunidade de
educadores matematicos que contava com uma associa¢do propria (SBEM
congregando cerca de 12 mil associados. (FIORENTINI; LORENZATO,
2006, p.07)

1.2 Metodologia de pesquisa

O termo metodologia refere-se ao corpo de regras e diligéncias estabelecidas para
realizar uma pesquisa. Também, esse termo ¢é entendido como método ou ramo da logica que
se ocupa dos métodos das diferentes ciéncias.

Adotar uma metodologia de pesquisa depende do tipo do trabalho ¢ o que se objetiva
com ele. Utilizar uma metodologia adequada ¢ fundamental, pois serve de guia para o
pesquisador durante todo o desenvolvimento do trabalho. Ela possibilita tratar do tema
proposto dentro de limites fixos, tomando cuidado para que o pesquisador nio perca o foco da
pesquisa, isto €, dirigindo-se a caminhos que nfo se referem ao tema a ser pesquisado. Os
métodos utilizados pelo pesquisador garantem a fidedignidade e a qualidade da pesquisa.
Porém, ndo ha uma tnica metodologia de pesquisa correta a ser adotada para um trabalho. A
escolha da metodologia depende do tipo de estudo, do objetivo da pesquisa e da crenga e
conhecimento do pesquisador.

A estrutura de um trabalho esta baseada em uma metodologia de pesquisa. Neste nosso
trabalho, a metodologia de pesquisa a ser utilizada estd fundamentada na sequéncia

apresentada em 1992 por Thomas A. Romberg.

1.3 Metodologia de Thomas A. Romberg.

O objetivo da pesquisa em educagdo matematica deveria produzir novo
conhecimento sobre o ensino e a aprendizagem de matematica. Porque os
alunos aprendem a maior parte de sua matematica nas salas de aula da
escola, acredito que a principal missdo de um programa de pesquisa seria a
de identificar as componentes principais das salas de aula que promovem
compreensdo matematica e esclarecam algumas das caracteristicas
organizacionais que contribuem ou impedem a operagdo de tais salas de
aula. (ROMBERG, 1997, p. 379)

Neste trabalho sera adotada uma Metodologia de Pesquisa, fundamentada na
sequéncia de dez atividades que os pesquisadores devem desenvolver ao realiza-la, atividades
essas descritas por Thomas A. Romberg em um fluxograma. Ao conjunto dessas atividades

denominamos Metodologia de Thomas A. Romberg.
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Thomas A. Romberg (1992), matematico e professor da Universidade de Wisconsin-
Madison-USA, descreve, no artigo intitulado “Perspectives on Scholarship and Research
Methods” (Perspectivas sobre o Conhecimento e Métodos de Pesquisa), a Educagio
Matematica como um campo de estudo, as atividades dos pesquisadores e os métodos de
pesquisa usados por eles, visando identificar as amplas tendéncias de pesquisa que estdo
relacionadas ao estudo do ensino e da aprendizagem nos ambientes escolares. Romberg disse,
em 1992, que acreditava que pelo menos cinco amplas tendéncias nas ciéncias sociais
pudessem ser descritas: Crescimento de Pesquisa; Crescente diversidade em métodos de
pesquisa; Uma mudanga na epistemologia; Uma mudanc¢a na psicologia da aprendizagem; O
crescimento da consciéncia politica, sendo que elas s@o interrelacionadas e ndo

verdadeiramente independentes.

1.3.1 Educacdo Matematica como um campo de estudo.

Romberg (1992) considera a Educagio Matematica como um campo de estudo no qual
se investigam questdes relacionadas aos processos envolvidos no ensino e na aprendizagem
de Matematica nas escolas, e, ainda, as perspectivas e os procedimentos de investigacdo
escolar. O diagrama abaixo (de E.G. Begle, apud Romberg, 1992, p.95) elucida como os
componentes do processo da educacgio escolar (escola, professores, alunos, Matematica) estio

interrelacionados, dentro da sociedade.

Sociedade

Materiais

TN
. _ ‘#%%

| !

. Alunos

Professores

—~—r—

Matemitica

Figura 3.1 - A relagio de sociedade, matemitica, alunos,
professores e escolarizagio. (Adaptado de E. G. Begle, notas
de classe para um seminario em Educagiio Matemitica, 1961).
Figura 1: A relagdo de sociedade, matematica, alunos, professores e escolarizacdo. (Adaptado
de E.G. Begle, notas de classe para um semindrio em Educagdo Matematica, 1961) (apud

Romberg, 1992, p.95)
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Nesse sentido, Tinoco (1991) define e representa, de modo semelhante, a Educagio

Matematica: “visa a compreensdo dos fenomenos que ocorrem nas ligacdes entre 0s trés

vértices do triangulo e as influéncias que estas ligacdes sofrem do sistema escolar e da

estrutura social em geral” (TINOCO, 1991, p.69)
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Figura 2: Relagdes entre sociedade, escola, aluno, professor e saber. (Tinoco, 1991, p.69)

Tinoco explicita que, na pesquisa em Educagdo Matematica, procuram-se conhecer os

fen6menos envolvidos:

E também,

- no trabalho dos alunos: relagdes do aluno com o saber, com os outros
alunos e com o professor;

- no trabalho do professor ao planejar e avaliar as atividades para a sala de
aula. Incluem-se nisto a transposi¢do didatica e a “leitura” dos tipos de
procedimentos dos alunos;

- no funcionamento da escola e suas relagdes com a sociedade. (p.70)

Em relagdo ao aluno: é preciso valorizar nele a capacidade de colocar
questdes, a coragem de propor solugdes, o gosto pelo saber; enfim, o
espirito critico e a criatividade voltados para o coletivo.

Em relagdo ao professor: € de fato o condutor e o responsavel pelo processo
ensino-aprendizagem. Nao vai moldar alunos e, sim, respeita-los, valorizar
o conhecimento que esses alunos adquirem na vida, ampliar e sistematizar
este conhecimento, por meio de atividades planejadas para esse fim. Para
tal, ¢ importante o seu papel na “transposi¢do didatica” do saber, o que
pressupde o dominio do mesmo.

Em relacdo a Matematica: ela esta no mundo, nas relagdes entre as pessoas,
no espago fisico em que vivemos [...]. O papel da Matematica na escola
deve atender a esses dois aspectos: preparar melhor o aluno para o exercicio
da cidadania e propiciar a ele o acesso a cultura matematica acumulada pela
humanidade. Sempre que possivel, o aluno deve construir o conhecimento
por si, trabalhando assim para a sua autonomia intelectual. (TINOCO, 1991,
p.70)
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1.3.2 As atividades dos pesquisadores (Fluxograma de Romberg)

O termo pesquisa refere-se a processos, a coisas que se faz, ndo a objetos
que se pode tocar e ver. Além disso, fazer pesquisa ndo pode ser visto como
uma acdo mecénica ou como um conjunto de atividades que os individuos
seguem de uma maneira prescrita ou predeterminada. (ROMBERG, 2007,
p.97)

Romberg ressalta que as atividades envolvidas em fazer pesquisa incorporam mais
caracteristicas de uma arte do que de uma disciplina puramente técnica, atividades estas que
dao respaldo aos pesquisadores e explicitam o desenvolvimento da pesquisa.

Desse modo, Romberg descreve dez atividades, organizadas em um fluxograma, que
sdo distribuidas em trés blocos: o primeiro bloco trata da identificagio do problema
(atividades 1, 2, 3, e 4); o segundo bloco se propde a resolver esse problema, onde estratégias
e procedimentos de trabalho sdo levantados e selecionados (atividades 5 e 6); e o terceiro ¢
ultimo bloco, ap6s o Procedimento geral ser posto em acdo, trata da analise das informacdes
obtidas, buscando tudo o que ficou evidente frente a questdo ou conjectura levantada.
Romberg justifica esse modelo dizendo que essas atividades s@o importantes pois esclarecem
alguns problemas comuns que pessoas, ndo familiarizadas com pesquisa, enfrentam na
compreensdo do processo. Ainda o autor ressalta que as atividades descritas ndo precisam ser
seguidas necessariamente na ordem apresentada, e afirma que a interagdo entre fatores como
a intengdo do pesquisador, as suposigdes, as conjecturas, a disponibilidade de informagdes,
os métodos e, assim por diante, ndo podem ser separados na prdtica tdo nitidamente.

(ROMBERG, 2007, p.98)
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1°bloco: Identificacdo do problema

As quatro primeiras atividades s3o as mais importantes, pois elas estdo
envolvidas com o situar as idéias de alguém sobre um particular problema
no trabalho de outros estudiosos e decidir o que se quer investigar.
(ROMBERG, 2007, p.98)

1? atividade: Identificar um fendmeno de interesse

Romberg diz que o fendmeno de interesse de toda pesquisa comega com uma
curiosidade sobre um fendmeno particular do mundo real. Entendendo-se fendmeno como um

fato de interesse cientifico que pode ser descrito e explicado cientificamente.

2% atividade: Construir um modelo preliminar

Nesta atividade é construido um modelo formado pelas variaveis-chave do fendomeno
de interesse e as relacdes implicitas entre elas.
O modelo preliminar serve como um ponto de partida para a pesquisa ¢ mostra como

as variaveis identificadas pelo pesquisador possivelmente estdo operando.

32 atividade: Relacionar o Fendmeno de Interesse e 0 Modelo Preliminar com ideias de outros
pesquisadores.

Esta atividade consiste em examinar o que outros pensam sobre o fendomeno de
interesse e também em determinar se suas ideias podem explicar, ampliar ou modificar o
modelo proposto. Romberg ressalta que o pesquisador deve reconhecer que cada investigador
é um membro de um particular grupo de pesquisa que defende uma determinada “visdo de
mundo” (2007, p.100). Desse modo, o pesquisador deve tomar cuidado para ndo optar por um

autor que ndo esteja trabalhando sobre a linha de interesse do fendomeno escolhido.

4* atividade: Levantar questdes especificas ou fazer uma conjectura plausivel

Romberg considera esta atividade como um passo decisivo para a pesquisa, porque
uma grande quantidade de perguntas possiveis aparece ao examinar-se um fenémeno
particular e decidir que perguntas examinar ndo é facil (2007, p.100). O autor diz que as

perguntas podem assumir uma das seguintes formas: carater descritivo: quando orientadas no

passado, questiona-se “Como as coisas chegaram a ser dessa maneira?”’ e, quando orientadas

no presente, “Qual € o status das coisas?”’; carater preditivo: quando orientadas no futuro, “ O

que posso prever para o que vai acontecer no futuro?”
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Romberg prefere as conjecturas as perguntas. As conjecturas estdo baseadas em
algumas relagdes entre as varidaveis que caracterizam o fendémeno e nas idéias sobre aquelas
variaveis-chave e suas relacdes com o esbogado no modelo (2007, p.100). As conjecturas pra
ficarem validas precisam ser demonstradas e as perguntas devem ser respondidas e
justificadas. Comprovar a conjectura ou responder a pergunta levantada constitui-se no

problema de pesquisa.

2°bloco: Resoluciio do problema levantado

5% atividade: Selecionar uma Estratégia Geral de pesquisa em busca de evidéncias que levem a

resolver o problema levantado.

Nesta atividade, o pesquisador deve decidir 0 qué fazer para responder as questdes
levantadas ou defender sua conjectura. Para decidir que métodos serdo utilizados, Romberg
diz que a estratégia geral selecionada deve estar relacionada as questdes ou as conjecturas
levantadas a partir da visdo de mundo que ele, pesquisador, tem e do modelo preliminar
construido que explica o fenomeno de interesse selecionado.

Para definir a Estratégia Geral selecionada, torna-se necessario levantar estratégias

auxiliares apoiadas nas variaveis no Modelo Preliminar para sua concepgao.

6° atividade: Selecionar um Procedimento Geral de pesquisa, correspondente a Estratégia

Geral selecionada, que conduza o pesquisador durante toda investigacio.

Esta atividade mostra como fazer para coletar os dados, como selecionar uma
amostra, como coletar uma informac¢do (entrevista, pergunta, observacdo, teste), como
organizar a informagdo uma vez que ela tenha sido coletada, etc. (2007, p.102)

Ha muitos procedimentos especificos que podem ser seguidos para diferentes tipos de
questdes. E preciso ter cuidado ao selecionar procedimentos que ponham luz sobre as
questdes levantadas.

Tendo se tornado evidentes os procedimentos auxiliares selecionados ¢ postos em

acdo, como consequéncia o procedimento geral sera posto em agéo.
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3°bloco: Dar sentido as informacdes coletadas na aplicacdo do procedimento geral e

relatar os resultados para outros.

7% atividade: Coletar informacdes.

Quando colocados os procedimentos em ac¢do, obtém-se informagdes que serdo
importantes para responder as perguntas ou as conjecturas levantadas. Os procedimentos
podem ser totalmente planejados ou até serem redefinidos durante a coleta. Isso depende do

modo com que se conduz a pesquisa.

8* atividade: Interpretar as informacdes coletadas.

Nesta atividade as informacdes coletadas sdo analisadas e interpretadas em fung¢do do
problema identificado na pesquisa. O pesquisador pode se utilizar de métodos quantitativos,
no caso em que se atribui nimeros as informagdes, ¢ de métodos qualitativos, métodos de
analise utilizados quando os numeros ndo forem necessariamente utilizados. Dentre as
informagdes coletadas, parte delas é relevante, parte ¢ irrelevante e parte é até nio
compreensivel. Cabe ao pesquisador, entdo, selecionar aquelas que sejam importantes para a
pesquisa ¢ que ajudam a responder as perguntas ou as conjecturas levantadas. Romberg
ressalta que tentar encontrar informagdo importante dentre todas as que estejam disponiveis

é uma arte na qual certas pessoas sdo melhores do que outras.(2007, p.103)

9? atividade: Transmitir os resultados para outros.

Romberg fala da importancia de relatar aos outros membros de sua comunidade de
pesquisa sobre uma investigagdo terminada e buscar por seus comentarios e criticas. Além
dessa responsabilidade, ¢ importante que o pesquisador situe em seu trabalho sua propria
vis@o de mundo, pois suas descobertas serdo interpretadas segundo essa visdo, caso contrario,

os leitores desse relatdrio usardo suas proprias nogdes para poder interpretar o estudo feito.

10* atividade: Antecipar a acdo de outros.

Romberg afirma que os pesquisadores tentam situar cada estudo em uma cadeia de
investigagdes. Coisas que vieram antes e coisas que vém apos qualquer particular estudo sdo
importantes. (2007, p.103)

O pesquisador, nessa atividade, esta interessado no que acontecera depois ¢ deveria

antecipar acdes posteriores. Desse modo, membros de uma comunidade cientifica discutem
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ideias entre si, ddo sugestdes para novos passos, modificacdes de estudos anteriores,

elaboracdo de propostas, etc.

1.3.3 Os métodos de pesquisa usados pelos pesquisadores.

Sabe-se que as estratégias pertencem ao mundo das ideias e os procedimentos ao
mundo das a¢des. Para colocar o Procedimento Geral em ag¢do, ha diferentes métodos a serem
usados.

Para Romberg, as decisdes sobre métodos sdo tomadas como uma consequéncia das
atividades 1 a 4. Nos segundo ¢ terceiro blocos apresentam-se as atividades 5 a 10 nas quais, o
pesquisador deve decidir:

1) que evidéncia € necessaria para dirigir as perguntas ou conjecturas levantadas.
2) como coletar, analisar e interpretar aquela evidéncia.
3) como relatar as descobertas obtidas na pesquisa para outros pesquisadores.

Os pesquisadores raramente comeg¢am uma investigacdo com uma estratégia fixada
para coletar dados ou com um método especifico de analise em mente. Assim, Romberg diz
que ha dois aspectos para o uso do termo métodos de pesquisa que precisam ser
compreendidos:

1°) os métodos especificos discutidos na literatura de pesquisa podem incluir a maneira na

qual a informac@o ¢ coletada e o modo como ela ¢ agregada e analisada ou, as vezes, como ¢
relatada.
2°) os métodos que um pesquisador usa para coletar evidéncias dependem de pelo menos

cinco fatores: a visdo de mundo; a orientacdo do tempo em que as perguntas foram feitas; se a

situacdo atualmente existe ou ndo; a fonte de informacio prevista e o julgamento do produto.

A visdo de mundo situa os métodos usados dentro das crencas de uma particular comunidade

de estudo. A orientacdo do tempo considera se as perguntas que estdo sendo levantadas sdo

dirigidas ao passado, ao presente ou ao futuro. Em relacdo as situacdes, ¢ preciso saber se elas

existem ou ainda precisam ser criadas. A fonte de informagdo prevista precisa ser artefatos

(livros, falas e coisas semelhantes), respostas as questdes, ou observacdo de agdes. O

julgamento do produto refere-se a estudos de avaliagio como uma categoria distinta de

métodos de pesquisa. Grande numero de métodos especificos que existem na literatura estio

baseados ou usam esses cinco fatores.
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- Métodos usados com uma evidéncia existente: O pesquisador encontra o que ja existe € ndo

pode alterar a forma na qual os dados aparecem. Para esse caso ha trés métodos diferentes:
Historiografia: Nessa abordagem, um esfor¢co ¢ feito para lancar luz sobre condigdes e
problemas atuais por meio de uma compreensdo mais profunda e mais completa do que o que
foi feito ou do que ocorreu no passado.

Analise de contetido: Este método ¢ usado para investigar questdes orientadas no presente
quando artefatos atuais podem ser examinados.

Analises de tendéncia: Este método ¢ usado para ir além da informacao sobre o passado ou o

presente a fim de fazer predigdes sobre o futuro.

- Métodos usados quando uma situacdo existe ¢ a evidéncia deve ser desenvolvida: A situacdo

existe ¢ dados especificos devem ser colocados; o pesquisador tem controle sobre a forma
pela qual a informagéo € coletada e agregada.

Alguns deles sdo:
Pesquisa retrospectiva: Este método ¢ usado para estudar questdes que sdo orientadas no
passado — a situagfo existiu uma vez e os individuos que foram participantes dessa situagio
passada podem ser entrevistados usando este método.
Pesquisa de massa descritiva: Este método muito comum ¢ usado para estudar questdes
orientadas no presente. O procedimento consiste em pedir a uma amostra de participantes,
cuidadosamente retirados da situagdo, para responder a um conjunto de questdes pré-
determinadas e estruturadas.
Entrevistas estruturadas: Este método ¢ semelhante ao da pesquisa de massa descritiva,
exceto que € assumido que ao ouvir (e codificar) respostas, os pesquisadores podem encontrar
informagdo mais esclarecedora do que ao usar pesquisas de massa.
Observacdes estruturadas: Este método ¢ usado para estudar grupos nos quais as agdes de
diferentes membros possam ser vistas. Por exemplo, documentar os tipos de interagdes de
professor e aluno que acontecem durante uma aula de matematica e determinar até que ponto
os alunos se comprometem com a aprendizagem.
Estudos de caso: Este método ¢ usado para organizar e relatar informagdo sobre as acdes,
percepgdes e crengas de um individuo ou de um grupo sob condigdes ou circunstancias
especificas. O pesquisador esta interessado em contar uma historia detalhada sobre um caso
particular. O que distingue um estudo de caso de outros campos de métodos de estudo é que o
pesquisador ndo esta interessado em fazer julgamentos sobre um programa ou em testar uma

hipotese teorica, apenas estdo escrevendo uma histéria natural de uma situagao particular.
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Pesquisa-aciio: Este termo se refere a uma estratégia de pesquisa usada para investigar
situacdes de escolaridade onde o pesquisador assume “pratica inteligente”, que precisa ser
documentada e entendida, derivada de experiéncias nas escolas ou nas salas de aula. A
documentac@o ¢ geralmente feita pelo praticante.

Etnografia: O termo etnografia vem da antropologia e significa um retrato do modo de vida
de algum grupo identificavel de pessoas. O rotulo € usado para referir-se tanto a combinagdo
de processos usados quando os antropdlogos fazem um trabalho de campo quanto ao produto
daquele esfor¢o — o relato etnografico escrito. E um método usado para estudar a cultura
complexa das escolas. Esta abordagem usualmente requer um observador participante
altamente treinado para examinar artefatos, conduzir entrevistas clinicas e fazer observacdes
clinicas. Ela difere de outros métodos em que o pesquisador tenta interpretar as agdes das
pessoas de acordo com a cultura na qual elas vivem.

Dentre esses métodos apresentados, este trabalho se identifica com o método de
pesquisa-acdo. Sera realizado um trabalho na sala de aula, tendo o pesquisador atuando como
docente.

Thiollent coloca que

uma pesquisa pode ser qualificada de pesquisa-agdo quando houver
realmente uma ag@o por parte das pessoas ou grupos implicados no
problema sob observacdo. Além disso, é preciso que a agdo seja uma agio
ndo-trivial, o que quer dizer uma ag¢do problematica merecendo investigagdo
para ser elaborada. (apud Rodrigues, 1992, p.66)

E ainda

a pesquisa-a¢do ndo € apenas constituida pela a¢do ou participacdo. Com ela
¢ necessario produzir conhecimentos, adquirir experiéncia, contribuir para a
discussdo ou fazer avancar o debate acerca das questdes abordadas. Parte da
informagdo gerada ¢ divulgada, sob formas e meios apropriados, no seio da
populagdo. Outra parte da informagdo, cotejada com resultados de pesquisas
anteriores, ¢ estruturada em conhecimentos. Estes sdo divulgados pelos
canais proprios as ciéncias sociais (revistas, congressos, etc.) e também
proprios a esta linha de pesquisa. (RODRIGUES, 1992, p.68)

Acreditamos que, com a pesquisa-agdo, teremos uma participacio efetiva nas situagcoes
observadas no trabalho. Desencadeando uma discussdo sobre os fatos abordados, adquirindo
experiéncia e produ¢do de conhecimento e dando melhores condi¢des para respondermos aos

questionamentos da realidade a ser investigada.
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CAPITULO 2 - Identificacio do Problema da Pesquisa — Iniciando a
pesquisa

(1° bloco de Romberg)

Introdugao
2.1 — Fenomeno de Interesse
2.1.1 — Minha trajetoria pessoal e profissional
2.2 — Modelo Preliminar
2.2.1 — Modelo Modificado
2.3 — Relacionar o Fendmeno de Interesse e o Modelo Modificado com ideias
de outros
Introdugao
2.3.1 — Matematica Discreta
2.3.2 — A Histéria da Analise Combinatoria
2.3.3 — Analise Combinatodria
2.3.3.1 — Analise do tépico Analise Combinatéria, nos livros
didaticos, em ordem cronologica
2.3.3.2 — Documentos Legais: A visdo do ensino de Analise
Combinatdria ao longo das reformas ocorridas no ensino de Matematica, no século
XX
2.3.4 — Resolugdo de Problemas
2.3.4.1 — Historia da Pesquisa em Resolucdo de Problemas
2.3.4.2 — Metodologia de Ensino-Aprendizagem-Avaliagdo
de Matematica através da Resolugdo de Problemas

2.4 — A identificag¢do do Problema da Pesquisa
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CAPITULO 2 - Identificaciio do Problema de Pesquisa — Iniciando a Pesquisa
(1° bloco de Romberg)

Introduciao

Kilpatrick (1992, p.03) apresenta no artigo intitulado A History of Research in
Mathematics Education que os propositos da pesquisa em Educacdo Matematica sdo variados.
Se se vé tal pesquisa como parecida a aquela das ciéncias naturais seguindo a tradi¢do
empirico-analitica, adotam-se os fins tradicionais das ciéncias: explicar, predizer ou controlar.
Se se vé a pesquisa em Educacdo Matematica sendo mais parecida a compreensio
interpretativa de uma cultura que um antropdlogo poderia buscar, tenta-se ao invés disto,
compreender os significados que a aprendizagem e o ensino de matematica tém para aqueles
que estdo engajados na atividade. Se se toma a abordagem da sociologia critica e considera
“pesquisa-acdo” projetada para ajudar os professores e os alunos a ganhar uma maior
liberdade e autonomia em seu trabalho, a pesquisa ¢ feita tanto para melhorar a pratica tanto
para envolver os participantes naquela melhora. Um movimento de pesquisa em Educagio
Matematica ao longo da década passada (dito em 1992) tem se afastado da tradigdo empirico-
analitico e, mais vacilantemente para abordagens interpretativas e criticas.

Embora os métodos da tradi¢do empirico-analitica tenham dominado a pesquisa em
Educacdo Matematica na maior parte deste século, as aspiragdes cientificas de explicagéo,
predicdo e controle parecem nunca ter tido como predominante uma motivacdo desejada a
compreensdo e, especialmente, da melhoria tanto da aprendizagem como o ensino da

Matematica. A despeito desse desejo, entretanto, compreensdo e melhora nio té€m
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ordinariamente significado a adocdo das visdes dos participantes ou considerado o contexto
institucional como problematico. A pesquisa em Educacdo Matematica tem tratado
primeiramente problemas de aprendizagem e ensino como definido pelos pesquisadores. Eles
consideram estudos de pesquisa porque eles conhecem as praticas que devem ser melhoradas
¢ tém uma visdo de como esse melhoramento pode ser realizado. Eles tentam fazer pesquisa
que seja mais aplicada do que pura.

Foram apresentadas, por Romberg, no capitulo 1, as dez atividades de pesquisa ¢ a
forma como estio relacionadas. Decidimos denominar ¢ adotar essa sequéncia de atividades
como Metodologia de Pesquisa de Romberg.

No capitulo 2, dando inicio a nossa pesquisa, trabalharemos sobre as quatro primeiras
atividades: identificar um Fenomeno de Interesse, construir um Modelo Preliminar,
Relacionar o Fenomeno de Interesse e o Modelo Preliminar com ideias de outros
pesquisadores, levantar questdes especificas ou fazer uma conjectura plausivel, levando a

identificacdo do problema de pesquisa.

2.1 Fenomeno de Interesse

2.1.1 Minha trajetéria pessoal e profissional

Meu envolvimento com a Matematica e a preocupaciio com seu ensino

Desde as séries iniciais do Ensino Fundamental sempre tive uma aptiddo maior pela
Matematica. Obtinha boas notas nas tarefas, trabalhos e avaliagdes. Quando questionada por
que gostava de Matematica, dizia que era devido aos bons professores que tinha, as aulas
eram organizadas, explicavam de modo claro e eram exigentes quanto a organizagdo dos
cadernos e disciplina na sala de aula. Mesmo com o rigor exigido pelos professores, me
envolvia e me dedicava no estudo da Matematica.

Quando iniciei o 2° grau, atual Ensino Médio, percebi que, além da Matematica, havia
outras disciplinas da area de exatas que me interessavam: Fisica ¢ Quimica. Tinha maior
facilidade em assimilar os conteudos dessas disciplinas. E, também, alguns tdpicos da
disciplina de Biologia, como Genética, e na de Geografia, com escala e mapas, o que deixava
claro um interesse maior pela Matematica.

Fiz o Ensino Médio em escola particular, mas as aulas nessa escola continuavam
sendo dadas na forma tradicional. O que diferenciava era o material didatico e o dominio do
conteudo pelo professor. Percebia que nela o objetivo principal para a aprendizagem era o de

“passar no vestibular”. Dessa forma, a memorizacio de regras e certos artificios (truques) se
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tornavam habilidades e ndo uma aprendizagem com compreensdo e significado naqueles
conteudos matematicos trabalhados. Estes estiveram camuflados diante do método de ensino
empregado pelos professores durante esses varios anos.

Tanto no Ensino Fundamental como no Ensino Médio, as aulas eram tradicionais, com
aulas expositivas, exercicios de fixacdo, uso de apostilas, livros didaticos e provas escrita ¢
individual bimestrais e semestrais.

Terminei o Ensino Médio decidida a prestar vestibular em um dos Cursos da Area de
Exatas: engenharia, computacdo, matematica, quimica entre outros. Mas mesmo tendo uma
area definida, tive dificuldade em escolher o curso que iria definir minha profissdo. Prestei
vestibular para Ciéncia da Computa¢@o, mas ndo fui aprovada. Entdo fiz um ano de cursinho
para me preparar melhor para o vestibular. Nesse curso, os contetidos eram apresentados pelos
professores de modo mais sintetizado ainda, e as aulas continuavam sendo tradicionais.

Durante o cursinho, o interesse pela Matematica crescia, ao contrario de muitos da
turma que a abominavam. Questionava-me sobre o que fazia gostar tanto de Matematica e
como trabalhar com ela profissionalmente me impulsionava mais ainda pelo seu estudo.

Optei entdo em fazer o vestibular para o curso de Matematica (UNESP e USP) e
Matematica Aplicada Computacional (UNICAMP). Fui aprovada, em 1993, na UNESP —
Campus de Sdo José do Rio Preto-SP, no Instituto de Biociéncias, Letras e Ciéncias Exatas
(IBILCE), no curso de Bacharelado em Matematica.

A escolha do curso por Bacharelado ou Licenciatura em Matematica era feita no ato da
inscricdo para o vestibular (atualmente se opta a partir do segundo ano do curso). Procurei
informagdes com alguns alunos que ja cursavam Matematica para saber a diferenga entre
essas duas op¢des e na época, o que as diferenciava eram as disciplinas pedagdgicas. Em sua
maioria, os alunos ndo se encontravam muito animados com essas disciplinas, no curso de
Licenciatura, mas o curso de Bacharelado era voltado mais para pesquisa. Optei por
bacharelado em Matematica visando a pesquisa académica no meu campo profissional.

No primeiro ano do curso tinhamos aulas todos juntos, bacharelandos e licenciandos.
A partir do segundo ano, as turmas se separavam.

Durante o curso tive contato com disciplinas que ajudaram no enriquecimento e
aprofundamento de conceitos matematicos vistos até o Ensino Médio e, também, adquiri
novos conceitos. Essas disciplinas eram voltadas para a Matematica Pura ou Aplicada.

Os professores ministravam as aulas com rigor académico (preocupagdes excessivas
com notagdes e demonstragdes), ndo dando margem a discussdo sobre o processo de ensino-

aprendizagem de Matematica. Mas, até entdo, isso ndo me incomodava, pois estava ciente de
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que o curso de Bacharelado tinha carater tedrico e voltado para a pesquisa. Ndo havia uma
relagdo com o ensino na sala de aula de Matematica. Na maioria das aulas, os contetidos eram
demonstrados por meio de teoremas e propriedades, o que, para mim, se mostravam
importantes para poder justificar e esclarecer tantas davidas e inquietagdes encontradas até o
término do Ensino Médio.

Quando tinha contato com os alunos do curso de Licenciatura, estes ndo discutiam
sobre o ensino ¢ comentavam que as disciplinas pedagogicas eram chatas, monotonas e
realizavam trabalhos sem discuti-los com os professores. O Estagio obrigatorio, realizado nas
escolas que consistia em observar um determinado niumero de aulas, nem sempre acontecia,
pois conseguiam a assinatura do professor da classe em que estavam estagiando e concluiam
(pelo menos burocraticamente) a disciplina. Assim nfo tinham uma preocupagdo com sua
formacdo profissional. Talvez a falta de interesse demonstrado nio fosse somente dos alunos
mas, também, dos professores que ministravam essas disciplinas.

Desse modo, percebi que ndo havia muita distingdo entre o Bacharelado e
Licenciatura, pois as disciplinas de Matematica Pura ou Aplicada eram vistas com o mesmo
enfoque e as disciplinas pedagdgicas eram abordadas sem a devida preocupagio.

Visando a carreira académica, quando conclui a graduag¢do (em 1996), iniciei o curso
de mestrado em Matematica Pura na mesma Universidade, como aluna especial. Como nido
estava regularizada no curso, precisava custear meus estudos e estadia. Desse modo, comecei
a trabalhar em uma escola voltada para acompanhamento escolar, atendendo alunos para ter
aulas de reforco, fazer tarefas, trabalhos e aulas particulares. Os alunos eram, em sua maioria,
de diferentes escolas privadas.

Foi minha primeira experiéncia profissional. Observando o material (apostilas e livros
didaticos) trazidos pelos alunos e as duvidas que apresentavam, comecei a me preocupar com
e como os conteudos matematicos estavam sendo trabalhados nas escolas e de que maneira
eram transmitidos. O que realmente sentia era frustracdo, pois a Matematica que eu estudava,
no Curso de Mestrado estava muito além daquela que meus alunos estavam aprendendo na
escola. Conceitos considerados simples e basicos, que serviam de respaldo para outros
conteudos, ndo estavam sendo compreendidos por esses alunos.

Esse contato, com os alunos, que no havia tido at¢ meu curso de Bacharelado, foi
relevante para meu amadurecimento profissional pois, foi durante esse periodo, que percebi o
quanto era importante discutir problemas sobre o processo de ensino-aprendizagem de
Matematica, sobre a aprendizagem dos alunos e a formacdo dos professores. Tudo isso me

inquietava. Até no trabalho com um conceito matematico, por mais simples que fosse, ficava
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preocupada e procurava saber se os alunos estavam realmente entendendo o que eu dizia e
fazia.

Desse modo, no Mestrado em Matematica Pura, ndo conseguia ver mais sentido em
estudar os inimeros teoremas e suas demonstragdes. Embora reconhecendo sua importancia,
era frustrante, para mim, discutir toda essa matematica feita uma vez que seu objetivo era o de
desenvolver pesquisas de carater tedrico, voltadas para a Academia. Sentia, como professora
de sala de aula do Ensino Basico, a necessidade de conhecer novas formas de ensinar
matematica ¢ que, no mestrado em Matematica Pura, ndo poderia desenvolver pesquisas
destinadas ao processo de ensino-aprendizagem de matematica.

Diante dessa situagdo, ndo dei continuidade ao mestrado e continuei trabalhando na
mesma escola. Minha preocupagio entdo era a de contribuir para um melhor aprendizado em
Matematica, sanando as dividas dos alunos e possibilitando-lhes novas maneiras de resolver
seus problemas a fim de obterem um melhor desempenho escolar.

Durante o ano em que ministrei aulas nesta escola, aprendi muito com os alunos e
creio que mais do que eles comigo. No término de um ano, minha preocupacdo néo era apenas
com o conteudo matematico. A inquietagdo e a dificuldade maior era como transmiti-lo da
melhor forma. Ent3o buscava conhecer diferentes metodologias de ensino que pudessem
contribuir nas minhas aulas, pois sentia a necessidade de ministrar aulas diferentes, motivar os
alunos e encoraja-los par progredir nos estudos e compreender com significado os contetidos
matematicos.

Amenizar as dificuldades encontradas pelos alunos era um desafio para mim, e meu
questionamento era como fazer isso. Desse modo, obter informagdes sobre o ensino de
Matematica e me dedicar a ele passou a ser minha meta, meu principal objetivo.

Em meados de 1999, iniciei o Curso de Pos Graduag¢do Lato-Sensu em Educacéo
Matematica no Centro Universitario do Norte Paulista — UNORP, em Sio José do Rio Preto-
SP, com carga horaria de 360 horas. As aulas eram realizadas aos sabados, distribuidas nos
seguintes modulos: Educagdo Matematica; Aritmética-Algebra-Geometria e suas aplicagdes
no ensino; Metodologia da Resolucdo de Problemas, onde foi abordada a metodologia de
ensino-aprendizagem de Matemadtica através da resolug@o de problemas; Informatica Aplicada
na Educacdo Matematica; Histéria da Matematica e Metodologia da Pesquisa Cientifica.

Nesse curso tive a oportunidade de ter contato com textos voltados para a Educagio
Matematica que permitiram o acesso & Matematica voltada para a sala de aula. A convivéncia
com outros professores que freqiientavam o curso também foi importante no sentido de trocar

experiéncias, identificar as mesmas dificuldades, buscar inova¢des e enriquecer
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profissionalmente. Dentre os modulos estudados interessei-me em pesquisar sobre 0 processo
de ensino-aprendizagem, objetivando explorar metodologias que contribuissem para minha
formac@o e conseqiientemente para a aprendizagem do aluno.

O ultimo modulo visto foi a disciplina Metodologia da Pesquisa Cientifica, que
contribuiu para o inicio do exercicio de pesquisar ¢, também, elaborar a monografia exigida
no final do curso. Escolhi a Metodologia de Ensino-Aprendizagem de Matematica através da
Resolugdo de Problemas como metodologia de trabalho para a sala de aula e a Analise
Combinatéria foi o conteudo escolhido para ser abordado. Nessa monografia descrevi os
seguintes topicos: uma breve abordagem historica sobre a Analise Combinatoria; analise de
alguns livros didaticos (dos mais antigos até os adotados atualmente); da Proposta Curricular
do Ensino de Matematica do Estado de Sdo Paulo e dos Parametros Curriculares Nacionais,
referentes ao Ensino Médio; descri¢do sobre a Metodologia de Ensino-Aprendizagem de
Matematica através da Resolugdo de Problemas ao longo das reformas de ensino de
Matematica e da forma como se trabalha com essa metodologia. Deixei também algumas
sugestdes a fim de propor um trabalho diferenciado em sala de aula.

No ano 2000, ingressei no Programa de Pds-Graduacdo em Educagio Matematica da
UNESP de Rio Claro, como aluna especial do Mestrado. Cursei algumas disciplinas e
participei do Grupo de Trabalho e Estudos em Resolugé@o de Problemas (GTERP), coordenado
pela professora Dra Lourdes de la Rosa Onuchic.

No ano de 2003 reingressei na Universidade Estadual Paulista — IBILCE, em Séo José
do Rio Preto, para cursar algumas disciplinas ministradas em 2003 e 2004 a fim de obter o
titulo de licenciada em Matematica. No ano em que conclui esse curso, 2004, participei do
concurso publico do estado de Sdo Paulo e ingressei, como professora efetiva na rede estadual
de ensino, nos Ensinos Fundamental ¢ Médio. Também, nesse mesmo periodo, ministrei aulas
em Faculdades particulares.

Foi através do Curso de Especializagdo em Educag¢do Matematica, da participacdo no
GTERP e também da reflexdo sobre a pratica na sala de aula, que se fundamentou meu
projeto para ingressar no mestrado.

A inquietagdo diante das duvidas apresentadas pelos alunos e a busca para aperfeigoar
a formagdo do professor levou-me a elaborar uma proposta para trabalhar na sala de aula.

Durante o levantamento de dados para a elaboragdo da Monografia, pude constatar que
os livros didaticos apresentam semelhan¢a na maneira com que abordam os conceitos da
Analise Combinatodria. Esta ¢ geralmente trabalhada através de “formula-aplicagdo”, deixando

lacunas na compreensdo desse objeto matematico. Desse modo, a Andlise Combinatoria é
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considerada um tema de dificil operacionalizagdo em sala de aula e o aluno tem dificuldade
em encontrar a formula adequada para solucionar um problema. Nos PCNs e na Proposta
Curricular do Estado de Sdo Paulo, sdo apresentadas sugestdes inovadoras, mas pouco
aplicadas pelos professores em sala de aula e sem conex@o com os livros didaticos adotados
atualmente.

Na literatura levantada, encontramos poucos textos sobre Analise Combinatoria,
apenas dois trabalhos aplicados em sala de aula mas nenhum utilizando a metodologia que
pretendemos abordar na pesquisa.

Desse modo, refletindo sobre nossa experiéncia profissional, a preocupagdo por um
ensino voltado a aprendizagem, com significado e compreensdo, definimos o fendomeno de
interesse a ser pesquisado: Trabalhar Analise Combinatéria, em sala de aula do Ensino
Médio, a partir da Metodologia de ensino-aprendizagem-avaliacio de Matematica

através da resolucio de problemas.

2.2 — Modelo Preliminar

Ao recomendar a constru¢do de um modelo preliminar como uma das
atividades (atividade 2) que os pesquisadores devem realizar, Romberg
(1992) se distingue de outros autores que tratam do assunto, tornando seu
trabalho, neste aspecto, original.

[...] consiste num esquema onde se indicam as varidveis componentes do
fendmeno e as relagdes entre eclas. Variaveis sdo os elementos que
compdem e interferem no fendomeno de interesse. (ALLEVATO, 2005,
p.20)

O Modelo Preliminar apresenta uma sequéncia de passos organizados a serem
seguidos para o desenvolvimento da pesquisa pretendida. Construido o Modelo Preliminar,
percebemos que, relacionando-o com o Fendmeno de Interesse, poderiamos trabalhar Analise
Combinatoéria, em sala de aula do Ensino Médio, a partir da agora chamada Metodologia de
Ensino-Aprendizagem-Avaliagdo de Matematica através da Resolucdo de Problemas, de
modo a visualizar o percurso do trabalho desta pesquisa.

Esse Modelo Preliminar apresenta um modo de organizar o desenvolvimento de nossa
pesquisa, trilhando os seguintes passos: defini¢do de uma escola para trabalhar o fendmeno de
interesse; entrar em contato com a direcdo e a coordenacdo dessa escola para obter permissio
de aplicar um projeto alternativo de trabalho; entrar em contato com professores dessa escola
interessados nessa proposta; apresentar a Metodologia de Ensino-Aprendizagem-Avaliagcdo de

Matematica através da Resolugdo de Problemas; escolha de uma sala de aula para aplicagio
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do projeto; disponibilidade de aulas para a execug¢fo do trabalho; analise da proposta

pedagogica e do contetido programatico da Escola escolhida; localizagdo do conteudo Analise

Combinatoéria dentro do planejamento escolar; a criagdo de um projeto para trabalhar Analise

Combinatéria nessa sala de aula; aplicacdo desse projeto; analisar o que ficou evidente

durante sua aplicagdo; e tirar conclusdes.

Em um fluxograma o Modelo Preliminar mostra-se assim:

Escolha de uma Escola
publica para trabalhar o
fendmeno de interesse
usando uma metodologia

alternativa.

Fenoémeno de
Interesse:
Trabalhar com
Analise
Combinatoéria, em
sala de aula do
Ensino Médio, a
partir de uma
Metodologia de
ensino alternativa.

Entrar em contato com
a diregdo e

coordenagdo dessa
escola.

\ 4

Entrar em contato

Tirar

-

A 4

com professores
dessa escola
interessados numa
proposta alternativa

Analisar a proposta
pedagdgica e o
conteudo
programatico de
Matematica da
Escola escolhida.

A 4

Localizar o conteudo
de Analise
Combinatodria nesse
conteudo
programatico.

conclusdes

A 4

Criacdo de um
projeto para
trabalhar Analise
Combinatoéria
nessa sala de aula
escolhida.

A\ 4
Aplicagdo
desse

de trabalho.

Escolha

da sala de

aula.

Disponibilidade

Apresentagdo da de aulas para
metodologia de execucdo do
ensino-aprendizagem- trabalho.
avaliacdo de
Matematica através da
Resolucgdo de
Problemas.

. Coletar
Analisar as evidéncias
evidéncias < ocorridas <
coletadas durante a

aplicagdo

Figura 3: Modelo Preliminar

projeto
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2.2.1 — Modelo Modificado

Antes de iniciar esta pesquisa, estava atuando como professora efetiva da rede estadual
de ensino do Estado de S&o Paulo com cargo na cidade de Olimpia — SP. Como ingressei no
Mestrado, fiz a inscricdo para concorrer a um cargo substituto, em Rio Claro, para poder
cursar 0 Mestrado e desenvolver esta pesquisa. O artigo 22 da Lei Complementar n°® 444/85,
regulamentado pelo Decreto 24.948 de 03/04/1986, permite ao professor ocupar um cargo em
outra escola, assumindo aulas livres ou aulas de um professor em afastamento. Desse modo,
fui transferida para uma escola em Rio Claro, a Escola Professora Oscélia Gées Correa Santos
que, na ocasifio, tinha algumas salas da 2% série do Ensino Médio, turma que interessava a
minha pesquisa.

Uma das variaveis do Modelo Preliminar foi, entdo, modificada. Ao invés de procurar
um professor da escola para aplicar a pesquisa, passamos a ser a propria professora da 2% série
do Ensino Médio, sala pretendida para desenvolver a pesquisa. Assim, o Modelo Preliminar
sofreu uma importante mudanca e passou a ser chamado por nés Modelo Modificado ¢ a

aplicacdo desse projeto seria realizada por nos.
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Modelo Modificado
Definicdo da Entrar em contato com a Buscar dados na
Escola dire¢do e coordenacdo »| proposta
(publica) para | dessa escola. pedagogica e no
trabalhar o conteudo
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interesse. da Escola.
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Metodologia de
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Metodologia de Trabalhar
ensino- como
aprendizagem- professor-
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em Matematica nessa
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a resolucio de
problemas.
A

A
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Analise
Combinatoria
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Criacdo de um

dessa escola, para trabalhar Plano de
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oferecida. Anélise
Combinatoéria
Selecdo de problemas nessa sala de
» aula.
geradores de novos
conceitos € novos
conteudos
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Matematica através da
Resolugdo de
Problemas.

Figura 4: Modelo Modificado
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2.3 Relacionar o Fenomeno de Interesse e 0o Modelo Modificado com ideias de outros.

Introducéo

Definido nosso Fenomeno de Interesse e construido o Modelo Modificado, serdo
realizadas leituras relacionadas a eles, ou seja, queremos saber o que outros autores
escreveram sobre Matematica Discreta ¢ Analise Combinatoria; Resolu¢do de Problemas.
Conhecer 0 que outros autores pensam ¢ quais sd3o suas ideias, relativas a pesquisas
desenvolvidas, relacionadas ao tema, pode proporcionar referéncias teoricas relevantes para o
trabalho, pois nos da a possibilidade de se ampliarem as investigacdes durante o seu
transcorrer. Como afirma Allevato, 2005, p.22, um vasto conhecimento de estudos
relacionados ao seu tema de investigacdo, permitira ao pesquisador ter pardmetros para o
estudo do fenémeno e, particularmente, para a interpreta¢do das evidéncias.

Nesta atividade, trabalhamos sobre a fundamentacdo tedrica necessaria a nossa
pesquisa. As principais fontes de pesquisa, das quais faremos uso, serdo livros didaticos e
académicos, os PCN-EM (Parametros Curriculares Nacionais — Ensino Médio — de
Matematica); as Propostas Curriculares do Estado de S@o Paulo, de 1989 (2%digéo) e de
2008; artigos em revistas; teses e dissertagdes. Ainda sera aplicada entrevista a um professor
de Matematica do Ensino Médio e, em particular, aos que trabalham ou deveriam trabalhar
Analise Combinatdria em suas salas de aula.

Nossa pesquisa estarda fundamentada sobre dois eixos: Matematica Discreta;

Resolu¢do de Problemas.

2.3.1. Matematica Discreta

Ao relacionar com ideias de outros, no eixo Matematica Discreta, conseguimos
coletar, em diferentes publicacdes, dados a respeito de Matematica Discreta. Depois,
resolvemos organiza-los cronologicamente. Mas, antes, sentimo-nos motivada a ver que essa
“nova matematica”, “a matemadatica para nosso tempo”, se colocava como uma grande

mudanga que afeta tanto o curriculo quanto a forma de trabalhar a Matematica, pois

Mudanga ¢é a lei da vida. E aqueles que olham somente para o passado ou o
presente estdo certamente esquecendo-se do futuro. (John F. Kennedy, West
Germany, 1963, apud KENNEY, M.J.; HIRSCH, C.R., 1991, vii)
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Os NCTM' Curriculum and Evaluation Standards for School Mathematics (1989)
(Padrdes de Curriculo e Avaliacdo para a Matematica Escolar - NCTM) € uma estrutura para
criar e implementar mudanga no ensino e na aprendizagem de Matematica em todos os niveis,
K-12 (pré — Ensino Médio).

A publicagdo Professional Standards for Teaching Mathematics (1991) (Padrdes
Profissonais para o ensino de Matematica — NCTM) foi projetada, junto com a publicagio
Curriculum and Evaluation Standards for School Mathematics, para estabelecer uma
estrutura ampla que guiasse a reforma na matematica escolar na década seguinte. Em
particular, esses padrdes apresentam uma visdo de que ensino viria vinculada para apoiar as
mudangas no curriculo apresentado no Curriculum and Evaluation Standards. Esse
documento explica em detalhes o que os professores precisam saber para ensinar visando os
novos objetivos da Educacdo Matematica e como o ensino deveria ser avaliado para o
proposito de melhora.

Nessas duas publicagdes foi introduzida a Matematica Discreta, como podemos notar

em Abrantes (1994, p.17)

Para os Standards (1989/1991), a Matematica Discreta diz respeito as
propriedades matematicas de conjuntos e sistemas numeraveis, € 0 seu
estudo ¢ indispensavel no mundo do processamento da informagdo e na
resolugdo de problemas que envolvam métodos computacionais. O NCTM
argumenta que “os computadores sdo essencialmente maquinas finitas e
discretas” que vém exercendo uma influéncia crescente nos modos de criar
e usar a Matemadtica.

Robinson, (Yearbook 2000 — NCTM, p.112), discute em seu artigo o impacto dos
Standards na matematica escolar e comenta que os Standards sugerem profunda mudan¢a em
quase todos os aspectos do ensino e¢ da aprendizagem de matematica. E ainda diz que os
professores precisam saber ndo apenas quais sdo as mudangas mas, também por que essas
mudangas sdo apresentadas e como elas afetam o ensino ¢ a aprendizagem de Matematica.

Os “Standards”, como documento, sdo de fato uma lente através da qual professores,
escolas e sistemas, olhando para o curriculo de matematica atual, veem como esse curriculo se
posiciona contra as necessidades de nossa sociedade crescentemente tecnologica. Um ramo
particular nos “Standards” que exemplifica essa necessidade de mudanca é a Matematica
Discreta.

No livro Discrete Mathematics across the Curriculum, K-12, 1991 Yearbook do

NCTM, Margaret J. Kenney e Christian R. Hirsch (NCTM) apresentam, em seus capitulos,

! NCTM: National Council of Mathematics of Teacher (Conselho Nacional de Professores de Matematica).
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relevancias sobre a Matematica Discreta, tais como: por que ela ¢ importante; o que ela
compreende nos varios niveis escolares; onde ela aparece no curriculo; e algumas ideias sobre
o seu ensino. A Matematica Discreta, como linha unificadora, permeando varias ideias,
incorpora muitas das recomendacdes apresentadas nos Standards, tais como: a Matematica
Discreta promove a elaboracdo de conexdes matemadticas; a Matematica Discreta d4 um
cenario para a resolug@o de problemas com aplicagdes no mundo real; a Matematica Discreta
aproveita-se de cendrios tecnoldgicos; a Matematica Discreta favorece o pensamento critico e
o0 raciocinio matematico.

Mas, o que ¢ Matematica Discreta?

Dossey (1991, p.3), no que se refere a génese do curriculo de Matematica Discreta, diz

que

A Matematica Discreta cresceu muito da resposta das ciéncias
matematicas para a necessidade de uma melhor compreensdo das
bases combinatérias da matematica usada no desenvolvimento de
algoritmos computacionais eficientes, a criagdo de novas abordagens
para problemas de pesquisa operacionais, ¢ os estudo das heuristicas
subjacentes as abordagens de tais problemas. A existéncia da
Matematica Discreta como uma area separada de estudo teve seu
inicio nos anos 60. E, no inicio da década de 70, muitos textos
influentes apareceram no nivel superior da graduagio.

No capitulo 1 desse livro, Dossey (1991) apresenta a Matemdtica Discreta como a
Matematica para o nosso tempo, dizendo que ela é um ramo da Matemdtica que cresceu
rapidamente em importdncia na década passada. Este crescimento é devido em grande parte
as muitas aplicagdes de seus principios em negocios e para seus vinculos proximos a ciéncia
da computagdo. Os teoremas ¢ as estratégias de resolugdo de problemas centrais a Matematica
Discreta, combinados com o crescente poder computacional dos computadores, abriram areas
de investigacdo e aplicagdes inteiramente novas. Entretanto, cidaddos comuns e muitos
professores de Matematica nunca ouviram falar sobre ela. O que € isso, perguntam?

Ainda Dossey (1991) diz que o dicionario define discreto como “distinto de outros;
separado; consistindo de partes distintas; descontinuas”. Matematica Discreta, entdo, envolve
o estudo de objetos e de ideias que podem ser divididos em partes “separadas” ou
“descontinuas”. Assim, a Matematica Discreta pode ser contrastada com a nocéo classica da
Matematica Continua, que € a matematica subjacente & maioria dos problemas de Algebra e

do Calculo. Esses dois tdpicos tipicamente usam nimeros reais ou complexos como um

dominio para suas fungdes. A Matematica Discreta, por contraste, é necessaria para a
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investigacdo de cenarios onde as func¢des sdo definidas sobre conjuntos de nimeros discretos
ou finitos tais como os inteiros positivos.

A Matematica Continua ¢ bem apropriada a situagdes cujo principal objetivo € a
medida de uma quantidade. Em cenarios de Matematica Discreta, o foco estd em determinar
uma contagem. Embora alguns coloquem os dois ramos de Matematica, Continua e Discreta,
numa competicdo frente a frente, realmente pode se mostrar que as duas abordagens
complementam-se nas aplicagdes do mundo real. Por exemplo, abordagens discretas ddo
aproximacgdes para o tamanho de algumas medidas, enquanto que métodos continuos
permitem o estabelecimento de alguns limites para o numero de passos ao calcular algoritmos
que sdo finitos na natureza.

Os problemas de Matematica Discreta podem ser classificados em trés amplas
categorias:

1*) Problemas de existéncia: trata de reconhecer se um dado problema tem uma

solucdo ou ndo;

2%) Problemas de contagem: investiga quantas solugcdes podem existir para problemas
com solugdes conhecidas; e

3%) Problemas de otimizagdo: focaliza sobre a descoberta de uma melhor solugéo para

um problema particular.

O documento Mathematics Framework for California Public Schools, 1985,
identificou sete ramos de conteido matematico: nimero, medida, geometria, padrdes e
funcdes, estatistica e probabilidade, 16gica e algebra. Em 1992, ecoando o “1985 Framework”,
num novo documento foram endossados esses ramos e adicionado um novo: a Matematica
Discreta. Esse titulo, ndo muito familiar inclui assuntos que professores, em todos os niveis,
tém trabalhado por anos. Discreta pde €nfase sobre entidades separadas (discretas) mais do
que sobre medidas de quantidades continuas — sobre questdes como how many (quantos? —
quantidades discretas) mais do que questdes como how much (quanto? — quantidades
continuas). Na terceira série, por exemplo, podia-se perguntar a Boris (how many) de quantos
modos diferentes ele poderia se vestir se tivesse trés camisas e duas calgas (seis); e, na sétima
série, podia-se pedir para os alunos programarem um torneio. Essa Matematica Discreta inclui
topicos tais como o principio de contagem combinatorial (como contar permutacdes e
combinagdes para problemas de probabilidade) e estruturas discretas (como as redes de
trabalho ou arvores).

Na Matematica Discreta ha uma grande quantidade de ideias relacionadas tais como

principios para contar arranjos de objetos discretos (permutacdes, combinagdes, selegdes);
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outros principios de contagem (o principio da inclusdo/exclusio e o principio da casa dos
pombosz); algumas ideias basicas e tuteis da teoria dos conjuntos (unides e interse¢des); o
estudo de estruturas discretas (redes de comunicagdo, grafos e estruturas de arvore); relagdes
de recorréncia (tais como a relagdo de Fibonacci, F,, = F,.; + F,,»); e a analise de algoritmos.

Desde que discreto significa enfocar sobre entidades discretas e separadas mais do que
sobre medidas de quantidades continuas; isso nfo significa que tudo que ndo é continuo deva
ser considerado matematica discreta. A aritmética com inteiros, por exemplo, ¢ tratada no
padrio numero, ndo na matematica discreta, pois o conjunto dos inteiros ¢ infinito.
(Mathematics Framework, 1992, p.84)

Ainda, no Framework (1992, p.149),

destaca-se a Matematica Discreta como importante nas ciéncias da
informagdo e outras situagdes nas quais as relagdes entre conjuntos
finitos de elementos s@o de interesse. Graficos finitos e suas
representacdes matriciais associadas s@o importantes adigdes ao
repertorio de ferramentas para resolugdo de problemas nos
estudantes. Os diagramas, as redes e os fluxogramas que estudantes
constroem para modelar situagdes ou usam para planejar,
esquematizar ¢ tomar decisdes podem ser explorados por suas
propriedades matematicas. Os estudantes precisam experimentar
desenvolvendo ¢ analisando algoritmos em uma variedade de
situacdes: na pratica (instrugdes, jogos, procedimentos); no
computador (programacdo, aplicagdes); € na matematica (fatoragdo
em numeros primos). Além disso, eles deveriam investigar técnicas
de contagem e organizacdo e compreender como estas técnicas sdo
usadas na probabilidade. Muitas dessas idéias da Matematica Discreta
servem para projetos praticos e para a integracdo com topicos de
outras areas do curriculo, especialmente as ciéncias sociais.

Ainda no Mathematics Framework podemos ver o tratamento dado a Matematica

Discreta no nucleo do curriculo: Situagdes realisticas frequentemente tém caracteristicas

discretas que podem ser representadas por estruturas matematicas apropriadas para os alunos
da high school’, particularmente os graficos e suas matrizes associadas. Os alunos podem usar
estas ideias para dar sentido em esquematizar, rotacionar, e trabalhar com redes; empregar

métodos de caminhos criticos nos contextos praticos, e usar métodos simples para organizar

? Principio da casa dos pombos ou Principio das gavetas de Dirichlet: Se forem dados n objetos, a
serem colocados em, no mdximo, (n — 1) gavetas, entdo uma delas conterd necessariamente mais do
que um objeto. Ou, equivalentemente, se forem dados n objetos, a serem colocados em, no mdximo, (n
— 1) gavetas, entdo uma delas conterd pelo menos dois objetos. A demonstragdo e aplicacdes desse
principio podem ser encontradas no Revista do Professor de Matematica n°08, p.21-26, 1° semestre de
1986.

* Ensino Médio.
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classificagdes como hierarquias ou classificagdo cruzada. A ideia de recorréncia ¢
desenvolvida como um meio de reduzir situagdes complicadas a outras mais simples. Alunos
constroem, analisam e comparam algoritmos e usam métodos graficos de programagéo linear
e suas analogias discretas como uma técnica de tomada de decisdo. Métodos combinatorios
sdo usados para analisar situagdes envolvendo probabilidades.

Matematica Discreta no curriculo posterior: Os alunos se tornam familiares com operagdes

matriciais elementares e as implica¢des destas opera¢des em diferentes situagdes. A Indugdo
Matematica é desenvolvida como uma técnica de prova formal com uma variedade de
aplicagdes. (Framework, 1992, p.149)

Gardiner (1991, p.10), no artigo intitulado 4 Cautionary Note (“Uma Nota
Cautelosa”), afirma que Matematica Discreta ndo é nova. Muitas de suas ideias fundamentais
e técnicas emergiram no século dezoito, especialmente com Euler. Mas elas ndo foram
reconhecidas como um ramo separado da matematica até muito recentemente. Somente
durante os ultimos quarenta anos foi que a Matematica Discreta ganhou sua independéncia e
se tornou cada vez mais importante tanto na matematica como na vida cotidiana. Isto é
parcialmente devido aos desenvolvimentos dentro da matematica, mas o fator decisivo foi o
surgimento meteorico dos computadores. Sem duvida, uma outra definicio de Matematica
Discreta deve ser “aquelas partes da matematica que sio mais obviamente relevantes para
calcular.”

Esse autor também diz que a interagdo da Matematica Discreta e os computadores t€ém
tornado possivel novas aplicagdes poderosas, tem posto a atengdo sobre novos tipos de
problemas, ¢ tem nos for¢ado a olhar para a matematica tradicional de novos modos.
Enquanto estas mudangas tém acontecido e, embora elas permitam nossas sérias
consideragdes, elas ndo deveriam ser usadas para justificar uma rejei¢do precipitada da
matematica tradicional em favor daquilo que imaginamos ser um material mais relevante.

Ainda, Gardiner (1991, p.10), falando de Lovaz e de Poincaré, diz que

A ciéncia computacional penetra a matematica classica colocando velhas
questdes em uma nova perspectiva ... Esta nova perspectiva sobre a
matematica classica ¢ de fato um desafio para os educadores matematicos.
A introdugdo dos computadores (em qualquer nivel) € somente uma
resposta parcial ... muito mais trabalho terd que ser feito — experimental e
teodrico — antes que os contornos da resposta fiquem claros. (Lovasz, 1988,
p.69)

O ensino ndo deveria estar submetido a mudancas rapidas sob caprichosas
rajadas de modas efémeras. (Poincaré, 1914, p.151)
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Poucos matematicos classicos estavam mais ligados ao espirito moderno do que
Poincaré e poucos matematicos modernos contribuiram de mais impressivamente para os
desenvolvimentos recentes do que Lovasz. Ainda, quando vem a ideia de rever a matematica
com os estudantes comuns, ambos saem de seus caminhos e recomendam cautela. Antes de
olhar mais de perto para a questdo da matematica discreta no nivel escolar, Gardiner disse que
se deveria tentar explicar por que seria necessario considerar suas recomendagdes seriamente,
pois a educagdo ¢ um longo periodo de prepara¢do. A matematica escolar tem que evoluir
num modo controlado. Nunca se deveria permitir que ela perdesse o controle para a recente
“moda efémera”, mesmo que se isso significasse continuar, por um certo tempo, a ensinar a
matéria a moda antiga.

O que isso tem a nos contar sobre a possivel introdu¢do da Matematica Discreta no
nivel escolar?

Toda a matematica escolar também facilmente se degenera numa sucess@o de rotinas
sem sentido. E a Matematica Discreta tem caracteristicas que a tornam vulneravel a tal
degeneragio.

Quais sdo, entdo, as implicagdes para a Matematica Discreta no nivel escolar?

Seguindo as ideias de Gardiner, 1991, p.22, sdo aqui transcritas essas implicagdes:

e Antes de tudo se os problemas matematicos na matematica discreta sdo dados em seu
cenario natural, eles tendem a ser mais dificeis — mesmo para aqueles que sentem que
saberiam como resolvé-los.

O valor educacional de Matematica Discreta encontra-se precisamente no fato
de que ela forca os alunos a pensarem sobre coisas muito elementares, tais como
contagem sistematica. Entretanto, essa ideia pode ser facilmente enfraquecida pelo
fato de que a maioria professores de matematica sentem-se obrigados a “ajudar” os
alunos a resolver problemas dificeis reduzindo as resolugdes a um niimero de passos
manejaveis e prediziveis ou regras, requerendo um minimo absoluto de pensar. Seu
valor educacional, assim, estara perdido.

e Embora o trabalho com Matematica Discreta seja elementar no sentido de que ela tem
poucos pré-requisitos técnicos, muito dele ¢ intrinsecamente ndo natural para o
adolescente médio, por exemplo, o principio de Pigeonhole’; as arvores e graficos
ponderados ou dirigidos; e as limitagdes da “ganédncia” quando se buscam solucdes

6timas. Muito do que pode se tornar acessivel requer um ensino muito cuidadoso se se

* Principio de Pigeonhole ou Principio da casa dos pombos. Tradugdo de Pigeonhole: o buraco do pombal.
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quer que ele se torne natural, por exemplo, a regra do produto para a contagem; a

habilidade em contar um conjunto maior por dois caminhos diferentes; matrizes; a

diferenca entre e a relativa importincia das relagdes de recorréncia e as formulas

fechadas; a diferenga entre um algoritmo aparentemente correto ¢ um provado
corretamente.

e E frequentemente dito que Matematica Discreta tem a vantagem de ter muitas
aplicagGes aparentemente acessiveis no mundo real. Estas sdo acessiveis somente no
sentido de que o problema que se esta tentando resolver pode ser entendido (em
alguma forma convenientemente simplificada) e que uma solugido pode ser efetuada
usando-se algum simples algoritmo dado. O algoritmo relevante pode ser
implementado por alunos da high school (Ensino Médio), embora as ideias
matematicas por atras dela estejam fora de seu alcance.

Continua Gardiner, 1991, p.13, dizendo que, no nivel introdutorio, a Matematica
Discreta deveria estar baseada sobre muitas ideias importantes, ndo sobre teorias ou
algoritmos padronizados. Ela deveria concentrar-se sobre problemas que requerem que os
alunos pensem em contextos que lhes sejam familiares e naturais, € ndo deveria recorrer a
rotinas pobremente compreendidas. Os problemas estudados deveriam ser escolhidos de modo
que deles se pudesse extrair um pequeno numero de técnicas centrais. Engel (1983, p.313,
apud Gardiner, 1991, p.13) disse a esse respeito que Se vocé ensina geometria, vocé ndo
prova uma amostra aleatoria de teoremas. Vocé seleciona aqueles teoremas dos quais vocé
pode dominar o assunto). Sim. Ai é que esta o problema! Identificar técnicas centrais
apropriadas pode ser complicado.

Esta € provavelmente uma razio porque Lovasz, na citacdo da pagina 35, esperava que
houvesse muito mais trabalho antes de que se pudesse esperar atingir um consenso nas
técnicas centrais apropriadas no nivel escolar.

Ainda, se desejarmos explorar as vantagens educacionais de problemas compreendidos
facilmente que forgam os estudantes a pensar, entdo devemos produzir um curriculo revisado
que ndo tente fazer tanta mudanga. Devemos também desenvolver paradigmas de
aprendizagem regulares para ajudar os professores a ensinar 0os novos topicos com sucesso.

Se se quer explorar a arte de contar no Ensino Médio, entdo os estudantes precisam ja
ter tido experi€éncia com muita contagem estruturada intuitivamente, por exemplo, olhando os
oito vértices de um cubo como “quatro superiores e quatro inferiores” ¢ as doze arestas como

“quatro superiores, quatro inferiores” e outras quatro unindo-as.
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Gardiner apresenta ainda possiveis mudangas curriculares que considera importantes
para trabalhar com os estudantes: Contagem (1-12); Inteiros (6-12); Seqiiéncias (6-12);
Geometria (4-12), Recorréncia (6-12); Algoritmos (8-12); e Probabilidade (7-12)°.

Os livros-texto foram logo seguidos por recomendag¢des para a inclusdo de programas
de estudo no curriculo universitario com énfase em matematica. A maioria dos Programas,
como o Programa Geral de Ciéncias Matematicas do MAA - The Mathematical Association
of America, recomendava a inclusdo de um trabalho em Matematica Discreta. Pedia-se por
um conteudo: teoria dos grafos (propriedades, arvores, coberturas graficas, circuitos e
modelos graficos) e combinatoéria (principios de contagem, permutacdes e combinagdes,
inclusdo/exclusdo e relagdes de recorréncia). Essas recomenda¢des davam énfase a
necessidade e posteriormente especificado o conteudo de ofertas em Matematica Discreta,
com énfase em Matematica.

As conexdes com o curriculo da escola secundaria foram rapidamente seguidas por
recomendacdes adicionais sobre a necessidade de desenvolver ideias de Matematica Discreta
logo no comego do curriculo de matematica.

O apoio desses relatos e outras sugestdes para reforma no curriculo de matematica
escolar deu base para muitos projetos patrocinados pelo NSF® para os professores, para
conduzir os professores a atualizagdo em Matematica Discreta e suas aplicagdes. Este
crescimento no conhecimento dos professores, o surgimento de topicos discretos em livros-
texto comerciais e a publicagdo de artigos tratando de Matematica Discreta na revista
Mathematics Teacher promoveu a causa da Matematica Discreta.

A inclusdo da Matematica Discreta como um padrdo de nivel secundario nos
Standards’ (1989) deu o impeto final para uma série de consideragdes do topico em todos os
programas da matematica escolar.

A declaragdo sobre Matematica Discreta nos Standards prevé, em parte, como segue:

(NCTM, 1989, p.176)

5 Kindergarden (pré): 5 anos

Elementary School (1-5): 1° ano (6 anos), 2% ano (7 anos), 3% ano (8 anos), 4° ano (9 anos) e

5% ano (10 anos).

Middle School (6-8): 6°ano (11 anos), 7*ano (12 anos) € 8 ano (13 anos).

High School (9-12): 9%ano- Freshman (14 anos), 10°ano- Sophomore (15 anos), 11°ano-Jr. high school
(16 anos) e 12%no-Senior high school (17 anos).

¢ National Science Foundation (Fundagio da Ciéncia Nacional)

7 Standards (1989): documento norte-americano Curriculum and Evaluation Standards for School
Mathematics (Padrdes de Curriculo e Avaliagdo para matematica escolar), organizado pelo NCTM -
National Council of Teachers of Mathematics (Conselho Nacional de Professores de Matematica).
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Nas séries de 9-12, a matematica deveria incluir topicos de matematica discreta para
que todos os estudantes pudessem:
- representar situagdes problema usando estruturas discretas tais como grafos finitos, matrizes,
seqiiéncias e relagdes de recorréncia;
- representar e analisar grafos finitos usando matrizes;
- desenvolver e analisar algoritmos;
- resolver problemas com enumerag¢ao e probabilidade finita;

E ainda em adig¢fo, estudantes que pretendem ir para universidade possam
- representar e resolver problemas usando programacao linear ¢ equagdes diferenca;
- investigar situa¢des problema que surgem em conex@o com a validacdo computacional ¢ a
aplicagéo de algoritmos.

Ainda nos Standards, comenta-se sobre o foco em 1991, apresentado por Dossey ao
abordar a Matematica Discreta:

Quando ndés movemos para o século vinte e um, informag¢do e sua
comunicagdo tem se tornado pelo menos tdo importantes quanto a produgéo
de bens materiais. Enquanto o mundo fisico ou material estd mais
freqlientemente modelado pela matematica continua, isto €, o célculo de
idéias prévias de algebra, geometria, e trigonometria, 0 mundo ndo material
do processamento da informagdo requer o uso da matematica discreta
(descontinua). A tecnologia computacional, também, exerce uma influéncia
bastante crescente na forma como a matematica ¢ criada e usada.
Computadores sdo essencialmente, maquinas finitas e discretas, ¢ assim
topicos de matematica discreta sdo essenciais para resolver problemas que
usam métodos computacionais. A luz destes fatos, ¢ crucial que todos os
estudantes tenham experiéncias com os conceitos € métodos da matematica
discreta. (1991, p.05)

E concluindo, Dossey diz:

A Matematica Discreta permite aos alunos explorarem situagdes problema
unicas que ndo sdo diretamente abordaveis através da escrita de uma
equacdo ou da aplicacdo de uma formula comum. Pede-se aos alunos que
frequentemente visualizem a situagdo através do desenvolvimento de um
modelo ou qualquer outra forma de representagdo. Outros cendrios pedem
por analisar casos especiais ou desenvolver uma solug¢do ao considerar um
problema mais simples envolvendo poucos casos. A teoria ndo requer
aprender um grande niamero de defini¢Ges e teoremas, mas realmente requer
uma mente afiada e inquisitiva (perspicaz e curiosa). Um desenvolvimento
cuidadoso do conteudo de Matematica Discreta, construir suas ligagdes ao
programa escolar atual, e intensificar as conexdes entre abordagens
continua e discreta para topicos, podem dar aos estudantes as oportunidades
pretendidas pelos Standards e necessdrias aos jovens adultos que se
preparam para entrar no mundo do trabalho no século vinte e um. (1991,
p.08)
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Veloso (1997, p.44) apresenta

Dois problemas que sdo exemplos de situagdes em que os alunos tém de
criar modelos eficazes de contagem sistematica. Esses modelos requerem
raciocinio critico mas nfo exigem muitos conhecimentos de matematica
formal, o que, segundo Gardiner (1991), é frequente em muitos problemas
que envolvem processos de Matematica Discreta.

Nesses problemas: “o jogo das torres de Hanoi” e “qual é o nimero maximo de
regides definidas?”, Veloso analisou estratégias de resolu¢do de problemas, aspectos
experimentais nos processos argumentativos e o uso das relagdes de recorréncia.

O primeiro, uma das versdes do jogo das Torres de Handi, utiliza de uma placa de
madeira, com trés hastes metalicas (ou de madeira) e trés “discos” de madeira, de didmetros
diferentes (d;, d, e d3). O objetivo desse jogo consiste em deslocar para uma das hastes (por
exemplo, a haste 3) a torre de trés discos colocada em uma delas (por exemplo, na haste 1),
com o nimero minimo de movimentos. Ha duas regras a seguir: s6 pode ser colocado um
disco de cada vez e ndo se pode sobrepor um disco de maior didmetro a um disco de didmetro
menor. Veloso descreve que o objetivo ao trabalhar com esse jogo ¢ o de valorizar
matematicamente as relacdes de recorréncia em processos de resolu¢do de problemas e
também permite trabalhar “boas” estratégias de resolu¢do de problemas envolvendo poucos
conhecimentos de matematica formal.

Nesta figura

A primeira parte do deslocamento dos discos, realizando um nimero minimo de
movimentos, ¢ feita do seguinte modo:

Mantendo o disco 3 na haste 1, desloca-se, em trés movimentos, a torre com os discos
1 e 2, da haste 1 para a haste 2. A haste 3 estd agora vazia e o disco 3 continua na haste 1. S6

entdo desloca-se o disco 3 para a haste 3.
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Finalmente, repete-se o processo de deslocamento com os discos 1 e 2, da haste 2 para

a haste 3.

Para o deslocamento de trés discos temos sete como o numero minimo de
movimentos. Se fizermos 0 mesmo processo com quatro discos, teremos pelo menos 15
movimentos. Desse modo, podemos organizar uma tabela, iniciando com 1 disco ¢ o

respectivo numero minimo de movimentos:

n° de discos (n) 1 2 3 4 | .. n
numero minimo  de 1 3 7 15| ... | 2my-; +1
movimentos (my)

Consideremos uma torre com n discos € o numero minimo de movimentos m, em
fungdo de n. Paran =1 temos m; = 1; Paran =2, temos my =2 - 1 + 1 = 3; Para n = 3, temos
m3 =2 -3+ 1 e Paran =4 teremos 15 movimentos, ou seja, 2 x 7 + 1. Pode-se entéo
conjecturar a seguinte relagdo de recorréncia: my, =2 m, 1 + 1, paran > 1, ne N. Outra
conjectura que expressa a mesma quantidade de movimentos poderia ser: m, =m, | +2"" h
paran = 1, ne N.

Uma outra relacdo de recorréncia que exprime o numero de movimentos m, em fungio
do nimero de discos n é: my=2"—1,n =1, ne N.

As trés formulas my=2my_ + 1, my=my_ 1 +2" 'e my=2"-1,n> 1, ne N, sdo
equivalentes pois representam o mesmo nimero minimo de movimentos.

Essas conjecturas poderiam tornar-se uma férmula que vale sempre, sio

demonstraveis a partir de condi¢gdes de equivaléncia.

O outro problema ¢ “Qual é o nimero maximo de regides definidas?”, cujo enunciado
¢: Qual é o nimero maximo de regides definidas no plano por n retas, ndo paralelas duas a
duas, e que se intersectam em pontos diferentes?

Os objetivos desse problema sdo: dar importdncia a aspectos experimentais nos
processos argumentativos ¢ compreender o processo gerador de novas regides utilizando a

relagdo de recorréncia como um modelo adequado.
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Se considerarmos uma reta, o plano fica “dividido” em duas regides:

T 2

T by

Se considerarmos duas retas, o plano fica ‘dividido” em quatro regides:

Observa-se que o fato de se pensar em zero retas nos leva a apenas uma regido, o
plano.

Essas contagens podem ser registradas na tabela a seguir:

n® de retas (n) 0 |1

i ¢ ji

n® (maximo) de regides definidas | 17 | 2 7
pelas retas (1)

Seja 1, o numero de regides definidas por n retas nas condi¢des do problema. Pode-se
conjecturar a seguinte relagdo de recorréncia: o numero de regides obtidas com n retas é igual
a soma de n com o nimero de regides definidas por (n — 1) retas.

Desse modo, temos: r,=n + 1, _ 1.

Esses dois problemas podem facilmente mostrar que, dentro do processo de contagem,
como parte da Matematica Discreta, trabalhando no conjunto dos numeros naturais néo ¢
necessario muito conhecimento matematico formal e que os conceitos novos construidos sdo
bastante fortes em si mesmos. Também, o que se observa ¢ que durante a contagem o aluno
pode apreciar o processo de recorréncia que o leva a construir uma conjectura e depois até

prova-la.
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2.3.2 A Historia da Analise Combinatoria

Tratamos a Matematica Discreta como um ramo da matematica do qual a Analise
Combinatéria faz parte. Descrevemos o que é Matematica Discreta, falamos sobre sua
importancia, sua forma de ensino e de quando se deu sua inser¢do no curriculo da matematica
escolar. Como forma de ver a Analise Combinatéria fazendo parte da Matematica Discreta,
propomos ao leitor o seguinte problema:

“Quantos numeros de dois algarismos distintos podemos formar com os algarismos
1,2,3,4,5,6,7,8,¢9?”

O objetivo desse problema é o de determinar a quantidade de numeros de dois
algarismos distintos formados apenas com os algarismos dados.

Suponhamos que o leitor pudesse iniciar sua resolugdo, por exemplo, do seguinte
modo: comecando com o algarismo 1 para dezena, poderia ter como algarismo das unidades,
2,3,4,5,6,7,8¢9. Entdo, como resposta haveria somente 8 nimeros possiveis. Comecando
com o algarismo 2 para a dezena, haveria também 8 niimeros. Assim por diante, seguindo o
mesmo raciocinio, chegar-se-ia a um total de 72 ntimeros, isto ¢, 9 x 8 nimeros.

E se um dos leitores respondesse: “encontrei 71 nimeros e meio!” Seria isso possivel?
Sabe-se que ndo, pois estamos tratando com entes discretos, ou seja, objetos separados, numa
quantidade discreta de nimeros descontinuos, consistindo de partes distintas e, assim, se esta
trabalhando com um conjunto finito de numeros. Logo, seria absurdo considerar-se que um
dos leitores pudesse encontrar 71 numeros e meio pois, na Matematica Discreta, seus
elementos sdo niimeros naturais.

Outros exemplos de situagdes de Matematica Discreta que poderiam ser apresentadas
sdo: a tela de uma televisdo ou de um computador, formados por milhares de linhas e colunas
(matriz) definindo uma colecdo de muitos pontos isolados que ndo formam um conjunto
continuo. As situa¢des acima retratam exemplos da Matematica Discreta ¢ seu estudo tem
grande destaque na area da Informatica. Temos que a tela do computador é uma estrutura com
um numero finito de pontos e muitas de suas propriedades podem ser entendidas dentro do
universo da Matematica Discreta.

Durante o trabalho em sala de aula, o professor de matematica ¢ frequentemente
abordado pelos alunos, que os questionam sobre o uso da Matematica no seu cotidiano.
Perguntas como “Para que eu preciso estudar a matematica que estou aprendendo?”” ou “Onde
eu vou usar essa matematica?” ou, ainda, “Para que é que eu preciso saber isso?” sdo

inevitaveis e, muitas vezes, ficam sem respostas.
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Na verdade, o que ocorre, muitas vezes, ¢ que os alunos ndo conseguem relacionar
aquilo que aprendem na escola com as agdes de seu dia a dia ou com as demais disciplinas
escolares. Uma possivel razdo para isso poderia estar no modo como o professor conduz sua
aula. No entanto, no intento de responder aos questionamentos dos alunos, acreditamos que o
professor poderia, muitas vezes, recorrer a Historia da Matematica. Esse ¢ um recurso que
pode motivar os alunos no inicio de cada novo contetido trabalhado, favorecendo um melhor
aprendizado. Essa é, também, uma maneira para se poder esclarecer ¢ compreender como um
determinado conteudo matematico foi construido, evoluindo ¢ chegando a resolver novos
problemas que surgem no mundo, atenuando as duvidas dos alunos ou até mesmo eliminando-
as.

O que dizer de um professor de matematica que, numa sala de segundo ano de Ensino
Meédio diga: — Hoje vamos comegar um topico novo. Vamos estudar Analise Combinatoria.

Que possiveis perguntas esse professor poderia ouvir:

— Que ¢ que ¢ isso professor? Nunca ouvi falar disso. Para que isso serve?...

Como recurso motivador, esse professor poderia comegar seu trabalho com alguns
problemas de Analise Combinatdria pertinentes a sua historia, desde que, preparado para isso,
tivesse feito uma pesquisa bibliografica para saber como se deu o desenvolvimento da Analise
Combinatéria. Dessa maneira, procuramos investigar o que vem a ser esse ramo da
Matematica que, muitas vezes, aterroriza alguns alunos, mas que, também, chega a despertar a
curiosidade em muitos outros.

Sabe-se que as origens da Analise Combinatoria sdo remotas. Datam dos primeiros
estudos sobre nuimeros figurados, feitos pelos gedmetras gregos entre os quais alguns da
escola pitagorica. O homem iniciou o processo de contagem devido a necessidade de
controlar a quantidade de coisas que possuia, como os animais ¢ os alimentos. Eles contavam
as coisas uma a uma e, para isso, utilizavam pedras, nés em cordas e, mais tarde, os nimeros
naturais. Mas alguns problemas do seu dia a dia ndo eram solucionados quando envolviam,
por exemplo, grandes quantidades, pois s6 sabiam contar um a um os seus objetos. Surgiu
entdo a necessidade de um outro método de contagem. Assim, esse progresso exigiu um novo
tipo de contagem que superou a simples enumeracdo dos objetos (ROSA, 1998, p.03).
Aparece entdo a nogdo de agrupamento de objetos de um conjunto, utilizando-se de certas
técnicas, ndo tendo assim a necessidade de conta-los um a um.

Levando-se em conta o fascinio que os jogos de azar sempre exerceram sobre os
homens, estimulando-os a achar maneiras mais segura de ganhar, ndo é de se espantar que,

desde ha muito, problemas relativos a jogos de cartas ou de dados tenham atraido a atengdo de
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pessoas com mentes mais especulativas. Em verdade, o desenvolvimento da Analise
Combinatoéria deve-se, em grande parte, a necessidade de se resolver problemas de contagem
originados na teoria das probabilidades.

Combinatéria ¢ o ramo da matematica preocupado com contagem, arranjamento e
ordem. Embora contemplado pela riqueza dos primeiros contribuintes, ja que ha referéncias
para problemas combinatérios no Velho Testamento, sua emergéncia como uma disciplina
separada ¢ frequentemente creditada ao matematico ¢ filésofo alemio Gottfried Wilhelm
Leibniz (1646-1716), em cujo tratado de 1666, “Dissertatio”, de arte combinatoria, foi talvez
a primeira monografia escrita sobre o assunto.

Ao iniciar o levantamento sobre o aspecto historico da Analise Combinatoria, ndo
encontramos muito material, a ndo ser na introdu¢o de alguns livros, académicos e didaticos,
que apresentam somente um breve tratamento historico sobre Combinatdria. Nos livros de
Histéria da Matematica, a localizacdo desse conteudo foi, por nos, detectada de forma esparsa.
Nesses livros, ela €, geralmente, abordada associada a outro conteido da Matematica Discreta
— a Probabilidade — que didaticamente € trabalhada depois da Analise Combinatoria.

Procurando seguir, de perto, uma breve sequéncia cronoldgica de fatos historicos,
podemos encontrar no livro History of Mathematics, de David Eugene Smith (1958, p.524), o
seguinte:

e Na Grécia antiga, esse assunto foi abordado com pouca atengio pelos escritores
gregos. Plutarco (séc. I), um desses escritores, contou que Xendcrates, o filésofo, por volta
de 350 a.C., calculou o mimero de possiveis silabas, 1002000000000, mas nio parece muito
provavel que esse calculo represente um calculo real de combinagdo. Plutarco também
declarou que Chrysippus, filésofo estdico, por volta de 207 a.C., encontrou o nimero de
combinagdes de dez axiomas, chegando a mais do que 1000000. Na verdade, ndo se tem
nenhuma evidéncia de teoria de combinag¢des entre os gregos.

e Os escritores romanos, tendo pouco interesse em qualquer aspecto da
Matematica, exceto no pratico, puseram quase nenhuma atengéo a teoria das combinagdes.

A excecdo principal foi Boethius que, por volta de 510, deu uma regra para encontrar as
o : . 1
combinagdes de » coisas tomadas duas a duas, que poderiam se expressar por En(n - 1) .

e Parece que os hindus também ndo tenham dado atengdo a esse assunto, até que
Bhaskara, (1114-1185), referiu-se ao assunto duas vezes em sua obra Lilavati. Ele afirmou
que uma ideia de permutagdes servia a métrica, dizendo: utiliza-se em métrica (...) para

achar as variagdes do metro; nas artes (como na arquitetura) para calcular as mudan¢as
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nas aberturas (de um edificio); e na musica, o esquema de permutagdes musicais;, na
medicina, as combinagdes de diferentes sabores. Bhaskara deu as regras para as
permutacdes de n coisas tomadas 7 a », com ou sem repeti¢do, e o nimero de combinagdes
de n coisas tomadas r a » sem repeti¢ao.

e Smith diz que, no inicio da Era Cristd, desenvolveu-se uma relacdo fechada
entre a matematica e a ciéncia mistica dos hebreus, conhecida como a Cabala. Isso levou a
crenga no misticismo dos agrupamentos e, entdo, ao estudo de permutagdes e combinagdes. A
primeira fonte judia nesse topico parece ter tido inicio com o mistico trabalho Sefer Jezira
(Livro da Criagdo), escrito algum tempo antes do oitavo século. Nele, como diz Katz (1993,
p-277), o autor desconhecido desse livro, calcula os varios caminhos nos quais as 22 letras do
alfabeto hebreu podiam ser arranjadas. Ele estava interessado nesse cdlculo porque os
misticos judeus acreditavam que essas letras tinham poderes magicos. Combinagdes
convenientes delas poderiam entdo dominar os poderes da natureza.

e Assuntos como esses parecem ter atraido a aten¢do dos escritores arabes e
judeus da Idade Média em conexdo com a Astronomia. Um estudo mais detalhado de
combinagdes foi levado avante por Rabbi ben Ezra, (1090-1167), que investigou a
Astronomia relacionada as conjungdes de planetas, acreditando que essas conjuncdes teriam
uma poderosa influéncia na vida humana. Buscando encontrar o nimero de maneiras nas
quais Saturno pudesse ser combinado com cada um dos outros planetas em particular, e em
geral, buscando o nimero de combinagdes dos planetas conhecidos tomados dois a dois, trés a
trés, e assim por diante. Ele sabia que o nimero de combinag¢des de sete coisas tomadas duas a
duas era igual ao numero tomado cinco a cinco, e, da mesma maneira, para trés e quatro e
para seis ¢ um. Ele ndo estabeleceu uma regra geral, mas parece ter tido consciéncia da regra
para encontrar as combinagdes de » coisas tomadas 7 a r.

e Levi ben Gerson (1288-1344), em sua obra Maassei Choscheb (Trabalho de
Calculo), escrita em 1321, levou esse assunto bastante adiante. Ele deu regras para a
permutacdo de n coisas tomadas todas juntas e também tomadas 7 a r, e para combinagéo de »
coisas tomadas r a r.

e Poucos anos depois, Nicole Oresme (1323-1382) escreveu, em 1360, o trabalho
Tractatus de figuratione potentiarum et mensurarum difformitatum, no qual ele apresentou a
soma dos numeros que representam as combinagdes de seis coisas tomadas 1 a1,2a 2,3 a 3,
4a4e5as. Eletambém apresentou essas combinagdes em detalhes, tais como ,Ce =15,

lendo-se ,Cg combinagdes de 6 elementos tomados 2 a 2, 3Cs = 20, lendo-se 3C¢ combinagdes
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de 6 elementos tomados 3 a 3, e assim por diante, ¢ claro que na forma retorica, e parece ter
conhecido a lei geral envolvida, embora ele ndo tenha estabelecido isso.

Katz (1993, p.415) diz que outro matematico que contribuiu para o estudo da Analise
Combinatéria foi Blaise Pascal (1623-1662), através do desenvolvimento do tridngulo
aritmético, o tridngulo de niimeros que era usado em varias partes do mundo havia mais de
500 anos. Pascal apresentou, em sua obra Triangle Arithmétique, o tridngulo aritmético

expresso em uma tabela:
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[ o v A a 3 / s
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10771

Figura 5: Tridngulo Aritmético apresentado por Pascal. Burton, D.M. The History of Mathematics: An
Introduction. p.458. McGraw-Hill Companies, 2007.

Na discussio dos resultados de Pascal, entretanto, sera mais claro usar uma tabela e

notagdo modernas para identificar as varias entradas no triangulo. O simbolo binomial
n r r . r o . . . .
p sera usado para nomear a k-ésima entrada na n-€¢sima linha (onde a coluna inicial e a

linha inicial sdo ambas numeradas por zero)
O tridngulo aritmético, agora geralmente conhecido como Tridngulo de Pascal, ¢ uma
tabela numérica infinita na forma triangular, onde a n-ésima linha do tridngulo lista os

coeficientes sucessivos da expansdo binomial de (x +y) ".
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Assim,
(x +y)° 1 Row 0
x4+ 1 1 Row 1
(x + -F)}' 1 2 1 Row 2
(x + ) 1 3 3 1 Row 3
x + 1 4 6 4 1 Row 4
(x+y)° 1 5 10 10 5 1 Row §

Figura 6: Tridngulo Aritmético. Burton, D.M. The History of Mathematics: An Introduction. p.456.
McGraw-Hill Companies, 2007.

Por exemplo, os nimeros 1 5 10 5 1 nalinha 5 sdo os coeficientes na expansdo de
x + y)5 . O inicio dos teoremas binomiais foram encontrados relativamente cedo no
desenvolvimento da matemética — a identidade (x + y)* = x> + 2 x y + y* ocorreu, na
linguagem geométrica, seguramente, no livro Il dos Elementos de Euclides. Assim as tabelas
dos coeficientes binomiais apareceram de uma forma ou de outra muito antes da publicacdo
do famoso Tridngulo de Pascal. E largamente um acidente da histéria que o tridngulo
aritmético levasse o nome de Blaise Pascal antes que de um dos seus muitos antecessores
neste arranjo de numeros.

Ele mostrou, usando uma notagéo diferente da apresentada por Nicole Oresme, que o
, . . ni,. , . .
nimero binomial i ¢ igual ao numero de combinagdes de » elementos tomados k a k.

Para resolver certos problemas de matematica, muitas vezes necessitamos do calculo
de poténcias de somas algébricas, por exemplo, (a+b)", onde a e b sdo nimeros quaisquer
en € N. Assim sabe-se que (a+b)> =a’ +2ab+b* e que (a+b)’ =a’ +3a’b+3ab”> +b’.

Para desenvolver a poténcia (a+b)’devemos efetuar, por definigdo, as seguintes
multiplicagdes: (a+b)-(a+b)-(a+b)-(a+b)-(a+b).

Aplicando a propriedade distributiva, ao fazer a multiplicag¢@o, de todas as maneiras
possiveis, dos cinco fatores (a+b), um dos termos possiveis seria a’h’. Porém, existem
variadas possibilidades que resultam no termo «’bh*. Para saber quantos termos iguais

a’b*serdo obtidos, depois de efetuadas todas as multiplicagdes possiveis, devemos calcular o
numero de modos diferentes de escolher a em trés dos cinco fatores (a+b) e b nos outros
dois. Note-se que, escolhido a em trés fatores, a escolha de b fica automaticamente
determinada nos fatores restantes. Assim, basta calcularmos o niimero de maneiras diferentes

de escolher a em trés dos cinco fatores. Esse nimero ¢ Cs3, onde ¢ lido combinagdes de 5
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elementos tomados 3 a 3. Portanto, o termo a’h” aparecera Cs3 vezes depois de efetuadas

todas as multiplicagdes. Raciocinando de maneira andloga para cada termo, tem-se que:
-Otermo a’ aparecera Cs 5 vezes.
-Otermo a‘h aparecera Cs 4 vezes.
- O termo a’b’ aparecera Cs, vezes.
- O termo ab’ aparecera Cs | vezes.

- O termo b’ aparecera Cs vezes.

Assim, podemos escrever:

(a+b)Y’=Css a’ +Csq a*h +Cs3 a’b’+Csy a’b’+ Csy ab® + Csg b’

Ou seja, ao comparar esse resultado com a multiplicagdo dos cinco fatores
(a+b)conclui-se que Cs5=1,Cs4=5,Cs,=10,Cs; =5, Csp = 1.

Entdo, (a+b)°’=1a’ +5 a*b +10 a’b*+ 10 a°b*+5 ab* +1b°.

O matematico Isaac Newton (1646-1727) demonstrou que:

(a+b)'= B R P S I W P AL Y i WX
0 1 2 k n

Sendo que o segundo membro da igualdade ¢ conhecido como o desenvolvimento do
bindmio de Newton.

Pascal mostrou também que as linhas de entrada no tridngulo aritmético sdo esses
mesmos coeficientes binomiais de Newton, isto €, os numeros na linha » sdo resultados das

expansdes de poténcias de (a + b), em que, na forma geral, se apresenta assim:

(a+b)"=> Cia'b"".
i=0

Jacques Bernoulli (1654-1705), em seu Ars Conjectandi, publicado postumamente em

2 EAEN
1713, usou a interpretagio de Pascal para demonstrar que (a+b)" =Z(,Ja" b'. A
i

i=0

segunda parte desse livro foi dedicada a teoria das combinagdes e permutagdes.



65

Dando valores paran € N, tem-se:
(a+b)°’=1
(a+b) =a+b
(a+b)* =a* +2ab+b*
(a+b)’ =a’ +3a’°b+3ab” +b’
(a+b)'=a* +4 a’b +6 a’b*+4 a b’+ b*
(a+byY’=a>+5a'b +10 a’°b°+ 10 a’b’+5 ab* + b’
(a+b)°=a’+6a’b +15a°b*> +20a°b> +15a°b* +6 a b° + b°

Formando um tridngulo com os coeficientes das expansdes feitas acima, tem-se:

Soma dos elementos de cada linha

Linha 0 1 1=2°
Linha 1 1 1 2=2!
Linha 2 1 2 1 4=2?
Linha 3 1 3 3 1 g§=2
Linha 4 1 4 6 4 1 16=2*
Linha 5 1 5 10 10 5 1 32=2°
Linha 6 1 6 15 20 15 6 1 64 =2°
Linha 7 1o 2e=h) =2 m=hn m=h o S, =2"
2 6 2
Onde,
n!

Cpo =t =1
7 0l(n—-0)!

n!

C,, = =n

T U(m-1)!

| —1)-

C .= n! _ (n—=1)-n

T 2(n=-2)! 2

n! (n=2)-(n—=1)-n

Cn3 = =

7 3 (n=3)! 6

c _ n! _(n=1)-n
2 (=2 (n—n+2)! 2
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n!
= =N
nl(n—n+1)!

n,n—1

n!
" i n-n)

Buscando um padréo para a soma dos elementos de cada linha, podemos conjecturar
que a soma dos elementos da n-ésima linha® ¢ igual a 2".

Outra forma de justificar a constru¢do do Tridngulo de Pascal ¢ a de fazer uso da
Relagdo de Stifel (1486-1567).

No livro Trotta et al (1979, p.44) 1é-se a seguinte questdo: “Qual ¢ a utilidade da
Relagdo de Stifel na obten¢do de desenvolvimento do tipo (x + a)"?”

Em seguida, os autores desse livro dizem que: “Na verdade, a Relacdo de Stifel é
utilissima na construgdo do Tridngulo de Pascal (...). De fato, ela nos informa que no
referido “tridngulo”, a soma de dois elementos consecutivos de uma mesma linha é igual ao
elemento da linha seguinte que esta abaixo da parcela que se encontra mais a direita:

W DG G |- ()

somados dio
(n+1) (n+1) (n+1 (M+I> (n+l) (H‘i’l
0 1 U Ap-1 P = n n+1
Figura 7: Construgdo do Tridngulo de Pascal 1. Trotta et al Matemdtica Aplicada: 2, 2° grau. p.44,
Sdo Paulo: Moderna, 1979.

Observando que em qualquer linha do Tridngulo de Pascal, o primeiro e o ultimo
elementos sdo iguais a 1, lembrando que apos a metade da linha os seus elementos comegcam

a se repetir, e utilizando a relacdo de Stifel, facilmente se constroem algumas de suas linhas:

coeficientes de (x +@)!
coeficientes de (x +a)® >
coeficientes de (x + a')3 =
coeficientes de (x + @)®
coeficientes de (x + @)° =

coeficientes de (x + a)6 —

Figura 8: Construgdo do Tridngulo de Pascal 2. Trotta et al Matemdtica Aplicada: 2, 2° grau. p.44,
Sdo Paulo: Moderna, 1979.

Demonstragdo no livro Introdugdo a Andlise Combinatéria, Santos, J.P., Mello, M.P., Murari,
I.T.C.,Campinas,SP: ed. da UNICAMP,1995.
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No livro Historia da Matemdtica, de C. Boyer, que se acredita que esse tridngulo foi
encontrado na China, e era conhecido por Chu Shih-Chieh, por volta de 1300, e, antes deles

pelos hindus e arabes. Sabe-se também que o matematico arabe Al-Karaji (fins do século X)

. : . 1 1
conhecia a lei de formag@o dos elementos do Tridngulo de Pascal, C,f:l =C f T4 C,f) . No

entanto ao tridngulo aritmético foi dado o nome de Pascal, devido as aplicagdes feitas por ele

na resolugdo de jogos.

O Tridngulo "de Pascal" represen-
tado em 1303 no frontispicio do
Ssu Yii Chien de Chu Shih-Chieh.
Chama-se "Figura do velho meéto-
do dos sete quadrados multiplica-
dores” e tabula os coeficientes bi-
nomiais até a oitava poténcia.
(Reproduzido de Joseph Needham,
Science and Civilization in China,
II1, 135)

Figura 9: Triangulo de Pascal representado em 1303. Boyer, C. B. Historia da Matemdtica.
Traducgdo: Elza F. Gomide. p.141, Sdo Paulo: Edgard Bliicher Ltda, 1974.

O primeiro aparecimento do tridngulo de Pascal no Ocidente foi no livro Rechnung de
Petrus Apianus (1495-1552). Nicolo Fontana (1499-1559), conhecido por Tartaglia,
relacionou os elementos do Tridngulo de Pascal com as poténcias de (x + y). Pascal publicou
um tratado em 1654 mostrando como utiliza-lo para achar os coeficientes de desenvolvimento
de (a+b)".

Outro matematico do século XVII, Hérigone (1634), realizou um trabalho sobre o
Triangulo de Pascal, mostrando a relagcdo entre a formagdo dos coeficientes binomiais e a
teoria das combinagdes, um assunto também tratado por Fermat e outros.

Segundo Morgado et al (1991, p.3), Isaac Newton (1646-1727) mostrou como calcular

diretamente (1 + x)" sem antes calcular (1 + x)" " '. Mostrou que cada coeficiente pode ser

. . , n n—r(n
determinado, usando o anterior, pela formula ( j = ( j .
r+1 r+1\r
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Euler (1707-1783) contribuiu para a Analise Combinatoria, em particular, para a
solucdo do Problema das Sete Pontes de Konigsberg, um teorema da Teoria dos Grafos que ¢
outro topico da Analise Combinatoria.

No século XX, o matematico hungaro George Polya (1887-1985) introduziu uma nova
técnica de enumeragdo, que tem se prestado as mais variadas aplicagdes, permitindo tratar, de
maneira unificada, desde a enumeracdo de isOmeros de uma substancia até a enumeracdo de
grafos, principalmente arvores. Um exemplo simples de aplicacdo da teoria de Polya é o de
determinar o numero de tetraedros regulares “diferentes” com faces pintadas com duas
cores, preto e branco, por exemplo. Podemos ter um tetraedro todo preto, outro todo branco,
um com uma face branca e as outras pretas, etc. Dois tetraedros sdo considerados
“diferentes” se um deles ndo pode ser obtido do outro por meio de rotacoes (MORGADO et
al, 1991, p.05)

O inglés F. P. Ramsey (1903-1930) criou outra teoria importante da Analise
Combinatéria, que garante a existéncia de certas conﬁguragéesg, onde se entende por
configuragdo qualquer conjunto formado por pontos, linhas e superficies.

Como exemplo tem-se 0 Teorema de Ramsey que afirma: se tivermos no plano um
conjunto de n pontos, n > 6, no qual ndo ha trés pontos colineares, entdo, se unirmos todos os
pontos, dois a dois, usando duas cores distintas, para tracar os segmentos de reta que unirdo os
pontos, entdo, forcosamente teremos formado um tridngulo cujos lados s@o todos da mesma
cor.

O primeiro livro sobre permutagdes foi escrito por Pacioli, Suma, em 1494, onde ele
mostra o numero de permutacdes de qualquer nimero de pessoas sentadas em uma mesa. Na
Inglaterra o assunto foi abordado por W. Buckley em 1540, que mostrou casos especiais de
combinagdes de » coisas tomadas r a r.

No século XVI o erudito Rabbi Moses Cordovero escreveu o Pardes Rimmonim
(1552), no qual apresenta um interessante tratamento de permutagdes e combinagdes,
mostrando algum conhecimento sobre leis gerais. Na mesma época Buteo além de discutir a
questdo do numero de possiveis lancamentos com quatro dados, dedicou-se ao problema de

uma combina¢do de um cadeado com varios cilindros méveis (fig.02).

? Teorema de Ramsey ¢ encontrado no livro Andlise Combinatdria e Probabilidades, IMPA, Rio de Janeiro,
1991.
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EARLY COMBINATION LOCK
From Buteo's Logistica, 1560 ed., p. 313

Figura 10: Cadeado com varios cilindros moéveis. Smith, D.E., History of Mathematics: Special topics

of Elementary Mathematics, v.2. p.527. New York: Dover Publications, 1958.

Outro trabalho do século XVII foi de Harriot, intitulado Artis Analyticae Praxis, onde
apresenta casos de combinacdes, utilizando produto de binomiais'®.

nn—D)n-2)..(n—r+1)

O primeiro autor a dar a regra geral que ,C, = o

foi Hérigone

no ano de 1634, onde , C, ¢ lido combinagdes de »n elementos tomados 7 a r.

Outros autores sobre a teoria de combinagdes foram: Huygens, Leibniz (Ars
combinatoria, 1666), Frénicle (4brégé des combinaisons, 1676), Wallis (De combinationibus,
alternationibus, et partibus aliqotis, tractatus, 1685), e um breve tratado de Spinoza (1632-
1677).

O primeiro trabalho de grande extensdo que ¢ dedicado ao assunto apareceu em Ars
Conjectandi (1713) de Jacques Bernoulli (1654-1705). Este trabalho contém a parte
essencial da teoria das combinagdes como conhecida até hoje. Nele aparece pela primeira
vez a palavra “permutagdo”. Desta concepcdo Leibniz usou “variationes” e Wallis adotou
“alternationes”. A palavra “combinagdo” foi usada, como atualmente, por Pascal ¢ Wallis.
Ja Leibniz usou “complexiones” para um termo geral, reservando “combinationes” para
grupos de dois elementos e “conternationes” para grupos de trés. Generalizou essa ideia
escrevendo da seguinte maneira: conZnatio, con3natio, e assim por diante.

Segundo Rosa (1998):

A partir de meados do século XVIII, a Andlise Combinatoria passou
a ser utilizada em varios ramos da Matematica como Estatistica,
Algebra, Probabilidade, Lodgica, etc., e em outras areas do
conhecimento humano como Biologia Molecular, Programagdo de
Computadores, Economia, Teoria da Programagdo para o Bom
Funcionamento da Empresa, etc. (p.04)

'9Um exemplo encontrado dessas combinagdes esta no livro Analise Combinatéria e Probabilidades IMPA,
Morgado ef al, Rio de Janeiro, 1991, p.527.
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Dentre os assuntos abordados em combinatdria, encontramos os anagramas, os quais
sdo formados utilizando todas as letras de uma mesma palavra, combinando-as de maneiras
diferentes, formando outras palavras com ou sem significado. Até o século XVII as revistas
cientificas quase ndo existiam e as descobertas que os cientistas faziam eram conhecidas
somente através de livros ou correspondéncias particulares. Mas esse procedimento criava
dificuldades enormes na publicacdo dos resultados originais, pois a impressdo de um livro
demorava muito tempo e trocar correspondéncias sobre novas descobertas era perigoso,
porque sempre existia a possibilidade de outros estudiosos se apossarem desses trabalhos,
assim os anagramas eram utilizados pelos cientistas como c6digos para se comunicarem com
segurang¢a. Os anagramas também foram amplamente utilizados durante as guerras ¢ trocas de
regimes politicos no decorrer da histéria

Além de todos os trabalhos citados desde a Antiguidade sobre o desenvolvimento da
Analise Combinatodria, essa teoria se estruturou através do estudo da teoria das probabilidades,
como se v& em Morgado et al (1991, p.06), “Em verdade, o desenvolvimento da Andlise
Combinatoria deve-se em grande parte a necessidade de resolver problemas de contagem
originados na teoria das probabilidades”.

No entanto, considerando a importancia da teoria das probabilidades numa melhor
sistematizagdo da Analise Combinatoria, faremos assim um breve historico sobre a
probabilidade, sendo que alguns matematicos continuaram seus estudos em combinatdria
dando sequéncia ao estudo de probabilidade.

Segundo Domingues (1991, p.57): “A correspondéncia entre Pascal e Fermat é um
dos marcos fundamentais na historia da teoria das probabilidades”. Pierre Fermat (1601-
1665) e Blaise Pascal (1623-1662) deram o ponto de partida para o desenvolvimento da
Teoria das Probabilidades. FEles investigaram e resolveram intimeros problemas
probabilisticos e deram inicio a um tratamento mais cuidadoso do calculo combinatorio.

Um jogador profissional da época, Antoine Gombaud (1607-1684), o Chevalier de
Meéré, recorreu a Pascal para examinar alguns problemas sobre os jogos e para explicar certas
contradigdes no seu raciocinio. Pascal se interessou pelo assunto e comegou a trocar
correspondéncia com Fermat, que também se interessou por essas questdes, discutindo os
resultados obtidos por eles.

No século XVI, o italiano de Pavia, Gerolamo Cardano (1501-1576), além de médico,
foi um dos grandes matematicos de todos os tempos. Cardano também gostava de jogar, “em

sua autobiografia De propria vita, ele confessa ter jogado diariamente: xadrez por mais de
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quarenta anos e dados por mais de vinte e cinco. Deve-se levar em conta porém que no
século XVI o jogo era o passatempo dominante” (DOMINGUES, 1993, p.57)

Ainda sobre os jogos, esse mesmo autor cita em outra obra: “Os jogos praticados
nessa época eram os jogos de dados e de cartas. Na Grécia e em Roma o jogo conquistou

tanto o povo, de um modo geral, que até leis eram feitas proibindo-o fora de certas épocas”
(DOMINGUES, ?, p.155)

Froma print in Sir Isaac Newton’s copy of Tradifé de Combinafrons,

by Remond de Monmore, Paris, 1711,

Figura 11: Sala de jogos do século XVIII. Bollobas, B. (contra-capa) Combinatorics. Cambridge,
1986.

Também nessa época jogava-se apostando dinheiro. Cardano gastava seu dinheiro em
apostas, desenvolvendo assim, mais profundamente, as técnicas de contagem e combinagdes,
contribuindo principalmente para o cdlculo das Probabilidades (ROSA, 1998, p.04).
Cardano escreveu um livro sobre a teoria das probabilidades Liber de ludo aleae, Sobre os
jogos de azar, (1550, mas publicado em 1663), contendo ironicamente conselhos sobre como
trapacear no jogo. No entanto, a Analise Combinatéria encontraria suas primeiras
sistematizagoes através de problemas ligados a jogos de azar (cartas, fichas, roletas ¢ dados).

Galileu Galilei (1564-1642) analisou problemas sobre os jogos de dados. Em um dos
problemas de combinatoria, datados do século XVI, Galileu questionou o porqué da soma dez
aparecer tdo frequentemente quando se jogam trés dados distintos.

O holandés Christian Huygens (1629-1695), também interessado na teoria das

probabilidades, publicou em 1657, De Ratiociniis in Ludo Aleae, O raciocinio sobre jogos
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de Azar. Segundo Barbosa (1966, p.19), Huygens foi também o criador do famoso e
importante conceito de esperanga Matemdtica'’.

Outros matematicos que colaboraram para o desenvolvimento posterior da teoria das
probabilidades foram: o suico Jacques Bernoulli (1654-1705), o alemdo Gottfried Wilhellm
Leibniz (1646-1716), o suico Leonhard Euler (1707-1783), os franceses Abraham de Moivre
(1667-1754), Pierre Simon de Laplace (1749-1827) com sua Théorie analytique des
probabilités; entre outros, como Joseph Lagrange (1736-1813), Thomas Bayes (1702-1761),
Bertrand, Poincaré e Borel.

Alguns matematicos da Russia deram intimeras e preciosas contribuigdes:
Tchebycheff, o oficial de artilharia Sabudski, Liapounoff, Andrey Markov (1856-1922),
Bernstein, Khintchine, Kolmogoroff (1903-?). Destaca-se também o italiano Guido
Castelnuovo (1865-1952), os escandinavos Thiele, Charlier, ¢ o austriaco Czuber. Father
Gregor Mendel (1822-1884) relatou probabilidade na genética; Karl Pearson (1857-1936)
aplicou probabilidade na Biologia, criando a area de bioestatistica; ¢ Norbert Wiener (1894-

1964) relatou que a probabilidade ¢ a ligacdo entre Fisica e Matematica.

2.3.3 Analise Combinatoria

Dentre as diversas defini¢cdes, do que vem a ser a Analise Combinatdria, destaca-se a
que esta relacionada com o Principio Fundamental de Contagem, também chamado de
Principio Multiplicativo, que diz: “Se um acontecimento A pode ocorrer de m maneiras
diferentes e se, para cada uma das m maneiras possiveis de ocorréncias de A, um segundo
acontecimento B pode ocorrer de » maneiras diferentes, entdo o nimero de maneiras de
ocorrer o acontecimento A seguido do acontecimento B ¢ m - n" '2. Segundo Pitombeira
(1986), “4 ’Andlise Combinatoria’ poderia ser chamada de ‘arte de contar’...” (p.21). Desse
modo, a Analise Combinatoria esta envolvida com o processo de contagem.

Porém, a Analise Combinatéria ndo estd relacionada apenas ao processo de

simplesmente contar mas, explorando os conceitos de combinagdo, de arranjo e de

"' Esperanga Matematica: de uma varidvel aleatéria discreta, é a soma dos produtos de cada valor da
variavel por sua respectiva probabilidade; de uma varidvel aleatéria continua, ¢ a integral do produto da

variavel por sua densidade de probabilidade.

2 BACHX, G.C., POPPE, L.M.B., TAVARES, R.N.O., Preltidio & Analise Combinatéria, Sio Paulo: Nacional,
1975.
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permutacdo, onde o dominio desses conceitos permite resolver os problemas de contagem de
certos tipos de subconjuntos de um conjunto finito, sem que seja necessario enumerar seus
elementos.

No entanto, verifica-se que a concepgdo acima citada é parcial. Existem outros tipos
de problemas ¢ a Analise Combinatoria possui técnicas para resolvé-los: como o principio da
inclusdo-exclusio; o principio das gavetas de Dirichlet; as fungdes geradoras; e a teoria de
Ramsey”.

Desse modo, a concep¢do da Analise Combinatoria se torna mais ampla, as
combinagdes, arranjos ¢ permutagdes sdo conceitos de uma parte elementar da Analise
Combinatéria. Assim, de maneira geral, podemos dizer que a Andlise Combinatoria é a parte
da Matemdtica que analisa estruturas e relagdes discretas. (MORGADO et al, 1991, p.01)

Outra concepgdo, agora dada por Ryser (1963, p.02), de Analise Combinatdria diz:

Muitos dos problemas estudados no passado para seu divertimento ou
apelo estético sdo de grande valor hoje tanto na ciéncia pura quanto
na aplicada. N3o muito tempo atras, planos projetivos finitos eram
considerados como uma curiosidade combinatéria. Hoje eles sdo
basicos nos fundamentos da geometria e na analise e planejamento de
experimentos. Nossa tecnologia com sua preocupag@o vital como o
discreto tem dado a matematica recreacional do passado uma nova e
séria intengao.

Mas, mais importante, a era moderna tem descoberto para as
combinatorias uma ampla gama de novos problemas fascinantes. Eles
surgiram em algebra abstrata, topologia, fundamentos da Matematica,
teoria dos grafos, teoria dos jogos, programacio linear, € em muitas
outras areas. A Analise Combinatoria sempre foi diversificada e,
durante nossos dias, esta diversificagdo tem aumentado muito. Nem
sdo seus muitos e variados problemas atacados com sucesso em
termos de uma teoria unificada. Muito do que tem-se dito até agora
aplica-se com igual forca para a Teoria dos Numeros. De fato,
Analise Combinatéria e Teoria dos Numeros sdo disciplinas irmas.
Elas compartilham uma certa interse¢do de conhecimento comum e
cada uma delas genuinamente enriquece a outra. A Matematica
Combinatdria apresenta-se como um atalho para muitas subdivisdes
da Matematica e ¢é isto que torna dificil uma defini¢do formal para
ela.

'3 Principio da inclusdo-exclusdo: é uma formula para contar o numero de elementos que pertencem a unido de
varios conjuntos ndo necessariamente disjuntos. Principio das gavetas de Dirichlet ou Principio da Casa dos
Pombos: Se forem dados n objetos, a serem colocados em, no mdximo, (n — 1) gavetas, entdo uma delas conterd
necessariamente mais do que um objeto. Ou, equivalentemente, se forem dados n objetos, a serem colocados em,
no mdximo, (n — 1) gavetas, entdo uma delas conterd pelo menos dois objetos. A demonstracdo e aplica¢des
desse principio podem ser encontradas na Revista do Professor de Matematica n°08, p.21-26, 1° semestre de
1986; Teoria de Ramsey: se tivermos no plano um conjunto de n pontos, n 2 6, no qual ndo ha trés pontos
colineares, entdo, se unirmos todos os pontos, dois a dois, usando duas cores distintas, para tragar os segmentos
de reta que unirdo os pontos, entdo, for¢osamente teremos formado um tridngulo cujos lados sdo todos da
mesma cor.
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Mas, por isso ou aquilo, ela se preocupa com o estudo dos
arranjamentos de elementos em conjuntos. Os elementos sdo
usualmente finitos em nimero e o arranjamento € restrito por certas
condi¢des limitantes impostas pelo problema particular tomado pela
investigacao.

Vimos, entdo, que a concepcdo de Analise Combinatdria ndo ¢ tdo simples. Mas,
recorrendo a Historia da Matematica, pudemos investigar como surgiu e se desenvolveu, na
humanidade, o interesse por ela.

A aprendizagem da Analise Combinatdria sempre se mostrou como um obstaculo aos
alunos da escola de nivel secundario. Trabalhar esse contetido, partindo-se de definigdes e
formulas, leva os estudantes a um trabalho mecanico que ndo lhes possibilita chegar a
compreensdo. A Analise Combinatéria € considerada, assim, um tdpico dificil de ser abordado
na sala de aula, pois geralmente ¢ trabalhada através de “formula-aplicagdo”, deixando
lacunas na compreensio dos conceitos de arranjo, permutacdo e combinagdo. Esse modo de o
professor trabalhar Analise Combinatdria interfere diretamente na aprendizagem do aluno.
Adotar outra metodologia, que permite a participagdo do aluno na construgdo desses
conceitos, pode contribuir para a aquisicio de uma compreensdo mais significativa, que
procura dar sentido a matematica construida, considerando o cotidiano do aluno e o trabalho
com problemas contextualizados. Assim, o papel do professor pode ser visto como
fundamental para que isso se efetive, exigindo do professor um planejamento que explicite
devidamente os objetivos de cada aula, as estratégias e os procedimentos selecionados para a
resolu¢do de problemas e, ainda, a adog@o de critérios de avaliagdo coerentes e justos.

Em geral, numa aula tradicional, onde as formulas ja foram apresentadas, os alunos
procuram identificar, entre elas, aquela que acreditam ser mais conveniente para arranjo, ou
permutacdo ou combinagdo, com o objetivo de poder resolver um problema. Isso, em geral
ocorre por eles ndo terem participado da construgdo desses conceitos € apenas os usam para
resolver o problema mecanicamente.

Como disse Hariki (1996, p.29)

Problemas combinatdrios sdo usualmente considerados dificeis pela maioria
dos alunos e professores de matematica. Talvez a principal dificuldade seja
a da conexdo correta entre o problema dado e a teoria matematica
correspondente. E dificil determinar se o problema combinatério dado é um
problema de arranjo, de permutagdo ou de combinagdo ou, entdo, se ¢
suficiente usar diretamente o principio multiplicativo.
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Faz-se necessario entdo um estudo que explore os conceitos primitivos da Analise
Combinatéria, o Principio Fundamental da Contagem ou os Principios Multiplicativo e
Aditivo, trabalhando de modo intuitivo com o aluno, descrevendo os casos possiveis,
formando agrupamentos e contando-os, utilizando técnicas de contagem com o auxilio da
arvore de possibilidades ou tabelas de dupla entrada. Na Proposta Curricular, 1992, p.83
(1%ed.1986), 1é-se Uma andlise adequada dos processos de formagdo de agrupamentos, pelos
alunos, evitara defeitos freqiientes entre os iniciantes, decorrentes da tendéncia de adivinhar
a resposta ou o processo de contagem.

Resolvendo os problemas com esse enfoque, dando-se o tempo necessario para
resolvé-los, deve se levar o aluno a sistematiza¢do da contagem bem como a sistematizagdo
dos conceitos de arranjo, permutacdo e combinagdo. Os problemas iniciais devem ser
elaborados com poucos elementos, através da solucdo intuitiva e da contagem direta, para
destacar quantas e quais sdo as possibilidades nesse tipo de abordagem. Os alunos poderdo
observar que a contagem direta ¢ impraticavel na maioria dos casos e constatardo que ¢
preciso perceber certas regularidades para desenvolverem técnicas de contagem apropriadas,
que generalizem as solugdes. Eles perceberdo que, ao contar ou fazer os agrupamentos através
das técnicas de contagem, estes se diferenciam pela ordem e/ou natureza dos elementos dados

no problema.

Técnicas de contagem sdo um tdpico fundamental na matematica discreta e
tém aplicagdes diretas como ferramentas gerais de resolu¢do de problemas.
Pensar com um ponto de vista combinatorio requer que os alunos explorem
criativamente os aspectos estruturais de uma situacdo-problema, com a
esperan¢a de reduzi-la ou a um caso mais simples ou a um problema
previamente resolvido. Como um resultado, muitas possibilidades de
solugdo sdo analisadas sistematicamente, € um conhecimento ttil ¢ ganho
tanto a partir de tentativas corretas quanto de incorretas. O processo geral ¢
raciocinio combinatorio ou “a arte de contar sem contar” (TOWNSEND
1987, apud JOHNSON, 1991, p.128)

Analisando as técnicas de contagem, com relagdo aos agrupamentos envolvidos nas
situacdes-problema, bem como o processo de formagdo dos agrupamentos, os alunos estardo
preparados para sistematizar os conceitos envolvidos na Analise Combinatéria e entender a
necessidade do uso de férmulas, chegando a solugdo de modo mais rapido, quando o nimero
de elementos envolvidos nos agrupamentos for grande.

Desse modo, a Analise Combinatoria esta relacionada essencialmente ao processo de
contagem de um numero de elementos de um conjunto, sem que haja a necessidade de

enumera-los.
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Nesse sentido, Roxo et al (1944, p.81) definem Analise Combinatdria assim:

Denomina-se andlise combinatéria ao estudo da formacfo, contagem e
propriedades dos agrupamentos que podem constituir-se, segundo
determinados critérios, com os objetos de uma coleg@o. Esses agrupamentos
distinguem-se, fundamentalmente, em trés espécies: arranjos, permutagdes e
combinagdes, e podem ser formados de objetos distintos ou repetidos.

Ao analisar livros didaticos, pode-se perceber que a maioria deles apresenta o contetido
de Analise Combinatoria, dando énfase a utilizagdo de formulas, sem a preocupacdo da
deducio das mesmas.

Isso ja nd3o ocorre no livro de Trotta et al (1979), que apresentam esse conteido
iniciando-o com a resolugcdo de problemas, de modo que o aluno possa desenvolver seu
raciocinio combinatorio partindo de processos de contagem. Posteriormente a esse primeiro
contato, nesse livro sdo apresentadas as defini¢des de arranjo, permutacio e combinacio:
“Dado um conjunto A formado por n elementos, e sendo p um numero inteiro positivo,
chama-se arranjo dos n elementos dados tomados p a p, a qualquer seqiiéncia de p elementos
formada com os elementos de A”. (p.11).

“Dado um conjunto A formado por n elementos, chama-se permutagdo desses n elementos, a
qualquer seqii€éncia de n elementos em que comparegam todos os elementos de A”. (p.19)
“Dado um conjunto A formado por n elementos, e sendo p um numero inteiro positivo,
chama-se combinagdo dos n elementos dados, tomados p a p, a qualquer subconjunto de A
que possua p elementos” (p.26)

Na bibliografia de Analise Combinatoria, Palangana (2001) cita a Teoria de Piaget,
dizendo que o desenvolvimento cognitivo do aluno compreende quatro estagios ou periodos:
sensorio-motor (do nascimento aos 2 anos); pré-operacional (2 a 7 anos); operacdes concretas
(7 a 12 anos) e operatdrio-formal (adolescéncia: 12 anos em diante). Nesse ultimo estagio,
Palangana (2001, p.29) afirma que ... o pensamento do adolescente opera através da Andlise
Combinatoria, da correlacdo e das formas de reversibilidade (inversdo e reciprocidade).

Diz também que

A combinatdria permite que se estabeleca qualquer classe ou relacdo,
através da reunido dos elementos um a um, dois a dois, trés a trés, etc. Essa
nova e importante habilidade se manifesta na capacidade que o adolescente
apresenta de ultrapassar os encaixes hierarquicos ou encadeamentos simples
dos agrupamentos e combinar entre si elementos de conjuntos diferentes, a
partir dos quais ele constrdi um outro conjunto. A combinatdria &
importante na medida em que possibilita uma nova légica, significa o
raciocinio sobre uma realidade dada em fun¢@o de todos os aspectos que
comporta e de todas as combinagdes possiveis. Essa capacidade se estende a
combinacdo de objetos e a de proposi¢des. Para tanto, o adolescente utiliza-
se da formula “falso” ou “verdadeiro” e de operacdes que até entdo nio
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dominava, tais como: as relagdes de implicacdo, disjuncdo, exclusdo,
incompatibilidade e implicacdo reciproca. (PALANGANA, 2001, p.29).

Os trabalhos “O Pensamento Combinatorio no Ensino Fundamental” de Paulo Roberto
Camara de Sousa e “Desmistificando a Andlise Combinatoria” de Milton Rosa, In: Cassol,
1998, ddo uma maior aten¢do aos conceitos ao invés da mecanizacio.

No artigo “Razonamiento combinatorio em alumnos de secundaria” (Raciocinio
combinatorio em alunos da escola secundaria), Navarro-Pelayo, Batanero e Godino (1996),
ressaltam que: a Andlise Combinatoria é um componente essencial da Matemdtica Discreta e,
como tal, tem um papel importante na matemdtica escolar (p.26). Esses autores apresentam
um questionario sobre a Analise Combinatdria, para avaliar o raciocinio combinatdrio de 720
alunos, de 14 e 15 anos. Mas, apesar de se tratar de uma intervengéo na sala de aula, eles, os
autores, ndo trabalham com a metodologia de ensino-aprendizagem-avaliacdo de Matematica
através da Resolugdo de Problemas, que € nossa linha de trabalho.

A Proposta Curricular, para o Ensino de Matematica do Estado de S3o Paulo (1992),
apresenta, como objetivo geral para o ensino de Andlise Combinatéria desenvolver o
raciocinio combinatorio, tendo em vista: a familiarizacdo do aluno com problemas que
envolvem contagem; a sistematizag¢io da contagem; a sistematizacdo dos conceitos de arranjo,
permutacdo e combinacdo simples. (Secretaria da Educacdo, 1992, p.29).

Neste trabalho temos como objetivo central, trabalhar a Analise Combinatdria na sala
de aula com os alunos, adotando a metodologia de ensino-aprendizagem-avaliacdo de
Matematica através da resolu¢do de problemas. E como objetivos especificos: verificar a
potencialidade de um trabalho de investigacdo, sem depender de formulas previamente
determinadas (analisando os processos de formagdo de agrupamentos); explorar situa¢des-
problema numa abordagem do cotidiano em sala de aula; permitir ao aluno buscar solugdes
proprias através de técnicas de contagem; e desenvolver o raciocinio combinatdrio para a
formalizag@o posterior. Em outro momento, trabalhar a Analise Combinatdria, fazendo uso da
mesma metodologia de trabalho, com professores em formacdo continuada. Também, em um
outro momento, como pesquisadora desenvolver pesquisa nessa area.

Através do desenvolvimento do raciocinio combinatdrio, pode-se contribuir para que a
Analise Combinatdria seja um conteudo significativo para o aluno, para o professor ¢ para o
pesquisador, pois esse tipo de raciocinio estd presente em muitas situacdes do cotidiano.
Porém, percebem-se as imensas dificuldades que os alunos tém diante desse contetido. Este
lhes ¢, geralmente, ensinado através de “foérmula-aplicagdo”, tornando-se um ensino

mecanizado onde ndo sdo desenvolvidos os conceitos primitivos da Analise Combinatdria,
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como o Principio Multiplicativo, também chamado Principio Fundamental da Contagem.
Desse modo, a necessidade de se buscar caminhos alternativos, para a sala de aula, vem
auxiliar o professor em seu trabalho com a Analise Combinatéria. E trabalho importante
também para o pesquisador que busca caminhos para orientar professores que, por sua vez

devem, levar os alunos a compreenséo desse conteudo.

2.3.3.1 Analise do tépico Analise Combinatdria, nos livros didaticos, em

ordem cronolégica

No livro Exame de Textos: Andlise de livros de Matemdtica para o Ensino Médio,
organizado por Lima et al (2001), s@o utilizados alguns critérios para a analise de doze
colecdes de livros didaticos do Ensino Médio: conceituagdo (erros, excesso de formalismo,
linguagem inadequada, imprecisdo, obscuridade, confusdo de conceitos, conexdes);
manipulacdo; aplicacdo; qualidade didatica; adequagdo do livro a realidade atual e ao papel
educativo da avaliacdo. Com base nesse livro, estabelecemos alguns critérios para analisar
livros didaticos com o objetivo de saber como a Analise Combinatoria é neles abordada. Os
critérios, por nos selecionados para analise, foram: 1) Se ao trabalhar Analise Combinatdria os
autores partem ou ndo de problemas; 2) Se o livro didatico motiva e sugere um trabalho
colaborativo com os alunos; 3) Se a formalizagdo dos conceitos de Analise Combinatoria ¢
feita antes do problema dado, durante a resolu¢do do problema ou depois do problema
resolvido; 4) Se o livro é um dos recursos didaticos que pode contribuir para o trabalho do
professor em sala de aula.

Os treze livros analisados estdo dispostos em ordem cronologica: livros das décadas de
40, 50, 60, 70, 90 e anos 2000. Sio descritas, no inicio da analise de cada livro, suas
caracteristicas gerais ¢ aquela que distingue mais fortemente um do outro no trabalho com
Analise Combinatoria; ¢ as informagdes obtidas no cumprimento dos critérios, ja citados ¢

enumerados de 1 a 4.

Década de 40

Matematica 2° ciclo — 2° série

Euclides Roxo, Roberto Peixoto, Haroldo Cunha, Dacorso Netto

Livraria Francisco Alves, 2° ed., Sdo Paulo, 1944.
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Caracteristicas gerais:

Ha mais formalidade e rigor na expressdo dos conceitos; € o livro recorre com
frequéncia a demonstracdo. Faz uso da historia da Analise Combinatdria. O livro apresenta
informagdes sobre a origem da Andlise Combinatéria nas notas de rodapé. S@o notas
historicas que descrevem os matematicos que contribuiram e participaram do

desenvolvimento desse conteudo.

Anadlise dos critérios estabelecidos:

1) O livro inicia com a defini¢do de Analise Combinatéria e ndo parte de problemas, os quais
sdo apenas encontrados no final do capitulo (50 problemas), como exercicios propostos para
ao alunos. Em sua maioria ndo sdo problemas relacionados ao cotidiano e envolvem ntimeros
(mamero de algarismos, quantidade de nimeros) ou letras (agrupamentos de letras).

2) O livro apresenta notas histoéricas que podem instigar a curiosidade dos alunos em relagdo a
Analise Combinatoria, colaborando para a valorizagdo e a importancia desse topico.
Entretanto, ndo se refere a um trabalho colaborativo entre os alunos em grupos. Apresenta a
defini¢do dos conceitos logo no inicio, o que pode dificultar a aprendizagem.

3) Quanto a ordem da construgdo dos conceitos de Analise Combinatoéria, o livro comega com
arranjos formados com objetos distintos, definindo-os de inicio e, através de um exemplo,
formaliza o conceito de arranjo, explicitando a férmula para o calculo do nimero de arranjos
distintos.

Em seguida, através de uma restri¢do a defini¢do de arranjo, a de que em todos os
agrupamentos os elementos sejam sempre considerados, define permutacdo e apresenta a
formula para o calculo do numero de permutacdes. Apresenta uma formagdo sistematica'® dos
arranjos ¢ das permutagdes e apresenta a formula para o calculo do nimero de permutacdes.
Faz uma formagdo sistematica dos arranjos ¢ das permutagdes, isto €, a partir dos arranjos
determinam todas as permutagdes. A seguir apresenta, formalmente, permutagdo fundamental,
inversdo numa permutagdo, classe de uma permutacdo, Teorema de Bezout e permutacdes
circulares. Define combinagfo, seguida da férmula para o calculo do nimero de combinagdes
com objetos distintos, através de um exemplo. Em seguida, apresenta outros exemplos
visando a fixacdo dos conceitos definidos. Apresenta, ainda, o Tridngulo Aritmético de Pascal
e, por fim, a defini¢do, de arranjos, permutacdes e combinagdes com repeticdo. Esse capitulo

finaliza com uma série de exercicios propostos.

14 - 1
Sistematica: ordenada, metodica.
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Ap6s a apresentacdo de um exemplo sobre arranjos, € citada, em uma observagdo, a
definicdo de fatorial, na nota de rodapé. Nessa mesma observagdo apresenta a notagdo de
fatorial e a convengdode que 0! =1e 1! =1.

4) O professor, ao utilizar esse livro, segue o modelo tradicional usado em uma sala de aula
onde os conceitos sdo definidos logo no inicio, ndo permitindo a participagdo dos alunos na
construcdo dos mesmos através de problemas. O ensino, nesse livro, se apresenta totalmente

centrado no professor.

Década de 50

Matematica — 2°* série colegial

Edison Farah, Benedito Castrucci

Editora Brasil S/A. Sao Paulo, 1956.

Caracteristicas gerais:
Este livro apresenta caracteristicas semelhantes as do livro da década de 40.

Entretanto, neste livro ndo ha notas histéricas como o de Roxo et al.

Analise dos critérios estabelecidos:
1) Os autores iniciam o conteudo de Analise Combinatoria com a resolugdo de um problema
simples e discutem sobre o modo de resolvé-lo, como se estendessem o problema ao lhe
acrescentar mais dados, dando margem a sistematizacdo da definicio de Analise
Combinatoria.
2) Este livro tem uma estrutura bastante semelhante a do livro anterior, mas difere pela
maneira que resolve um problema, logo no inicio, considerando poucos elementos e
estendendo a resolug@o para o caso de ter mais elementos. Acreditamos que, desse modo, o
aluno pode compreender melhor os conceitos envolvidos.
3) Para se referir a uma formagao sistematica e metddica dos elementos de um conjunto em
agrupamentos, os autores deste livro falam em disposic@o, para expressar a distribuicdo dos
elementos, havendo repeticdo ou ndo, seguindo algum critério. Chamam os arranjos, as
permutacdes e as combinagdes de particulares sistemas de disposicoes.

Definem arranjos simples e, em seguida, apresentam um exemplo e discutem sobre sua
resolugdo. Depois, a formula para o calculo do numero de arranjos ¢ apresentada apds sua
deducdo, onde ¢é explicitado cada passo feito. Ha excesso de formalizagdo. A permutacdo ¢

definida como um caso particular de arranjo, onde o que difere ¢ a ordem dos elementos. A
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partir da defini¢do de permutagéo, os autores ddo a defini¢do de fatorial. Apresentam a seguir:
inversdes numa permutagdo, classe de uma permutacdo, permutacio fundamental, Teorema de
Bezout. Definem permutagdes simples com elementos repetidos através de um problema. A
seguir ¢ feita a dedugdo da formula, explicitando cada passo formalmente. Por ultimo ¢
definida combinac¢do, seguida de exemplo e da deducdo da formula. Apresentam também o
Triangulo de Pascal. Finalizam o capitulo com oito exercicios resolvidos e dez propostos, a

maioria contextualizados.

4) Ensino tradicional e muito parecido ao livro da década de 40, embora ndo apresente notas

historicas.

Década de 60
Matematica — curso colegial — vol II

School Mathematics Study Group - SMSG

Edicdo preliminar, Editora - Centro de Publicacdes Técnicas da Alianca, Rio de Janeiro, 1964

Caracteristicas gerais:
Neste livro, os autores apresentam a Analise Combinatoria evidenciando que o tipo de
raciocinio exigido nesse topico requer do aluno maior amadurecimento em relagdo aos

conteudos vistos anteriormente.

Ele esta apoiado na Matematica Moderna e apresenta bastante formaliza¢do. Trabalha
com o processo de contagem, fundamentado na Teoria dos Conjuntos, através de trés ideias:
relacdo ou correspondéncia biunivoca, adigdo e multiplicacdo. Os conceitos de Analise
Combinatoéria sdo trabalhados a partir da resolugdo de problemas contextualizados. Apenas
abordam os conceitos de permutagdes e combinacdes, deixando as ideias de arranjo como

uma conjugagdo desses dois conceitos.

Analise dos critérios estabelecidos:
1) O capitulo de Andlise Combinatoria neste livro inicia com uma introducdo apresentando
trés ideias fundamentais sobre o processo de contagem: relagdo ou correspondéncia
biunivoca, adi¢do e multiplicagdo e discute essas ideias através de um exemplo: provar que

n(n+1)

1+243+...+n= . Na sequéncia, apresenta um conjunto de problemas resolvidos e

outros propostos.
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2) Apesar de sempre iniciar com problemas e de apresentar exemplos, o livro, da época do
Movimento da Matematica Moderna, tem excesso de formalizagdo, o que, para o aluno, se
torna mais complexo quanto a compreensdo dos conceitos elaborados.

3) O livro cita algumas situagdes em que € utilizado o processo de contagem. Seu objetivo ¢
dar énfase a teoria, aos métodos, ¢ as ideias que eles ilustram e, muito raramente, ao “valor
pratico” das suas respostas. Os autores citaram que os computadores poderiam resolver os
problemas de contagem mas que o seu objetivo nesse livro € o oposto, ou seja, é o de resolver
os problemas sem enumerar, de fato, todas as possibilidades de resposta. Eles falam em
métodos para resolver problemas.

O livro apresenta problemas contextualizados e, na resolu¢do de um deles, enuncia o

Principio Multiplicativo e na resolug¢do de outro, uma sua extensdo, mas sem nomear e€sse
Principio. No final desse topico propde 22 problemas com boas ideias de aplicagao.
Para definir permutagdo, com ou sem repeticdo, através de uma situagdo-problema ¢ utilizada
uma tabela. Em seguida, é deduzida a férmula para o calculo do nimero de permutagdes
feitas. O conceito de fatorial aparece quando se define permutag@o e ¢ usado nas aplicagdes de
férmulas. Seguem varios problemas relacionados a permutagao.

Os autores desse livro definem combinag@o por meio da resolucdo de um problema.
Também, resolvendo um problema, deduzem a férmula para o calculo do numero de
combinagdes. Esse tdpico termina com um conjunto de problemas propostos. Apenas
abordam os conceitos de permutagdes e combinacdes, deixando as ideias de arranjo como
uma mescla dos dois.

4) O livro apresenta o conteido de Analise Combinatoria de modo diferente do usado no
ensino tradicional, explicitando, de inicio através de exemplos, as ideias fundamentais e
importantes relacionadas ao processo de contagem. Agindo assim, o trabalho desse contetdo
realizado pelo professor, torna-se mais significativo pois pode contribuir para um melhor
entendimento dos conceitos da Analise Combinatoria ¢ os problemas podem despertar a
curiosidade dos alunos. Esse livro tem um guia para o professor, um manual que da

orientacdes sobre o objetivo de cada item trabalhado.

Matematica para o 2° ano colegial

Ary Quintella — 4* edicdo — provavelmente década de 60

Companhia Editora Nacional, Sdo Paulo
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Caracteristicas gerais:

Neste livro ha uma apresentacdo razoavelmente formal do topico Analise
Combinatéria. De inicio apresenta-se as definicdes de arranjo, permutacdo e combinacdo
através de formulas. O Teorema Fundamental relativo & constru¢do do nimero de arranjos ¢
desenvolvido a partir da formula dada para arranjos. Diferente do visto nos livros anteriores,
estes apresentam trés importantes propriedades das combina¢des que com seu uso facilitam o

célculo das combinagdes.

Andlise dos critérios estabelecidos:

1) O trabalho neste livro ndo inicia o conteiido com problemas. Estes aparecem somente no
final do capitulo.

2) O livro apresenta uma tabela com formulas e as vezes, sua formalizagdo que podem
dificultar a compreensdo dos conceitos envolvidos na Analise Combinatoria. A lista de
problemas ¢ apresentada somente no final do capitulo, ndo favorecendo a participacdo dos
alunos durante a resolucdo do problema, pois a definicdo dos conceitos ja é apresentada no
inicio.

3) Iniciando com as defini¢des de: Analise Combinatdria como estudo de agrupamentos que
podem ser formados com os elementos de um conjunto finito, seguindo leis prefixadas;
agrupamentos simples: permutacdo, combinacdo e arranjo; € com repetigio ou completos;
taxa ou classe: ¢ o numero de elementos do conjunto considerado em cada grupo; fatorial.

A seguir classifica os agrupamentos simples como sendo de trés tipos: arranjos ou
disposi¢des simples; permutagdes; ¢ combinac¢des simples. Seguem as defini¢des desses
agrupamentos referindo-se a ordem e a natureza dos elementos, de modo bem resumido,
iniciando com arranjos, depois permutagéo e combinac¢do, como casos particulares de arranjo.

Apresenta, no topico Formagio dos arranjos simples, o Teorema Fundamental.

Apresenta, a seguir, formula para o calculo do nimero de arranjos, de permutacdes,
convencionando 0! = 1; inversdo, classe de uma permutagdo; Teorema de Bezout com
demonstragdo; permutacdo com repeti¢do; formula do numero de combinagdes simples; e
propriedades das combinagdes simples, 1*) Duas combinagdes de taxas complementares sdo

iguais; 2%) Dado um conjunto de » elementos, o nimero de combina¢des de taxa p em que

figuram k elementos determinados (k<p) é C ,f’__kk ; € 3%) Dado um conjunto de » elementos, o

, oo ~ el
numero de combinagdes de taxa p em que ndo figuram k desses elementos ¢ C, |
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No final do capitulo, apresenta um quadro com as féormulas de cada agrupamento
seguido de varios exercicios. Cita a defini¢do de fatorial e seu uso aparece no calculo do
numero de agrupamentos.

4) O livro apresenta o conteido de modo tradicional, iniciando com as defini¢des seguidas por
poucos exemplos. Ha formalizacdo na demonstracdo dos teoremas. Para o professor, a
dificuldade estaria em selecionar problemas que levassem ao processo de contagem (o que
ndo aparece no livro) e também que os alunos pudessem participar da construgdo dos

conceitos desse topico.

Década 70

Preltidio a Analise Combinatéria

Arago de C. Bachx, Luiz M. B. Poppe, Raymundo N. O. Tavares
Editora Nacional, Sdo Paulo, 1975.

Caracteristicas gerais:

Este livro trabalha dentro das ideias da Matematica Moderna, na qual sua notagéo se
apoia na linguagem da Teoria dos Conjuntos, uma linguagem universal, concisa e precisa. Um
dos autores desse livro, Arago Bachx, foi aluno de Papy no Centro Belga de Pedagogia da
Matematica. Na apresentacdo desse livro ha uma reflexdo sobre o conceito de Analise
Combinatéria. Seus autores evidenciam a importancia do Principio Multiplicativo como
basico para a conceituagdo da Analise Combinatéria, e dizem que as formulas aparecem de
modo espontaneo, onde os alunos formam e identificam os grupos de objetos.

O livro apresenta muitos problemas e, como Quintella, demonstra propriedades das
combinagdes. Dentre os livros consultados, esse foi o unico a falar em conceitos primitivos
para a teoria da Analise Combinatoria, chamando-os de termos primitivos e indicando-os por
acontecimento, ocorréncia de um acontecimento e agrupamento.

Dando inicio a cada uma das suas atividades, parte de um problema simples, o estende
para outras situacdes e, por fim, define o conceito pretendido. Assim, no prefacio, revelam
que Analise Combinatoria sempre foi um contetudo considerado dificil para os alunos. Falam
do Principio Multiplicativo, generalizam problemas, deduzem férmulas e definem a Analise
Combinatéria como sendo “o ramo da Matematica que permite resolver problemas em que,
basicamente, ¢ necessario “escolher e arrumar” os objetos de um conjunto”. Esses autores
desenvolvem o estudo da Analise Combinatoria com base no Principio Multiplicativo e nos

conceitos primitivos.
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Analise dos critérios estabelecidos:

1) Iniciam com problemas e, em seguida, enunciam o Principio Multiplicativo. Apresentam
novos problemas e, na sequéncia, a extensao do Principio Multiplicativo. No final do capitulo,
deixam 54 problemas propostos.

2) O livro permite um trabalho colaborativo do professor com os alunos. A partir dos
conceitos primitivos apresentados pelo professor, o aluno pode organizar melhor os dados do
problema e entender, de modo mais significativo, a constru¢do dos conceitos envolvidos na
Analise Combinatoria.

3) Inicia com o Principio Multiplicativo, usa o conceito de fatorial definido e define
permutacdes de objetos distintos apresentando um exemplo. A seguir problemas em diferentes
contextos sdo resolvidos e outros sdo propostos. Na sequéncia, apresentam permutacdes
circulares, combinagdes: definicdo, exemplo e deducdo da férmula; combinagio
complementar; novos problemas resolvidos e propostos; permutagdes com objetos
indistinguiveis (repetidos), e faz a dedugdo da férmula; equagdes lineares com coeficientes
unitarios; propriedades das combina¢des; Triangulo de Pascal; poténcia de um bindmio -
Foérmula de Newton com a devida formalizagdo; potenciagdo de polindmios; cardinalidade da
unido e combinatoria.

Apresentacdo no apéndice I: Teorema da Indu¢do Matematica; no apéndice II:
somatodrios; no apéndice III: arranjos simples, arranjos com repeti¢do, combinagdes com
repeticao.

Define fatorial no capitulo II e apresenta exercicios resolvidos e exercicios propostos.
Nesse capitulo aparece, também, no apéndice III, a definicdo de fatorial

Isen=0oun=1
{n~(n—l)~...-3-2~1,sen>1'

4) O livro apresenta uma sequéncia didatica, iniciando com o Principio Multiplicativo. Ha
varios problemas uteis ao professor para motivar ¢ incentivar os alunos no estudo da Analise

Combinatoéria. Nesse método de trabalho, o ensino é centrado no professor.

Matematica Aplicada: 2, 2° grau

Fernando Trotta, Luiz Marcio Pereira Imenes, José Jakubovic

Editora Moderna, Sdo Paulo, 1979.
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Caracteristicas gerais:

Este livro vem acompanhado de um manual para o professor. Faz aplicagdes praticas
dos modelos nele criados; trabalha tépicos da Histéria da Matematica; trabalha com
interdisciplinaridade, ou seja, faz a integracdo com outras disciplinas em aplicagdes. Os
autores acreditam que trabalhar Anéalise Combinatoria ¢ de fundamental importancia para a
formag¢do matematica do aluno. O capitulo I nesse livro sobre Analise Combinatoria,
apresenta inicialmente uma cole¢do de exercicios sobre contagem. Dizem seus autores aos
alunos, que a resolugdo desses exercicios exigira bastante de seu raciocinio mas que, em
compensagdo, ndo exigira conhecimentos anteriores de Matematica.

Os autores dizem acreditar que a melhor e mais rdpida maneira de se tomar contato
inicial com a Analise Combinatéria é resolver o primeiro exercicio e deixar outros propostos
para serem resolvidos entre os colegas, ao trocarem ideias uns com os outros. O primeiro
problema apresentado ¢ resolvido com muitos detalhes e explicagdes e depois sdo deixados 9
problemas para serem resolvidos pelos alunos, com o espirito de fixacdo do conceito.

Nesse livro arranjo ¢ definido, na pagina 11, por “Dado um conjunto A formado por n
elementos, e sendo p um numero inteiro positivo, chama-se arranjo dos » elementos dados,
tomados p a p, a qualquer sequéncia de p elementos formada com os elementos de A”, a
combinagdo ¢ vista como um subconjunto do conjunto dos arranjos e a permutagdo ¢é vista
como qualquer sequéncia de n elementos em que comparecem todos os elementos do conjunto
A.

Analise dos critérios estabelecidos:

1) O capitulo de Andlise Combinatoria se inicia com problemas praticos, visando ao
desenvolvimento do raciocinio aritmético do aluno, essencial para seu desenvolvimento. Os
autores citam que nesses problemas, de inicio os alunos ndo estdo em condigdes de resolvé-
los. Portanto, deverdo ser orientados a efetuar inumeras observagdes que servirdo de base para
a construgdo dos conceitos e das técnicas para resolver os problemas dados.

2) O livro pode contribuir para um trabalho colaborativo entre professores e alunos, pois
apresenta problemas contextualizados que fazem com que os alunos tenham mais interesse
pelo assunto e se envolvam com as resolugdes dos problemas trocando ideias com seus
colegas.

3) Inicialmente sera explorado o raciocinio multiplicativo, depois da criagdo de modelos em
Analise Combinatdria: arranjos, permutacdes e combinagdes. As permutagdes sdo
apresentadas como um caso particular de arranjos sem repeticdo e ensejam o aparecimento do

fatorial de n. As combinag¢des serdo definidas como subconjuntos de um conjunto dado.
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Os autores organizaram a seguinte sequéncia para o trabalho do topico Analise
Combinatéria com os alunos:
a) desenvolver o “raciocinio multiplicativo” nos alunos através da resolugdo de problemas de
contagem, acreditando que nessa fase se deva dar ao aluno tempo para descobertas.
b) os alunos devem perceber que ha muita coisa em comum na resolu¢do dos exercicios
dados, dando ao professor, condi¢des de apresentar a idéia de criagdo de modelos em Analise
Combinatoria.
¢) a apresentagdo dos modelos na seguinte ordem: 1°) arranjos — a defini¢do de arranjos em
geral e, como caso particular, sdo definidos os arranjos sem repeti¢do ou simples. Os arranjos
sdo definidos como sequéncias de elementos e a deducdo do numero de arranjos surge
naturalmente a partir dos raciocinios feitos. 2°) permutacdes — s@o definidas como um caso
particular de arranjos sem repeti¢do ¢ ensejam a oportunidade do aparecimento do conceito de
fatorial, n!. Termina esse tdpico com exercicios. 3°) combina¢des — sdo definidas como
subconjuntos de um conjunto dado. Posteriormente, ¢ feita a dedu¢do do numero de
combinagdes, envolvendo os conceitos de arranjos, permutagdes ¢ combinagdes, bem como
raciocinios aritméticos essenciais. Apds essa deducio sdo resolvidos e propostos exercicios e
os alunos deverdo decidir que modelo sera usado em cada situagdo, sendo que em algumas,
tera que conjuminar varios modelos conhecidos.
d) Trabalham o Bindmio de Newton relacionando-o com o modelo-combinac&o.
e) A ideia de anagrama ¢é apresentada ensejando a criagdo das permutagdes com repeticao;
4) Os autores criticam o modelo tradicional, chamado por eles de método axiomatico-
dedutivo. Os alunos deverdo, para resolver um problema dado, fazer observagdes que servirdo
de apoio para a criacdo de conceitos e técnicas que permitam encontrar a solugdo do
problema. Tendo como guia o manual, o professor teria um trabalho mais produtivo na sala de

aula pois ele apresenta uma sequéncia didatica de forma clara para se trabalhar.

Década de 90

Fundamentos da Matematica Elementar: combinatéria/probabilidade

Samuel Hazzan

Atual Editora Ltda, 6%ed, Sdo Paulo, 1993.

Caracteristicas gerais:
O livro apresenta muitos e variados exercicios. O Principio Fundamental de Contagem

que ¢ demonstrado com o auxilio de dois lemas (teoremas auxiliares): Lema 1:
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“Consideremos os conjuntos A = {a;, ay, ..., an} e B = {b;, b, ..., b,}. Podemos formar m - n
pares ordenados (a; b)) em que a; € A e bj € B” (p.2); Lema 2: “O numero de pares
ordenados (a;, ay) tais que a; € {a;, a, ..., an}, a; € {a;, as, ..., ay} e a; #a; (para i+ j) é
m(m — 1)” (p.4)"°, tem por enunciado, constando de duas partes, A e B, respectivamente:
“Consideremos r conjuntos A= {al,az,...,an1 }, B= {bl,bz,...,bn2 }, ey L= {Zl,zz,...,znr } com
#A = n;, #B = ny, ...,#Z = n, entdo, o numero de r-uplas ordenadas (sequéncias de r
elementos) do tipo (a;, b;, ..., z,) em que a; € A, b; € B..z,€ Z¢ n -n,-....n," (p.5);
“Consideremos um conjunto A com m (m=2) elementos. Entdo o numero de r-uplas
ordenadas (sequéncias com r elementos) formadas com elementos distintos dois a dois de A ¢é:
m-(m—=1)-(m—2)-...-[m—(r—=1)], r fatores. Ou seja, se A = {a;, as, ..., an}, 0 numero de
sequéncias do tipo (a;, ay, ..., a; ..., ay), r elementos e com aic A, Vie{l, 2, .., m} e a; # ay,
parai£p, é m-(m—=1)-...-[m—(r—1)], r fatores (p.7). No inicio, as formulas sdo trabalhadas
a partir do Principio Fundamental de Contagem, sdo apresentadas sem fazer uso do conceito
de fatorial, que foi, depois, detalhado com a finalidade de simplificar as formulas deduzidas

para determinar o nimero de arranjos, de combinagdes ¢ de permutacdes.

Andlise dos critérios estabelecidos:

1) Esse livro ndo inicia seu trabalho a partir de problemas. Entretanto, faz uma introducéo
definindo Analise Combinatéria da seguinte forma: a Andlise Combinatdéria visa ao
desenvolvimento de métodos que permitem contar o nimero de elementos de um conjunto,
sendo estes elementos agrupamentos formados sob determinadas condigdes.

2) e 3) Seu inicio se da ao enunciar o Principio Fundamental da Contagem. Seguem dois
lemas enunciados que levam a demonstragdo do Principio Fundamental da Contagem.
Apresenta muitos exercicios. Depois, vem o que o autor chama de “modos de formar
agrupamentos” ao definir arranjos, permutacdes e combinagdes. Como conseqiiéncia, deduz
as formulas correspondentes a cada um dos modos classificados: a) arranjos com repeti¢do; b)
permutacdo; c) fatorial; d) combinagdes simples; e €) permutagdes com elementos repetidos.
4) O livro se apresenta nos moldes de ensino tradicional. Ndo parte de problemas, cuja
aplicacdo se da apenas no final do capitulo. Entretanto, a parte relativa as demonstragdes ¢
formal embora com detalhes que permitem levar a certa compreensdo mas sem a participagdo

dos alunos. O ensino ¢ centrado no professor.

15 S , .
As demonstragdes sdo encontradas nas paginas 2 e 4.



&9

Curso de Matematica (volume Unico)

Edwaldo Bianchini, Herval Paccola

Editora Moderna, 1%ed., Sdo Paulo, 1993.

Caracteristicas gerais:

O capitulo sobre Analise Combinatdria se inicia com uma introdu¢do em que fica
evidente que o objetivo principal da Analise Combinatdria que € a determinagdo do ntimero
de possibilidades de um dado evento ocorrer. O problema pode ser resolvido descrevendo
todas as possibilidades e a seguir contando o nimero delas. Nesse capitulo sdo apresentados

problemas variados envolvendo situagdes contextualizadas.

Analise dos critérios estabelecidos:
1) Inicia o capitulo com exemplos, resolvendo-os através da arvore de possibilidades,
descrevendo todas as possibilidades possiveis e contando-as posteriormente. Mas, chamam
atencdo para o fato de que, se o numero de possibilidades for muito grande, torna-se
necessario encontrar técnicas que permitam contar o nimero de possibilidades sem descrevé-
las. Para isso, usam o Principio Fundamental de Contagem. Apresentam varios exemplos,
resolvendo-os através do Principio Fundamental de Contagem. H4 problemas em variados
contextos no final do capitulo.
2) O modo em que o conteudo ¢ apresentado proporciona aos alunos explorar situagdes-
problema de inicio. Através da arvore de possibilidades e do Principio Fundamental de
Contagem, o aluno desenvolve técnicas de contagem, sem precisar descrever todos os
agrupamentos. Os conceitos sdo sistematizados e a apresentacdo das formulas ¢ feita
posteriormente.
3) A formalizagdo dos conceitos se da depois do problema resolvido, nomeando os
agrupamentos encontrados: arranjos simples, permuta¢des simples e com repeti¢io e
combinagdes simples. Apresenta um modo para reconhecer se o problema dado envolve
arranjos ou combinacdes, trocando as posi¢des dos elementos no agrupamento. Apresentam
no final do capitulo 56 problemas.
4) O livro apresenta no inicio problemas simples e resolvidos através da arvore de
possibilidades e usando também o Principio Multiplicativo. Desse modo, pode facilitar o
trabalho inicial do professor com os alunos em Analise Combinatéria. Talvez o professor
tenha dificuldade na deducgdo das férmulas e em seu uso alguns exercicios que enfatizam o

uso das formulas. Apresenta problemas no final do capitulo.
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Matematica para o 2° grau

Nelson Gentil, Carlos Alberto M. dos Santos, Antonio Carlos Greco, Antdnio Belloto Filho,

Sérgio Emilio Greco.

Editora Atica, 1996

Caracteristicas gerais:

Este livro faz uso de férmulas desde seu inicio pondo énfase no treinamento dos
alunos. O capitulo em que inicia Analise Combinatdria ¢ dividido nos seguintes topicos nesta
ordem: Fatorial; Principio Fundamental de Contagem; Arranjo, Combina¢do ¢ Permutacéo
simples; e Arranjos e Permutacdo com repeti¢do. Ha énfase no uso de formulas na resolucéo
dos problemas.

Analise dos critérios estabelecidos:

1) O livro inicia esse capitulo com a defini¢do de Fatorial, seguido de cinco exercicios
resolvidos, usando essa definicdo, e oito exercicios sdo propostos. A seguir, apresenta o
enunciado do Principio Fundamental da Contagem, seguido de exercicios resolvidos e
propostos. Em nenhum momento séo feitas demonstragdes das formulas usadas.

2) O livro, apesar de mostrar alguns exemplos usando o Principio Fundamental da Contagem
e arvore de possibilidades. S3o poucos esses exercicios para permitir que o aluno se
familiarize com os novos conceitos da Analise Combinatéria e adquira condi¢des para
resolver os exercicios propostos, agora mais complexos.

3) Na pagina 229, através de dois exemplos, o autor define arranjo simples e combinacdo
simples dizendo que se a natureza e a ordem dos elementos influem na formacdo dos grupos,
entdo temos um caso de arranjo. Caso a ordem ndo influa, isto &, apenas influi nos
agrupamentos a natureza dos elementos, entdo temos um caso de combinacdo. A seguir,
apresenta dois problemas de arranjo, resolvidos através da arvore de possibilidades e, a seguir,
deduz a formula para arranjos simples generalizando a situa¢do. Define permutagdo como
todo arranjo simples de n elementos tomados n a n, isto €, em todos os agrupamentos estdo
presentes todos os elementos. Apresenta a formula e faz aplicagdes dela.

Formalizam o conceito de combinacdo simples, na resolucdo de um problema, usando
os conceitos de arranjo e permutacdo, dizendo que, para cada combinagdo de n elementos
tomados p a p, temos P ; arranjos simples de n elementos tomados p a p, ou seja,

A ., =C ., P, Seguem exemplos resolvidos com aplicagdo de férmulas e 32 exercicios

foram propostos.
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No final do capitulo, os autores apresentam a definicdo de arranjo com repeti¢do e de
permutacdo com repeticdo. Apresenta uma situagdo-problema para cada caso e, em seguida,
formaliza apresentando a formula. Seguem varios exercicios propostos. O capitulo se encerra
com 11 exercicios complementares.

4) O livro apresenta Analise Combinatoria no modo tradicional. Define os conceitos ¢ os
aplica em problemas que s@o resolvidos com aplicagdo das formulas. Ha problemas
contextualizados no final do capitulo para o professor trabalhando com os alunos, motivarem

a compreensdo dos conceitos em situacdes da pratica.

A Matematica no Ensino Médio vol.2

Elon Lages Lima, Paulo C.P. Carvalho, Eduardo Wagner, Augusto C. Morgado
SBM, Rio de Janeiro, 1998.

Caracteristicas gerais:

As explicacdes exibidas nesse livro sdo bastante formais e muitos problemas sdo
apresentados no final do capitulo. Ndo faz uso da arvore de possibilidades, apresenta
estratégias para resolver problemas de combinatoria, e ha sugestdes para resolver cada
problema proposto. Apresenta o conceito de permutagdo circular. Ndo apresenta defini¢do
para arranjo. As reflexdes sobre o ensino de combinatoria sdo feitas no final do capitulo. Este
livro apresenta diferentemente da maioria dos outros livros o conceito de combinag¢do com
repeti¢do, através da resolucdo de um problema.

Analise dos critérios estabelecidos:

1) Os autores iniciam o capitulo com o item Principios Basicos, apresentando o Principio
Fundamental de Contagem seguido de seis exemplos resolvidos. Ndo utiliza a arvore de
possibilidades. E apresentado um exemplo por meio de um exercicio e, logo apos, foi
apresentada uma féormula. Em seguida, foram apresentadas as defini¢des de permutagdo e de
combinagdo, com o registro das correspondentes formulas.

Esse livro descreve, na pagina 86, trés estratégias para resolver problemas de
combinatdria:

a) Postura: o resolvedor deve se colocar no papel da pessoa que deve fazer a acdo solicitada
pelo problema e ver que decisdes devem se tomadas.
b) Divisdo: o resolvedor deve, sempre que possivel, dividir as decisdes a serem tomadas em

decisdes mais simples.
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Um passo importante em qualquer estratégia adotada para resolver problemas de
combinatdria ¢é:

c) Néo adiar dificuldades: pequenas dificuldades adiadas costumam se transformar em
imensas dificuldades.

Os autores descrevem o uso de cada uma das estratégias citadas acima na resolugio
dos exemplos anteriores. Apresentam 21 exercicios propostos e sugestdes de como resolvé-
los.

2) O livro apresenta, no inicio, o Principio Fundamental de Contagem e isso pode permitir um
trabalho colaborativo com os alunos, pois eles podem desenvolver técnicas de contagem sem
necessariamente descrever todos os agrupamentos ao resolver os problemas. Assim, o aluno
poderia compreender, de modo mais significativo, os conceitos da Analise Combinatoria
posteriormente apresentados.

3) A formalizacdo dos conceitos de Analise Combinatéria se da durante a resolucdo do
problema. Define permutacdo simples e com repeticdo durante a resolugdo de problemas
dados como exemplos e apresenta a formula de aplicagdo. (Obs.: usou fatorial sem antes
defini-lo, mas usa esse conceito nas formulas apresentadas). Em seguida, define combinagéo
simples através de um exemplo, ndo explora a resolugdo mas apresenta a formula. Mostra
problemas resolvidos com aplicacdo das formulas. Define também permutacgio circular como
sendo o numero de modos de colocar n objetos em circulo, de modo que as disposi¢des que
possam coincidir por rotagdo sejam consideradas iguais, isto é, o nimero de permutacdes

!
circulares de n objetos é (PC), = ™ (n=1)!
n

Propde 40 exercicios, havendo entre eles exercicios bastante motivadores, explorando
outros conceitos da matematica, além da contagem, mas havendo também problemas teoricos,
em geral complexos, ¢ deixam sugestdes para a resolugdo de cada um deles. Em seguida,
apresenta, na pagina 107, o Tridngulo Aritmético; Relacdo de Stifel; Teorema das Linhas;
Relagdo das Combinagdes complementares, e, por fim o Binomio de Newton. Esse capitulo
termina com algumas recomendagdes sugeridas, pelos autores, visando a formacgio do
professor, levando-o a refletir sobre seu possivel trabalho, em sala de aula, sobre o ensino de
Combinatoria.

4) O livro apresenta orientagdes significativas em relacdo ao ensino de Combinatoria,
estratégias e recomendagdes e também, sugestdes de como resolver os exercicios propostos,
que podem ajudar os professores, que ndo souberem como dar inicio ao trabalho, em sua

preparacdo de aulas.
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Matematica (volume unico)

Manoel Paiva

Editora Moderna, Sdo Paulo, 1999.

Caracteristicas gerais:

Esse livro apresenta muitos exercicios, defini¢des claras e objetivas, mas os problemas
aparecem somente depois de que as defini¢des sdo dadas. Apresenta problemas e textos
interessantes do cotidiano. Descreve um critério para diferenciar arranjo de combinagéo e,
ainda apresenta o Principio Aditivo de Contagem. Na resolucido de problemas desenvolvidos,

o autor pde mais énfase no processo do que na solu¢io, fazendo esse trabalho com detalhes.

Anélise dos critérios estabelecidos:
1) O livro comeca resolvendo problemas e, s6 depois de sua resolugdo ¢ que ele vai para a
formalizag¢do. No inicio do capitulo de Analise Combinatoria ha uma introducdo sobre
contagem. Nele ¢ dito que a principal finalidade da Analise Combinatoria ¢ a de estabelecer
métodos de contagem. Seus problemas se apresentam contextualizados.
2) Sim, pois, por explorar problemas do cotidiano, consegue fazer com que o aluno se envolva
nas discussdes e possa participar da resolu¢do dos mesmos.

3) A formalizagdo dos conceitos ¢ feita apos a resolugdo dos problemas mas, durante

[

[

resolu¢do, o autor apresenta uma organizacdo dos dados do problema que induzem
formaliza¢do do contetdo e €, desse modo, que o Principio Fundamental da Contagem ¢
trabalhado. Ha seis exercicios resolvidos e dez propostos, além dos complementares no final
do capitulo. Apresenta também o Principio Aditivo de Contagem, seguido de exercicios
resolvidos e propostos.

No capitulo seguinte intitulado “Classificacdo dos agrupamentos e¢ Métodos de
contagem”, ele comeca com uma situagdo-problema que envolve arranjo simples e,
posteriormente o define, falando em ordem, sequéncia e natureza dos elementos. Depois
apresenta a formula, mas deixa claro, para o aluno que ele pode aplicar o Principio
Fundamental de Contagem, em vez da formula, dizendo que “acha até melhor” que faca dessa
forma. Seguem exercicios resolvidos e propostos. Ha problemas do cotidiano mas ha também
“exercicios” fundamentados nas formulas. Segue a defini¢do de fatorial. Demonstra a

propriedade fundamental dos fatoriais e, em seguida, apresenta o cdlculo do nimero de
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arranjos através de fatoriais, com exercicios resolvidos e propostos fazendo uso apenas da
aplicagdo da formula. De modo anélogo, apresenta a permutago simples. A define como uma
sequéncia de elementos diferentes, formada por todos os elementos do conjunto, dizendo que
os agrupamentos se diferenciam apenas pela ordem. Relaciona arranjo e permutacio,
apresenta as formulas e, em seguida, exercicios resolvidos e propostos. Faz o mesmo para
permutacdo com repeticao.

Analogamente, trabalha combinagdo simples, onde os agrupamentos diferem apenas
pela natureza dos elementos. Apresenta a formula para combinacdo, deduzindo-a usando os
conceitos de arranjo e permutacio.

Esse livro apresenta, ainda, um critério pratico para diferenciar arranjo de combinagao.
Seguem exercicios resolvidos e propostos e varios problemas complementares. Apresenta
nimero binomial com exercicios resolvidos, propostos e complementares.

4) O modo que os conceitos de Andlise Combinatoria sdo apresentados nesse livro pode
contribuir para o trabalho realizado em sala de aula, no qual é explorado, inicialmente, o
Principio Fundamental de Contagem. Problemas do cotidiano podem ajudar os alunos na
compreensdo desse topico e até no envolvimento do aluno na resolugdo do problema dado.
Também ha, nesse livro, textos contextualizados que evidenciam a importancia da Analise
Combinatéria em situagdes do mundo real. Como treino, esse livro propde, um grande

numero de problemas agrupados depois da defini¢do de cada conceito dado.

ANOS 2000

Precalculus with limits: a graphing approach 3%d.

Larson, Ron: Hostetler, Robert P.: Edwards, Bruce H.

Boston: Houghton Mifflin Company, 2001

Para poder comparar diferengas de postura entre duas nagdes, escolhemos este livro
para saber como, nos Estados Unidos, se procura trabalhar Andlise Combinatdria.

Caracteristicas gerais:

Este livro apresenta muitos problemas trabalhados de modo tradicional. Mas o que se
pode perceber de diferente ¢ a forma “do que” trabalhar e “do como” trabalhar esse topico

matematico. Antes de iniciar esse topico matematico, os autores descrevem alguns itens
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referentes a ele, para auxiliar o professor no trabalho em sala de aula, visando a conhecer “ o
que eles devem nele aprender” e “por que eles o devem aprender”.

O livro comega falando sobre sequéncias e séries de elementos e procura posicionar os
alunos frente a esses dois itens.

O que vocé (aluno) deveria aprender:

e Como usar a notagdo de sequéncias para escrever os termos de sequéncias.

e Como usar a notagdo de fatorial.

e Como usar a notagdo de somatoria para escrever somas.

e Como encontrar somas de séries infinitas.

e Como usar sequéncias e séries para modelar e resolver problemas da vida real.

Por que vocé deveria aprender isso:

e Sequéncias e séries sdo uteis para modelar conjuntos de valores que

identificam um padrio.

Sobre contagem:

O que vocé deveria aprender:

e Como resolver problemas de contagem simples.

e Como usar o Principio Fundamental de Contagem para resolver problemas
mais complicados de contagem.

e Como usar permutacdes para resolver problemas de contagem.

e Como usar combinag¢des para resolver problemas de contagem.

Por que vocé deveria aprender isso:

e Vocé pode usar os principios de contagem para resolver problemas de

contagem que ocorrem na vida real.

O livro, diferente dos outros, apresenta os seguintes topicos: sequéncias ¢ séries;
sequéncias aritméticas e somas parciais; sequéncias e séries geométricas; Inducio
Matematica; O Teorema Binomial; Principio de Contagem: permutacio e combinagdo; e
Probabilidade.

Os contetdos anteriores a Analise Combinatéria sdo apresentados do modo

tradicional, apresentam a defini¢do, da exemplos, exercicios € muitos problemas.
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Os topicos envolvendo a Analise Combinatoria sdo: O Teorema Binomial, O Principio
de Contagem Simples, O Principio Fundamental de Contagem, a defini¢do de permutagéo e a

defini¢cdo de combinagfo. Néo aparece o conceito de arranjo.

Analise dos critérios estabelecidos:
1) Néao inicia o trabalho com problemas mas apresenta poucos exemplos seguidos pela
definicdo formal e da correspondente férmula. No final de cada capitulo apresenta uma
colecdo de problemas contextualizados representando situagdes do mundo real e relacionados
a outros campos da Matematica.
2) O livro apresenta exemplos onde sd3o exploradas estratégias de contagem para cada
conceito definido. Apesar de serem poucos exemplos, as estratégias adotadas apresentadas
podem contribuir bastante para a posterior formaliza¢do dos conceitos.
3) A formalizacdo de cada topico se da no inicio, com a apresentacdo das formulas e posterior
aplicacdo. Interessante, para nos ¢ que o livro ndo se refere ao conceito de arranjo, muito
possivelmente, porque esse conceito estd relacionado aos conceitos de combinagdo e
permutacao.
4) Os autores, embora apresentando o conteudo no modo tradicional de ensino, isto €,
iniciando com a definicdo de cada conceito e a seguir desenvolvendo exercicios com
aplicacdo de formulas, podem ajudar os professores quando justificam todas as passagens
necessarias a resolucdo completa do problema ao sugerir diferentes estratégias. Apresentam

problemas propostos contextualizados para o professor desenvolver o trabalho com os alunos.

Matematica
Luiz Roberto Dante
Editora Atica, Sdo Paulo, 2004.

Caracteristicas gerais:

Este livro propde muitos problemas, resolvendo alguns apresentados no inicio. A linha
metodoldgica para a resolugdo de problemas, neste livro, segue a idéia de ensinar Matematica
para depois resolver problemas, com o trabalho centrado no professor. O que ha de diferente
neste livro é que, o autor procura sempre dar significado as palavras que ddo nome aos

conceitos. Buscando sempre para elas um sindnimo mais conhecido. Por exemplo, ele diz que
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permutar € trocar, e combinar, esta intuitivamente associado a nog¢éo de escolher subconjuntos
de conjunto dado, que obedecem a uma condi¢fo, a de mudar quando se muda a natureza dos

elementos.

Andlise dos critérios estabelecidos:
1) Sim, parte de problemas. Apresentando situagdes-problema do cotidiano, explorando
inicialmente a arvore de possibilidades resolvendo o problema em detalhes e formalizando
posteriormente.
2) O livro permite um trabalho do professor com os alunos, embora ndo peca um trabalho
entre os alunos em grupos. Os problemas do cotidiano, contextualizados, quando resolvidos,
através da arvore de possibilidades, facilita a visualizagdo do aluno na busca da solugéo.
3) A formaliza¢@o da teoria ¢ feita no final da resolu¢do de problemas, buscando generalizar
que foi explorado anteriormente durante a resolucdo do problema. A permutagéo € vista como
um agrupamento ordenado. Os arranjos sdo vistos como agrupamentos ordenados e diferindo
pela natureza dos elementos. A combinagdo ¢ vista como agrupamentos dependendo da
escolha dos elementos, isto é, as combinag¢des diferem somente pela natureza de seus
elementos. No livro, a permutagdo com repeti¢do ¢ trabalhada, mas ndo apresenta arranjo e
combinagcdo com repeticdo. No final do capitulo ha problemas com diferentes tipos de
agrupamento. Apresenta o Binomio de Newton e o Tridngulo de Pascal.
4) Este livro pode contribuir para a aprendizagem do aluno, apesar desse trabalho estar
centrado no professor. As justificativas colocadas, ao longo de cada passagem trabalhada na
resolug¢do dos problemas, podem mostrar aos alunos porque determinadas acdes devem ser

feitas.

Minha visido da analise feita nesses livros

Utilizados os critérios estabelecidos para analise do topico Analise Combinatdria nos
livros didaticos, pudemos tirar algumas conclusdes ao confrontar as informag¢des ¢ os dados
obtidos, visando ao desenvolvimento de um trabalho que adotasse uma metodologia
alternativa para a sala de aula e considerando o livro como um dos recursos didaticos mais
utilizados pelos professores.

Nos livros que analisamos, apresentados em ordem cronoldgica, observamos que ha

mudancas na posi¢do dos autores no tratamento dado ao conteudo de Anélise Combinatdria.
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Essas mudangas estdo relacionadas as diferentes fases pelas quais a Educacio Matematica
passou durante o século 20. Essas fases sdo apresentadas no capitulo 1, do livro The learning
of Mathematics — sixty ninth yearbook (NCTM, 2007), intitulado Changes through the Years:
Connections between Psychological Learning Theories and School Mathematics Curriculum
(Mudangas através dos anos: conexdes entre as teorias psicoldgicas de aprendizagem e o
curriculo escolar de matematica).

Os autores, Lambdin, D.V. e Walcott, C. mostram seis fases identificaveis com
diferentes énfases: 1) exercicio e pratica; 2) aritmética significativa; 3) Matematica Moderna;
4) volta as bases; 5) resolugdo de problemas; ¢ 6) padrio e responsabilidade. Cada uma delas
corresponde um periodo em que a educa¢do americana em geral estava passando por
mudangas radicais e fundamentais e introduzia praticas novas e inovadoras na educagdo
matematica. Esses mesmos autores citam, na p.3, que a perspectiva historica nos ajuda a
evitar uma visdo afunilada sobre as particularidades dos problemas educacionais que
enfrentamos hoje e sugere opgoes a serem consideradas conforme ponderamos suas solugdes.

A tabela a seguir apresenta uma vis@o geral de cada uma dessas fases, incluindo seus

tedricos principais, o foco na sala de aula e os métodos fundamentais de ensino.
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Fases Principais teorias e Foco Como foram
tedricos realizados
Exercicio e pratica Conexionismo ou Facilidade com Rotina:
(Aprox. 1920-1930) | associacionismo. calculo. - Memorizagdo de
(Thorndike) fatos e algoritmos.

- Quebra de todo
trabalho em séries de
pequenos passos.

Aritmética
significativa
(Aprox.1930-1950s)

Teoria Guestalt
(Brownell,
Wertheimer, van
Engen, Fehr)

- Compreensdo de
ideias e habilidades
aritméticas.

- Aplicagdes de
matematica a
problemas do mundo
real.

- Enfase em relagdes
matematicas.

- Aprendizagem
incidental.

- Abordagem de uma
atividade orientada.

Nova Matematica

- Psicologia do

Entender a estrutura

- Estudo de estruturas

(conhecida por nds desenvolvimento. da disciplina. matematicas.
como Matematica - Teoria - Curriculo em
Moderna) sociocultural. espiral.
(Aprox.1960-1970s) | (Bruner, Piaget, - Aprendizagem por
Dienes) descoberta.
Volta as bases Volta ao Volta a preocupacdo | Volta ao aprendizado
(praticamente néo foi | conexionismo. pelo conhecimento e | de fatos por exercicio
considerada no desenvolvimento de | e pratica.
Brasil) habilidades.
(Aprox. 1970s)
Resolugdo de - Construtivismo. Resolugdo de - Volta ao
problemas - Psicologia problemas e aprendizado por
(Aprox.1980s) cognitiva. processos de descoberta.
- Teoria pensamento - Aprendizado de
sociocultural. matematico. Matematica para
(Vygotsky) resolugdo de
problemas.
Padrdes, avaliagdo e | Psicologia cognitiva | “guerras Curriculos
responsabilidade e matematicas” desenvolvidos pelo
(Aprox. 1990 até Teoria sociocultural. | Preocupacgio pela NSF'® baseados em
hoje) Vs capacidade padrdes orientados
Enfase renovadana | matematica para estudantes.
psicologia individual. !
experimental. Vs Foco na preparagéo
NCLB (ato Preocupac@o pela de testes para
presidencial: administracdo de expectativas

nenhuma crianca
dever ser deixada
para tras).

sistemas
educacionais.

especificadas pelo
Estado.

' NSF: National Science Foundation (Fundagio Nacional de Ciéncia)
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As reformas pretendidas pelo NCTM continuam a ser trabalhadas embora a publicagdo
Principios e Padrdes, 2000, estejam validas. Hoje ha grande preocupag@o em se saber como o
aluno pensa — teorias cognitivas.

Desse modo, percebemos, ao analisar os livros, que essas mudangas ocorridas na
educacdo americana influenciaram estudiosos brasileiros e consequentemente a Educacdo
Matematica no Brasil.

Esses livros, a maioria deles apresenta Analise Combinatdria no modo tradicional de
ensino. Ou seja, de inicio, os conceitos sdo definidos pelo professor, seguidos de alguns
exemplos ¢ com uma possivel aplicagdo num problema a ser resolvido pelo professor, ndo
permitindo a participagdo dos alunos na construgcdo desses conceitos, uma vez que OS
problemas para os alunos resolverem sio oferecidos somente no final do capitulo. Antes de
um problema ser colocado para os alunos, a matematica necessaria para resolvé-lo ja ¢
trabalhada pelo professor, com a apresentacdo das férmulas para posterior aplicacdo. O ensino
¢ totalmente centrado no professor.

Com os olhares de hoje, percebemos a falta de um trabalho em Analise Combinatoria
que possibilite a participacdo dos alunos durante a resolu¢do de uma situagdo-problema, que
os levem “a pensar” e, sob a guia do professor, os faca coconstrutores desses conceitos e que
lhes possa permitir a descoberta de uma estratégia adequada a resolugdo desse problema,
levando-os ao processo de contagem dos agrupamentos formados.

Em alguns livros, mudando um pouco o ensino tradicional, ha uma sequéncia didatica,
que se inicia com o Principio Multiplicativo. Neles ha varios problemas contextualizados,
proprios para o professor poder motivar e incentivar seus alunos no estudo da Analise
Combinatoria.

Foi mais comum encontrar nesses livros o uso das férmulas apresentadas logo no
inicio do trabalho e com sua aplicagdo feita a partir delas, entretanto ha alguns livros que
procuram trabalhar na dedu¢fo das férmulas, tornando o trabalho do professor mais
significativo.

Nos livros que apresentam em anexo, um Manual para o professor, acreditamos que
poderia haver um trabalho mais produtivo do professor em sua sala de aula, pois ele poderia
seguir uma sequéncia didatica construida de forma clara para trabalhar a Analise
Combinatoria.

No livro de Gentil et al (1996), utilizando-o como recurso didatico, o professor

poderia selecionar alguns problemas apresentados no final do capitulo, dando um maior
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destaque ao raciocinio combinatdrio e ndo somente ao uso da aplicagdo das formulas como
apresentada pelos autores.

Observamos que, no livro de Lima et al (1998), ndo ¢ apresentada a arvore de
possibilidades e acreditamos que a auséncia do uso dessa estratégia pode dificultar a nio
compreensdo dos conceitos de Analise Combinatéria pelos alunos. Os autores poderiam ter
explorado de inicio a construg¢do da arvore de possibilidades, possibilitando aos alunos a
visualizacdo dos agrupamentos encontrados. Em seguida, seria apresentado o Principio
Fundamental de Contagem. Desse modo, acreditamos que o aluno poderia compreender de
modo mais significativo os conceitos de Analise Combinatdria posteriormente apresentados.

Ainda, em Lima et al, as sugestdes dos autores, de como resolver os exercicios
propostos, podem ajudar os professores, que ndo souberem dar inicio ao trabalho, em sua
preparacdo de aulas. Nesse mesmo livro, os autores apresentam estratégias e recomendagdes
interessantes que podem auxiliar o professor no trabalho em sala de aula. Cabe ao professor,
tendo o livro como guia, planejar outras estratégias e outros caminhos de resolugdo. Para um
trabalho eficiente, que possa contribuir para uma aprendizagem com compreensdo e
significado sobre os conceitos de Andalise Combinatdria, pelos alunos, o professor poderia
considerar e explorar estratégias mais simples como, por exemplo, o uso da arvore de
possibilidades na resolugdo dos problemas.

Analisando o livro de Paiva (1999), encontramos muitos problemas contextualizados e
motivadores, mas que sdo apresentados em grupos de mesmo tipo, depois da defini¢do de
cada conceito dado, o que evidencia o ensino de Matematica para resolver problemas. O
professor poderia selecionar problemas, que levam a diferentes tipos de agrupamentos, para
que o aluno possa perceber a diferenca existente entre os diferentes conceitos de Analise
Combinatoéria durante a resolugdo desses problemas.

No livro do Dante (2004), ha varios problemas contextualizados, servindo para o
professor motivar seus alunos no estudo dos conceitos de Analise Combinatoria. Porém seria
interessante que o professor adotasse uma metodologia adequada ao favorecimento do uso do
livro didatico, explorando a resolu¢do do problema desde o inicio do tdpico Analise
Combinatéria e ndo apenas como sao deixados, pelo autor, para serem resolvidos pelo aluno
no final do capitulo.

Ao adotar um livro como o Precalculus with limits: a graphing approach (2001), o
professor poderia encontrar dificuldade em trabalhar pois, na resolu¢do dos problemas, nio
sdo exploradas as técnicas de contagem, como, por exemplo, a arvore de possibilidades. A

apresentacdo da formula € feita no inicio, o que pode impedir que o aluno compreenda os
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conceitos e fique apenas na mecaniza¢do. Ha4 muitos problemas propostos, mas que sdo muito
mais complexos quando comparados aos exemplos trabalhados no inicio do capitulo.

Nos livros SMSG'” (1964), Lima et al (1998) e Precalculus with limits: a graphing
approach (2001), os autores ndo apresentam o conceito de arranjo, muito possivelmente
porque o arranjo seja visto ora como combinacdo, ora como permutacdo, deixando a ideia de
arranjo como uma conjugac¢io desses dois conceitos.

Poucos desses livros apresentam os conceitos de perm