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Resumo

A proposta deste trabalho é aprofundar os estudos sobre a estrutura algébrica dos
anéis. Neste sentido tratamos dos Dominios de Fatoracio Unica (UFD), Dominios
Euclidianos e do anel dos Inteiros Gaussianos, bem como resultados pertinentes neste
contexto.

Palavras-chave: Algebra, Dominio de Fatoracao Unica, Dominio Euclidiano, Inteiros
Gaussianos, Norma.






Abstract

The purpose of this paper is to further study the algebraic structure of the rings.
In this sense we deal with the Unique Factorization Domains Euclidean Domains and
the Ring of the Gaussian Integers, as well as pertinent results in this context.

Keywords: Algebra, Unique Factorization Domains, Euclidean Domains, Gaussian
Integers, Norms.
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Introducao

Nessa dissertagao pretendemos aprofundar o estudo sobre a estrutura algébrica dos
anéis. Trabalharemos com um tipo interessante de dominio de integridade, a saber,
dominio euclidiano. O anel dos inteiros gaussianos serd um exemplo importante de
dominio euclidiano.

Usaremos como referéncia basica o livro |2]| e serda provado que todo dominio eu-
clidiano ¢ um dominio de ideais principais (PID) e também um dominio de fatoragao
tnica (UFD) e ainda estabeleceremos um algoritmo da divisao para este tipo de anel.
Definiremos norma multiplicativa para um dominio de integridade e a partir desta de-
finicao mostraremos um exemplo interessante de um dominio de integridade que nao é
um dominio de fatoragao tnica.

Para o desenvolvimento do texto admitimos conhecimento bésico da estrutura al-
gébrica: grupo.

No capitulo 1 apresentamos nocoes sobre a estrutura algébrica Anel. No capitulo
2 mostramos que todo dominio de ideais principais (PID) é um dominio de fatoracao
unica. No capitulo 3 tratamos de dominios de integridade em que é possivel estabelecer
um algoritmo de divisao. E finalmente, no capitulo 4, apresentamos um exemplo nao
usual de dominio euclidiano.
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1 Estrutura algébrica: anel

1.1 Nocoes de anel

Definicao 1.1. Uma terna (A,+,.) em que A é um conjunto nao vazio, (+) e (.) sao
operacoes bindrias sobre A, € um anel, quando:

1. (A,+) € um grupo abeliano;
2. Para quaisquer a,b,c € A:a-(b-c) = (a-b)-c (associativa da multiplica¢ao);

3. Para quaisquer a,b,c € A, a-(b+c¢)=a-b+a-ce(a+b)-c=a-c+b-c
(distributividade de - em relagio a + a esquerda e a direita).

Ainda, dizemos que um anel (A, +,.) é comutativo quando para todo a,b € A temos
a-b=0b-a. E dizemos que o anel A tem identidade (ou podemos dizer unidade) quando
d1€A:a-1=a=1-a, para todo a € A.

Além disso, se (A, +,.) € um anel com unidade 1, denotamos por U(A), o conjunto
dos elementos invertiveis em A, ou seja,

UA) ={aceAtalquedat€da-at=1=a"'" a}

Observagao 1.2. Quando necessario (para que fique mais claro no texto) denotare-
mos as operacoes de um anel A por +4 e -4. Ainda, para a notacao multiplicativa,
denotaremos, por vezes a - b simplesmente por ab.

Exemplo 1.3.
1. (Z,+,.) é anel comutativo com unidade e U(Z) = {—1,1}.
2. (Q,+,.) é anel comutativo com unidade e U(Q) = —{0}.
3. (R, +,.) é anel comutativo com unidade e U(R) = R* =R — {0}.
4. (C,+,.) é anel comutativo com unidade e U(C) = C* = C — {0}.

Para tratar do proximo exemplo (e do lema 1.40), no qual apresentaremos a relagao
mod m com m € Z., recordemos a definicao de relacao de equivaléncia sobre um
conjunto A: uma relagdo ~ C A x A é de equivaléncia quando satisfaz as seguintes
propriedades:

1. Reflexiva: YVa € A :a ~ a.
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20 Estrutura algébrica: anel

2. Simétrica: Ya,b € A :se a ~ bentao b ~ a.

3. Transitiva: Va,b,c € A:sea~be b~ centao a ~ c.
Exemplo 1.4. Seja m € Z, m > 2, e considere em Z a seguinte relagao: Va,b € Z,
a~bsm|(a—Db) (1.1)
Ou seja,
a~bsdkeZ a—b=km
Veja que tal relagao é uma relacao de equivaléncia. De fato:

(i) Reflexiva. Para qualquer a € Z, temos a — a = 0. Consequentemente, a —a = 0.m
Logo, m | (a — a), ou seja, a ~ a. Portanto, Va € Z : a ~ a.

(ii) Simétrica. Sejam a, b € Z tais que: a ~ b. Como a ~ b segue que existe k € Z tal
que a —b = km. Assim, b —a = —(—=b+a) = —(a — b) = —(km) = (—k)m. Ou
seja, existe [ = —k € Z tal que b — a = Im. Consequentemente b ~ a. Portanto,
mostramos que se a ~ b entao b ~ a.

(iii) Transitiva. Sejam a, b, ¢ € Z tais que: a ~be b~ c. Como a ~ b existe k € Z
tal que a — b = km e do fato que b ~ ¢ existe [ € Z tal que b — ¢ = Im. Logo,
a—c=a+((-b)+b) —c=(a—b)+ (b—c) = km+Im = (k+[)m, com
k41 € Z. Ou seja, existe j = k+ 1 € Z tal que a — ¢ = jm. Logo, a ~ c.
Portanto mostramos que se a ~ b e b ~ c entao a ~ c.

Pelos itens (i), (ii) e (iii) segue que ~ é uma relagdo de equivaléncia. Neste caso
denotamos a ~ b por a = b mod m e lemos “a congruo a b modulo m”. Além disso,
o conjunto quociente obtido por essa relacao é denotado por 7Z,,. Consequentemente,
L, = {@ :a € Z}, em que cada @ é a classe de equivaléncia de a com a relacao (1.1).
Observe que a = b mod m implica em

a—b=km=a=>b+km.

Mais ainda, se a = b+ km entao a = r + km com 0 < r < m. Ou seja, para qualquer
a € Z temos a = r mod m, com 0 < r < m.

Assim, as classes de equivaléncia sao: 0,1,2,...,m — 1. Note que todas essas classes
sao distintas, pois se 57 = 53, com 0 <5y , 55 < m, temos:

51 =5, 51 =symod m<em|(s;— sy).

Mas como 0 < $1 — so < m é impossivel de se obter m | (s; — s2).
Portanto,
Ty = {0,1,2,...,m — 1}.

Em 7Z,, podemos definir a seguinte operacao binaria

ot Dy X Ly, — Loy,
(@b) +— a@t+pbi=a+b

Veja que esta operacdo estd bem definida pois: se (@,b) = (¢,d) temos @ =ce b=d =
a—c=kmeb—d=Im, para determinados k, [ € Z.

Assim, (a+b)—(c+d) = (a—c)+(b—d) = km+Im = (k+1)m = (a+b)—(c+d) = jm,
com j=k+1€Z. Ouseja, a+b=c+ dmod m, logo: a+b=c+d.
Tal operacao da a Z,, uma estrutura de grupo pois:
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1. Associativa. VE,_Z_), CE L.
Segue que G+, (b+,,C) = a+p,(b+c)=a+ (b+c)=(a+b) +c=(a+b)+nc=
(@+mb) +mc, jaquea+ (b+c¢)=(a+b)+cem Z.

2. Elemento neutro. Considere 0 € Z,,.
Veja que para qualquer @ € Z,, temos: a+n,0=a+0=a e 0+,a=0+a =7,
jAquea+0=a=0+aem Z. Logo, 0é o elemento de Z,,.

3. Elemento simétrico. Seja a € Z,,, qualquer.
Veja que para b := m —a € Z, temos @+, b = a+b = a+(m—a) =
(a—a)+m=0+m=m=0ebtpa=bta=(m—a)+a=m+(—a+a)=
m+0=m=0,jaquea+(—a)=0=(—a)+aem Z.

4. Comutativa. Sejam @, b € Z,
Ve]aquea+mb—a+b—b+a—b+ma jAquea+b=>b+aemZ.

Portanto, pelos itens verificados anteriormente, segue que (Z,,,+,,) ¢ um grupo aditivo
abeliano. Ainda em Z,, podemos definir outra operacao binaria, a saber:

om Loy X Ly —> Loy,
(a,b) = a ., b:=ab
De modo anélogo ao caso de +,,, segue que ( m) estd bem definida. Veja agora
que: V@, b, ¢ € Zy,, @ . (b mc)—a(bc):(ab) =ab ., ©= (@ . b) . G, ja que

a(bc) = (ab)c em Z.

Logo a operacgao .,, é associativa.

Além disso: Va, b, ¢ € Z,y,,
oy (b€ =@ . (b+c)=alb+c)=ab+tac=ab+, G =10 .,, b+ ..y G, j& que
a(b+ c¢) = ab+ ac em Z.

Também, (@ 4+, b) .y € = (a+0b) .y © = (a+b).c = ac+bc = ac +,, bc =
@ . C+m b . C ja que (a+b)c = ac+ bc em Z.

Portanto, valem as distributivas a direita e a esquerda para as operacoes —+,, € .p,.
Com isso provamos que (Zp,, +m ,-m) € um anel.

Mais ainda, Z,, ¢ um anel comutativo pois: V@, b € Z,,, @ . b=ab=ba =0b .,
ja que ab = ba em Z.
Além disso, 1 € Z,,, é tal que: V@ € Zpn, @ oy 1 =al =@ = la =1 ., @, ja que

al =a = 1la em Z.
Consequentemente, pelo exposto, podemos concluir finalmente que (Zp,, +m ,-m) €
um anel comutativo com unidade.

Defini¢ao 1.5. Dizemos que um anel (A,+,.) € um corpo quando: A é comutativo
com unidade e U(A) = A— {0} = A*, em que {0} representa o conjunto formado pelo
elemento neutro de (A,+), ou seja, quando: (A,+) e (A*,.) sao grupos abelianos e
valem as distributivas a esquerda e a direita.

Exemplo 1.6.
1. (R,+,.) com as operagdes usuais é um corpo.

2. (Zy,+,.) em que p é um nimero primo, é um corpo finito, como veremos mais
adiante.
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Definigao 1.7. Sejam A um anel (A,+,.) e L C A, L # &. Dizemos que L é um
subanel de A quando:

1. L € subgrupo de (A,+). Notagao: L < (A,+).
2. Para todos a,b € L :ab € L.

Exemplo 1.8.

1. Z[i] :={a+bi:a,b € Z} é um subanel de C e consequentemente Z[i] ¢ um anel
comutativo com unidade, a qual é igual a unidade de C.

2. Z[v/=5] = {a +ib\/5 | a,b € Z} & um subanel de C e consequentemente Z[/—5]
é um anel comutativo com unidade, a qual é igual a unidade de C.

Definigao 1.9. Dizemos que um anel comutativo com unidade (A, +,.) € um dominio
de integridade quando: para todo a,b € A:ab=0=a=0 ou b=0.

Exemplo 1.10.

1. (Zg,+,.) é anel comutativo com unidade, porém nao é dominio de integridade
pois: 2 # 0 e 3 # 0 mas 2.3 =6 = 0 ou seja, 2 e 3 sao divisores do zero.

2. (Z,+,.), (Q,+,.) sdo dominios de integridade, pois: Va, b€ R, ab=0=a =0
oub=0, para R=7Zou R=Q.

Definicao 1.11. Sejam (A, +a4,.4) € (B, +p,.5) anéis, quaisquer. Definimos como
produto direto entre A e B, o produto cartesiano A X B munido das operagoes:
Para quaisquer (a1, b1), (az,be) € A X B:

1. (al,bl) + ((IQ,bQ) = (a1 +A ag,bl +B bg),
2. (al,bl).(ag,bg) = (CL1 A CLQ,bl ‘B b2)

Veja que se A e B forem anéis comutativos entao A X B é comutativo. Ainda, se A
e B tem unidades 14 e 1p, respectivamente, entao o anel A x B também tem unidade
a saber: 1:= (14, 1p).

Entretanto, se A e B sao dominios de integridade nao podemos garantir que A x B
é dominio, pois se (a,0),(0,b) € A x B, com a # 0 e b # 0, temos:

(a,0) # (0,0) e (0,b) # (0,0) tais que (a,0).(0,b) = (a0,b0) = (0,0).
Proposicao 1.12. Seja (A, +,.) anel comutativo com unidade, qualquer.
A € dominio de integridade < Ya,b € A;a #0:ab=ac=b=c.
Demonstracao.

(=) Suponha ab = ac, com a # 0. Veja que ab = ac = ab—ac=0= a(b—c) =0,
como A é um dominio de integridade e a # 0 segue que, necessariamente, b—c = (
e consequentemente que b = c.

(<) Suponha: Va,b € A, ab = 0. Se a = 0 esta provado. Se a # 0, ab =0 = a0 =
ab=a0 = b= 0. Logo A é um dominio de integridade.
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Corolario 1.13. Todo corpo K € um dominio de integridade.

Demonstracao.
Sendo K um corpo, segue que em particular é um anel comutativo com unidade.
Além disso, veja que se a,b,c € K com a # 0, temos:

ab=ac = a '(ab) = a (ac) = (a ta)b = (a"ta)c = 1b=1lc=b=c.

Pela proposicao 1.12 K é dominio de integridade. O]
Teorema 1.14. Todo dominio de integridade finito € um corpo.

Demonstracao.
Seja A um dominio de integridade finito. Logo, A é um anel comutativo com unidade
e para A ser um corpo resta mostrar que U(A) = A*. Seja a € A,a # 0, qualquer.
Provemos que existe b € A tal que ab = 1, ou seja, b = a~'. Como A é finito,
suponha que A tenha n elementos, digamos: A = {a4,...,a,} e considere o conjunto
J =A{aay,aay, ..., aa,}.

Veja que a aplicagao

f: A — J
a; — fla;) = aaq;

para todo ¢ € {1,...,n}, é injetora, pois: f(a;) = f(a;) entdo aa; = aa; implica que
a; = a; visto que a # 0 e A é dominio de integridade (veja proposigao 1.12).

Logo, Imf e A tém o mesmo nimero de elementos. Além disso, f é sobrejetora,
pois para qualquer y = aa; € J temos que f(a;) = aa; = y, com a; € A. Portanto,
Imf = J, ou seja, A e J tém o mesmo niimero de elementos e como J C A, segue
que, necessariamente, J = A. Em particular, 1 € A = J logo, 1 € J e entdo existe
a; € A tal que 1 = aa;. Ou seja, existe a; € A tal que aa; = 1 entdo a; é inverso de a.
Portanto, U(A) = A*. O

Lema 1.15. 7Z,, € dominio de integridade se, e somente se, m € primo.
Demonstracao.

(=) Suponha que Z,, é um dominio de integridade e que m nao é primo.
Se m nao é primo, existem r,s € Z com 1 < r,s < m tais que m = rs.
Assim, temos: T # 0es# 0e7 5 =75 =m = 0, ou seja, existem 7 # 0 e
5#0em Z, com 735 =0 o que ¢ absurdo pois, supomos que Z,, ¢ dominio de
integridade. Portanto, m é primo.

(<) Ja sabemos que Z,, é um anel comutativo com unidade pelo exemplo 1.4. Além
disso, veja que Z,,, com m primo, nao tem divisores de zero, pois: para quaisquer
a,b € Z,, tais que ab = 0, segue que ab = 0, ou seja, m | ab. Logo, m | a ou
m | b. Entdo @ =0 ou b = 0.
Portanto, Z,, é dominio de integridade.

Corolario 1.16. Z,, € corpo se, e somente se, m € primo.
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Demonstragao. (=) Se Z,, é corpo entao Z,, ¢ um dominio de integridade pelo coro-
lario 1.13 . Sendo assim, pelo lema 1.15 segue que m é primo.

(<) Se m é primo entdo Z,, ¢ um dominio de integridade pelo lema 1.15. Como Z,, é
finito, segue do teorema 1.14 que Z,, é um corpo.
O

Seja D um dominio de integridade qualquer. Considere em D x D* a seguinte
relagao

(a,b) ~ (¢,d) < ad = be. (1.2)

Veja que tal relagao é de equivaléncia pois:

(i) Reflexiva. Para qualquer (a,b) € D x D* temos ab = ba, pois D é, em particular,
anel comutativo, logo por (1.2): (a,b) ~ (a,b).

(ii) Simétrica. Para quaisquer (a,b), (c,d) € D x D*, se (a,b) ~ (c,d) entao
ad = be. (1.3)
Mas como D &, em particular, anel comutativo, de (1.3) segue que:
da = cb = cb =da = (c,d) ~ (a,b).
Ou seja, se (a,b) ~ (¢, d) entao (¢, d) ~ (a,b).

(iii) Transitiva. Para quaisquer (a,b), (c,d), (e, f) € Dx D* se (a,b) ~ (¢,d) e (¢,d) ~
(e, f) entao:
ad = bc (1.4)

cf = de. (1.5)

Multiplicando (1.4) por f e (1.5) por b temos: adf = bef e cfb = deb. Assim,
adf =bef = deb= afd = ebd = af = eb= (a,b) ~ (e, f).

a -
Para cada (a,b) € D x D* denotamos a classe de equivaléncia (a,b) por —. E

A
possivel munir o conjunto quociente K = {%,a eDebe D*} com as seguintes
a c
operacoes: V —,— € K:
a N c ad+be
b d b
e
ac ac
b'd bd

E possivel mostrar que tais operacdes estdo bem definidas e ainda que (K, +,.) é um
corpo, para mais detalhes veja [1|, paginas 256 — 259.
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Definigao 1.17. Tal corpo (K,+,.) definido acima é denominado Corpo das Fragoes
de D.

Definigao 1.18. Sejam (A, +,.) e (B,+,.) anéis, quaisquer. Dizemos que uma apli-
cacio f: A — B € um homomorfismo de anéis quando: Ya,b € A:

1. fla+0b) = f(a)+ f(b);
2. fla-b) = f(a)- f(b).

Se f € uma bijecao e homomorfismo, dizemos que f € um isomorfismo. Além disso, A
e B sao anéis isomorfos, A ~ B, quando existe um isomorfismo f de A em B.

Definicao 1.19. Seja f : A — B um homomorfismo de anéis, qualquer. Definimos o
nicleo de f, N(f), como sendo:

N(f)={a€ A: f(a) =0}.
Teorema 1.20. Se f: A — B € um homomorfismo de anéis, entao:
f € injetora se, e somente se, N(f) ={0a}.

Demonstracao.

(=) Suponha que f seja injetora. Se a € N(f) entao f(a) = 0 = f(0). Ou seja,
f(a) = £(0). Pela injetividade de f segue que a = 0. Portanto, N(f) = {0}.

(<) Suponha que N(f) = {0}. Mostremos que f é injetora. Para tanto consideremos
z,y € A tais que f(z) = f(y) ou equivalentemente f(x) — f(y) = 0. Sendo f
um homomorfismo, temos que f(x) — f(y) = 0 implica f(z —y) = 0 de onde
podemos concluir que = —y € N(f) = {0}. Logo, x —y = 0 ou seja, x = y.

O]
Lema 1.21. Se f: A — B ¢é homomorfismo qualquer, de anéis, entao sao vdlidas:
1. f(OA) = OB,'

2. Se A tem elemento unidade, 14, e f € sobrejetora entao B tem unidade a saber:
1p = f(1a);

3. f(—a) = —f(a), Va € A;

4. Se a € A é invertivel e [ é sobrejetora, entao f(a) € B € invertivel e ainda

(f(a)™ = fla™").

Demonstracao.

1. f(04) = 0p, pois:
f(OA)f:( f()OA+0A) = f(04)+f(04) = f(04)=f(04) = f(04)+(f(04)—f(04)) =
O = f(04).
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2. 14 é unidade de A. Para cada y € B, como f é sobrejetora, existe x € A tal que
y = f(x). Assim:

f(a)y = f(1a)f(z) = f(lax) = f(z) =y

yf(1a) = f(2)f(La) = f(ala) = f(z) = .
Portanto, f(14) = 1p.

3. f(—a) = —f(a), de fato: f(a)+ f(—a) = f(a—a) = f(04) = 0. Além disso:
f(=a)+ f(a) = f(—a+a) = f(04) = 0p. Portanto, —f(a) = f(—a).

4. a € A é invertivel, logo existe a=! € A tal que aa™! =14 = a'a. Dai:

fla) f(a™') = fla-a™) = f(1a) = 1pe fla™") f(a) = f(a™' a) = f(14) = 1p.
Portanto, f(a™') = (f(a))™".

]

Definicao 1.22. Sejam A um anel comutativo e I C A, I # &. Dizemos que I € um
ideal de A, quando:

1. I € subgrupo de (A,+) (Notagao: I < A);
2.Nae ANz el : ar € 1.

Observagao 1.23. {0} e A sao ideais de A chamados ideais triviais. Veja ainda que
como A é comutativo; Va € A, Vx € [ : xa € I.

Lema 1.24. Sejam A um anel comutativo com unidade e I um ideal de A. Se existe
u € U(A) tal que u € I entao I = A. Em particular, se 14 € I entao I = A.

Demonstracao.
Mostremos primeiramente que se 14 € I entao I = A. De fato,

e | C A pela definicao.
e AC I, pois: YVa € A, a=al, € I, o que implica a € I. Portanto, I = A.

Provemos agora que se u ¢ um elemento invertivel de A tal que u € I entdao [ = A.
Com efeito, seja u™! € Aoinverso de u, assim: 1y =uvuel=1,el=1=A. O

Lema 1.25. Sejam A um anel comutativo e ay,as, ..., a, € A, quaisquer. O subconjunto

de A dado por:
(a1, ag, ..., a,) = {Z aa, o, € A}
i=1

é um ideal de A, denominado ideal gerado por ai,as, ..., ay,.
Em particular, chamamos {(a) = {aa : o € A} de ideal principal de A gerado por a.

Demonstracao.
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e Sabemos que {(aj, ...,a,) < (A, +);

n

n
o Va € AVx € (ay,...,a,): ar = aZaiai = Z(aai)ai € (ag, ..., an).
i=1

i=1
[

Lema 1.26. Se f: A — B ¢ um homomorfismo de anéis, com A comutativo, entao o
nicleo de f, N(f), é um ideal de A.

Demonstracao.
o N(f) < (A,+) pois Va,y € N(f) : (=) +y € N(f), ja que
f((=2)+y) = f(=x) + f(y) = =f(2) + f(y) = =0+ 0= 0= f((—2) +y) = 0.
e Va € A, Vr € N(f) temos ax € N(f), pois: f(ax) = f(a)f(x) = f(a)0 =0, logo,
f(ax) =0 e consequentemente azx € N(f).
[

Exemplo 1.27.
Sejam A =17 e I = (n). Veja que I ¢ ideal de A, pois: Va € Z,Vx € (n):
ar = a(kn) = (ak)n € (n) = I, para algum k € A.

Proposicao 1.28. Seja (A, +,.) um anel comutativo com unidade, qualquer.

A € um corpo se, e somente se, 0s unicos ideais de A sao os triviais: {0} e A.

Demonstracao.

(=) Se I = {0}, I é um ideal trivial de A. Se I # {0} é um ideal de A, existe x € I,
x#0. Dai, 0 #x € I C A. Como A é corpo e x # 0 segue que x € U(A). Logo,
pelo lema 1.24 temos [ = A. Portanto, os tinicos ideais de A sdo: {0} e A.

(<) Como A é comutativo com unidade resta mostrar que todo elemento a € A, a # 0
é invertivel. Para isso, considere o ideal (a) C A.
Por hipétese, (a) = {0} ou (a) = A, mas a # 0, logo (a) = A.
Dai, como 1 € A = (a) = {aa : a € A} segue que 1 = aa para algum o € A.
Portanto, a € U(A).

Lema 1.29. Seja f: A — B um homomorfismo de anéis comutativos.
1. Se I C A é um ideal de A entio f(I) € um ideal de Imf.
2. Se J é um ideal de imagem f entio a imagem inversa f~1(J) é um ideal de A.

Demonstragao. 1. Sabemos que f(I) < (Imf,+). Além disso, para qualquer b €
Imf, existe a € A tal que f(a) = b. Para todo y € f(I) tem-se que y = f(z),

x € 1. Assim, by = f(a)f(x) = f(ax) € f(I), pois sendo [ um ideal de A tem-se
que ax € I. Portanto, by € f(I).
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2. f71(J) < (A, +). De fato: Vay,as € f71(J) tem-se f(a1), f(az) € J. Segue que
—f(a1) + f(az) € J, pois J é um ideal da imagem de f. Mas, f((—a1) + a2) =
f(=a1) + f(az) = —f(a1) + f(az). Portanto, f((—a1) + az) € J = (—a1) +
ay € f7YJ). Além disso, Va € A, Vz € f71(J) : ax € f~(J), pois, como
re fUJ), f(x) € J, e fla) € Imf. Assim, f(ax) = f(a)f(x) € J = f(ax) €

]

Proposicao 1.30. Se I e J sao ideais de um anel comutativo A entao:

1. INJ éideal de A.

2.1+ J={c+ay:xel,ye J} éumide de A.

Demonstracao.

1.INJ < (A+): Yu,v e INJ, entao, u,v € INJ =>u€cleue Jyvele

v e J. Como [ e J sao subgrupos com u,v € [ e u,v € J temos —u +v € [
e —u-+v € J, logo, —u—+velnJ. Além disso, Va € A, YVu € I N J, temos
uelnNJ =ueleuec.J ComoleJsao ideais de A, temos: au € [ e
auv € J=auelNJ.

A+ J < (A 4), poisVu,v € I+J: —u+v €I+ J jaquesendo u € I+ J entao

u=x1+y,r1€l,yreJevel+J logo, v=xy+1ys, x0€l, ys €J.

Dai: (—u)+v=—(z1+y)+@2+y)=—pn—s1t+a2t+y = (-2 +2)+
(=1 +y2) € I+ J. Além disso, Va € A,Vu € I +J :au € I+ J. De fato: temos
u=z+y,x€leyeJ. Logo: au=a(r+y)=ax+ay € [+ J, pois [ e J sdo
ideais de A.

]

Observagao 1.31.

1. I NJ é o maior ideal contido em [ e em J.

2. I+ J é o menor ideal que contém [ e J.

Definicao 1.32. Sejam A um anel comutativo e P ideal de A, P # A. Dizemos que
P ¢ ideal primo quando: Ya,b€ A:abe P=a€ P ou b€ P.

Exemplo 1.33.

1. A=7Z, P = (p), p namero primo, A # P, 1 ¢ P.

Sejam ab € Z tais que ab € P = (p). Como ab € (p) = {kp : k € Z} entao
ab = kp, para algum k € Z. Entao, p | (ab) = p | aoup | b= a = kip ou
b="kyp=a€(ppoubéec (p)=ac Poube P. Assim,abe P = a € P ou
b € P. Portanto, P é primo.

. Se A & um dominio de integridade, entdo P = {0} é um ideal primo. De fato,

Va,b e A:abe P={0} == ab=0=a=00ub=0=a¢c P ={0}ou
be P ={0}.
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Definicao 1.34. Sejam A anel comutativo e M C A, M # A, ideal. Dizemos que M
€ ideal mazimal quando: se J C A € um ideal, tal que J # M e M ; J C A entao
J = A.

Observacgao 1.35. Se A é anel comutativo com unidade 1, para mostrar que M é um
ideal maximal supomos J C A ideal, J # M tal que M ; J C A e mostramos que:
1€ J,jaquel € J, implica J = A.

Exemplo 1.36.

Sejam A = Z e M = (2). Mostremos que M é um ideal maximal de A. Veja que:
M = (2) e M # A pois 1 ¢ M. Suponha agora J ideal de Z tal que J # M e
M G J C Z. Entao existe z € J tal que x ¢ M.

Agora: © ¢ M = (2) = z ndo é par = x é impar = x = 2k + 1, k € Z. Assim,
1=2k+1)—-2k=1ecJ=J=A

Teorema 1.37. Seja A um anel comutativo com unidade 1. Se M € um ideal maximal
de A entao M é um ideal primo.

Demonstragcao. Suponha M ideal maximal e que a,b € A sejam tais que ab € M e
a¢ M. Como a ¢ M, temos que (a) + M # M e portanto,

MG (a)+ M C A. (1.6)

Como M ¢é maximal, segue de (1.6), segue que: (a)+ M = A. Como 1 € A = (a) + M,
segue que 1 = u+v, em que u € (a) e v € M. Podemos, entao, escrever 1 = ka-+wv, para
algum k € A com v € M. Dai, bl = b(ka + v) implica b = b(ka) + bv = k(ab) + bv =
k(ab) +bv € M.

Ou seja, se ab € M e a ¢ M entdo b € M. Logo, M é ideal primo. O]

Definicao 1.38. Seja A dominio de integridade, qualquer. Dizemos que A é dominio
de ideais principais (denotado PID) quando todo ideal I de A é um ideal principal, isto
é, quando eziste a € A tal que I = (a).

Exemplo 1.39.
Z é um PID. J4 sabemos que Z é dominio de integridade. Mostremos que todo ideal
é principal. Seja I C Z, ideal qualquer. Vamos determinar ag € Z tal que I = {ag) .

e Se [ = {0} entao I = (0).
o [ #{0} existeumbe I, b#0 (b>0oub<0).

Considere o conjunto: S ={x € I:2 > 0}. Segue que S # () poisb € Sou (—b) € Se

S é limitado inferiormente por 0 € Z. Logo, nestas condigoes, pelo Principio do Menor

Inteiro! segue que S tem elemento minimal, digamos ag € S, logo ag € I e ag > 0.
Afirmagao: I = (ag). De fato,

1. <CLO> c I
Vo € (ap) = = = kag e como ag € I, entao x € I, pois I é um ideal.

!Principio do Menor Inteiro: “Seja S # () um subconjunto do conjunto dos niimeros inteiros, Z. Se
S admite alguma cota inferior em Z entao S possui elemento minimo, ou seja, existe ag € S tal que
ag <s, Vse§
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2. I C (ap): sejax € I, qualquer, pelo algoritmo da divisao em Z, temos que existem
q.7 € 2,0 <r < aptais que x = apq+7r = 1r =x —apq € I, pois I ¢é ideal e
r,a9 € [, eainda 0 <r<ag. Sereler>0entaor € 5, com r < ag, 0 que
é absurdo pois ag é o elemento minimal de S. Logo, necessariamente: r = 0 e
r=apq+1=aoq+0=ayq € (ap).

Por (1) e (2) temos I = (ay).

O objetivo agora ¢é definir anel quociente e para isso precisamos estabelecer primei-
ramente a seguinte relacao de equivaléncia.

Lema 1.40. Se A é um anel comutativo e I C A um ideal entao a sequinte relag¢ao
(~): VYa,be A
a~bsa—-bel

€ uma relacao de equivaléncia.
Demonstracao. Veja que,

1. Reflexiva: Vo € A:a—a=0€l=>a—-a€l < a~a.

2. Simétrica: Va,b e A
a~b=>a—-bel=—(a-bel=b—acl=b~a.

3. Transitiva: Va,b,c € A
a~beb~c=>a-beleb—-—cel, Dait a—c=a+(-b+0b) —c=
(a—0)+ (b—c) €I e, portanto a ~ c.

Portanto, (~) é rela¢do de equivaléncia. O

Observagao 1.41. Cada classe de equivaléncia @ é tal que: a:={b€ A:b~a} =
{beA:b—acl}={becA:b—a=rrel}={bcA:b=a+rrelf=a+1

e obtemos o conjunto quociente —= {a@,a € A} = {a + I,a € A}, que sera denotado

or 2
p I

Proposicao 1.42. Sejam (A, +,.) um anel comutativo e I um ideal de A. A terna

A . .
774_7. em que (+) e (- ) sao operagoes:

A
Va+ I b+le7,

(+):(a+I)+(b+1):=(a+ab)+1
(-):(a+1)-(b+1):=(a-ab)+1
€ um anel comutativo, denominado anel quociente de A por I.

Demonstracao.
(+): Temos (A, +) grupo abeliano e I < (A, +), logo I é subgrupo normal de A.

Entao 7,—!— ¢ grupo abeliano, em particular, (+) estd bem definida. Mostremos

A
que ( - ) estd bem definida: Y(a+ 1), (b+1),(c+1),(d+ 1) € 7 tais que:
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(a+I1,b+1)=(c+1,d+1)=a+]=c+leb+1=d+1.

Agora, mostremos que: (a+1).(b+1) = (c+1).(d+ 1), ou seja, (ab)+1 = (cd)+ 1,
equivalentemente (ab — cd) € I. Queremos mostrar entao que (ab — cd) € I. Te-
mos: a+I =c+leb+1=d+1=(a—c)ele(b—d €l bla—c)ele
cb—d)el=bla—c)+cb—d)el= (ba—bc+cb—cd)el= (ab—cd) € I.

Verifiquemos as propriedades; em cada uma delas usamos fortemente o fato de que
(A, +,.) é um anel comutativo e I é um ideal de A :

A
1. Associativa: Y(a+ 1), (b+1),(c+1) € T

((a+D)(b+1))(c+1I) = (ab+I)(c+I) = (ab)c+I=a(bc)+1I = (a+1I)(bc+1)=
(a+1)((b+I)(c+1)).

A

2. Comutativa: Y(a+1),(b+1),(c+1) € T
(a+Db+1)=ab+T=ba+1=b+1I)(a+1).

o A

3. Distributiva: Y(a + I),(b+I),(c+ 1) € T

o [(a+D)+(b+D)(c+1I)=[(a+b)+I](c+I)=(a+b)c+I= (ac+bc)+I=
(ac+ 1)+ (bc+I)=(a+1)(c+I)+ (b+1I)(c+I).

o (a+D[b+1)+(c+I)] = (a+D[(b+c)+ 1] =alb+c)+1 = (ab+ac)+1 =
(ab+1I)+ (ac+I)=(a+1)b+ 1)+ (a+I)(c+I).

A
Portanto, (T’ +, ) é um anel comutativo. ]

Exemplo 1.43. Sejam A anel comutativo e I C A ideal, qualquer.

I

fi A —

T
a — f(a):=

a+1
é¢ um homomorfismo de anéis pois:

1. fla+b)=(a+b)+I=(a+1)+(b+1)= f(a)+ f(b);

2. f(ab) = (ab)+I=(a+1)(b+1)= f(a)f(b).

Tal homomorfismo f é chamado homomorfismo canonico ou natural.

Observacgao 1.44. Veja que se A é comutativo com unidade 14 e I C A ideal, entao
A

T é anel comutativo com unidade, a saber 1 =14 + I.
De fato,

A
Vaej, (a+D1=(a+D(As+1)=ala+I=0a+1.
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Teorema 1.45. (1° Teorema do Isomorfismo de Anéis) Sejam A, B anéis comutativos,
quaisquer.

A
Se f: A— B é um homomorfismo de anéis, entao N ) ~ Imf.
Demonstragao. Defina a seguinte aplicacao:
A
o: —= = Im
i f

a+N +— d(a+ N):= f(a), com N := N(f)
Afirmacao: § é um isomorfismo.

1. ¢ estd bem definida, pois: se a+ N = b+ N entao a —b € N = N(f), logo
f(a—0b) = 0 e entdo, como f é um homomorfismo, f(a) — f(b) = 0, assim
F(a) = £(b), o seja, 6(a -+ N) = (b + N).

2. 0 é homomorfismo de anéis.
e )((a+N)+(b+N))=06((a+b)+N)=fla+b) = fla)+ f(b) = (a+
N)+4d(b+ N).
e )((a+ N)(b+ N))=6d(ab+ N) = f(ab) = f(a)f(b) = (a+ N)(b+ N).
3. § é injetora.

Mostremos que N(§) = {04 + I}. Para tanto seja a + N € N(§), qualquer.

Disso implica que d(a + N) = Op e entdo, pela defini¢do de d, f(a) = 0p, logo

a € N(f) = N e consequentemente a+ N = 04+ N. Portanto N(0) = {04+ N}.
4. § é sobrejetora.

Seja b € Imf, qualquer. Como b € Imf, existe ag € A tal que f(ag) = b.

A
Tomando a classe ag + N € N tem-se: 0(ap + N) = f(ap) = b. Portanto, § é
sobrejetora.

]

Teorema 1.46. Seja A um anel comutativo com unidade, qualquer. Um ideal I C A

€ primo se, e somente se, o anel quociente T € um dominio de integridade.

Demonstracao.

(=) Suponha I C A primo e mostremos que 7 ¢ um dominio de integridade. Como A
é comutativo com unidade sabemos que T é anel comutativo com unidade. Resta

A
mostrar que 7 nao tem divisores do zero. Para tanto, sejam (a + [)(b+ I) =
0§:I:>ab+I:0+I:>ab€Iz>a€]0ub€[poisIéumidealprimo.

A
Entatoa+I =Toub+1=1=a+1= O§ oub+ 1 = O?. Portanto, T é
dominio de integridade.
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A
(<) Suponha T ¢ dominio de integridade e provemos que [ ¢ ideal primo. Suponha,

A
Va,b € A : ab € I. Entao, ab+[:I:>(a+I)(b+I):[:0?, CornoTé

dominio de integridade, segue que (a+ 1) = I ou (b+ I) = I, consequentemente,
a € I oube I. Portanto, I é um ideal primo.

]

Teorema 1.47. Seja A um anel comutativo com unidade, qualquer. Um ideal I C A

€ mazrimal se, e somente se, o anel quociente T € um corpo.

Demonstracao.

(=) Suponha que [ seja maximal. Mostremos que — é corpo. Temos que — é um

anel comutativo com unidade pois A é comutativo e com unidade.
Mostremos que todo elemento (a + I) # 0? = [ tem inverso.

A
Suponha por absurdo que: (a+ 1) € 7 s coma + I # 04, nao tem inverso.
I

Desta forma, segue que:

1+1¢ (a+I):{(b+[)(a+[):(b+[)e§}

A
poisse: 1+1 € (a—l—])z>§|(b+[)€7talque (b+])(a+]):1—|—]:1?,o

que é absurdo.

Assim, {0} # (a + I) # ?, ou,

0,1 Sa+D) S

~|

(1.7)

A
Assim, se f: A — — é homomorfismo natural de (1.7) segue que:
A
<{}> o) S I (T) = 1S I a 1) S A o s
“{a + I)) ¢ um ideal de A tal que I & J S A o que é absurdo pois I &

»—A "'\3>

maxnnal.

Portanto, V(a + 1) € —, a+ [ # 04, & invertivel.

77

A
(<) Suponha que T é corpo.

Provemos que I é maximal. Para tanto suponha que J é um ideal de A tal que:

ISJCA (1.8)

A
Logo, sendo f: A — 70 homomorfismo natural, obtemos de (1.8):

~| =

FI) S FI) € F(A) = {04} G f(J) ©
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A
Entao, como — é corpo e f(J) é diferente do elemento neutro é ideal de —, segue

I I
da proposigao 1.28 que o ideal f(J) é igual ? isso implica entao que J é igual a
A.
O
Exemplo 1.48.
Pelo corolario 1.16 sabemos que Z,, p primo, é corpo. Por outro lado Z, = % pois

)
%z{&%—(@:aEZ}ea+(p>={b€Z:a—b€<p)}:{b€Z:p|(a—b)}z )

7 o .
com b o resto da divisao de a por p, tal que 0 < b < 0 ou seja, U —{0,1,...,(p—1)}
p
A
= Z,. Logo, pelo teorema 1.47, se p primo, — ¢é corpo e (p) C Z ¢ ideal maximal.

(p)

Definicao 1.49. Sejam A um anel e m € Z, Ya € A. Definimos maltiplos de a, m.a,
da sequinte maneira:

m=0: 0-a := 04
m>0: m-a = (m—1)a+a .
m<0: m-a = —((—m)-a)

Pode-se mostrar que: Va € A, Ym, n € Z:
1. (mn)-a=m-(n-a);

3

-

2. (m+n)-a=m-a+asn-a
(=m)-a=—m-a=m-(-a);
-

4 mn)lA:(mlA)A(nlA)

Definicao 1.50. Seja A um anel. Considere o sequinte subconjunto de 7 :

S={neZl na=0yvYaec A} CZ.

Temos duas possibilidades:
e S =0 : neste caso dizemos que A tem caracteristica zero, ou seja, C(A) = 0.

o S # I: veja que S € limitado inferiormente pelo 0 € Z, assim pelo Principio do
Menor Inteiro, S tem um elemento minimal, digamos d € S.
Nesse caso dizemos que A tem caracteristica d, ou seja, C(A) = d.

Exemplo 1.51.
1. Z, tem caracteristica n pois: na = 0, Va € Z,, ja que

ni=a+...+a=na=0
—_———

n—parcelas
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2. 7 tem caracteristica zero, pois Va € Z*: na =0 < n = 0.

Lema 1.52. A caracteristica de um dominio de integridade, A, € zero ou € um nimero
primo.

Demonstra¢ao. Suponha que C(A) = d # 0 onde d é um nimero inteiro ndo primo.
Logo, d = rs, 1 < r,s < d. Assim, para 14 € A temos: 04 = dlg = (rs)ly =
(rla)(sla) =04 = 1rlg =04 0u sly =04 e 0 < r,s <d, oqueé absurdo pois d é
menor inteiro com esta propriedade.

Portanto, d ¢ primo. O]

1.2 Anel de polinémios

Nesta secao definimos o anel de polinomios e resultados necessarios para o desen-
volvimento dos demais capitulos.

Defini¢ao 1.53. Considere R um anel. Um polinomio f(X) com coeficientes em R,
e varidvel indeterminada X, é uma soma formal infinita

ZaiXi:a0+a1X+...—|—anX"—|—... (1.9)
i=0
em que a; € R e a; = 0 para uma quantidade finita de valores de . Cada a; € chamado

coeficiente de f(X).

Definicao 1.54. Sejam R um anel e f(X) um polindmio com coeficientes em R.
Chamamos de grau de f, Of, ao indice n tal que a, # 0 e a; =0 para todo j > n. Se,
para todo i{1,...,n}, a; =0 o grau de f(X) ndo estd definido.

Observagao 1.55. No que segue, se df = n podemos denotar f(X) por ag + a; X +
oot a, Xt = ZaiXi, isto é, f(X) = ZaiXi, ja que como a; = 0, para todo i > n,

i=0 i=0
(o]
i{1,...,n}, podemos omitir a parcela Z a; X" de (1.9).
i=n+1

Além disso, se R ¢ um anel com unidade 1 # 0, escreveremos o termo 1X* em (1.9)
como X*.

Exemplo 1.56. Em 7Z, escrevemos o polinémio 2+ 1.X como 2+ X. Assim, 0,2, X, e
2 4+ X? sao polinémios com coeficientes em Z.

Observagao 1.57. Cada elemento de R é um polindémio, o qual chamamos: polinomio
constante, isto é, Ya € R, f(X) = a, € um polindémio constante.

Em particular, quando f(X) = 0, chamamos f(X) de polinémio nulo. Veja que todo
polinémio constante e nao nulo tem grau igual a zero.

A seguir definimos duas operacoes binarias para o conjunto dos polind6mios com
coeficientes em um anel R. A partir de agora denotamos tal conjunto por R[X]. Para
a adigdo em R[X] considere f(X), g(X) € R[X] dados por

f<X>:a0+&1X++aan+
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g(X)=by+ b X + .. b, X"+
Definimos a adi¢ao de f(X) e g(X), por

fX)+9(X)i=co+ e X +...+e, X"+ ...

em que
Cp = Qy + b,

Enquanto que a multiplica¢ao de f(X) e g(X) é definida por
f(X)g(X) =dy+d1 X +...+d, X"+ ...

em que
n

dn = Z aibn_i.
i=0

Com tais operacoes (R[X], +,-) ¢ um anel. Além disso, se R é um anel com unidade
1z # Og entdo R[X| é um anel com unidade em que tal unidade ¢ o polinémio constante
igual a 1. Ainda se R é um anel comutativo entdo R[X] é um anel comutativo. Mais
ainda, se R é um dominio de integridade, R[X] também é um dominio de integridade.
Em particular, se R é um corpo nao podemos garantir que R[X] é um corpo, ja que neste
caso os unicos elementos invertiveis de R[X]| sdo os polindomios constantes nao nulos,
ou seja, U(R[X]) = {f(X) € R[X] : f(X) é um polindomio constante nao nulo},
consequentemente U(R[X]) # R[X] — {0} . Entretanto veremos no teorema 1.71 que
se R ¢ um corpo entdo R[X] ¢ um Dominio de Ideais Principais (PID). Para mais
detalhes vide p. 200, Teorema 2.22 em |[2].

Exemplo 1.58. Em Z,[X] temos
(X+D)P?=X+D)X+D)=X’+0+DX+1=X>+1
Enquanto que:

(X+D)+X+1)=1+1D)X+(1+1)=0X+0=0.

Definicao 1.59. Se R ¢ um anel e X e Y sao varidveis indeterminadas, podemos for-
mar o anel (R[X])[Y], isto é, o anel de polinomios em Y cujos coeficientes pertencem

a R[X].

Denotamos (R[X])[Y] = R[X,Y]. De modo indutivo podemos definir o anel R[X1, ..., X,]
de polinémios com n varidveis indeterminadas X; com coeficientes em R.

Teorema 1.60. Sejam F' um corpo e a qualquer elemento de F.
A apliacacao ¢, : F|X| — F definida por

¢a(f(X)) = gba(ao -+ alX + ...+ CLan) =ap+ oo+ ...+ ana"
para qualquer f(X) € F[X]| é um homomorfismo de F|X| em F.

Além disso, ¢o(a) = a para a € F .

O homomorfismo ¢, € chamado de homomorfismo de valoracao em «.
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Demonstragao. A aplicacao ¢, esta bem definida, isto é, independente da representacao
de f(X) € F[X] como uma soma finita

ag+a X +...+a, X",

uma vez que tal soma finita representando f(X) pode ser alterada somente pela inser¢ao
ou exclusdo dos termos 0z, o que nao afeta o valor de ¢, (f(X)).

Agora se f(X)=ap+u X+ ...+ a, X" g(X) =0y + 01 X+ ...+ b, X" e h(X) :=
fX)+9(X)=co+ 1 X +...4+¢X", entao

GalF(X) + 9(X)) = ¢a(h(X)) = co + cra+ ...+ cpa,
enquanto que
Ga(f(X)) + 0a(9(X)) = (a0 + a1+ ... + a,a™) + (b + b+ ... + ba™).
Como por definicao de adi¢ao polinomial temos ¢; = a; + b;, vemos que
Ga(f(X) + 9(X)) = da(f(X)) + dalg(X)) (1.10)
Para a multiplicacao, temos
f(X)g(X)=do+d1 X + ... +ds X?,

logo
Oa(f(X)g(X)) =do+ dia+ ...+ dsa’,
enquanto que
(Do (f(X)][Pa(g(X))] = (a0 + a1+ ... + ™) (bo + bia + .. . + b ™).
J
Ja que por defini¢ao de multiplicacao polinomial ¢ dada d; = Z a;b;_; vemos que
i=0

¢a(f(X)(9(X)) = [¢a(f(X))][¢alg(X))]- (1.11)

Por (1.10) e (1.11) segue que ¢, ¢ um homomorfismo. A propria defini¢do de ¢,
aplicada a um polinémio constante a € R[X], em que a € R, da ¢,(a) = a.

E, por defini¢ao de ¢, temos ¢, (X) = ¢o(1X) = lav = av. ]

Exemplo 1.61. Seja F' = Q. Pelo teorema 1.60, temos que o homomorfismo de
valoragao ¢p : Q[X| — R & dado por

dolao+ a1 X + ...+ a, X") =ag+ a0+ ...+ a,0" = ay.

Exemplo 1.62. Seja ' = Q. Pelo teorema 1.60, temos que o homomorfismo de
valoragao ¢, : Q[X] — R & dado por

po(ag+ ar X + ...+ a, X") =ag+a12+ ...+ a,2".

Observe que
Ga(X*+ X —6)=224+2-6=0.

Assim, (X? + X — 6) esta no nucleo de ¢ .
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Defini¢ao 1.63. Sejam F um corpo e a um elemento de F, f(X) = ag + a1 X +
oo+ a, X" € FIX], e ¢y : F[X]| = F 0o homomorfismo de valoragao do teorema 1.60.
Denotamos

fla) :=u(f(X)) =ao+aa+ ...+ aa”.
Se f(a) =0 dizemos que o é um zero de f(X).

Definicao 1.64. Seja F' um corpo. Dizemos que f(X) € F[X], polinémio nao nulo,
se fatora em F[X] quando existem polinomios g(X), h(X) € F[X], tais que f(X) =
g(X)h(X). Ainda g(X) e h(X) sdo chamados fatores de f(X).

Observagao 1.65. Suponha que f(X) € F[X] se fatora em f(X) = g(X)h(X) com
g(X) , h(X) € F[X] e seja a € F. Veja que

f(@) = ¢a(f(X)) = ¢alg(X)M(X)) = ¢a(9(X))Pa(h(X)) = g(@)h(e).

Assim, a € F é tal que f(a) = 0 se, e somente se, g(a) = 0 ou h(a) = 0, ja que
g(a), h(a) € F' e F &, em particular, um dominio de integridade.

A seguir apresentamos uma ferramenta importante ao longo deste trabalho.

Teorema 1.66. (Algoritmo da divisao para F[X])

Se f(X)=a, X"+ a1 X" '+ ... 4a e g(X)=b, X"+ b 1 X"+ ...+ D

sao elementos de F[X], com a, e by, nao nulos, elementos diferentes de zero em
F em > 0 entao existem, e sao tunicos, polinomios q(X) e r(X) € F[X] tais que
F(X)=g(X)g(X)+7(X), em que r(X) =0 ou o grau de r(X) é menor que o grau de
g9(X). Denominamos q(X) de quociente e 7(X) o resto da divisao de f(X) por g(X).

Demonstragao. Considere o conjunto S = {f(X) — g(X)s(X) | s(X) € F[X]}. Se
0 € S entao existe um s(X) € F[X] tal que f(X) — g(X)s(X) = 0. Logo, f(X) =
g(X)s(X). Assim, tomando ¢(X) = s(X) e r(X) = 0, temos provado o teorema.
Caso contréario, isto é, se 0 ¢ S seja r(X) elemento de grau minimo em S, que existe
pelo Principio do Menor Inteiro. Assim,

f(X) = g9(X)q(X) +r(X)

para algum ¢(X) € F[X]. Resta-nos mostrar que o grau de r(X) é menor que m = Jg.
Para tanto, suponha que

r(X) = X"+ X+ 4,
com ¢ € Fec, #0. Set>m, entao
Ct Ct

FX) = a(X)9(x) = (££) X700 =00 - (1) X mgx).

Veja que: 7(X) — <bc—t) Xt=mg(X) = r(X) — (¢a’+ termos de grau menor), que é um

polinémio de grau menor que ¢t = Jr(X). No entanto, o polinomio em 1.12 pode ser
escrito na forma

F(X) = g(X)g(X) + (a) Xt (1.13)
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logo (1.13) é um elemento em S, contradizendo o fato de que (X)) foi selecionado para
ter grau minimo em S.

Com isso, o grau de (X)) é necessariamente menor que o grau m de g(X).
Para unicidade do quociente e do resto de tal divisao, suponha

f(X) = g(X)q(X) +r(X) (1.14)
F(X) = g(X)g2(X) + ra(X). (1.15)
Subtraindo (1.15) de (1.14) obtemos: ¢(X)gqi(X) + 71 (X) — g(X)ga(X) — r2(X) =

0= g9(X)q(X) — g(X)g(X) =ro(X) =1 (X) =
9(X)[q1(X) — @2(X)] = r2(X) — ri(X). (1.16)

Como 79(X) —r1(X) = 0 ou o grau de (r2(X) — r1(X)) é menor que o grau de g(X),
(1.16) so pode acontecer se q;(X) — g2(X) = 0, ou seja, se ¢1(X) = ¢2(X). Com isso,
devemos ter ro(X) — r1(X) =0, e entdo (X)) = ro(X). O

Exemplo 1.67. Consideremos os seguintes polinomios em Z;[X], f(X) = X4 —3X3+
2X? +4X —1e g(X) = X?—2X + 3. Veja que dividindo f(X) por g(X), obtemos:
eX)=X?-X-3er(X)=X+3.

Corolario 1.68. Um elemento a € F é um zero de f(X) € F[X] se, e somente se,
X —a é um fator de f(X) € F[X].

Demonstrag¢ao. (=) Suponha que para a € F temos f(a) = 0. Pelo teorema 1.66
dividindo f(X) por (X — a), existem ¢(X), r(X) € F[X] tais que

f(X) = (X = a)q(X) +r(X),

em que 7(X) =0 ou o grau de r(X) é menor que 1 = (X — a).
Assim necessariamente 7(X) = ¢ para algum ¢ € F', logo:

f(X) = (X —a)q(X) +c
Aplicando o homomorfismo de valorac¢ao ¢, : F[X] — F temos

0= (@) = Ogla) +¢

consequentemente ¢ = 0. Logo f(X) = (X — a)g(X), ou seja, X — a é um fator

de f(X).

(<) Se X —a é um fator de f(X) € F[X], onde a € F, temos f(X) = (X — a)q(X)
para algum ¢(X) € F[X]; aplicando o homomorfismo de valoragio temos f(a) =
0g(a) = 0.

]
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Exemplo 1.69. Em Zs[X], note que 1 é¢ um zero de
f(X)=X*+3X%+2X +4 € Zs[X].

pois f(1) = 0. Assim, pelo corolério 1.68, podemos fatorar X* + 3X3 + 2X + 4 como
(X = 1)g(X) em Z;[X].

Assim, X*+3X3 +2X +4= (X —1)(X3+4X?+4X +1) em Zs[X]. Mas 1 também
é um zero de X3 4+ 4X? +4X + 1 e podemos dividir este polinomio por X — 1 e obter
(X2 +4). Mas 1 também é zero de (X2 + 4) e podemos dividir novamente por X — 1
e obter X + 1.

Assim, X* +3X3+2X +4= (X —1)3(X +1) em Z;5[X].

Definicao 1.70. Um polinémio nao constante f(X) € F[X] € irredutivel sobre F (ou
um polinémio irredutivel em F[X]) se f(X) nao pode ser expresso como um produto
g(X)W(X), de dois polinomios g(X) e h(X) € F[X], ambos de menor grau que o grau
de f(X). Se f(X) € F[X] € um polindomio nao constante que ndao € irredutivel sobre
F, entao dizemos que f(X) é redutivel sobre F.

Teorema 1.71. Se F' é um corpo, entao em F[X| é um PID.

Demonstragao. Precisamos mostrar que todo ideal N de F[X] é um ideal principal,
ou seja, que existe g(X) € F[X] tal que N = (g(X)). Seja N um ideal de F[X]. Se
N = {0}, entdo N = (0). Suponha que N # {0} e seja g(X) # 0 e g(X) € N de
grau minimo, que existe pelo Principio do Menor Inteiro. Se o grau de g(X) é 0, entdo
g(X) € F,eg(X) e U(F[X]). Logo N = (1) = F[X], nessa igualdade usa o lema 1.24
entdao N é principal. Se dg(X) > 1, seja f(X) qualquer elemento de N. Entao, pelo
teorema 1.66, existem ¢(X) e r(X) € F[X] tais que f(X) = g(X)q¢(X) + r(X), onde
r(X) =0 ou Jr < dg.

Agora f(X) € N e g(X) € N implicam que f(X) — g(X)qg(X) € N por defini¢ao
de ideal. Como ¢(X) é um elemento nao nulo de grau minimo em N, necessariamente
r(X) = 0. Assim f(X) = ¢g(X)g(X) € (9(X)). Portanto N C (g(X)). Ainda, como
g(X) € N temos (g(X)) C N. Portanto, N = (g(X)). O

Teorema 1.72. Seja F' um corpo, um ideal (p(X)) # 0 de F[X] € ideal mazimal se, e
somente se, p(X) € irredutivel sobre F'.

Demonstra¢ao. (=) Suponha que (p(X)) # 0 seja um ideal maximal de F[X]. Entao
(p(X)) # F[X], logo p(X) ¢ F.

Agora seja p(X) = f(X)g(X) uma fatoracao de p(X) em F[X]. Como (p(X))
¢ um ideal maximal pelo teorema 1.37 e, portanto, também um ideal primo,
(F(X)g(X)) € (p(X)) implica que F(X) € (p(X)) ou g(X) € {(p(X)); isto &
f(X) ou g(X) tem p(X) como um fator. Mas entdo nao podemos ter os graus de
ambos f(X) e g(X) estritamente menores que o grau de p(X). Isso mostra que
p(X) é irredutivel sobre F', pela definigao.
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(<) Se p(X) é irredutivel sobre F', suponha que N seja um ideal tal que (p(X)) C
N C F[X]. Agora N é um ideal principal pelo teorema 1.71, entao N = (g(X))
para algum g(X) € N. Logo se p(X) € N entao p(X) = ¢g(X)q(X) para algum
q(X) € F[X]. Mas p(X) é irredutivel, o que implica que ¢g(X) ou ¢(X) é de
grau 0. Se g(X) é de grau 0, isto é, uma constante diferente de zero em F, entao
g(X) é uma unidade em F[X], consequentemente N = (g(X)) = F[X]. Se ¢(X)
é de grau 0, entao ¢(X) = ¢, onde c € F e g(X) = (1/¢)p(X) € (p(X)), entao
N = (p(X)). Assim (p(X)) C N C F[X] ¢é impossivel, entao (p(X)) ¢ ideal
maximal.

O

Teorema 1.73. Seja p(X) um polinomio irredutivel em F[X]|. Se p(X) divide r(X)s(X),
com r(X), s(X) € F[X], entao p(X) | r(X) ou p(X) | s(X).

Demonstrag¢ao. Primeiro veja que como p(X) é irredutivel temos, pelo teorema 1.72
que (p(X)) é ideal maximal e consequentemente por 1.37 é um ideal primo. Assim, se
p(X) | 7(X)s(X) entdao r(X)s(X) € (p(X)), mas (p(X)) é ideal primo logo r(X) €
(X)) on 5(X) € (p(X)), on seja, p(X) | r(X) ou p(X) | 5(X). a

Coroléario 1.74. Se p(X) é irredutivel em F[X] e p(X) divide o produto r1(X) ... r,(X),
comr;(X) € F[X],Vie{l,...,n}, entao p(X) divide r;(X) para algum i € {1,... n}.

Demonstragao. Segue do teorema 1.73 e do Principio de Inducao Matemaética. O]

Teorema 1.75. Se F' é um corpo entao todo polindémio nao constante f(X) € F[X]
pode ser fatorado em F[X] em um produto de polinémios irredutiveis de maneira inica
a menos da ordem no referido produto e por constantes nao-nulas em F'.

Demonstrag¢ao. Seja f(X) um polinémio nao-constante. Se f(X) nao é irredutivel,
entao f(X) = g(X)h(X), com o grau de g(X) e o grau de h(X) ambos menores que o
grau de f(X). Se g(X) e h(X) sdo ambos irredutiveis, o resultado esta provado.
Caso contrario, pelo menos um desses se fatora em polinomios de grau menor. Conti-
nuando esse processo, chegamos a uma fatoracao

f(X) =p1(X)p2(X) ... pe(X),

em que cada p;(X) é irredutivel para i = 1,2,... 7.
Resta-nos mostrar a unicidade a menos de ordem de produto e constantes nao nulas
em [’ . Suponha que

P X)pa(X) . pr(X) = f(X) = 1(X)q2(X) . .. g5(X)

sejam duas fatoracoes de f(X) em polindomios irredutiveis.
Pelo corolario 1.74 p;(X) divide algum ¢;(X), sem perda de generalidade podemos
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supor que p;(X) divide ¢ (X).
Se ¢1(X) é irredutivel, entao
@ (X) = up1(X),

com u; € F' — {0} e, portanto, vy € U(F[X]).
Assim substituindo ¢; (X)) por u;p;(X) obtemos

P1(X)p2(X) .. pr(X) = wpr(X)g2(X) .. q5(X) = pa(X) ... pr(X) = u12(X) .. gs(X).
Por um argumento semelhante, se, digamos ¢2(X) = ugp2(X), entao
p3(X) .. pr(X) = wguggs(X) ... qs(X).
Continuando esse processo obtemos:
I =wuy. . upGri1(X) ... qs(X). (1.17)

Mas (1.17) s6 faz sentido se 1 = ujusy . . . u,.
Assim, os fatores irredutiveis p;(X) e ¢;(X) sdo os mesmos, exceto possivelmente por
ordem de fatores e elementos em U(F[X]). O



2 Dominio de fatoracao tnica

Vimos no Capitulo 1 a definicao de dominio de integridade bem como alguns re-
sultados, a seguir tratamos de um dominio de integridade com caracteristicas mais
peculiares, a saber: apresentamos definicoes e resultados sobre dominio de fatoracao
tinica, mais especificamente, mostraremos que todo dominio de ideais principais (PID)
¢ um dominio de fatoracdo tinica (UFD). Além disso, mostraremos que se D é um
dominio de fatoragdo tnica entdo o anel de polinémios D[X| também é um dominio de
fatoracao tnica.

Definicao 2.1. Sejam R um anel comutativo com unidade e a,b € R, quaisquer. Se
eriste ¢ € R tal que b = ac, entao a divide b (ou a é um fator de b), denotado por a | b.
Caso contrdrio, dizemos que a ndao divide b: a1 b.

Definicao 2.2. Um elemento u de um anel R comutativo com unidade é uma unidade
de R se u divide 1, isto é, se u tem um inverso multiplicativo em R, ou ainda, u € U(R).
Dizemos que dois elementos a e b sao associados em R se a = bu, em que u € U(R).

Observagao 2.3. Em particular, se a e b sdo associados temos que a | be b | a.

Exemplo 2.4. Sabemos que as tinicas unidades em 7Z sao 1 e —1. Assim, os unicos
associados de a em Z sao a e —a.

Definicao 2.5. Seja D um dominio de integridade, qualquer.
Dizemos que p € D € irredutivel quando em qualquer fatoragao p = ab em D, temos a

oub em U(D).

Definigao 2.6. Um dominio de integridade D € um dominio de fatora¢ao inica(UF D)
se as sequintes condicoes forem satisfeitas:

1. Todo elemento de D que € diferente do elemento nulo e nao é uma unidade pode
ser fatorado em um produto de wm niumero finito de elementos irredutiveis em

D.

2. Sepi...preqi...qs sao duas fatoragoes do mesmo elemento de D e sao elemen-
tos irredutiveis, entao r = s e 08 q}s podem ser reenumerados de modo que p; e
q; sejam associados.

Exemplo 2.7.
Sejam D =7Zea=—15 € Z.
Consideremos as fatoracoes em elementos irredutiveis em Z:

o —15=pi - ppy=—-3-5

43
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® —15:(]1QQ:—53

Podemos reenumerar por ¢ = —5 e ¢; = 3. Dali,

e p; = —3 é associado a ¢ = 3, pois =3 =—1-3, =1 € U(Z);
e ¢» = —5 ¢é associado a py = 5, pois 5 = (—1) - (=5), —1 € U(Z).

O objetivo agora é mostrar que todo PID é um UFD. Para tanto precisamos dos
seguintes resultados.

Definigao 2.8. Se {A;:i € I} é uma colecao de conjuntos entdo a unido U A; dos
el
conjuntos A; € o conjunto de todos x tais que x € A; para pelo menos um 1 € I.

Lema 2.9. Se R é um anel comutativo e Ny C Ny C ... € uma cadeia ascendente de
tdears N; em R, entao N = U N; € um ideal de R.
i

Demonstrac¢ao. Sejam a,b € N, quaisquer. Assim, existem ideais N; e N; na cadeia,
coma € N; e bec N;. Agora, N; C N, ou N; C N;, vamos supor que N; C N;, entao
ambos a e b pertencem a N;. Isso implica que a £b, ab € N; C N, ou seja, a £ b,
ab € N. Tomando a = 0, vemos que b € N implica —b € N, e 0 € N desde 0 € N;, Vi.
Assim, N é um subanel de R. Para a € N e d € R, temos a € N;, para algum N;.
Dessa forma, como N; é um ideal: da € N; C N. Logo, da € N. Portanto, N é um
ideal de R. O]

Lema 2.10. Seja D ¢ um PID. Se N1 C Ny C ... é uma cadeia ascendente de ideais
N;, entao existe um numero inteiro positivo r tal que N, = N, para todo s > r.

Esta propriedade é conhecida como condigao da cadeia ascendente (ACC).

Demonstragao. Pelo lema 2.9 , sabemos que N = UNi ¢ um ideal de D e como um
ideal em D, que é um PID, N = (c¢) para algum ¢ € D. Uma vez que N = U N; segue

1
que ¢ € N,, para algum r € Z", assim s > r, temos:
(¢) C N, C Ny CN = {c).
De fato N, = N, para s > r. ]

Observagao 2.11. Para quaisquer elementos a e b de um dominio de integridade D,
tem-se:

e (a) C (b) se, e somente se, b | a;

e (a) = (b) se, e somente se, a e b sao associados em D.
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De fato: para a primeira propriedade, note que (a) C (b) se, e somente se, a € (b), que
é valido se, e somente se, a = bd para algum d € D, ou seja, se, e somente se, b | a.
Usando esta primeira propriedade, vemos que (a) = (b) se, e somente se a = bce b = ad
para determinados ¢, d € D.

Disso segue que a = adc e consequentemente, como D é dominio de integridade , segue
da proposicao 1.12, que 1 = dc.

Assim, d e ¢ € U(D), e a e b sao associados.

Agora podemos provar a condi¢ao 1 da definicao 2.6 para que um PID seja um

UFD.

Teorema 2.12. Seja D um PID, qualquer. Todo elemento que nao € o elemento neutro
e nao € uma unidade em D € um produto de elementos irredutiveis em D.

Demonstrag¢ao. Seja a € D, qualquer, tal que a # 0 e a ¢ U(D).

Primeiro mostramos que a tem pelo menos um fator irredutivel.

Se a é um irredutivel, nao ha o que ser feito.

Se a nao é irredutivel, entdo a = a;by, onde ay e by & U(D).

Agora, (a) C (a1), pois a = a1by. Se (a) = (a1), entdo a e a; seriam elementos
associados e by € U(D), o que é absurdo pela construcao de b;.

Continuando este procedimento entao, comecando agora com a;, chegamos a uma
cadeia de ideais estritamente ascendente:

(a) C {a1) C {ag) C ....

Pela ACC no lema 2.10 essa cadeia termina em algum (a,) e a, necessariamente é
irredutivel. Portanto, a tem um fator irredutivel a,, ja que (a) C {(a,), com a, irredu-
tivel.

Com o que acabamos de provar, para um elemento a que nao é nem 0 nem uma unidade
em D, ou a é irredutivel ou a = pyc; com p; irredutivel e ¢; ¢ U(D).

Por um argumento anélogo podemos concluir que (a) C (c1). Se ¢; nao é irredutivel,
entao ¢; = pace para um irredutivel py com ¢y ¢ U(D).

Continuando, construimos uma cadeia de ideais estritamente ascendente:

(a) C{c1) C{co) C ...

Esta cadeia necessariamente termina em algum ¢, = ¢, que é um irredutivel.
Consequentemente a = pips ... p,q, pelo lema 2.10. O

Lema 2.13. Um ideal (p) em um PID é mazimal se, e somente se, p é um elemento
irredutivel.

Demonstra¢ao. (=) Sejam D um PID e (p) um ideal maximal de D.
Suponha que p = ab em D, logo (p) C (a).
Se (a) = (p), entdo a e p seriam associados e consequentemente b deve ser uma
unidade de D.
Se (a) # (p), entao necessariamente (a) = (1) = D, ja que (p) é ideal maximal.
Mas entao a e 1 sdo elementos associados, assim a € U(D).
Portanto mostramos que se p = ab entao a ou b deve ser uma unidade. Portanto,
p € um irredutivel de D.
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(<) Suponha que p seja um elemento irredutivel em D.
Para mostrar que (p) é ideal maximal, suponha que I = (a) seja ideal de D tal
que

(p) G (a) C D. (2.1)
Mostremos que (a) = (p). De fato, como (p) C (a) temos p = ab. Mas p é
irredutivel logo a € U(D) ou b € U(D).
Se a € U(D) entao (a) = (1) = D.
Se a ¢ U(D) entao b € U(D), ou seja, existe u € D tal que bu = 1.
Assim, pu = abu = a e segue (a) C (p). Consequentemente (a) = (p) o que é
absurdo por (2.1).
Logo, necessariamente a € U(D) e (a) = D, provando que (p) é ideal maximal.

]

Lema 2.14. Em um PID, se um elemento p é irredutivel e tal que p | ab, entdo p | a
ou p | b.

Demonstragao. Seja D um PID qualquer e suponha que para um elemento irredutivel
p em D temos p | ab. Logo, (ab) € (p). Como todo ideal maximal em D é um ideal
primo pelo teorema 1.37, (ab) € (p) implica que a € (p) ou b € (p), resultando p | a ou
p | b. O

Corolario 2.15. Se p é um elemento irredutivel em um PID e p divide o produto
aiasy . .. ay, para a; € D, entdo p | a; para pelo menos um indice i € {1,...,n}.

Demonstragcao. A prova deste corolario segue pelo Principio de Inducao Finita e do
lema 2.14 O

Definicao 2.16. Um elemento nao nulo p de um dominio de integridade D é primo
se, para quaisquer a, b € D tal que, p | ab entao p | a ou p | b.

Teorema 2.17. Todo PID ¢ um UFD.

Demonstracao. O Teorema 2.12 afirma que se D é um PID, entao cada a € D, onde a
nao é o elemento neutro e nao é uma unidade de D, tem uma fatoracao, digamos,

a = pips...pr, com cada p; elemento irredutivel em D.

Resta-nos mostrar a unicidade a menos de um arranjo nos indices.

Para tanto, suponha que

a=q142 .. .4s

seja outra fatoracao em elementos irredutiveis.
Assim, temos que p; | (¢1¢2...¢s) 0 que implica p; | ¢; para algum j, pelo corolario
2.15.
Alterando a ordem dos qg-s se necessario, podemos assumir que j = 1 logo p; | ¢1.
Dessa forma ¢ = pyuq, e como p; é um irredutivel segue que u; é uma unidade, ou
seja, p1 e ¢ sao associados.
Temos entao,

pbip2 .. .Pr = P1U14Q2 - - - Qs-

Como D é dominio de integridade segue pela proposicao 1.12 temos que

P2...Pr =U1q2 - .. (s-
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Continuando esse processo, comecando agora com ps, obtemos:

1 =wus .. UGy -+ - qs.
Como o g; ¢ irredutivel, necessariamente r = s. O
Corolario 2.18. Se F' ¢ corpo entao F[X] é um UFD.

Demonstra¢ao. Se F' é um corpo sabemos pelo teorema 1.71 que F[X] é PID. E pelo
teorema 2.17 todo PID é UFD, portanto F' corpo implica F'[X] UFD. O

Corolario 2.19. O dominio de integridade 7 € um UFD.
Demonstragao. Como 7Z é PID, segue pelo teorema 2.17 que é UFD. O

Observagao 2.20. Veremos mais adiante no exemplo 2.34 que nem todo UFD é um
PID, ou seja, a afirmacao reciproca do teorema 2.17 é falsa.

A partir de agora estamos interessados em demonstrar que se F' é um UFD entao
o anel de polinomios F[X]| também é um UFD. Para tanto precisamos da seguinte
definicao.

Definicao 2.21. Sejam D um UFD e ay,as,...,a, elementos nao nulos de D. Um
elemento d de D é um mdzximo divisor comum (mdc) de todos os a; se d | a; para
i =1,...,n e qualquer outro d € D que divida a; também divide d.

Observagao 2.22. Chamamos d "um"méximo divisor comum em vez de "o"maximo

divisor comum porque méaximos divisores comuns sao definidos a menos de unidades.
De fato, suponha que d e d’ sejam dois méximos divisores comuns de a;, . . ., a,.
Logo, d | d' e d' | d pela definigao.

Assim d = ¢'d’ e d = qd para determinados ¢,q¢ € D. Logo

ld=qqd = q¢dq=1= q¢ € U(D).

Exemplo 2.23. Vamos encontrar um méximo divisor comum entre 420, —168 e 252
no UFD Z.

Fatorando, obtemos
420 = 22.3.5.7, —168 = 2°.(—3).7 e 252 = 22.3%.7.

Escolhemos um desses trés ntimeros, digamos 420, e procuramos a maior poténcia de
cada um de seus fatores irredutiveis (a menos de associados) que divide todos os niime-
ros, 420, —168 e 252 em nosso caso. Tomamos como mdc o produto dessas poténcias,
mais altas, de irredutiveis. Para nosso exemplo, essas poténcias de fatores irredutiveis
de 420 sao 2%,3',5% ¢ 7', de modo que tomamos como maximo divisor comum d = mdc
(420, —168,252) = 4.3.1.7 = 84. Veja também que mdc (420, —168,252) = —84 isso
porque 1 e —1 sao as tunicas unidades.

Definicao 2.24. Seja D um UFD. Um polindémio nao constante f(X) = ag+a; X+. . .+
a, X" em D[X] € primitivo se 1 é um mdzximo divisor comum dos a; para i € 0,1,...,n,
isto €, mde (ag,ay,...,a,) = 1.



48 Dominio de fatoracao tinica

Exemplo 2.25. Em Z[X], 4X? + 3X + 2 ¢ primitivo pois mdc (4,3,2) = 1, mas
4X? 4+ 6X + 2 nao, ja que mdc (4,6,2) =2 ¢ U(Z).

Observe que todo polinomio irredutivel ndo-constante em D[X] é necessariamente
um polind6mio primitivo.

Lema 2.26. Se D ¢ um UFD, entao para cada polinémio nao constante f(X) € D[X]
temos f(X) = (¢)g(X), onde c € D, g(X) € D[X] é primitivo. O elemento ¢ é unico
a menos de um fator unidade em D e é chamado conteido de f(X). Também g(X) é
unico a menos de um fator unidade em D.

Demonstragao. Seja f(X) € D[X] dado, onde f(X) é um polindomio nao-constante
com os coeficientes ag,ay,...,a,. Seja ¢ = mdc (ag,ay,...,a,). Entdo para cada
1€ 1,...,n temos a; = cq; para algum ¢; € D.

Pela lei distributiva, temos: f(X) = ag+a; X+...+a, X" = cqo+ecqn X +. . . +¢cq, X" =
(¢)g(X), onde nenhum irredutivel em D divide todos os coeficientes qq, q1, ..., ¢, de
g(X), ou seja, mde (qo, q1,---,Gn) = 1. Assim, g(X) & um polindémio primitivo.
Provemos a unicidade de ¢ : se f(X) = (d)h(X) para d € D, h(X) € D[X], com h(X)
primitivo, entao cada fator irredutivel de ¢ deve dividir d e vice-versa.

Considerando (¢)g(X) = (d)h(X) e cancelando os fatores irredutiveis de ¢ em d, obte-
mos (u)g(X) = (v)h(X) com v € U(D). Mas entdo v deve ser uma unidade de D ou
poderiamos cancelar fatores irredutiveis de v em u. Portanto, u e v € U(D), logo, ¢ é
tinico a menos de um fator unidade. Além disso, a partir de f(X) = (¢)g(X), vemos
que o polinémio primitivo g(X) também é tnico a menos de um fator unidade. O

Exemplo 2.27. Em Z[X],4X?+6X —8 = (2)(2X?+3X —4), onde 2X? +3X —4 ¢
primitivo.

Lema 2.28. (Lema de Gauss) Se D é um UFD, entao um produto de dois polindmios
primitivos em D[X]| é ainda primitivo.

Demonstrag¢ao. Considere f(X) =ap+a1 X +...4+a, X" e g(X) = b+ X +...+ b, X™
primitivos em D[X], e seja h(X) = f(X)g(X).

Seja p um irredutivel em D. Entao p nao divide todos a; e p nao divide todos b;, pois
f(X) e g(X) sao primitivos, logo, mdc (ag, . ..,a,) =1=mdc (b, ..., by).

Seja a, o primeiro coeficiente de f(z) nao divisivel por p; isto é, p | a; para i < r, mas
p1a,. Da mesma forma, considere p | b;, para j < s, mas p { b;.

O coeficiente de X" em h(X) = f(X)g(X) é

Cris = (aobrys + ...+ ar_1bs11) + arbs + (ar4105—1 + . .. + argsbo).

Agora como p | a;, para i < r, segue que p | (apb,4s + ...+ a,_1bs11) € também como
p|bj, para j <s, temos p | (a,41bs_1 + ... + arysbo) -

Mas p nao divide a, ou b, logo p nao divide a,.bs e, consequentemente, p nao divide ¢, .
Isto mostra que dado um irredutivel p € D, existe algum coeficiente de f(X)g(X) =
h(X) nao divisivel por p. Portanto h(X) é primitivo. O

Corolario 2.29. Se D é um UFD, entao um produto finito de polinémios primitivos
em D[X]| € ainda primitivo.

Demonstragao. Este corolério segue do lema 2.28 e pelo Principio de Inducao Finita.
O
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Lema 2.30. Sejam D um UFD e F um corpo de fragéoes de D. Se f(X) é um polindmio
irredutivel e nao constante, em D[X], entao f(X) € também polinémio irredutivel em
F[X]. Além disso, se f(X) é primitivo em D[X] e irredutivel em F[X]|, entao f(X) €
irredutivel em D[X].

Demonstrag¢ao. Suponha que um polindmio nao constante f(X) € D[X] se fatora em
polindémios de menor grau em F[X], isto é, f(X) = r(X)s(X) para r(X), s(X) € F[X]
e dr <df e 0s < df. Assim, como F' é o corpo das fra¢oes de D, cada coeficiente em

r(X) e s(X) é da forma % para determinados a € D e b € D*.

Digamos que r(X) = 10 X" 4 Tyt g Ty 10
bn bn—l bl bo
e
s()=2xtp Pyt By B
Q qi-1 Q1 %
logo,
1
T(X) =77 131 (an<bn—1 . blbo)Xn + an—l(bnbn_Q o blbo) Xn—l + ...
bpbn—1 ... b1bg

—I—al(bn ce bgbo)X + ao(b1 ce bgbl) = bnbn—l c. blbo T(X) = an(bn_l ce blbo)Xn+

an_l(bnbn_Q e blbo)Xn_l + ...+ (ll(bn e bgbo)X + a0(61 e bgbl) = Tl(X).
Do mesmo modo:

(a1 190)s(X) =pla-1- - 0100)X +p1(@uqi2 - rqo) X+

+p1(q1 - 2900) X +po(@ - - - G2q1) := 51(X).

Assim,
F(X)=r(X)s(X) = (by...bibo)(qi---q1q0)s(X) = 1 (X)s1(X) = df (X) = r1(X)s1(X)

em que 71 (X) e s1(X) pertencem a D[ X|ed € Ded=b,...bibyq ...qq0 € D, mais
ainda Or; = Or e ds; = 0s, respectivamente.

Pelo lema 2.26, f(X) = (¢)g(X),m(X) = (c1)r2(X), e s1(X) = (c2)$2(X) para
polinémios primitivos g(X), r2(X) e so(X) em D[X], e ¢, c1,c2 € D. Logo, (dc)g(X) =
(cr09)19(X)52(X), e pelo lema 2.28, 75(X)so(X) € primitivo. Pela parte da uni-
cidade do lema 2.26 segue que c¢ico = deu, para u € U(D). Ou seja, com isso
(de)g(X) = (deu)re(X)so(X), assim f(X) = (¢)g(X) = (cu)ro(X)se(X). Mostra-
mos que se f(x) fatora nao trivialmente em F[X], entao f(X) fatora nao trivialmente
em polindomios de mesmos graus em D[X]. Portanto, se f(X) € D[X] é irreduti-
vel em D[X], necessariamente é irredutivel em F[X]. Um polinémio nao constante
f(X) € D[X] que ¢é primitivo em D[X] e irredutivel em F[X] é também irredutivel em
D[X], ja que D[X] C F[X]. O
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Corolario 2.31. Se D é um UFD e F € um corpo das fracoes de D, entao um polinémio
nao constante f(X) € D[X], se fatora em um produto de dois polinémios r(X) e s(X)
tais que Or < Of e s < Of em F[X] se, e somente se, f(X) tem uma fatora¢iao em
polinomios de mesmos graus em r(X) e s(X) em D[X].

Demonstragao. (=) Segue da demonstracao do lema 2.30.

(<) Vale ja que D[X] C F[X].

Estamos agora preparados para provar nosso principal teorema.
Teorema 2.32. Se D é um UFD, entao D[X]| é um UFD.

Demonstragao. Seja f(X) € D[X], em que f(X) é um polinémio nao nulo e f(X) ¢
U(D[X]). Se f(X) é de grau 0, ja obtemos a decomposi¢ao em elementos irredutiveis,
ja que D é um UFD.

Suponha que 9f(X) > 0 e seja f(X) = ¢1(X)g2(X) ... 9-(X) uma fatoragao de
f(X) em D[X] em que r é 0o maior namero possivel de fatores de graus positivos,
(0g; >0,V ie{l,...,r}). Agora cada fator e cada ¢;(X) como ¢;(X) = ¢;h;(X) onde
¢; € o conteido de g;(X) e h;(X) é um polinémio primitivo cuja existéncia é garantida
pelo lema 2.26. Cada um dos h;(X) é irredutivel, porque se ele pudesse ser fatorado,
nenhum dos fatores poderia pertencer a D, logo todos teriam grau positivo e implicaria
numa fatoragao correspondente de g;(X), contradizendo a escolha de r, jA que teriamos
uma fatoragao de f(X) com mais de r fatores de grau positivo. Assim, temos

f(X) = Clhl(X>CQh2(X) e CThT<X)

onde h;(X) sao irredutiveis em D[X].

Se fatoramos agora cada ¢; em irredutiveis em D, obtemos uma fatorizagao de f(X)
em um produto de irredutiveis em D[X].

Sobre a unicidade, veja que se a fatoragdo de f(X) € D[X], onde f(X) tem grau
0, é tnica, uma vez que D é um UFD. Se f(X) tem grau maior que 0, podemos ver
qualquer fatoracao de f(X) em irredutiveis em D[X], como uma fatoragdo em F[X]
em unidades (isto ¢, os fatores em D) e polinomios irredutiveis em F'[X] pelo lema 2.30.
Pelo teorema 1.75, esses polindmios sao tinicos, exceto por possiveis fatores constantes
em F. Mas visto como um irredutivel em D[X], cada polinémio de grau maior que zero
que aparece na fatoragdo de f(X) em D[X] é primitivo. Pela unicidade do lema 2.26,
isso mostra que esses polindmios sdo tnicos em D[X] a menos de fatores unidades, isto
é, associados. O produto dos irredutiveis em D na fatoracao de f(X) é o contetido
de f(X), que & novamente tinico a menos de unidade pelo lema 2.26. Portanto, todos
os irredutiveis em D[X] que aparecem na fatora¢ao sao tinicos a menos de ordem e
elementos associados. O

Corolario 2.33. Se F' € um corpo e Xq,...,X, sao varidveis indeterminadas, entao
F[Xy,...,X,] é um UFD.

Demonstragao. Pelo corolario 2.18, F[X;]| é um UFD. Pelo teorema 2.32, (F[X;])[Xs] =
F[X1, X5] também é UFD. Continuando esse processo, vemos pelo Principio de Inducao
Finita que a F[X,...X,] é um UFD. O
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Exemplo 2.34. Se F' é um corpo e X e Y sao variaveis indeterminadas entao F[X, Y]
é UFD pelo corolario 2.33. Considere N o conjunto de todos os polinémios em X e Y
pertencentes a F[X,Y] tendo termo constante nulo, ou seja, N = (X, Y).

Veja que N é um ideal de F'[X,Y] porém nao é ideal principal ja que ndo ha mais
como eliminar nenhum gerador. Portanto, F/[X,Y] ndo é um PID.






3 Dominio euclhidiano

No que segue estamos interessados em tratar de dominios de integridade em que é
possivel estabelecer um algoritmo da divisao, a saber, dominios euclidianos. Para tanto
a seguinte definicao é crucial. Tais dominios euclidianos sao exemplos interessantes de
PID e de UFD como veremos no teorema 3.4 e no corolario 3.5.

Definicao 3.1. Uma norma euclidiana em um dominio de integridade D € uma func¢ao
v que aplica os elementos nao nulos de D em Z de forma que as sequintes condigoes
sejam satisfeitas:

1. Para quaisquer a,b € D com b # 0, existem q er em D tais que a = bqg+ 1, com
r =0 ouv(r) <ov(b).

2. Para quaisquer a,b € D, com a # 0 e b # 0, v(a) < v(ab).

Ao par (D,v) denominamos dominio euclidiano, ou seja, um dominio de integridade
¢ um dominio euclidiano se existir uma norma euclidiana v em D. Além disso o
algoritmo dado na condicao 1 € chamado algoritmo euclidiano.

Exemplo 3.2. O dominio de integridade Z é um dominio euclidiano, pois a funcao v
definida por v(n) =| n | para n # 0 em Z é uma norma euclidiana em Z. Veja que a
condicao 1 é garantida pelo algoritmo de divisao para Z. Enquanto que a condigao 2
segue da propriedade | a [<|a||b|=|ab|e|a|>1, a# 0 em Z.

Exemplo 3.3. Se F' é um corpo, entdo F[X] é um dominio Euclidiano, para a fungao
v definida por v (f(X)) = Jf para f(X) € F[X], e f(X) # 0, ¢ uma norma euclidiana.
A Condigao 1 é valida pelo teorema 1.66 e a Condicao 2, segue ja que o grau do produto
da soma de dois polinomios é a soma de seus graus.

Teorema 3.4. Todo dominio euclidiano é um PID.

Demonstragao. Seja D um dominio euclidiano com uma norma euclidiana v, e considere
N ideal em D qualquer. Queremos mostrar que 3 b € D tal que N = (b), ou seja, N é
um ideal principal.

Se N = {0}, entao N = (0) e N & principal.

Suponha que N # {0}, logo existe b # 0 em N.

Escolha b tal que v(b) é minimo entre todos v(n) para n € N o que é garantido pelo
Principio do Menor Inteiro aplicado ao conjunto {v(n) :n € N} C Z,.

Considere a € N, qualquer, entao pela Condicao 1 da definicao 3.1 existem ¢ e r em
D tais que a = bg + r, com r = 0 ou v(r) < v(b).

Agorar =a—bgea,be N, de modo que r € N ja que N é um ideal.

23
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Assim, v(r) < v(b) é impossivel pela escolha de b, logo necessariamente r = 0 e entao
a=bq € (b).
Portanto, N = (b). O

Corolario 3.5. Todo dominio euclidiano € um UFD.

Demonstragao. Pelo teorema 3.4, um dominio euclidiano é um PID e pelo teorema
2.17, um PID é um UFD. ]

Vamos agora investigar algumas propriedades dos dominios euclidianos relacionados
a sua estrutura multiplicativa. Veremos que podemos usar a condi¢ao 2 de uma norma
euclidiana para caracterizar os elementos de U(D).

Teorema 3.6. Para um dominio euclidiano D com uma norma euclidiana v, v(1) € o
valor minimo entre todos os valores v(a) para a # 0 e a € D.
Ainda, uw € U(D) se, e somente se, v(u) = v(1).

Demonstrag¢ao. (=) Pela condigao 2 segue que para a # 0: v(1) < v(la) = v(a).
Por outro lado, se u é uma unidade em D, entao, v(u) < v(uu™t) = v(1).
Assim, v(u) = v(1) para u € U(D).

(<) Suponha que u € D, u # 0, seja tal que v(u) = v(1).
Entao, pela condicao 1, existem ¢ e r em D, tais que 1 = uq + r, com, r = 0 ou
v(r) < v(u).
Mas como v(u) = v(1) é minimo entre todos os v(d) para d € D, d # 0, v(r) <
v(u) ndo ocorre.
Dai r = 0 e consequentemente 1 = ug, ou seja, u € U(D) .
]

Exemplo 3.7. Para Z com v(n) = |n|, o minimo de v(n) € Zy com n € Z, n # 0,
¢ 1. Sabemos que e 1 e —1 sao os tnicos elementos de Z com v(n) = 1 e ainda
U(Z) = {—1,1}, ou seja, —1 e 1 sao exatamente as unidades de Z, comprovando assim
a afirmacao do teorema 3.6.

Exemplo 3.8. Para F[X]| com v(f(X)) = 0f(X), para f(X) # 0, o valor minimo de
v(f(X)) para todos os nao nulos f(X) € F[X] é 0. Os polinémios nao nulos de grau 0
sao exatamente os elementos nao nulos de F', e essas sao precisamente as unidades de

F[X], ou seja, U(F[X]) = F*.

Vejamos agora uma generalizacao do algoritmo de divisao dado no teorema 1.66.

Teorema 3.9. (Algoritmo Euclidiano) Seja D um dominio Euclidiano com uma norma
FEuclidiana v, e sejam a e b elementos nao-nulos de D. Considere r1 como na Condi¢ao
1 da definicao 3.1 para uma norma Fuclidiana, isto €, a = bqy + r1 em que r1 = 0 ou
v(ry) < wv(b). Sery #0, seja ry tal que b = rigy + 12, onde 19 = 0 ou v(ry) < v(ry).
Mais geralmente, de modo indutivo, seja r;11, tal que r;_1 = 7r;qiy1 + Tiy1, em que
rit1 =0 ou v(riy1) < v(r;). Nestas condigdes, 11,7, ... necessariamente termina com
algum rs = 0. Se ry = 0, entao b é um mdximo divisor comum de a e b. Se ry # 0
ers € o primeiro r; = 0, entao um mdximo divisor comum de a e b serd ry_;. Além
disso, se d é um mdzimo divisor comum de a e b, entao existem \ e p em D tais que
d = Aa+ pb.
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Demonstrag¢ao. Como v(r;) < v(r;—;) e v(r;) ¢ um inteiro nao negativo, segue-se que,
ap6s um numero finito de passos, devemos obter r, = 0, para algum s.

Se r1 = 0, entdao a = bg; e b ¢ um maximo divisor comum de a e b. Suponha r; # 0.
Entao, se d | a e d | b, temos d | (a — bqy), consequentemente d | r;. No entanto, se
dy | riedy | b, entdo dy | (bqy + 1), assim dy | a. Portanto, o conjunto de divisores
comuns de a e b ¢ 0o mesmo conjunto que o conjunto de divisores comuns de b e ry. Por
um argumento analogo, se o # 0, o conjunto de divisores comuns de b e r; € 0 mesmo
conjunto que o conjunto de divisores comuns de r; e 7. Continuando este processo,
vemos finalmente que o conjunto de divisores comuns de a e b € o mesmo conjunto que
o conjunto de divisores comuns de r,_5 e r,_1, em que r, ¢ o primeiro r; igual a 0.
Dessa forma, um maximo divisor comum de r,_5 e r,_; também é um maximo divisor
comum de a e b. Mas a equagao

Ts—2 =(qsTs—1 +7Ts = qsTs5-1

mostra que um maximo divisor comum de r,_5 e r,_; € r,_5. Resta mostrar que
podemos expressar um maximo divisor comum d de a e b como d = Aa + pb. No que
fizemos acima, se d = b, entao d = Oa + 1b e terminamos. Se d = r,_1, entao, podemos
expressar cada r; na forma \;r;_1 + p;r;_o para determinados \;, yu; € D. Para ilustrar
usando o primeiro passo, a partir da equacao rs_3 = qs_17s_2 + rs_1 obtemos

d= Ts—1 = Ts-3 =~ (s—1Ts-2- (31)

Agora, expressamos r,_o em termos de r,_3 e r,_4 e substituimos em (3.1) para escrever
d em termos de r,_3 e rs_4. Eventualmente, teremos

d = Agry+ psry = A3(b—r1qa) + par1 = Asb+ (3 — Asqoyr1 = Asb+ (143 — A3q2)(a —bqy)

o que pode ser escrito na forma d = Aa + ub. Se d' é qualquer outro maximo divisor
comum de a e b, entdo d’ = ud, para alguma unidade u, entdao d’' = (Au)a + (pu)b. O

Exemplo 3.10. : Tlustraremos o algoritmo euclidiano para a norma Euclidiana | | em
Z, calculando um maximo divisor comum de 22.471 e 3.266. Para tanto, basta aplicar
o algoritmo de divisao do teorema 3.9 repetidamente, o tltimo resto que aparece nao
nulo ¢ o mdc. Usando a notagao do teorema 3.9, temos:

a = 22471

b = 3.266

22.471 = (3.266)6 + 2.875 1, = 2.875
3.266 = (2.875)1 + 391 ry = 391
2.875 = (391)7 + 138 rs = 138
391 = (138)2 + 115 ry =115
138 = (115)1 + 23 rs =23
115 = (23)5 + 0 re =0

Assim, r5 ¢ um maximo divisor comum de 22.471 e 3.266. Com esse procedimento
encontramos um méximo divisor comum sem fazer uma fatoracao. Isso é importante,
pois, por vezes, ¢ muito dificil encontrar uma fatoracao de um inteiro em primos.

Exemplo 3.11. Observe que a condicao 1 do algoritmo de divisao na definicao de uma
norma Euclidiana nao diz nada sobre r ser "positivo". Ao calcular um mdc em Z pelo
algoritmo euclidiano para | |, como no exemplo 3.10, certamente é de nosso interesse
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tornar o |r1| o menor possivel em cada divisao. Assim, repetindo o exemplo 3.10, seria
mais eficiente escrever:

a = 22471
b = 3.266
22.471 = (3.266)7 — 391 1, = —391
3.266 = (391)8 + 138 ry = 138
391 = (138)3 — 23 rs = —23
138 = (23)6 + 0 ry=0

Podemos mudar o sinal do r; de negativo para positivo quando desejamos, uma vez
que os divisores da r; e —ry a0 0S MesMmMos.



4 Inteiros gaussianos e Normas
multiplicativas

Finalizamos esta dissertacao com um exemplo nao usual de dominio euclidiano
(e portanto um exemplo ndo canonico tanto de PID quanto de UFD), cuja natureza é
diferente de Z e F'[X]. Para tanto iniciamos com a abordagem sobre inteiros gaussianos.

4.1 Inteiros gaussianos

Defini¢ao 4.1. Um inteiro gaussiano (ou inteiro de Gauss) é um nimero complexo
a+ bi, em que a,b € 7.
Para um inteiro gaussiano o = a + bi, a norma N(a) de o € a® + b%.

Denotamos por Z[i] o conjunto de todos os inteiros de Gauss. O lema a seguir
apresenta algumas propriedades bésicas da fun¢do norma N : Z[i] — Z, que sdo
necessarias para a demonstracao do teorema 4.4. Observe que Z C Z[i] C C.

Lema 4.2. As sequintes propriedades da fun¢ao norma N sao vdlidas para quaisquer

a, f € Zi):
1. N(a) =2 0;
2. N(a) =0 se, e somente se, a = 0;
5. N(af) = N(a)N(B).
Demonstracao. Considerando o = aq + asi e = by + byi, temos:
1. N(a) :=a®+b* > 0. Portanto, N(a) > 0.

2. (=) 0=Na)=d*+V=d+0"=0,coma,beEZ=>a=0=b=a=0.

(

(<) Se a =0 entdao a =0 =10, logo: N(a)=a*>+b*=0*+0?=0

3. N(aB) = N((a; + ast) - (by + bai)) = N((a1by — agbe) + i(arby + brag)) =

a1b1 — CLng) (albg + b1a2)2 =

(a1b1) — 2(a1b1)(ashs) + (a2b2)?] + [(a1b2)? + 2(a1bs) (bras) + (braz)?] =
1 ) (CLQbQ) (CL1b2)2 + (b1a2)2 = &%b% + a%b% + a%bf + (I%b% =

a?+a3)- (b2 +b2) = N(a)N(B).

= (
[
(a
= (

o7
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Lema 4.3. (Z[i],+,.), com as operagoes (+) e ( - ) induzidas de C é um dominio de
integridade.

Demonstragao. : Veja que Z[i] é um anel comutativo com unidade, pelo exemplo 1.8.
Mostremos que Z[i] nao tem divisores de zero: se «, 5 € Z[i] sdo tais que aff = 0 entao,
pelo lema 4.2, N(a)N(5) = N(af) = N(0) =0, logo N(a)N(B) = 0.

Assim, aff = 0 implica que N(a) = 0 ou N(5) = 0. Ainda pelo lema 4.2, isso
implica que av = 0 ou = 0. Assim, Z[i] ndo tem divisores de 0.
Portanto Z[i] ¢ um dominio de integridade. O

Teorema 4.4. A fun¢io v dada por v(a) = N(«), para o # 0 € Z[i], € uma norma
euclidiana em Z[i], ou seja, (Z[i],v) é um dominio euclidiano.

Demonstragao. Verifiquemos a condicao 2 da defini¢ao 3.1: para 8 = by + boi # 0, em
Z[i], temos N(B) = N(by + bai) = b? + b3 > 1, pois by ou by € nao nulo.

Logo, N(3) > 1, para qualquer 3 # 0 em Z[i].

Desta forma, para a # 0 e 8 # 0 em Zli], temos N(af) = N(a)N(f) = N(a)l =
N(a). Ou seja, N(«a) < N(ap).

Provemos a condicao 1, a saber, o algoritmo de divisao para N.

Sejam «, € Z[i] quaisquer, com o = a; + agi e § = by + byi, onde § # 0.

Devemos encontrar o e p em Z[i] de tal forma que o« = o + p, em que p = 0 ou
N(p) < N(B) = b* + b

Em C, considere 2_, + st parar, s € Q.

Afirmagao: Dados r, s € Q existem ¢, ¢» € Z tais que:

1 1
|7”_Q1|<§e |S—Q2|<§. (4.1)

Com efeito, dado r € Q, podemos afirmar que r € [a,b], com a, b € Z e

b—a=1. (4.2)

1
Suponha que |r — ¢| > 3 para todo ¢, € Z.

1 1
Dessa forma terfamos b—a = (b—7r)+ (r —a) > 3t3= 1, o que contradiz (4.2).
Portanto, a afirmacao é verdadeira.

Analogamente, existe ¢o € Z tal que |s — ¢a| <

N[ —

Tomemos 0 = q; + @i e p = a — fo.
Se p = 0 esta provado, caso contrario por (4.1) e pela construgao de o, temos:

V(8 =0) = Nilr-+50) — (0-+ ) = Nl =) + (5~ 02)) =
rar - =lr-al+lis-apb<(3) +(3) =3

Assim,

N = Na=po) =& (8(§-0)) =N (§-0) <N 4
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Por (4.1), segue que

N < M < vig) = N < N ().

Portanto, N(p) < N(5). O

Exemplo 4.5. Podemos aplicar todos os resultados do capitulo 3 sobre dominios eu-
clidianos ao (Z[i],v).

Em particular, como N(1) = 1, as unidades do Z[i] sdo exatamente os elementos
a = a; + agi em que N(a) =a? + a3 = 1.

Veja que como a; e as sao nimeros inteiros, segue entao que as tnicas possibilidades
para que a% + a% =1sa0: a; = *1 com ay =0, ou a; = 0 com ay = £1.

Assim, as unidades de Z[i] sao:

up =1, ug = —1, ug =i e uy = —1, ou seja, U(Z[i]) = {—1,1, —i,i}.

Também é possivel usar o algoritmo euclidiano para calcular o m.d.c. de dois
elementos diferentes de zero em Z[i].

Note ainda, que 5 é um irredutivel em Z, porém 5 nao é mais um irredutivel em
Z[i], pois 5 = (1 + 2i)(1 — 2¢) e nem (1 + 2i) nem (1 — 2i) pertencem a U(Z][i]).

4.2 Normas multiplicativas

Na se¢do 4.1 tratamos da norma para Z[i]. Nesta presente se¢do abordaremos norma
de modo mais geral, a saber, norma multiplicativa para um dominio de integridade D,
qualquer.

Definicao 4.6. Seja D um dominio de integridade, qualquer. Uma norma multiplica-
tiva N em D ¢ uma funcao que aplica cada elemento de D em um numero inteiro em
Z, de tal forma que as sequintes condicoes sao satisfeitas:

1. N(a) =0 se, e somente se, « = 0;
2. N(af) = N(a)N(B), para quaisquer o, 5 € D.

Teorema 4.7. Se D é um dominio de integridade com uma norma multiplicativa N,
entao N(1) =1 e |[N(u)| =1 para cada elemento v € U(D).

Se, além disso, todo « tal que [N ()| =1 é um elemento de U(D), entao todo elemento
p em D, com |N(p)| = p, com p € Z nimero primo, é um irredutivel de D.

Demonstragao. Seja D um dominio de integridade com uma norma multiplicativa N.
Entao: N(1) = N((1)(1)) = N(1)N(1) mostra que N (1) = 1.
Além disso, se o u ¢ uma unidade em D, entao

1=N(1)= N(uut) = N(u)N(u™?).

Como N (u) é um inteiro, isso implica que |N(u)| = 1.

Agora suponha que as unidades de D sejam exatamente os elementos de D com norma
igual a £1 e seja p € D tal que |N(p)| = p, onde p é um primo em Z.

Entdo, se p = af, temos: p = |N(p)| = |N(a)N(B)|, entdo |[N(a)| =1 ou |[N(B)| = 1.
Por suposicao, isso significa que o ou  é uma unidade de D. Assim p é um irredutivel
de D. O
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Exemplo 4.8. Para Zli], a funcdo N definida por N(a + bi) = a® + b* fornece uma
norma multiplicativa no sentido da nossa definicao.

Vimos que a func¢ao v dada por v(a) = N(«) para « € Z][i], com « diferente de zero, é
uma norma euclidiana em Z[i], portanto as unidades sao precisamente os elementos «
de Z[i] com N(a) = N(1) = 1.

Assim, a segunda parte do teorema 4.7 se aplica a Z[i].

Vimos no exemplo 4.5 que 5 nao é irredutivel em Z[i], pois 5 = (1 — 22)(1 + 2i).
Como N(1+2i) = N(1 —2i) =12+22=5e 5 é um primo em Z, vemos pelo teorema
4.7 que 1+ 2i e 1 — 2i sdo ambos irredutiveis em Z][i].

Ou seja, o teorema 4.7 é uma ferramenta ttil para tratar de irredutibilidade em um
dominio de integridade.

Como uma aplicacao de norma mutiplicativa, daremos agora um exemplo de um
dominio de integridade que nao ¢ um UFD.

Exemplo 4.9. Veja que pelo exemplo 1.8 item 2 temos que Z[v/—5] é um anel comu-
tativo com unidade. Para ser dominio de integridade basta mostrar que Z[v/—5] nao
tem divisores de zero. Para tanto definimos a funcao N, por:

N Z[\/ —5] — Z+
a+by/=5 +— N(a+by/=5):=a*+ 5V

Veja que Z[y/—5] nao tem divisores de zero.
Suponha que «, € Z[\/—5] sao tais que:

af=0= N(af) =N(0)=0=
N(a)N(B) = N(aB) =0=
N(a)N(B)=0= N(a) =0o0u N() =0=
a=0oupf=0.
Veja que N é uma norma multiplicativa em Z[/—5], pois:
1. N(a) =0 se, e somente se, « = a + by/—5 = 0, ou seja,
0=N(a)=N(a+b0/5i) & a®+50*=0a=0=b<a=0.
Ou seja, N(a) =0 < a = 0.

2. N(ap) = N(@)N(8).
Considerando a = a; + agVv/5i e 8 =0b + bo/5i.
Desta forma N(af) = N((a; + ag\/gi)(bl + bg\/gz')) =

N((a161 — 5@2()2) + (a,lbg + agbl)\/gi) = (albl — 5a262)2 + 5(&162 + a2b1)2 =
a%b? — 1Oa1b1a2b2 + 25a§b§ + 5&%[); + 10(1162&261 + 5@%5% =

a?b? + 5a3b3 + 5alb? + 25a3b3 = N(ay + ayv/5i)N(by + bav/5i) = N(a)N(B).



Normas multiplicativas 61

Dessa maneira, pelo teorema 4.7 temos que os elementos a de Z[/—5] candidatos
a unidades em Z[/—5] sdo aqueles que N(a) = 1. Agora, se a € Z[\/=5] e N(a) =1
temos a? + 5b% = 1 e isso s6 é possivel se b=0e a = £1.
Portanto, U(Z[v/=5]) = {—1,1}, ja que os candidatos —1,1 sdo de fato irredutiveis em

Z[v/—5]. Ou seja, a € U(Z[v/—5]) | N(a) |= 1.
Mostremos agora que Z[y/—5] ndo é um UFD. Com efeito, veja que:
21=3-7

e

21 = (1+2v=5) - (1 — 2V/=5).

Ocorre que 3,7, (142v/—5) e (1 —2y/—5) sao irredutiveis em Z[v/—5|, pelo teorema
4.7, e portanto 21 admite duas fatoragoes distintas e consequentemente Z[y/—5] nao é
UFD.

Resta-no mostrar a irredutibilidade dos elementos 3,7,1 + 2v/—5 e 1 — 24/—5 em
Z[/—5]; faremos isto via o teorema 4.7.

e 3 e 7sdo irredutiveis em Z[/—5], pois: suponha que 3 = a3 = N(3) = N(af) =
N(a)N(8) =9
Entdao 9 = N(3) = N(a)N () mostra que devemos ter N(a) = 1,3 ou 9. Se
N(a) =1, entdo « é uma unidade.
Se a = a + by/—5, entdo N(a) = a® + 5b?, e para escolha alguma de inteiros a e
b é possivel N(a) = 3.
Se N(«a) =9, entdao N(S) = 1, entdo  é uma unidade.
Assim, de 3 = a3, podemos concluir que « ou  é uma unidade.
Portanto, 3 é irredutivel em Z[\/—5].
Um argumento similar mostra que 7 é também irredutivel em Z[y/—5].

o 1+2y/=5e1—2y/=5 sdo irredutiveis em Z[y/—5|, de fato: Se 1+ 2y/—5 = 74,
temos 21 = N (1 + 2v/=5) = N(v)N(9).
Assim N(v) =1,3,7, ou 21.
Vimos que nao ha nenhum elemento de Z[/—5] da norma 3 ou 7.
Isso € N(v) = 1, e v é uma unidade, ou N(v) = 21, portanto N(§) =1, e d é
uma unidade.
Portanto, 1+ 2y/=5 & um irredutivel em Z[y/-5].
Analogamente, 1 — 2y/=5 também é um irredutivel em Z[/—5].
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