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Resumo

Nesta dissertacao estudamos aspectos cléssicos dos modelos andlogos a Relatividade
Geral em matéria condensada visando sobretudo criar uma nova percepcao dos
efeitos gravitacionais semi-classicos, tais como a radiacao Hawking, afim de melhor
compreendé-los. Neste sentido, demonstramos que as ondas sonoras se propagando
em um fluido ideal, barotrépico e irrotacional sobre uma esfera S? de raio r se
comportam como um campo escalar de Klein-Gordon nao massivo em um espago-
tempo curvo. Analisamos ao longo desta dissertagao diversas propriedades deste
espago-tempo efetivo sentido pelo som, cuja geometria é descrita por uma métrica
lorentziana dependente das varidveis hidrodinamicas do fluxo, como a velocidade
do fluido, sua densidade e a velocidade local do som, sempre buscando estabelecer
correlagoes entre os conceitos classicos da dinamica dos fluidos e conceitos puramente

relativisticos. Feita uma analise mais geral destes espacos-tempos, que denominamos

de espacos-tempos acusticos, nos propomos a encontrar solucoes das varidveis dinamicas

do fluido, uma vez que sao elas que determinam a geometria acustica, capazes de
modelar espagos-tempos efetivos dotados de horizontes de eventos e singularidades,
criando portanto um buraco mudo/surdo, ou seja, um andlogo de um buraco negro
e de buraco branco da Relatividade Geral. Discutimos ainda alguns pontos da
estrutura causal dos espagos-tempos acusticos construindo assim um diagrama de
Carter-Penrose do buraco mudo/surdo com o intuito de evidenciar as possiveis
trajetérias nulas deste espacgo-tempo. Ademais, mostramos que na aproximacao
da acustica geométrica, ou também aproximacao eikonal, os raios de som seguem
geodésicas tipo luz do espaco-tempo acustico. Por fim, calculamos a curvatura
escalar deste espaco-tempo verificando a presenca da estrutura nao plana da esfera

S?, sobre a qual o fluido se movimenta.
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Abstract

In this dissertation we study the classical aspects of analogue models of General
Relativity in condensed matter seeking mainly to create a new perception about
semi-classical gravitational effects, such as Hawking radiation, in order to better
comprehend them. We demonstrate that sound waves propagating in an ideal
barotropic fluid with a non-homogeneous irrotacional flow, over a sphere S? with
radius r behave as a Klein-Gordon massless scalar field in a curved spacetime.
Through this dissertation, we analyze several properties of this effective spacetime
governing the propagation of sound, whose geometry is described by a Lorentzian
metric that depends on the hydrodynamic variables of the flow such as the flow
velocity, the density and the local speed of sound, always trying to establish correlations
between classical concepts of fluid dynamics and purely relativistic concepts. Once a
general analysis of these spacetimes is made, which we denominate acoustic spacetimes,
we find solutions of the dynamic variables of the fluid, since they determine the
acoustic geometry, capable of modeling effective spacetimes endowed with event
horizons and singularities, creating therefore a dumb/deaf hole, i.e., an analogue
of a black hole and white hole of the General Relativity. We further discuss some
points of the causal structure of the acoustic spacetimes, so constructing a Carter-
Penrose diagram of the dumb/deaf hole with the aim of bringing to evidence the
possible null trajectories of this spacetime. Furthermore, we show that in the
approximation of the acoustic geometry, also called eikonal approximation, the sound
rays follow lightlike geodesics of the acoustic spacetime. Finally we calculate the
scalar curvature of this spacetime verifying the presence of the non flat structure of

the S? sphere, over which the fluid moves.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Modelos analogos a Relatividade Geral

De modo geral, os modelos andlogos sempre desempenharam um importante
papel na ciéncia, facilitando muitas vezes a visualizacao do problema e até mesmo
sugerindo novos caminhos e idéias para sua melhor compreensao. A utilidade dos
analogos podem também ser encarada do ponto de vista experimental, uma vez que
modelos analogos sao quase sempre mais simples de serem construidos. Obviamente
um analogo sempre serda uma aproximagao do sistema em vista e por esta razao,
afim de obtermos resultados interessantes, devemos observar um numero suficiente
de caracteristicas em comum entre o modelo analogo e o sistema em vista.

Nesta dissertacao analisaremos modelos andlogos a Relatividade Geral, sobretudo
analogos de buracos negros e de buracos brancos. Desde o surgimento do primeiro
analogo gravitacional, baseado na propagacao de ondas eletromagnéticas em meios
dielétricos, muitos outros modelos foram propostos. Entretanto, abordaremos neste
trabalho apenas os andlogos gravitacionais construidos a partir da matéria condensada,
onde certas propriedades do fluido, quando inomogéneas, isto é, dependentes do
ponto, e dependentes do tempo, como velocidade e densidade, influenciam na propagacgao
das perturbacoes sonoras, criando assim uma analogia entre o som e a luz. Essas
propriedades podem ainda ser ajustadas para simular a curvatura do espaco-tempo
da Relatividade Geral.

Nao ¢ dificil deduzir, como veremos na proxima secao, que fluidos supersonicos

geram um buraco mudo, o analogo actstico do buraco negro. A analogia, no entanto,



nao se concretiza apenas no ambito geométrico; ela se extende a alguns aspectos
referentes a teoria de campos, e por isso podemos dizer que este trabalho abrange
mais especificamente a area de teoria de campos em espago-tempos curvos. Esse
ponto sera melhor discutido no préximo capitulo.

E importante mencionarmos ainda que o estudo dos andlogos gravitacionais pode
trazer nao apenas grandes resultados para a teoria de campos em espago-tempos

curvos mas também avancos na compreensao da propagacao de ondas em fluidos.

1.2 Acistica geométrica

Sabemos que o som se propaga em um fluido em movimento com uma velocidade
¢s em relagao ao referencial em co-movimento com o fluxo, como se o fluido arrastasse
as perturbacgoes sonoras. Para fluxos nao uniformes as alteragoes na direcao e na
velocidade de propagacao do som, com relacao ao referencial do laboratério, podem
apresentar uma dependéncia local. Desta forma, dentro de uma regiao onde o fluxo
é supersonico, uma onda sonora caminhando na direcao contraria ao fluxo seria
incapaz de se propagar para fora desta regiao, permanecendo aprisionada nela. Em
analogia aos buracos negros, denominamos buracos mudos as regioes do fluido a
partir das quais o som nao consegue escapar.

Esta simples analogia sugere a possibilidade de tratarmos as ondas sonoras como
se estivessem sujeitas a uma geometria efetiva gerada pelo movimento do fluido,
assim como as trajetérias dos raios de luz seguem a curvatura determinada pela
geometria do espago-tempo. De fato, uma simples andlise geométrica da equagao
de movimento dos raios de som corroboram esta idéia. Considerando ¢ a velocidade
do fluido e 77 o versor associado a direcao dos raios de som com relagao ao fluxo, a
velocidade do som no referencial do laboratério sera

Z—? =cn+ U (1.1)
que pode ser reescrito de maneira conveniente como
—c2dt* 4 (dF — Tdt)* = 0 (1.2)
dado que |7i]* = 1. Ou ainda,

—[2 = v?]dt? — 20 - dEdt + dF - di = 0 (1.3)
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Finalmente, esta ultima expressao nos encoraja a interpretar os raios de som
como trajetérias do tipo luz num espago-tempo munido da métrica efetiva g,,, que

¢ dada, a menos de um fator conforme, por

G (t,T) = 0?2 . (1.4)

onde 2 é uma fungao nao nula.

Cria-se assim uma conexao matematica entre um aspecto geométrico da actstica
de fluidos e um outro importante aspecto da Relatividade Geral, o que nos permite,
consequentemente, atribuir ao sistema hidrodinanico o cardter de modelo analogo.
No entanto, esta simples forma de analogia apenas possibilita a construcao da
estrutura causal do espaco-tempo efetivo, sentido pelas ondas sonoras. A partir
da relagao (1.3) nao é possivel determinar, de maneira unica, a métrica efetiva g,,,,
ja que nao podemos fixar o fator conforme (2.

Felizmente a analogia entre as duas areas nao se restringe unicamente a este
aspecto geométrico da acustica. E possivel demonstrar, como veremos no proximo
capitulo, que o som propagando-se num fluido barotrépico com fluxo irrotacional
pode ser descrito por um campo escalar obedecendo uma equacao de Klein-Gordon
nao massiva para uma métrica bem especifica. Chamaremos esta métrica efetiva
de métrica acustica pois através dela determinaremos a geometria experimentada
pelo som. Gragas a esta analogia, a area dos andlogos gravitacionais ganhou maior

destaque na fisica atual.

1.3 Um breve historico

Provavelmente o artigo de W. Gordon [14] tenha sido o primeiro a introduzir
métricas efetivas na descrigao de modelos anédlogos. Estudando propagacao de ondas
eletromagnéticas em meios dielétricos, Gordon estava interessado em descrever estes
meios através de uma métrica efetiva (ger),., conhecida como métrica de Gordon e

expressa por

(gef)lw = Nuw + [1 - n_2]VuVm (1.5)



onde 7, ¢ a métrica de Minkowski, n ¢ o indice de refragao e V,, ¢ a 4-velocidade
do meio.

Apoés esse artigo houve um interesse esporadico no assunto, contando com uma
importante contribuicao dada por um dos problemas propostos no livro “The classical
theory of fields” de Landau e Lifshitz [21], onde se sugere o uso de meios dielétricos
para descrever campos gravitacionais.

Os andlogos actsticos foram introduzidos somente em 1980 por V. Moncrief [26]
no estudo da estabilidade de discos de acres¢ao em torno de buracos negros. Moncrief
usou como modelo um fluido ideal isentrépico com fluxo irrotacional no espaco-
tempo de Schwarzschild. Também merecem destaque os trabalhos de Matarrese
com fluidos perfeitos relativisticos [23, 24, 25].

Um grande avanco no estudo dos analogos gravitacionais ocorreu em 1981 com a
publicacao do artigo “Experimental Black-Hole Evaporation?”[34] de W. G. Unruh.
Nesse artigo, partindo das equagoes classicas dos fluidos ideais, Unruh foi o primeiro
a demonstrar que a propagacao do som num fluido barotrépico com fluxo irrotacional
pode ser descrita por um campo escalar obedecendo a equacao de Klein-Gordon nao
massiva e para uma métrica efetiva bem especifica e determinada pelas varidveis
envolvidas na dinamica do fluido. Além disso, quantizando este campo escalar, ele
provou que um buraco negro acustico (“buraco mudo”) emite radiagao térmica de
fonons da mesma maneira que os buracos negros emitem radiacao Hawking.

Ao ser evidenciada a existéncia de uma radiacao térmica também presente nos
analogos actsticos, o artigo de 1981 do Unruh contribuiu para que a radiagao
Hawking passasse a ser encarada nao mais como uma propriedade da Relatividade
Geral mas sim como um fenéomeno fundamental da teoria quantica de campos em
espagos-tempos curvos, ocorrendo sempre que houver a presenca de um horizonte
num espaco-tempo com uma geometria efetiva.

Apesar da importancia do trabalho de Unruh na compreensao de fenomenos
envolvidos com a propagacao de campos quanticos sobre espacos-tempos curvos, foi
necessario quase uma década para que a comunidade cientifica voltasse suas atengoes
para este ponto.

Em seu artigo “Black-hole evaporation and ultrashort distances”[16], publicado
no comeco da década de 90, Jacobson utilizou os resultados do Unruh para para

investigar os modos trans-Planckianos (modos de comprimento de onda menores
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que a escala de Planck), acreditando ser relevante na compreensao do processo de
radiacdo Hawking. Outros artigos que contribuiram nesse sentido foram [17] e [35].
Ainda no comeco da década houve a primeira consideracao de andlogos usando
superfluidos [8].

O final dos anos 90 foi marcado por uma explosao de interesse pelos modelos
andlogos, com novas contribuic¢oes por parte do grupo de Jacobson [18, 19, 20, 9, 10]
e por Reznik [29, 30]. Nogoes mais precisas de horizonte, ergoregiao e gravidade
superficial para modelos andlogos [37, 38] foram introduzidas nesse periodo, além
de surgirem discussoes sobre as implicacoes dos modelos anédlogos na entropia de
Bekenstein-Hawking [39, 38]. Finalmente, andlogos baseados em actstica relativistica
foram considerados em [1].

Uma das grandes contribuicoes feitas no ano de 2000 foi a introducgao, por Garay
e colaboradores, do uso de condensados de Bose-Einstein na construgao dos analogos
[12, 13]. Logo depois, em 2001, a analise dos modos normais nos andlogos foram
estudadas em [2, 3], enquanto que propostas experimentais para os andlogos foram
consideradas em [4, 31, 40].

Schutzhold e Unruh devenvolveram em 2002 um andalogo baseado em ondas de
superficie em fluidos ideais [32]. Neste mesmo ano Parentani publicou o artigo
“What did we learn from studying acoustic black holes?”[28].

Modelos para a entropia dos buracos negros e para a constante cosmolégica
inspirados nos andlogos [41, 42] e o desenvolvimento de modelos anédlogos para a
geometria FRW [5, 11] foram alguns dos trabalhos realizados nessa drea em 2003.

Em 2004 e 2005 Unruh e Schutzhold discutiram a universalidade do efeito Hawking
[36] e novas propostas de detecgao da radiagdo Hawking em guias de onda eletromagnéticas
(33].

Em resumo, esses e diversos outros artigos publicados no comeco desse século
deixam claro o crescente interesse da comunidade cientifica pelos modelos analogos

a Relatividade Geral e a vigorosa atividade nessa linha de pesquisa.

1.4 Motivacoes

Geralmente, quando elaboramos um modelo analogo, a relacao estabelecida

entre os dois sistemas se restringe a algumas propriedades observadas em ambos.



No entanto, em alguns casos pode ocorrer de aspectos e fendomenos previamente
conhecidos do analogo passarem a ser observados também no sistema original, colocados
em evidéncia gracas a inspiragao obtida através do analogo. Sendo assim, provavelmente
a principal motivagao encontrada no estudo e no desenvolvimento de modelos analogos
provém da intuicao que se cria ao olhar para o problema de um angulo diferente.

A facilidade tedrica e experimental que cercam esses modelos podem facilitar a
compreensao de alguns aspectos e fendmenos envolvidos em Relatividade Geral e
até mesmo sugerir novas idéias que podem ser implementadas e testadas na Teoria
da Relatividade. Andalogos baseados em matéria condensada, que representam nosso
maior interesse, permitem sobretudo compreender melhor a propagacao de campos
classicos e quanticos em espagos-tempos curvos fixos, area denominada gravitagao
semi-cldssica. Ademais, experimentos com matéria condensada podem eventualmente
apresentar dificuldades técnicas menores para serem colocados em pratica quando
comparados com experimentos de Relatividade Geral.

Obviamente este fluxo de informacao acontece nos dois sentidos de modo que
podemos muito bem aproveitar a abordagem de espaco-tempo efetivo dada a propagacao
do som em fluidos para estudar mais profundamente alguns aspectos de fisica da
matéria condensada.

Provavelmente, um dos propdsitos mais ambiciosos desta area de pesquisa consiste
em ganhar intuicao olhando para os andlogos gravitacionais para, a0 menos, encontrarmos
um ponto de partida para a formulacao de uma possivel teoria de gravitacao quantica.

De modo geral, a construcao de modelos analogos acabam sendo pedagogicos, ja
que, quase sempre, consistem em modelos mais simples e até mesmo mais acessiveis a
mente humana. Apesar de nao ser essa a principal motivagao, os analogos gravitacionais
nao deixam de ter essa utilidade e muitos conceitos encontrados em Relatividade
Geral podem ser facilmente compreendidos se servindo da analogia, como por exemplo,
o conceito de horizonte de eventos, ergoregiao e estacionaridade de espacos-tempos,

como veremos nos proximos capitulos.

1.5 Panorama da dissertacao

Nesta dissertagao nos concentraremos nos modelos andlogos a Relatividade Geral

baseados na propagacao de ondas sonoras em fluidos ideais. Como vimos na se¢ao



1.3, este modelo de analogo, proposto pela primeira vez por Unruh, nao se limita
aos aspectos classicos da Relatividade Geral e ja se mostrou capaz de ajudar a
melhor compreender efeitos semi-classicos da gravitacao. Contudo, neste trabalho
restringir-nos-emos a uma analise classica deste modelo, sugerindo porém, algumas
modificacoes estruturais com relacao ao formato convencional do modelo.

Desta forma, no capitulo 2 deduziremos, a partir das equacoes hidrodinamicas de
um fluido ideal, a equagao de propagacao do som sobre uma esfera bidimensional de
raio r e estabeleceremos, baseados nisto, a analogia com as propriedades geométricas
da Relatividade Geral. No capitulo 3, descreveremos as propriedades gerais dos
espagos-tempos experimentados pelas ondas sonoras, apresentando alguns conceitos
bastante usuais da Teoria da Relatividade Geral. Ja no capitulo 4 estaremos interessados
nas solugoes destes espacos-tempos capazes de simular buracos negros e buracos
brancos. Para isso introduziremos as definicbes formais de horizonte de evento,
ergoesfera e gravidade superficial procurando paralelamente encontrar defini¢oes
analogas para o caso acustico. Neste ponto, daremos dois diferentes métodos de
obter essas solugoes. Em um deles supondo um campo de forcas externas agindo
sobre o fluido e no outro considerando o fluido restrito a uma casca esférica de
espessura varidavel. No capitulo 5, analisamos a estrutura causal do espago-tempo
sentido pelo som. Em um primeiro momento demonstramos que este espaco-tempo
nao apresenta problemas causais e na ultima secao do capitulo montamos o diagrama
conforme para uma solugao especifica. No capitulo 6 demonstramos que os raios de
som na aproximacao eikonal, correspondente ao limite de altas frequéncias, seguem
geodésicas tipo luz do espago-tempo actistico. Calculamos ainda a curvatura escalar
deste espago-tempo.

Por fim, no capitulo 7, concluimos a dissertacao fazendo um resumo dos principais
resultados, apontando algumas observacoes finais e algumas perspectivas do estudo

dos analogos gravitacionais.



Capitulo 2

Equacao de onda sobre uma esfera

2.1 Introducao

A gravitagao semi-cldssica, também conhecida como Teoria Quantica de Campos
em espagos-tempos curvos (TQCEC) surgiu no final dos anos 60 com L. Parker e Ya.
B. Zel'dovich (veja [7] e suas referéncias). Apesar de ser uma teoria semi-cléssica,
uma vez que o campo gravitacional nao é quantizado, seus avancos desempenharam
papel central no esforco da construcao de uma teoria inteiramente quantica da
gravitagao. A idéia central da TQCEC se resume na quantizacao dos campos sobre
um espaco-tempo curvo fixo, cujas propriedades geométricas sao definidas pelas
equacoes de Einstein.

A teoria semi-classica da gravitacao tem se destacado por algumas predigoes
surpreendentes, a exemplo da radiacao Hawking. Em 1974 Sthephen W. Hawking
[15], estudando a quantizacao de campos no espaco externo ao de estrelas colapsando
mostrou que, ao contrario das previsoes classicas, buracos negros irradiam, podendo
eventualmente evaporar até seu possivel desaparecimento.

Neste contexto, em 1981 Unruh despertou uma nova area de interesse ao propor
que um analogo da radiagao Hawking poderia ser observado usando matéria condensada
[34]. Unruh demonstrou nesse artigo que, utilizando as equagoes fundamentais da

dindmica dos fluidos [22], ou seja, a equagao da continuidade

ap = L
E—l—v-(pv)—o (2.1)



e a equacao de Euler
ov -~ VP -
4 (T V)= ——— 2.2
5 + (U V) p +f (2.2)

e impondo ainda que o fluxo seja irrotacional, de modo que possamos escrever a
velocidade como v = —6@, e que o fluido seja barotrépico (o que significa que
p depende apenas de P), a perturbagao sonora descrita pelo potencial ®; (onde
® = &+ edy) satisfaz uma equagao de Klein-Gordon ndao massiva dotada da métrica
g"”, chamada de métrica acustica. Ou seja, Unruh mostrou que @, satisfaz a relacao
1
V=g

Implicitamente, esta equagao nos diz que podemos encarar os fonons (as pertubagoes

0o, = 0u(v/—99"0,21) = 0. (2.3)

sonoras) como campos escalares nao massivos, se propagando sobre o fluido como
se estivessem sujeitos a geometria efetiva determinada pela métrica actstica g,,. A
geometria acustica depende do campo de velocidades v e da densidade p, variaveis

locais do fluxo. Essa dependéncia é expressa através da métrica da seguinte forma

—(c2 —vg) © —(w);
G, ) = % L (2.4)
_<U0)i 52']'

—

sendo pg e (vg); termos nao perturbados (v = vy + €01 e p = pg + €p1), satisfazendo
as equacoes da continuidade e de Euler.

Além disso, quantizando o campo @, que descreve os fonons, Unruh conseguiu
demonstrar que a teoria prevé um fenomeno analogo a radiacao Hawking para o
caso do som se propagando em um fluido cujo fluxo é tal que a geometria acustica,
determinada por este ultimo, se assemelha ao espago-tempo de Schwarzchild.

Neste trabalho seguimos os mesmos passos desenvolvidos no artigo de Unruh
de 1981, introduzindo, entretanto, algumas inovacoes que tinhamos em mente com
relacao ao que ja foi feito nessa area até entao. Basicamente, a idéia inovadora
consiste em criar um analogo tomando como espaco de fundo um espago curvo,
diferentemente do que geralmente se faz. Os andlogos gravitacionais em matéria
condensada sao construidos sobre um espaco euclidiano onde o fluido obedece as
equacgoes classicas da dinamica. Ao invés disso iremos partir de uma geometria

esférica, nos servindo das equagoes relativisticas da dinamica dos fluidos de modo a



inserir diretamente nessas equagoes o carater nao plano do espaco base. Inicialmente,

o objetivo de modelarmos um andalogo gravitacional sobre uma esfera é criar um

buraco mudo e um buraco surdo (correspondentes acusticos do buraco negro e do

buraco branco) coexistindo num mesmo espago compacto e conexo, situados em

polos opostos. Analisamos também as implicacoes decorrentes dessas modificagoes

sobre as propriedades dos andlogos, além de estudar as possiveis solucoes para o

fluxo sobre a esfera.

Nesse capitulo aplicaremos tais idéias propostas acima com a finalidade de determinarmos

a métrica acustica associada a esta abordagem diferenciada. Na tltima se¢ao discutiremos
um pouco sobre o limite dentro do qual podemos falar em fonons ou quantizagao do

SOI11.

2.2 Equacoes de fluxo relativisticas

De acordo com o trabalho do Unruh, para demonstrarmos que as perturbagoes
sonoras satisfazem uma equacao de Klein-Gordon devemos rearranjar as equagoes
da dinamica dos fluidos de maneira conveniente, introduzindo ainda pertubacoes
em torno de uma solugao conhecida (py, Py e 7). Assim, o primeiro passo nessa
tarefa é evidenciar quais equacoes regem a dinamica do fluido em questao. Como foi
mencionado na secao anterior, nossa proposta de utilizar uma esfera fazendo o papel
de espaco de fundo nos conduziu, devido a facilidades em lidar com geometrias nao

planas, & escolha das equagoes de fluxo relativisticas (veja [43] pag. 69)
"N p + (p+ P/*)VH u, =0 (2.5)
(P/ + p)u"V iy, + (G + uuu,) VP =0 (2.6)
onde ¢ a velocidade da luz e u* = dz* /dr, ou entao
(u',u’, u®) = (cdt/dr,df/dr,do/dr),

¢ a 3-velocidade de um elemento de fluido, caracterizando um problema 2 dimensional
no espaco. A estrutura esférica envolvida no problema é incorporada nas equagoes

acima simplesmente utilizando como métrica
ds* = —cdt* + r*df? 4 r? sin® Od¢*. (2.7)
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Além disso, a geometria esférica estara implicitamante presente na derivada covariante
V.

E importante nesse ponto nao confundir a métrica esférica apontada logo acima,
representando o espago sobre o qual o fluido se move, com a métrica acustica efetiva
responsavel pela trajetoria dos fonons.

Notando vy = dt/dr, podemos reescrever a 3-velocidade u* da seguinte forma

ut = 7y(e, v, 0%) (2.8)
com v’ = df/dt e v* = d¢/dt. Utilizando a igualdade utu, = —c* nao é dificil
verificar que

1
V= —— (2.9)

onde v? = r2[(v?)? + sin® (v?)?].

Uma vez que a velocidade do fluido envolvida no nosso problema é da ordem
da velocidade do som, podemos nos restringir ao limite nao relativistico, ou seja,
podemos considerar v << ¢, e portanto v ~ 1. Nesse caso u* ~ v* = (c, ve,v¢).
Fazendo essa aproximagao e cortando os termos com 1/c¢?, a equagdo escalar (2.5)

assume a forma

Op  ,0p s0p ol ov® 0
— — — —_— 4+ = t 0 =0. 2.1
at+vae+va¢+p 89+8¢+CO v 0 (2.10)

Antes de prosseguirmos na manipulacio dessa equacdo, notemos que (v%,v?)
sao as componentes do vetor ¢ (parte espacial do 3-vetor v*) na base coordenada
{0p,05}. Como essa base nao é normalizada, por vezes convém utilizarmos as
componentes (v”, v%) correspondentes a base ortonormal (base tetrada) {ég,é,}. A
relacao entre elas é dada por

o = f /T

v® = v?/(rsin6)
Reescrevendo a Eq. (2.10) com as componentes da base ortonormal teremos

dp véﬁp v? dp 1 00° 1 o’ cotf 4|
ot r 00 Tsin08_¢+p ;W—i_rsin@@qﬁjL r ¢ =0 (2.11)

Finalmente, essa equacao pode ser escrita de maneira mais compacta colocando-a

na forma vetorial usual
a — —
DA (T V)p+pV T =0 (2.12)

11



ou ainda

p
E*V( pif) = 0. (2.13)

Essa ultima equagao nada mais é do que a equagao da continuidade (que expressa
a conservacao de massa em mecanica dos fluidos) restrita a esfera bidimensional de
raio 7.

Aplicando as mesmas aproximagdes para as trés componentes da Eq. (2.6)
(v =1t,0, ¢, ou seja, considerando ~y préximo de 1 e eliminando os termos de ordem

superior em 1/c, obtemos as seguintes equagoes

oP | % op v? 9P _

Bt r 00 + rsin&t?_qﬁ _0 (
! 0 guf v? o’ cotf [, $\2 6P 19P 6\2 W0 9P _

plo7 + Lo 4 2 08 otd(yb)2) 408 4 1001 4 (D)) + Z5 —0 (v
8LJ’ v? M 98v¢ cotf, ¢ d)_ 1 0P $\2 vévd;@ _

p[at +7‘sin06¢ T dﬁ_l_ UU]+U 8t+rsin98¢(1+(v))+ T (90_0 (l/

Inserindo, entao, a primeira das trés equacoes acima nas duas restantes, teremos

duas novas equacgoes

_GBL v? 81} _ Cot9 $\2 1 0P __
+ r 00 + rsinf 0¢ (U ) rp 00 0 (2 14)
M v? v | w0 gu? cot9 $,,0 1 9P _ '
ot + rsinf ¢ r 00 +=-v U + rpsinf 8¢ 0

Novamente, as equagoes acima podem ser colocadas num formato vetorial de
modo que cada uma delas corresponda, respectivamente, as componentes ¢ e ¢ da
equagcao vetorial

O . VP
—+ (V- V)= ——.
5 (V) p

Escrita dessa forma, fica claro se tratar de uma equacao classica da dinamica dos

(2.15)

fluidos conhecida como equacao de Euler. Esta equacao pode ser interpretada
como a segunda lei de Newton para cada elemento de fluido. Note que, apesar
das aproximacgoes nao relativisticas, impostas as Eqs. (2.5) e (2.6), terem nos
conduzido a equacgoes cldssicas da dinamica dos fluidos, nao devemos esquecer que
estamos trabalhando sobre uma esfera de raio r e portanto, mesmo sendo idénticas
(nessa forma vetorial) as equagoes tridimensionais, as Eqs. (2.13) e (2.15) devem
ser encaradas aqui como restrigoes destas sobre a esfera de raio r, de maneira que
as varidveis p, U e P dependem apenas de 6 e ¢ (pois  é constante) e a componente
radial da velocidade é igual a zero. Esta é a razao pela qual a Eq. (2.15) apresenta

apenas duas componentes.

12



Como ¢ conhecido em hidrodinamica, a equacao da continuidade e a equagao de
Euler descrevem bem a dinamica dos fluidos ideais.

Carregaremos a notagao vetorial das Eqs. (2.13) e (2.15) devido a facilidade
operacional, sempre mantendo em mente, no entanto, sob quais condicoes estao

sujeitas.

2.3 Equacao de Klein-Gordon para o som

O objetivo central dessa segdo é manipular as Eqs. de movimento (2.13) e
(2.15) afim de obter a equagao de propagacao do som, nos moldes de uma equagao
de Klein-Gordon nao massiva, e consequentemente, evidenciar a métrica acustica
efetiva sentida pelas ondas sonoras se propagando sobre uma esfera bidimensional.
Para realizar isto é necessario reescrever a equacgao de Euler, deduzida a partir das
equagoes relativisticas (2.5) e (2.6), na forma da equagao de Bernoulli. Isto é possivel
impondo que o fluxo seja irrotacional e o fluido seja barotrépico como veremos a

seguir.

2.3.1 Equacao de Bernoulli

Ao deduzir a equagao de Euler sobre uma esfera na secao anterior, nao consideramos
possiveis forcas externas agindo sobre o sistema. Para levarmos em conta a existéncia
dessas forgas devemos adicionar um termo a mais na equacao (2.15). Nos restringindo
ao caso da forca por unidade de massa f, atuando sobre o fluido, ser derivada de

um potencial ¥, isto é, f = ﬁ‘ll, a equacao de Euler deve ser reescrita como
—+(6-ﬁ)6=—7+f. (2.16)

Apesar de nao alterar a equacao de onda para o som, a forca externa f desempenhara
um papel fundamental no momento de determinarmos possiveis solugoes das equagoes
de movimento (2.13) e (2.16). Isto ficard mais claro na secao 4.3.

Neste ponto, o procedimento usualmente seguido quando se estd lidando com

um espaco fisico euclidiano 3-dimensional é utilizar a identidade vetorial

- 1 -
Txw=1vx(Vx0) = §Vv2— (7- V)7, (2.17)

13



onde a quantidade @ = V x 7 é chamado de vorticidade, para reescrever a Eq. (2.16)

da seguinte forma:

T V P
%§+V@02—Wy+%r—ﬁxw:0- (2.18)

Assim, impondo que o fluxo seja irrotacional, isto é, que W = 0, o ultimo termo
do lado esquerdo da Eq. (2.18) se anula. Entretanto, no nosso caso esférico 2-
dimensional a relagdo (2.17) nao é precisa, mesmo porque nao faz sentido falarmos
em produto vetorial entre vetores de um espago com duas dimensoes. Porém, é
possivel, utilizando a notacao tensorial desenvolvida na secao 2.3.3, estabelecer
uma rela¢do anéloga a relacao (2.17) e impor do mesmo modo uma condigdo de
irrotacionalidade ao fluxo. De acordo com este formalismo tensorial podemos escrever
le o L Sve L Lo 2 k i
§VU — (V- V)U = §V (v°)0; — (V"V)v'0;
= [V (V0F) — vF (Vi0')]0;
= [vp(ViF — VFv))]0;
= 20:,Q%0; |

(2.19)

onde o tensor QF = (VivF — VF0?)/2 é a taxa de rotacio do fluido, ou seja, o
correspondente 2-dimensional da vorticidade. Desta forma, impondo que a taxa de
rotacao do fluxo seja nula *, i.e., que o tensor ¥ seja igual & zero, teremos que

(7- V)7 = §w2,

lembrando que o médulo da velocidade ao quadrado v? ¢, no nosso caso bidimensional,
dado por
v? = ()% + (07)2 = r2(1%)% + 12 sin? 0(v?)?. (2.20)

Sob essas condigoes existird uma funcao escalar ®(¢; 0, ¢) definida sobre a esfera
tal que
i=-Vo, (2.21)

onde

ﬁq):l@_CIDA 1 09,

a6 * rsinﬁﬁ_qﬁ% (2.22)

*Condigado a qual chamaremos adiante irrotacionalidade do fluxo, como no caso 3-dimensional.
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de modo que
Ué 1 0P 1 09

o0 rsinf 06

Se nos remetermos ao final da secao 3.8.3 veremos que a condigao necessaria para que

v? =

um vetor definido sobre uma esfera S? seja escrito como o gradiente de uma funcao
escalar é dada por 0;v; — 0;v; = 0. Esta condicao é equivalente a taxa de rotagao do
fluido ser igual a zero. De fato, se Q¥ = 0 entdo 20, = Vivr,—Viv; = ;v —0,v; = 0.

Finalmente, impondo a condi¢do de isentropicidade do fluido (para o qual a
entropia é constante em toda parte), é valida a relagao VP = pﬁhT, onde h = u +
P/p é a entalpia por unidade de massa do fluido e u é a energia interna por unidade de

massa. Essa relagao adicionada a irrotacionalidade do fluxo nos permitem escrever

(0 1,-
v{—5;+§W@)+h—w}_o. (2.23)

Integrando essa equacgao concluimos que a quantidade —%—f + %(ﬁ@)Z +h—V éuma
funcao dependente apenas do tempo. Se absorvermos a constante de integracao, que
depende do tempo, na definicao de ®, a forma da velocidade nao sofrera nenhuma

alteracao e ainda poderemos escrever

0P 1 -
——+=(V®)’+h -V =0. 2.24
(V)R (224
Essa tultima equagao é conhecida como equacao de Bernoulli. Convém lembrar que

as variaveis ®, h e ¥ dependem do tempo t e das coordenadas espaciais esféricas 6

e ¢.

2.3.2 Perturbagoes sonoras em fluidos ideais, barotrépicos

e irrotacionais

Pequenas variacoes na pressao do fluido causam o deslocamento das moléculas
que o compoem alterando a densidade do fluido naquela regiao. Por sua vez,
uma mudanca na densidade ocasiona uma nova variacdo na pressao e assim o
ciclo recomeca. De maneira bem superficial, esse processo descreve o fendmeno

de propagacao do som. O que nos interessa aqui, no entanto, é a compreensao

YA primeira lei na termodinadmica na “representacio da entalpia”, dh = T'ds + dP/p, implica

na relacao VP = pﬁh para fluidos isentrépicos.
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do conceito de som como a propagacao de pequenas perturbacoes das quantidades

dindmicas do fluido (p, P, ®). Matematicamente falando, seja

p = po+e€p:
P:P0+€P1
(I):(I)0+€q)1,

denominamos ondas sonoras como a progagacao das perturbagoes lineares (epy, € Py, e®q)
em torno de uma solugao exata (pg, Py, Po).
Inserindo essas perturbagoes lineares na equagao da continuidade (2.13) e considerando

apenas termos de primeira ordem em € obtemos a equacao

0 = S "
% +V- (pOUI + /)11)0) =0, (225)

onde vp = —V&y e 17 = —VO,.
Impondo que o fluido seja barotrépico (em cujo caso a pressao é fungao apenas
da densidade) , podemos descrever a entalpia h como fungao da pressdo P, e assim

expandindo em torno de P, teremos

h(P) = h(Py) + (j—]z) o (P — Py) + O(P?), (2.26)
ou ainda
B(P) = h(Py) + —(P — B)
p;; (2.27)
~ h(Py) + ep—l.

Usando este resultado para linearizar a equagao de Bernoulli (2.24) obtemos
Py = po(8,®1 + T - VPy). (2.28)

Note que nao existe nenhuma contribuicao do potencial das forcas externas ¥ na
equacao de Bernoulli linearizada.

Utilizando novamente a condicao de barotropicidade imposta ao fluido teremos

que
d
mrem=plP)=om)+ (G5) (Pom)+OP) )
P=p,
implicando na relagao
(%) p_lp (2.30)
p1= aP on 1—Cg 1 .
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onde ¢, = +/(dP/dp),, é a definicao da velocidade do som no fluido. Substituindo

P, da Eq. (2.28) na equag@o acima obtemos
Po S =
pP1 = g(aﬁbl + vp - V(I)l) (231)

Introduzindo finalmente a expressao acima para p; na equacgao da continuidade
linearizada (2.25) e multiplicando tudo por -1, encontramos a relagao

o [200,+ - %1)} g {p(ﬁcbl D0y 41 )| =0, (232

s s
que pode ser vista como a equacao de onda satisfeita pelo potencial escalar ;.
Portando, dada uma solucao exata (v, po, Fy) das quantidades dinamicas do fluxo
e conhecida a equagao de estado P = P(p) do fluido podemos resolver a equagao
(2.32) e encontrar a solugao para ®q, e assim obter U; = —Vd,, P, através da Eq.

(2.28) e p; a partir da Eq. (2.31), descrevendo completamente a propagacao do som.

2.3.3 Analogia com a Relatividade Geral

Mesmo tendo seguido um procedimento aparentemente idéntico ao caso tridimensional
ao introduzir as perturbacgoes sonoras nas equacoes de movimento do fluido, na se¢ao
anterior, nosso caso esférico bidimensional (fluido restrito a uma esfera bidimensional)
apresenta algumas particuliaridades como veremos a seguir.

Em primeiro lugar, os vetores que compoem a Eq. (2.32) sdo vetores definidos

sobre a variedade S?, cuja geometria é descrita pelo elemento de linha
ds® = r2df* + r? sin® 0d¢>. (2.33)

O fato de estarmos lidando com uma geometria nao plana sugere o uso de todo
ferramental de geometria diferencial utilizado em Relatividade Geral. Podemos
assim, reescrever a Eq. (2.32) de maneira mais compacta nos servindo do formalismo
tensorial. Antes disso, vejamos algumas propriedades geométricas associadas a
métrica (2.33) que podem nos ser uteis.

Como j4 foi brevemente mencionado na secao 2.2, iremos adotar a notacao V' =

(V9 V®)* para as componentes de um vetor qualquer ‘7, definido sobre a esfera de

tUtilizaremos indices latinos para vetores espaciais e indices gregos para vetores espaco-

temporais.
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raio 7, escrito na base coordenada {0y, 04} e Vi = (V% V?) para as componentes
deste vetor na base tetrada {ég,é,}.
Por definicao, a base tetrada {é,} de um dado espago nao euclidiano, dotado da

métrica g;;, deve satisfazer a relagao®
(€a)'(&)i = gij(€a)' (&) = dup. (2.34)

E facil verificarmos que os vetores

(1/7)0%
és = (1/rsin®)0,

é

’ (2.35)
satisfazem a relagao (2.34) para a métrica (2.33) e definem, portanto, a base tetrada
correspondente a este espaco.

A partir disto é possivel determinar as relagdes entre as componentes de um

vetor qualquer V nas bases coordenadas e tetradas. Elas sdo

VO=V0/r

A (2.36)
Ve =V?/(rsin6).

Os operadores diferenciais, usualmente conhecidos como gradiente e divergente
para o caso plano, aplicados respectivamente a um campo escalar ¥ e a um campo
vetorial V', podem ser generalizados ao caso nao plano reescrevendo-os na forma

tensorial ViU, e V,;V?, onde V; ¢ a derivada covariante definida como
Vv = 0'v (2.37)
quando aplicada a um campo escalar e
ViVi =9,V 41T V* (2.38)

quando aplicada a um vetor. Os coeficientes I/, sdo chamados de simbolos de
Christoffel e estao relacionados com a curvatura do espago através de derivadas
parciais das componentes da métrica g;; deste espaco. Numa base coordenada, esta

relacao pode ser expressa como

1
I = §g]m(aigmk + Okgmi — OmGir.)- (2.39)

$Se estivéssemos considerando o tempo, deverfamos reescrever a relacio (2.34) como

guy(éa)u(éﬁ)y = Napg-
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Note que, apesar de nao estarmos levando em consideragao a parte temporal, como
é necessario para o caso dos espagos-tempos da Relatividade Geral, o tempo pode
ser facilmente incorporado nas formulas acima apenas inserindo indices gregos. Por
enquanto, pretendemos apenas estender a definicao do operador diferencial v (que
age apenas na parte espacial) para um caso geral, ou seja, para geometrias nao
planas. Por esta razao, nos interessa apenas analisar a parte espacial do operador
generalizado.

Para o espago definido pela métrica (2.33), associado a esfera de raio r, podemos
obter esses operadores diferenciais através de dois caminhos diferentes. O primeiro
deles, no qual nos baseamos na secao (2.2), é obtido escrevendo o gradiente e o
divergente do espaco euclidiano em coordenadas esféricas e restringindo a expressao

total & esfera bidimensional (ou seja, impondo V" =0 e r = cte). Obtemos entao

S 1 )
VU = (;89\11) € + ( e n98¢ ) (240)
e
I | 5 5 cosf _ ;
V= —9yV° V¢ Ve 2.41
v 0 +rsm6 ¢ +rsin«9 ( )

Outra maneira de obtermos essas expressoes é colocando em pratica o formalismo
tensorial exposto acima. No caso do gradiente nao encontramos nenhuma dificuldade

em verificar a equivaléncia. De fato

V)0,

(V)9 = (o'
= (g"9;0)0;

1
G )@*( g0 %
1 1 (2.42)
(ﬁ \I/) 0 + <7’2 - 93¢\I/) 7 sin 0é
l + 5
r € rsm@ o

Por outro lado, para estabelecermos a equivaléncia no caso da divergeéncia é

A

preciso encontrar os Simbolos de Christoffel da métrica (2.33). Com um pouco de

calculo podemos verificar que as inicas componentes nao nulas sao ngab = —cosfsinf
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e FZ’¢ = Fie = cosf/sinf. Assim, teremos que
ViV =,V + T,V
= 0pV" + 0,V + TG,V

_9 V_é ) Ve +COSQV_é
A *\rsing sinf r (2.43)

1

7 Sin

cos

0,V + v

rsind

como queriamos demonstrar.

Voltando a Eq. (2.32), vemos que é possivel reescrevé-la na forma compacta
HVIE 4V -V =0, (2.44)
definindo as quantidades

vVt = —%(atcpl +0-V®) e V= —%[(8@1)% + (T - V1) — 2V ).

Ou ainda,
Vt=—py/c? [8,@1 + (v9)0p®1 + (v])Dp®,
VO = o/ [()0is + (0)2 — ¢2/r)auy + (o) (1)
VO =—py/c [(vf)@ﬂ)l +((v5)? = ¢ /r?sin® 0) 9, P, + (Ug)(vg)ae‘bl}
sendo V? e V¢ as componentes do vetor V na base coordenada. Devido a relagao

(2.43) é possivel ainda colocar a Eq. (2.44) na forma
OV +V, V=0, (2.45)
ou entao
vV, V* =0, (2.46)

incluindo o tempo ¢ na derivada covariante.
Ao mesmo tempo, o 3-vetor V# = (V! V¢ V%) pode ser convenientemente escrito
como o produto de uma matriz 3x3 por uma matriz coluna, com componentes iguais

as derivadas parciais do campo ® com relacao a t, 6 e ¢

vl =G | - b —tff 0%,
Ve ’ —USS —Ugl)g) [c2/(r?sin? §) — (1)35)2] O0p®1
(2.47)
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Emprestando novamente o formalismo tensorial, essa multiplicacao de matrizes

assume a simples forma

VE = 9, d, (2.48)
onde consideramos
-1 —vb —v(?
f;w:@ ) 27,2 (,,0\2 0@ (249)
2 vy es/r (v5)?] CACH :
—v) —vjvg [c2/(r?sin® 0) — (v])?]

Assim, substituindo o vetor V# pela quantidade f#**0,® na Eq. (2.46), obtemos
V,.(f*"0,%,) = 0. (2.50)

Porém

Vu(f*70,1) = 0,(f*0,®1) + I (f4 0, 1)

cos

= ("0, D1) + (170, ) (2.51)

sin 6
=0

ja que o unico Stmbolo de Christoffel relevante aqui é novamente Fge = cosf/sin@.

Chamando h*” = sin 0 f* teremos

cosf 1 cos
o P ov d,) = ey P Qv )
au(f al/ 1) + Sine(f 8,, 1) au (sin@h az/ 1) + Sin29(h au 1)
1 cos 6 cos
— pv _ Ov ov
sin QaN(h 8,,<I>1) sin? (h 8V(I)1) + Sin29<h &,@1)
1
- p
sin Qﬁu(h )
= 0.
(2.52)
Portanto
au(h“”&,fbl) =0. (2.53)

Finalmente, a semelhanca com a Relatividade Geral fica nitida ao definirmos

uma outra matriz 3x3, g"¥, relacionada com h*” por

V=g99"" = N", (2.54)
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onde g ¢ o determinante da matriz inversa de g"” que chamamos de g,,. Em termos
de ¢", a Eq. (2.53) quando multiplicada por 1/,/—g, ganha a forma
1
V=g

Esta ultima equagao é a forma de D’Alambert da equagao de Klein-Gordon nao

0u(v/=9"0,1) = 0. (2.55)

massiva V,V/*®; = 0 (veja equacao (3.4.10) em [43]) em um espago-tempo curvo de
métrica g, (note que aqui V,, é a derivada covariante associada a métrica g, e nao
mais a métrica esférica (2.33)). Isto sugere que podemos encarar o campo ®; como
um campo escalar de Klein-Gordon nao massivo se propagando em um espago-tempo
efetivo de métrica g,,,. Denominaremos este espago-tempo curvo especial, sentido
pelas ondas sonoras de um fluido restrito a uma esfera de raio r, de “espaco-tempo
acustico esférico”.

Por definicao,

det(h*) = det(v/=gg"™) = (V=g)*det(g") = —v/=. (2.56)

Como det(h**) = —p3sin§/(r*c?), concluimos que
6 oi2
pgsin” 0
d@t(guy) = g — _—DTSC4 (257)

Assim, podemos deduzir da defini¢ao (2.56) que as componentes contravariantes
m coorden ori métri usti ori 3, em representaca
" em coordenadas esféricas (¢, 0, ¢) da “métrica actstica esférica” é, em representacao

matricial, dada por

. -1 —vg —Ug
o= | e - )] ~ogup (2:58)
S S I GE ORI T

Para obter as componentes covariantes desta métrica, basta inverter a matriz

acima, pois, por definicao g*7g,3 = 05. O resultado é

P I
1 I N B FNCED
T\ r2sin? 0(vg) 0 72 sin? 0

lembrando que v2 = r2(vf)? 4 r2sin?0(v$)?. Apesar das componentes da métrica

estarem escritas em fun¢ao das componentes do vetor v na base coordenada, poderiamos
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muito bem expressa-las em funcao das componentes (vg,vg; ), associadas a base
tetrada e relacionadas através das relagoes (2.36). Isto nao implicaria, no entanto,
nenhuma alteragao da métrica ou da base coordenadas dual {dt,df, d¢} na qual ela
esta expressa.

E importante ressaltarmos que o espaco-tempo relativistico artificial descrito pela
métrica (2.59) serve apenas na descrigao das ondas sonoras, através da Eq. (2.55).
Em outras palavras, a analogia estabelecida permite decrevermos o comportamento
do som classicamente, como ¢é de costume, ou de forma relativistica, tratando-o como
um campo de Klein-Gordon nao massivo se deslocando no espago-tempo acustico
esférico. Por outro lado, a dinamica do fluido ideal, barotrépico e irrotacional,
sobre o qual o som é definido, continua sendo regida pelas equacoes classicas da
hidrodinamica, definidas em um espaco-tempo newtoniano, de modo que a dinamica
do proprio espaco-tempo acustico seja controlada pela evolucao das quantidades
classicas (7, po, ¢s), uma vez que a métrica (2.59) é fungao dessas varidveis. Ou
seja, o espaco-tempo acustico esférico nao esta sujeito as equagoes de Einstein da
Relatividade Geral.

Além desta ressalva, convém mencionarmos que o espaco-tempo acustico esférico
é construido mantendo o mesmo sistema de coordenadas (t,0,¢) do espago-tempo
newtoniano, sobre o qual o fluido se encontra. No entanto, podemos cobri-lo com

quaisquer outros sistemas de coordenadas compativeis.

2.4 Analogia com a escala de Planck

Quando lembramos que os sistemas fisicos em matéria condensada sao compostos
de pequenas particulas, os atomos e as moléculas, logo concluimos que a analogia
estabelecida na secao anterior entre caracteristicas destes sistemas com propriedades
gravitacionais deve somente ser observada no regime de baixas energias. Na realidade,
a escala do comprimento de onda que determina esta ruptura é dada pelo caminho
livre médio das moléculas do fluido, pois, para comprimentos de onda menores ou
da ordem desta quantidade nao faz mais sentido falar em ondas sonoras.

Este cenario é bastante similar ao que se espera que aconteca com a gravidade ao
ultrapassar a escala de Planck, quando devemos perder o conceito de espaco-tempo

suave, onde os campos relativisticos se propagam.
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Capitulo 3

Espaco-tempo acustico

3.1 Introducao

Estabelecida a analogia entre o problema cléssico de propagacao do som num
fluido ideal, barotrépico e irrotacional, restrito a esfera de raio r, e a propagacao de
campos escalares em espagos-tempos curvos, podemos utilizar todo o ferramental e a
terminologia da Relatividade Geral para explorar as propriedades do espago-tempo
acustico, associado a métrica actstica g,,, determinada na segao 2.3.3.

Na secao 3.2 analisaremos a estrutura topoldgica do espago-tempo acustico,
enquanto que sua estrutura geométrica serd discutida na secao 3.3. Outras propriedades
do espago-tempo acustico serao expostas nas demais se¢oes, como a possibilidade
de formacao de horizontes de evento e ergoregioes actsticas. Decidimos reservar,
entretando, um capitulo a parte (Cap. 5) para detalharmos a estrutura causal do
espago-tempo acustico, exemplificando com algumas solugoes encontradas no Cap.
4.

Em todo o texto a seguir, suprimimos o indice 0 das quantidades vy, ®q, po € Fo,
associadas as solugoes exatas das equacoes classicas da dinamica dos fluidos ideais,
barotrépicos e irrotacionais. Nos casos que possam gerar qualquer tipo de confusao

voltaremos a utilizar o indice.
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3.2 Topologia do espaco-tempo acustico esférico

A estrutura mais fundamental da Relatividade Geral, o espago-tempo, denotado
geralmente (M, g), é definido como sendo uma variedade diferencidvel M munida
de uma métrica lorentziana g,s. Como veremos na préxima segao, a métrica carrega
informagoes sobre a geometria do espaco-tempo, determinando as distancias entre
os diferentes pontos que compoem a variedade.

De modo grosseiro, uma variedade diferenciavel pode ser definida como um
espago topoldgico dotado de uma atlas maximal. Vemos assim que o espago topolégico,
apesar de se tratar de uma estrutura matematica nem sempre lembrada nos problemas
de Relatividade Geral, desempenha um papel fundamental na construcao dos espagos-
tempos e por esta razao daremos um pouco mais de atencao ao espago topolédgico
de nosso espago-tempo acustico.

Antes de definirmos formalmente espaco topoldgico, é necessario definir uma
estrutura ainda mais primitiva, a topologia.

Dado um conjunto de pontos X, uma topologia J é uma familia de subconjuntos

de X (chamados de abertos) satisfazendo as trés seguintes condigdes:

- O conjunto X e o conjunto vazio () pertencem a familia
- A interseccao finita de abertos é também um aberto

- A unido finita ou infinita de abertos é também um aberto

Para um conjunto de pontos X é possivel definir diversas topologias sobre ele,
desde que satisfacam as trés condigoes acima. A familia de subconjuntos contendo
todos os subconjuntos de X define uma topologia chamada de topologia discreta,
enquanto que o conjunto J = {X, )} também é uma topologia chamada de topologia
indiscreta. Um exemplo de topologia mais interessante ¢ obtido pegando X = R,
o conjunto de numeros reais, e definindo J como sendo o conjunto de todos os
subconjuntos de R que podem ser expressos como uma uniao de intervalos abertos
(a,b). Generalizando, para qualquer espago métrico, incluindo R", a colegdo de
todos os subconjuntos que podem ser expressos como uma uniao de bolas abertas *

engendra uma topologia.

*Note que, para um espago métrico M de medida m, uma bola aberta B de raio r e centrada

em zo ¢ definida como B = {z|m(z — xp) < r,z € M}, e portanto a topologia de bolas
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Nesse contexto, um espago topolégico (X, J) consiste no conjunto de pontos X
munido da topologia J.

Se (X,J) é um espago topoldgico e A um subconjunto qualquer de X, podemos
transformar A num espago topoldgico definindo a topologia T = {U|U = ANO,0 €
J}, construida através da intersec¢ao dos elementos de J com o subconjunto A. A
topologia ¥ é chamada de topologia induzida.

Seja (X1,71) e (Xa,Js) dois espagos topoldgicos. Podemos transformar o espaco
produto X X Xy = {(21, x2)|71 € X3, 22 € X5} num espago topolégico (X; x Xy, J),
definindo J como a colecao de todos os subconjuntos de X; x X5 que podem ser
obtidos através da uniao dos subconjuntos da forma O xO,, onde O € J; e Oy € Js.
J é chamado de topologia produto. Podemos usar essa construgao para definir uma
topologia para R™. A topologia de R" resultante de n produtos do espaco topolédgico
(R, topologia das bolas abertas de R) é a mesma daquela construida com bolas
abertas de R".

Apenas para exemplificar a importancia da topologia na matematica e na fisica,
o conceito de continuidade transcende o conceito de medida e depende apenas da
topologia dos espacos onde a func¢ao é definida. Seja (X,7J) e (Y, %) dois espagos
topolégicos, uma funcao f : X — Y ¢ continua se a imagem inversa, f~1[0] = {z €
X|f(z) € O}, de todo aberto de Y for um aberto de X. Para uma fungio f de R em
R, munidos da topologia de bolas abertas, a definicao de continuidade apresentada
logo acima é equivalente a defini¢ao usual com “e’s e §’s”. Se f é continua, bijetora
e sua inversa continua, f é chamada de homeomorfismo e (X,J) e (Y, %) sao ditos
serem homeomorfos. Espagos topoldgicos homeomorfos apresentam propriedades
topoldgicas idénticas.

Em Relatividade Restrita, assumimos que o espago-tempo de Minkowski é construido
sobre o espago topoldgico (R*, topologia das bolas abertas). Em mecanica cléssica,
no entanto, diferente do caso relativistico, o tempo nao pode ser tratado como uma
coordenada e deve ser visto como um parametro absoluto, cuja evolucao independe
do referencial. Desta forma, nao cabe questionarmos qual é a topologia da uniao do
espaco e do tempo classicos. Podemos apenas definir separadamente a topologia do

espaco e a topologia do tempo classico.

abertas dependerd da medida considerada. Admitiremos a medida de Lebesgue a menos que

seja mencionado o contrario.

26



No caso do espacgo-tempo actstico esférico, apesar de termos partido de um
sistema hidrodinamico puramente classico, o tempo Newtoniano ¢ nao pode mais ser
“separado” das coordenadas espaciais da esfera no momento em que estabelecemos o
espaco-tempo efetivo. Neste ponto o problema passa a ser um problema “relativistico” e
portanto devemos considerar a topologia do espago-tempo acustico esférico como a
topologia produto de R x S2. Por abuso de linguagem, em algumas ocasides nos

referimos & variedade do espaco-tempo actistico esférico simplesmente como R x S2.

3.3 Meétrica acustica esférica

Intuitivamente, o préprio nome métrica sugere a nocao de distancias entre diferentes
pontos, ou eventos, de um espago. De fato, a métrica de um espaco-tempo define sua
geometria, determinando distancias infinitesimais entre eventos infinitesimalmente
proximos do espaco-tempo. Formalmente falando, uma métrica g é definida como

um tensor do tipo 7(0,2) (covariante de ordem 2)
g = g;wdxu ® dx” (3.1)
satisfazendo as seguintes condigoes:

- A métrica g é simétrica, i.e. dados dois vetores v e u pertencentes ao espaco
tangente V),, o mapeamento bilinear ¢ : (v, u) — g(v,u) de V, x V}, nos reais,

definido pela métrica, deve verificar a relacao g(v,u) = g(u,v).

- A métrica g é nao degenerada, i.e. para qualquer que seja v € V,,, g(v,u) =0

se e somente se u = 0.

Desta forma, a quantidade g(v, u) define um produto interno no espago tangente
Vp. Além disso, g pode definir um mapeamento linear entre V), e V* da seguinte

forma. Seja um vetor v € V,

v g(-,v) = gudet @ dx” (-, v"0,)
= guv*ondx”
8 (3.2)

= gwﬂjydl‘u

=v,dzt € Vp*
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onde definimos v, = g,,v” como as componentes do vetor dual v* = g(-, v).
O fato de g ser nao degenerado implica que o mapeamento v — g(+,v) é bijectivo
e portanto o mapeamento inverso existe. Esta propriedade da métrica nos permite

também definirmos o tensor ¢ do tipo 7 (2,0), dado por
§=9"0,20, (3.3)

onde

9" Gow = 55‘ (3’4>

Se considerarmos g,,, como componentes de uma matriz, g*” serao as componentes da
matriz inversa. Usando (3.4) podemos facilmente verificar que v* = g"v,. Assim,
G € g" determinam um isomorfismo canoénico entre os espagos V, = 7(1,0) e
Vy = T(0,1). Podemos ainda generalizar esta afirmagao aos espagos 7 (k,l) e
T(k+s,lFs), para s < k,l. Por exemplo,

T(2,1) 2T+ T, = g,sT", € T(1,2) (3.5)

T(1,2) 5 T%, — T, = g"’T*,, € T(2,1). (3.6)

Nestas circunstancias, vemos que o tensor g, covariante de ordem 2, com componentes
g, em coordenadas esféricas (t,0, ¢) dadas por (2.59), definem bem uma métrica
sobre o variedade R x S2. De fato, o tensor g satisfaz a condicio de simétria exigida,
além de que, podemos facilmente demonstrar que a existéncia da matriz inversa de
(2.59) implica na nao degenerescéncia de g. Como ja mencionamos na se¢ao 2.3.3,
a métrica g definida em (2.59) é chamada de “métrica acistica esférica”.

Uma importante propriedade da métrica é sua assinatura. Dada uma métrica
g, qualquer, sempre podemos encontrar uma base ortonormal {e,(z)} em cada
espaco tangente de cada ponto x da variedade, chamada de base tetrada, verificando
(ex)*(ev)a = 0se p # v, e (e,)%(ey)a = £1 se p = v. Chamamos de assinatura da
métrica o numero de ocorréncias de sinais + e —. A assinatura é uma propriedade
independente da escolha da base ortonormal, sendo igual ao nimero de autovalores
positivos e negativos da matriz g,,,. A métrica de um espaco-tempo da Relatividade
Geral deve possuir assinatura (— + ++) ou (+ — ——), dependendo da convencao
utilizada. Métricas com essas assinaturas sao chamadas de métricas lorentzianas.

Como nosso espago-tempo acustico conta com apenas duas dimensoes espaciais, a
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métrica acustica esférica serd lorentziana se sua assinatura for (— 4 +) ou (+ — —),
dependendo da convencao. E possivel verificar que a métrica acustica esférica tem
assinatura (— + +) e portanto é lorentziana.

As vezes utilizamos a notacao ds? no lugar de g para expressar a métrica. Neste

caso damos o nome de elemento de linha a ds? e escrevemos
ds® = g, dxtda”, (3.7)

omitindo o simbolo do produto tensorial ® entre dz* e dz”.
O elemento de linha referente a métrica (2.59) é dado por

2
ds® = L [—2d® + (dat — vidt e;;(dax? — v dt)], 3.8
S J

1.2
ric?

onde utilizamos a notacao e;; para designar as componentes espaciais da métrica

esférica (2.33). Na forma extensa, o elemento de linha acima ¢ igual a

2
ds® = p—[—(ci — v} dt? + r2d6* + r*sin® 0d¢* — 2r*(v7)dtdl — 2r® sin® O(v?)dtdg)].

ric?
(3.9)
A notacao do elemento de linha de um espacgo-tempo deixa bem claro a idéia da

métrica representando distancias infinitesimais ao quadrado.

3.4 4-velocidade e 4-aceleracao do fluido

O movimento de um ponto material P em um espaco-tempo coberto pelas
coordenadas’ x# = (t,2') pode ser representado pela curva x#()), parametrizada
por um parametro A qualquer. FKEssa curva é também conhecida como linha de
mundo da particula material.

Sobre a linha de mundo do ponto material P definimos um campo vetorial u*,
chamado de 4-velocidade de P:

_
dr

uM

(1), (3.10)

onde 7 ¢ um parametro afim bem especifico denominado tempo préprio. Se g,

é a métrica do espaco-tempo considerado, o tempo proprio de um ponto material

tIremos considerar aqui a velocidade da luz igual a 1
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seguindo a curva x*(\) é dada por
A v
[ )
Em Relatividade Geral, o tempo préprio 7 associado a uma linha de mundo
x#(7) coincide com o tempo marcado pelo relégio de um observador seguindo esta
linha de mundo.
A partir da defini¢ao (3.11) de tempo préprio é facil verificarmos que a 4-

velocidade u* de um ponto material deve sempre satisfazer a relacao
guufu” = —1, (3.12)

em todos os pontos da linha de mundo. Isto significa que u = u*(7)d, é um campo
vetorial tipo tempo. Lembre-se que, assumindo a convencao (—-+++) da assinatura,
um vetor V# é tipo tempo se g, V*V" <0, tipo luz se g, V*V" = 0 e tipo espago
quando g, V#V? > 0.

E bastante comum dizermos que a 4-velocidade de uma particula é um campo
vetorial tangente a sua linha de mundo. A primeira vista, esta afirmacao pode
parecer um tanto estranha ja que vetores sao objetos definidos no espago tangente
V, associado a cada ponto p da variedade, enquanto que a linha de mundo de uma
particula é um conjunto de pontos da variedade formando uma curva. No entanto,
falar que a 4-velocidade é tangente a linha de mundo (z#(7)) no ponto p, significa
dizer que o vetor u#(p), definido no espago tangente V), ¢ paralelo ao vetor dr =
dz#(1)0,, também definido em V), cujas componentes sao obtidas pela diferenca
entre as coordenadas de dois pontos infinitesimalmente préximos, ou seja, dz#(7) =
(1 4+ dr) — 2*(7) (onde x#(7) é a coordenada do ponto p).

Parametrizando a linha de mundo de uma particula pelo tempo coordenada t,
obtemos o 4-vetor

dz* dr' dx? dad -
o= (1 ) 0, (5.13

tangente a linha de mundo, onde o 3-vetor 1% corresponde a velocidade da particula
medida por um observador inercial parado neste sistema de coordenadas (a0 menos
localmente).

Finalmente, uma particula se movendo em um espaco-tempo qualquer, tal que

sua 4-velocidade seja u”, seguira uma geodésica se sua 4-aceleragao a” for igual a
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Zero:

a’ =u'V,u" =0. (3.14)

Uma vez feita esta andlise geral do movimento de um ponto material em um
espaco-tempo qualquer, podemos aplicar estes resultados para o caso do espago-
tempo acustico esférico. O objetivo dessa secao é justamente analisar o movimento
de uma particula material, especialmente de um elemento de fluido, se movendo
sobre a esfera sob o ponto de vista relativistico do espago-tempo acustico esférico.

Do ponto de vista classico, sabemos que um ponto material se movimentando
sobre a esfera bidimensional de raio r pode ter sua trajetéria descrita pela curva
espacial z'(t) = (6(t), ¢(t)), parametrizada pelo tempo cldssico absoluto ¢. No caso
desta curva descrever o movimento de um elemento de fluido, as derivadas das
quantidades 0(t) e ¢(t) com relagao ao tempo devem ser iguais as componentes v’
e v? da velocidade do fluido ¥, como definido na Sec. 2.3.3. Ou seja, para cada

instante de tempo ¢, teremos

v’ = Eé’(t);v(z’ = % (t). (3.15)
Na optica relativistica do espago-tempo actstico esférico, a trajetoria desse mesmo
ponto material se movimentando sobre a esfera deve ser descrita pela curva z#(\) =
(t(A),0(N),¢(N)) (definida sobre o espago-tempo, e nao apenas sobre a esfera),
parametrizada por um parametro qualquer A*. Escolhendo X igual a ¢, as componentes
em coordenadas esféricas do 4-vetor (dz* /dt)(t) (na verdade 3-vetor ja que o espago-
tempo acustico esférico conta apenas com duas dimensoes espaciais), tangente a linha

de mundo da particula, serao
dxt do do -
—@)=11,—,— ) = (1 1

de modo que V = V%, + V29, é a velocidade da particula, no sentido cldssico,
no referencial do laboratério, o que coincide com o referencial de observadores em
repouso com relagao a este sistema de coordenadas (6(t), ¢(t) = Cte), como foi dito

alguns paragrafos acima.

fNote que sob este ponto de vista o tempo ¢ ndo é mais o tempo cldssico absoluto mas apenas

uma coordenada
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Analisando o “comprimento ao quadrado” deste 4-vetor com relacao a métrica

acustica esférica (2.59), ou seja,

dx* dx¥ ; it i
Gu g g~ 9o F 290:V" + g V'V
2
= —%[ci — 0%+ 2(r*VO 4 % sin? 0PV ) — (P2 (V)2 + 12 sin? 0(V?)?)]
ric2
2

:—ﬂ[cg—v2+2ﬁ‘7—v2]
r4c2
P’ 2 )2

= [c; = (@=V)7,

T 421
ric?

(3.17)

concluimos que dz* /dt, tangente a linha de mundo da particula, e portanto tangente
a curva z#(t) que descreve o movimento da particula, serd tipo luz (ou dirfamos tipo
“som”) no espago-tempo acustico esférico se o médulo da velocidade relativa da
particula com relacao a velocidade do fluido for igual a velocidade do som no meio.
Da mesma forma, dx*/dt serd tipo espago se o médulo da velocidade relativa for
maior que a do som e tipo tempo se o médulo da velocidade relativa for menor que
a do som. Em particular, os vetores tangentes a linha de mundo de um elemento de
fluido (‘7 = 7/) sdo tipo tempo em todos os pontos do espago-tempo acustico esférico.

Algumas vezes, ao invés de caracterizarmos os vetores tangentes a uma curva
x*(\) como tipo luz, tipo tempo ou tipo espago, dizemos simplesmente que a curva
é tipo luz, tempo ou espaco.

Focando o movimento dos elementos de fluido, podemos aproveitar os resultados
obtidos em (3.17) para calcularmos o tempo préprio de um dado elemento de fluido, a

partir da definigao (3.11), e assim evidenciarmos sua 4-velocidade. Para um elemento

de fluido, V = ¥ em (3.17), de modo que

dx* dx¥ 0>
AT (3.18)

/ dxt dxv

A 4-velocidade de um elemento de fluido serd entao

Juv

e portanto

dxt
ut =

et dt dt

o arar - ar Y (320)
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ou seja, as componentes u*, em coordenadas esféricas (¢,6, ¢), da 4-velocidade de

um elemento de fluido valem

2 2
' = —(1;7) = —(1,2%,0%). (3.21)
P P
Com um simples calculo verificamos que, de fato, g, u"u” = —1, como esperavamos.

Notamos ainda que u* é proporcional a V#*¢:

VHt = g oLt
= g“tatt
— (gtt th gqbt) (3'22)
4
= _E<17 Uea U(z))
e portanto
wt = —T%V“t. (3.23)

Antes de prosseguirmos, é importante mencionarmos que, apesar do tempo
proprio associado a uma linha de mundo de um espaco-tempo da Relatividade Geral
ser o tempo medido por um observador seguindo esta linha de mundo, a extensao da
definicao de tempo préprio ao espaco-tempo efetivo, que chamamos de espaco-tempo
acustico esférico, nao tem nenhum significado fisico. Isto acontece pois, como foi
discutido no final da Sec. 2.3.3, o espago-tempo actstico esférico é sentido apenas
pelas ondas sonoras, sem qualquer significado aos observadores fisicos de modo geral.

Para encerrarmos a analise do movimento de um elemento de fluido, sob o ponto
de vista relativistico do espaco-tempo acustico esférico, vejamos sob quais condi¢oes
o fluido segue uma geodésica neste espago-tempo efetivo. Para encontré-las basta
calcularmos a 4-aceleracao a” = vV, u” de um elemento de fluido e verificarmos

quando ela se iguala a zero:
v P P v
w9, = —Lv, (<£v)
P v P P v
= LVt [y, (5) + L, 9]

2
P v PN, P o (]
= Zviviw, (5) + 5 (§V“tvut)

2
2 4
p A r
— Lymvre (—) _ gy (T
72 A2 2r4g ”(pQ)
1

1 1
= 5 [FV“tV”tﬁu(pz) + Eg”uau(pQ)}

(3.24)
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0 que nos permite concluir que:
_ t_
- parav =t, u'V,u' =0

- para v = i, u*V, u' = [1/(pgi;)]0:(p)

ou seja, um elemento de fluido segue uma geodésica apenas na regiao do espaco-

tempo acustico esférico onde a densidade do fluido é constante.

3.5 Base ortonormal

Nao ¢ dificil verificarmos que em cada espaco tangente V), associado a cada
ponto p do espaco-tempo acustico esférico, é possivel construir uma base ortonormal
formada pela 4-velocidade do fluido naquele ponto e por dois outros 4-vetores apontando
na diregao dos eixos espaciais do sistema de coordenadas esférico. Estes 4-vetores

que formam a base ortonormal sao:
2
ut = r—(l,ve,vd’)
P
O‘(a(a)“ - Oé(ov ]-7 O)

B(9s)" = 5(0,0,1)

onde os fatores de normalizacao « e [ valem respectivamente rcg/p e reg/(psinf).

3.6 Formalismo ADM

Podemos verificar que o espago-tempo acustico esférico, munido da métrica
(2.59), é globalmente hiperbdlico. Dizemos que um espaco-tempo qualquer (M, g,,,)
é globalmente hiperbdlico quando pode ser folheado por hiperficies tridimensionais
tipo espaco chamadas de superficies de Cauchy. Para que uma hiperficie tipo espaco
seja uma superficie de Cauchy ela deve satisfazer algumas propriedades associadas
a estrutura causal do espago-tempo (veja Cap. 8 de [43]). As superficies de Cauchy,
denotadas por Y, sao parametrizadas por uma funcao ¢t que pode ser vista como
uma coordenada temporal.

Assim, dado um espaco-tempo globalmente hiperbdlico, considere o “sanduiche” de

espessura infinitesimal formado por duas destas hiperficies. A hiperficie inferior ¥,
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correspondendo ao conjunto de eventos com t constante e a hiperficie superior 3, 4
formada pelo conjunto de eventos com t + dt constante. Segundo o formalismo de
Arnowitt-Deser-Misner (ADM) de divisao de espagos-tempos globalmente hiperbdlicos,
a geometria 4-dimensional entre o “sanduiche” pode ser completamente determinada

definindo 4 ingredientes que apontaremos logo abaixo:
1. A métrica da geometria tridimensional da hiperficie inferior >,
gi;(t,z,y, 2)dx'dx?
que nos diz as distancias ao quadrado entre pontos desta hiperficie.

2. A métrica da hiperficie superior ¥ 4

gi;(t + dt, v, y, z)dx' da?

3. A férmula para o comprimento préprio de um “vetor conector”, ligando as

duas hiperficies, cuja base se situe no ponto (x,y, z) da hiperficie inferior:

lapso de tempo proprio de um observador
seguindo o vetor conector entre hiperficies | = (fungao lapso)dt

inferior e superior

= N(t,z,y, z)dt
4. A férmula para a coordenada na superficie superior,
wéuperior = xiinferior - NZ (t’ Y, Z)dt

onde o conector deve ser “soldado”. As funcoes N sao chamadas de funcoes

de deslocamento.

O intervalo ds? entre os pontos x® = (t,2%) e 2% + dx® = (t + dt, z' + dz*) deve
ser igual a

2 2
E distancia propria tempo préprio entre
% = —
na 3-geometria da base a hiperficie inferior e superior
(3.25)

= g;;(dz’ + N'dt)(da? + N’dt) — (Ndt)?
= (g;; N'N7 — N?)dt* + 2g;; N'dz dt + gi;da’da?
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determinando assim a geometria 4-dimensional do “sanduiche” infinitesimal formado
entre as duas hiperficies. Esta métrica 4-dimensional g,, pode ainda ser colocada
na forma mais compacta

(N;N* — N?) N,

9 = s (326)

Nj 9k

onde as quantidades NV; sao as componentes covariantes das funcoes de deslocamento,
obtidas abaixando o indice através da métrica tridimensional g;;, ou seja, IV; =
gijN?. Note que a 4-geometria dependerd da escolha da fungao lapso e das fungoes
deslocamento.

Sem muita dificuldade, podemos verificar que a métrica inversa de (3.26) é dada
por

o [ oy o
(N7/N?) (¢" — NFN7/N?)

Desta forma, conhecida a geometria do espaco-tempo que preenche a camada
infinitesimal entre as duas hiperficies, podemos encontrar o 4-vetor unitario n, tipo
tempo evidentemente, perdendicular a hiperficie inferior ;. Como t é constante
nesta superficie, é intuitivo que o 4-vetor n seja proporcional ao 4-vetor gradiente

da funcao tempo. Matematicamente, queremos dizer que

nt o« VH#
' (3.28)
o g"9,t = g"" = (=1/N* N'/N?)
A condicao de normalizacido n? = —1 nos permite determinar o 4-vetor unitdrio,
tangente a Y; como sendo igual a
n* = (1/N,—N'/N). (3.29)

Assim, podemos interpretar o “vetor conector” ligando as duas hiperficies, cujo
comprimento proprio foi definido acima em 3, como o 4-vetor proporcional ao vetor
tangente n, com componentes

(dt, —N'dt),

verificando, como esperado, a definicao do comprimento proprio dr = Ndt.
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Comparando agora (3.25) com o elemento de linha da nossa métrica acustica
esférica (3.8), é possivel identificarmos a geometria tridimensional, a fungao lapso e
as funcoes deslocamento correspondentes ao espago-tempo acustico esférico. Essas

quantidades sao, respectivamente, iguais a

p . .
—e€i; , N == eN' ="
r2

Note que isto concorda com o fato do “tempo proprio” de um elemento de fluido
ser dada pela expressao (3.19), de modo que, a quantidade dz* = u*dr, sendo u*
é a 4-velocidade do fluido (3.21), coincide com o “vetor conector” das hiperficies
tridimensionais. Concluimos portanto, que a geometria actstica esférica pode ser
vista como aquela experimentada por observadores seguindo elementos de fluido,
com reldgios fornecendo o “tempo” dado por (3.19) e imersos em uma esfera de raio

r deformada pelo fator conforme p?/(rc?).

3.7 Graus de liberdade

Em geral, a métrica de um espago-tempo 4-dimensional da Relatividade Geral
possui 6 graus de liberdade para cada ponto do espago-tempo, que corresponde a dez
graus de liberdade por ser uma matriz 4 x 4 simétrica menos quatro graus por fixar
as coordenadas do ponto. Para um espaco-tempo tridimensional, como é o nosso
caso acustico, a métrica tem geralmente 3 graus de liberdade seguindo o mesmo
raciocinio.

No caso da métrica actstica esférica, podemos pensar que a principio ela tem
também trés graus de liberdade, ja que ela fica completamente determinada pelos
trés escalares ®(t; ), p(t; ¥) e cs(t; ). No entanto, a equacao da continuidade (2.13)
fornece um vinculo entre as quantidades dinamicas ®(¢; ¥) e p(t; Z), de maneira que,

podemos concluir que a métrica acustica esférica (2.59) possui na verdade dois graus

de liberdade para cada ponto do espago-tempo acustico esférico.
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3.8 Simetrias

3.8.1 Introducao

A anélise das simetrias envolvidas em um problema fisico sempre desempenharam
um papel importante na compreensao e na resolucao do problema. Nesta segao
iremos nos concentrar no estudo das simetrias temporais dos espacos-tempos acusticos
esféricos, evocando para isso a nogao de espagos-tempos estacionarios e estaticos.
Antes disso, entretanto, vejamos alguns conceitos da Relatividade Geral importantes
na identificagao das simetrias dos espacos-tempos e das suas quantidades conservadas.

Certamente, um dos conceitos mais relevantes neste propdsito é o conceito de
isometria. Para apresentarmos a definicao exata de isometria, devemos ter em mente
o conceito de “pull back” e “push forward” de tensores.

Seja ¢ : M — N um mapeamento C* entre duas variedades M e M. Através de
¢ podemos definir um mapeamento ¢* : Vj, — V), entre vetores pertencentes aos
espacos tangentes dos pontos p e ¢(p), da seguinte formal: para v € V,p, definimos
¢*v € Vi) por

(@™ 0)(f) = v(f o). (3.30)
O mapeamento ¢* é chamado de “push forward”. Note que ¢* é linear e que para
sistemas de coordenadas z¥ e y* definidos em p e ¢(p), as componentes dos vetores
¢*v e v, nas respectivas bases coordenadas, sao relacionados pela equacao
oy*
~ Oxv

(¢p*v)* v”. (3.31)

De forma similar podemos usar ¢ para mapear vetores duais entre os espacos

duais. Definimos o mapeamento ¢, : g(p) — V¥, denominado “pull back”, como’

((b*)\)uv“ = )‘u((ﬁ*v)u- (3.32)

Finalmente, se ¢ for um difeomorfismo podemos generalizar a nogao de “push

forward” (usando o fato que (¢~1)* leva de Vi, a V},) para um tensor T qualquer

$Lembre-se que um vetor v € V} pode ser visto como uma forma linear v : 7 — R obedecendo
a regra de Leibnitz v(fg) = flpv(g) + glpv(f), onde f,g € F e F é o conjunto das fungdes C*> de

M em R
TLembre-se que um vetor dual \ € Vy é uma forma linear A : V), — R.
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do tipo (k, 1) definindo:

TP e A () () = T8, (A (67 )"
(3.33)
Da forma andloga, podemos também generalizar o conceito de “pull back” para um
tensor qualquer.

Sendo assim, dado um espago-tempo (M, g), chamamos de isometria o difeomorfismo
¢, da variedade M sobre ela mesma, tal que ¢* aplicada a métrica g é igual a
identidade, ou seja, (¢*¢)u = G- Neste caso ¢* define uma simetria sobre a
métrica. Em outras palavras, uma transformacao que preserva a métrica.

Seja agora ¢; um grupo a l-parametro de difeomorfismos, definido como sendo
um mapeamento C'*° de R x M — M, tal que para cada parametro ¢t € R fixo,
¢y M — M é um difeomorfismo, e para todo t,s € R, temos ¢5 0 ¢y = psiy
(implicando que ¢y—¢ é igual a identidade). Para cada ponto p € M, ¢:(p) : R — M
¢ uma curva, chamada de orbita de ¢;. Podemos entao gerar um campo vetorial v a
partir de ¢; tal que v|, seja tangente a drbita de ¢;(p) em ¢t = 0, o que significa dizer
que o campo v deve satisfazer, para qualquer que seja f € F (onde F é o conjunto

das fungoes C*°, a relacdio M — R)

o) = S(F 0 6ip)leo (3.3)

Desta forma, sendo v um campo vetorial gerado por um grupo a l-parametro
de difeomorfismos ¢;, como descrito acima, definimos o operador diferencial L,,

chamado de derivada de Lie com respeito a v, como

{ (QbitT)mm“km...ul - Tmm#klﬁ...w }

(L D)1 = iy

V1.1

. (3.35)

Note que a aplicacao de £, a um tensor de ordem (k,1) leva a um tensor de mesma
ordem. Além disso podemos verificar que L, satisfaz a regra de Leibnitz, o que
significa que, para quaisquer que sejam os tensores 17 e Ty, L,(T1 ® Ty) = (L,11) ®
Ty + T, ® (L,T3). Para um tensor T = ¢(17 ® T3), obtido pela contragao de dois
tensores, é valido a relagdo L£,(c(Ty ® Tz)) = ¢((L,T1) @ Ta) + ¢(Th @ (L,T3)).
Com um pouco de trabalho é possivel demonstrar a partir da definigao (3.35)
que, para f € F
Lo(f) = v(f), (3.36)



e que para um vetor u

(Lou) = [v, u]", (3.37)

onde [v,u] é o comutador entre os vetores v e u, que para numa base coordenada

{0/0x"} é dado por
< , our V@v“)
[v,ul = (v u :

drv  Ox¥
Assim, usando apenas (3.36), (3.37) e a regra de Leibnitz, satisfeita por L,,

podemos demonstrar, por indugao, que para um tensor qualquer de ordem (k, 1),

k
(;CUT)MI"'/% = ’UavaTulm'ukm...ul - Z Tﬂl...ﬂ“'ukm...ulvﬂvui
=1

V..U

l (3.38)
+ Z Tﬂl---ﬂkyl.”ﬁ.uyl vlljvﬂ

j=1

Quando ¢; : M — M é um grupo a l-parametro de isometrias, verificando
portanto ¢; g, = g, 0 campo vetorial {# gerado por ¢, recebe o nome de “campo
de Killing”. Da definigao (3.35) podemos entao concluir que uma condi¢ao necessaria
e suficiente para ¢; ser um grupo a l-parametro de isometrias é (L¢g),, = 0. Da

Eq. (3.38) temos que

('Cfg)/u/ = favaguu + gauvuva + g,uavuva
=V,u, +V,u,,

(3.39)

j& que, por definicao, V,g,, = 0. Sendo assim, {# é um campo de Killing se e

somente se satisfazer a equacao
vugu + vl/fu =0, (340)

conhecida como equacdao de Killing.
Uma das propriedades mais importantes dos campos de Killing esta contida na

seguinte proposicao:

Proposicao 3.8.1.1. Seja & um campo de Killing e u* o vetor tangente a uma

geodésica . Entao o escalar §,ut € uma constante ao longo da curva .

Demonstracao. Temos que

UV (Eut) = uu" Vo, + EuVaut

(3.41)
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ja que o primeiro termo u*utV,§, = 1/2uu*(V,€, + V&), e portanto igual a
zero devido a equagao de Killing, enquanto que o segundo termo se anula em razao

da equacao da geodésica. O

Utilizando todas as defini¢oes apresentadas acima e os resultados obtidos nessa
subsecao, introduziremos nas proximas duas subsegoes a no¢ao de estacionaridade e
estaticidade dos espacos-tempos da relatividade geral, aplicando esses conceitos para
o caso do espaco-tempo acustico esférico. Ao final, iremos comparar as condi¢oes
encontradas para que o espaco-tempo acustico esférico seja estacionario com o

conceito classico de fluxo estacionario.

3.8.2 Espaco-tempo acustico esférico estacionario

Dizemos que um espago-tempo (M, g) é estaciondrio quando é possivel definir
sobre M um grupo a l-parametro de isometrias, ¢, cujas érbitas sao curvas tipo
tempo. Isto equivale, como vimos anteriormente, a existéncia de um campo de
Killing T* tipo tempo. Este grupo de isometrias esta relacionado a simetria de
translacao temporal dos espacos-tempos. De fato, como o campo de Killing T*,
gerado por ¢, é tipo tempo, podemos escolher um sistema de coordenadas tal que
os pontos constituintes de uma 6rbita de ¢, qualquer sejam rotulados pelas mesmas
coordenadas espaciais e tal que a coordenada temporal ¢t de cada ponto coincida
com o parametro s. Sendo assim, neste sistema de coordenadas as componentes
do campo de Killing sao iguais a 7" = (9;)*. Calculando a derivada de Lie (com

respeito ao campo de Killing 7' = 0;) da métrica g, escrita neste novo sistema de
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coordenadas, teremos

(‘Catg)MV = vu(at)l/ + vu(at)u
= 90aVu(0)* + 9ua Vi (00)"

= guarzt + gual'y

= Gva ga)\(az/g)\t + 8tgu)\ - 8)\91/15)

1, 1
59 A(augxt + O gux — akgut)} + 9o {5

1 1
= 5@(@% + 0rguxn — Orgut) + 552(0,/% + 0t Gun — OxGut)

1 1
= §(augut + atglw - al/glﬂf> + §<8Vgut + atguu - augyt)

- atg,uu
=0.
(3.42)

Portanto, este calculo nos permite concluir que as componentes da métrica g,
escritas nesse sistema de coordenadas especifico, sao independentes da coordenada
temporal ¢, de modo que transformagoes do tipo ¢t — t + cte (translagao temporal)
deixam a métrica invariante. Outra consequéncia direta deste resultado é que
observadores seguindo as curvas integrais de 7%, ou seja, em repouso com relagao a
este sistema de coordenadas, nao sentem nenhuma alteracao na métrica do espago-
tempo. Assim, para os espagos-tempos estacionarios, podemos pensar na nogao
de tempo absoluto, restanto apenas a tarefa de fixar a origem do parametro s, ou
equivalentemente, do tempo t.

Considere agora o espago-tempo actstico esférico dotado da métrica (2.59). Dos
resultados anteriores, sabemos que ()" (considere doravante ¢ o tempo coordenada
Newtoniano utilizado deste o inicio para cobrir o espago-tempo actstico esférico
junto com as coordenadas 6 e ¢) serd um campo de Killing se e somente se d;g,,, = 0.
Porém, a norma deste campo é igual a

2

(00)u(0)" = -5 (v* = 7) (3.43)

4,2
rtcs
e portanto (0;)" serd um campo tipo tempo somente quando o fluxo for subsonico,
ou seja, quando || < ¢;. Consequentemente, o espago-tempo acustico esférico

serd estacionario, segundo a nocao relativistica de estacionaridade, quando forem

verificadas duas condicoes:
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e independéncia temporal das componentes da métrica (2.59) (0,9, = 0)

e fluxo subsonico (|7] < ¢s)

Comparando com a nogao usual de estacionaridade em hidrodinamica (velocidade
e densidade do fluido independentes do tempo), notamos que é necessario, no caso
relativistico, acrescentar a condicao de que o fluxo seja subsonico para que (0;)* seja
tipo tempo.

Para encerrar esta subsec¢ao, supondo o espaco-tempo acustico esférico estacionério,
se calcularmos o produto u,(0;)* entre o campo de Killing (9;)" e a 4-velocidade de

um elemento de fluido, encontraremos
u, (O = —=. (3.44)

No entanto, de acordo com a proposigao 3.8.1.1, a quantidade w,(J;)* deve ser uma
constante ao longo da curva integral de u* quando esta for uma geodésica. Por
outro lado, como foi visto no final da Sec. 3.4, a 4-velocidade u* de um elemento de
fluido serda uma geodésica quando a densidade p do fluido for constante, o que torna

o resultado (3.44) acima coerente.

3.8.3 Espaco-tempo acustico esférico estatico

A existéncia de um campo de Killing £* tipo tempo definido sobre um espaco-
tempo estacionario nao implica na existéncia de hiperficies > tipo espaco ortogonais
a &*. Assim, dizemos que um espago-tempo € estatico quando possuir tais hiperficies
ortogonais ao campo de Killing £*. Perceba que um espaco-tempo estatico sera
necessariamente estaciondario, enquanto que o contrario nem sempre é verificado.

Se o espago-tempo for estatico podemos encontrar um sistema de coordenadas

(t,zt, 2%, 23) tal que a métrica, neste sistema de coordenadas, é escrita como
ds® = —F?(a', 2%, 2°)dt* + hij (2, 2°, 2°)dx'da?, (3.45)

onde F? = —¢+¢,. Note que, neste sistema de coordenadas, as componentes da
métrica nao dependem da coordenada temporal ¢ e portanto £# = (9;)* é um campo
de Killing tipo tempo. A inexisténcia de termos cruzados do tipo dtdx?, na métrica
(3.45), expressa a ortogonalidade entre £# e as hiperficies tipo espago, definida por

t = cte, que denotaremos ;.
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Através da forma geral, (3.45), da métrica de um espago-tempo estatico podemos
ver que o difeomorfismo definido por t — —t (ou seja, o mapeamento que leva cada
ponto da hiperficie 3J; para o ponto com as mesmas coordenadas espaciais em >_;) é
uma isometria. De fato, essa transformacao nao altera em nada o elemento de linha
(3.45). Desta forma, além de possuir a simetria de translacao temporal ¢t — t + cte,
um espago-tempo estatico é simétrico por reflexao temporal.

Supondo o espago-tempo acustico esférico estaciondrio, o elemento de linha (3.8)
pode ser colocado na forma

ds* = P A7) [—(2(Z) — v*(2))dt* — 2e;;(D)0"(Z)da? dt + e;(F)da'dz’],  (3.46)

rtc2(%) s

onde ¥ faz referéncia as coordenadas espaciais (6, ¢). Além da dependéncia apenas
espacial das componentes da métrica, devemos supor |#] < ¢, para que a estacionaridade
seja satisfeita.

Impondo entao que o vetor 7/(c? —v?) seja integravel, podemos definir uma nova

coordenada temporal

e;vtdx? U-d¥
dr =dt + h =dt 02 — U2 . (347)
O elemento de linha (3.46) nessas novas coordenadas é dado por
2= o (Vs () T |2
ds? = LD (2(z) = 2(3))dr? + ey () daidad + 2@V g )

(@) 3(#) —v2(7)
Podemos facilmente verificar que o campo (0;)* é um campo de Killing global
tipo tempo. Além disso, a métrica acustica esférica, nessas coordenadas, assume o
formato da métrica (3.45), indicando que o espago-tempo acistico esférico é estético
desde que 7/(c? — v?) seja integravel.

Para analisarmos a questao da integrabilidade de 7/(c? —v?), convém utilizarmos
o formalismo das formas diferenciais (veja pag. 158 de [27] para uma introdugao
as formas diferenciais). Isto ficard mais claro ao longo dos préximos pardgrafos.
Também por uma questio de conveniéncia chamaremos V = 7/(c2 — v?).

Sendo assim, para que 1% seja integravel é necessario que ele possa ser escrito

como o gradiente de uma funcao escalar F' = F(6, ¢), que no formalismo tensorial é

expresso por
Vi=V'F = ¢e"9,F. (3.49)
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Lembrando que, como estamos lidando com vetores sobre a esfera S?, devemos
utilizar a métrica (2.33), cujas componentes, em coordenadas esféricas, sao expressos
por e;;. Na base coordenada deste sistema de coordenadas, a Eq. (3.49) corresponde

a

(vﬁ,v¢)::(;;aﬂa-—iL——a¢F). (3.50)

r2 sin”

Um outro modo equivalente de expressar essa condicao é dizer que a derivada
exterior da 1-forma V* = Vidz' relacionada ao vetor V (que para fins praticos é
igual ao dual do vetor Ve portanto V; = e;;V7) é igual a zero. A equivaléncia entre
as duas afirmacgoes é evidenciada pelo lema de Poincaré que diz que toda forma
fechada é localmente exata. Assim, se V* é fechada (dV* = 0) entao existe, ao
menos localmente, uma funcao escalar F' tal que V* = dF (forma exata). Essa

ultima relacao corresponde a
(‘/97 v¢) = (aGFa a(bF)a (351)

que ¢ equivalente a Eq. (3.50).

Resumindo, no formalismo das formas diferenciais, a condi¢ao para que 1% seja
integravel e que portanto o espaco-tempo actistico esférico seja estatico é condensada
na relacao dV* = 0. Expandindo-a teremos

dV* = d(Vydh + Vydo)
=dVy NdO + dVy A do)
= (0,Vp)dop N dB + (0pVy)dE N d (3.52)
= (05Vo — 0pVy)dep A dO
=0.

Acabamos entao com a condig¢ao

OV = 0V (3.53)

0 Vg 0 Vg
(2 ) == 54
J¢ (cg —112) 00 (cg —v2) (3:54)

onde vg e v4, como visto anteriormente, sao as componentes covariantes da velocidade

ou ainda,

do fluido v. Esta ultima relacao é satisfeita se
vy o< Op(c? — v?)
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v o Og(c2 — v*)

com a mesma constante de proporcionalidade para vy e vy, 0 que corresponde
portanto a v' o< V(¢ — v?). Finalmente, isto significa dizer que quando o fluxo
o ¥ for normal as superficies de (¢? — v?) constante, entao o espaco-tempo actstico

esférico sera estético.
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Capitulo 4

Buracos Mudos/Surdos

4.1 Introducao

Ao longo de todo o capitulo anterior nos interessamos no estudo das propriedades
do espacgo-tempo actstico esférico, sem nos preocupar em fixar uma solugao para as
varidveis dinamicas U(t, T), p(t, ) e ¢s(t, Z), mantendo assim a métrica (2.59) na sua
forma mais geral possivel. Neste capitulo pretendemos encontrar e analisar algumas
solugoes bem especificas para essas variaveis, visando modelar um analogo de um
buraco negro (que chamamos de buraco mudo) e de um buraco branco (um buraco
surdo), coexistindo simultaneamente em pdélos opostos da esfera S2.

Na primeira se¢ao introduziremos alguns conceitos basicos envolvendo os buracos
negros da Relatividade Geral, como ergoregiao e horizonte de eventos. Expandindo
posteriormente esses conceitos ao caso actstico.

As duas ultimas secoes deste capitulo sao consagradas a busca por solugoes
das varidveis U(t, Z), p(t,T) e cs(t,Z), que satisfacam as condigbes necessarias para
modelarmos um buraco mudo/surdo. Na primeira delas, procuraremos por solugoes

estacionarias, independentes do tempo, enquanto que na ultima secao estaremos

interessados nas solugoes dependentes do tempo.
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4.2 Buracos Negros

Em Relatividade Geral, poderiamos ingenuamente definir um buraco negro como
sendo uma regiao do espago-tempo onde a gravidade é tao forte que qualquer
particula ou raio de luz que adentrasse nessa regiao nunca mais poderia deixa-
la. No entanto, logo vemos que esta definicao nao captura exatamente a nogao de
buracos negros que temos em mente. Definido desta forma, o futuro causal * J*(A),
de qualquer subconjunto A C M do espago-tempo poderia ser chamado de buraco
negro.

Para espacos-tempos assintoticamente planos, a regiao do espago-tempo a partir
da qual é impossivel alcancar o “future null infinity”, J*, fornece uma apropriada
caracterizagao de buraco negro. Entretanto, é necessario adicionar um outro ingrediente
extra ao espago-tempo para que se tenha uma definicaio de buraco negro mais
condizente com o que esperamos observar. Para isto, seja um espago-tempo (M, g)
assintoticamente plano associado ao espaco-tempo nao fisico (M, g) (veja Cap. 11
de [43]). Dizemos que (M,g) é “strongly asymptotically predictable” se existir
uma regiao VY C M dentro do espago-tempo nao fisico associado a ele, verificando
m C V, tal que (l}, g) é globalmente hiperbdlico. Assim, uma definigao
mais rigorosa de buraco negro é dada aos espacgos-tempos “strongly asymptotically

predictable” como veremos a seguir.

Definigao 4.2.0.1. Dizemos que um espago-tempo (M, g) “strongly asymptotically
predictable” contém um buraco negro se M ndao estiver contido em J~(JT). Assim,
a regiio do buraco negro', denotada B, é definida como B = [M — J=(JV)], e sua
borda em M, H = J (JT) N M, é chamada de horizonte de evento de B.

E possivel mostrar que nos espacos-tempos “strongly asymptotically predictable”
todos os observadores fora do buraco negro ou sobre o horizonte de evento nao

conseguem “ver” qualquer singularidade surgida em um tempo finito. Por outro

*Para um espago-tempo (M, g) orientdvel, definimos o futuro causal de um subconjunto A C M,
denotado J1(A), como sendo o conjunto de eventos do espago-tempo que podem ser atingidos por
curvas causais dirigidas ao futuro iniciando em algum ponto p € A. Uma definicdo andloga pode

ser obtida para o passado causal J~(A)
TA regido de um espaco-tempo “strongly asymptotically retrodictable” é definida de forma

similar, trocando J~(J ) por J*(J ™)
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lado, espacos-tempos assintoticamente planos que nao satisfazem a condicao de
“strongly asymptotically predictable” possuem naked singularity. Evidéncias de que
naked singularity nao ocorrem sao encontradas no estudo de perturbacoes lineares
do espacgo-tempo de Schwarzschild.

Apesar de termos definido buraco negro apenas em espagos-tempos “strongly
asymptotically predictable”, e portanto assintoticamente planos, podemos afrouxar
essas condigoes afim de expandir o conceito de buraco negro para outras classes de
espacos-tempos, introduzindo, por vezes, no¢oes convenientes de infinito.

No ambito dos andlogos gravitacionais em matéria condensada, os espagos-tempos
acusticos nem sempre se enquadram na categoria dos espagos-tempos “strongly
asymptotically predictable”. Entretanto, como veremos a seguir, podemos adotar
definigoes muito simples, no caso actstico, de superficie de aprisionamento (trapped
surface), horizonte de eventos e ergoregiao. Por conta disto, nos restringiremos a
tais defini¢oes na descrigao dos buracos negros e buracos brancos actsticos, também

conhecidos respectivamente como buracos mudos e buracos surdos.

4.2.1 Horizonte de eventos acustico

Ao estudar singularidades, buracos negros e buracos brancos em Relatividade
Geral, um conceito importante que tiramos deste estudo é o horizonte de eventos
aparente. Apesar de ser definido simplesmente como sendo a borda da regiao
de aprisionamento, é preciso desenvolver todo um ferramental teérico, como por
exemplo a expansao de congruéncias de geodésicas tipo luz, antes de definir formalmente
uma superficie de aprisionamento e entao uma regiao de aprisionamento em Relatividade
Geral ordindria (veja Cap. 9 e 12 de [43]).

Porém, é possivel assumir, no caso dos analogos actsticos, uma definicao muito
mais simples de superficie de aprisionamento, sem a necessidade de recorrer as

técnicas mais aperfeicoadas utilizadas em Relatividade Geral.

Definicao 4.2.1.1. Chamamos de superficie de aprisionamento acustica a superficie
bidimensional fechada, contida em uma superficie de Cauchy ¥ do espago-tempo
acustico, onde a velocidade do fluido é em todo ponto dirigida para dentro e tal que

sua componente normal a superficie € sempre maior que a velocidade do som local.

Esta definicao pressupoe um espago-tempo actstico 4-dimensional. No caso do
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espaco-tempo acustico esférico, as superficies de aprisionamento devem ter apenas
uma dimensao.

Uma propriedade imediata das supeficies de aprisionamento acusticas é que
ondas sonoras sempre serao varridas, pelo fluxo do fluido, para o interior desta
superficie fechada, mesmo que seu sentido de propagacao seja contrario. O som
permanece entao aprisionado na regiao interna a superficie de aprisionamento. Superficies
de anti-aprisionamento actsticas podem ser definidas de forma similar exigindo, no
entanto, que a velocidade do fluido sobre esta superficie seja em todo ponto dirigida
para fora.

Definimos agora a regiao de aprisionamento acustico, 7, de uma superficie de
Cauchy ¥ do espago-tempo actstico, como sendo a uniao de todas as superficies
de aprisionamento actsticas desta superficie de Cauchy. Finalmente, o horizonte
(futuro) de eventos aparente actstico, A, é a borda da regiao de aprisionamento
acustico, ou seja, A = 7. Pela continuidade da funcao ® que descreve o campo de
velocidades, podemos concluir que o horizonte de eventos aparente actstico é uma
superficie 2-dimensional sobre a qual a componente da velocidade do fluido normal
a esta superficie é, em todo ponto, igual a velocidade do som c¢,. Estas definicoes
adaptadas ao caso da analogia actustica sao melhor justificadas notando que os raios
de som seguem geodésicas tipo luz no espago-tempo acistico (como veremos no Cap.
6).

O horizonte de eventos (horizonte absoluto), H, ja definido de forma mais rigorosa
no comeco desta secao, pode ser grosseiramente visto como a fronteira da regiao do
espaco-tempo da qual as geodésicas tipo luz nao podem escapar para o infinito plano.
Este na verdade é o horizonte de eventos futuro. Da mesma forma, podemos definir
o horizonte de eventos passado como a fronteira da regiao do espaco-tempo que nao
pode ser alcancada pelas geodésicas tipo luz. Esta definicao pode ser extendida ao
espaco-tempo acustico lembrando mais uma vez que, neste espaco-tempo efetivo,
as geodésicas tipo luz sao as curvas tracadas pelos raios de som. Diferentemente
do horizonte de eventos aparente (que é uma superficie fechada de uma superficie
de Cauchy), o horizonte absoluto é uma hiperficie tipo luz do espaco-tempo total,
gerada por uma congruéncia de geodésicas também tipo luz. Para espacos-tempos
estaciondarios, o conceito de horizonte de eventos aparente e absoluto podem ser

confundidos, no entanto, a diferenca entre eles é muito importante quando nao
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houver estacionaridade.
Sendo assim, dizemos que um espaco-tempo acustico possui um buraco sonico
(podendo ser um buraco mudo ou um buraco surdo) se ele possuir um horizonte

acustico.

4.2.2 Ergoregiao actstica

Como ¢ definido em Relatividade Geral, a ergoesfera de um buraco negro com
rotacao (buraco negro carregado de Kerr) é a regiao do espago-tempo onde o campo
de Killing £* = (0;)*, tipo tempo na regido assintoticamente plana em torno do
buraco, torna-se tipo espago. Ela é chamada assim pois um observador que se
encontra na ergoesfera deveria andar mais rapido que a luz para poder seguir
uma Orbita de &* e portanto, nenhuma particula fisica conseguird permanecer em
repouso com relacao aos observadores inerciais no infinito plano, mesmo estando
fora do buraco negro. Em outras palavras, todos os observadores fisicos presentes
na ergoesfera sao forcados a rodar na direcao da rotacao do buraco negro. Além
disso é possivel mostrar que as intersecgoes desta regiao com as hiperficies tipo
espago t = cte tem a topologia de uma esfera.

Para os espagos-tempos acisticos com fluxo estacionério, o campo vetorial (9 )" é
um campo de Killing tipo tempo onde |9] < ¢, tipo luz quando |t] = ¢ e tipo espago
na regiao onde | > ¢, (veja (3.43) no caso do espago-tempo actstico esférico). Esta
propriedade do campo de Killing (9;)* nos permite definir, de maneira andloga,
a ergoregiao (evitamos chamar de ergoesfera pois as equagoes da hidrodinamica
parecem nao fixar a topologia desta regiao) do espago-tempo acistico como sendo
a regiao onde o fluxo é supersonico. Esta definicao de ergoregiao pode ainda ser

generalizada para fluxos nao estacionarios.

4.2.3 Gravidade superficial actstica

Como foi brevemente mencionado na Sec. 4.2.1, podemos demonstrar a partir
da defini¢ao 4.2.0.1, que o horizonte de evento H, é uma hiperficie tipo luz gerada
por uma congruencia de geodésicas tipo luz inextensiveis apontando para o futuro
e sem causticas, isto é, as geodésicas nunca convergem até se encontrarem em um

ponto. Sendo assim, o campo vetorial x* associado a estas geodésicas deve ser
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tipo luz no horizonte e portanto satisfazer a igualdade x,x* = 0 nesta hiperficie.
Como vetores perpendiculares a uma hiperficie tipo luz sao também paralelos a ela,
podemos concluir que o vetor V#(x,x"), normal ao horizonte (ja que x,x” é uma
constante sobre H) é proporcional ao vetor x*. Deste modo, existe uma funcao k,

definida no horizonte, tal que

VEOXX )l = —26X" |3 (4.1)

Aplicando a derivada de Lie £ a Eq. (4.1), com respeito ao campo x*, descobrimos

que se x* for um campo de Killing, entao
Lok =x"0,k=0 (4.2)

e portanto x é uma constante ao longo de cada érbita de y*. Neste caso, podemos

demonstrar também (veja [43] pags. 331 e 332) que k é escrito como
k =lim(Va) , (4.3)

onde o limite ¢ tomado no horizonte. Além disso V' = /=x,x" ¢

a= \/ X"V x) (X" Vauxu) / (xux™)-

Para buracos negros estaticos (buraco negro de Schwarzchild) y* é igual ao campo
de Killing &* = (0y)" e a quantidade Va é igual a for¢a exercida por alguém no
infinito plano, transmitida, por exemplo, através de uma corda ideal, para manter
um objeto de massa unitaria seguindo a érbita de (9;)", isto é, em repouso com
relacao a esse sistema de coordenadas. Assim, x é o limite desta forca quando a
massa se aproxima do horizonte e por isso é chamado de gravidade superficial. Para
buracos negros com rotagao é impossivel manter uma massa teste em repouso com
relacao aos observadores inerciais no infinito plano, como vimos na se¢ao anterior.
No entanto, continuaremos nos referindo a x como gravidade superficial.

Para determinar a expressao da gravidade superficial de um buraco mudo estacionério
definido no espaco-tempo acustico esférico, é preciso, antes de tudo, encontrar um
campo vetorial capaz de gerar o horizonte de eventos actstico. Para isto, seja uma
hiperficie 3; N H, para um ¢ qualquer. Decompondo a velocidade do fluido ¢ em

uma componente paralela e outra ortogonal a esta hiperficie,
O = 50+ 3 (4.4)
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vemos que o 4-vetor L*, cujo valor no horizonte é

Lu’H = (LU\O ) (45)
¢ sempre tipo luz no horizonte. De fato, lembrando que v/ -0 = T2vﬂvﬁ+r2 sin? vav“‘b

e considerando g, a métrica actstica esférica (2.59), teremos
v
LMLM‘H = gm,LHL ‘H

= P =) (4.6)

j& que no horizonte |0 | = ¢5. Deste modo, o campo L* é tangente ao horizonte de
eventos actstico e suas curvas integrais sao geradoras desta hiperficie.

Inserindo o campo L* na Eq. (4.1), obtemos as equagoes

I P’ 2 2
Evz@» [E(Ul - CS):| = 2K (47)
s H
e
1 2 ij P’ 2 2 i, g p? 2 2 i
— 165€70; | 5 (v —c5)| — v 05 | = (v] — ) = —2K0] | (4.8)
p Cs Cs H

onde € sdo as componentes contravariantes da métrica espacial (2.33). Substituindo

a Eq. (4.7) em (4.8) e lembrando que no horizonte (v? — ¢?) = 0, teremos
260 [y = 795 (v] — ). (4.9)
Esta equagao pode ser escrita na forma vetorial como (veja inicio da Sec. 2.3.3)

2 |y = V(02 — ). (4.10)

2

<) s@o vetores de mesma diregdo e mesmo

Sabendo que, no horizonte, 7, e V(v? —¢

sentido, podemos extrair da expressao acima o valor da gravidade superficial acistica

(4.11)

H H
Notamos assim que a gravidade superficial actstica é independente do fator p?/rtc?
que multiplica a métrica. Ademais, a temperatura do espectro planckiano de fonons

do buraco mudo, dada pela equagao

I ((%9)
o b (9 (4.12)
21k 89 no horizonte
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onde h € a constante de Planck e k é a constante de Boltzman, obtida por W. Unruh,
é proporcional a gravidade superficial actstica.

Se o campo L*" for um campo de Killing sobre o horizonte, é possivel mostrar
que as curvas integrais de L* sao geodésicas tipo luz contidas em H. De fato, se
Lt = &) este campo deve satisfazer a relacao V,L, + V,L, = 0. Multiplicando

esta ultima equagao por L* obtemos
v ,L,+ L*V,L, =0 (4.13)
e portanto, devido a Eq. (4.1)

1
*v,L,=—=V,(L"L,)
g 2 : (4.14)
= RLV )
lembrando que todas essas expressoes estao avaliadas no horizonte ‘H. Finalmente,

a ultima equacgao corresponde a equacao da geodésica para uma parametrizacao nao

afim (veja pag. 41 de [43]).

4.3 Solucoes estacionarias

4.3.1 Potencial de forgas nao nulo

Como discutimos na secao anterior, horizontes sonicos, os analogos actsticos
dos horizontes de eventos da Relatividade Geral, podem ser gerados modelando
convenientemente o movimento de um fluido classico ideal e barotrépico. Deste
modo, nessa secao e na seguinte estaremos interessados em encontrar solugoes das
equagoes da hidrodinamica para um fluido ideal e barotrépico restrito a esfera
bidimensional, capazes de reproduzir um buraco mudo e um buraco surdo no espago-
tempo acustico esférico.

No Cap. 2 vimos que as equagoes que governam a dinamica de um fluido ideal,

vinculado a uma esfera de raio r, sao

Op/ot + V- (pt) =0 Equacao da continuidade,
(4.15)
dT/0t + (T- V)T =—VP/p+ f Equacio de Euler,
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que, apesar de serem idénticas ao caso tridimensional quando colocadas nesse formato
vetorial, ndo devemos esquecer que o gradiente e o divergente sobre a esfera S? sao
dados por (2.42) e (2.43), respectivamente.

E f4cil notarmos que se trata de um sistema de 3 equacoes para 4 variaveis
(U(t, 0, 0) = —6@(@9,(;5), p(t,0,0) e P(t,0,¢)), considerando que a forga externa
f = VU seja conhecida. Porém, a condicao de barotropicidade imposta ao fluido
nos fornece uma quarta equagao, P = P(p), chamada de equagao de estado, de onde
obtemos a velocidade do som local ¢, = \/dP/dp.

Em algumas situagoes, entretanto, é valido pensar no potencial das forcas externas,
¥, como uma variavel do sistema a ser determinada. Neste caso devemos assumir
que alguma outra variavel, v, p ou P, seja um dado do problema para que o sistema
tenha uma unica solucao. Este modo de ver o problema pode ser interessante no
momento em que é desejado que uma certa variavel se comporte de uma maneira
bem especifica. O lado ruim desta histéria é que as dificuldades praticas de criar
um potencial ¥ qualquer podem ser imensuraveis. De qualquer forma, passaremos
a nos referir a ¥ também como uma variavel.

Até certo ponto, nosso problema se identifica com essa abordagem, na medida em
que pretendemos modelar um horizonte de eventos acuistico, e, consequentemente,
almejamos que em uma regiao do fluxo, a velocidade atinja limites supersonicos.
Para ser mais exato, nossa intencao é que o campo de velocidades sobre a esfera seja
dividido em trés partes: Duas regioes supersonicas, uma com o fluxo apontado pra
fora (criando assim um buraco surdo) e outra com o fluxo direcionado pra dentro
(gerando um buraco mudo), e uma terceira regido subsonica entre as outras duas.

Deste modo, o campo de velocidades, 9(t, 0, ¢), procurado, deve ter um formato
muito especifico e por esta razao, como veremos mais a frente, estaremos mais
preocupados em encontrar a solugao de p, P e ¥ para um dado v, proposto convenientemente.
Um detalhe interessante nisso tudo, como mostraremos adiante, é que para que
U seja igual a velocidade do som ¢, em alguns pontos, o potencial ¥ deve ser
necessariamente nao nulo em algumas regioes.

Antes de entrarmos mais a fundo nisso, é importante mencionarmos que o sistema
de equagoes diferenciais parciais (4.15) é totalmente nao trivial e portanto é extremamente
necessario impormos algumas condigoes extras ao problema de modo a facilitar a

resolugao de (4.15). Sendo assim, conforme o préprio nome da segao sugere, iremos

95



impor solugoes estacionarias, isto é, suporemos que as variaveis v, p e P, e portanto
P, sejam independentes do tempo.

Somente esta imposicao ja facilitaria bastante nosso problema, no entanto, iremos
supor também simetria axial. Isto significa que as variaveis citadas acima também
nao dependerao da coordenada ¢.

Finalmente, nos restringiremos as equacoes de estado do tipo
P=—p", (4.16)
n

onde a e n # 0 s@o constantes reais. De fato, estas equacoes de estado descrevem
quase todos os fluidos interessantes em fisica: Fluido perfeito (n = 1); Condensado
de Bose-Einstein (n = 2); gds de Chaplygin n = —1. Note que, uma vez fixada a
equacao de estado, a pressao P é completamente determinada pela densidade p, de
forma que, é absolutamente plausivel deixarmos a pressao de lado, nos concentrando

apenas nas variaveis ¥, p e W, solugoes de (4.15), como serd feito a partir de agora.
Buraco mudo/surdo sem rotagao

Neste contexto, sob as condigbes impostas até o momento (que nos parecem bem
aceitaveis), as varidveis ¥, p e ¥ sdo fungdes apenas da coordenada espacial 6, ou
seja

7=3(0), p=p(0), T =V (H). (4.17)

Inicialmente, adicionaremos uma 1ltima condicao, referente ao campo de velocidades
U, que ja é suposto depender apenas de ¢, impondo que v tenha componente apenas

na diregao Jy. Em outras palavras, teremos
S0 _ .05
U=1"(0)0yg =v"¢p . (4.18)

Em um momento posterior, afrouxaremos essa condicao afim de incluir rotagao ao

= v, omitindo o indice

buraco mudo/surdo. Até que isso acontega, chamaremos v
“0” da componente da velocidade na base tetrada, de modo a nao carregar demais
a notacao. Apesar de termos mantido a preferéncia, até este ponto da dissertacgao,
pelas componentes da velocidade na base coordenada, é conveniente, nesta etapa,
escrevermos as equagoes (4.15) com as componentes da velocidade na base tetrada,

{9, €4}, para que nestas equacoes nao aparega o raio r.
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Desta forma, inserindo a velocidade v e a densidade p, sujeitas a estas imposigoes,

na equacao da continuidade, obtemos
8 = —» — —
—p+V-(pv):(Vp)~v+pV-v

ot
= %(c%p)v +p (891} + cos 0 v) (4.19)

rsin 6
=0.
J& que p e v dependem apenas de 6 podemos substituir as derivadas parciais por

derivadas totais e reescrever a expressao acima na forma

i( U)+COSG
a9\’

(pv) =0 (4.20)

sin @

Esta equacao diferencial ordinaria admite uma solugao igual a
p(0)v(6) = pevecsch (4.21)

onde p. e v, sao constantes de integracao que podem ser interpretadas como o
valor da densidade e da velocidade avaliadas no equador (f = 7/2). A Eq. (4.21)
corresponde a uma equagao algébrica, nao diferencial, relacionando diretamente a
densidade p e a unica componente nao nula, v = vé, da velocidade.

Analisando agora a equacao de Euler (segunda relacao da Eq. (4.15)) sob as
condigoes impostas, vemos que apenas uma das duas equacoes € relevante. Enquanto
que a compondente ¢ é trivial (0 = 0), a componente 6 da equacao de Euler fornece
a equacao

dv 1dP d¥

Va0 T T pde T de

Considerando o caso n = 1 para a equagao de estado (4.16) (fluido perfeito), a

(4.22)

velocidade do som ¢, sera, por definicao, igual a a, e portanto, uma constante.

Nesse caso, a equacao (4.22) assume a forma

1d _ cdp  dY

(W == 4.2
0T T w (4.23)
que pode ainda ser reescrita como
d . , d 2
— = —(2U —2c:1 : 4.24
S(0%) = (20 — 2 Inp) (121
Integrando esta equagao diferencial obtemos
v (0) = 20(0) — 2¢; In[p(0)/pc] | (4.25)
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onde p. é uma constante de integracao.

Temos entao duas equagoes, Eq. (4.21) e Eq. (4.25), envolvendo trés varidveis,
v, p e ¥ (lembrando que, no caso em questdo, ¢, = a é uma constante e a pressao
é determinada pela densidade através da relagio P = ¢?p). Como sugerimos no
inicio da secao, podemos escrever duas dessas variaveis em funcao da terceira. Nos
interessa aqui, como ja foi discutido, escrever o potencial e a densidade como fungoes

da velocidade. Teremos assim:

PeVe CSC O

p(v) = =
(4.26)
_ 2 eVe csc 6 v2
\IJ(U) = CS hl [%T] + o5
E importante notar que, apesar de escrevermos p e ¥ como funcoes de v, esta
dependéncia é apenas pontual, no sentido que para cada ponto, ou melhor, para
cada 6 existe uma relacao diferente entre essas variaveis.

Um outro resultado interessante que podemos extrair dessas duas equagoes é

obtido derivando novamente a ultima equacao em relacao a 6. Desta operagao

obtemos
dv d¥V 1dv
Vg = g G [cot@ + ;@} : (4.27)
e portanto )
dv dV/df + c; cot 0
@ = [ U2 — Cz :| . (428)

Assim, lembrando que a fungao cotf sé se anula em 7/2, concluimos a partir da
ultima relacao que é necessario que a forga externa f (gradiente do potencial )
seja nao nula em algumas regides da esfera para que se forme um horizonte de
eventos actistico (onde v = ¢,) em 8 # 7/2. Caso contrdrio, se f for nula sobre
toda a esfera, a derivada da velocidade dv/df diverge para v = c¢,, gerando uma
singularidade nesse ponto. Isto explica a importancia de admitirmos a existéncia de
forcas externas agindo sobre o sistema hidrodinamico.

As condigoes de continuidade e positividade que devem ser satisfeitas pela densidade
p, e de diferenciabilidade pelo potencial ¥ nos indicam exatamente o quao livres
somos na escolha da velocidade v. Essas condigoes, aliadas ao formato de velocidade
desejado nos guia na escolha da funcao que descrevera v.

Relembrando nossa intengao de criarmos um buraco mudo e um buraco surdo

situados em polos opostos da esfera, nao é dificil concluirmos que a estacionaridade e
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Figura 4.1: Esfera

a simetria axial imposta ao nosso problema hidrodinamico, forgaram os horizontes de
eventos actisticos ¥, associados ao buraco mudo e ao buraco surdo, a serem hiperficies
do tipo 0 = cte, descritas respectivamente por 6 = 0, e 0 = 0,,, onde 0, e 0, sao,
evidentemente, constantes. A funcao descrevendo a velocidade v, procurada neste
caso, deve assumir valores maiores que cg nas regides {0 < 0 < 0y} e {0y, < 0 < 7}
da esfera e valores inferiores a velocidade do som na regiao {0s < 6 < 6y, } como
mostra a fig. 4.3.1.

O campo de velocidades dado por
v(f) = veVesch (4.29)

se encaixa bem no perfil visado, desde que o médulo da constante v, seja estritamente
menor que a velocidade do som ¢4 e diferente de zero. Neste caso a velocidade v
se iguala a velocidade do som ¢, para dois valores de 6 distintos, correspondentes

aos valores de 6y, e 6,5 que definem a hiperficie do horizonte de eventos acustico do

fNote que aqui as interseccoes, H N Xy, do horizonte de eventos absoluto com as hiperficies de
t constante se confundem com o horizonte de eventos aparente A, e portanto, iremos nos referir a

estas hiperficies simplesmente como horizontes de eventos.

29



5 ] |
2.5 |
2]
4 : I|
1.5 : III |
14 !
1 '\\ /
\ ;
" #
K"a__ e i
“.5 -'I TTTTTTTT I__I_I_I..-I-T‘I_I\'_I'_I'_'I--I TTTTTTTT1
0.5 1 1.5 2 2.5 3

a {rad)

Figura 4.2: Gréfico da velocidade v = v,V csc ) pela velocidade do som ¢, em funcao

da coordenada 6, para v, = c;/2

buraco mudo e do buraco surdo. Supondo v, positivo, é facil verificarmos que
_ (0272
Opm, = ™ — arcsin(v:/cs)

Ops = arcsin(vz / cz)

Além disso, inserindo esta solucao de v, (4.29), nas Eqs. (4.26) veremos que a

densidade e o potencial ¥ assumirao a forma

p(0) = peVescl

2cescf
V() =c;ln [&\/csc 6’} + e (;SC
Pe

A métrica acustica do espaco-tempo actstico esférico modelado por um fluxo

descrito pela velocidade (4.29) e pela densidade mostrada logo acima, é igual a

) —(c? —v?csch) —rv.vescl 0
0
I = Pe 5% —rv.vescl r? 0 , (4.30)

r4c?
0 0 rsin’0
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de forma que o elemento de linha correspondente é dado por

2
ds? = Pe nge [_( 2 _ p2 s 0)dt? — 2rv.esc 0dtdd + r(d6* + sin 0d¢2)]
rec
: 4.31)
2 (

= L[ (2 = v?)dt? — 2rvdtdd + r*(d6° + sin 0d¢?)]

i
De modo geral, para uma solucao qualquer de v e p, podemos fazer uma transformacgao
de coordenada descrita por
U
2

dr = TCg |:dt -+ Wd@} y (432)

desde que rv/(c?—v?) seja integravel, tal que o elemento de linha (4.31) se transforma

em

PR SN PR

dr2+ — 5
1.2 2.2 2 2
r4c? r2c2 (2 —v?)

Como no caso da métrica de Schwarzschild em coordenadas esféricas, temos a

df* + r*sin® edﬂ : (4.33)

impressao de que o espaco-tempo efetivo descrito pelo elemento de linha acima
apresenta uma singularidade em v = ¢,. Entretanto este é um problema relacionada
a escolha do sistema de coordenadas. No Cap. (6), ao calcular a curvatura sentida
pelos raios de som veremos quais condigoes sobre o fluxo sao necessarias para que
exista uma verdadeira singularidade, isto é, para que a curvatura escalar exploda.

Um outro possivel formato de v capaz de gerar dois horizontes de evento actstico
¢ a velocidade

v(0) = (v, — v.) cos® § + v, (4.34)

desde que a constante v,, correspondente a velocidade do fluido nos pélos, satisfaca

a condigao: |v,| > ¢, e tenha o mesmo sinal da constante v,.

Neste caso
csc
) = eUe
pl0) = pev (vp — ve) cos? 0 + v,
¥(0) = I Pele cscf ((vp — ve) cos® O + v,)?
s pe (v, —v.)cos? 0 + v, 2

Além disso, assumindo v, e v, positivos, os horizontes actsticos do buraco mudo

e do buraco surdo serao representados conforme discutimos acima por

Opm = T — arccos \/(cS +ve)/(vp — ve)

0ps = arccos \/(cs + ve)/(vp — ve)

61



CS 3 S i

1% ;’/
1.4 \'_ /
] i
i LY 1)
] Y f
1.2 i i
i \ !
] \ /
e \ /
11 "L .".

i L1 F
_ Y I
= 'l' III

0.8 ! rJ-"
] \ /

0.61 A\ ,-Ir
] \\ Fi 3

"

[ 0.5 1 1.5 2 2.5 3

a{radp

Figura 4.3: Gréfico da velocidade v = (v, — v,) cos? f + v, pela velocidade do som

¢s em fungao da coordenada 6, para v, = ¢5/2 e v, = 3c¢s/2

A grande diferenca com relagao a solugao anterior reside no fato de que esta
ultima solugao nao explode nos pélos (# = 0 e § = m), se mantendo sempre inferior
a quantidade v,. Esta diferenca implica na inexisténcia de singularidades, o que
pode ser comprovado utilizando a Eq. (6.21) da curvatura escalar do espago-tempo
acustico esférico.

Podemos pensar agora em solugoes para outras categorias de fluidos, para os
quais n # 1. Ao contrério da situacao n = 1, a velocidade do som nao é mais uma

constante e dependera da densidade através da relacao

cs = |a]\/pn L. (4.35)

Por outro lado, enquanto que a Eq. (4.20) referente a equacao da continuidade
permanece inalterada, mantendo (4.21) vélido, a equagao de Euler (4.22) para um
fluxo estacionario, na direcao € e com simetria axial, assume a forma

1d,,  a® dp™' dv
50T a1 tw

(4.36)
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Esta equacao pode ser facilmente integrada, resultando na relacao

v (0) = — c2(0) +29(0). (4.37)

n—1°7°

A constante de integragao nao aparece na equagao acima pois ela pode ser englobada
pelo potencial ¥ sem alterar a forca externa f

Usando as Egs. (4.21), (4.35) e (4.37) podemos escrever, como anteriormente,
a densidade p, a velocidade do som ¢s e o potencial ¥ em fungao da velocidade v.

Teremos assim

p(U) pevevcsc9
$ cu(v) = |af (Beeel) "2 (4.38)

\I/(U) — a? (gevecsce)n_1+v2

n—1 v 2

Um ponto interessante do caso n # 1 é que a partir da segunda equacao de
(4.38), descrevendo a dependéncia da velocidade do som com a velocidade do fluido
na direcao 6, v, e com a prépria coordenada 6, podemos extrair a velocidade do
fluido no horizonte (que chamaremos de v;,) em funcao do ponto onde o horizonte
se forma. De fato, a formacao de um horizonte sénico acontece quando cg(vy,) = vy,

da onde tiramos que
vy, = [a®(peve csc 0)”_1]#1 . (4.39)

Outro aspecto interessante nesse mesmo sentido é observado calculando a derivada
parcial do potencial ¥ com relacao a v. Nao requer muito esforco para verificarmos
que esta derivada aplicada ao horizonte se anula, ou seja

ov

| ~0
Vh

O que significa que o potencial assume um valor extremo com relagao a variacao da
velocidade no horizonte sonico.

Com o intuito de comparar alguns resultados, considere v = v,V csc 6 como feito

n—1

. n—1
no caso n = 1. Para tal velocidade vemos que ¢; = |a|(pevVescd) 2 = |alp 2, de
modo que se n > 1 a velocidade do som cresce a medida que se aproxima dos pélos,

divergindo em # = 0 e § = 7, enquanto que para n < 1 a velocidade do som se
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comporta de maneira completamente diferente, diminuindo até atingir o valor nulo
nas extremidades.

Igualando a func¢ao v com a funcao ¢s que representa a velocidade do som obtemos
a equagcao

Ve

: (4.40)

sinf = —
la|p.” 2

de onde tiramos a condicao sobre as constantes v., p. € a para a existéncia de

horizontes de eventos sonicos:
n—1
0 < |ve| < |alpe 2

Verificada esta condigao, os valores de 6 solucao de (4.40) definirdo os horizontes do
buraco mudo e do buraco surdo do espago-tempo acustico esférico.
Lembremos que no caso anterior, n = 1, a velocidade do som era uma constante

e a unica condicao exigida para a existéncia de horizontes de eventos era |v.| < ¢s.
Buraco mudo/surdo com rotagao

Visando agora adicionar rotagao ao buraco mudo/surdo, recuperaremos a componente
¢ da velocidade do fluido, que antes impusemos ser nula. Por conta disso, é
importante recuperar também (ao menos provisériamente para nao ocasionar nenhum
tipo de confugao) o indice “0” da componente na direcao 6 da velocidade, que
haviamos simplesmente ocultado anteriormente por questoes de praticidade. A

velocidade é portanto escrita como

Manteremos porém a estacionaridade e a simetria axial do problema de forma que
a componente v® serd uma funciao apenas da coordenada 6, isto é, v¢ = v?(f).
Neste ponto, desfeita qualquer fonte de confusao, utilizaremos novamente uma

notacgao mais simplificada para nao carregar muitos indices sobre as equagoes. Assim,

chamaremos mais uma vez U0

= v enquanto que para a componente ¢ da velocidade
escreveremos v® = w.
Por consequéncia de w nao depender da coordenada ¢ a equacao da continuidade

continua sendo escrita como (4.20), admitindo ainda a solugao (4.21), que envolve
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apenas a componente v da velocidade. Por outro lado, como w nao é mais identicamente
nulo as duas equacoes correspondentes as componentes 6 e ¢ da equagao vetorial de

Euler serdo nao triviais e respectivamente iguais a (veja (2.14))

v, 1dP  d¥
dw
vy +ovwcoth =0, (4.42)

onde levamos em conta o fato das variaveis v, w, p e P dependerem apenas de 6,
consequencia da estacionaridade e da simetria axial impostas ao problema.

Na realidade, apenas a imposicao do sistema ser axialmente simétrico nao exige
diretamente que o potencial ¥ dependa somente da coordenada €. Poderiamos
pensar numa forca externa nao nula e constante na direcao ¢, de modo que o
potencial teria uma dependéncia linear com a coordenada ¢ sem no entato quebrar
a simetria axial do sistema fisico. Neste caso terfamos ¥ = W;(0)¥5(¢), com
OWUy(p)/0¢p = cte. Além disso deverfamos reconsiderar o termo (sin)~10¥/0¢
do lado esquerdo da Eq. (4.42). Entretanto, a partir da Eq. (4.41) é possivel obter
o seguinte resultado:

o\ [ dv 1dP
2(9) <_89 ) [Udé w* cot 6 + o0 cte , (4.43)

ja que nenhum dos termos da expressao no meio da equagao depende da coordenada
¢. Este resultado nos mostra que, indiretamente, a simetria axial e a estacionaridade
impoem que o potencial ¥ tenha uma dependéncia apenas em 6.

Voltando as equagoes (4.41) e (4.42), nos restringiremos a andlise do caso n = 1,

para o qual P = a?p. Nesse caso essas equacoes podem ser reescritas como

1d d av

5@(1})2 —w?cotf = —03@(1n p) + 20 (4.44)
dw
wo Y cotf . (4.45)

A ultima equagao é idéntica a (4.20) e admite, portanto, a soluc¢ao
w = w, csc b,

Note assim que a solucao da componente w, referente a direcao ¢ da velocidade do
fluido sobre a esfera, é definida independentemente das outras varidveis como um

resultado apenas da geometria esférica.
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Reescrevendo convenientemente a Eq. (4.45) na forma 1/2(dw?/df) = —w? cot 6

e introduzindo-a na Eq. (4.44), teremos

1[61 d 2}: ,d dv (4.46)

p— — 2 —
2 @t ™
que pode ser facilmente integrada, resultando em

%(v2+w2) =—cInp+ V.

Comparando com o caso sem rotagao verificamos que o potencial encontrado aqui
¢ diferente do anterior, sem rotacao, apenas pela adicao de um termo igual a
1/2(w, csc0)?.

Como discutimos na secao 4.2, a fronteira da ergoregiao dos buracos sonicos é
definida como sendo a regiao onde || = ¢;. Sabendo que w = w, csc f, a componente

v da velocidade na fronteira da ergoregiao actistica vale portanto

— /2 .2 esc?
v =+/c% —w2csc2 .

Nao ¢ dificil verificarmos que todos as conclusoes apontadas acima para o buraco
mudo/surdo com rotagdo podem também ser aplicadas ao caso n # 1. A tnica

alteracdo que acontece ¢ a substitui¢io do termo —c24L(Inp) da Eq. (4.44) por

2 d
_nlilﬁ(p

"~1). Esta observagao corrobora ainda mais nossa afirmacao de que a

componente w da velocidade é definida pela geometria da esfera.

4.3.2 Casca esférica variavel

Apesar de termos concentrado esforcos para encontrar os potenciais de forcas
externas adequados ao nosso objetivo, capazes de gerar fluxos convenientes na
descricao de andlogos de buracos negros e buracos brancos, sabemos que do ponto
de vista experimental a construgao desses potenciais pode se tornar um imenso
problema.

Para fluxos unidimensionais de um fluido restrito a um tubo, uma maneira
pratica de simular a acgao de forgas externas sobre o fluido é variar a segao transversal
do tubo, como é feito no conhecido “Bocal de Laval”. Podemos adaptar esta idéia
ao caso esférico considerando nao mais uma esfera bidimensional mas sim uma casca

esférica de espessura variavel.
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Evidentemente, para nao nos distanciarmos muito da nossa proposta inicial é
exigido que as dimensoes da espessura da casca esférica seja muito menor que a
dimensao da propria esfera, de modo que o fluxo possa ainda ser considerando
bidimensional, ou seja, independente do raio variando entre a superficie mais interna
e mais externa da casca esférica. Visando novamente simplificar o problema suporemos
mais uma vez estacionaridade e simetria axial das quantidades fisicas envolvidas.
Além dessas condicoes, iremos considerar que o fluxo tenha componente apenas na
direcio 6. Desta forma poderemos descrever a velocidade como @@ = v (0)éy = v(6)éy.
Note que, como anteriormente, denotaremos a componente ¥ da velocidade do fluido
apenas por v.

As equagodes regendo a dinamica do fluido deste novo sistema fisico devem ser
obtidas levando em consideracao essa nova estrutura do espaco no qual o fluido esta
confinado. Lembrando que o fluido em questao é um fluido classico, suposto ideal
e barotropico, seguiremos uma analise cldssica do seu movimento, sempre atento ao
vinculo imposto (fluido restrito a casca esférica).

Em primeiro lugar, a lei de conservacao do fluxo de massa que da origem a

equacao da continuidade é escrita na sua forma mais geral como

a —
- = — v-dy . 4.4
T /pdV /pv d (4.47)

M oM
Traduzindo esta equacao, ela nos diz que a taxa de variagao no tempo da massa
localizada no volume M fixo no referencial inercial é igual a taxa de transporte
liquido através da fronteira OM. A quantidade s, representa os elementos de
superficie infinitesimais perpendiculares a M. Aplicando esta equagao a uma faixa
da casca esférica delimitada pelos angulos 6; e 0, (veja fig. 4.3.2), o lado esquerdo da
equagao se anula em virtude do caracter estacionario da densidade p. Além disso,
devido ao fato da velocidade ter apenas componentes na direcao € a integral de
superficie do lado direito da Eq. (4.47) é nao nula apenas sobre as superficies Y,
e Xy,, interseccoes das supeficies § = 6; e § = 05 com a casca esférica. Nao ¢ dificil
visualizarmos que Xy, e Yy, sao ortogonais a velocidade . Levando em conta tudo

isto a Eq. (4.47) assume a forma

/ o(01)0(01)dS, — / p(62)0(05)d%, - (4.48)

OM; OMo
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Figura 4.4: Casca esférica entre os angulos 6; e 6,

Como o integrando é uma constante sobre as superficies de integragao, a equacao

acima pode ser reescrita como

p(61)v(01)A(61) = p(02)v(62)A(62) (4.49)

onde A(#;) e A(6;) sao as areas das superficies Yy, e Xy,, respectivamente.
Considerando que a casca esférica, que denotaremos doravante por C, seja delimitada
por uma esfera interna de raio R e por uma superficie externa, S,, descrita em
coordenadas esféricas por S, = {r = R + d(0),0, ¢}, onde d(f) é uma fungao
determinando a espessura da casca, podemos mostrar com geometria e calculo
elementar que a area A(f) das superficies ¥y (que s@o segmentos de cone como

podemos ver na fig. 4.3.2) serd uma fungao de 6 dada por

A(0) = md(0) sin 0[2R + d(6)]. (4.50)

Assim, a Eq. (4.49) nos diz que o produto pvA é uma quantidade conservada ao

longo de 6, e portanto
d
2 P0)v(0)A(0)} =0, (4.51)
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Figura 4.5: Area da superficie >y

que pode ser vista como a equacao da continuidade da casca esférica C. Definindo
a fungao D(0) = wd(0)[2R + d(0)], a Eq. (4.51) é reescrita como

%m&wwmmw@ﬁ}ww@D@:o, (4.52)

que é uma equacao diferencial semelhante as Eqs. (4.20) e (4.45). As duas tultimas

equacoes admitem como solucao
p(0)v(0)A(0) = a (4.53)
onde a é uma constante. Ou ainda
p(0)v(0)D(6) = acsch. (4.54)

Por outro lado, sob as condigoes impostas até o momento de estacionaridade,
simetria axial e fluxo apenas na direcao ¢, a andlise da conservacao do fluxo de
momento nos conduz ao mesmo resultado obtido para o caso bidimensional do fluido
restrito a esfera, de modo que o fluido dentro da casca esférica obedece a equagao

de Euler
dv 1dP dv

VT o0 e

idéntica ao caso anterior. Porém, uma vez que o objetivo deste modelo é justamente

(4.55)

tentar encontrar um modo de simular geometricamente a presenca de forcas externas,
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iremos considerar dV/df = 0. Isto implica que

—2c21n .) sen=1
UQ — ) Z (pl/p ) (456)
==+ 3 sen #1

sendo p. e 3 constantes de integracao.

Analisando esses resultados vemos que o fator geométrico do problema, representado
pela fungao D(#) relacionada com a espessura da casca esférica, aparece somente na
equacao da continuidade, ao contrario do que acontece com o potencial das forcas
externas ¥ no caso bidmensional, que aparece apenas na equacao de Euler. Em razao
disto é impossivel estabelecer, de modo geral, uma relacao de equilavéncia entre os
potenciais W do caso bidimensional e as as fungdes d(f) (ou equivalentemente as
fungoes D(0)) do modelo da casca esférica varidavel. Em outras palavras, ndo existe
uma relacao geral identificando cada potencial ¥ capaz de gerar o mesmo fluxo, ou
seja, os mesmos p e v, gerados por uma dada fungao d(#). Entretanto, podemos
apontar a dependéncia da area A das segoes da casca esférica e da densidade p com
relacao a velocidade v, de forma similar ao que foi feito para o caso do potencial nao
nulo.

Mantendo a mesma seqiiéncia logica seguida até agora, vejamos em primeiro
lugar a situagdo n = 1. Da primeira equagao de (4.56) temos que

2

27 (4.57)

p=pec

deixando claro que a densidade ¢ limitada pelo valor da constante p.. Introduzindo

esta dltima equacao em (4.53) obtemos

A= 23 (4.58)
PV
ou em termos da funcao D
a 2
D= ——@¢23% . 4.59
PV Sin 96 ( )

Como vemos acima a dependéncia de A e p com relacao a v é global, ou seja, nao
depende do ponto. O mesmo nao podemos afirmar para a funcao D.

Seja agora n # 1. A Eq. (4.56) nos diz que neste caso a densidade é dada por

2a?

p= {” L vﬂ - (4.60)
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Desta relacao mais geral podemos obter a densidade em funcao da velocidade do
fluido para os casos particulares mais relevantes, como n = 2 (Condensado de Bose-

Einstein) e n = —1 (gas de Chaplygin):

p=szlB-2  n=2
(4.61)

la|

P= 7o

No primeiro caso, exigindo que a densidade seja estritamente positiva, vemos que

n=-—1

o quadrado da velocidade deve ser menor que a constante de integracao 3. Para o
caso n = —1 acontece o contrario, o quadrado da velocidade deve ser maior que (3.
A funcao D, que descreve a espessura da casca esférica, é para cada um desses

casos uma funcao dependente de v e de 6 igual a

— 2aa® 1 —
D= siO;CLH v[B—v?] n=2

(4.62)
D= L_\/m

|a] sin @ v n=-1

Apesar das dificuldades em tirar desses resultados conclusoes gerais referentes

a existencia de horizontes de eventos, ja que para cada caso temos uma equagao
bem especifica relacionando a densidade, a drea A (ou igualmente a fungao D) e
a velocidade e impondo diferentes restrigoes a essas variaveis, podemos retornar as

equagoes diferenciais (4.51) e (4.55) reescrevendo-as convenientemente como veremos

a seguir. De (4.51) temos que
ldp  1dA 1dv

odd Ado  wvdo
Usando entao (4.55) (lembrando que supomos d¥/df = 0), p~*(dp/df) = —v/c(dv/db)
e portanto a equacdo acima assume a forma

vdv _1dA  ldv

cng_AdQ vdf’
ou ainda

1dA_ 1 dv

Ado  wvdb

onde M = v/c, é o nimero de Mach. A equagdo (4.63) pode ser usada na anélise

(M?—1), (4.63)

das condicoes de formacao de um horizonte actstico, isto é, da superficie verificando

M = 1, que separa a regiao subsonica (M < 1) da regiao supersonica (M > 1).
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Assumindo que na vizinhanga do horizonte sénico v, dv/df e A sao finitos e nao
nulos, podemos ver claramente através da Eq. (4.63) que o horizonte se forma para
um extremo da area A (érea da superficie formada pela intersecgao da casca esférica

com a superficie de 6 constante).

4.4 Solucoes nao estacionarias

Apesar das solugoes estaciondrias representarem por si s6 uma importante fonte
de informacao, capaz de fornecer diversos resultados tanto classicos como no escopo
da gravitacao semi-classica, solugoes dependentes do tempo podem ser bastante
interessantes. Nao entraremos em muitos detalhes quanto a isto, mas podemos
ver em [6] que através de simulagdes numéricas com solugdes desse tipo podemos
produzir um espectro térmico assim como a radiacao Hawking na formacao de um
buraco negro. Desta forma, estamos interessados nesta secao em encontrar uma
solucao nao estacionaria cuja dependéncia temporal simule a formacao de horizontes
sonicos, de forma que em ¢ = —oo nao haja horizonte algum e no limite t = oo a
solugao tenda para uma solugao estacionaria.

Como pudemos ver nas segoes passadas, mesmo as solugoes estacionarias requerem
uma série de imposigoes sobre o sistema para facilitar a resolucao das equacoes
da dinamica dos fluidos ideais. Logicamente a introducao do tempo nas variaveis
deixa o problema ainda mais complexo do ponto de vista matematico e por isso
assumiremos varias hipdteses em torno das variaveis v, p, c¢; e U. Além da axisimetria
do sistema (e portanto da independéncia com relac¢ao a coordenada ¢) e da imposicao

de ¥ possuir apenas componente na direcao 6 de modo que utilizaremos a notacgao

v = v? iremos supor um fluido perfeito, tal que P = ¢?p onde ¢, é uma constante,

e suporemos também a separacao de variaveis

u(t,0) = Ty (£)5(0)

(4.64)
p(t,0) = To(t)p(0)

Sob essas condigoes a equacao da continuidade e a equacao de Euler sobre a

esfera assumem a forma

dp 1[0 B
@4—; %(vp)+v,ocot9 =0
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v 1 ow* 10 )
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ou ainda

o, T . .
Ty 9 _ 4
P +— ae(vp)—l—vpcotﬁ 0 (4.65)
o0 170w 19
ot Tor 00 row

Note que temos aqui duas equagoes para H variaveis o que nos deixa trés graus

[V — 2 In(Txp)] . (4.66)

de liberdade que devem ser fixados através de outras suposigoes. Impondo entao
que a parte espacial da densidade e da velocidade sejam iguais a primeira solucao

estacionaria proposta, ou seja

v(0) = vevescl
p(0) = peVesc

vemos a partir da equagao da continuidade (4.65) que a densidade é uma constante

(4.67)

no tempo, isto é, d15/0t = 0 e portanto podemos englobar a constante 75 na
constante p, e escrever p(t,0) = p.vcsc .

Ademais, de acordo com o que foi comentado no inicio da secao, esperamos que
a velocidade v simule a formagao de horizontes sonicos associados ao buraco mudo e
ao buraco surdo. Para que isto aconteca a funcao 77 descrevendo a parte temporal
da velocidade deve tender a zero em t = —oco e tender a 1 para t = oco. Uma fungao

representando bem este formato é dada por
1
Ti(t) = é(tanht +1).

Tomando isto como uma imposi¢ao ficamos apenas com uma equagao, a Eq. (4.66), e
uma variavel, o potencial de forcas ¥, sendo assim possivel determina-lo considerando
todas as suposicgoes feitas.

Para esta solugao proposta, a velocidade do fluido na dire¢ao € (inica componente

nao nula) é descrita pela fungao
u(t,0) = %(tanht +1)vescd (4.68)

Nao é dificil verificar que os horizontes sonicos associados a este perfil de velocidade,
tendo em vista que a velocidade do som ¢, é uma constante, surgem nos poélos da
esfera em t = —o0, vao se aproximando do equador da esfera a medida que o tempo
passa, tendendo finalmente a 6, = 7 — arcsin(v2/c?) e 0y = arcsin(v?/c?) no limite

de t = 0.
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Capitulo 5

Estrutura Causal

5.1 Introducao

A estrutura causal do espaco-tempo da Relatividade Restrita é representada
simplesmente por cones de luz alinhados na mesma direcao, associados a cada evento
p do espago-tempo, indicando globalmente (devido ao fato de ser plano) os eventos
futuros e eventos passados de p. Atribuimos o rétulo “futuro de p” aos eventos
pertencentes ao cone superior e “passado de p” aos eventos do cone inferior. Os
eventos no interior do cone de luz futuro representam os eventos que podem ser
influenciados por p, ou seja, que podem ser alcangados por uma particula material
partindo de p.

Em Relatividade Geral, entretanto, apesar da estrutura causal ser localmente
da mesma natureza que a estrutura causal do espago-tempo plano de Minkowski,
diferencas significativas podem ocorrer do ponto de vista global em razao de topologias
nao triviais, singularidades ou o desalinhamento, ponto a ponto, da dire¢cao dos cones
de luz.

Neste contexto, estaremos interessados neste capitulo na analise de alguns aspectos
da estrutura causal do espago-tempo acustico esférico. Assim, na secao 5.2 mostraremos
que o espago-tempo acustico esférico é causalmente “bem comportado” enquanto
que as segoes 5.3 e 5.4 sao destinadas a construgao dos diagramas conformes deste
espago-tempo. Os diagramas conformes, como veremos, podem ser praticos e tteis

na compreensao da estrutura global do espago-tempo.
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5.2 Estabilidade causal do espaco-tempo actustico

esférico

Um dos problemas relacionados a estrutura causal que pode surgir em espagos-
tempos diversos da Relatividade Geral, em virtude de topologias nao triviais, singularidades
ou o desalinhamento, ponto a ponto, da direcao dos cones de luz, ¢é a existéncia de
curvas causais fechadas. Espacos-tempos que possuem curvas causais fechadas levam
a paradoxos fisicos e portanto sao considerados nao realisticos.

Entretanto, um espaco-tempo que nao apresenta curvas causais fechadas pode
estar a beira de violar a causalidade como exemplificado na fig. 5.2. Assim,
uma condicao capaz de eliminar qualquer tipo de patologia causal é a chamada
causalidade estdvel. Dizemos que um espago-tempo (M, g) é causalmente estavel se
existir um campo vetorial tipo tempo t* continuo e nao nulo tal que o espaco-tempo
(M, g), onde

Juv = Guv — tutu,
nao possui nenhuma curva tipo tempo fechada. De fato, é possivel verificar que g,
¢ também uma métrica Lorentziana. Além disso, para cada ponto p € M, os cones
de luz de g,, sao estritamentes mais largos que os cones de g,,, isto é, todo vetor
tipo luz ou tipo tempo de g,, é um vetor tipo tempo de g,,. Assim, se (M, g) estd
na beira de ter curvas causais fechadas entdo o espago-tempo (M, g) terd curvas
tipo tempo fechadas.

O seguinte teorema (cuja prova podemos ver na pag. 198 de [43]) diz que a
causalidade estavel é equivalente a existéncia de uma “funcao tempo global” definida

no espacgo-tempo.

Teorema 5.2.0.1. Um espacgo-tempo (M, g) é causalmente estdvel se e somente
se existir uma fungao diferencidvel f definida sobre M tal que V*f € um campo

vetorial tipo tempo direcionado ao passado.

No espaco-tempo acustico esférico o tempo Newtoniano ¢ do referencial do laboratério
¢ uma fungao que verifica essa propriedade. Podemos ver que o campo V#t =
g o,t = —r*/p*(1,v%,v®) é sempre tipo tempo,
4

r
VutV“t == —? < 0
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Figura 5.1: Nao existem curvas causais fechadas neste espaco-tempo, porém existem

curvas passando por p muito préximas de se intersectarem

e dirigido ao passado ja que
g(@t, V“ta#) =1>0

onde o vetor 0, é obviamente dirigido ao futuro. Podemos assim dizer que o espaco-
tempo acustico esférico é casualmente estavel e portanto nao apresenta problemas

de causalidade.

5.3 Transformacao conforme

A idéia central dos diagramas conformes, ou diagramas de Carter-Penrose, é
mapear um espago-tempo fisico (M, g) em um espago-tempo nao fisico (M, g),
conformalmente relacionado ao primeiro, isto é, verificando a relacio g = Q2%g.
Apesar da métrica do espago-tempo nao fisico g nao satisfazer as equactes de
Einstein, g e g guardam algumas propriedades em comum, que serao expostas ao
longo desta secao, suficientes para atender aos objetivos desejados na construgao
dos diagramas conformes, os quais veremos na se¢ao seguinte.

O primeiro ponto em comum que podemos apontar é decorrente do fato que
0% > 0. E f4cil verificarmos que devido a isto a estrutura causal dos dois espagos-

tempos é mantida a mesma, o que significa dizer que se um vetor v é tipo tempo,
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tipo luz ou tipo espaco para g, ele sera respectivamente tipo tempo, tipo luz ou tipo
espago para §. Ou ainda, g(v,v) 2 0 implica que g(v,v) = 0.
Além disso, seja v uma geodésica tipo luz do espago-tempo fisico (M, g). Sendo

assim, devemos verificar
Du=uV,u=0 e g(u,u)=0.
Calculemos agora a quantidade Du:

Dyu = u*(V,u")d,

~ (5.1)
= u"(9u” + T}, u®)0,
onde
TV L oin ~ ~ -
Fuoc = 59 (augaa + 8ocg;w - adguoz)
1 — vo
- §Q 29 [au(Q2gcm<) + aa(QZQ;w) - aJ(Q2gua>] (5 2)
1 — vo ‘
=Tl + 592707 [96a0u(2) + G0 0a(Y) = Guao (V)]
= F;Vwc + Q_l[égauQ + 5ZaOcQ - gygguaaaﬂ]a
e portanto

Dyu = Dyu+ Q" ulu® (048, + 00:2 — §" 9,0 0,520,

(5.3)
= Dyu+ [2u"u%0,(In Q) — g(u, u)0"(InQ2)]0,.
Lembrando que D,u e g(u,u) sdo por defini¢ao iguais a zero, teremos
Dyu = 2u“8,(In Q)u. (5.4)

Notando que 2u®0,(In€2) é uma funcdo definida sobre a curva integral de u, a
equacao acima é claramente a equacao da geodésica para uma parametrizagdo nao
afim (veja pag. 41 de [43]). De fato, sendo z*(\) a curva integral de u, parametrizada
pelo parametro nao afim A, sabemos que o vetor u é dado por

_d_de) 0
Cd\N d\ Oz

u

de forma que a Eq. (5.4) é reecrita como
D=2 Lmo (5.5)
= — In . .
WU 7Y u
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Se reparametrizarmos a curva z#(\) pelo parametro ¢t = t(\) dado por

dt
- . )2
o\ cte ,

entdo a equacio (5.5) que para u = d/d\ se escreve como Dyu = 2d/dA(InQ)u, se
transforma* em D,u = 0 para u = d/dt.
Concluimos assim que métricas relacionadas por uma transformacgao conforme

além de manterem a mesma estrutura causal ainda preservam as geodésicas tipo luz.

5.4 Diagramas conformes

Como mencionado no inicio da secao anterior, a idéia central dos diagramas
conformes consiste basicamente em mapear de forma conveniente um espago-tempo
fisico (M, g) em um espago-tempo nao fisico (M, g) conformalmente relacionado.
Pretende-se com isto mapear o espago-tempo fisico em um espaco-tempo de geometria
compacta, com bordas representando pontos do infinito. Por motivos ébvios, a este
processo damos o nome de compactificagao.

Porém, isto é feito quando o espago-tempo (M, g) pode ser reduzido (sobretudo
por motivos de simetria) & uma variedade 1 + 1, de modo que é possivel mapea-
lo em um espaco-tempo compacto bidimensional que por sua vez é plausivel de
ser representado por um figura plana em uma folha de papel, dando origem ao
que chamamos de diagrama conforme. Finalmente, o interesse em tudo isto reside
no fato da estrutura causal global do espago-tempo g, e portanto de g de acordo
com a secao anterior, estar simbolizada em um simples diagrama, permitindo uma
visualizacao mais clara e ampla dos aspectos causais destes espacos-tempos.

Para realizar isto, entretanto, é necessario encontrar transformacoes de coordenadas
convenientes que tragam o infinito para valores finitos. Em seu artigo de 1970 [44],
Walker sistematizou e generalizou as técnicas envolvidas na compactificacao e na
construgao dos diagramas conformes dos espagos-tempos dotados de métricas que

podem ser colocadas na forma

*Para demonstrar isso use o fato que Dyu = D (%)= D%i(%di) — 4% d (4£)2D, (4)

A
. 2 . . =
e imponha que %% seja igual a D%(d%) = % In Q° 7.
d
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Desta forma, baseando-se neste artigo (sendo possivel, quando necessario, recorrer
a ele para maiores detalhes), iremos empregar tais técnicas visando construir o
diagrama conforme do espago-tempo actstico esférico associado a solugao axialmente
simétrica e estaciondria descrita pela velocidade (4.29). A simetria axial deste
espago-tempo nos permite reduzi-lo, sem nenhuma perda de generalidade, a um
espago-tempo 1+1 (tomando ¢ = cte), descrito pelas coordenadas t e §. Obviamente
este espaco-tempo é espacialmente compacto ja que a coordenada espacial 6 varia
de 0 a 7, contudo a parte temporal se encarrega de torna-lo nao compacto, o que
ainda sugere o emprego de transformagoes de coordenadas convenientes afim de
compactifica-lo. Apesar desta diferenca, seguiremos na medida do possivel e com
as devidas adaptacoes o procedimento proposto no artigo do Walker na elaboragao
do diagrama de Carter-Penrose do espago-tempo actstico esférico. Antes disso no
entanto, nos preocuparemos em colocar a métrica acustica (4.31) na forma (5.6).

Introduzindo as coordenadas nulas

de
du=dt — —
Cs +v
df
dw = dt + —
Cs — U
a métrica acistica (4.31) assume a forma
ds* = —Q?[¢? — v?|duduw, (5.7)

onde Q2 = p?/ric2.
Definindo novas coordenadas 7 e Y, relacionadas com as coordenadas nulas

através das relagoes diferenciais

1
dr = §(dw +du) = dt + & U2rd0
1 Cs
dx = é(dw —du) = . U27"d9
o elemento de linha (5.7) é escrito como
ds® = Q*(c? — v?)(—dr? + dx?) (5.8)
ou ainda
d82 = QQ[—(CE — 'UQ)dTZ + mdlz] (59)

tutilizando a notacdo v = v?
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onde a coordenada x é definida por x = rc,0.

Esta dltima métrica é conformalmente relacionada a métrica

ds® = —F(z)dr* + dz® (5.10)

F(x)
com F(z) = ¢(x) — v*(z). Note que —oo < 7 < 00 enquanto que 0 < z < r¢,T.
Ao contrario da coordenada r (é importante nao confundi-la com a constante r da
métrica actstica) que aparece na métrica (5.6), a coordenada = da métrica acima
assume apenas valores finitos, porém isto nao impede de seguir a partir deste ponto
a sistematica desenvolvida no recém citado artigo de Walker.

De acordo com o esquema proposto pelo Walker neste artigo devemos separar
o espago-tempo relacionado a métrica (5.10) em trés diferentes regides descritas
por T, = {(1,z)] — 00 < 7 < o0,a; < z < @41}, onde a; = rcgarcsin(v?/c?)
e ay = rcg|m — arcsin(v?/c?)] sao as rafzes da fungao F, que definem também o
horizonte do buraco surdo e do buraco mudo respectivamente, e ag = 0 e a3 = rcgm
sao os valores para os quais F' diverge associados também as singularidades do

nosso espago-tempo acustico. Para cada uma dessas trés regioes definimos novas

UA_H/xd_w
) Fw)

o _/x dw
BT ), Fw)

fixando z; entre a; e as, xg = ag e x9 = az. Para tais coordenadas o elemento de

coordenadas

linha de cada regiao T; é escrito como ds?> = —Fdu;dv;, o que indica que u; e v;
sao coordenadas nulas sobre cada uma das regioes T; do espago-tempo, relacionadas
aos raios de som indo e vindo na dire¢ao = (ou equivalentemente na diregao 0). E
importante ressaltar que os limites de cada par de coordenada (u;,v;) é —0o < u; <
00 e —o0 < vy < 00.

Finalmente, é possivel mapear cada uma das regioes em blocos compactos por
meio das coordenadas

-1
p; = tan " u;

Y = tan~t ;.

De fato a funcao tan™! tende aos valores finitos 7/2 e —7/2 no limite do argumento

indo para oo e —oo respectivamente.
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Figura 5.2: Bloco central T}

Vejamos em primeiro lugar a regiao central T} entre os dois horizontes sonicos
do buraco mudo/surdo. Escolhendo x; = reg(m/2), esta regiao do espago-tempo
acustico conforme (5.10) é representada pelo bloco mostrado na fig. 5.4, mapeado
pelas coordenadas ¢; e 1;. Como u; e v; sao coordenadas nulas, os raios de som
seguirao curvas definidas por du; = 0 e dv; = 0, que correspondem a linhas retas na
dire¢do de ¢; e 11, como representado pelas retas RS (significando “raios de som”)
da fig. 5.4.

As linhas tracejadas indicam as orbitas do campo de Killing & = (9;)* deste
espago-tempo estaciondrio (veja 3.8.2), dadas por 6 = const. Essas curvas, descritas

nas coordenadas ¢; e ¥ pela equagao
tan p; = tanyn + const (5.11)

sao obtidas impondo df = 0. Esta imposicao implica que du; = dv;. Por outro lado,
como du; = sec?(p1)dp; e dvy = sec?(¢1)dipr, teremos sec?(py1)dp; = sec?(vy)diy,

obtendo finalmente (5.11) através da integracao desta tltima equagao. Note que a
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forma das curvas 6 = const nao dependem da velocidade v, diferente do que acontece
com as curvas de t constante, como veremos mais adiante.

Outro ponto interessante a ressaltar observando a fig. 5.4 diz respeito as fronteiras
desta figura. Vemos que sobre as bordas do lado esquerdo do bloco, definidas por
(o1 =7)2,—7/2 <)y <7/2) e (—7/2 < o1 < T)2,¢1 = —7/2), = arcsin(v?/c?),
o que indica que tais bordas representem pontos do horizonte do buraco surdo. Da
mesma maneira, as bordas a direita da figura, definidas por (—7/2 < p; < 7/2,9; =
/2) e (p1 = —7/2,—71/2 < 1py < 7/2), representam pontos do horizonte do buraco
mudo uma vez que sobre esta superficie § = m — arcsin(v?/c?).

No caso das regioes supersonicas Tj e T3, os blocos mapeados pelas coordenadas
(po0,%0) € (p2,12) apresentam diferengas considerdveis com relacao ao bloco Ti,
devido ao fato de F' < 0 e principalmente por F' ser singular dentro dessas regioes.

Primeiramente, como

T dw
U +v;, =27 e U —v; =2 —
» Fw)
. o ~ .. AL . . T dw
e xrg = ag € To = ag sao os limites de abrangéncia da coordenada x, a integral fxo Fw)

dw

) serda sempre positiva. Deste resultado é

serda sempre negativa enquanto que fxz
facil verificarmos que (¢o — 1) < 0 e (w2 — 12) > 0. Em virtude desses vinculos,
estas coordenadas cobrem apenas metade do quadrado (—7/2 < ¢ < 7/2,—7/2 <
Y < m/2), de modo que os blocos correspondentes as regices Ty e T formam um
triangulo retangulo assim como podemos ver na fig. 5.4.

Para cada um dos dois blocos as linhas escuras, descritas pelas equagoes ¢y = g
e g = 1), representam pontos das singularidades § = 0 (no bloco Tp) e # = m (no
bloco T5).

O mesmo raciocinio utilizado para a regiao T; pode ser empregado aqui para
determinar as curvas de # constante. Estas curvas sao novamente representadas
na fig. 5.4 por linhas tracejadas. Um outro ponto em comum sao as trajetorias
nulas percorridas pelos raios de som, que se mantém curvas do tipo p; = const ou
W; = const.

Como anteriormente podemos ver que a fronteira superior de Ty definida por
(po = —m/2,—/2 < tpg < W/2) e (—7/2 < o < 7/2,79 = 7/2) sdo pontos do
horizonte do buraco surdo onde 6 = arcsin(v?/c?), ao mesmo tempo que sobre a

fronteira inferior de Ty, dada por (p2 = 7/2, —7/2 < 1y < w/2) € (—7/2 < g <
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Figura 5.3: Blocos Ty e T,

/2,100 = —7/2), § = ® — arcsin(v?/c?), representando pontos do buraco mudo.
Note que, em comparagdo com a regiao central, os valores das coordenadas (y;, 1)
na fronteiras nao singulares de Ty e Ty aparecem com os sinais invertidos em razao
de F' < 0.

Por fim, encaixando de maneira apropriada todos os trés blocos Ty, 17 e T,
montamos o diagrama de Carter-Penrose, ou diagrama conforme, do espago-tempo
acustico esférico associado a solugao (4.29). Este diagrama pode ser visto na fig.
5.4.

As linhas atravessando todos os blocos representam as curvas de ¢ constante!.
Como dissemos a alguns paragrafos acima, essas curvas dependem do forma da
velocidade v e nao sao facilmente obtidas como as curvas de € constante. Para obteé-
las impomos que dt = 0 e buscamos pela equacgao que deve ser satisfeita por cada
par de coordenadas (y;, ;) para que isso seja verdade. Vejamos um pouco mais a
fundo.

A imposicao dt = 0 implica na relagao

(2 —vHdr — rvdf = 0

'Devido a problemas numéricos nao foi possivel estender essas curvas préximo das fronteiras.

A linha pontilhada sugere a possivel extensao
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#=x |(Singularidade)

#=0 ISingularidade}

Figura 5.4: Diagrama de Carter-Penrose do espago-tempo actstico modelado pela
velocidade v = wv.vescl. As constantes 0, e 0y, representam respectivamente

0 = arcsin(v?/c?) e § = m — arcsin(v?/c?)
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entre as coordenadas 7 e 6. Supondo entao r = 1, esta equacao diferencial é reescrita
nas coordenadas u; e v; como b
1 F
(2 — Uz)a(dui + dv;) — UE(dui —dv;) =0,
ou ainda

(1 =v)du; + (1 +v)dv; =0

j4 que F' = (¢? — v?). Finalmente, nas coordenadas ¢; e 1; essa equacao diferencial
equivale a

sec? (1 — v)dp; + sec® V(1 4+ v)dyy; = 0, (5.12)

demonstrando a dependéncia das curvas t constante com a velocidade do fluido.

Como a dependeéncia de v com relagao as coordenadas ¢; e 1; nao é nada trivial
decidimos utilizar cdlculo numérico para encontrar as solugoes da equagao (5.12) e
portanto as curvas de t constante.

Para encerrar este capitulo convém mencionar que apés todas essas discussoes
somos capazes de tracar todas as trajetérias relevantes percorridas pelas ondas
sonoras se propagando no fluido em questao apenas visualizando o diagrama conforme
5.4, como por exemplo raios de som saindo de um ponto infinitesimalmente préximo
do horizonte § = m—arcsin(v?/c?) no infinito passado t = —oo e chegando infinitesimalmente
préximo do horizonte § = m—arcsin(v?/c?) no infinito futuro ¢t = co. Vemos também
a partir do diagrama 5.4 que qualquer raio de som produzido dentro da regiao 15, ou
seja, do buraco mudo nao é capaz de escapar, colapsando sempre na singularidade
em 0 = m.

Do ponto de vista classico, pensando no som sendo arrastado pelo fluxo do fluido,
essas trajetorias sao um tanto quanto intuitivas, permitindo até mesmo andar na
contra mao utilizando essa intuicao para entender melhor os préprios diagramas

conformes.

$E importante ndo confundir a coordenada nula v; com a velocidade do fluido v
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Capitulo 6

Acustica Geomeétrica

Apesar de termos demonstrado logo no inicio desta dissertacao que ondas sonoras
se propagando em um fluido ideal, barotrépico e irrotacional, restrito a uma esfera
de raio r, se comportam como campos de Klein-Gordon nao massivos sujeitos a
uma geometria efetiva, estabelecendo assim uma analogia entre a dinamica classica
das ondas sonoras e a dinamica relativistica dos campos escalares nao massivos, em
nenhum ponto foi realmente demonstrado que os raios de som, por serem tratados
como campos nao massivos no modelo analogo, devem percorrer geodésicas tipo luz
neste espacgo-tempo efetivo que chamamos de espaco-tempo acustico esférico.

Desta forma, nos propomos ao longo deste capitulo verificar esta propriedade
dos raios de som, utilizando para isso a aproximacao eikonal, também conhecida
como acustica geométrica. Pretendemos também calcular explicitamente a curvatura

escalar do espago-tempo acustico esférico sentido pelas ondas sonoras.
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6.1 Aproximacao eikonal

A forma mais realistica de descrever uma onda é considerar uma superposicao

de ondas planas:

O(t, 7) = / A(R)e =D qk dl, k. (6.1)

ao que damos o nome “pacote de onda”. Assim, podemos construir uma onda

localizada em uma regiao do espago e tempo escolhendo A(k) suficientemente concentrado

em torno do centro ko = Ik E|A(K)|2d®k. Neste caso vale a aproximacao em primeira

ordem
Q(k) ~ wo + V, - (k — ko), (6.2)
com
o2 .
(Vg); = BT - e wy = w(ko), (6.3)

-

onde w = Q(k), conhecida como relagao de dispersao, determina a forma como a
freqiiéncia w depende do vetor de onda k. Substituindo (6.2) no pacote de onda
(6.1) teremos

O(t, 7) ~ o Vom0l (0, 7 — V1)

e portanto

|B(t, )[? = |(0, 7 — V,t)[%.

Esta equagao mostra que a distribuigao de energia da onda sonora, |®|?, se propaga
a uma velocidade \_/; que chamamos de “velocidade de grupo”.

Quando a amplitude e a direcao de propagacao de uma onda variarem pouco
ao longo de tempos e distancias da ordem do periodo e do comprimento de onda,
o que pode ser observado no limite de altas freqiiéncias, podemos ignorar alguns
aspectos de natureza ondulatéria e introduzir o conceito de raios, isto é, curvas no
espaco-tempo cujos vetores tangentes a elas apontam na mesma direcao e sentido
de propagacao. Chamamos de aproximagao eikonal, ou de actstica geométrica, o
estudo das leis de propagacao do som sob tais condigoes.

Neste limite um campo escalar complexo ®(¢, Z) pode ser escrito na forma

O(t, 7) = A(t, 7)e D) (6.4)
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onde A é uma amplitude e ¢ é uma fase chamada de eikonal. Definimos em qualquer

ponto do espaco e do tempo o vetor de onda k e a frequéncia angular w como sendo

Et,T)=Ve e w(t,f):—%—f.

6.2 Raios de som como geodésicas tipo luz do
espaco-tempo acustico esférico

Considere o campo ¢ descrevendo as ondas sonoras no limite da actistica geomé-
trica se propagando em um fluido ideal, barotrépico e irrotacional sobre uma esfera
de raio r. Sendo assim, de acordo com o que foi discutido na se¢ao anterior, o campo
® pode ser colocado na forma (6.4). Por outro lado, do capitulo 2 sabemos que ®
satisfaz a equacdo de onda de Klein-Gordon V,V#® = 0. Substituindo entao (6.4)

nesta ultima equacao teremos
1
V., AVEp = —§AV,LV“<p (6.5)
V. VFA— (VFeV,p)A=0 (6.6)

correspondentes respectivamente a parte imaginaria e a parte real da equacao de
KG. Como no limite da actstica geométrica a amplitude A é suposta variar muito
pouco ao longo de tempos e distancias da ordem do periodo e do comprimento de

onda, a quantidade V,V*A é considerada desprezivel e a Eq. (6.6) se rescreve como
V“(pVM(p = O ) (67)

chamada de equacao do eikonal.

Definindo k* = V*p, podemos verificar que este vetor é o gerador das curvas
associadas aos raios de som. De fato, essas curvas sao geradas pelos vetores que
apontam na direcao de propagacao da onda que por sua vez sao perpendiculares as
frentes de onda definidas pelas superficies = const. Como estamos considerando
que a amplitude A varia pouco, essas superficies sao determinadas por ¢ = const e
portanto fica claro que o vetor k* = V*p (ortogonal as superficies de ¢ constante)
é perpendicular as frentes de onda.

Finalmente, derivando covariantemente a equagao do eikonal (6.7) obtemos
0=V.(V*eV,p) = 2(V*0) (V. V) = 26"V uk, (6.8)
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demonstrando que as curvas integrais de k*, e portanto os raios de som, sao geodésicas
tipo luz no espaco-tempo actstico esférico.
Expandindo a equagao (6.7) em termos das componentes da métrica acistica

inversa (2.58) teremos

VOV 10 = g"" 0,00, 0

= 9" (0rp)? + 29" 040050 + g7 0ip0;0

rt i Ci CE i
= (Orp)? + 20" 0000 — 5(3990)2 - m(%w)z + 007 0105

=0.
(6.9)

Usando as defini¢oes das quantidades clédssicas k e w dadas no final da secao passada,

esta equacgao pode ser reescrita na forma vetorial como

w? =27 Kw+[(7-k)? =32k =0, (6.10)

S

implicando na relacao de dispersao
Q=7-k+ck . (6.11)

Lembrando da equagao (6.3), concluimos que a velocidade de grupo associada a
relacao de dispersao acima é

~

V,=0+ck . (6.12)

Este resultado nos diz que os raios de som visto pelos observadores no referencial do
laboratério viajam a uma velocidade correspondente a soma vetorial da velocidade
do fluxo do fluido com a velocidade do som com relacao aos observadores coméveis

com o fluxo, o que é bastante consistente com toda nossa teoria.

6.3 A curvatura acustica

Pretendemos nesta secao calcular explicitamente a curvatura sentida pelos raios
de som, isto significa calcular a curvatura escalar R do espago-tempo acustico
esférico. Porém, como ja vimos no capitulo 5 as geodésicas tipo luz sao invariantes

por transformacao conforme e por esta razao, afim de facilitar os céalculos, iremos
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descartar o fator conforme p?/(c?r?) da métrica acustica (2.59), trabalhando portanto

com a métrica

—(F—vg)  —r*(vf) —r?sin’6(v])
Gy = —r2(vf) r? 0 , (6.13)
—r2sin? 0(v) 0 r?sin® 4
cuja inversa é
-1 —v} —Ug)
¢ = | ol (R - ) ol - (6.14)
—vf —vgvg [2/(r sin® ) — (v5)?]

Além disso iremos considerar apenas o caso de um fluido perfeito onde a velocidade
do som ¢, é uma constante, de modo que possamos, sem perda de generalidade,
considerar ¢; = 1.

Sabendo que a curvatura envolve termos dependentes os Simbolos de Christoffel
e de suas derivadas, nosso primeiro passo ¢é calcular esses objetos que representam

a conexao de Levi-Civita, dados por

1
Fgﬁ = §guy(aagy/g + 8ﬁgm — 6Vgag). (615)

Apesar de nao termos feito distingao alguma na subsecao 2.3.3, convém utilizarmos
aqui ff] para denotar os Simbolos de Christoffel* associados a métrica esférica e;;
(representada pelo elemento de linha (2.33)) e V sua respectiva derivada covariante
afim de nao gerar nenhuma confusao. Isto porque os Simbolos de Christoffel da
métrica acustica esférica dependerao em diversos momentos, como veremos a seguir,
dos coeficientes ff] Assim, a partir da Eq. (6.15) podemos obter o seguinte

resultado

0 — 7). _ Tk
0 — vigdD.. + Loy, otk
[0 = v'v’ Di; + 50700505

ng = —’Ule'j — 1vjvk6?iejk

= TP T atnae (6.16)
Gk = V' Dy — v'uly + T

b = =0’ — evFdjuy, + vivIvP Dy + %vivjvkvlajekl — %eijvkvlﬁjekl

0; =~V Dy; + e*Qy; — vl gd;e®

*Note que utilizamos apenas indices latinos pois o tempo nao tem significa neste caso.
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onde

1 1
Dz’j = 5(82'1]3' -+ 83-@2-) e Qij = 5(8@ — iji)

Lembrando que os indices espaciais das componentes da velocidade v* sao abaixados
e levantados pela métrica esférica e;;, isto é, v; = e;;07 e v' = e“v;. Entretanto, é
possivel demonstrar que

Jjk _ J
vjvR0;e —2v ka‘”,

0 que nos permite escrever

Y = D;; — u L%,

Yy = v’ (Dy; — kaf])

T = —v7(Dij — wl}y)

I = v (Dji — Ulfé-k) + fzk

[iy = =0 — vk (v, — uy Jk) + vivioR(Djy — vlf‘ék)

Féj = —UiUk(Djk — vlFék) + eZkaj .

(6.17)

Esses coeficientes podem ainda ser reescritos de uma forma mais compacta dada

por
Y = D
Iy = v'v?(Dy;)
10 = —vi(D;
o=""Dy) (6.18)
by = —0p' — eijvk@jvk + vivjvk(ﬁjk)
Féj = —vivk(f)jk) + eikaj ,
onde

Dij = @{ﬂ}j} = Dij — kak

Booe Q= Vi =y
sao a taxa de deformacao e a taxa de rotacao do fluido respectivamente.

Uma vez obtido os coeficientes da conexao podemos calcular a curvatura escalar
R do nosso espaco-tempo acustico contraindo adquadamente os indices do tensor de
Riemann R,,,°. Mais especificamente, sabemos que R ¢ igual ao trago do tensor de

Ricci R, ou seja, R = g R,,,. As componentes do tensor de Ricci por sua vez sao

calculadas a partir do tensor de Riemann da seguinte forma:
R, = R0
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Como as componentes do tensor de Riemann sao dadas por

R,uowa = aaFZV - aqu,, +Irere —1° 17

wv pa av™ pp

a forma mais geral da curvatura escalar em fungao dos Simbolos de Christoffel do

espago-tempo considerado é

R = ¢™[0,1%, — 8,I'%, + T8, I% — T2, T . (6.19)

pv pa av® pp

Aplicando essa relagdo para os coeficientes dados em (6.18) obtemos apds um

calculo extenso e trabalhoso o seguinte resultado:

R= 2[8t(@ivi) + v’@z(@kvk)] + (@ivi)Q + eikejlﬁklﬁij - viijij + R, (6.20)
onde R e Rij representam respectivamente a curvatura escalar e o tensor de Ricci
da métrica esférica e;;.

Relacionando os termos dessa expressao com o formato vetorial discutido na

subsecao 2.3.3, a curvatura escalar é reescrita como

d - S . N R

Neste formato é possivel compararmos a curvatura encontrada aqui para o espago-
tempo actstico esférico com a curvatura do espago-tempo actstico construido sobre
um espago 3-dimensional euclidiano (veja pag. 88 de [45]). Vemos que os termos

adicionais —v"v/ R;; e R sdo justamentes associados & curvatura da esfera S2.
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Capitulo 7

Conclusoes

7.1 Sumario dos principais resultados

Buscando verificar a validade dos resultados ja conhecidos na area dos andlogos
gravitacionais em matéria condensada para o caso no qual o préprio fluido esta
imerso em um espaco de geometria nao plana, demonstramos que as ondas sonoras
se propagando em um fluido ideal, barotrépico e irrotacional, vinculado a uma esfera
S? de raio r, podem ser descritas como um campo escalar de Klein-Gordon nao
massivo sujeito a uma geometria efetiva. Em outras palavras, isto significa dizer
que o campo P associado a velocidade das perturbagoes sonoras satisfaz a equagao
de Klein-Gordon nao massiva para uma métrica efetiva g,,, denominada métrica
acustica esférica.

Esta métrica efetiva, (2.59), que descreve a geometria do espago-tempo actstico
esférico experimentado pelo som é uma métrica lorentziana cujas componentes dependem
da velocidade do som local ¢, da densidade do fluido p e da velocidade v do fluxo.
Desta forma, a dinamica da métrica e portanto da geometria do espago-tempo
acustico esférico é governada nao pelas equagoes relativisticas de Einstein, mas pelas
equacoes classicas da hidrodinamica.

Com respeito ao espago-tempo acustico esférico, vimos que este espaco-tempo
de topologia R x S2, e portanto espacialmente compacto, é globalmente hiperbélico
de modo que pode ser folheado pelas hiperficies tridimensionais tipo espago i,
chamadas de superficies de Cauchy. Ademais, segundo a nocao relativistica de

estacionaridade e estaticidade, verificamos que o espaco-tempo actistico esférico sera
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estacionario quando as componentes da métrica actstica forem independentes do
tempo (0pg,, = 0) e o fluxo for subsoénico (|U] < ¢,), enquanto que o mesmo serd
estético se for estacionério e o fluxo @ for normal as superficies de (¢2—v?) constante.

Apesar de nao ser possivel simular exatamente a métrica de um buraco negro
de Schwarzschild, mesmo porque o espago-tempo actstico esférico é espacialmente
compacto, propusemos no Cap. 4 algumas solugoes para as variaveis hidrodinamicas
(U, p, ¢s), capazes de modelar espagos-tempos dotados de horizontes sonicos e ergoregioes
(como definido no préprio capitulo), produzindo um buraco mudo/surdo, ou seja,
um analogo de um buraco negro e de um buraco branco.

Para obter tais solugoes foram consideradas duas situagoes distintas. Em uma
delas supusemos o fluido sobre a esfera S? submetido a forcas externas conservativas,
descritas pelo potencial ¥. Em um outro momento, tendo em vista as dificuldades
praticas de confeccionar um potencial de forcas qualquer, supusemos o fluido livre
de forcas externas, confinado entretanto, a uma casca esférica de espessura variavel.
Apesar da impossibilidade de estabelecer uma relagdo de equivaléncia entre uma
situagao e a outra, os dois métodos empregados fornecem solugoes interessantes.

No que concerne a estrutura causal, verificamos que o espaco-tempo acustico
esférico é causalmente estavel, nao apresentando assim nenhuma patologia causal
capaz de gerar um paradoxo fisico. Referente ainda a este assunto, construimos
o diagrama de Carter-Penrose, ou diagrama conforme, do espago-tempo acustico
esférico associado & uma solugao especifica de (¥, p, ¢;), modelando um buraco mudo
e um buraco surdo estacionario. O diagrama conforme deste espago-tempo efetivo,
constituido de trés diferentes blocos separados pelos horizontes sonicos do buraco
mudo e do buraco surdo, permitiu a visualizagao global das trajetérias percorridas
pelos raios de som.

No Cap. 6 mostramos que no limite da actstica geométrica os raios de som
seguem geodésicas tipo luz do espaco-tempo efetivo. Este resultado era esperado
uma vez que as ondas sonoras se comportam como um campo nao massivo neste
espaco-tempo. Ainda neste capitulo calculamos a curvatura escalar deste espaco-
tempo acustico, verificando que a mesma depende de derivadas espaciais e temporais
da velocidade e além da dependéncia, implicita e explicitamente, da curvatura da

esfera.

94



7.2 Observacoes finais

E extremamente importante apontarmos ao fim desta dissertacao que, talvez por
ser um trabalho essencialmente tedrico, tenhamos nos afastado em alguns momentos
da realidade pratica dos modelos hidrodinamicos apresentados aqui, sobretudo ao
propor, no Cap. 4, solugdes para as equagoes da dinamica dos fluidos (a equagao da
continuidade e a equacao de Euler).

Sabemos que o modelo utilizado para encontrar essas solucoes é ideal e nao leva
em conta o problema da estabilidade das solugoes e nem considera o aparecimento de
frentes de choque das solugoes supersonicas. Além disso, algumas solugoes propostas
divergem nos pélos da esfera, algo certamente nao realistico.

Contudo, esperamos que essas dificuldades praticas que acabamos de ressaltar
nao tirem os créditos deste trabalho de mestrado. Nao pretendiamos com ele
viabilizar a construcao destes modelos em laboratério, mas apenas apresentar as
possibilidades que a teoria nos oferece.

Deixando de lado toda essa discussao tedrica-experimental, como foi mencionado
logo na introducao desta dissertacao e comprovado ao longo dela, os modelos andlogos
em matéria condensada, por mais ideais que sejam e dificeis de serem colocados em
pratica, constituem um excelente modelo didatico. De fato, podemos nos servir de
toda a intuicao classica que temos para compreendermos melhor alguns conceitos
da Relatividade Geral, como por exemplo estacionaridade, horizontes de eventos e

ergoesfera.

7.3 Perspectivas

Os andlogos gravitacionais em matéria condensada constituem um étimo exemplo
de sistemas cujas propriedades geométricas sao descritas por métricas lorentzianas
mas cuja dinamica nao é governada pelas equagoes de Einstein. Este fato nos faz
refletir profundamente sobre o grau de conexao entre a cinematica da Relatividade
Geral e a sua dinamica, isto é, o quao dependente a geometria lorentziana é do
principio de equivaléncia de Einstein, das suas equacoes e da gravidade. Neste
sentido, talvez experiéncias futuras com sistemas de matéria condensada possam

nos guiar em direcao a respostas mais concretas sobre a independéncia de certas leis
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da Relatividade Geral com relagao a forma das equacoes de Einstein.

Além disso, no mesmo contexto da discussao desenvolvida na se¢ao 2.4, quando
comparamos o limite das altas energias para os sistemas em matéria condensada
com a escala de Planck para a gravitacao, o estudo dos analogos estao fornecendo
importantes pistas de como modelos tedricos de diferentes fenomenos gravitacionais
podem mudar levando em conta os conhecimentos prévios que temos da estrutura
microscopica da matéria. Um exemplo disto é visto na proposta das relagoes de
dispersao modificadas na tentativa de resolver o problema das frequéncias trans-

planckianas que surge na radiacao Hawking.
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