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Resumo

Sistemas dinamicos hibridos se diferenciam por exibir simultaneamente variados tipos de com-
portamento dindmico (continuo, discreto, eventos discretos) em diferentes partes do sistema.
Neste trabalho foram estudados resultados de estabilidade no sentido de Lyapunov para siste-
mas dinamicos hibridos gerais, que utilizam uma noc¢do de tempo generalizado, definido em
um espaco métrico totalmente ordenado. Mostrou-se que estes sistemas podem ser imersos
em sistemas dinAmicos descontinuos definidos em R™, de forma que sejam preservadas suas
propriedades qualitativas. Como foco principal, estudou-se resultados de estabilidade para sis-
temas dinamicos descontinuos modelados por semigrupos de operadores, em que os estados do
sistema pertencem a espacos de Banach. Neste caso, de forma alternativa a teoria cldssica de
estabilidade, os resultados ndo utilizam as usuais fun¢des de Lyapunov, sendo portanto mais
faceis de se aplicar, tendo em vista a dificuldade em se encontrar tais fungdes para muitos sis-
temas. Além disso, os resultados foram aplicados a uma classe de equacdes diferenciais com
retardo.

Palavras-chave: Sistemas dindmicos hibridos; Sistemas dinamicos descontinuos; Semigrupos;
Estabilidade de Lyapunov; Equag¢des diferenciais funcionais; Aplica¢do de imersao.



Abstract

Hybrid dynamical systems are characterized for showing simultaneously a variety of dy-
namic behaviors (continuous, discrete, discrete events) in different parts of the System. This
work discusses stability results in the Lyapunov sense for general hybrid dynamical systems
that use a generalized notion of time, defined in a completely ordered metric space. It has been
shown that these systems may be immersed in discontinuous dynamical systems defined in R,
so that their quality properties are preserved. As the main focus, it is studied stability results for
discontinuous dynamical systems modeled by semigroup operators, in which the states belong
to Banach spaces. In this case, an alternative to the classical theory of stability, the results do
not make use of the usual Lyapunov functions, and therefore are easier to apply, in view of the
difficulty in finding such functions for many systems. Furthermore, the results were applied to
a class of time-delay discontinuous differential equations.

Keywords: Hybrid dynamical systems; Discontinuous dynamical systems; Semigroups; Lya-
punov stability; Functional differential equations; Embedding mapping.
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1 Introducao

Neste trabalho, estudamos resultados de estabilidade para sistemas dindmicos hibridos e
sistemas dinamicos descontinuos modelados por semigrupos de operadores. No primeiro caso,
os resultados sdo abordados através de aplicacdes que preservam estabilidade (ou funcgdes de
Lyapunov); no segundo, os resultados tomam como base a teoria de semigrupos e nao envolvem
as usuais fun¢des de Lyapunov. Os resultados sdo bastante abrangentes e podem considerar
sistemas de dimensao finita e infinita; para exemplificar, aplicamos os resultados a classes de

equagdes diferenciais com retardo lineares e ndo-lineares.

A anélise qualitativa de sistemas dinamicos tem sido objeto de estudos hd muitos anos
e apresenta resultados consistentes e muito utilizados em vdrias dreas da ciéncia. Contudo,
com o avan¢o da tecnologia, tem-se evidenciado o aparecimento de sistemas dinamicos com
elevado grau de complexidade, cujos tratamentos diferem dos processos tradicionais. Tais sis-
temas se diferenciam por exibir simultaneamente variados tipos de comportamento dindmico
(continuo, discreto, eventos discretos) em diferentes partes do sistema, envolvendo, portanto,
diferentes no¢des de "tempo", de tal forma que a descri¢do do sistema pode envolver um misto
de equagdes, como equagdes diferencias ordindrias, equacdes diferenciais funcionais, equagoes
integro-diferenciais de Volterra e assim por diante. Sistemas com esta caracteristica sdo conhe-
cidos como sistemas dindmicos hibridos (trabalhos como (1, 2, 3) abordam esse conceito de
forma especifica). As pesquisas envolvendo estes sistemas motivaram a publicacio de varios
trabalhos em que a escolha do modelo do sistema hibrido depende do objetivo da andlise. Sendo
assim, os resultados apresentados referem-se a modelos especificos destinados a aplicagdes es-

pecificas. Em particular citamos (4, 5, 6, 7, 8, 9, 10).

Recentemente, com o intuito de tornar mais ampla a andlise qualitativa destes sistemas,
alguns autores desenvolveram um modelo para sistemas dindmicos hibridos gerais, utilizando
uma nocdo de tempo generalizado, definido em um espaco métrico totalmente ordenado. Este
conceito foi inicialmente abordado em (11, 12), e posteriormente foram publicados vérios tra-
balhos que tratam da anélise qualitativa desses sistemas, como (13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20).

Para esse novo modelo, utiliza-se também o conceito de aplicacdes que preservam estabilidade,
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no lugar das funcdes de Lyapunov, na andlise qualitativa dos sistemas. Dentre os trabalhos pi-
oneiros que abordam esse conceito destacamos (21, 22, 23). Destacam-se também os trabalhos

(24, 25), que retnem vdrios dos trabalhos anteriores e expdem os resultados obtidos.

Os trabalhos citados anteriormente (em particular (12, 16, 18)) mostram que sistemas di-
namicos hibridos definidos em um espago tempo generalizado podem ser imersos em sistemas
definidos em R, com deslocamentos que geralmente sdo descontinuos com relagio ao tempo.
Neste contexto, a andlise de estabilidade de sistemas dindmicos descontinuos era inicialmente
tratada para sistemas de dimensao finita, modelados por equagdes diferenciais ordindrias. A
abordagem destes sistemas em espacos métricos com dimensao infinita foi estabelecida pe-
los trabalhos citados anteriormente (em particular (24, 25)). Ainda assim, considerando-se as
aplicacdes, algumas vezes os resultados obtidos necessitavam de uma andlise adicional, mais
especifica. Nesse sentido, surgiram recentemente dois trabalhos que consideram a andlise de es-
tabilidade para sistemas dindmicos descontinuos de dimensao infinita modelados por equacdes
diferencias com retardo,(26), e semigrupos lineares e ndo-lineares, (27). Posteriormente, em
(28), os autores apresentaram resultados de estabilidade para sistemas dinamicos descontinuos
de dimensao infinita determinados por problemas abstratos de Cauchy em espacos de Banach.
Reunindo os resultados anteriores, em (29) os autores apresentam resultados de estabilidade
para sistemas dindmicos continuos, discretos e descontinuos, mostrando que os resultados clés-
sicos para sistemas dindmicos continuos podem ser obtidos dos resultados para sistemas des-
continuos, observando assim que os resultados obtidos em (11, 18) sdo mais gerais do que se

esperava.

Apresentamos agora uma breve descricdo do trabalho. O trabalho estd dividido em cinco
capitulos e dois apéndices. No Capitulo 2 tratamos da teoria de sistemas dindmicos hibridos
e dos resultados de estabilidade de Lyapunov. O capitulo estd dividido em cinco se¢des. Na
Secdo 2.1, fazemos uma breve introducdo citando trabalhos relevantes da area; na Sec¢do 2.2,
definimos sistemas dinamicos hibridos em espacos métricos equivalentes fazendo uso de um
conceito de tempo generalizado, e apresentamos as noc¢des de estabilidade no sentido de Lya-
punov, sendo que as definicdes de estabilidade sdo dadas com relacdo a conjuntos invariantes;
na Sec¢do 2.3, fazemos uma discussdo da teoria que mostra que todo sistema dindmico hibrido
pode ser imerso em um sistema dindmico descontinuo definido em R* através de uma aplica-
¢ao de imersdo adequada, no sentido de que eles podem ser comparados e de forma que esta
imersdo preserve as propriedades qualitativas do sistema; na Secdo 2.4, apresentamos uma teo-
ria alternativa para a andlise qualitativa de sistemas dindmicos hibridos e descontinuos, que faz
uso das aplicagdes que preservam a estabilidade do sistema, de forma que estudo qualitativo

possa se dar no contexto da teoria da comparacdo. Tais aplicacdes generalizam as funcdes de



1 Introdugdo 13

Lyapunov, e recebem este nome por estabelecer a equivaléncia entre as propriedades qualitati-
vas de conjuntos invariantes de sistemas distintos, possibilitando concluir sobre a estabilidade
do conjunto invariante de um sistema desde que se conhega previamente as propriedades qua-
litativas do outro; na Secdo 2.5, estabelecemos os principais resultados do capitulo, no que se
refere a estabilidade de conjuntos invariantes. Os teoremas derivam dos resultados existentes
para sistemas de tempo continuo, porém sdo mais abrangentes que estes, uma vez que conside-
ram as informagdes nos pontos de descontinuidade do sistema, exigindo que sejam satisfeitas
condi¢gdes menos restritivas, podendo ser aplicados a sistemas de dimensao finita e infinita. Sao
apresentados quatro teoremas que fornecem condig¢des suficientes para invariancia, estabilidade

uniforme, estabilidade uniforme assintética, estabilidade exponencial e instabilidade.

No Capitulo 2 os resultados apresentados fazem uso das fungdes de Lyapunov no estudo
da estabilidade. A desvantagem desse método € que nem sempre € possivel, com um esforco
aceitdvel, encontrar funcdes desse tipo para determinados sistemas. No entanto, para uma classe
de sistemas em que os deslocamentos determinam semigrupos, € possivel estabelecer resultados
que nao fazem uso das fun¢des de Lyapunov, mas sdo amparados pela teoria de semigrupos.
Portanto, no Capitulo 3, nosso objetivo foi estudar os resultados para esta classe. O capitulo
estd dividido em trés sec¢des; na Secao 3.1, fazemos uma introdugao e damos uma idéia geral do
tipo de sistemas dindmicos descontinuos que estamos interessados. Estes sistemas sdo obtidos
através de uma familia de sistemas determinados por problemas abstratos de Cauchy em um
espaco de Banach X; na Sec¢do 3.2, definimos os casos particulares de SDD determinados por
semigrupos lineares e ndo-lineares, para os quais sdo estudados os teoremas de estabilidade; na
Secdo 3.3, apresentamos os principais resultados do capitulo, considerando os sistemas dados
na Secdo 3.2, e estabelecemos resultados de estabilidade para as solucdes triviais dos sistemas
que ndo fazem uso das fungdes de Lyapunov e podem ser aplicados a uma grande classe de

sistemas de dimensao finita e infinita.

No Capitulo 4, aplicamos os resultados da Secdo 3.2 para uma classe de equacdes dife-
renciais ordindrias e para equagdes diferenciais funcionais com retardo lineares e nio-lineares,
desde que estas classes determinam sistemas em que os deslocamentos geram semigrupos de

operadores.

No Capitulo 5 discutimos brevemente os conceitos e resultados abordados no trabalho e

apresentamos algumas sugestoes de trabalhos futuros.

Como forma de complementacdo, no Apéndice A apresentamos aspectos basicos da teoria
de semigrupos necessarios ao desenvolvimento do trabalho. Neste apéndice, fizemos uma in-

troducao sobre o desenvolvimento de semigrupos e apresentamos, sem demonstragdes, os prin-
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cipais resultados desta teoria. No Apéndice B, enunciamos novamente os teoremas principais
de Lyapunov, desta vez demonstrando-os de forma direta a partir das defini¢des de estabilidade,
desde que, no Capitulo 2, as demonstracdes destes teoremas sdo feitas por meio de sistemas
de comparagdo adequados, ou seja, através da teoria de comparacao. O processo € interessante

pois ajuda a elucidar os conceitos e defini¢des apresentados no inicio do Capitulo 2.

Por todo o trabalho falamos de sistemas dindmicos de dimensao finita e infinita, bem como
sistemas dindmicos continuos (SDC) e sistemas dinamicos descontinuos (SDD). Nesse sentido,
um sistema possui dimensao finita se a dimensao do espaco estado for finita, caso contrario, o
sistema possui dimensdo infinita. Dizemos que o sistema dindmico € continuo quando todos
os deslocamentos sdo continuos com relacdo ao tempo; quando algum dos deslocamentos €

descontinuo com relagdo ao tempo, temos um sistema dindmico descontinuo.

A medida que se fez necessdrio a notacdo foi definida ao longo do trabalho. Para facilitar a

leitura, todavia, apresentamos aqui a notacao mais empregada.

Para este trabalho R denota o conjunto dos nimeros reais, R* o conjunto dos niimeros reais
nao-negativos, N o conjunto dos inteiros ndo-negativos. R" denota o espaco n-dimensional e se
x € R", entdo x” = (x1,x2,...,x,) denota a transposta de x. Denotamos por R"*™ o conjunto das

matrizes reais n X m, e se B = [b; j] axm € R™™ entdo BT denota a transposta de B.

Denotamos um espaco métrico X com métrica d por (X,d), e por d(a, M) a distdncia de um

elemento a € X ao subconjunto M C X.

Dados os conjuntos X e Y, denotamos por C[X,Y] o conjunto de todas as aplicagdes conti-
nuas de X para Y, e por C¥[X,Y] o conjunto das aplicagdes com derivadas continuas de ordem
k. Denotamos por f : U — W a aplicagdo de U para W e por {U — W} o conjunto de todas as
aplicacdes de U para W.

Seja y: [0,r1] — RT (respectivamente ¥ : RT — R™). Dizemos que a fungio v € C[[0,r{] —
R™] (respectivamente ¥ € C[RT — R*]) pertence a classe K (ou seja, ¥ € K), se w(0) =0e
se ¥ € estritamente crescente em [0, 7] (respectivamente, em R*). Se y:— R, se y € K e

lim, o (r) = oo, entdo dizemos que y pertence a classe KR.

Dadas duas fungdes f, g € C[R,R], dizemos que f(r) = 0(g(r)) quando r — 0, se lim,_, %

Dada uma fungdo x : R — X, denotamos x(77) := limg_ ¢+ x(7 — ).
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2  Sistemas Dinamicos Hibridos

2.1 Introducao

Na introducd@o do trabalho comentamos sobre o modelo geral de sistemas dinamicos hi-
bridos que vem sendo estudado. Dedicamos este capitulo ao estudo destes sistemas, mais es-
pecificamente ao estudo da teoria de estabilidade para conjuntos invariantes em tais sistemas.
No entanto, mostraremos nas se¢Oes seguintes que estes sistemas podem ser abordados como
sistemas dinamicos descontinuos definidos em R e, a partir dai, desenvolveremos o restante do

trabalho considerando sistemas do dltimo tipo.

Como uma primeira etapa do trabalho, nosso objetivo neste capitulo é fazer um estudo ge-
neralizado. Assim, a teoria desenvolvida aqui tem um carater geral e retine algumas tendéncias
recentes em andlise qualitativa de estabilidade apresentadas em (11, 12, 16, 18, 25, 24, 30). Em
uma segunda etapa, consideraremos no capitulo seguinte o caso especial em que os sistemas
dindmicos descontinuos sao modelados por semigrupos de operadores, estabelecendo assim re-

sultados mais particulares da teoria.

2.2 Caracterizacoes Qualitativas

Nesta se¢do, definimos sistemas dinamicos hibridos em espacos métricos equivalentes fa-
zendo uso de um conceito de tempo generalizado e apresentamos as no¢des de estabilidade no
sentido de Lyapunov, sendo que as defini¢des de estabilidade sdo dadas com relag@o a conjuntos

invariantes.

Antes de definir um sistema dindmico hibrido, precisamos definir os conceitos de espaco

tempo, espacos métricos equivalentes e deslocamento.

Definicao 2.1. Um espaco métrico (T,p) é chamado um espago tempo se,

(i) T é completamente ordenado com relacdo de ordem <;

(ii) T possui um elemento t,,;, € T, ou seja, todot € T satisfaz ty,in < t;
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(iii) Para todo ty, tp, t3 € T tal que t) < t, < 13, tem-se p(t1,13) = p(t1,t2) + p(t2,13);

(iv) T é ilimitado superiormente, equivalentemente, para todo M > 0, existe t € T tal que

P (tmin,t) > M.

Quando estiver claro no contexto, denotaremos por 7', no lugar de (T, p), o espago tempo.

Definicdo 2.2. Dois espacos tempo T e T' sdo equivalentes se existe uma aplicacdo isométrica
h:T — T, tal que h preserva as relagoes de ordem em T e T. Neste caso diz-se que T e T sdo

equivalentes com respeito a h.

Para simplificar, usaremos a notagdo T ~ T para dizer que T e T sdo equivalentes. Da
mesma forma, quando 7, C T, T, C T, usaremos a notagio (T, T,) ~ (T, T,) para dizer que T e
T sdo equivalentes (com respeito a k), e também 7T, e T,, sdo equivalentes (com respeito a hr,, a

restricdo de h a T,), sendo que T, denotard um conjunto de tempos iniciais.

Definicio 2.3. Sejam (X,d) um espaco métrico e A C X. Seja (T,p) um espaco tempo com
T, CT. Dados a € A, t, € Ty, a aplicagdo p(-,a,t,) : Tf 1, — X € chamada um deslocamento

emT se

(i) Tf 1, € um subconjunto de um espago tempo Te (T,Tf ,,) € equivalente a (T, Tf ;) com
respeitoah: T — T, sendo que ch,o ={teT:t,=<t, p(t,t,) <lz} é um subconjunto de

T el > 0 é finito ou infinito, dependendo de p(-,a,t,);
(ii) p(h(t,),a,t,) = a.

Podemos agora definir o conceito de sistema dinamico hibrido.

Definicao 2.4. Uma familia de deslocamentos em T é definida como sendo o subconjunto
Sc{p(-,a,t,) € A: p(h(ty),a,t,) =a}, sendo A= U(a,t,,)eAxTo{Tal?t(, — X}, p um deslocamento
com condigdo inicial (a,t,) e dominio ch 1, € sendo h unicamente determinada pelo desloca-
mento especifico p(-,a,t,). Nos denominamos a quintupla {T,X ,A,S,T,} um sistema dindmico
hibrido (SDH ).

Resguardadas as devidas consideracdes, usaremos Ta,t,, no lugar de Tf 1,» embora para des-
locamentos p (-, a,t,) diferente de p,(-,a,t,), possamos ter Ta’? ; diferente de Ta’? 7~ Observamos
ainda que o deslocamento (-, a,t,) : T, — X estd definido em T,,;, C T, € que 0 espago tempo
T depende do deslocamento particular j(-,a,t,) e pode variar com deslocamentos diferentes.
Porém, cada T é equivalente a um espago tempo T pré-especificado, sendo assim, qualquer
deslocamento j(-,a,t,) : T,;, — X pode ser tratado como uma aplicagdo p(-,a,t,) : Tps, — X

definidaem 7;,;, C T.
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Definicdo 2.5. Seja {T,X,A,S,T,} um SDH, dizemos que o conjunto M C A é invariante com
respeito ao sistema S, se a € M implica p(-,a,t,) € M para todo t € T,,,, todo t, € T, e todo
p(-,a,t,) €8S.

Por simplicidade, usaremos apenas "M é um conjunto invariante de S", ou entdo "(S,M) é
invariante", no lugar de "o conjunto M € invariante com respeito a S". A mesma terminologia

serd adotada nos conceitos de estabilidade.

Definicio 2.6. Seja {T,X,A,S,T,} um SDH, dizemos que x, € A é um equilibrio (ou ponto de

equilibrio) do sistema se o conjunto {x,} é invariante com respeito a S.

Definicio 2.7. Seja {T,X,A,S,T,} um SDH, dizemos que (S,M) é estdvel se para todo € > 0
e todo t, € T,, existe um 0 = 8(€,t,) > 0 tal que d(p(t,a,t,),M) < € para todo t € T,;, e todo
p(-,a,t,) €S, sempre que d(a,M) < 8. Quando & = 6(¢€), dizemos que (S,M) é uniformemente

estdvel.

Definicdo 2.8. Seja {T,X,A,S,T,} um SDH, dizemos que (S,M) é assintoticamente estdvel se
(S,M) é estdvel e atrativo, ou seja, é estdvel e para qualquer t, € T,, existe um n = 1(t,) >0

tal que limy_..d(p(t,a,t,),M) = 0 para todo p(-,a,t,) € S, sempre que d(a,M) < 1.

Observacao 2.1. O conjunto dos pontos a € A que satisfazem a definicdo acima é chamado

Dominio de Atragdo de (S,M) para o tempo t,,.

Definicao 2.9. Seja {T,X,A,S,T,} um SDH, dizemos que (S,M) é uniformemente assintotica-
mente estdvel se (S,M) é uniformemente estdvel e uniformemente atrativo, ou seja, é uniforme-
mente estdvel e existe um 6 > 0 (independente de t,) e para todo € > 0 existe um T = t(€) > 0
(independente de t,) tal que d(p(t,a,t,),M) < € para todo t € {t € Tp,, : p(t,t,) > T} e todo
p(-,a,t,) € S, sempre que d(a,M) < 0.

Observacao 2.2. O conjunto dos pontos a € A que satisfazem a definicdo acima é chamado
Dominio de Atragdo de (S,M).

Definicdo 2.10. Seja {T,X,A,S,T,} um SDH, dizemos que (S,M) é exponencialmente estd-
vel se existe um a > 0, e para todo € > 0 e todo t, € T,, existe um § = §(¢€,t,) > 0 tal que
d(p(t,a,t),M) < ge=%Pt1) paratodot € T, e todo p(-,a,t,) € S, sempre que d(a,M) < 8.

Por todo este capitulo, adotaremos os seguintes conceitos de instabilidade.

Definicdo 2.11. Seja {T,X,A,S,T,} um SDH, dizemos que (S,M) é instdvel se para todo
0 >0, existe um p(-,a,t,) € S, com t, independente de 6, e umt; € Ty, , tal que d(a,M) < S e
d(p(t1,a,t,),M) > &,, para algum €, > 0 que € independente de 5.
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Definiremos também o conceito de instabilidade completa, antes porém, necessitamos dos

seguintes conceitos.

Definicao 2.12. Seja {T,X,A,S,T,} um SDH e seja M C A. Dizemos que o conjunto M é
proprio com respeito a S, se para todo 6 > 0, existe um p(-,a,t,) € S com Ty, #0 e 0 <
d(a,M) < 0.

Definicdo 2.13. Um SDH {T,X,A,S1,T,} €é chamado um subsistema de um SDH
(T,X,A,S,T,} se X, CX, A CAeS, CS.

Definicao 2.14. Seja {T,X,A,S,T,} um SDH, dizemos que (S,M) é completamente instdvel se

para todo subsistema S de S tal que M é préprio com respeito a S, (S,M) é instdvel.

Exemplo 2.1. Os SDH da forma como foram definidos aqui envolvem uma classe bastante
ampla de sistemas. Para o caso de dimensdo finita, o sistema a seguir pode ser usado para

exemplificar os conceitos definidos anteriormente. Consideremos o sistema descrito por

2.1

x(t) = f(x(r)) + Bu(k), k<t <k+1
u(k+1) =Cu(k)+Dx(k), keN,

sendot € RY, x(t) € R", u(k) e R™, f € C'[R",R"], £(0) =0, BER™™ CcR™™¢DcR"™ ™",

O sistema acima constitui um caso particular de SDH, em que o espaco tempo é dado por
T:={(t,k) eR*:1>0, k=[r]},

sendo que |t] denota a parte inteira de t.

O espaco T é munido da métrica p, satisfazendo, para todo ry = (t1,ky) €T, ry = (f2,k3) €
T, comt; € [ki,ki+ 1), i = 1,2, a propriedade p(r1,r2) = |t —t1|. Além disso, T é comple-
tamente ordenado, de forma que r; < ry se, e somente se, t| < t;. Neste caso temos T, =
{(k,k) € R? : k € N}, e os deslocamentos do sistema sédo da forma p(r) = [x(t)T,u(k)T]T, com
r=(t,k) € T. Além disso, o espago estado é X =R" xR™ e A C X.

Observamos ainda que este sistema pode ser visto como a interconexdo de dois subsistemas,
um regido por uma equacdo diferencial ordindria, definida em R™ (tempo continuo), e outro
regido por uma equagdo de diferenca ordindria, definido em N (tempo discreto). Mas o sistema
inteiro estd definido em T C R™ x N. Esbocamos uma representagdo grdfica para o espago T

deste exemplo.
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Figura 2.1: Representagdo grafica de T para o Exemplo 2.1

2.3 Imersao de um SDH em um Sistema Dinamico Desconti-
nuo

Existem algumas dificuldades em se trabalhar com sistemas dindmicos hibridos com espago
tempo da forma como foi definido, como o fato de que estes sistemas em geral sdo complexos
e envolvem convergéncia com relagdo ao tempo generalizado. No entanto, é sempre possivel
transformar um sistema desse tipo em outro com propriedades idénticas, definido em um sub-
conjunto de R, de forma que seja facilitada sua andlise e que se possa utilizar os resultados bem

conhecidos para sistemas definidos em R.

Esta transformacao € feita, na verdade, por uma aplicagcao de imersdo adequada, no sentido
de que eles podem ser comparados e de forma que esta imersao preserve certas propriedades.

Para isso, definimos a aplica¢do g : T — R tal que
(i) g(tmin) = 0, sendo t,,;, 0 menor elemento em 7T';
(ii) g(t) = p (¢, tmin) PATat # tyin.

Note que g é uma bijecdo de 7 em R} = g(7T'). Além disso, para quaisquer t1,t; € T tais que
1 <, tem-se p(t1,12) = g(t2) —g(t1), uma vez que g(12) = P (tmin,12) = P (tmin,11) + P (t1,12) =
() +p(1,12).
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Antes de definirmos a imersio de um SDH, necessitamos definir a imersdo de um desloca-

mento.

Defini¢iio 2.15. Sejam {T,X,A,S,T,} um SDH e x um elemento fixo de A, sejag:T — R" a
aplicagdo de imersdo definida anteriormente. Suponha que p(-,a,t,) € S é um deslocamento
definido em T,;,. Seja R} = {r e R :r > r,} e seja p(-,a,r,) : R} — X uma funcdo com as

seguintes propriedades:

(i) ro = g(to>;
(ii) p(r,a,r,) = p(gfl(r),a,to), serc Ry =g(T), e

(iii) p(r,a,ry) = x, ser ¢ Ry.

Chamamos o deslocamento p(-,a,r,) de imersdo de p(-,a,t,) de T para R™ com respeito a x.
JZND) p\,a, 14 P

Figura 2.2: Representacdo da aplica¢do de imersdo de um deslocamento.

Definiciio 2.16. Sejam {T,X,A,S,T,} um SDH e x um elemento fixo de A. O SDH {R* X,A,§ R}'}
é chamado a imersdo de {T,X,A,S,T,} de T para X com respeito a x, sendo R} = g(T,) e

S={p(-,a,ry): p(-,a,r,) é aimersdo de p(-,a,t,) com respeito a x, p(-,a,t,) €S }.

Observacao 2.3. Através das definicoes anteriores é possivel afirmar que todo SDH definido
em tempo generalizado pode ser imerso em um SDH definido em tempo real, de forma que sejam
preservadas as propriedades de estabilidade. Porém, o processo de imersdo produz sistemas
dinamicos que em geral ndo sdo continuos com respeito ao tempo. Sendo assim, é interessante
enxergar um SDH definido em tempo generalizado como sendo (pelo processo de imersdo) um

sistema dindmico descontinuo (SDD) definido em tempo real.
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Observacao 2.4. As definicoes de estabilidade apresentadas anteriormente para sistemas di-
ndmicos hibridos sdo facilmente redefinidas para sistemas do tipo {R* X ,A,S, R} Y. Note que
na definigcdo de imersdo de um deslocamento, se r ¢ Ry = g(T), tem-se p(r,a,r,) = x. Supondo
entdo que x € M, tem-se d(x,M) = 0. Com isso em mente é possivel ver, por exemplo, que a
defini¢do de estabilidade do conjunto M para o SDH {T,X,A,S,T,} , pode ser redefinida da
seguinte forma:

"Considere o sistema {R+,X,A,§, R} '}, dizemos que (S’, M) é estdvel se para todo € > 0 e
todo r, € R, existe um & = 8(¢&,r,) > 0, tal que d(p(r,a,r,),M) < € para todo r € R}, e
todo p(-,a,r,) € S, sempre que d(a,M) < §."

O resultado a seguir formaliza as afirmacdes feitas nesta secao.

Proposicao 2.1. Considere o SDH {T,X,A,S,T,}, sejam M C A um subconjunto invariante
para S e x um elemento fixo em M. Seja {R™ X,A,S,R} a imersdo de {T,X,A,S,T,} de T
para RT com respeito a x. Entdo M é também um subconjunto invariante para o sistema S,

além disso (S,M) e (S,M) possuem propriedades de estabilidade idénticas.

Demonstraciio: (i) Mostremos inicialmente que as invariancias de (S,M) e (S,M) sido equiva-
lentes. Suponhamos que (S, M) ¢é invariante, entdo dado a € M, temos que p(t,a,t,) € M para

todot € T,y,, todo t, € T, e todo p(-,a,t,) € S. Mas, para todo p(r,a,r,) € S, temos

~ X, ser ¢ Ry;
p(l’,a,ro): . 1
p<g (”)7078 (ro)), sereRy.

comreR}, er, € R;. Comox e M, segue que (S,M) é invariante.
Agora suponha que (§,M) é invariante, entio dado a € M, temos que j(r,a,r,) € M para todo

reRf,  todor, € R} etodo j(-,a,r,) € 8. Uma vez que para todo p(t,a,t,) € S, temos

p(t,a,10) = plg(t),a,8(1)),
segue que p(t,a,t,) € M, ou seja, (S,M) é invariante.

(ii) Mostremos agora que a estabilidade uniforme de (S, M) é equivalente a de (S, M). Supo-
nhamos que (S, M) é uniformemente estdvel, por defini¢do, para todo € > 0 existe um &(g) > 0
tal que para todo #, € Ty, tem-se d(p(t,a,t,),M) < € sempre que d(a,M) < &, paratodo a € A,
todo ¢ € T, € todo p(t,a,t,) € S. Desde que para todo p(r,a,r,) € S, temos

0, ser ¢ Ry;

d(p(r,a,ry),M) = { do(e- (Moag-\ () M), sor Ry, (2.2)

comr € R;, er, € Ry, quando d(a,M) < &, temos d(p(r,a,r,),M) =0< e, se r¢ Ry, e
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d(p(r,a,r,),M)=d(p(g~'(r),a,g""(r,)),M) < €, se r &Ry, portanto (S, M) é uniformemente
estavel.

Suponhamos agora que (S, M) é uniformemente estdvel, entdo para todo € > 0 existe um §(&) >
0 tal que para todo r, € R}, tem-se d(p(r,a,r,),M) < € sempre que d(a,M) < 8, para todo a €
A, todo r, € R} etodo p(-,a,r,) € S. Dessa forma, para todo p(t,a,t,) € S tal que d(a,M) < §,
temos d(p(t,a,t,),M) =d(p(g(t),a,g(t,)),M) < €. Portanto (S,M) é uniformemente estavel.

(iii) Provemos que a estabilidade assintética uniforme de (S, M) é equivalente a de (S, M).
Suponhamos que (S,M) é uniformemente assintoticamente estdvel, conseqiientemente (S, M) é
uniformemente estavel, e pelo que provamos anteriormente, (S,M) é também uniformemente
estavel. Além disso, existe um 6 > 0 e para todo € > 0 existe um 7 = 7(€) > 0 tal que
d(p(t,a,t,),M) < € para todo t € {t € T,;;, : p(t,t,) > T} e todo p(-,a,t,) € S, sempre que
d(a,M) < 8, com a € A. Agora, para todo j(r,a,r,) € S tal que d(a,M) < &, temos que (2.2)
vale, além disso, desde que r —r, = p(g~'(r),g7 ' (r,)) e p(t,t,) > 7, temos r —r, > 7. Por-
tanto, d(p(r,a,r,),M) < €, para todo r € {r € R} : r —r, > t}. Concluimos assim que (S, M)
¢ uniformemente assintoticamente estavel.

Suponhamos agora que (S, M) é uniformemente assintoticamente estdvel, entdo (S, M) é uni-
formemente estdvel, logo (S,M) é uniformemente estdvel, e mais, existe um 6 > 0 e para todo
€ > 0 existe um 7 = 7(€) > 0 tal que d(p(r,a,r,),M) < e paratodor € {re R} :r—r, > 1} e
todo p(r,a,r,) € S, sempre que d(a,M) < &, com a € A. Dessa forma, para todo p(t,a,t,) € S
tal que d(a,M) < &, desde que r —r, > 7 implica p(z,t,) = g(t) — g(t,) = r —r, > T, temos
d(p(t,a,t,),M) =d(p(g(t),a,g(t,)),M) < g, para todo t € {t € T, : p(t,t,) > t}. Portanto
(S, M) é uniformemente assintoticamente estdvel.

(iv) Provemos ainda que a estabilidade exponencial de (S, M) é equivalente a de (S,M). Pri-
meiramente, suponhamos que (S, M) é exponencialmente estdvel, entdo existe um o > 0, e para
todo € > 0 e todo 7, € T,, existe um 6 = §(&,1,) > 0 tal que d(p(t,a,t,),M) < ge~%P(t10) para
todo t € T,,, e todo p(-,a,t,) € S, sempre que d(a,M) < §. Para todo j(r,a,r,) € S tal que
d(a,M) < 9, temos que (2.2) vale, portanto

d(p(r,a,ro),M) = d(p(g~'(r),a,87" (r0)),M)
< ge %Ptio)
— ge—(8()—8(%))
_ Se_a'(r_r”),
para todo r € R} Logo (S, M) é exponencialmente estavel.
Agora, se (S‘ ,M) é exponencialmente estdvel, existe um ¢ > 0, e para todo € >0 etodo r, € Rj,

existe um § = §(&,r,) > 0 tal que d(j(r,a,r,),M) < ge~%"~") para todo r € R} e todo
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p(r,a,r,) € S, sempre que d(a,M) < §. Para todo p(t,a,t,) € S tal que d(a,M) < §, temos

d(p(t,a,t(,),M) = d(ﬁ(g(t),a,g(t,,))
< ee—a.(r—r(,)

— ge*(8(1)=g(t))

_ geaplta)

Y

para todo t € T, . Portanto (S, M) é exponencialmente estavel. U

A demonstracdo acima € bastante repetitiva para os varios tipos de estabilidade, porém esse

desenvolvimento ajuda a elucidar o processo de imersao.

Daqui por diante, simplificaremos ainda mais a notacdo, haja vista a familiarizagdo com
os conceitos até aqui apresentados. Sem perda de generalidade, vamos supor que R} = R™,

+, escrevendo {R™, X, A, S} no lugar de

T =T,eS=S. Também omitiremos a referéncia a R,

{RT, X, A8 R} 1.

Exemplo 2.2. Jd apresentamos um exemplo de SDH, observamos no entanto que muitos destes

sistemas podem ser descritos por equacoes da forma

£(0) = Fx(o).u(ze), T <1< T, } 23)

u(Tk-H) :g(X(T]:+1>,M(Tk>), k€N,

sendot € RV, k€N, x(t) €R”, u() €R™, f,g €C'R"XxR™ R" e E = {7,,7T1,... 0. T < T <
...} um conjunto fechado, discreto e ilimitado. Para este sistema, supomos que f(0,0) =0 e

2(0,0) =0, além disso lembramos que x(T~) :=limg_,o+ x(T— 60).

Para exemplificar o processo de imersdo, consideremos o sistema de controle descrito por

equacgoes da forma

X(1) = Apx(t) + Biu (), T <t < Ty, } 2.4)

u(Ti1) = Cu(t) +Dix(t ), kEN,

sendot € RT, ke N, x(t) € R", u(ty) € R™ e Ay, By, Cy, Dy matrizes reais de dimensoes

apropriadas.

Assim definida, a equagdo (2.4) determina um SDH {T,X,A,S,T,} , para o qual X =
R xR™ T ={(t,5) €R?> : 5, <t < Tyy1, k €N} e T, = {(1, %) € R? : k € N}. Supondo
A =X, as solucbes de (2.4) determinam o conjunto S de deslocamentos p(r,a,r,), sendo r =
(t, ) ETCRYE 4 <t<Ty1, kEN, 1= (1,,%,), ko €N, e a= (x(t¢,)T,u(1,)T)T. Dessa
forma, os deslocamentos em S sdo da forma p(r,a,r,) = (x(t)7,u(t)7). Observamos ainda que

o conjunto T é munido da métrica p, satisfazendo, paratodor) = (t1,71) €T, rp, = (tr,) €T,
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comt; € [T, Tr,+1), | = 1,2, a propriedade p(ry,r2) = |ta —t1]. Além disso, T é completamente

ordenado, de forma que r1 < ry se, e somente se, t] < t.

Com a notacdo utilizada acima, usaremos uma aplicacdo para imergir o sistema deter-
minado por (2.4) em um sistema dindmico hibrido definido em R™. Para isso definimos a

aplicagdo g(r) = p(r,rmin). Dessa forma, tomando rp, = (0,0) temos
8(r) = p(r,rmin) = |t — 0] = |t

Os deslocamentos relativos ao novo sistema S sdo entdo definidos por p(t) = (X(t)T,i(t)T)7,
sendo

() =x(t), t>mn, €N

() =u(t), T <t<TTy, k>k, €N

Denotamos y(t) = (£(t)T,i@(t)T)T, assim o conjunto de deslocamentos S pode ser determi-
nado pelas solucoes das equacoes diferenciais

\

A, B
y<z>:< ‘ k>y<r>, G <1< T, kEN,

0 O
0 2.5
1
(1) = (7)), t=Tr
Portanto o SDH {R™ X,A,S,R} é uma imersdo de {T,X,A,S,T,} de T para R", sendo
Ry = g(To).
Fazendo

I 0
Hk = )
D, C;

y(t)=Fy(t), o <t<Tyl, }
y(t):Hky(t_)a t:Tk+17kEN'

Ay B
Fo— k Dk ’
0 O

obtemos o sistema equivalente

(2.6)

Fara ilustrar, apresentamos um esbogo do grdfico do espago tempo para este exemplo.

Finalizando esta se¢do, lembramos que as descontinuidades dos sistemas que trabalharemos
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glri) = t
7 »
& :
|
Ta+ | —
TET | —
N
it yll-,Ji
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1
|
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™
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Ta ¥ : | : —t &
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Figura 2.3: Representacdo grifica do espago tempo na imersdo do SDH para o Exemplo 2.2.

surgem de variadas formas, em particular, pelo processo de imersdao do SDH. Para garantirmos
resultados que sejam razodveis, é necessario impor algumas restricdes sobre estas descontinui-
dades. Assim, suporemos neste trabalho que para um dado deslocamento p € S, o conjunto dos

pontos de descontinuidades € fechado, discreto e ilimitado e denotamos
E,={th,t,...0<tl <1 <.}
Quando E), € idéntico para todo p € S, denotamos

E:{TO,’Cl,...IOS To<T1 < }

2.4 Aplicacoes que Preservam Estabilidade

Na andlise de sistemas dindmicos, € comum o uso do Método Direto de Lyapunov, que
faz uso de fungdes auxiliares chamadas fun¢des de Lyapunov. Estas fungdes geralmente estdao
associadas ao conceito de energia ou distancia generalizada, em que o estudo qualitativo de
um sistema € feito analisando-se o comportamento destas fun¢des ao longo dos deslocamentos
deste sistema. Este método tem sido muito estudado e conta com uma vasta teoria desenvol-
vida ao longo de muitos anos. Porém, no que diz respeito a sistemas dindmicos hibridos ou
descontinuos, a teoria apresentada envolve somente algumas classes especiais, sendo que um

procedimento mais sistemdtico do estudo de estabilidade de sistemas dindmicos hibridos ou
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descontinuos mais gerais surgiu recentemente em trabalhos como (11, 12, 13, 14, 16, 18).

Nesta secdo, apresentamos uma teoria alternativa para a anélise qualitativa de SDH e SDD,
que faz uso das aplicacdes que preservam a estabilidade do sistema, de forma que o estudo
qualitativo possa se dar no contexto da teoria da comparacdo. Tais aplicagdes generalizam as
func¢des de Lyapunov, e recebem este nome por estabelecer a equivaléncia entre as propriedades
qualitativas de um conjunto invariante M associado ao sistema S; e um conjunto M, associado
ao sistema S. Sendo assim, supondo bem conhecidas as propriedades qualitativas de (S, M>),

é possivel determinar as propriedades de (S1,M)).

Os primeiros trabalhos envolvendo aplicagdes que preservam estabilidade foram desenvol-
vidos por (21, 22). Para sistemas dinamicos do tipo que estdo sendo tratados aqui, essas aplica-
¢oes foram exploradas de forma inovadora em trabalhos como (19, 20, 25, 24, 30). Reunimos
entdo os principais resultados sobre estas aplicagdes que serdo utilizados como suporte nos te-
oremas de estabilidade de Lyapunov a serem apresentados na préxima se¢do. O contetido esta
apresentado de forma resumida tendo em vista o objetivo de sua utilizacdo como ferramenta no

restante do trabalho.

Antes de definirmos aplicacdes que preservam estabilidade, apresentamos alguns conceitos

que serdo constantemente utilizados.

Defini¢iio 2.17. Dizemos que uma fungdo continua Y : [0,r1] — R pertence a classe K se
v (0) =0 e se y é estritamente crescente em [0,r1]. Se y:RT — R, se w € K e lim, o (r) = oo,

entdo dizemos que Y pertence a classe KR.

Na defini¢do anterior, o intervalo [0, r1] pode ser substituido por Rt = [0, ).

Definicao 2.18. Um deslocamento p de um SDD {R*,X,A,S} pertence a classe W se p(t,a,t})
é diferencidvel com respeito a , — E, e diferencidvel a direita em todo ponto de E), sendo E,,
o conjunto dos pontos de descontinuidades do deslocamento considerado, o qual supomos ser
fechado, discreto e ilimitado, e sendo Q) o dominio de definicdo de p, que aceitamos ser da

forma [t} ;).

Agora, sejam (X;,d;) e (Xa,d>) dois espagos métricos e {R*,X,A,S;} um SDD. Seja V :
X; x RT — X, uma aplica¢@o com a propriedade de que para todo deslocamento p(-,a,f,) € S,
a funcao

Q('?b7t0>:V(p('7a7t0)7')7 b:V(autl))u

¢ também um deslocamento com R, ;,, =R, e b € A, sendo A um subconjunto apropriado

deXpeR,,, ={te R* :¢>1,}. Além disso, o conjunto de pontos de descontinuidades de p e
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q satisfazem E, C E}, e S € o conjunto dos deslocamentos g obtidos variando a em A e t, em

RT. Nestas condi¢des, tem-se que {R™, X, A;,5,} também € um SDD.

A aplicac¢do V da forma como foi descrita, induz ainda uma aplicacdo de S| para S,, que
denotaremos por ¥, sendo que Sy = ¥(S}). Sejam ainda M| C A} e My C Aj tais que (S1, M)

e (S2,M,) sdo invariantes, sendo
My={x,€Xp:x = V(xl,tl) para algum x| € M; e algum = R*}.

Defini¢iio 2.19. Sejam {R",X{,A1,81} e {R",X3,A2,5,} dois SDD com conjuntos invariantes
M| C Ay e My C Ay respectivamente. Dizemos que V : X1 X RT — X, é uma aplicacdo que

preserva estabilidade de S| para S, se V satisfaz

(i) O conjunto S, é dado por

S2= 7/(51) = {‘I('7b7t0) : ‘J(tabat()) = V(p(t,a,to),t), p(',a,t(,) SIP
comb=V(a,t,) e Ry, =Ry, acAy, t, c R}

(ii) O conjunto M, é dado por
My =V (M xR") ={x € Xy : xp0 =V (x1,'), para algum x; € My, t' € R"};

(iii) A invaridncia de (S1,M) é equivalente a invaridncia de (S»,M>), ou seja, (S1,M}) é

invariante se, e somente se (Sz,Mz) é invariante;

(iv) A estabilidade de (S1,M)) é equivalente a estabilidade de (S»,M5).

Dizemos que V € uma aplicacdo que preserva estabilidade fortemente de (S;,M)) para

(S2,My) se V satisfaz (i), (ii), (iii) e (iv) e ainda satisfaz

(v) A estabilidade assintética, estabilidade uniforme, e estabilidade assintética uniforme de

(S1,M1) e (S2, M) sdo equivalentes, respectivamente.

Dizemos que V é uma aplicacdo que preserva estabilidade exponencialmente de (S, M)

para (S>,M;) se V satisfaz as propriedades (i) — (iv) e ainda satisfaz
(vi) A estabilidade exponencial de (S1,M;) e (S2,M;) sdo equivalentes.

Do que foi definido acima, a seguinte observagdo torna-se natural.

Observacdo 2.5. Seja V uma aplicacdo que preserva estabilidade de (Sy,M,) para (Sy,M>),

entdo (S1,My) é instdvel se, e somente se (Sy, M) ¢ instdvel.
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Teorema 2.1. Sejam {R",X;,A;,S;}, i = 1,2, dois SDD e M; C A;, i = 1,2 dois conjuntos

fechados. Suponha que exista uma aplicacdo V : X; x RT™ — X, satisfazendo:

(i) V(S1) = S

(ii) Existem W1, W, € K, definidas em R, tais que
yi(di(x,M1)) < da(V(x,1),Mz) < ya(di(x, M) 2.7

para todo x € X1, e todot € RT, sendo dy e dy métricas definidas em X, e X, respectiva-

mente.
Entdo,

(a) A invaridncia de (S1,My) é equivalente a invaridncia de (S, M>);
(b)V é uma aplicacdo que preserva estabilidade fortemente;

(c) Se em (2.7), yi(r) =cir® ¢; >0, a >0, i = 1,2, entdo a estabilidade exponencial de
(S1,My) é equivalente a estabilidade exponencial de (Sy,M>).

O teorema apresentado acima constitui uma forte afirmacao dentro da teoria de comparacao,
porém em aplicacOes praticas suas hipoteses sdo muito restritivas, pois geralmente os sistemas
ndo satisfazem a relacdo 7'(S) = S». No entanto, é muito mais geral a situacdo em que 7' (S;) C
S ou ¥ (S1) D Sy, sendo assim, quando a intengdo € provar que as propriedades qualitativas de
(S1,M;) implicam as propriedades qualitativas de (S, M), supde-se que ¥ (S;) D S», e para o
caso inverso supde-se que ¥ (S) C S,. Dessa forma o teorema anterior pode ser modificado de

modo a se tornar mais abrangente nas aplicacdes.

Teorema 2.2. Sejam {R",X;,A;,S;}, i = 1,2, dois SDD e M; C A;, i = 1,2 dois conjuntos

fechados. Suponha que exista uma aplicacdo V : X1 x RT™ — X, satisfazendo:
(i) V(S1) C S2;
(ii) Existem W, W, € K, definidas em R, tais que
Vi (dl(X,Ml)) < d2<V(x,t),M2) < WZ(dl (X7M1)>7 (28)

para todo x € Xy, e todot € R, sendo dy e dy métricas definidas em X, e X», respectiva-

mente.

Entdo,
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(a) A invaridncia de (Sy,My) implica a invaridncia de (Sy,My);

(b) A estabilidade, estabilidade uniforme, estabilidade assintotica e estabilidade assintotica

uniforme de (S», M, ) implica os mesmos correspondentes tipos de estabilidade de (S1,M,);

(c) Se em (2.8), yi(r) =cr% ¢ >0, a > 0 entdo a estabilidade exponencial de (S,,M>)

implica a estabilidade exponencial de (Sy,Mp).

Demonstracdo: (a) Suponhamos que (S»,M;) € invariante, entdo para todo a € M; e todo
p(-,a,t,) € Sy, desde que S» D ¥ (S1) :={q(-,b,t,) : q(t,b,t,) =V (p(t,a,1,),t), p(-,a,t,) €
S1, comb=V(a,t,) e Ry, =Ry, , acAi,t, € R} temos que q(-,b,t,) =V (p(-,a,1,),t) €
S,. Como (S2,M,) é invariante, segue que ¢(t,b,1,) =V (p(t,a,t,),t) € My paratodot € Ry, =

R, ;,. Dessa forma, por (2.8), temos

wl<d1<p(t7a7t0)7M1)) <0< WZ(dl(p(tanO)?Ml))'

Desde que y1, v, € K, temos d; (p(t,a,t,),M;) =0, e como M é fechado, segue que p(z,a,t,) €

M, paratodot € R,,, , ou seja, (S1,M) € invariante.

(b) Faremos a demonstragio da estabilidade e estabilidade assintética, as outras seguem de
forma andloga.
© Suponhamos que (S>,M>) é estdvel, entdo para todo & > 0 e todo 7, € RT, existe um & =
0 (&2,t,) > 0 tal que dr(q(t,b,t,),M>) < & para todo ¢(-,b,t,) € S, e todo t € Ry, , sempre
que dy(b,M;) < &. Mostremos entdo que (S1,M;) € estdvel. Para todo & > 0 e todo?, € R,

escolhemos & = Y (&) e §; = l//z_l (8,), entdo se dj(a,M)) < 01, novamente por (2.8), vale
dr(b,Ma) = dr(V(a,1,),M2) < i (di(a,My)) < Y (1) = 6.

Portanto para todo ¢(-,b,t,) € S> e todo t € R, , tem-se da(q(t,b,t,,M>) < &. Dessa forma,
para todo p(-,a,t,) € Sy etodot € Ry, = Ray,, (2.8) implica que

di(p(t,a.1,),M1)) <y (da(V(p(t.a10).1),M2))
Wfl(dz(Q(t7b7t0)7M2))
< v '(&)

€1,

sempre que dj(a,M;) < &;. Portanto (S1,M]) é estdvel. A estabilidade uniforme prova-se da

mesma maneira, tomando-se & independente de 7,.

© Mostremos agora que (S1,M;) é assintoticamente estdvel. Para isso, basta mostrarmos que

(S1,My) € atrativo. Suponhamos que (S,,M;) € atrativo, assim, para todo #, € R™, existe um
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M2 = M2(t,) > 0 de forma que para todo & > 0, existe um 7 = 7(&,1,,q) > 0 tal que para todo
t € Ryy, 41, se da(b,Mp) < My entdo dp(q(t,b,1,),M>) < €. Agora, para todo p(-,a,t,) € Si,
com b =V(a,t,),desde que ¥ (S1) C S, temos que q(-,b,t,) =V (p(-,a,t,),t) € Sy. Assim, para
todo € > 0, escolhemos & = y;(€;) e fazemos 1 = ng(nz), entdo para todo p(-,a,t,) € Sy,

set € Ryys+1r =Ry, 47, temos por (2.8)
dy(b,M>) = dr(V(a,t,),M2) < ya(di(a,M})) < ya(m1) = N2,

sempre que dj(a,M;) < 1y, o que implica que d»(q(t,b,t,),M>) < & = yi(€1) para todo t €

R, s, +7. Entdo vale

di(p(t,a,te),M1)) < i ' (da(q(t,b,1,),M2))

Portanto (S, M) € atrativo, logo assintoticamente estavel.

Novamente, a demonstracdo da estabilidade uniforme assintética de (S1, M) ), segue-se fa-

cilmente escolhendo-se 77, independente de 7,.

(¢) Suponhamos que (S2,M;) é exponencialmente estdvel, entdo existe um o > 0 e para
todo & > 0, existe um &, = &,(&) > 0 tal que para todo ¢(-,b,t,) =V (p(-,a,t,),t) € Sy, tem-se
da(q(t,b,1,),M>) < gr¢~%(=1) para todo t € Ry, sempre que da (b, M) < 0s.

Agora, para todo p(-,a,t,) € S1, com b=V (a,t,),como ¥ (S;) C S, temos que ¢(+,b,t,) =
V(p(-,a,t,),t) € S. Assim, para todo € > 0, escolhemos & = (c€;)” e fazemos o) = Ze
0 = w{l(&). Entdo para todo p(-,a,t,) € Sy, e todo ¢ € R,;,, temos por (2.8)

dy (b, Mr) < yr(di(a,M1)) < ya(81) = &,

sempre que d;(a,M;) < 8;, o que implica que d(q(z,b,t,),Mp) < gre~%(=10) para todo €

Rg,,- Como yi(r) = cr®, temos

c(di(x,M)))* < dr(V (x,1),M>),
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logo
1 @
di(plt.ate) M) < | (dalqlt.b,1,).M2)|
Lig,e-aliu)y] @
< | = (ge Rl ]“
e
— %)llxe_ofxz(t_to)
c
— ele_al(t_to)_
Portanto (S1,M;) é exponencialmente estdvel. U

Encerramos esta secao com duas observagdes importantes sobre aplicacdes que preservam

estabilidade.

Observacao 2.6. Como comentamos no inicio da se¢do, existem vdrias definicoes para fungoes
de Lyapunov. Além disso, da forma como utilizamos, é natural questionar a relacdo entre
aplicacées que preservam estabilidade e funcoes de Lyapunov. Na verdade, toda funcdo de
Lyapunov é uma aplicacdo que preserva estabilidade, mas a reciproca ndo é verdadeira. Como
exemplo, consideramos a aplicacdo 'V : X — X dada por V (x) = x para todo x € X. Entdo para
todo sistema dindmico {R",X,A,S} a aplicagdo V é do tipo que preserva estabilidade deste
sistema para ele mesmo. No entanto, esta ndo é uma fungdo de Lyapunov sobre qualquer uma

das definicoes existentes.

Observacio 2.7. E interessante ressaltar que para um dado sistema dindmico

{R",X1,A1,S1} e um subconjunto My C Ay, é sempre possivel encontrar um outro sistema
dindmico {R™,X5,A2,S2}, um subconjunto My C Ay e uma aplicacdo V : X1 — X tal que V
preserva as propriedades qualitativas de (S1,My) para (S»,M>). Para isso, tomamos X, =R e

M, = {0}. Provemos esta afirmagdo por meio de um teorema.

Teorema 2.3. Considere o sistema dindmico {R",X1,A1,81}. Sejam My C Ay e M, = {0}.
Entéo existem um sistema dindmico {R" R A>,8,} e uma aplicacdo V : X; — R tal que se
M, é fechado, a invaridncia de (S1,M}) € equivalente a de (Sy,My) e V é uma aplica¢do que

preserva a estabilidade fortemente.
Demonstraciao: Definimos
V(x)=d(x,M)),

para todo x € X1, sendo d| a métrica em X;. Além disso, seja

S2 = 7/(51) = {Q('7b7t0> : q(t7b7t0) :V(p(t7a7l0))7 P('»aato) 6 Sla
comb=V(a) e Ry, =Ry, acAj, t, e RT}.
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Sejam Ay = V(A1) e My = {0} = V(M,), assim, {RT R,V (A1),S2} é um sistema dindmico.
Agora, aplicando o Teorema 2.1, considerando y(r) = Y, (r) = r, concluimos que a afirmagdo

do teorema é verdadeira.

Como dissemos anteriormente, a importancia das aplicacdes que preservam estabilidade
estd diretamente ligada a teoria da comparacdo. Nesse sentido, a aplicagdo dos resultados apre-
sentados nesta se¢do se dard na demonstracao dos principais teoremas da se¢do seguinte, embora
eles possam ser demonstrados de forma direta, algumas vezes exigindo, todavia, um trabalho

mais arduo.

2.5 Teoremas de Estabilidade de Lyapunov

Esta secdo é dedicada aos principais teoremas de estabilidade no sentido de Lyapunov, em
que os resultados sdo garantidos de acordo com as restricdes impostas as aplicacdes que preser-
vam estabilidade (ou func¢des de Lyapunov) associadas ao sistema estudado. Estes resultados
constituem a parte essencial deste capitulo no que se refere a estabilidade de conjunto invari-
antes. Os teoremas derivam dos resultados existentes para sistemas de tempo continuo, porém
sdo mais abrangentes que estes, uma vez que consideram as informagdes nos pontos de descon-
tinuidade do sistema, exigindo que sejam satisfeitas condi¢des menos restritivas, podendo ser

aplicados a sistemas de dimensao finita e infinita.

Sao apresentados quatro teoremas que fornecem condicdes suficientes para invariancia, es-

tabilidade uniforme, estabilidade uniforme assintética, estabilidade exponencial e instabilidade.
Teorema 2.4. Seja {R",X,A,S} um SDD e seja M C A um conjunto fechado. Suponha que

exista uma funcdo V : X x RT™ — R satisfazendo as seguintes condicoes:

(i) para todo deslocamento p(-,a,15) € S, tem-se V(p(-,a,13),-) € W, com Ey C E), sendo
Ey (,) 0 conjunto de pontos de descontinuidades de V (p(-,a,15),-) e E, = {15, 1} ,...:0 <
75 < 1 < ...} o conjunto de pontos de descontinuidades de p(-,a,t5), o qual é suposto

ser fechado, discreto e ilimitado;

(ii) Existem W, W, € K, definidas em R, tais que
vi(d(x,M)) <V (x,1) < yo(d(x,M)) 2.9)

para todo x € X, e todot € RT.

Entdo as seguintes afirmagoes sdo verdadeiras:
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(a) se para qualquer p € S, V(p(t,a,t,),t) é ndo-crescente para todo t > t5 > 0, entdo (S,M)

€ invariante e uniformemente estdvel;

(b) se existe 3 € K definida em R, tal que para todo p € S,

V(p(t,a,t5),1) < —wa(d(p(t,a,15),M)), 7 <t <7t 2.10)
V(p(t,a,i5),t) <V (p(t~,a,to),t7), t=1,, keN, '

entdo (S,M) é uniformemente assintoticamente estdvel;
(c) se em particular, na parte (b) tivermos W;(r) = cir’, ¢; >0, b >0, i = 1,2,3, entdo (S,M)

¢ exponencialmente estdvel.

Demonstrac¢io: (a) Primeiramente, por hipStese temos que V : X x R™ — R ™, logo V (x,7) > 0,
V (x,t) € X x RT, e como vy, ¥, € K, temos y;(0) = y,(0) = 0. Mostremos entdo que (S, M)

¢ invariante. Sejaa € M, como V (p(t},a,15),15) = V(a,1}), por (2.9) temos
0=wi(d(a,M)) <V(a,7]) < ya(d(a,M)) =0
logo V(a,18) = 0. Além disso, como V (p(t,a,t5),t) é ndo-crescente para todo ¢ > 75 temos
0<V(p(t,a,%7),1) <V(p(15,a,77),77) = V(a,75) =0,
logo V(p(t,a,t}),t) = 0 para todo t > 75. Assim, novamente por (2.9), temos
d(p(t,a, 7). M) < yi ' (V(p(t,a,7]).1)) = 0.

Desde que M é fechado, temos que p(t,a,T}) € M, ou seja, (S, M) é invariante.

Mostremos que (S,M) é uniformemente estdvel. Para todo € > 0, todo t > 1) e todo
p(t,a,7), escolhemos & > 0 tal que § = y, ' (w1 (€)). Se d(a,M) < &, como V (p(t,a,75),t) <

V(p(th,a,t5),t0) = V(a,t}) para todo t > 75, temos por (2.9)

d(p(t,a,77),M)

VAN VAN VAN VAN
s s 5 5

|
™

Portanto (S,M) é uniformemente estével.

(b) Mostramos em (a) que (S,M) é uniformemente estavel; para que seja uniformemente
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assintoticamente estdvel, basta mostrarmos que (S, M) é uniformemente atrativo. Por simplifi-

cagdo, usaremos a notagdo y(t) = V(p(t,a,t}),t), dessa forma temos por (2.10)

y(t) < _W3(d(p(t7a7t£)7M))7 T]f <tr< T]f)+17
(1) <y(t7), t=1{,,, keN,

logo, usando (2.9) e o fato de y ser ndo-crescente e ¥», Y3 serem fungdes crescentes, temos

¥1) < —ys(d(p(t,a,i5),M))
< =y (1)
< =y vy ' O0(%r1)))
= —Vyzo0y, "3(Tig1))-

Agora, integrando de ’L‘,f a T,f;l, usando a tltima desigualdade, temos

tl) =) < y(m) —y(t))
—ysoy; (7)) (T — 7). (2.11)

IN

Se denotarmos Y = Y30y, ! entdo v € K, e reescrevemos a dltima desigualdade como

V() = (7)) < —w(gg )T, — ) (2.12)

Assim, por (2.12), e como y(t/) ¢é ndo-crescente para todo k € N, vale

y(Tr) = y(w) < —w(ey ) (T — ) < —yw(e))(5), — ), para todo n < k — 1.
Como

y(7g) —y(1h) () = (e ) +y(t0 ) = y(t,) +3(t) ) — ..+ () —y(7h)

[y E (T =5l -+ w0 () (7] — 7))

IA

= —vOE -5+ 5~ Gt T — T
= —yO(E))( — ),
para todo k > 0, vale
P P 4
Py <y (1) —y(7) < ! (1)
W) <y <—1,f—1£’ )<w <r,f—r£’)' 2.13)

Dessa forma, para todo € > 0, existe um § = §(¢) >0 eum 7= 7(g) > 0, tais que y; ' (y~!( WZ?) ) <

g, além disso, para todo t > 7, + T existe um k € N tal que ¢ € [t} |,7), logo 70 — 7} > 7.
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Assim, para todo a € A tal que d(a,M) < 8, segue que W (d(a,M)) < y,(6), e por (2.13),

WI(WZ((S))'

T

y(5) ) _ Wl(Wd,Té’)) < W1<W2(d(a7M>))

T — 1) T — 1) T

IN

¥ <3() < v

Portanto,

0
dlpla. ) < v 00) < v (v (L)) <,
logo (S, M) é uniformemente assintoticamente estdvel.

(¢) Substituindo y;(r) = cir’,¢i>0,b>0,i=1,2,3,em (2.9) e em (2.10) temos

c1(d(x,M))? <V (x,1) < c2(d(x,M))?, (2.14)

V(p(t,a,t8),t) < —c3(d(p(t,a,18),M))°, ) <t <1}, } 2.15)

V(p(t,a,th),t) <V(p(t—,a,t,),t7), t=1 ,, keN.
Novamente fazendo y(t) = V(p(t,a,t}),t), e repetindo o desenvolvimento usado em (b), de
(2.11) temos
C3

i) =y(7) < = C 00D (T — %),

que podemos €screver como

y(flf_o_l) < [1 _“(Tkp.H - T]f)]y(flf_g_l)a

sendo pt = . Se [1 — u(tf, , —17)] <0 paraalgum k € N, entdo y(7;) = 0 e consegiientemente
0 < y(r) < y(t}) = 0 para todo ¢ € (77,7,,,) e todo n > k+ 1. Logo d(p(t,a,7),M) = 0.
Suponhamos entdo que [1 — u(7¢,, — /)] > 0 para todo k € N. Observamos que do fato de
e M >1— ux, temos

(P P
)’<Tlf+1) <e KTy T")Y(T;fﬂ),

como (7 ;) < y(t}) para todo k € N, vale
_ P _ P
y(tf) < e ME Ty (g ). (2.16)
Usando a relagdo acima temos

(i) < e M T o T~ )| o= H(T —T)y(7P)

0/

de onde obtemos
_ _ P
(1) < y(zf) < e P )y(eh), (2.17)

Agora, de (2.14) temos V (p(t4 ,a,5),15) < c2d(p(th ,a,75),M)?, ou seja y(15) < cod(a,M)®.
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Logo, por (2.17) e (2.14), temos

d(p(t,a,77),M) <

IN
/N /N /N

QI
E

|

S

<
—~

Q

hS]

S~—
N——
S

1
S 4
< 9) P d(a,M)e=51=%), (2.18)
1
Finalmente, para todo € > 0, tomamos @ = % ed= 2‘9 -, assim se d(a,M) < 0, entdo
(3)b
ca\b p
d(plt,a ) M) < (2) dlame b
ci
< (C_> %5e—a<r—r£>
1
1
» €
1 (a)b
— g ol=w), (2.19)
Portanto (S,M) é exponencialmente estdvel. O

Como dissemos no inicio da secdo, estamos interessados nas restrigdes que devem ser im-
postas a funcdo V para garantir estabilidade. Nesse sentido, observamos que no Teorema 2.4 é
exigido que V seja ndo-crescente em todos os pontos de defini¢ao dos deslocamentos do sistema
e que possua derivada negativa, condicdes fortes que tornam este teorema muito restritivo. Os
proximos teoremas sao mais sensiveis as descontinuidades dos deslocamentos, e exigem que V
seja ndo-crescente nos pontos de descontinuidades e que tenha certas limitacdes no interior dos

intervalos determinados por estes pontos, sendo portanto menos restritivos que o primeiro.

Teorema 2.5. Seja {R*,X,A,S} um SDD e seja M C A um conjunto fechado. Suponha que

exista uma funcdo V : X x R™ — R™ e fungdes y, W, € K, definidas em R™, tais que
v (d(x,M)) <V(x,t) < yr(d(x,M)), (2.20)
para todo x € X, etodot € R,
(a) Suponha que para todo p(-,a,t5) € S, V(p(t,a,15),t) é continua em toda parte em R;L =
{t e RT :t > 1}}, exceto no conjunto de descontinuidades Ey(,) C Ep. Suponha ainda

que exista uma vizinhan¢a U de M tal que V (p(T,a, 7)), ;) € ndo-crescente para todo

a €U etodo k €N, e que existe uma fungdo h € C[R™ R™], independente de p € S, tal
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que

h(0) =0,

2.21)
V(p(t,a,75),t) <h(V(p(t),a,75),77)), te(t,7,,), keN. }
Entdo (S,M) é invariante e uniformemente estdvel;

(b) Se além das hipdteses dadas em (a), existe uma funcdo 3 € K definida em R™ tal que
DV (p(%),a,75), ) < —y3(d(p(t],a, 7)), M)), (2.22)

para todo a € U, k € N, sendo
1
DV(p(ty,a,7}), 7)) := P —— V(e 15a,70), 70 ) = Vp(t],a ), 7))
k+1 7 Yk

Entdo (S,M) é uniformemente assintoticamente estdvel.

Demonstracgio: Seja y(t) = V(p(t,a,5),t) e consideremos o sistema de comparagio deter-

minado por
y(1) < h(y()), T ST< Ty } (2.23)
V(W) SwO(R), % %), kEN,

sendo i € C[RT,R] com A(0) = 0.

Seja S(2.23) 0 sistema dindmico descontinuo determinado por (2.23) e E), seu conjunto de pontos
de descontinuidade. Por simplificacdo supomos que as solugdes de (2.23) existem para todo
t>15>0.

Fazemos X; =X, A1 =A, 851 =5, X% =R, A, =V(AxR"), S, = S((2.23)) e tomamos M, =
{0}, além disso, desde que y(t) = V(p(t,a,t}),t) temos ¥ (S;) C Sp. Observamos ainda
que (2.20) é equivalente 2 (2.8), uma vez que V : X x Rt — R*, X, =R e M, = {0}, por-
tanto dp(V (x,t),M;) = |V (x,t) — 0| = V(x,t). Aplicamos entdo o Teorema 2.2 aos sistemas
{RT,X,A,S} e {RT,R,V(A x RT),S2.23)}, de onde concluimos que a invariéncia, a estabili-
dade uniforme e a estabilidade uniforme assintética de (S(2.23),{0}) implicam a invariancia e os
mesmos correspondentes tipos de estabilidade de (S, M).

Resta-nos mostrar que (S(2.23),{0}) é: (a) invariante e uniformemente estdvel; (b) uniforme-
mente assintoticamente estdvel. Para isso supomos na parte (a) que w(y(t), 70, 70, ) = (7} ),

resultando na desigualdade
() < (%)), (2.24)

e na parte (b) que w(y(t}), 7, T, ;) = ¥(70) — W () (T, — 7). com y = viaoy, ' € K

que resulta em

V(1) S V() = wO(T)) (T — ) (2.25)
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(a) Se y(t) = w(y(t}), ¢, Te,y)- entdo y(T, ;) < y(t]), assim se a = 0 tem-se y(7)) =
V(p(t},0,77),7)) =0, e desde que y(7;) é ndo-crescente, tem-se y(7/) = 0 para todo k € N, e
por (2.23)

(1) < h(y(%7)) = h(0) =0.
Portanto y(z) = 0 para todo 7 > 75, ou seja, (S2.23),{0}) € invariante.
Mostremos agora que (S(2.23),{0}) ¢ uniformemente estdvel. Como A(0) =0 e & é continua,

para todo € > 0 existe um & > 0 tal que se y < 6 entdo h(y) —h(0) = h(y) < €. Suponhamos,
sem perda de generalidade, que 8 < €. Dessa forma, se y(7} ) < &, por (2.23) temos

(1) <h(y(%)) <&,

se‘L’k <t<rk+1,
¥t ) <y(l) <y(n) <8 <e.

Portanto y(¢) < € para todo ¢ > 7, sempre que y(7,) < 8, ou seja, (S2.23),{0}) € uniforme-

mente estdvel.
(b) Tomamos agora w(y(t), 77,70, ,) = (1) — w(y(t{))(¢,; — 7). Usando um argu-
mento andlogo ao item (a), temos que (S(2.23),{0}) € uniformemente estivel também para este

caso, resta mostrar entdo que ¢ uniformemente atrativo.

Por (2.25) temos
() =3(7)) < =y — ),

além disso, como y(7') é ndo-crescente, temos

V() = () < —w(E)) (T — ) < —w(g) (T — ),
para todo n < k. Uma vez que
y(tg) =) = y(tg) —y() +()) —y(tp_ ) +y(e_ ) — - +y(e]) —y(1))
< [y, — O+ v (T =t )+ =) (] — 1)
= vy, -7 +5 - T -1
=y, — ),
para todo k > 0, temos

i) <y (y(ré’g —y(r,§+1)) Cy ( 2(eh) P>' 226

Ter1 — To Tit1 — To

Agora, para todo € > 0, pela continuidade de £, existe um 8 > 0 tal que h(y) < €, sempre que
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y < 0. Para € e § considerados acima, é sempre possivel encontrar T > 0 tal que

y! (g) <e. (2.27)

Além disso, para todo r > 1} + 7, existe um k € N tal que ¢ € [t} 1 17), dessa forma temos

T, — T > 7. Portanto, se y(1j) < 8, segue que y(7}) < y(7;) < & e por (2.26),

4 1)
Py < ! M <w (2
y(Tk>—V[ <T£+1—T£ _II/ <T><€’

conseqiientemente
Y1) <h(y(1))) <e,

ou seja, y(¢) < € paratodo 7 > 75 + 7, sempre que y(75 ) < 8. Concluimos assim que (S2.23), {0})
¢ uniformemente estdvel e uniformemente atrativo, ou seja, uniformemente assintoticamente es-

tavel, e a prova do teorema esta completa. U

Teorema 2.6. Seja {R",X,A S} um SDD e seja M C A um conjunto fechado e limitado. Supo-

nha que exista uma fungcdoV : X x RT™ — R™ e trés constantes cy,c2,b > 0 tais que
c1(d(x,M))? <V (x,1) < cr(d(x,M))’, (2.28)

para todox €U C X, etodot € RT, sendo U uma vizinhanca de M.

(i) Suponha que para todo p(-,a,t5) € S, V(p(t,a,5),t) é continua em toda parte em
]R:,, ={teR" :t > 1)}, exceto no conjunto de descontinuidades Ey(p) C Ep. Supo-

nha ainda que existe uma funcdo h € C[R™,R"] independente de S tal que

h(0) =0,
(2.29)
V(p(t,a,ré)),t) S h(V(p(T,f,a,Tf),T,f)), re (T]fvr]f+1)7 ke N7

e tal que para alguma constante positiva q, h satisfaz

h(r)=o(r?) comr—0,

h(r) _

ou seja, lim, o —z= = 0;
(ii) Suponha que exista uma constante c3 > 0 tal que
DV(p(ef,a,%0), 7)< —csld(p(ef,a, 20), M), k€N, (2.30)

P P

para todo p(-,a,7}) € S e todo a € U, sendo DV (p(t},a,75),7} ) definida como anteri-

ormente.
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Entdo (S,M) é exponencialmente estdvel.

Demonstracao: Aplicaremos o Teorema 2.2 utilizando um sistema de comparacao para obter
os resultados exigidos. Seja y(t) = V(p(t,a,t5),t), faremos uso do sistema de comparagio

determinado pelo sistema dindmico dado por

y(1) < h(y())), T SE<Ty, } 2.31)

Y(Trt) <3(5) = Ev(E)(, — %), keEN.

Denotamos entdo S, 31y) 0 sistema de comparagao determinado pelas solugdes de (2.31), com
pontos de descontinuidades 75, ’L'f , .... Além disso, supomos que o sistema possui solucdo para
t>10>0. Seguindo a notagdo utilizada, fazemos X; =X, A} =A, 51 =85, X, =R, Ay =V (A X
RT)eS, = S(2.31))- Dessa forma temos ¥ (S1) C S, portanto, pelo Teorema 2.2 a invaridncia e
a estabilidade exponencial de (S((231y), {0}) implicam a invariancia e a estabilidade exponencial

de (S,M). Mostremos entdo que (S(2.31)),{0}) € invariante e exponencialmente estdvel.

Note que por (2.31) {y(t})} é ndo-crescente para todo a € A, assim quando a = 0 temos y(75 ) =
0, que implica que 0 = y(t/) < y(w) = 0. Além disso, temos
¥(1) < h(y(t))) = h(0) = 0, portanto y(t) = 0 para todo t > 75, ou seja, S(2.31y) € invariante.

Mostremos entdo que (S,M) é exponencialmente estdvel.
Pela desigualdade do sistema (2.31), temos

3
y(T]f+1) <y(%g) - ay(flf)(flfﬂ —7),
que implica que
V(@) < =gl = 7)y(E),

sendo 1 = %

Se [I —u(t{,, — )] <0, para algum k € N, entdo y(7;) = 0 para todo n > k, uma vez que
y(tey) < 1=ty —t))ly(zy). logo y(r) < h(y(ty)) = 0 para todo r € (77,7, ) e todo
n > k. Entdo, por (2.28), segue que d(p(t,a,7,),0) = 0. Suponhamos entdo que [1 — (), | —

77)] > 0 para todo k € N.

Analisemos agora limita¢des para y(¢) quando 1 € (T,f ) ‘L',f 1) equando t = T,f , k € N. Conside-

rando o fato que e ** > 1 — ux, segue que
Wt < e—u(rfﬁ—r,f)y(flf)’

€ como y(‘c,f ) € ndo-crescente, procedendo da mesma forma como fizemos para (2.16) no item
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(¢) do Teorema 2.4, temos que
y(7f) < e HETy(ap), (2.32)

€ verdadeira para todo k € N.

Agora, como h(r) = o(r?), ou seja, lim,_,o @ = 0, temos @ € C[R*,R].

h(r)

Ayiery = SUPre(0,c2d(a,0)") g 7

Tomando entao

temos,

h(r) S Ay(fg)rq,

para todo r € [0,c2d(a,0)”]. Por esta desigualdade e por (2.31), temos

IN

Y1) < h((T))
Ay (0(70))1

e MR (y ()1

IN

IN

Ayat)
M=) o= el =) (1,(7P))4,

IN

Ay(fé’)

mas, como supomos [1—u (7, ; —7¢)] >0, temost — 7 <1/, | — 1} < ;lv ou seja, U(t —1!) <
1,
logo

¥(t) < Aypyee M) (y(20) )1, (2.33)

Resta agora determinar constantes adequadas de forma que (2.32) e (2.33) satisfacam a

defini¢do de estabilidade exponencial simultaneamente. Antes, porém, observamos que desde
h(r)

B
que y(75) < 8, sejam

que lim,_,q = 0, podemos supor que Ay(rf) < 1. Assim, para todo € > 0 e todo 75 > 0 tal

o = min{y,ug},
1

Entao

A A A
=2
m\
I
ey
o

IA
m
m
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e
_ _ P
W) < Aypele MR (y(2h))1
< 5qu(T5)eqefa(tff‘1’))
1
< (e_q)qeqe*a(ffff)
e
— 8e_a(t_7(€)
ou seja,
y(1) < ge @),
para todo p(-,a,7)) € Setodot € ij. Portanto (S,{0}) é exponencialmente estdvel. O

Exemplo 2.3. Aplicaremos os resultados anteriores para um sistema de dimensdo finita em que

o espaco estado do sistema é R" e o conjunto invariante M é a solugdo trivial do sistema, ou

seja M = {0}. Consideremos o sistema determinado por equagdes da forma
X(t) = Agx(t), T <t<1, 2.34)
x(t) =Bix(t7), t=1,, keN,

sendo x(t) € R", Ag,By € R"™". Denotaremos por Sp.34) 0 sistema determinado por (2.34).

Falaremos mais como sdo constituidos esses sistemas no capitulo seguinte, por hora, aceitamos

a existéncia e unicidade das solugdes, para todo (t5,a) € RT x R™.

Se em (2.34) supormos que para cada k € N, todos os autovalores de Ay, possuem a parte
real positiva, entdo foi mostrado em (25) que é impossivel encontrar uma funcdo de Lyapunov
V satisfazendo (2.10), sendo portanto impossivel aplicar o Teorema 2.4. No entanto, é possivel

garantir o seguinte resultado.

Proposicao 2.2. Para o sistema S 34y, suponha que sdo vdlidas as condigoes:

(i) existe uma constante k > 0 tal que, para todo k € N, ||A¢|| < K;
(ii) supren{M : Ak = Top1 — T f <A < oo
(iii) para todo k € N, tem-se
||Bjy1e™M|| < € < 1. (2.35)

Entdo (S(2.34),{0}) é uniformemente assintoticamente estdvel e exponencialmente estdvel.

Demonstracdo: Para este sistema, escolhemos V(x) = ||x|| e w1, y» € K dadas por y(r) =

Y, (r) = r, dessa forma temos que (2.20) (respectivamente (2.28)) é satisfeita. Além disso,
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denotando por p(t,a, e ) os deslocamentos de S(» 34), temos
p - P _ P p
p(T]H_]?a; Tg) - Bk+leAk(Tk+l g )p<Tk y s Tg):
que implica que

PP
V(p(tl,,ath), o) = ||Bine™ %% p(el a,2)|

EV(p(t),a,7)), 7).

IN

Assim,

V(p(th,1,0,79), %) = V(p(e,a,75), 7)) - EVip(t),a,7%), 1) —V(p(t],a,75), 7))
(%) B (=)
(- DV(p(t),a,7), 7))
(=)
1-¢

S _THP(T]f,a,Tg)H,

logo (2.22) (respectivamente (2.30)) é satisfeita fazendo y3(r) = %r. Mais ainda, fazendo

h(r) = e**r, temos
V(p(t,a,7), %) <h(V(p(tf,a,78), 7)) = e p(tf ., 7)),

paratodot € (T, Ty1), k € N. Assim, 2.21 (respectivamente 2.29) é satisfeita. Portanto, segue
do Teorema 2.5 (respectivamente Teorema 2.6) que (S(2.34),{0}) € uniformemente assintotica-

mente estdvel (respectivamente exponencialmente estdvel).

Teorema 2.7. Seja {R"™,X,A,S} um SDD e seja M C A um conjunto fechado. Suponha que

exista uma funcdo V : X x R™ — R e uma fungéo ¢ € KR tais que
V(x,1) < ¢(d(x,M)), (2.36)

para todo x € X, e todot € RT.

Suponha também que:

(i) Para todo p(-,a,75) € S, V(p(t,a,75),t) €é continua em toda parte em
R;E, ={t eR" :t > 1)}, exceto no conjunto de descontinuidades Ey(,) C Ep. Suponha

ainda que existe uma funcdo y € K tal que
DV (p(t;,a,7)), %) = w(d(p(t],a,75),M)), keEN, (2.37)

sendo DV (p(t},a,7}),T) definida como anteriormente;
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(ii) Para toda vizinhanga de M exista x tal que V (x, 75 ) > 0.

Entdo M é instdvel com respeito a S.

Se além das hipdteses anteriores, valer V(x,t5) > 0 para todo x ¢ M, entdo (S,M) é com-

pletamente instdvel.

Demonstragio: Pela hipétese (i), para todo 7, € R, e todo § > 0, existe um a € A tal
que d(a,M) < & e V(a,t,) > 0. Mostraremos que d(p(t},a,7;),M) € ilimitada, ou seja, nas
condi¢des acima, para todo &, > 0, sempre existird 1 € R, tal que d(p(11,a,75),M) > &,.

Observamos que por (2.37), {V(p(t},a, 7)),/ )} é crescente para todo p(-,a, 75 ) e assim

Vp(t,a, 7). %) = V(p(t_p,a, 7). 5 ) + (% — 5 )v(d(p(t_,a,7)),M))
> V(p(t_y,a,10), ) + (5 — o )wop ™ (V(p(ef_y.a, %), 7))
> V(p(t).a,7),70) + (5 — 1) yod ™ (V(p(},a,7}),2}))
> (1) —1))yos~ ' (V(a,7})).

Dessa forma, como ¢! € KR, quando 7 — oo temos V (p(t/,a,5),7') — o, e conseqiiente-

mente d(p(t!_|,a,75),M) — o, uma vez que

d(p(tf_y,a,75),M) 2 ¢~ (V(p(t],a, 7)), 7))).
Portanto (S, M) € instével.

Como por hipétese V (a,t,) > 0 para todo a ¢ M, basta observarmos que o argumento de-

monstrado acima é vdlido para todo p(7{,a,7)) e todo a ¢ M, ou seja,

D

d(p(t]_,,a,75),M) — o quando 7, — eo. Portanto (S,M) é completamente instavel. O

Exemplo 2.4. Se considerarmos o sistema S 34), veremos que dependendo das propriedades

da matriz By 1, (S234),{0}) € instdvel.

Proposicao 2.3. Para o sistema S 34y, suponha que sdo vdlidas as condigoes:
(i) existe uma constante K > 0 tal que, para todo k € N, ||Ag|| < x;
(ii) supren{Ter1 — T} < A < oo;
(iii) para todo k € N By é ndo-singular e

1B |le < € < 1. (2.38)

Entdo (S(2.34),{0}) é instdvel, na verdade, completamente instdvel.
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Demonstracdo: Da mesma forma como fizemos no exemplo anterior, escolhemos V (x) = ||x||
e ¢ € KR dada por ¢(r) = r, que implica que (2.36) é satisfeita. Denotamos novamente por

p(t,a,7) os deslocamentos de S 34y para (75 ,a) € RT x R". Desde que

||eAk(Tk+1—Tk)|| < et =) < (T =)

segue que

V(p(rlf+1aaarg)7flf+1) _V(p(flf7avfop)vrlf)

DV (y(%)) = (i1 — %)
B (el a, 1)~ [|p(ef a0, )|
- (T£+1_Tlf)
N ey e a @l = (el a. )]
The+1 — Tk
T e a )l = llp(ef a )|
- Th+1 — Tk
1
> @l

1
Tomando entdo y(r) = "‘Tlr, claramente (2.37) é satisfeita, e como V (p(t,a, 1)) > 0, sempre

que p(t,a,t) # 0, todas as hipdteses do Teorema 2.7 sdo satisfeitas. Portanto (S34),{0}) é

instavel, na verdade, completamente instdvel.

Para finalizar, lembramos que dedicamos este capitulo a teoria de sistemas dindmicos hi-
bridos, com o intuito de apresentar os conceitos e resultados basicos do estudo qualitativo de
estabilidade destes sistemas. Observamos que a teoria envolvendo os conceitos expostos aqui,
permite estudar uma grande variedade de sistemas que muitas vezes envolvem um comporta-
mento dindmico complexo. Todavia, este estudo pode ser simplificado pelo processo de imersdao
de um sistema dindmico hibrido definido em tempo generalizado em um sistema dindmico des-
continuo definido em R, possibilitando o uso de conceitos e resultados bem conhecidos da
teoria de sistemas dinamicos. No que se refere ao nosso interesse principal, o estudo de estabi-
lidade destes sistemas, os resultados apresentados para SDD sdo mais gerais que os resultados
usuais da teoria bésica de sistemas dindmicos. O Teorema 2.5 e o Teorema 2.6 sdo baseados nos
resultados para SDC, no entanto, s30 menos restritivos € mais abrangentes que estes, conside-
rando informagdes sobre os possiveis pontos de descontinuidade do sistema. Além disso, o uso
de aplicacdes que preservam estabilidade, podem simplificar o estudo de estabilidade, dentro da
teoria de comparagdo, estendendo o conceito de fungdes de Lyapunov. Assim, tendo realizado

um estudo bésico da teoria, encerramos este capitulo.
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3  Sistemas Dinamicos Descontinuos
Modelados por Semigrupos

3.1 Introducao

No capitulo anterior estudamos resultados gerais da teoria de estabilidade de SDH (respec-
tivamente SDD). Todos os resultados 14 apresentados faziam uso das fun¢des de Lyapunov para
estudar a estabilidade do sistema. A desvantagem desse método € que nem sempre € possi-
vel, com um esfor¢o aceitdvel, encontrar fungdes desse tipo para determinados sistemas. No
entanto, para uma classe de sistemas em que os deslocamentos determinam semigrupos, é pos-
sivel estabelecer resultados que ndo fazem uso das fun¢des de Lyapunov, mas sdo amparados
pela teoria de semigrupos. Portanto, nesse capitulo, nosso objetivo € estudar os resultados para
esta classe. A teoria apresentada aqui € bastante abrangente, haja vista a amplitude da classe
de sistemas deste tipo. Além disso, enfatizamos que, mais do que propiciar uma teoria alterna-
tiva para estabilidade, o uso de semigrupos é também motivado pelo fato de que os resultados

podem ser mais facilmente aplicados a sistemas de dimensao finita e infinita.

Para ter uma idéia geral do tipo de sistemas que estamos interessados, iniciamos com uma
classe de sistemas dindmicos descontinuos obtida através de uma familia de sistemas determina-
dos por problemas abstratos de Cauchy em um espago de Banach X. A partir dai, os resultados

sdo estabelecidos para uma subclasse desta, fazendo uso da teoria de semigrupos.

Consideramos a familia de problemas de valor inicial de Cauchy da forma

(3.1

y(t) = Fil(t,y), t>1, }
() = i

sendokeN, F;: R xX —-Xe S((I;)l) os sistemas gerados pela familia de problemas acima.
Além disso, supomos que para todo (T, y;) € RT x X, S((];)l) possui uma tinica solucdo y (, yr, ),
que existe para todo 7 € [Ty, ) e é continua com respeito as condi¢des iniciais, e supomos tam-

bém que Fi(0) = 0.
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Podemos, entdo, considerar o problema de valor inicial descontinuo no espaco de Banach
X, dado por
y(1) = F(t,y), T <1< Thyds
Y(Tir1) = &k((7y ), kEN,

sendo que para cada k € N, Fj possui as mesmas propriedades que em (3.1), S3.2) € o sistema

3.2)

determinado por (3.2), e suponhamos que g € C[X,X] e satisfaz g;(0) = 0.

Claramente, para todo (,,y,) € RT x X, S(32) possui uma tnica solu¢do y(z,y,,%,) que
existe para todo t € [f,,). Esta solugdo é tomada como a familia de solugdes y(k) (£, Yk, Tk),
definidas em [Ty, Tx1 1), kK € N, com condigdes iniciais (7, y(7;)). Assim as solugdes de (3.2)
sdo fungdes continuas por parte, sendo continuas em cada intervalo [7;, Tx1 1) € tendo possiveis
pontos de descontinuidades {7, 72, ... }. Além disso S(3 2y admite a solugdo trivial y(z,0,7,) =0,
t>t,.

Particularmente, apresentaremos nas proximas se¢des modelos de SDD em que os desloca-

mentos determinam semigrupos.

Observacdo 3.1. Em concorddncia com a notagdo utilizada no capitulo anterior para (SDD),
obviamente (3.2) determina um sistema dindmico descontinuo {R* X ,A,S}, em que A=X e
a métrica em X é determinada pela norma definida em X. Além disso, S denota o conjunto de

todas as solugdes de (3.2) correspondendo a todas as condigées iniciais (t,,y,) € RT x X.

3.2 SDD Determinados por Semigrupos

Nesta secdo definimos os casos particulares de SDD determinados por semigrupos lineares

e ndo-lineares, tendo como base o modelo de sistema apresentado em (27).

Por todo o capitulo utilizaremos a notagdo .7 = {7;(¢)} para denotar uma familia de semi-
grupos definidos em um espago de Banach X, para o caso de semigrupos lineares, ou em um
subconjunto C C X, para o caso de semigrupos nao-lineares. Utilizaremos também a notacao
¢ = {H;} para denotar uma familia de operadores continuos lineares H; : X — X, ou uma
familia de operadores continuos nio-lineares H; : C — C. Além disso, como anteriormente,
E={ty="1p,T1,T2,... : To < T| < Tp <..}CRT denotard um conjunto fechado, discreto e
ilimitado. Para evitar confusdo, vamos supor que quando .7 consistir de semigrupos lineares,
entdo .77 consistird de operadores lineares, além disso as familias .7 e ¢ poderdo possuir um

ndmero finito ou infinito de elementos.

No Apéndice A catalogamos conceitos e resultados basicos da teoria de semigrupos para

facilitar a leitura para os que ndo estdo familiarizados com esta teoria.
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3.2.1 SDC Modelados por Semigrupos

Antes de definir SDD determinado por semigrupos, apresentamos a definicao de SDC mo-
delado por semigrupos lineares e ndo-lineares, uma vez que o primeiro toma como base o se-

gundo.

SDC Determinados por C,-semigrupos

Para um dado C,-semigrupo 7'(¢), definimos o deslocamento y(-,y,,,), com tempo inicial

t, € RT e estado inicial y, € X, por

y(t,y(),to) = T(t _t())yo, t Z t(), (3.3)

e definimos o sistema dindmico continuo determinado pelo C,-semigrupo 7 (¢) como sendo a

familia de deslocamentos
Sc, = {y=y(,x1):y(t,x,t,) =T(t—t,)x, 1, ERT, t > 1, x € X}. (3.4)

Observamos que da forma como foi definido, y(t,,V0,%0) = T (to —15)Y0 = Yo-

SDC Determinados por Semigrupos Nao-lineares

De forma andloga como fizemos para C,-semigrupos, definimos o deslocamento y(-,y,,%,),

com tempo inicial , € R™ e estado inicial y, € C C X, por

V(1 Yost0) =T (t —15)(¥o), t > 1o, (3.5)

e conseqiientemente, definimos o sistema dindmico continuo determinado pelo semigrupo nao-

linear 7'(¢) como sendo a familia de deslocamentos
Sy = {y=y(,x1,):9(t,x,t,) =Tt —1,)(x), t, ERT, t >1,, x€C}. (3.6)

Novamente y(t,,V0,%,) = T (t, —15)Yo = Yo, além disso, para este sistema, supomos que x = 0

pertence ao interior de C.

3.2.2 SDD Determinados por C,-semigrupos

Para definir os sistemas determinados por C,-semigrupos, consideramos a classe de sis-

temas dinAmicos cujos deslocamentos y(-,y,,%,), com tempo inicial 7, € R" e estado inicial
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y(ty) =y, € X, sdo dados por

Y1, Y0:10) = Ti(t = T)y(T), T <1< Tip, } 37
y(t) = Hiy(t™), t="T1, kEN
Assim, definimos o SDD determinado por C,-semigrupos como
S = {y=y(x1) y(t,x,00) = Ti(t — 1)y (T), T <1< Tpp1,
y(t)=Hy(t™), t =T, kEN, t, eERT, y(t,) =x € X}. (3.8)

Note que o sistema definido acima toma como base o sistema correspondente definido na sub-

secdo anterior.

Observacio 3.2. Algumas consideracdes podem ser feitas a respeito dos deslocamentos y(+,v,,1,)
de (3.8), como o fato de que sdo tinicos, com y(t,,x,t,) = X, existem para todo t > t,, sdo con-
tinuos em [ty,0) — {71, T, ...} e podem ser descontinuos emt = t, k = 1,2, ... Além disso, de-

notamos por E\ = {11, 7,..} o conjunto dos pontos de descontinuidades para o deslocamento

y('7y07t0)'

No sistema (3.8), a familia .7 consiste de C,-semigrupos e a familia 7 consiste de ope-
radores lineares, de forma que por conveniéncia, denotaremos o sistema (3.8) por Spc,. Além
disso, como os operadores Ty(t), Hy, t € RT, sdo lineares, temos y(z,0,1,) = Ti(t — 7,)0 = 0,

para todo t > 7,. Portanto x = 0 € ponto de equilibrio para o SDD Spc,.

3.2.3 SDD Determinados por Semigrupos Nao-Lineares

De forma analoga como fizemos para C,-semigrupos, definimos o sistema determinado por
semigrupos ndo-lineares considerando sistemas cujos deslocamentos y(-,y,,?,), com condi¢oes

iniciais (¢,,y,) € RT x C, C C X, sdo dados por

Y(t,Yort0) = Ti(t — 1) V(Th)), T <1< Ty, } (3.9)

y(t) = He(y(17)), t=Tgt1, kEN.
Definimos entdo o SDD determinado por semigrupos nao-lineares como

S = {y:)’(WxatO) :y(t7x7t0) = Tk<t_7k>(y(fk))7 T <t < Tqt,
y(t) =H (")), t =71, kEN, 1, ERT y(t,) =x € CC X}. (3.10)

A Observagao 3.2 feita para o sistema (3.8) também se aplica ao sistema (3.10), o qual

denotaremos por Spy. Desde que operadores Ty (¢), Hy, t € R™, sdo ndo-lineares, para o sistema
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Spy vamos supor que x = 0 pertence ao interior de C e que T;(¢)(0) = O para todo 7 > t,.
Supomos também que Hy(0) = 0 para todo k € N, dessa forma, temos y(z,0,7,) = 0, para todo
t > t,. Portanto x = 0 € ponto de equilibrio para o SDD Spy.

Observacio 3.3. Por todo o capitulo estaremos nos referindo aos sistemas Spy € Spe, ; porém,
em alguns conceitos e resultados, ndo haverd necessidade de distingdo entre esses sistemas,
visto que os resultados serdo satisfeitos por ambos. Nestes casos, denotaremos por S o sistema

geral que pode ser interpretado como Spy ou Spy, -

3.3 KEstabilidade de Semigrupos

3.3.1 Caracterizacoes Qualitativas

No capitulo anterior estudamos nocdes de estabilidade no sentido de Lyapunov para con-
juntos invariantes, nesta se¢cdo apresentaremos estes conceitos para SDD determinados por se-
migrupos, para o caso mais particular em que o conjunto invariante M € o ponto de equilibrio

y =0de Spn € Sp,, , que supomos pertencer ao interior de C C X.

Definicao 3.1. Dizemos que o equilibrio y =0 de S é estdvel, se para todo € >0 e todo t, > 0,
existe um 8 = 8(&,t,) > 0 tal que ||y(t,y0,1,)|| < € para todo t > t, e todo y(-,y,,t,) de S,
sempre que ||y,|| < 8 (e y, € C). Quando &6 = O(¢€), diremos que o equilibrio y =0 de S é

uniformemente estdvel.

Definicio 3.2. Dizemos que o equilibrio y = 0 de S ¢ atrativo se existe um 1 = 1n(t,) > 0 tal

que
tlijg | |y(t,y0,t0)|| =0,

para todo y(-,y,,1,) de S, sempre que ||y,|| <1 (e y, € C).

Definicao 3.3. Dizemos que o equilibrio y = 0 de S é assintoticamente estdvel se é estdvel e

atrativo.

Definicao 3.4. Dizemos que o equilibrio y = 0 de S é uniformemente atrativo, se para todo
€>0etodot, >0 existe um & > 0 (independente de t, e €) e um U = u(€) > 0, independente
de t,, tal que ||y(t,y0,t,)|| < € para todot > t,+ W e todo y(-,y,,t,) de S, sempre que ||y,|| < &
(eyo €C).

Definicao 3.5. Dizemos que o equilibrio y = 0 de S é uniformemente assintoticamente estdvel

se é uniformemente estdvel e uniformemente atrativo.
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Definicao 3.6. Dizemos que o equilibrio y = 0 de S é exponencialmente estdvel se existe um

o >0, e para todo € > 0 e todo t, > 0, existe um 8§ = §(&,1,) > 0 tal que

| |y(t7y07 to) | | < ge—a(l—lo)’

para todot > t, e todo y(+,y,,t,) de S, sempre que ||y,|| < & (e y, € C).

Definicao 3.7. Dizemos que o equilibrio y = 0 de S é globalmente assintoticamente estdvel, se
é estdvel e se para todo y(-,y,,1,) de S e todo (t,,y,) € RT X X, tem-se limy o ||y(t,y0,1,)|| =0,

ou seja, tem-se que para todo € > 0 existe um tg > t, tal que ||y(t,y,,1,)|| < € sempre que t > t.

Definicao 3.8. Dizemos que o equilibrio y = 0 de S é globalmente uniformemente assintotica-

mente estdvel, se

(i) é uniformemente estdvel;

(ii) para todo o > 0, todo € > 0 e todo t, > 0, existe um y = u(e,a) > 0 (independente
de t,) tal que se ||y,|| < a, entdo para todo y(-,y,,t,) de S,
t> 1o+ L.

[v(t,Y0,t0)|| < € para todo

Definicao 3.9. Dizemos que o equilibrio y =0 de S é globalmente exponencialmente estdvel,

se existem o0 > 0, Yy > 0, e para todo B > 0 existe k(B) > 0 tal que

(£, Yosto)|| < k(B)|[yo||Ye™ 10,
para todot > t, e todo y(-,y0,t,) de S, sempre que ||y,|| < B.

Definicao 3.10. Dizemos que o equilibrio y =0 de S é instdvel se para todo & > 0, existe um
¥(-,Y0,10) de S, com t, independente de O, e um t; > t,, tal que ||y,|| < & e ||y(t1,Y0,t0)|| > €0,
para algum €, > 0 que é independente de 9.

3.3.2 Estabilidade de C,-semigrupos

Nesta subsec¢do apresentamos resultados especificos para sistemas modelados por C,-semigrupos.
Na subsecio seguinte estabeleceremos resultados semelhantes a estes, mas referentes a sistemas

modelados por semigrupos nao-lineares.

Para o préximo resultado, lembramos duas propriedades importantes de semigrupos line-

ares. Pelo Teorema A.6, para qualquer C,-semigrupo Ti(t), existem y, > 0, P, > 1, tais que

|| T (2)]] < Peet™, t>0. (3.11)
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Além disso, pelo Teorema A.9, se Ti(t) é diferencidvel para t > r (T(t)x é continuamente
diferencidvel em r < t < oo, para cada x), sendo Ay seu gerador infinitesimal, ¢ se Re A; < — 0,
para todo A; € o(Ay), entdo dada qualquer constante positiva o < 0y, , existe uma constante
K(oy) > 0 tal que

1T(1)]] < K(og)e ™, 1 >0. (3.12)

Resumiremos estas duas propriedades utilizando a desigualdade
(0[] < Mye™, >0, (3.13)

sendo que, dependendo da conveniéncia, as constantes M}, e wy sdo obtidas de (3.11) ou (3.12).

Com o objetivo de sintetizar as equacdes, faremos uso de algumas notacdes adicionais. Para

umdado /, e Ne [, € NZH ={l,+1,l,+2,...}, definimos o produto finito

k—1 )
0, = [](1HMye" i),
=0

W[k+ ‘W[k‘
—k kK A
ay,l, = Mlke( ) W1t

ke N ={1,2,...},

(3.14)

0

sendo 7, ;

0

=1, A4, =7,,, — T, e ||Hk|| a norma do operador linear limitado definido anterior-

mente.

Estamos agora em condicdes de apresentar um importante resultado de estabilidade de sis-
temas modelados por semigrupos do tipo definido por (3.8). Diferentemente dos resultados de
estabilidade apresentados anteriormente, este teorema nao faz uso das funcdes de Lyapunov, o
que simplifica consideravelmente sua aplica¢do, considerando-se as dificuldades muitas vezes

encontradas em se determinar estas fungdes.

Teorema 3.1. (a) Para o sistema Spc,, considere (3.13). Suponha que para qualquer I, € N

existe uma constante V(l,) > 0 tal que
a1, < v(ly), (3.15)

para todo k € N, sendo ay, ;, definido como em (3.14). Entdo o equilibrio y = 0 de Spc, é

estdvel.
(b) Se na parte (a), v(l,) = Vv, entdo o equilibrio y = 0 de Spc, € uniformemente estdvel.
(c) Se na parte (b), (3.15) é trocada por

lim a4, =0, (3.16)
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paratodo l, € N, entdo o equilibrio y =0 de Spc, é globalmente assintoticamente estdvel.

(d) Se a parte (a) € satisfeita e se na parte (c) a relagdo (3.16) é satisfeita uniformemente com
respeito a l, € N (equivalentemente, se para todo € > 0 e todo l, € N existe um K(€) €N,
independente de |, € N, tal que a;, ;, < € para todo k > K(€)), entdo o equilibrio y =0

de Spc, € globalmente uniformemente assintoticamente estdvel.

(e) Suponha que na parte (a) (3.15) € trocada por
ay, < ap'lo, I,k €N, (3.17)

sendo a > 0e 0 < p < 1. Suponha ainda que
M=T1 — T <0, (3.18)

sendo 0 > 0 uma constante. Entdo o equilibrio y = 0 de Spc, é globalmente exponenci-

almente estdvel.

Como conseqiiéncia do Teorema 3.1, apresentamos um resultado que apesar de ser mais
conservativo que o teorema, possui maiores vantagens quanto a aplicagdes. Enunciamos este

resultado em forma de corolario.

Corolario 3.1. (a) Para o sistema Spc,, suponha que as seguintes afirmagoes sdo verdadeiras:
(i) A condicdo (3.13) é verificada com pardmetros (M, wy);
(ii) Paratodo k €N, A = Tp 1 — T < 0 < ooy
(iii) Para todo k € N, M, <M < o0 e wy < w < oo, sendo M > 1 e w > 0 constantes,
(iv) Para todo k € N,

|| Hi | [Mie" ™ < 1. (3.19)
Entdo o equilibrio y = 0 de Spc, € estdvel e uniformemente estdvel.
(b) Se na parte (a) a hipdtese (iv) é trocada por

|| Hi|[Me" ™ < 8 < 1, (3.20)

para todo k € N, sendo 6 > 0. Entdo o equilibrio y = 0 de Spc, é globalmente assin-
toticamente estdavel, globalmente uniformemente assintoticamente estdavel e globalmente

exponencialmente estdvel.

Tendo em vista a semelhanga entre os atuais e os proximos resultados a serem apresentados,

omitimos as demonstracdes do Teorema 3.1 e Coroléario 3.1, uma vez que as demonstragdes des-
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tes seguem os mesmos procedimentos utilizados nas provas dos referidos teoremas da subse¢ao

seguinte.

3.3.3 Estabilidade de Semigrupos Nao-lineares

E possivel estabelecer resultados semelhantes aos Teorema 3.1 e Corolario 3.1, desta vez
aplicados ao SDD Spy. Para isso, devido a ndo linearidade dos operadores, sdo necessarias
algumas modificagdes nas hipéteses. Iniciamos estabelecendo algumas limitagdes aos opera-
dores das familias .7 e . Suponhamos que para cada semigrupo ndo-linear 7j () existem

constantes Mj, > 1 e w, € R, e para cada operador H;, : C — C existe uma constante cy, tais que

1T(6) ()] < Mye"™ [y, (3.21)

[ HW)I < exllyl]; (3.22)

paratodoy € C,t >0, k € N.

A desigualdade (3.21) é sempre satisfeita quando o semigrupo 7;(¢) é quase-contrativo,
neste caso My > 1 e w; € R, e quando T(t) é contrativo, (3.21) é satisfeita com My > 1 e
wyi < 0.

Da mesma forma como fizemos para C,-semigrupos, definimos

k )

|
—

Tcllwlo — (CliMliewlilli),

=0

’ () (3.23)
a1, = Mye : lk Tyl

ke N ={1,2,...},

V

Com essas consideracdes, enunciamos o resultado que estabelece condi¢des suficientes para

estabilidade de sistemas determinados por semigrupos ndo-lineares.

Teorema 3.2. (a) Para o sistema Spy, considere (3.21) e (3.22). Suponha que para qualquer

l, € N existe uma constante v(l,) > 0 tal que

a1, < v(lo), (3.24)

o —

para todo k € N, sendo ay;, definido como em (3.23). Entdo o equilibrio y = 0 de Spy é

estavel;

(b) Se na parte (a), v(l,) = Vv, entdo o equilibrio y = 0 de Spy € uniformemente estdvel;
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(c) Se na parte (a), (3.24) é trocada por
klim a1, =0, (3.25)
para todo 1, € N, entdo o equilibrio y = 0 de Spy ¢ assintoticamente estdvel;

(d) Se a parte (a) € satisfeita e se na parte (c) a relagdo (3.25) é satisfeita uniformemente com
respeito a l, € N (equivalentemente, se para todo € > 0 e todo 1, € N existe um K(€) € N,
independente de |, € N, tal que a;, ;, < € para todo k > K(€)), entdo o equilibrio y =0

de Spy ¢é uniformemente assintoticamente estdvel;

(e) Suponha que na parte (a) (3.24) é trocada por
ay, < ap'lo, lp,k €N, (3.26)

sendo a>0e 0 < p < 1. Suponha ainda que
M=T1 — T <0, (3.27)

sendo que 0 > 0 é uma constante. Entdo o equilibrio y = 0 de Spy é exponencialmente

estdavel;

(f) Se nas partes (c) — (e) as condigdes (3.21) e (3.22) sdo vdlidas para todo y € X, entdo o
equilibrio y = 0 de Spy é globalmente assintoticamente estdvel, globalmente uniforme-

mente assintoticamente estdvel, globalmente exponencialmente estdvel, respectivamente.

Lema 3.1. Para o sistema Spy, se as desigualdades (3.21) e (3.22) sdo satisfeitas, entdo para

todot, >0, y, € Cetodot >t, existe l, € N tal que

[y < ai,|lyoll, (3.28)

para todot € [, 7y, ,), k €N, sendo ay,;, definida como em (3.23).

Demonstracdo: Para o sistema Spy, com E = {1, 71, T, ...} C R, associamos cada intervalo
[Tk, Tr+1) com o indice k € N. Para ndo haver risco de confusdo, empregamos algumas alteragdes
na notagdo para que seja identificada com a notacdo empregada em (3.23). Assim, tomamos
l, = [to] = [7,], sendo que [x] denota a parte inteira de x € R, e fazemos [y =+ 1, k € N.
Dessa forma, o conjunto E altera-se para E = {7, 7, 7,,...}, € 0 intervalo [T, ) torna-se
[T Ty 1)-

Agora, se y(t,) = y(17,) = Yo € yo € C, desde que a solugdo de Spy é dada por y(t) = T;, (t —
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7,)(¥(7;,)), usando (3.21) temos

Ol = 1T, = 7,) ((z,))]]

< Myt y(g,),

parat € [T, T, +1).

lo+| wi,

Alémdisso, t — 7, < T, 41— T, = A, e wy, < | , logo

YOI < Myt |y(g, )]
WIO—HWIO l
< Me lly(m,)Il,
parat € [1,,T),+1).
Portanto, por (3.23) temos
Iy < a0, [ly(m )], 2 €[, Tys1)- (3:29)

Quando ¢ = 7,41, como a solucdo de Spy é dada por y(t) = H; (y(t~)) em t = 7,11, usando
(3.22) temos

||H], (Y(TIZH))H
i, |1 (7, L))l

CloMloewlo(Tln+1 _Tlo) ‘ |y(7:l(,) | ‘
c1,Mj, €% |y . (3.30)

[y(%,1)]

VAN VAN

Agora, de forma semelhante, quando 7 € [7;,, 7;,+1) e k € N| ={1,2,...}, se y(1;,) € C, temos

[y (@)l 13 (2 = 73 ) 0 (T3))

My, "5y (7, |
wlkﬂwl |

Mye M [y (g, (3.31)

k

IA

IA

equando = Ty 1

(gDl = 1H, (g, )]
e 150t ))|
cp My, e T =)y (7, ) ||

e My e [yg, || (3.32)

IN TN
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Agora, para k € N, por (3.32), obtemos por recorréncia

Y
Iy(m)ll < cp1My 1™ |y (T, 1) ]|
< e 1My M [Czkszlkfzewl"*z/llk’2 y(z,-2)11]
< e 1My "M e oMy, pei 2] ey aMy, e ||y(T, )]
k-1
< (cr,My,e"?4) Iy, (3.33)
=0

Portanto, por (3.31) e (3.33), combinadas com (3.29) e (3.30), temos

W[kﬂwlkll
IOl < Mye = " |y(z,)|]

iyt A wi
< Mye = kT (e, Mie™ ™) lyol], (3.34)

i=0

paratodot € [7,, T, 4+1) ek € N.
Finalmente, por (3.23) e (3.34) obtemos

Iy < ai,|lyoll, (3.35)

paratodot € [7,, T, +1) ek € N.

Demonstracio do Teorema 3.2: (a) Para todo € > 0 ¢ [, € N, tomamos & (&,1,) = %, além
disso, desde que [, = [t,], tomamos & (&, [r,]) = 8(€,1,) para todo [,k € N. Dessa forma, por
(3.24) e (3.35), se ||y,|| < 8 e y, € C, entdo

[y < ag, llyol| < v(1o)8 =&,

paratodot € [7,, 7, +1) e k € N. Portanto o equilibrio y = 0 de Spy ¢ estdvel.

(b) Se v(I,) = v, entdo a escolha de § pode ser independente de I,, neste caso & (&,1,) =
8'(e) = £, conseqiientemente a escolha de 6 também ¢ independente de #,, ou seja, 8(&,1,) =
8 (g,[l,]) = &8 (&) = 8(¢), de onde concluimos que equilibrio y = 0 de Spy é uniformemente

estavel.

(c) Devemos mostrar que o equilibrio y = 0 de Spy ¢ estavel e atrativo. Observamos que
(3.25) implica (3.24), portanto segue de (a) a estabilidade do equilibrio. Mostremos entdo que
o equilibrio é atrativo, ou seja, existe um n = 1(z,) > 0 tal que lim; . ||y(¢,Y0,%,)|| = 0, sempre

que ||yo|| < m. Para isso, afirmamos que t — e quando k — oo. De fato, como E ¢ ilimitado
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segue que limy_,., Ty = o0, € como Zi.:ol Ai = T — T,, podemos escrever, para todo ¢t € [Ty, Try 1),

k-1
t=to+ ) hi+&=1u+&,
i=0

para algum 0 < & < Tt 1 — T = 4. Logo, quando k — oo, temos T; — oo, portanto ¢ — oo.

Agora, pelo Lema (3.1),

[19(2:0:10)[| < ar 1, 11oll,

portanto, usando a hipétese (3.25), segue que lim, .. ||y(7,y0,%,)|| = O para todo y(z,y,,t,) de
Spn sempre que y, € C. Concluimos entdo que o equilibrio y = 0 de Spy € atrativo para todo

vo € C, conseqiientemente, € assintoticamente estavel.

(d) Como por hipétese as condi¢des da parte () sdo satisfeitas, ja mostramos que o equili-
brio y = 0 de Spy € uniformemente estdvel, resta mostrar que € também uniformemente atrativo.
Para isso, escolhemos 6 > 0 tal que {y, : ||[y,|| < 0} C C. Agora, por hipétese, (3.25) ¢ satis-
feita uniformemente com respeito a [, € N, assim, para todo €* > 0 e todo [, € N, existe um
K*(£*) € N (independente de /,) tal que a;,;, < €" para todo k > K*(&*). Portanto pelo Lema
3.1,

YO < ai,llyol| < €78,

paratodot € [7,, T, +1) € k > K*(€"). Podemos entio, para todo € > 0, escolher £* = %, assim
K*(e%) = K*(§) = K(e) e

&€
(50, 10) < @y 1,|[yol| < €76 = 35 =€,

paratodo? > T; 4 g(e).-
Finalmente, tomamos U(€) = T; 4 k() + T,. dessa forma |[y(z,¥,,%)|| < € para todo t > 1, +
u(e) e todo y(t,y,,t,) de Spy, sempre que ||y,|| < 6. Portanto o equilibrio y = 0 de Spy €

uniformemente atrativo e, conseqiientemente, uniformemente assintoticamente estivel.

(e) Pelo Lema 3.1, para todo #, > 0 e todo t > t,, existe [, € N tal que ¢ € [7;,, 7, 41) € (3.35)

vale. Além disso, t —t, < Tj, 1 — T, = f": o Ai, assim, por (3.27) temos
A It
t—1,< Y A< Y 0<(k—1l,+1)6,
i=ly i=ly

que implica que [ — [, > 2 — 1.
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Logo, pelo Lema 3.1 e por (3.26), como p < 1 temos

YOl < aig,llyoll
aplkilo |[yol]

I—to

< ap @ Hyol-

A

Finalmente, para todo € > 0, seja 6 = % eseja o = —MTP > 0. Entdo para todo y, € C tal que

||[yo|| < O, temos

t—tg
< ap @ 'yl
< aplg()_15
apt?a"’*l[%]
a
I—ty

Ep @
_ seln (p tfgl‘o )

I
— genTp(t_to)

[1¥(:y0:20) |

_ gefoz(tft(,)7

parat > t,. Portanto o equilibrio y = 0 de Spy € exponencialmente estavel.

(f) Observamos que se (3.21) e (3.22) sdo vilidas para todo y € X, entdo a desigualdade

(3.28) do Lema 3.1 ¢ vdlida para todo y, € X. Dividimos a prova desse item para os trés casos.

(i) Repetindo os passos da demonstragdo da parte (c) considerando que y, € X, como (3.21)

e (3.22) valem para todo y € X, podemos concluir que

limtﬂwlly(tay()?tO)H = O’

para todo y(+,yo,1,) de Spy, sempre que y, € X e f, € RT. Portanto o equilibrio y = 0 de Spy é

globalmente assintoticamente estavel.

(ii) Seguindo as mesmas linhas da demonstragdo da parte (d), para todo & > 0 e todo € > 0,
tomando £* = £, existe um K (¢, &) € N (independente de 7, > 0), tal que |[y()|| < € para todo
t > 7, +K(¢g, o). Tomando entdo (€, ) = Ty 4 k(e,a) — Tl,» t€mOS |[y(t,¥0,1,)|| < € para todo
t >to+ W etodo y(-,y0,%) € Spn, sempre que ||y,|| < c. Portanto o equilibrio y = 0 de Spy é

globalmente uniformemente assintoticamente estdvel.

(iii) Para todo B > 0 e todo ||y,|| < B, seguindo o desenvolvimento da parte (e), temos

(t—to) a _ _
" |[yoll = (E)Hyal\e o),

a

[y(t,y0,t0)] < (p)p
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para todo t > t, > 0, sendo @ = —Z"Tp > 0. Basta tomarmos entdo k() = %, dai temos

19(t,Y0,10)|| < k(B)||yo||e~*¢ ") para todo ¢ > t,, sempre que ||[yo|| < B, ou seja, o equili-

brio y = 0 de Spy € globalmente exponencialmente estavel. U

Da mesma forma como o Corolério 3.1, o préximo resultado destaca-se por apresentar

maior facilidade ao se tratar de aplicagdes, mesmo sendo mais conservativo que o Teorema 3.2.

Corolario 3.2. (a) Para o sistema Spy, suponha que as seguintes afirmacdes sdo verdadeiras:
(i) A condicdo (3.21) é verificada com pardmetros (M, wy);
(ii) A condigdo (3.22) é verificada com parametro ci,
(iii) Para todo k € N, Ay = Tjo 1 — T < 0 < oo;
(iv) Paratodok € N, My <M < oo ew; <w < oo, sendoM >1ew € R;

(v) Para todo k € N,
ciMye" < 1. (3.36)

Entdo o equilibrio y = 0 de Spy é estdvel e uniformemente estdvel.
(b) Se na parte (a) a hipdtese (v) é trocada por
cMpe M < § < 1, (3.37)

paratodo k € N, sendo 6 > 0. Entdo o equilibrio y =0 de Spy € assintoticamente estdvel,

uniformemente assintoticamente estdvel e exponencialmente estdvel.

(c) Se na parte (a) as desigualdades (3.21) e (3.22) sdo satisfeitas para todo 'y € X e no lugar
de (3.36) tivermos (3.37), entdo o equilibrio y = 0 de Spy € globalmente assintoticamente
estavel, globalmente uniformemente assintoticamente estdvel e globalmente exponenci-

almente estdvel.

Demonstracdo: (a) Empregando a nota¢do usada anteriormente, reescrevemos ¢y, My, Ag, wy,
como ¢, My, llk, wy,, respectivamente. Assim, da hipdtese (3.36) temos c,lekeW’k)”k <le

segue por (3.23) que

k—1

wi. AL
1, = [ ] (c1,Mye™™i) < 1, Tody = 1,
i=0

para todo k € N.
Além disso, das hipéteses (iii) e (iv) temos A, < 0, M;, <M < oo e w;, < w < oo, para todo
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k € N, logo
Wlk+ lekl l
al, = Mlke( =) T 1,
Wlk+ lekl
< M, ( 2 )llk

e
< Me(w+2‘W|)9.

w+ |w| . .
Basta entdo tomarmos V(l,) =V = Me< 2 )9, independente de /,, e as condi¢gdes das partes
(a) e (b) do Teorema 3.2 sdo satisfeitas, ou seja, o equilibrio y = 0 de Spy € estdvel e unifor-

memente estavel.

(b) Da mesma forma com fizemos na parte (a), usando agora o fato de que

cllekeW’kA’k < 6 < 1, temos

api, = Me (Wlk+ ‘Wlk I:I clMleW’l’
i=0
< M,e(”+ ) g
< e (5) 6 st
< (M—l—l)e(w2 )0 gl

w+ [w|
Tomando entdo a = (M + l)e( =)o e p = 8, as condicoes da parte (¢) do Teorema 3.2 sdo
satisfeitas. Além disso, quando k — oo temos que T, — oo, que implica /[y — o. Dessa forma,

temos

M+ 1)) oshl

quando k — oo. Portanto a;, ;, — 0 uniformemente quando k — oo, e as condig¢des das partes
(¢) e (d) do Teorema 3.2 sdo satisfeitas. Portanto o equilibrio y = 0 de Spy € assintoticamente

estavel, uniformemente assintoticamente estidvel e exponencialmente estivel.

(¢) Tendo em vista que as demonstra¢des deste item seguem diretamente daquelas feitas no

item (f) do Teorema 3.2, ndo hé necessidade de reescrevé-las. U

Como dissemos anteriormente, os resultados deste capitulo ndao fazem uso das fungdes de
Lyapunov, pois amparam-se na teoria de semigrupos, fato que muitas vezes € de importancia
considerdvel, tendo em vista as dificuldades envolvidas na determinacio destas funcdes para
muitos sistemas. Além disso, € grande a classe de sistemas que podem ser modelados por semi-
grupos, evidenciando a importancia dos Teoremas 3.1 e 3.2. No que diz respeito a aplicacdes,
os Corolarios 3.1 e 3.2, mesmo sendo mais restritivos que os dois teoremas anteriores quando
consideramos as limitacdes impostas a cada membro dos produtos parciais, podem ser mais

facilmente aplicados, como veremos no capitulo seguinte.
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4 Aplicacoes

Neste capitulo, consideraremos sistemas descritos por equagdes diferenciais ordindrias e
equagoes diferenciais com retardo, para os quais aplicaremos os resultados estabelecidos no

capitulo anterior.

4.1 Equacoes Diferenciais Ordinarias

Para esta secdo, sejam X = R" e || - || qualquer uma das normas equivalentes em R"*". No
Capitulo 2, abordamos alguns SDD para exemplificar a aplicacdo dos resultados de estabilidade.
Agora, discutiremos um pouco mais estes sistemas para exemplificar os resultados do capitulo

anterior.

Consideremos sistemas que sao casos particulares da familia de sistemas (3.1), dados pelos

problemas de Cauchy

y(t) =A(t), t>1; } @D

Y(t) = Yk,

sendo #;, € RT e y, € R". Suponhamos satisfeitas as condi¢des para existéncia, unicidade e

(k)

continuidade das solugdes y*) (-, ¥k, T ) destes problemas para r € [T;,0), e denotamos por Sy

os sistemas gerados pela familia de problemas acima.

Consideremos entdo o sistema dindmico descontinuo determinado por

4.2)

(1) =A(t), T <t<Tr
y(t)=By(t™), t="Tt1, kEN,

sendo y(t) € R", Ay, By € R™". Denotaremos por S(4.2) 0 SDD determinado por (4.2).

Novamente, da mesma maneira como para S(32), para todo (1,,y,) € R* x X, o sistema
anterior possui uma tnica solug@o y(z,y,,?,) que existe para todo ¢ € [t,,o0). Esta solugdo é
continua em [T, Ty 1) € possui possiveis descontinuidades em t = 7 € E = {11, Tp,... : 7| <

T < ...}, k € N, além disso o sistema admite a solucdo trivial y(¢,0,¢,) = 0, t > t,, portanto
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y = 0 € um ponto de equilibrio do sistema S(4 2). Estudaremos portanto a estabilidade do ponto
de equilibrio fazendo uso dos resultados estabelecidos para C,-semigrupos.

Consideremos entao os sistemas S((i)l). No Apéndice A afirmamos que neste caso (Teorema

A.4), para cada k € N, as solugdes de (4.1) geram C,-semigrupos Ti(t), (para mais detalhes cita-
mos (31)). Mais especificamente, temos T (¢) = €', sendo ¢/ dada por uma série convergente
e satisfazendo a propriedade

||e4%]| < et (4.3)

Tomando como base os sistemas dados por (4.1), os deslocamentos do sistema S(4.2) podem ser

dados por

VeVorto) = Tt — T)y(T) = WAy (1), T <1< Tor: }
y(t):Bky(t_)7 t:Tk-Ha kENa

Podemos entdo estabelecer o seguinte resultado, que sob certas condi¢des garante a estabi-

lidade uniforme, uniforme assintética e exponencial do equilibrio y = 0 do sistema S4 7).

Proposicio 4.1. Para o sistema S(4.2), suponha que para todo k € N, Ay = Tj 1 — T < 0 < oo,

e ||Ar|| < w < oo, sendo 6 e w constantes reais positivas.

(a) Suponha ainda que para todo k € N, tem-se
1B < 1. (4.4)
Entdo o equilibrio y = 0 de S4.2) € uniformemente estdvel.
(b) Se no lugar da ultima desigualdade tivermos
1Bee ™| <8 < 1, (4.5)

sendo 6 > 0, entdo o equilibrio y = 0 de Sy € globalmente assintoticamente estdvel,
globalmente uniformemente assintoticamente estdvel e globalmente exponencialmente

estdvel.

Demonstracao: Para todo k € N, por (4.3) temos
HBkeAk/IkH < HBkHeHAkH/Ik_

Aplicamos entdo o Coroldrio 3.1 com My = 1 e wy = ||Ag||, e concluimos assim a demonstragao.
UJ
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Particularmente, para um sistema linear sujeito a efeitos de impulso, dado por

y(t) =Apy(t), T <1 < Tpt1; } 4.6)

y(t)=T+By)y(t™), t="m1, kEN,

sendo Ay, B, € R e I € R"*" a matriz identidade, é possivel mostrar, de forma andloga, que

o equilibrio y = 0 deste sistema € globalmente exponencialmente estivel.

4.2 Equacoes Diferenciais Funcionais com Retardo

Aplicaremos nossos resultados a sistemas modelados por uma classe de equagdes diferen-
ciais funcionais com retardo. Mostraremos que sob certas limitacdes os deslocamentos desses
sistemas s@o modelados por semigrupos. Podemos, entdo, estabelecer hipoteses semelhantes
aquelas que aparecem nos resultados da Secdo 3.2 para garantir a estabilidade do ponto de equi-
librio do sistema. Iniciamos apresentando algumas definicdes e resultados bésicos sobre estas
equagdes. Observamos ainda que os conceitos e resultados a serem apresentados podem ser
encontrados em (32, 33, 30, 27).

4.2.1 Resultados Basicos

Neste capitulo, consideraremos X = C, = C[[—r,0],R"], que é um espago de Banach com
norma
19| = max{|¢ ()] : —r <1 <0},

sendo que |- | denota a norma em R”. Para x € C,, definimos ainda a fungdo x; € C, dada por
xt(s) =x(t+s), para —r < 5 < 0. Consideramos também que C C X é uma vizinhanga da origem

em X.

Suponhamos que Q é um dominio (aberto e conexo) em R™ x C, e seja f : @ — R". Cha-

mamos de equacao diferencial funcional com retardo (EDFR), a equagao

x(t) = f(t,x), 4.7)

sendo que X(¢) denota a derivada a direita de x com respeito a t. Uma fung¢do x € C|[t, —r,t, +

tr),R", ty > 0, é uma solugdo de (4.7), se (¢t,x;) € Q parat € [ty,t,+1tr) e X(t) = f(t,x;).

Agora, dado (¢,, (])(0)) € Q, associado com a equacdo (4.7), consideremos o problema de

valor inicial

i(t) = f(t,x), } 4.8)

X, = ¢(0).
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Dizemos que uma fungio x € C[t, — 1,1, +17),R"], denotada por x(¢,$(*),1,), é uma solugio de
(4.8), com valor inicial ¢(0), se x(t, d)(o),to) € solugdo de (4.7) e se x(,, (p(”),t(,) = x,o(d)(o),to) =
0.

Apresentamos agora alguns resultados gerais sobre a solu¢do do problema anterior, in-

cluindo existéncia e unicidade, que nos servird como suporte. O lema a seguir estabelece uma

formulacdo equivalente ao problema (4.8).

Lema 4.1. Dado (t,,¢(?) € Q, se f(t,0'?)) é continua, entdo encontrar uma solucdo de (4.8)

€ equivalente a resolver a equacdo integral

Xty = ¢(0)7
’ 4.9)
x(t) = ¢ 0) + [} f(s,x5)ds, t>1,.

O préximo resultado versa sobre a continuidade de x;.

Lema 4.2. Se x € C[[t, — r,t, + c|,R"], entdo x; é uma funcdo continua de t, parat € [t,,t,+c|.

Enunciamos ainda um resultado que garante a existéncia e unicidade da solu¢do de (4.8).

Lema 4.3. Para todo (t,,¢'%)) € Q, se f € C[Q,R"], entdo (4.8) tem uma solucdo definida
em [ty,t, +c]. Além disso, se para todo conjunto compacto K C Q, f satisfaz a condi¢do de
Lipschitz

F(t,3) = (23] < Lx— ],

para todo (t,x),(t,y) € K, sendo L uma constante dependendo em K. Entdo a solugdo de (4.8)

é tinica no intervalo [t, — 1,1, + ¢), para todo ¢ > 0.

Resultados Especiais para EDFR Lineares

Com o interesse de relacionar sistemas de EDF R com semigrupos, consideraremos agora o
caso em que na equagdo (4.7), temos C = C, e f(t,x;) = L(x;). Neste caso, L é uma aplicagdo
linear continua de C, em R" definida pela integral de Stieltjes

0
L(9)= [ [dB(5)19(s), @.10)
sendo B(s) = [b;;(s)] uma matriz n X n cujas entradas sdo fungdes de variacdo limitada em

[—r,0]. Definida dessa forma, a aplicacdo L é Lipischitz continua em C,, com constante (de



4.2 Equagées Diferenciais Funcionais com Retardo 66

Lipschitz) K menor ou igual a variacao de B em (4.10). De fato,

L)L)l = | [ 1aBwlow ~ [ aBw)]v)

—r —r

- |/ Or[dB(S)]N’(S) —y(s)]

0
< | [ aBo)|lo6) -yl
< Kl||o(s)—w(s)]|,

com ¢,y € C,.

Obtemos assim o problema de valor inicial linear, como caso particular de (4.8), dado por

(4.11)

Agora, dada ¢(©) € C,, se x(t, ¢, t,) é a tnica solucdo de (4.11), definimos o operador solugido
T(t):C, — C, por
% (491 1) = T(t —1,)9"). (4.12)

Lema 4.4. Para o operador solugdo T (t), t > 0, definido por (4.12), a familia {T (t)},>0 é um
C,-semigrupo. Além disso, o gerador infinitesimal A de {T (t) };>0 € dado por

{ —dfl(ee), —r<6<0;

Ap(0) = (4.13)

¢)7 0 =0,

e o espectro do gerador (6(A)) consiste de todas as solu¢des da equagdo caracteristica
0 A
det / e*dB(s)— Al | =0. (4.14)
—r

Para finalizar essa sec@o consideraremos dois resultados de C,-semigrupos enunciados no
Apéndice A. Pelo Teorema A.9, se as solugdes de (4.14) sdo tais que ReA < —q,, entdo para

toda constante positiva o < ¢, existe uma constante P(a) > 0 tal que
Tl < P(a)e ™, 1 >0. (4.15)

Mesmo quando as solucdes de (4.14) ndo satisfazem a relagdo citada, o Teorema A.6 garante

que sempre existem constantes it > 0, Q > 1, tais que

T (2)]] < Qet', 1 >0, (4.16)

Estabelecidos os resultados basicos para EDFR, consideraremos agora SDD determinados



4.2 Equagées Diferenciais Funcionais com Retardo 67

por EDFR lineares e nao-lineares.

4.2.2 SDD Determinados por Semigrupos Nao-Lineares

Consideremos o sistema de equagdes diferenciais funcionais com retardo dado por

X(t) = F(x), w<t<To; } (4.17)

xl:Hk(xt7)7 t:Tk+], kEN

sendo {F;} e {H;} familias de aplicagdes tais que F; : C — R", H; : C — C, sendo E = {t, =
To, T1, T2, - : Tp < T1 < T < ...} um conjunto discreto, infinito e ilimitado e S(4.17) o sistema
determinado por (4.17). Para o sistema acima, suponhamos que para todo k € N, H;, € C[C,(],

Hi(0) = 0 e existe uma constante Cy, > 0 tal que
||Hi(0)]| < Cil|ol], (4.18)

para todo @ € C.

Suponhamos também que Fj(0) = 0 e Fy, satisfaz a condi¢do de Lipschitz

|Fi(@) = Fi(n)] < Kil|lw —nl], (4.19)

para todo w,n € C.

Antes de falarmos das solugdes de (4.17), consideremos o seguinte problema de valor inicial que
¢ base para aquele sistema. Para todo k € N, pelo que vimos na subse¢d@o anterior, o problema

de valor inicial

X(t) = Fi(x), t>15, kEN, } (4.20)

Xt = (P(k)? = T.
em que Fj; possui as mesmas propriedades do sistema S .17), possui uma unica solucio
(k)
Y

Y (oW 1) =9,

Dessa forma, para todo (z,,¢(?)) € R* x X, S(4.17) possui uma tnica solu¢io y;(-,¢(),z,)

(0% 1) para toda condicdo inicial ) € C, que existe para todo ¢ > T, com

que existe para todo 7 € [f,,o0). Esta solu¢do é tomada como a familia dos segmentos das
solucdes l//t(k)(-, ¢®) 1), definidas em [7¢, Tei1 ), k € N, com condigdes iniciais (1, ). De-

notamos entao

ll/t(k)('vq)(k)?Tk)a Tk <tr< Tk+15
Hk(‘l’(f)('afp(k),fk)) =¢"D r =1, keN.

t

v (-9, 7,) = { @.21)

a solugdo de (4.17). Note que o estado no tempo 7T ¢é dado por
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(])(") =H;_ (wi?l (-, q)(k_l),’ck,l)), ou seja, a aplicacdo H;_ indica o estado do deslocamento
no tempo inicial do intervalo [, 71 1). Além disso, pela forma como foi definido, o desloca-
mento y;(-,¢(?), 7,) é continuo para todo t € [t,,) — {11, T, ...}, podendo ser descontinuo em
t € {11,m,...}. Ainda, como supomos que F;(0) =0 e H;(0) = 0, temos que o estado inicial

® = 0 é um ponto de equilibrio do sistema (4.17), desde que y;(+,0,1,) = 0, para todo ¢t > 1,.

E interessante observar que o espago estado do sistema Si4.17) € X = C;, e o estado x;
evolui de acordo com a primeira equagdo em (4.17), com estado inicial x; = ¢(k) definido em
[Tk — 1, Tk, € em Ty 1, 0 estado Xoo ¢ levado pela fungao H; no estado inicial q)(kH) do intervalo

+
. . . - _ 4 (k+1 5
[Ths1, Tkin). Assim, o estado X, estd definidoem [7,, | — 7,7, ], enquanto x| = ¢t esta

definido em [Tjy | — 7, Tpy1]-

Com essas consideracoes, para (4.17) definimos o operador solugao

‘I’t('»d’(k)»fk) = Tk(t - Tk)(¢(k))7

sendo Ti(t — 7;) : C — C, t > 7. Usando propriedades das solugdes de (4.20) (unicidade e
dependéncia continua), foi mostrado em (32) que 7;(¢) é um semigrupo nao-linear em C. Mais
ainda, sendo Fj Lipschitz continua, 7j(z) é na verdade um semigrupo quase-contrativo satisfa-

zendo
1T(1) (@) — Tr()(n)]| < X' ||0 — 7], (4.22)

para todo t € RT, o, N € C, sendo K} a constante de Lipschitz dada em (4.19). Sendo assim,

podemos caracterizar o sistema S4.17) como

¥(1,0),1) = Tt = 5)(9W), w <1 < g } 4.23)

yi = Hi(y-), t =T, kEN.

Estes deslocamentos determinam um SDD que € um caso especial do sistema Spy, que denota-
remos por S 23). Estamos agora em condig¢des de discutir a estabilidade do equilibrio y = 0 de

S(4.23), respectivamente, de S(4.17).

Proposicao 4.2. (a) Para o sistema S 23, suponha que

(i) Para cada k € N, a fungdo Fy satisfaz a condigcdo (4.19), com constante de Lipschitz

Ky, para todo w,n € C, sendo C uma vizinhanca da origem;

(ii) Para cada k € N, a fungdo Hy satisfaz a condi¢do (4.18) com constante Cy, para
todo o € C;

(iii) Para cada k € N, tem-se (Ty11 —T) =4 < 0 < oo, Cy <Y< o0 e Ky <K < oo;

(iv) Para cada k € N,
Cre®M < 1.
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Entdo o equilibrio y = 0 de S4 23y € uniformemente estdvel.
(b) Se na parte (a), substituirmos (iv) por

(v) Para cada k € N,
CkeK"A" <o<1.

Entdo o equilibrio y = 0 de S 23) é uniformemente assintoticamente estdvel e expo-

nencialmente estdvel.

(c) Se na parte (a) substituirmos (iv) por (v) e supormos que as condi¢des (4.18) e (4.19)
valem para C = C,, entdo o equilibrio y = 0 de S4.23) é globalmente uniformemente

assintoticamente estdvel e globalmente exponencialmente estdvel.

Demonstracao: Como por hipétese temos Fy(0) = 0, considerando-se (4.22), temos
17(1) ()] < 4[| @],

paratodoz >0,k € Ne w € C (respectivamente ® € C,). Dessa forma, basta tomarmos M = 1,

¢ = Cy, wi = L e aplicarmos o Coroldrio 3.2. Isto conclui a demonstragao. ]

4.2.3 SDD Determinados por C,-semigrupos

Nesta subsec¢do, procederemos de modo semelhante a anterior para estabelecer resultados
no mesmo espirito daqueles. Para o sistema dado por (4.17), tomamos em particular Fi(x;) =
Lix;, em que Ly : C, — R € definida da mesma forma como em (4.10), ou seja

0
L(9) = | [aB()9(s).
Tomamos também Hj (x;) = Ggx;, sendo Gy € C[C,,C,| um operador linear. Dessa forma, rees-

crevemos (4.17) como

xX(t) =Lixy, T <t < Ty,
(0) =L, 7 <1< 10 wos)
Xt:Gkth, t:Tk+1, k € N.
Da mesma forma como fizemos na subsecao anterior, reescrevendo (4.20) como
(1) =Le(x), t>1, kEN,
(t) = Li(x:) k 425)
xt:¢(k)7 I =T,

o Lema 4.4 garante que para cada k € N, a solu¢do de (4.25) determina um C,-semigrupo,

portanto, (4.24) determina um SDD determinado por C,-semigrupos que € um caso especial de
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Spc,. Além disso, quando todas as solugdes da equagdo caracteristica

0
det / elsdBk(S) — ﬁ,k[ =0,

satisfazem a relagdo Reld; < —Qy, entdo se 0 < oy < &y, existe uma constante Py(0y) > 0 tal
que
ITe()]] < Prog)e ™, 1 > 0. (4.26)

Mesmo que a hipdtese acima ndo aconte¢a, podemos afirmar que existem constantes L > 0,
Oy > 1, tais que
| Te(t)|| < Qxe!, 1 > 0. (4.27)

De qualquer forma, podemos estabelecer uma limitagéo para Ti(¢), adotando (4.26) ou (4.27)

de acordo com a conveniéncia. Para isso, quando (4.26) se aplica, fazemos
My = P(oy), 04 =wg, (4.28)
e quando (4.27) se aplica, fazemos
My =1, L =wy, (4.29)

obtendo assim
| Tk ()] < Mye"™™, 1> 0. (4.30)

Podemos entdo, como anteriormente, descrever Sy 25) como

Y0,00.1) = Tt~ 7000, 5 <1 < e } @31

v = Hyy,, t= T4, keN.

Estamos agora em condi¢des de estabelecer o seguinte resultado
Proposicao 4.3. (a) Para o sistema S 31, suponha que

(i) Para cada k € N, tem-se (Ty11 —Tp) = 2 < 0 < oo, My <M < o0 e wy < w < oo,

(ii) Para cada k € N,
|| Gyl |Mie" ™ < 1. (4.32)

sendo wi e My dadas em (4.26)-(4.29). Entdo o equilibrio y = 0 de S 31 € unifor-

memente estdvel.

(b) Se na parte (a), substituirmos (4.32) por

|G| | Mye™ ™ < & < 1.
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Entdo o equilibrio y = 0 de S4 31) € globalmente uniformemente assintoticamente estdvel

e globalmente exponencialmente estdvel.

Demonstracao: A prova € uma aplicacio direta do Corolario 3.1. U

Encerramos este capitulo observando que estes resultados podem ser aplicados, em particu-
lar, a sistemas modelados por equacdes diferenciais parciais (como foi feito em (27)), desde que
nesta darea, assim como para EDFR, € comum o uso da teoria de semigrupos como ferramenta

no estudo de vdrios sistemas, a exemplo de sistemas dissipativos, como feito em (34).



72

5 Consideracoes Finais

O modelo geral de sistemas dinamicos hibridos proposto em (11, 12) permite um estudo
qualitativo de estabilidade generalizado, abordando uma classe ampla de sistemas que muitas
vezes envolvem um comportamento dindmico complexo. Todavia, este estudo pode ser simplifi-
cado pelo processo de imersao de um sistema dinamico hibrido definido em tempo generalizado
em um sistema dinAmico descontinuo definido em R, possibilitando o uso de conceitos e re-
sultados bem conhecidos da teoria de sistemas dindmicos. Contudo, os resultados apresentados
para SDD, mesmo tomando como base os resultados usuais da teoria bdsica de sistemas diné-
micos, s30 menos restritivos e mais abrangentes que estes, considerando informacdes sobre os
possiveis pontos de descontinuidade do sistema. Além disso, o uso de aplicagdes que preser-
vam estabilidade, podem simplificar o estudo de estabilidade, dentro da teoria de comparagao,

estendendo o conceito de fung¢des de Lyapunov.

Quando o estudo de estabilidade é destinado a sistemas que as solucdes determinam se-
migrupos, € possivel fazer uso de resultados mais especificos, que ndo fazem uso de fungdes
de Lyapunov ou aplica¢des que preservam estabilidade, e possuem maior facilidade nas apli-
cacoes. Estes resultados consideram limitagdes sobre os semigrupos e expdoem condig¢des sufi-
cientes para a estabilidade do sistema. S3o muitos os sistemas que podem ser modelados por
semigrupos. Neste trabalho, considera-se o caso particular dos sistemas gerados por equagoes
diferenciais com retardo e aplica-se os resultados gerais de estabilidade de semigrupos. To-
davia, a aplicacdo dos resultados € tomada de forma genérica dentro desta classe de sistemas,

podendo ainda ser analisada para suas subclasses mais especificas.

De forma geral, o trabalho retne vdrias publicacdes relevantes sobre o estudo qualitativo de
sistemas dindmicos descontinuos e sistemas dindmicos descontinuos modelados por semigru-
pos, além de concentrar parte da teoria basica de semigrupos. Considerando-se a complexidade
do assunto, a abordagem ¢é feita de forma generalizada, contudo, € interessante sugerir como tra-
balhos futuros o estudo de problemas mais especificos em que se possa aplicar os resultados de
sistemas dinamicos descontinuos, bem como analisar problemas modelados por semigrupos em

que se possa discutir os tipos de limitagcdes impostas aos semigrupos que modelam os sistemas.
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Uma questdao também interessante € estudar conceitos de otimizacao para sistemas como
os considerados neste trabalho, em especial para os modelados por semigrupos, haja vista a

simplificagdo que este conceito pode proporcionar.
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APENDICE A - Semigrupos

Em grande parte do trabalho fazemos uso de conceitos e resultados da teoria de semigrupos
sem maiores comentdrios. Sendo assim, relacionamos neste apéndice aspectos basicos desta
teoria, com a intencao de fundamentar e complementar os conceitos dos Capitulos 3 e 4. Nossa

discussdo € feita de forma introdutéria mas toma como base trabalhos relevantes da area.

A teoria de semigrupos estd diretamente relacionada com sistemas dindmicos e equagdes
funcionais, sendo assim, iniciamos nossa discussao considerando duas indagacdes interessantes

a respeito de uma equacéo funcional descrita pela aplicagdo T'(¢), r > 0, dada por
T(t+s)=T()T(s). (A.1)

Podemos entdo indagar que hipéteses deve possuir a solugéo t — T(¢) de (A.1) para que seja
diferencidvel e satisfaca uma equacdo diferencial, e ainda, dada a solucdo de uma equacao
diferencial, como ela pode ser relacionada com a familia de aplicagcdes que satisfazem (A.1).

Estas indagacdes partem do problema abordado por A. Cauchy.

A.1 A Equacao Funcional de Cauchy

Em 1821 A. Cauchy, em seu trabalho Course d’Analyse, levantou um problema que, utili-

zando uma notagdo mais familiar, pode ser reescrito da seguinte forma

Problema 1. Encontrar todas as aplicagdes T(-) : R™ — C satisfazendo a equagéo funcional

T(t+5) =T()T(s), paratodot,s0; } (A2)

Naturalmente, a func@o exponencial

t— e,

satisfaz (A.2) para todo a € C. Na verdade, Cauchy sugeriu que estas seriam todas as solucdes

de (A.2).
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Abordamos entao alguns resultados apresentados em (31) que relacionam estas questdes.

Teorema A.1. Seja T (1) = €' para algum a € C e todo t > 0. Entdo a fungdo T(-) é dife-

rencidvel e satisfaz a equagdo diferencial (ou mais precisamente, o problema de valor inicial)

d .
GT(t)=aT(t), t>0; } (A3)

T(0)=1.
Reciprocamente, a fungdo T(t) : R™ — C dada por T(t) = ' para algum a € C é a tinica

fungdo diferencidvel satisfazendo (A.3). Resta ainda observar que a = %T(r) |i=0-

O teorema anterior mostra que a resposta para a primeira questao levantada acima pode ser
obtida usando a fun¢@o exponencial, ou seja, a funcao exponencial relaciona a solucao de uma
equagao diferencial com a familia de aplicagdes que satisfazem (A.2). Além disso, o préximo
resultado mostra que a continuidade da solu¢do de (A.2) € suficiente para seja diferencidvel e

satisfaca uma equacao diferencial.

2z

Teorema A.2. Seja T(t) : R™ — C uma funcdo continua satisfazendo (A.2). Entdo T(-) é

diferencidvel, e existe um tinico a € C tal que (A.3) vale.

A combinacao destes resultados fornece uma resposta adequada para o Problema 1.

Teorema A.3. Seja T(t) : RT™ — C uma funcdo continua satisfazendo (A.2). Entdo existe um
tinico a € C tal que

T(t) =e", t>0.

Observamos que se no lugar de X = C tomarmos X = .Z(C), o espaco dos operadores
lineares em C, entdo a aplicagdo T'(-) satisfazendo (A.2) descreve a evolugdo no tempo de um
sistema dinamico linear em C, ou seja, tomando xg € C o estado inicial para o tempo inicial
t =0, entdo

x(t) :=T(t)x,,

€ o estado do sistema para t > 0. Dai
x(t+5)=T{t+5)x, =T )T (s)x, = T(t)x(s),

isto é, o estado x(z +s) no tempo 7 + s é o mesmo estado para o tempo ¢ com estado inicial x(s).

Do que foi discutido acima, a fung@o exponencial estd diretamente associada as equacoes

A

diferenciais, pois ela satisfaz o problema de Cauchy: uma fun¢do x(¢) = ¢“x,, sendo x, um
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elemento dado em X et € R™, é solugdo do problema de valor inicial

d_)C =
ai =A% } (A4)
x(0) = x,.

Neste caso X = C, mas os resultados obtidos nesta subsecao também sao verdadeiros quando
tomamos o espaco X = M,,(C) das matrizes complexas n X n, e também para o caso em que X
¢ um espaco de Banach de dimens@o infinita, sendo que A é um operador linear limitado, e 7'(+)

toma valores na adlgebra dos operadores lineares limitados.

Em particular, quando X = M,,(C), destacamos o seguinte resultado.

Teorema A.4. Seja T(t) := €' para algum A € M,,(C). Entdo a fungdo T (t) : R* — M, (C) é

diferencidvel e satisfaz a equacdo diferencial
(A.S)

Reciprocamente, toda funcdo diferencidvel T(t) : RT™ — M, (C) satisfazendo (A.5) é da forma
T(t) = e, para algum A € M,,(C). Além disso, tem-se A =T (0).

Uma questdo mais delicada surge quando A é um operador linear ndo-limitado e deseja-se
encontrar a fungdo x(f) que resolve (A.4). Neste contexto, evidencia-se a idéia da teoria de

semigrupos, que visa estudar este problema generalizando a idéia de funcio exponencial.

A.2 Teoria de Semigrupos

Apresentamos, nesta subse¢do, alguns conceitos e resultados basicos da teoria de semigru-
pos. A abordagem desta teoria ndo € tomada de forma profunda, uma vez que o objetivo é for-
necer os conceitos que serao necessarios para o desenvolvimento deste trabalho. Os conceitos
e resultados desta se¢do, juntamente com as respectivas demonstracdes podem ser encontrados
em (35, 36, 37, 30).

A.3 Semigrupos Lineares

Dizemos que uma familia {7'(¢)} de operadores lineares limitados 7'(¢) : X — X, sendo
t > 0 e X um espaco de Banach, € um semigrupo linear se ela satisfaz a equacdo funcional
(A.2), sendo T'(0) =1, I a aplicacdo identidade em X. Mais formalmente, reescrevemos da

seguinte forma.
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Defini¢iio A.1. Uma familia {T (t)} de operadores lineares limitados T(t) : X — X, t € R™, ¢
um semigrupo linear se
(i) T(0) =1, (sendo I o operador identidade em X );

(ii) T(t+s) =T(¢)T (s), para quaisquer t,s € RT.

A.3.1 Semigrupos Fortemente Continuos

~

Defini¢do A.2. Uma familia {T(t)} de operadores lineares limitados T (t) : X — X, t € R" ¢
um semigrupo fortemente continuo se

(i) T(0) =1, (sendo I o operador identidade em X );

(ii) T(t +s) = T(¢)T (s), para quaisquer t,s € R*;

(iii) lim, o+ T (t)x = x, para todo x € X.
Observacao A.1. Um semigrupo fortemente continuo serd chamado um C,-semigrupo.

Definicao A.3. Um C,-semigrupo é uniformemente continuo se

lim, o+ | T(t) 11| = 0.

Uma forma equivalente para a defini¢do anterior pode ser obtida trocando a igualdade ante-
rior pela hip6tese de que a aplicagdo t — T'(¢) é continua na topologia uniforme dos operadores

lineares limitados de X.

Dissemos anteriormente que os semigrupos generalizam a no¢ao de fung¢do exponencial,
e também mostramos, na secdo anterior, como estdo relacionadas as solucdes das equacdes
diferencial e funcional de Cauchy. Agora, definimos um operador que permite generalizar o

conceito de solugdo x(t) = Al quando o operador linear A for, eventualmente, ilimitado.

Definiciao A.4. Consideremos um C,-semigrupo T (t) e seja

T(t)x—
D(A) = {x €eX: limtﬂo+¥ existe}.
O operador A : D(A) — X, dado por
T(t)x—
Ax = lim,_g+ y xeD(A),

é chamado o gerador infinitesimal do C,-semigrupo T (t).
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Para o caso em que o C,-semigrupo € uniformemente continuo, o teorema a seguir relaciona

os resultados anteriores.
Teorema A.5. Seja {T(t)} um C,-semigrupo uniformemente continuo. Entdo sdo vdlidas as
seguintes propriedades

(i) Um operador linear A é gerador do C,-semigrupo T (t) se, e somente se, A ¢é limitado;

(ii) Se {S(t)} é um C,-semigrupo uniformemente continuo tal que

S(t)x—x

T(t)x —
T)x—x = A= limy_gr =,

limt_>0+
entdo T (t) = S(t);

(iii) Existe um tinico operador linear limitado A tal que T (t) = ',

O préximo resultado mostra a importante caracteristica dos C,-semigrupos serem exponen-

cialmente limitados, fato que sera freqiientemente explorado.

Teorema A.6. Dado um C,-semigrupo, existem constantes w > 0 e M > 1 tais que
IT(1)]| < Me™, (A.6)

paratodot € RY.

No que segue, enunciamos um teorema que relata algumas propriedades bésicas de C,-
semigrupos. Tal resultado € importante por referir-se a diferenciabilidade de semigrupos asso-

ciados a seus geradores infinitesimais.

Teorema A.7. Seja A(t) o gerador infinitesimal de um C,-semigrupo T (t). Entdo verificam-se

as seguintes propriedades,

(i) Sex e D(A) et € R, entdo T (t)x € D(A) e a fungdo T (t)x : RY — X é diferencidvel com

%T(I)x = AT (t)x =T (t)Ax; (A7)

(ii) Se x € D(A), entdo

T(t)x—T(s)x= /SIAT(r)xdr = /Sl T (r)Axdr; (A.8)

(iii) Se x € X et € RT, entdo lim,_, T (s)x = T (t)x. Além disso, se o C,-semigrupo T (t) for

uniformemente continuo, entdo limy_,; T (s) = T (t);
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(iv)Sexe X et >0, entdo

o gtk
%13}) ) T (r)xdr =T (t)x; (A.9)
(v)Sexec X et >0, entdo
t t
/ T(r)xdre D(A) e A/ T (r)xdr=T(t)x—x. (A.10)

Corolario A.1. Se A é o gerador infinitesimal de um C,-semigrupo T (t), entdo D(A), o dominio

de A, é denso em X e A é um operador linear fechado.

Os proximos resultados tratam da caracterizacdo de geradores no contexto da teoria espec-

tral.

Definicdo A.5. Seja A : D(A) — X, D(A) C X, um operador linear fechado em X. Definimos o
Conjunto Resolvente de A e denotamos por p(A), o conjunto de todos os A € C para os quais

o operador linear (A — AI) possui inversa limitada, (A —A1)~' : X — X. O operador linear

R(A,A) = (A —AI)~! serd chamado o Resolvente de A.

Definicao A.6. Seja A como na definicao anterior, definimos o Conjunto Espectral de A, ou

simplesmente Espectro de A, como sendo o conjunto 6(A) = C\p(A).

Estamos agora em condic¢des de enunciar um teorema cldssico da teoria de semigrupos, que
evidencia sua importancia por fornecer condi¢des necessdrias e suficientes para que um dado

operador linear seja o gerador infinitesimal de um C,-semigrupo .
Teorema A.8. Hille-Yosida-Phillips Um operador linear A é o gerador infinitesimal de um

C,-semigrupo T (t) satisfazendo ||T (t)|| < Me" se, e somente se,

(i) A é fechado e D(A) é denso em X, e

(ii) o conjunto resolvente p(A) de A contém (w,), e

|(A—=AD)"|| < —, paradl >w, n=1,2,.., (A.11)

M
(A —w)

sendo que I denota o operador identidade em X.

O préximo resultado estabelece uma caracteristica de um C,-semigrupo T (t) em termos de
seu espectro 6(A) e seu gerador infinitesimal. Antes, porém, necessitaremos definir um tipo

especial de C,-semigrupo .

Definicdo A.7. Um C,-semigrupo T(t) é diferencidvel parat > r, se para cada x € X, T(t) é

continuamente diferencidvel em r <t < oo,
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Teorema A.9. Se um C,-semigrupo T(t), com gerador infinitesimal A, é diferencidvel para
t >r, ese Red < —a, para todo A € 6(A), entdo dado qualquer constante positiva o < ¢,

existe uma constante K(a) > 0 tal que
IT(t)] < K(a)e ™, (A.12)

paratodot € RY.

Até agora apresentamos alguns tipos de C,-semigrupos € algumas de suas propriedades
qualitativas, além de fornecer algumas condicdes que caracterizam tais semigrupos em espagos
de Banach. Definiremos agora um tipo de C,-semigrupo que possui uma maior aplicabilidade

em espacos de Hilbert.

Definicdo A.8. Um C,-semigrupo T (t) que satisfaz | T (t)| < 1, é chamado um C,-semigrupo

de contragdo.

Exemplo A.1. Seja C(R) o espago de Banach das fungées uniformemente continuas e limitadas

em R, com norma ||u|| = supycr|u(x)|. Definimos entdo T (t) : C(R) — C(R), dada por
T(t)u(x) = u(x+1) = w(x),

sendo que t > 0 e u(x) € C(R). Note que da forma como foi definida, T(-) é uma aplica¢do

linear, além disso

T (t)ul| = supxer|u(x+1)| = supyer |u(x)| = [|u]],
logo
|7 (#)ul]
7| ZSMPueC(R)W =1L

Portanto, temos T : RT — Z(C(R)), sendo £ (C(R)) o espago dos operadores lineares limi-
tados em C(R).

Agora, temos

(i) T(0)u(x) = u(x +0) = u(x);
(ii) T(t +5)u(x) = u(x+ (1 +5)) = u((x+5) +1) = T )u(x+5) = T(t)(T (s)u(x));
(iii) Uma vez que u € C(R) é uniformemente continua, para cada u temos

Tim |17 (1) —ul| = lim supscelu(e+1) — u(x)| =0,

sendo que o limite acima é uniforme.
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Portanto T (t) é um C,-semigrupo .
Agora, seja A : D(A) — X o gerador deste semigrupo. Se u € D(A), entdo existe

i DO ) uxn) o)

t—07t t t—07t t

sendo o limite uniforme em x e pertencente a C(R). Dessa forma u é derivdvel a direita com

%u(x) € C(R), mas ainda, pelo Lema de Dini, u é derivdvel e %u(x) € C(R). Por outro lado,

seuc C(R) eu € C(R), tem-se

ulx+1)—ulx)

logo

lim
t—0 t
uniformemente em x. Portanto u € D(A), sendo D(A) = {u € C(R) : u'existe e’ € C(R)} e

!
Au=u.

A.4 Semigrupos Nao-Lineares

Nesta subsecdo, apresentamos de forma sucinta o conceito de semigrupos nao-lineares.
As defini¢des sdo semelhantes as anteriores, mas neste caso os operadores 7'(¢) formam uma

familia de operadores nao-lineares definidos em um subconjunto C de um espago de Banach X.

Defini¢io A.9. Uma familia {T(t)} de operadores ndo-lineares T(t) : C — C, t € R, é um
semigrupo ndo-linear definido em C se

() T(0)(x) = (x);

(i) T(t+s)(x) =TT (s)(x), Vt,s € RT;

(iii) T(t)(x) é continua em (t,x) em R™ x C.
Antes de definirmos o gerador de semigrupos ndo-lineares, como estes sdo operadores nao-

lineares, achamos ser interessante definir o conceito de "multi-operador".

Definicao A.10. Um operador A é dito ser um multi-operador definido em X se para cada

x € X, A(x) € um subconjunto de X. Assim, o grdfico de A é dado por
Gr(A) ={(x,y):xeXeyc AX)} CXxX,

a imagem de A é

Im(A) = U{A(x) : x € D(A)},
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e a inversa de A no ponto y é dada por
ATy ={xeX:ycA(x)}.

Definicao A.11. Dizemos que um operador A (possivelmente multi-operador) gera um semi-

grupo ndo-linear T (t) em C se

L
T(t)x = limy o (1= -A) "0,  xeC
n

Além disso, o operador A : D(Ag) — X, dado por

T(t)x—
As(x) = limtﬂo+¥, x € D(Ay),

é chamado o gerador infinitesimal As do semigrupo T (t), sendo D(As) o conjunto dos x € C

para os quais o limite acima existe.

Apresentamos ainda um conceito muito utilizado nas aplicagdes de semigrupos ndo-lineares.

Definicdo A.12. Um semigrupo ndo-linear T (t) é dito ser quase-contrativo, se existe umw € R

1T () (x) = T ()OI < " [lx =yl

para todo t € R" e todo x,y € C. Quando w <0, dizemos que T (t) é um semigrupo de contra-

tal que

cdo.
Definicao A.13. Um multi-operador A em X é dito ser w — acretivo se
11 = Ay1) = (2 = Ay2)|[ = (1 = Aw)l]x1 — 22, (A.13)
para todo A > 0 e todos x1,x; € D(A), y1 € A(x1), y2 € A(xp).
Observacao A.2. Se A ndo é um multi-operador, mas satisfaz a condigdo de Lipschitz
AGx) =AW < Lilx—yl],

para todo x,y € D(A). Entdo A é w— acretivo com w = L.

De fato,

[[(x=AA(x)) = (y = AA )] [ =y) = A(A(x) =AW))]
e =yl[ = A[lA(x) =AW
b=yl = AL{}x =]

(1=AL)[[x—yll.

AV,
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Finalizamos esta secdo apresentando um resultado que fornece condi¢des suficientes para

que um operador A seja gerador de um semigrupo.

Teorema A.10. Suponha que A é w— acretivo e que para cada A € (0,A,), Im(I—AA) D C =

D(A), sendo D(A) o fecho de D(A). Entdo A gera um semigrupo quase-contrativo T (t), com
1T (£)x =T (6)yl| < e |lx—yl|,

para todot € RT e todo x,y € C.
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APENDICE B - Os Principais Teoremas de
Lyapunoy

No Capitulo 2, s@o estudados os principais teoremas de estabilidade de Lyapunov. As
demonstracdes destes teoremas sdo feitas por meio de sistemas de comparagdo adequados, ou
seja, através da teoria de comparagdo. Neste apéndice, enunciamos novamente oS teoremas
principais, desta vez demonstrando-os de forma direta a partir das defini¢des de estabilidade. O
processo € interessante pois ajuda a elucidar os conceitos e defini¢des apresentados no inicio do

Capitulo 2.

Teorema B.1. Seja {R*,X,A,S} um SDD e seja M C A um conjunto fechado. Suponha que

exista uma funcdo V : X x RT™ — R* e fungdes w1, W, € K, definidas em R™, tais que
Vi (d(x, M) <V (x,0) < yo(d(x, M), B.1)
para todo x € X, e todot € RT.
(a) Suponha que para todo p(.,a,75) € S, V(p(t,a,t5),t) é continua em toda parte em R: =
{t e RT : ¢t > 1}}, exceto no conjunto de descontinuidades Ey(,) C Ep. Suponha ainda
que existe uma vizinhanga U de M tal que V (p(T,a,7) ), ;) € ndo-crescente para todo

ac U etodok €N, e que existe uma funcdo h € C[R™T, R, independente de p € S, tal

que

h(0) =0,

(B.2)
V(p(t,a,75),t) <h(V(p(t{,a,75),7)), te(t,7,), keN. }

Entdo (S,M) é invariante e uniformemente estdvel;

(b) Se além das hipdteses dadas em (a), existe uma funcdo ;3 € K, definida em RY, tal que

DV(p(t’,a,70),7") < —ws(d(p(cl,a,78),M)), (B.3)
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para todo a € U, k € N, sendo

1

DV (p(t,a,7)), %) == 55—
Ter1 —

V(p(e,sa,t), 1) =V (p(ea, 1), 7))

Entdo (S,M) é uniformemente assintoticamente estdvel.

Demonstrac¢do: (a) Primeiramente, por hipStese temos que V : X x R™ — R ™, logo V (x,¢) > 0,
V (x,t) € X x RT, e como v, ¥, € K, temos y;(0) = y,(0) = 0. Mostremos entdo que (S, M)
¢ invariante. Seja a € M, entdo 0 <V (p(t),a,75),75) =V(a,1)) < yr(d(a,M)) = v (0) =
0, logo V(a,75) = 0. Além disso, como V(p(t/,a,75),7’) é ndo-crescente em uma vizi-
nhanga de M, para todo k > 0 temos 0 < V(p(t/,a,7)),7) < V(p(15,a,75),75) <0, ou seja
V(p(t,a,7)),1)) = 0. Agora, por (B.2) vale 0 <V (p(t,a,7}),t) < h(V(p(1],a,7)),1})) =
h(0) = 0, portanto V (p(t,a,t5),t) =0,V t > 15. Finalmente, como ; € estritamente crescente
e
0<yi(d(p(t,a,75),M) <V(p(t,a,77),1) =0,

temos d(p(t,a,75),M) = 0, logo p(t,a,t}) € M, uma vez que M é fechado.

Resta mostrar que (S,M) é uniformemente estavel. Para todo € > 0, seja 8 = y;(g) > 0.
Como & é continua e 2(0) = 0, existe n > O tal que se y € [0,1), tem-se h(y) —h(0) = h(y) < 6.

Agora, seja 8 = y, '(n), como y;, é estritamente crescente, se d(a,M) < § temos

V(p(t2,a,78),10) = V(a,78) < ya(d(a,M)) < y2(8) = ya(y5 ' (1)) = 1.

Dessa forma, como V é ndo-crescente, para k > 0, V(p(‘L',f ,a,T5), T,f ) < M, assim, para todo

te(tf,t.,). temos V(p(t,a,1)),7) € [0,7m), logo

V(p(t,a,70).t) <h(V(p(t],a,7), 7)) < yi(e),
portanto
d(p(t,a,78),M) <y (V(p(t,a,70).1) < vy (i) = e
Concluimos entdo que (S,M) é uniformemente estavel.
(b) Por (a) temos que (S,M) é uniformemente estdvel e, para que seja uniformemente as-

sintoticamente estdvel, basta mostrarmos que (S, M) é uniformemente atrativo. Para simplificar,

usaremos a notag¢do z, =V (p(1},a,75), 7, ). Assim, por (B.3), temos Z,‘,:—:i’l,:, <—y3(d(p(t],a,75),M)),
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mas como Y, 3 € K, usando (B.1), temos

p p
L1 ~ %

IA

_4P3(d(p(ff7avTf)aAdj)(T£+1__Tf)
—llfa(‘l/z_l(V(P(T;faaa Tg)aM)))(T]erl - T]f)

< —wzoyy () (el — 1),

IA

para todo k € N. Fazendo y = yzoy, ! temos que v € K, logo a desigualdade acima torna-
se 2y — 2, < —W(z) (7, — 7). Agora, por hipétese {z; } ¢ ndo-crescente para todo k € N,

além disso, Y3 € K, logo 2!, | —zh < —y(zn) (1) — ) < —w(z;) (1), — ), paratodon < k.

n+1
Uma vez que

U "W = Y TR A T Y et
< [=wE) () — Ol [=w(E@) (g =Dl + -+ v (] — 7))
<~y — A+ -t . =T

—v(E) (T — %),

para todo k > 0, temos
p_.p p
( p) < 2o Zk-i—l 2o

Yz, S S o

k+1 o k+1 o

(B.4)

Estabelecidas as relagdes acima, para todo € > 0, pela continuidade de 4, existe um 6 > 0 tal
que h(y) < &, sempre que y < 8. Para € e 6 considerados acima, é sempre possivel encontrar

T > 0 tal que

e (o (P (o (P2 e

Agora, para todo t > 7} + 7, existe um k € N tal que ¢ € [’L']erl,T]f), dessa forma temos ’L’,f+1 —

75 > 1. Assim, para todo a € A tal que d(a,M) < &, segue que V> (d(a,M)) < y»(8), e por

(BA), Y(&f) < oty = ity < VUl < Y20 Y ogo valem
2=V .a ). <v (L) o vipta . <n(v (L)),
conseqlientemente por (B.1), temos
a0 ) ) < v (v (B2), (B.6)
e
a(ple.a e <y (n(v (). (B.7)

Finalmente, lembramos que existe um § > 0 e para todo € > 0, existe um 7 > 0, dados acima, tal

P P

que se = T, entdo por (B.6) e (B.5), tem-se d(p(7; ,a, 1)), 7 ) < €, eset € (7,7, ), entdo
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por (B.7) e (B.5), tem-se d(p(t,a, 1} ),t) < €, sempre que d(a,M) < §, para todo a € A e todo
7 € R™. Concluimos assim que (S, M) é uniformemente estdvel e uniformemente atrativo, ou

seja, uniformemente assintoticamente estavel. U

Teorema B.2. Seja {R",X,A,S} um SDD e seja M C A um conjunto fechado e limitado. Su-

ponha que exista uma funcdoV : X x R™ — R e trés constantes c1,c; e b tais que
c1(d(x,M))? <V (x,1) < ex(d(x,M))?, (B.8)
para todo x € U C X, e todot € RT, sendo U uma vizinhanga de M.
(i) Suponha que para todo p(.,a,t}) € S, V(p(t,a,}),t) é continua em toda parte em

]ij ={t e R" :t > 1)}, exceto no conjunto de descontinuidades Ey, C Ep. Supo-

nha ainda que existe uma funcdo h € C[R™ ,R"] independente de S tal que

h(0) =0,
(B.9)
V(p(t,a,75),1) <h(V(p(%,a,75), %)), 1€ (T, Ty ), kEN,
e tal que para alguma constante positiva q, h satisfaz
h(r)=o(r?) comr— 0,
ou seja, lim,_,( % =0;
(ii) Suponha que exista uma constante c3 > 0 tal que
DV (p(t),a,70), 7)) < —csld(p(tf ,a,78),M))", (B.10)

k € N, para todo p(-,a,75) € S e todo a € U, sendo DV (p(t,a, 7 ), T ) definida como

anteriormente.

Entdo (S,M) é exponencialmente estdvel.

Demonstracao: Note que por (B.10), para todo a € U e todo k € N, vale

b
Vp(epa, ), tl) < Vp(ea, 1), 1) — esld(p(tf a, 7). M) (2, — )

< V(p(t,a,78), 1)),

portanto V (p(t;,a, 7)),/ ) é ndo-crescente em U. Segue entdo do Teorema B.1 item (a) que

(S,M) é invariante. Mostremos agora que (S, M) é exponencialmente estdvel.
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Como anteriormente, fazemos z; = V(p(t/,a,7)),7) e 27(t) = V(p(t,a,t}),t). Assim,
por (B.10), temos

p P
St T e td(p(2P a7, M)
P P — 3 p(Tkaaar())? )]7
U1 — %

mas por (B.8)

1
V(p(t{,a,75), 1) < c2ld(p(t,a,75), M) = ~[d(p(t,a, 7). M)]” < ——V(p(t{,a,7]), 7)),

(60)
logo
Zer1 — % P D b 3 p
P — < —C3[d(P(Tk ,a,78),M)]” < -,
Ter1 — % €2

que implica que
Z£+1 <[1- “(Tlfﬂ — 7))k,

3
c’

Se [1—u(t),, —7)] <0, para algum k € N, entdo z, = 0 para todo n > k, uma vez que

sendo U =

2oy < [U—u(tf, | — 1))z logo 2P (1) < h(z,) = O paratodor € (7,7, ) e todo n > k. Entdo,
por (B.8), segue que d(p(t,a,1)),M) = 0. Suponhamos entdo que [1 — u (1, ; — /)] > O para
todo k € N.

D

Encontraremos agora limitantes para d(p(-,a, 1, ),M). Desde que e * > 1 — ux, segue que

p —u( =) P
Zk—i—] S e k+1 "k Zk’
como zi € ndo-crescente para todo k € N, vale

< e M=), (B.11)

Da relacdo acima temos

Zi < efu(flf*’l?,‘ffl)e*ﬂ(flfq*Tlf—z)me_N(Tlp—To

que resulta em
&< e HImT)p, (B.12)

Sabemos também, pela desigualdade do lado direito de (B.8), que

2 =V (p(t§,a,7)), 7)) < c2d(p(7},a, Tf)aM)b = Czd(a,M)b.
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Assim, pela desigualdade do lado esquerdo de (B.8), temos

p 1
d(p(if,aef) M) < (E)

c
S <e_“(fkp_75)zg)}7
C1
C % MoP_ D
< (—2> d(a,M)e™ 5 (& =), (B.13)
C1

Agora, lembramos que /(r) = o(r?) quando r — 0, ou seja lim,_,o@ = 0, assim hr(_;) €
C[R*,R*].
Fazemos )
h(r
Ad(a) = SUPre(0.crd(aM)) g -

Dessa forma,
h(l") < Ad(a7M)rq7

para todo r € [0, cod(a,M)?]. Por esta desigualdade e por (B.9), temos

2P(1)

IN

h(z;)

Agam)(z5)?
e Ha(T ~T) ;1

IN

IN

Ad(a,M)
et =) g Ra(t=5) (7P,

IN

Ad(am)
Mas, como supomos [1 — ,u(‘L',irl — ‘L’,f)] > 0, temos t — T,f < Tlf+1 — ‘L’,f < ﬁ Logo
—ug(t—1P
2(t) < Agiamyee M) (D)1,

Novamente, por (B.8) e pela ultima desigualdade, temos

1

d(p(t,a,t0),M) < (ch(lt))b

(Adw,M)eq(Zg)q) b))

C1

(Ad(a,M) elc]
C1

<

1

< )Ed(a,M)%e*%’*ff). (B.14)
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Finalmente, considerando (B.13) e (B.14), para todo € > 0 e todo a tal que d(a,M) < 0, sejam

o« = min{%,%},
r = el ()45
0 = min{l,%},

- ()

Entao
d(p(e,a,t),M) < vyd(a,M)e %)
< }’d(a,M)“’e*Ot(t—ré’)
< yﬁwefa(tffg)
€ _a(-1)
< Y—e 0
Y
= ee_a(l—’[g)
e
d(p(t,a,w),M) < yd(a,M)be *1=%)
< },8(06—06([—7:5)
£ p
< ,},_efa(tfro)
Y
= 88706(1‘71(1’))
ou seja,

d(p(t,a,t8),M) < ge”*1=%),

para todo p(-,a, 1)) € S e todo t > t,. Portanto (S,M) é exponencialmente estdvel. U
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