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Saint­Exupéry (1900­1944)

FS
AVAVAV

vAY7 unesp 1 12 13 14 15 16 17 18



Agradecimentos.

Gostaria de expressar minha gratidão às seguintes pessoas:

x Ao Prof. Dr. Wilson Maurício Tadini, que desde o primeiro momento soube respeitar

e incentivar minha individualidade, me ajudando e inspirando a investigar e descobrir cada

vez mais.

* À Profa. Dra. Angela Maria Sitta, que me prestou ajuda valiosa, desde os tempos de
Iniciação Científica.

* Ao Prof. Dr. Trajano Pires da Nóbrega Neto, que desde 1995 vem me ajudando a

provar meus teoremas de modo muito mais simples.

* Aos Professores Doutores Antonio Aparecido Andrade e Maria Gorete C. Andrade,

pela solidariedade que me prestaram durante a fase de publicação de meu primeiro artigo.

* Ão Prof. Dr. Dimitar K. Dimitrov, pelo interesse e altruísmo demonstrados durante

as tentativas de prova da Conjectura 12.1.

* Aos Professores Doutores José Carmelo Interlando e Adalberto Spezamiglio, pelas

preciosas dicas em relação ao Latex.

* À minha namorada Rita, que me incentivou, inspirou e suportou em todos os momen­

* Ãos meus pais, que me possibilitaram, por razões diversas, estar aqui hoje e retribuir

FS
AVAVAV

1 2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



de algum modo.

* Ãos amigos da Pós­Graduação, pela companhia agradável e companheirismo.

* Às amigas Marcia Tremura e Magda de Alcântara Pires, pela abnegação e amizade
comoventes.

* À FAPESP, pelo apoio científico e financeiro.

* À Deus, pela possibilidade de existir.

FS
AVAVAV

2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



Abstract.

This Thesis is divided in 2 chapters:

The first studies the Inner Modality, a concept criated by Arnol'd. In order to do that,

we defined an invariant with respect to the Newton Number (defined by Kouchnirenko),

which among other things, allowed us to find out a formula for calculating the inner modality,

and an explicit formula for the greatest common divisor of 2 integers.

The second deals with the following question:

“Given an ideal T C M2, one wants to find a necessary condition for the existence of

some f E M2 such that

Nf,»I=<— :Boy

For this, several techniques were used, all of them strongly connected with the concepts

of Stairs of Ideals (Damon­Galligo), and Newton Polygons. Among a lot of things, we

prove that for n > 6 there will always exist a stair E(TZ) with

H(Z4 — E(D)) =,

such that

for all f € Mê.
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Resumo.

A Tese com título “Poliedro de Newton e Modalidade” está dividida em 2 capítulos:

O primeiro estuda a Modalidade Interna, conceito criado por Arnol'd. Para isso,

definimos um invariante com relação ao Número de Newton (definido por Kouchnirenko),

que além de outras coisas. nos possibilitou descobrir uma fórmula para calcular a modalidade

interna, e uma fórmula explícita para o m.d.c. de 2 números inteiros.

O segundo trata da seguinte questão:

“Dado um ideal 7 C Mô, quer­se encontrar uma condição necessária para que exista
f E M? tal que

of ofT=< EX Em

Para isso, foram utilizadas várias técnicas, todas fortemente conectadas aos conceitos

de Escadas de Ideais (Damon­Galligo), e de Polígonos de Newton.

Além de muitas outras coisas, provamos que para n > 6 sempre haverá uma escada

E(T) com

A(Z2 — ED) =

de modo que

para toda f E Mi.
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Capítulo 1

Modalidade Interna
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81. Introdução.
os

­

­

Como sabemos. a modalidade interna­de uma, singularidade é um conceito impor­
tante, que de certa forma nos diz quão complicada é a singularidade. Também é conhecido
o nível de dificuldade em calcular este número, mesmo usando o Teorema 2.2.

Tendo em vista estes fatos. buscamos estabelecer uma relação entre o número de Newton

v(f) e a modalidade interna MI(f), quando fe M3? é SQH e cômoda. Desta forma,
encontramos uma mâneira computacionalmente simples de calcular este número.

Na procura dessa relação entre v(f) e MI(f), definimos um número, representado por

P(f), que tem a propriedade de ser um “invariante” com relação a v(f), e que também nos

conduziu a uma fórmula explícita para o máximo divisor comum (m.d.c.) de dois inteiros.

Além disso, usando métodos combinatórios, calculamos a modalidade interna dos poli­
nômios de Brieskorn, encontrando novamente uma relação entre v(f) e MI(f).

Finalmente, definimos o número p'(f) que, com relação a uma certa classe de funções,

mantém v(f) inalterado e que fez surgir de forma natural polinômios de Chebyshev na

expressão de v(f).

Observação. Todas as definições, proposições, lemas, teoremas e demonstrações que tiverem

um (*) são originais.

82. Preliminares.

Sejam Av = (f = Yy» amX"”,am E R) o conjunto das séries formais em n
mez, :

indeterminadas, onde 1" = 27º... rm, e M, =[f E AnJag=0) e ME =Mn...M, k­
vezes, k E N. Pode­se provar facilmente que Ar é um anel local, sendo M, seu único ideal

maximal,

Sejam a = (a1,....an) EQ, de Qu.
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Definição 2.1 Seja I C Mr, um ideal. Dizemos que I é Min— primário se existir k E N tal

queME CT.

Definição 2.2 Um monômio cx", (c £ O) tem peso d com relação a a se am, + asma +

...+anmh=d. Denotamos pesox (cx) = d, e atribuímos o peso +oo ao monômio nulo.

Definição 2.3 Uma série formalf E M,, tem filtração k com relação a a se peso (amX"*) >
k, Vm coman AO, e denotamos filta (f) = k. Se todos 05 monómios de f tiverem peso k,
então denotamos pesoa (f)=Ek.

Definição 2.4 A série f E Mn, é quase­homogênea do tipo (d;a,...,an) se

Stº x, tan) = t(zu...) VER

Denotamos f QH(d;an,...,on).

Definição 2.5 Seja f = fo + fi, com fo,fi E Mn. Suponhamos que fo seja QH do tipo
(d;an..., an) e filta(fi) > d. Nessas condições, dizemos que f é semi­quase­homogênea do
tipo (d;a1,..., an) se o ideal < fo > for Mn ­ primário.

Denotamos f SQH(d;an,...,an).

Definição 2.6 Seja f = > am%ã"” EM,n
meZ,

1) Denotamos por T41(f) o envelope convero em Ri do conjunto Ulm + RE), onde
m E (r EZi;arÉ O).

ii) Chamamos de fronteira de Newton o poliedro T(f) constituído pela reunião das faces
: compactas de V'4(f).

iii) Chamamos de parte principal newtoniana da série f o polinômio fr =
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denotamos por 1'.­(f) a união dos segmentos de origem O e de extremidades em T'(f).

Exemplos. 1) fít,y)=0z41 3x7% e + xô4º
LULU LLOA LS,SJ[o NEAR

[A Ao sos [[/NO —(F)
Da NS —

r
' !

sa
|

2) glz,y) = +yYº 21%ADZ722720 ]LLLLILLL,CACA

3) h(x,y) = 2ºYº — xy?
LLL LIL,

LAILA,

' : 7 ; :

2» +
=

Definição 2.7 A série f E Mn ,f = >» amXx" é cómoda se para cadai entre l en

mezZ,
existir um monômio a;t;*(m;>1) def. coma;ÃA£oO.

Definição 2.8 Seja S um poliedro compacto de RR. Definimos o número de Newton v(S)
n—l

:

de S através da fórmula v(S) = X"(­1)'º(n — 3 Vn­j + (—1)” onde V, é o volume de
j=0

dimensão nº do poliedro S e, para | < q<n—1,V, é a soma dos volumes de dimensão q das
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intersecções de S com todos os planos coordenados q­dimensionais.

Seja f E Mn, f = Ss amXr"”,amER Então,
med.

i) Se f for cômoda. definimos v(f) = v[ T­(f)];

4) Se f não for cômoda, definimos v(f) = supreN V(f +ZY +... + 0x7) caso f não
possuir monômios da forma c;x;', cin;AO, i=1,...,9, mas possuir monôómios da forma

djxã"i, din;ÃO, j=q+l,....m.

Exemplo. Seja f = xy + 1yº. Temos que

v(f) = SuUPreN viry+ayº +" +yYO)=6,

pois Va = mts Vi=2m eentão v(f)=(2m+5)—­2m+1=6.

Nota. Para mais detalhes, ver [12],[19].

Proposição 2.1 Seja T C M, um ideal. Então, T é Mi — primário se, e somente se

dim (An/D) < co.

Teorema 2.1 (*) Sejam T C Mi, C An, um ideal Mr,­primário, a = (a1,...,an) EN”, e
B = (41,..., Om) uma base monomial de An/T. Então, para cada k E Z, , temos que

tv: | pesoa(p:) = k)

não depende da base B.

Prova. Consideremos

Ab =(f E An; pesoaf = k) U (0)
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Vi = A/APNT.

Temos que

i) A) é um R­espaço vetorial de dimensão finita.

ii) V, é um R­espaço vetorial de dimensão finita (= r), pois AM NT é um R­subespaço
vetorial de AÍ),

Suponhamos sem perda de generalidade que

(vi EB; pesoaçpi=k)=Í41...,6s):

Como B é uma base monomial de A/Z, temos que

41 +Z,..., ps + Z são linearmente independentes em An/Z se e somente se

1 +(APND), o. +(APNT) são linearmente independentes em A)/Ab) nz.

Portanto s = r, e daí

Hlv; ; pesoaçi = k) = dimpeVrx,

cujo valor só depende do ideal 7.

Corolário 2.1(Arnol'd) Sejam f = fo+ fi SQH(dia,...,an), B = (qu...
base monomial de An/ < Of >. Então, para cada k E Z, , temos que

HH: | pesoa(:) = k)
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não depende da base BE.

Nota. Ver [3],[19].

Observação. O eminente matemático V.I. Arnol'd, em [3], demonstra o Corolário 2.1 usando

o R­espaço vetorial

Ve = Açait)/ Ata;>kt) + (Ajato) DD),

Açao) = (f E An; filta = k),
Aça;>kt) = (f E An; filta > kJ.

Evidentemente, Tr = Vi (o espaço vetorial usado na prova do Teorema 2.1). Logo, é
oportuno observar que Arnol'd usou outro caminho.

Definição 2.9 Sejam f = fo+fi SQH(dia,...,an) e B=Íyp1,..., Om) uma base mono­

mial de An/ < Of >. A modalidade interna de f, denotada por MI(f), é dada por

MI(f) = tl: | pesoa(pi) 2 d).

Definição 2.10 Seja f E Mo, cômoda. Definimos o número de Arnol'd de f, denotado por

a(f), como

a(f)=%X([1(22) +Z]NT­(S)).

Teorema 2.2 (Kouchnirenko) Seja f E M2, SQH, coómoda. Então, MI(f) = a(f).

Prova. Ver [12].

Definição 2.11 Seja f E Ao,f=X" azyi,f £O0. A ordem de f, denotada por o(f), é o

7
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e

menor multi­índice (i, j), com relação à ordem lexicográfica reversa, tal que a;; £ O.

Definição 2.12 Dado um idealT C Ma, definimos a escada de T, e denotamos por E(I),
como sendo o conjunto das ordens de seus elementos. Assim,

E(T) =fo(f) f£0; f EI).

Observemos que dado f E 7, com o(f) = a, teremos para todo À = (p,q) E Zº. que
aPYI9f ET eo(tPyºif)=a+4s. Disto resulta que se a € E(Z), então a + Zé Cc E(D).

Definição 2.13 Dado T C Mo, definimos a fronteira de E(T), e denotamos por Fr(E(T)),
como sendo o menor subconjunto de E(T) tal que

E(T) =U (a+ZÍ).
a E Fr(E(T))

Observação. Sempre tem­se fé Fr(E(T)) < co.

Lema 2.1 Sejam 1,J & Ma ideais, com T CJ. Então

E(1) c E(IJ),

e em geral Fr(E(T)) £ Fr(E(J)).

Exemplo. M3 C Mo, mas Fr(E(M2)) é Fr(E(M2))).

Lema 2.2 Seja T C M2 um ideal tal que (0,9) E E(T). Então, Yº E T.

Observação. (p,0) E E(T) não implica 2? E 7. Para isto, considere Z =< 1º + yº >.
Temos que o(z? + yº) = (2,0), e no entanto 1º € T.

Teorema 2.3 Seja T C Mo um ideal. Então T é Ma— primário se, e somente se

P(Zº — E(D)) < co.

8
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Teorema 2.4 Seja T € Mo um ideal Ma— primário. Entao.

dim (42/7) = $(Zº — E(D)).

Além disso. a família fr'y'; (ij) e [Zº — E(T)]) define representantes monomiais para
uma base de As/T.

Prova. Ver [7],.[19].

83. Resultados para f E Ms.

Definição 3.1 (*) Seja f E M3. Denotamos p(f) = H([ (11) +ZE | NT(S)).

Consideremos a função f(r.y) =x" +y”. Temos que a equação da reta que passa por

(m,0) e (0, n) é dada por y = — (n/m) x +n.
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Logo, vemos que

m—l
mn

21! ­” +n)
m—1

YX” l(m — i) =|
i=1

m

m—l

= ­

onde |r]) é o maior inteiro menor ou igual a x.

Temos que o número de pontos com coordenadas inteiras no interior e na fronteira de

um triângulo retângulo com catetos m en éiguala

(mM +1)(n+1) +(d+]1)
7

;

onde d = m.d.c.(m.n). pois o número de pontos com coordenadas inteiras na hipotenusa é

igual a d +1. De fato. seja y; = —(n/m) 1; + n. Temos que o conjunto de inteiros rs; entre

O em tais que y; é um inteiro é

m mm m

— (mM +1)(n+1) +(d+1)
2P(S) — (m+n+1)

(m= N(n—=1)+(d—1)
2

vif)+d­1
Tn
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Portanto,

Estas relações nos conduzem a dois interessantes resultados:

1) Observando a expressão (3.3), vemos que o número p(f) mantém inalterado o padrão

de v(f).

2) Igualando as expressões (3.1) e (3.2), encontramos uma fórmula explícita para o m.d.c.

de dois inteiros m e n. a saber:

m—l

m.d.c.(m,n) = 2 > | =| — v(f) + 1, onde f(x,y) =" +y”.
i=l

Portanto,

m—l

m.d.e.(m,n) =2 > li =| — (m — 1)(n — 1) + 1.
i=l

(3.4)

Além disso, como m.d.c.(m,n) = m.d.ce.(n, m), uma identidade algébrica interessante

aparece:

m—l n—l

DI =| = Sli =| Vm,nEN
i=1 i=1m

(3.5)

Observação. Às fórmulas (3.4) e (3.5) foram obtidas em [16] e [11] respectivamente, u­

sando idéias completamente diferentes. Recentemente, fomos notificados que uma versão
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ligeiramente diferente de (3.4) pode ser encontrada em [8]. Além do mais, uma versão ge­

neralizada de (3.4) pode ser encontrada em [10] e em [11].

Definição 3.2 (*) Seja f E Mn, com v(f) < co. Então,

i) Se f for cômoda, L(f) =T(f).

ii) Se f não for cômoda, T(f) = T(f+xT +... + TZ), caso f não possuir monómios da
forma cias, cán;ÃO, i=1,...,4, mas possuir monómios da forma djx"i, din;ÃO, j=

q+1,...,n. Além disso.r é o menor número natural tal que

V(f+IT+o.+29) =v(f).

Teorema 3.1 (*) Seja f E M3, v(f) < co, (0,b1) > (a2,b2o) > (as,ba) >... > (an,O) com
relação a ordem lericográfica reversa, os vértices das faces compactas de V(f), e

n—l n—
|

1

d(f) = 3 "dj(f)=3"m.d.e(bj bj 0j41 = A),
jelj=1 =

com a, = b, = O. Então.

v(f) =2p(f) = d(f) +1.

Prova. Seja À; a área sob a escada do ideal

1 =< yº, 292yP, 294 gmon o,

e À; a área sob a escada do ideal

ba b
e.Io =< yº,xy, 2h, 12, = an—nl Zônci >,

Temos que

— 1) + Ao —bi—­anpf) = Err e tD ha +D +40) +)
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A) — Ag H2A49 = br = an +ad(f)
A1 + Ag — br = an +d(f)

v(f) +d(f)— 1.

Portanto,

v(f) =2p(f) — d(f) +11.

Nota. Para mais detalhes, ver [7]1,[19].

Exemplos. 1) Seja f(x,y) =yº + ay! + xy? +xyYº+1%y+". Temos que

b, =5,b2=4,b3=1,02=1,03=5,04=7,d](f) = do(f) = da(f) =1 e v(f) = 20.

Logo,

20 =2p(f) — 3 +11,

P(f)=11.

2) Seja f(x,y) =y" +xºy* + x". Neste caso,

by = 5,09 =7,d(f)=1ev(f)=2A4.

24 =2p(f)= 1+1,

p(f) =12.

13
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Corolário 3.1 (*) À passagem “os vértices das faces compactas de T(f)” pode ser trocada
por “um conjunto de pontos com coordenadas inteiras de 1'(f), contendo os vértices das faces

compactas de TS) ” sem alterar em nada a prova do Teorema 3.1.

A prova deste fato decorre naturalmente do seguinte Lema:

Lema 3.1 (*) Sejam mi, n; EN, j=1,...,k, k>2, com

MiNjirl1 = NiTLiAAL,) j = l, e... ,k — 1.

k k k

mde(D mi, > n;) = >mde(mj,nj).
joel ja j=l

Prova. Às hipóteses acima são equivalentes à seguinte situação:
À Doo

Logo, como mdc(a, b) + 1 = número de pontos com coordenadas inteiras na hipotenusa

do triângulo de catetos a e b, a,b E N, temos imediatamente o resultado. ”

Definição 3.3(*) Sejam f, g E M2, v(f),u(g) < co. Dizemos que F(f) é equivalente a
T(9) se

((1,1) + Z4) NT(f) = ((1,1) +Z4) NT (9),

14
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Corolário 3.2 (*) Se T(f) = T(g),então v(f) = v(g).

Prova. Temos que

v(f)=2p(f)— d(f) +11,
v(g) = 2p(9) — d(g9) + 1.

Logo, pela definição de p(f), temos como consequência imediata que

P(f)= p(9).

Portanto, devemos mostrar que

d(f)= d(g).

Para isto, consideremos o enunciado do Teorema 3.1 com a passagem “os vértices das
faces compactas de 1'(f)” trocada por “os pontos com coordenadas inteiras de L(f)Y”.Pp P P

Sejam (1,05) E P(S), (1,6) E T(9). Logo, cy = c4, pois T(S) = T(9).
i) Caso (1,cy) E Zà, então, como I'(f) = T'(g), teremos necessariamente que

b1(f) = (9),

e consequentemente

di(f) = di(g).

ii) Caso (1,cs) € Zº., podemos ter b(f) = bi(g). Porém.

15
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da(f) = mde(bi(f) —.cn,1) =1 = mde(b(g9) — e, 1) = di(g).

Logo, sempre teremos d1(f) = di(g), e o mesmo acontece para dr­1(f) e dr­1(9).
Portanto, concluímos que

d(f) =d(9),

pois já tínhamos dj(f) = dj(g9), 2<j<n—2, pelo fato de T(f) = T(g).
O

Corolário 3.3 (*) Seja f € M32, SQH, cômoda, com (a,,b;) e d(f) como no Teorema 3.1.

Também, sejam
an(bn—1 = 1) + An—1 b= bi(as = 1) + boa =

;bn­1 a2

Então,

MIN = DFD aj).
Prova. Seja (r,1), (1,s) E T(f). Então, temos que r = aes=b. Logo,

MI(f)=r(S)— la) — |b) +1
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$4. Resultados para Polinômios de Brieskorn.

Consideremos o conjunto

AT =f(0,....0n) EZ | +eoot...+en=s, 0<c,0,...,on<q, n>2),

e seja [1] o menor inteiro maior ou igual a x.

De [5], sabemos que

j=0
] n—1l

men se a>b;b>O
O, caso contrário

Portanto,

dí(01,02,..., On) E ZE |ci+ot+... +en>p,0<cuc...,0n< q; PER, qEN

HAI + HA Po +HAL

n (n— j)(q+1) [Po]+n—1­j(q+1)
j n

:

n

(1)
j=0

[o]+n—1­j(g+1)
j n

(q+1)"— DE,

Nota. Ver [11].

Agora, seja f(x) = st +r19+...+x37%9,coma>2,n>2,aEN Temos que

MI(f) = (01, 00,...,n) EZL | +coot+... +on>a0<cac...,n <a 2).

17
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Portanto, usando (4.1), vemos que

at+n—l
MI(f)=n(f)­ +n.

n

(4.2)

Agora, consideremos f(x) = 7º +... +28 ,+XRla41 +TINÃa4o +... +X%, coma >

2, a; > 2, a/a;=bi, i =1,2,...,0; n>a + 2. Logo, temos que

MI(f) =((0c1,00,.... on) E Zº | (1/0) ci+(1/0) co+...+(1/a) cn­a+T(1/01) Cnza+i+o o +

+H(1/04)ca 2 1: O < cnxa+k < ax­2, k=1,...,0; 0<ci<a­2,i=1,...,na)k.

Novamente, usando (4.1), obtemos

aa=2 a:—2 ar=—2
MI(f) = v(f)y DD... NTOYSS

ka =0 ka=0 k1=0

(n=a)=[XTkb]
n—a

—(n—oa)

(4.3)

Finalmente, consideremos f(x) = x7' +x9º +... +x%, a; EN, a; > 2. Observemos

que

MI(fS) fll(ei. co... en) E Z7 | (1/01) ci + (1/02) co +... +(1/an) cn 2 1;
0O<c<argi=lL...,n)

Fl(da.dao, c1,02,..., On) E ZIP? | da + da > 1 (1/01) e: — (1/02) cor
—...— (1/27) n;0<ci<a;­2, i=1,...,n; di=da=0)
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Portanto, de (4.1),

1
an=2 ar­2a1=2[ 2— L DITki ]

ae
i=1MI(f) = v(f)> DD... DDD)

kn =0 k2=0 k1=0 2

(4.4)

Exemplos. 1) Consideremos f(x1,y,2) =x? +yº + 2”. Usando a equação (4.3), temos que

MI ua [ODE a (me)k=0 2 2

24— 19

De fato,

MI(f) =3((1,0,5), (0,1,5), (11,5), (11,4), 1,1,3)).

2) Consideremos f(x,y,2) = x +yº +2zº. Usando a equação (4.4), temos que

k=0 j=0 i=0 2MI(S) 20050503) | MAIA AMAMNANAAIA k] )!
24 —19

MI(fS) =7((1,2,3), (1,2,2), (1,2,1), (0,2,3), (1,1,3)).
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85. Aplicações.

Aplicação 1.

Seja f(rt.y) = 7º +y, a.bE N, a, >2. Pelo Corolário 3.3, temos que

v(f) +d(f)
2

MI(S) tl ao 71 lb d

v(f) +a(f)+1
2 ­(a+d)+[ET+[2.

De (4.4), temos que

mins ES (TUAS) !k=0 j=0

Igualando as duas expressões e usando (3.4), obtemos:

+= [71­02]

2—­ [53 (1/0) +k (1/d)| )!2

Aplicação 2.

Sejam f = fo + fi, SQH(d;a,...,an) e B = fv1,..., Om) uma base monomial de

An/ < 113É, : co TndE >.(Logo, < 11 ÃE, o tndE > é Mh­primário). Consideremos o
número
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p'(f) = (4: | pesoalçi) > d).

Observações. 1) Pelo Teorema 2.1, temos que p'(f) está bem definido.

2) Existem funções / E M3, SQH, tais que < 101/,yO2f > não é Ma­primário. Por exemplo,
temos que f(x,y) = xy + 1yº é SQH(3,1,1), porém

< sf. ydsf >=< 22ºyYy + xyº, 1ºY + 2xyº >

não é Ma­primário.

Agora, consideremos f(r7) = 9 +... +24, a EN, a > 2. Usando (4.1), vemos que

pa=an2 [97

Se n = 2, temos que

Se n = 3, temos que

v(f) = 6p'(f) — 2aC2(a) +3a — 1.

Se n = 4, temos que

v(f) = 24p'(f) — 6aCa(a) + 2(a +a? +a*) —a(a +1) +11,

onde Cr (a) = cos(n arc cos a) é o polinômio de Chebyshev de grau n em a.

E interessante notar o termo 3a no caso n = 3, que sugere uma analogia com p(f),

21
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quando f € M3. Assim. da seria à soma dos m.d.c.'s nos vértices de I(f). Além do mais, o

padrão de v(f) não se alterou até n = 4.

Aplicação 3.

Em [20, página 39], encontramos o seguinte resultado:

Seja f E ME = MY, com u(f) <co, r>3,n>2. Sef I­decompõe, então erxiste

q EN comlt<q<un(f) talqueg>r—1, alu(f)e

+r­2ntfi>a9 [77 —(n—=1)
r—1l

Curiosamente, a expressão entre chaves é justamente (ver equação 4.2) o número de

Newton menos a modalidade interna de uma certa função, a saber:

nt+r—>2

r­=—l

onde f(x) = XT +... +xh7, n>3.

Observação. Como fruto deste capítulo, foram redigidos dois artigos:

* O primeiro foi publicado na revista The American Mathematical Monthly, Vol. 104, No.

5, 1997, sob título: A Geometrical Method for Finding an Explicit Formula for the Greatest
Common Divisor.

* O segundo foi submetido para publicação na revista Pacific Journal of Mathematics, sob

título: A Relation Between the Newton Number and the Inner Modality.
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Capítulo 2

Ideais do tipo Gradiente
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81. Introdução.

Neste segundo capítulo. nos preocupamos com um problema do qual pouco se sabe

no sentido geral. Dado um ideal Z C MZ, deseja­se obter uma condição necessária para que

exista f E M2 tal que T=< Of >, onde < ôf >=< LE, XL >.
Após consulta sobre o problema, feita ao renomado algebrista J. Briançon, ele nos

notificou através de E­mail, em 09.09.1997, dizendo:

Cher M. Poleza,

La seule idee qui me vient en reponse a la question est de regarder un vieux resultat de J.

P. G. Henry:

Sur les ideaur jacobiens des courbes planes,

Annales de L'institut Fourier de L'université de Grenoble.

Tome XX VII, Fascicule 3, 1977.

Cordialement,

J. Briançon.

No entanto, este artigo pouco se aproxima de nosso problema, pois está incluído em

outro contexto.

Para resolver este problema satisfatoriamente, nos restringimos até o momento ao caso

em que

H(Z)— E(D)) =n 1 <n <O,
onde E(TZ) é a escada do ideal 7.

Para isto, fizemos um estudo sistemático para podermos classificar todas as escadas

de ideais que admitem funções que as representem. Isto é, todas as escadas E(TZ) tais que

E(Z) = E(< ôf >) para alguma f E M2,com 4(Zº — E(T)) <9.
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Um primeiro passo dado nesta direção foi nos preocuparmos com as escadas E(J) que

possuem a seguinte propriedade:

E(J) = E(< Of >) para alguma f € M2,

com v(f) = n, onde n = $H(Zº — E(J)).
Desta forma, conseguimos dar uma solução para o problema inicial, no sentido de saber

exatamente quais escadas possuem esta propriedade. Ou seja. dado 7 C M/3 um ideal, com
FE(T) não tendo a propriedade acima, então conclui­se que não existe / € M2? com v(f) =n
tal que T =< Of >, onde n = H(Zº* — E(D)), 1 <n <O9.

Por outro lado, podem existir f E M2 com v(f) <n, tais que T=<Of >e

H(Z) — E(T)) =n.

Observação. Lembremos que existem f E M32 tais que u(f) > v(f). Por exemplo:

i) f(x,y) = (0 +y)) +y"P;n >1, comv(f)=1en(f)=n.
ii) f(x,y) = (z+y)U +y:n>aa1, com v(f) =? e p(f) = an.

Nota. Para mais exemplos, veja [14],[15].

No entanto, utilizando uma técnica baseada na observação do padrão dos polígonos

de Newton, pudemos responder parcialmente quais escadas não possuem nenhuma das pro­

priedades acima. Portanto, restou­nos uma pequena quantidade de escadas que podem

possuir apenas a segunda propriedade.

82. Preliminares.

Sejam E2 = (/ : (Rº,0) > R;/ € OC“), Ma =([f E E2:/(0,0) = 0) e

Mi =(fEExj"S(0,0) =0),kEN.

25
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Definição 2.1 A R­dimensão de E2/ < Of > é chamada de número de Milnor da singula­
ridade f, e será denotado por u(f).

Definição 2.2 Seja f E A9, f =X aix'y'. Denotaremos por & e e. os elementos de As
dados por:

>» ia Ny]
L jaz

Definição 2.3 Seja f E M9 C As, com < Of > M3a— primário. Também chamaremos de
número de Milnor de f a R­dimensão de A2/<Of>, que será denotado por u(f).

Proposição 2.1 Seja f € M2, polinomial. Se < Of > é My­primário, então

(cw)

não tem solução em Cº — ((0,0)), onde f é a complexificada de f.

Prova. Se < 0f > é Ma­primário, então existe k E N tal que MF C< ôf >. Logo,

8
Or Oy

x” go À + go? SL

= Gu E + gra 3
com G;; E Es.

Daí. a única solução de
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Nota. Ver [7],[19].

Teorema 2.1 A recíproca é verdadeira.

Prova. Ver [9].

Definição 2.4 Seja f E M5. Dizemos que a parte principal newtoniana fr da série f é
nao­degenerada se para cada face compacta À C T(f),

fo)

não tiver solução em Cº — ((0,0)), onde ga é a restrição de gd À.

Teorema 2.2 (Kouchnirenko) Seja f E M3. Então,
à) u(f) > v(f).

ii) Se f for cômoda e sua parte principal newtoniana for não­degenerada, então p(f) = v(f).

Prova. Ver [12].

Teorema 2.3 (Arnol'd) Seja f E M2, SQH(d;a,b). Então,
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Prova. Ver [3].

Teorema 2.4

E

Prova. Pelo Teorema de Borel, temos que a aplicação

vv: E — Às
of a &fm 2 gra

A1+as=a

é sobrejetiva. Além disso, observemos que y é claramente um homomorfismo. Logo, pelo

Teorema do isomorfismo, temos que

ou seja,

E2
: co—— = As, pois M37 = Ker 4.

2

Consideremos o grupo R, = (f : Rº,0 > R",0; f é germe de difeomorfismo C”“Y.

Definição 2.5 / E M, é k­determinado, k E N, se para todo g E Mr, tal que j*9(0) =

j* 1 (O) tivermos f ­ g, ie, g=f ow para algum pv E Rh.

— Nota. Ver [13].

Teorema 2.5 (Arnol'd) Seja f E M2. Se MEM Cc M2 <9f >, então f é k­determinado.

Prova. Ver [4].
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Teorema 2.6 Seja f E M?. Se u(f) <oo, então f é (u(f) — 1)­determinado.

Prova.

1=dim (E, /M,+ <Of >) <dim( E, /M=<Of>) <..

< dim( En /MPDD4 <8af >) <dim (En /MD+<A0f >) <
< dim (€7 / <0f >) = un(f).

Logo, temos uma sequência de números naturais

l1=a, <a <...< app: < any < p(f).

Portanto, pelo Princípio da casa de pombo (devido a Dirichlet). temos que existe pelo

menos (1,3) E Nº, i <j tal quea;=a;.
Suponhamos que j > i +1. Logo,

a; < 041 É j,

a; < Ai41 É Os,

implicando

Portanto, temos que jy=? +11.

i) Suponhamos 2 <i < u(f) — 1.

Neste caso, temos que

dim ( En /Mi+ <O0f >) =dim (E, /M*P+<3f >).

29
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MiP+<Of>CM+<O0f>,

teremos

Mi+<Af>=Mt+<of>.

Mi CcMiIP+<Of>.

Logo, pelo Lema de Nakayama, temos que

Mi c<ôf >,

implicando

Mi CMI <Of>.

Logo, pelo Teorema 2.5, f é (i + 1)­determinado.

1) Se

dim (En /M2+<Of>)=l,

teremos
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Mi C< 8f > +M2,

Logo, pelo Lema de Nakayama, temos que

M, C<0f >,

implicando

Mi CM<of>.

Logo, pelo Teorema 2.5, f é 2­determinado.

ii) Se

dim (En /MAN+<Of>) = dim(€,/<Oôf >),

< Of >< MºD+ <af >,

teremos

MIDI <Of>=<Af >.

MED c< af >,

implicando

MEDP IML <Of>.

31
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Logo, pelo Teorema 2.5, f é (u(f) + 1)­determinado.

Teorema 2.7 Sejam f,g E Mn. Se f — q, então u(f) = p(g).

Prova (*) Se f — g, então existe é E R, tal que

g=foç.

Logo, pelo Teorema 4.4, que enunciaremos mais adiante. temos

Ç<OoOf>=<Og>.

Também, como y*E, = En, temos que existe um isomorfismo de R­álgebras

vv: En <Of> — En/<Og>.

De fato,

d: E — En/<O0Ig>

h — qh+t<Og>

é claramente um homomorfismo de R­álgebras. Observemos também que & é uma aplicação

sobrejetora, pois &* é sobrejetora. Logo, pelo Teorema do isomorfismo,.

En/Kerq = En/<Og>.

Agora, como

QT <Of>=<Og>,

32
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Agora, como

Pp <Of>=<09>,

teremos

<of>==KKer 4,

pois v* é injetora. Portanto,

dimm (En/ < Of >) = dim (En/ <39 >).

n(f) = un(9).

83. Partições do tipo Newton­gradiente.

(Resultados para f E M2.)

Lema 3.1 (*) Seja f E M8,f = fo+fi SQH(dja,b), onde fo(x,y) = Ay" +Ba'yi+

> ajry. Entao,
r<i<s

t<j<u

Prova. Temos que
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< fo >=< Arz"y" + sBruy! + iasrouy uArTy"o ritBayYD + jaszyrlo>j j

Logo, se r > 2, teremos que o eixo x = O será solução do sistema

O1fo=0

Oafo=0

Analogamente, o eixo y = O será solução do sistema acima se t > 2. Portanto, pela

Proposição 2.1, teríamos nos dois casos < ôfo > não Ma­primário. Logo, pela Proposição

2.1 do Capítulo 1 teríamos u(fo) = +eoo.

Conseqúentemente, é necessário que tenhamos r,t < 1.

Teorema 3.1 (*). Seja f € Mã, SQH(d;a,b). Então,

Prova. Pelo Lema anterior, temos que existem apenas 4 tipos de funções SQH(d;a,b), f =

fo + fa, a saber:

1) f(z,y) = Azy6? + Baa y+ » aziy! + f,
1<i<(d—b)/a

1<j<(d­a)/b

2) f(x,y) = Az“ y+Byt+ Y» ajey!+ fa
0<i<(d—b)/a

1<j<d/b

3) f(x,y) = Axé + Bay + > asa y! +fh
1<i<d/a

0<j<(d­a)/b

34
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4) f(tjy)=Azi +ByYP+ ND) agziyit+f, onde
o0<i<d/a

0<j<d/b

pesoça,pyx'y” =d;
filtaanth: > d

No caso 1, temos que

v(f) = sup,Ntl((d—b)/a) — Ul((d—a)/b) — 1) +[t— ((d—=a)/b)]+
+2(d —a)/b +2/((d—b)/a) — 1) 4+[t — (d—b)/a] — 2t +1)

= ((d—b)/a)((d—a)/b)

No caso 2, temos que

v(f) = supen(((d/d)—=1)(d=b)/a +2(d—­b)/a + [8 ((d=b)/a)]­
—t —d/b +1)

((d — b)/a)(d/b) — d/b +1

(d—b)/a)(d/b — ab)

((d— b)/a)((d—a)/b)

No caso 3, temos que

v(f) sup, Ní((d/a) — 1)(d = a)/b + 2d—=a)/b+t­(d­a)/b—=t­d/a+1)
((d—a)/b)d/a — d/a +1

((d —a)/b)(d/a — b/a)

((d — a)/b)((d—b)/a)

No caso 4, temos que

v(f) = (d/a)(d/b)— (d/a + d/b)+1

= (dº­bd—­ad+ab)/ab

((d— a)/b)((d—b)/a)
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Observação. Este teorema contribui nos casos em que f é SQH, cômoda, com parte princi­

pal newtoniana degenerada, ou SQH e não­cômoda. De fato, nestes casos não será possível

usarmos o Teorema 2.2 para concluirmos que v(f) = u(f).

Exemplo. f(t,y) = x"y+xy" +x*+yº é SQH(3, 1,1), cômoda, com

fo(x.y) = x*y + xy?

flry)=z22+40; filta (fi) =4>3.

Além disso, sua parte principal newtoniana é degenerada, pois consideremos fa = ayº +yt.

Neste caso, temos que o eixo y = O é solução de

x(yº)=O0

y(2xy + 44º) = O

Logo, pelo Teorema 2.2, podemos concluir apenas que v(f) < u(f).

Teorema 3.2 (*) Seja f E M3, com p(f) < oo. Então,

E(< of >)=E(<ôg9>),

onde q = jr F(0,0).

Prova. Pelo Teorema 2.6, temos que f é (u(f)+1)­determinado. Logo, para todo h E M3 tal
que jrIn (0,0) = jr(D+Uf(0,0), teremos f ­—» h. Daí, temos que f ­ g e, pelo Teorema

2.7, p(f) = un(g). Seja agora (a,b) E E(< 9f >), coma+b < un(f). Então, existem

h,0a1,0a2 E Eo tais que h = 0) 01f+ as Oof e o(h) = (a,b). Consideremos agora

h = ad (JP(0,0)) + 202 (JPTIL(O,0)) = ag +ady E<Ôg9>,

e observemos que
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jrNaf(0,0) =

j"Dass(0,0) = dsg

Á

Consideremos também o triângulo

T=((z,1) ER | +y<n(f)).

Como g = jº)+! f(0,0), temos que

supp he supp h,

e portanto o(h) > (a,b). Também, por (w), temos que

(supp h)NT = (supp h)NT.

Destes dois fatos vemos então que o(h) = (a,b), e portanto (a, b) € E(< 09 >).

Observemos agora que

(2 — E(<ofs>)), (7 ­E(<ôg>)) CT.

E(< of >)NT“ = E(< ag >)NTº.

37



Portanto,

E(<o9f>)cE(<ôg>),

Zº — E(< Og >) CCZ ­E(<oOf>).

Mas, como

H(Zº — E(< 09 >)) = u(g9) = n(f) = H(Z — E(<of >)),
temos que

Zº — E(<Og>)=Z1—­E(<oOf>).

Logo, concluímos que

“E(<Oôg>)= E(<Of>).

[”

­ . . . o

Observação. Este teorema nos diz que se quisermos saber se existe / E M3 de modo

que E(< Of >) seja igual a uma certa escada E(T), T C M3?, Mo­primário, basta nos
.restringirmos ao caso f polinomial, de grau maior ou igual a

AH(Z1 — E(D)) + 1.

Definição 3.1 Uma partição À de um número natural n é uma sequência finita de números
r

naturais À) > ...> A, tais que IN =n. Os 1; s são chamados de partes da partição, que
i=1

será representada por À = (A1,..., Àr).

Definição 3.2 (*) A representação gráfica Gx de uma partição *% é o conjunto de pontos

com coordenadas inteiras (i,j) no plano tais que se A = (A1,..., Ar), então (1,j) E Gx se, e
somente se
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O<S<i<r—­1,0<j<Aag1­1

Exemplo. À representação gráfica de à = (8,6,6,5,1) é dada por

7
­6+

­s1 + : 7
4 * Lá LL) U

3 free
­ 2 $Á40t—————
—414 ­­ e—e—.oq ———

+ PP 1 CS

1234

Observação. A representação gráfica de uma partição não é única. À mais conhecida é

chamada de Grafo de Ferrars. Para mais detalhes, ver [2].

No entanto, para que este conceito seja bem adaptado ao nosso propósito, nos valeremos da

representação gráfica acima definida.

Definição 3.3 (*) Uma partição À = (h1,..., Ar) den é Newton­gradiente se existirf E M23
com v(f) =n tal que

Zº — E(<of >)=G,.

Exemplo. à = (3,1,1) é Newton­gradiente. De fato, temos que

Por outro lado, para fs(x,y) = z*+xyº temos que v(f) = 5, < Of >=< 417º +4º,217y >
e daí E(< Ofs >) é dada por:
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implicando Zº — E(< ôfs>)=G,.

Definição 3.4 (*) Seja S = f(a,b]),..., (as5,b5)) C Z. Dizemos que g E M2 é E­
suficiente com relação à S se para toda f E M2 tal que f =9 +h, com

i) (supph)N(suppo)=O,

ii) (supph) CT+(9),

iii) n(f)=n(9),

tivermos:

SÉ E(<Og>)—>Sd E(<oOf>).

Observação. Sem prejuízo algum, denotaremos gq por f.

84. A partição AÀ=(n,n— 1), n> 3.

Suponhamos que À = (n,n — 1) seja Newton­gradiente. Então, existe f E M32 com
v(f) = 2n— 1 tal que

Zº —E(<Of>)=Gx=1(0,0),...,(0,n—1), (1,0),..., (L,n —2)).

Portanto, teremos necessariamente (2,0) € Fr(E(< 5f >)). Desta forma, será preciso
ue pelo menos um dos monômios axº?, brºy “faça parte” da expressão de /f. Em outras

, P P
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palavras, é preciso que
3225 (0,0) £ O

ou

2225, (0,0) £ O

Além disso, como não queremos (1,0) E E(< 0f >), também será preciso que

o,0 =0=­S37 (0,0).
Assim sendo, devemos construir todos os polígonos de Newton I(f) tais que

i) (3,0) e T(f) ou (2,1) E T(f).

ii) (2,0) e (1,1) é T(f).

Temos que os únicos polígonos de Newton satisfazendo estas condições são os seguintes:

n>4,j>21, E2n +1=3k s>3r+l

­

Jev res)NxNV : Í

i
;

Í
:

Ú

!

t
1
U
!

1

Em relação ao primeiro polígono, observando I'(f), vemos que f é dada por

f(x,y) = a2xºy + ay? + p(a,y),

com filton­a9yh > 4(n —= 1), ao, ag AO.

Temos que f é SQH(4(n — 1);2n — 3,2). Observemos que:
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i) / satisfaz o “critério de necessidade” dado pelo Lema 3.1.
ii) fo(x,y) = a2x?*y + aoy*!, e portanto u(fo) < co.

Portanto, pelo Teorema 2.3, temos que u(f) = 2n — 1, e pelo Teorema 3.1 que v(f) =
2n — 1.

|

Mostremos agora que (1,1) E E(< 3f >), qualquer que seja h(xr,y), nas condições
acima.

Sem perda de generalidade, podemos supor que f é dada por
r Ss

f(x,y) = azxºy + ao? + Nº Bis + ND Cjaiy,
i=3 j=3

pois os monômios do tipo azºyº”, b > 2 não colaboram para uma possível não­obtenção

do monômio xy.

Temos que

r s s

< Of >=< 2a2xy + SiBiao + SjojetUy , 49x? + 2(n — NagyP"* + SO Cjai >.
i=3 j=3 j=3 :

Agora, de

2 ibB;Ss C; 2 s

1+ 2 29iMP)aAS + (DI 21P)O
i=3

obtemos (1,1) E E(< 0f >).

Portanto, como u(f) = 2n — 1, temos que

Zà — E(<Of >) = Geny).

Em relação ao segundo polígono, observemos primeiramente que

2n+1 n+2 1 n+2
1= — =L 6 1 + Ls +) 3

pelo fato de nã = Ex E N, poisk é ímpar.
42
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Agora, observando I(f), vemos que fé dada por

2n+
3flr.y) = 032º +aoxy “+h(x,3),

com filtiçon+1)/3,2)h > 2n +1, aazgÉO.

Além disso, f/ é SQH(2n + 1; 23,2). Observemos que
i) f/ satisfaz o “critério de necessidade ” dado pelo Lema 3.1.

ii) (2, 2n + 1)/6) £ T(f). Logo, fo(z,y) = ass? + axy É, e portanto u(fo) < co.

Portanto, pelo Teorema 2.3, temos que u(f) = 2n — 1, e pelo Teorema 3.1 que v(f) =
2n — |.

Observação. Como 3 | (2n + 1), temos que v(f) =7,13,19,25,...

Mostremos agora que y"” é< ôf >, qualquer que seja h(z,y), nas condições acima.

Sem perda de generalidade, podemos supor que f é dada por

Ss t

f(x,y) = aaxº + axy” e. So Cia? CP + SO DI"y + Et,
j=1 1=1

O<qn<qpe<...<Gs

I<uUuUu<Uu<...<Ug

pois f é E­suficiente com relação à [(0,n)). Esta afirmação ficará clara após a análise

seguinte:

Temos que

Ss t

<Of>= <3asrº + amy" + 2C;ay Pa + SouDis" Ty,
j=1 1=1

2(n­—1) S
nº

|

t .

(E )a1zy + 22º ( n+2 + qj ) 2 CE) + Dia" +(n+VNEY" >
I1= l=1

Observação. Usaremos as notações
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i) A+ B para dizermos: À “conduz a” B.

1) A — B para dizermos: A “pede” B.

1) Caso E £ 0, temos que
n—1l(n +1)Ey" em &f m& (L)açay” 3 em Oof — (ay) f e 3azax?ty(sIa

em 0, f, que não pode ser obtido de 0of, nem de 01/f, se ur > 3.

Caso u, = 3, temos que (3YEFF)I­n)9, f e. 3aspa?y(FaI­mn em MA f mm... w3aazxº
em ô1f, que não pode ser obtido de 92f, nem de 94 /.

2) Como a, É O, temos que

(YP)AS = 3azr?2y"E em Of, que não pode ser obtido de 91f nem de Oof seu, > 3
eq >O.

Caso u, = 3, temos que (ay) f a 3aszaxy E em fm... w3asxr em O f,
que não pode ser obtido de ô05/f, nem de 0)f.

Caso g1 = O, temos que (3) ô2f — caso 1).

Logo, temos que y" é< Of >, e assim,

Zº— E(< Of >) £Gx, com à =(n,n—1).

Em relação ao terceiro polígono, temos que v(f) =3r + s — 2.

Observação. Isto implica v(f) > 11, poisr > 2, s > 3r + 1.

Como consideraremos apenas o caso em que v(f) for ínpar, observemos que:

r+s

2 E N se, e somente se v(f)É par

De fato, se —. E N, então r e sé são ambos pares ou ambos ímpares, e nos dois casos
teremos v(f) par.
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Por outro lado, se v(f) for par, então 3r + s será par, e daí r e s serão ambos pares ou

ambos ímpares, acarretando “==* e N.,
­

Portanto, consideraremos apenas o caso r + s impar. Assim sendo, podemos escrever:

3r+s—­l 3r+s­3
+ .:v(f)=3r+s—­2=2n—­l=n+(n—1)= 7 í

Mas, temos que

3r+s­1,
2

Mostremos portanto que y*** d< ôf >.

Observando TI(f), vemos que f é dada por:

f(x,y) = ax? + asx*yY” +aoy* + h(x,y),

com filtáyh>3r, filtg­ornh>28, açazça3ÊO.

Sem perda de generalidade, podemos supor que f é dada por:

u

Í T,Y) = astº +asrºy" +aoyº + Biaºy" tr: + C;r (SE) +653TY
j=1

v

I<p<p<...<Pyu

O<Sa<p<...<q

pois f é E­suficiente com relação à f(0,s — 1)). Isto ficará claro após a análise seguinte:

Temos que

u v

<Of>=< 3azx* + 2a9x1y" + NS 2Biay"""" + >CFF,
i=l

i=l

j=1
u v

raga?y"! + sagy*"! + SN (r+ pi)BixºyCDA: 4 > ( ES! + qj ) Ciay PE) +a >
j=1
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Observação. Notemos que =E=9=L­> 2r.

1) Como a; É O, temos que
1 2r—1sagy*"* em 8of — rasx"y""* em Oof — (ay),f — 2azaty em 0,f, que não

pode ser obtido de of, (nem de 97 f, se 2r —­ 1 <r+r)).
Caso 2r — 1 > r + p1, temos que (By! PU)aAf me 2a9bayFT­m em Nf mM...

2a2 way" em d17f, com f <r + py, que não pode ser obtido de Of.

2) Temos Ciy "E**n em df. Logo,

s—r—3

(ay NIDNHS 2Jazaxry En em ô1f, que não pode ser obtido de 0of,(nem de
Of, se to —qaua<r+p).

s—­(r+3 sa+r—Caso tiaê —q>r+p, temos que (Ay + |­m­njA sf no 2a9Bry PEtn) ­PL em
Nf mm... 2agwry" em Of, com f <r +p, que não pode ser obtido de 9, f.

+s—­1Logo, temos que y*! g< ôf >, edaíy 2 Qg<of>. Portanto,

(Zº — E(< ôf >)) = Gy», com à £ ((3r + s — 1)/2,(3r + 5 —3)/2).

Desta forma, provamos:

Teorema 4.1 (*) A partição À = (n,n — 1), n > 3 não é Newton­gradiente.

Lembramos neste caso que existe a possibilidade de À ser do tipo gradiente, 1.e, de existir

fa E M3 tal que

Zº — E(<ofa>)=G,.

Proposição 4.1 Seja p E Rn. Então
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En“En

fm foy

é um isomorfismo de R­álgebras.

Prova. Temos que y” é claramente um homomorfismo de R­álgebras. Além disso, 11042 = id

implica (41 0 2)" = id”. Daí, pior =id". Logo, (Épi)7! = 43 =(p7")", e portanto q” é
bijetora.

Proposição 4.2 p*(Mh,) = Mxh.

Prova. Temos que y” leva elementos E,­ unitários em elementos E n­ unitários. De fato, seja

fEEn unitário. Então, existe f E En tal que f.­f = 1. Logo,

(ff D=9"(1)=1,

(Ff) (f)=1
Portanto,

*(f) é En­unitário

Observemos agora que v"(Mn,) C Mn. De fato, seja g E Mn. Logo, g não é uma

unidade. Suponhamos que v*(9) € M,. Daí,

4“(9)=a+h,

a ER a£O

h E Mn
com

Portanto,
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o que é uma contradição, pois a + h é unidade, e g não é.

Consideremos 1 =< f1,.... fk >C Mn, com f;j EM, , k>n.

Definição 4.1 À extensão r­jacobiana do ideal I é dada por 1 +1', onde I' é o ideal gerado

por todos os determinantes r xr da matriz (3 Ífidkxn, com fj; E [.

Notação. A, Il=I+/'.

Exemplo. Seja J =< 1º,yº,2º >C M;3. Logo,

A, J=J+<xy,2>= J+M3=M;>.

Definição 4.2 Seja J C Mh. Então,

J+M2
ME)rank J =dimm (

Exemplo. J =< r7,yº >C Ma. Neste caso,

rank J=1,eJéú<r>.

Proposição 4.3 Seja J C M, um ideal. Serank J =r, então

A, J=En

Prova. Ver [21].

Observações.

1) Definimos 6 1 = As41 1, onde s = rank [.

2) I=Agm ICARI CA IC... CA IICA TCAJd=€En
51

Lema 4.1 Seja I C M2 um ideal. Então,

(51) =6ó ("()),

48
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onde é ev”* são como anteriormente.

Prova. Ver [20],[22].

Teorema 4.2 (Saito) Seja f E M2, com u(f) < co. Então,

fEM,<ôOf> se e somente se existe v E Ri, tal que foy é QH.

Prova. Ver [17].

Teorema 4.3 Sejam f E M?, QH, com p(f) <co eg=foy, ondeçe Rr. Então,

PP <Of>=<Og>.

Prova. (*) Consideremos 1 =< f >C M?. Temos que rank I = O, pois / E M?. Logo,

p(6<fsf>) = 9(Ar<SsS>)=9(<f>+<Of>)
=? "<f/f> +<Of>=<g>+v1<of>.

Também,

óp"(< Ss >)=ó(<g>)=Ar<g>=<g>+<0ÔOg>.

Portanto, pelo Lema 4.1, temos que

<g> +<Of>=<g>+<Og>.

Agora, como f é QH e u(f) < co, temos pelo Teorema 4.2 que

fe<cof>.

Além disso, como 9 = f o £, temos que existe 9”' E R,, tal que go"! = f, que é QH.

Logo, pelo Teorema 4.2,

9 E< Og >,

49
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<g>+<Og>=<Og>.

Tínhamos que < 9 > +" <oOf >=<g>+<0Og>. Logo,

<g> +? <Of>=<Og>.

Agora, aplicando (,")”*! em ambos os lados desta igualdade, vem que

<f>+<ôof>=(9*)'<og>.

Logo, < 0f >= (9"!)* < dg >=(p")' < ôg >, e daí

Pp <Of>=<Og>.

Afirmamos que o Teorema 4.3 vale no sentido geral. Em outras palavras:

Teorema 4.4 Sejam f.9 E Mn ep E Rh tais que g= fo. Então,

pP<Of>=<Og>.

Prova. (*) Sejam x = (11,....Tn), y = (Y1,:­­.. yn). Temos pela Regra da Cadeia que

9 . OfOx; n)=>,
i=1

(ela) SF) sá = 1.147Oui

Agora, como p"(En) = En, podemos escrever

O;
dx; = *(hi), (hi) E En
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Portanto,

<Oog>cç<oOof>.

Fazendo o mesmo procedimento com f = g o"!, teremos

<of>c(É9*) <ôog>,

PP <Of>c<oOg>,

e consequentemente

FT <Of>=<Og>.

[”

Observação. Registramos o Teorema 4.3, juntamente com sua demonstração, pelo fato

desta ser rica em conceitos importantes, e portanto muito instrutiva.

Nas condições do Teorema 4.4, temos:

Corolário 4.1 Se Mt C MI < af >, então ME TCMÊ <ôg >.

Prova. De fato, se Mt C Mº < 3f >, então
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(MH) co(MÊ<of>)
=9"(MÊ) p(<of>)
= MÊ 9*(<of >)
= MÊ<oôg>.

Teorema 4.5 (*) À partição A = (n,n — 1), n > 3 é do tipo gradiente.

Primeira prova. Consideremos f(x,y) = xº +y** e o germe de difeomorfismo p(x,y) =

(1º +y,x). Logo,
g(z,y) = (f op)(x,y) = (2º +y)º +a*.

2n­1
oAgora, como M3 *C<ô3f >, temos pelo Corolário 4.1 que

M$! c<ag>.

Temos que

< Og >=< 417º + 417y + 2nxº* 227º + AY >=< 227º + 2xy + nx”, x?
: A %

Agora, fazendo

n—o2LEA |
| W. : ;( > — tl, (n­2)­2] VA +( > 22H n=1)2 JB,

j=0 j=0

obtemos

e portanto,
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Observação. Usamos os seguintes fatos:

22| = |*22| +1, caso n for par.

Agora, como (2,0) E Fr(E(< ôg >)) e u(9) = u(f) = 2n — 1, temos necessariamente
. que

(0,n) E Fr(E(< 9 >)).

(1n—1) Ee Fr(E(<ôg>).

Logo,

Zº — E(< Og >) = Gana,

e portanto À = (n,n — 1) é do tipo gradiente.

Segunda prova. Fazendo
n—2

(> (­ 1) taty" kt) B,
k=0 :

obtemos

yº + (=1)"2220y,

Portanto, como anteriormente, à = (n,n — 1) é do tipo gradiente.

Observação. É interessante notarmos que v(g) = 3.



85. Polígonos de Newton para 5 <v(f) < 9.

­

e Padrão 1.
h
­.

Neste caso, queremos

ab—­a—bt+l=v(f), ie, (a­ 1)(b— 1) = v(f).

*v(f)=5.

Neste caso, (a — 1)(b — 1) = 5 implica

* v(f) = 6.

Neste caso, (a — 1)(b — 1) = 6 implica &

* V(f) = 7.

Neste caso, (a — 1)(b — 1) = 7 implica
|

a=8,

*v(f)=8.
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Neste caso, (a — 1)(b— 1) = 8 implica &

*v(f)j=9.
a = 2, b= 10, ou

Neste caso, (a — 1)(b— 1) = 9 implica é a = 10, b=2, ou
a=4,b=A4

e Padrão 2.

Neste caso, queremos:

(0,d) É (1,1),
a,b Al,

c/a + d/b<1,

a(d— 1) +b(c—­1)+1=r(f).

Observação. (a, b,c, d) satisfaz (w) se, e somente se (b, a, d, c,) satisfaz (w).

* v(f)=5.

1) (od) = (1,d), d>2.

1/6 +app<1 fia+aps1 O)
==

a(d­1)+1=5 a=4/(d—1) (ii)

55
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Por (ii), temos que d = 2,3, 5.
Caso d = 2, temos por (ii) que a = 4, e então por (1) b > 2, ie, bd > 3. Logo,

(a,b) = (4,b), b>3.

Caso d = 3, temos por (ii) que a = 2, e então por (1) b > 6. Logo, (a, b) = (2,b), b > 6.

Caso d = 5, temos por (ii) que a = 1, que não nos interessa.

2) (c,d) = (2,0), d >2.

2/a + d/b <1 2/a + dfb <1 (5)

a(d­1)+b=4 b=4­a(d—1) (il)

Por (1), temos que a > 2, b > 2. Por (ii), temos que b < 1, pois d > 2, a > 2. Logo,

chegamos em uma contradição.

Podemos perceber com este caso que para (c, d) com c,d > 3 teremos o mesmo tipo de

contradição.

* v(f)=6.

1) (c,d) = (1,0), d>2.

1/a + d/b <1 1/a + d/b <1 (1)
=

a(d=1)+1=6 a=5/(d­1) (id)

Por (ii), temos que d = 2,6.

Caso d = 2, temos por (ii) que a = 5, e então por (1) à > 3, ie, d > 3. Logo,
(a,b) = (5,0), b>3.
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Observemos que (3,1) E T(f). Logo, temos a seguinte família:

a>25,b>3
1

3 a
ss
PÉ”

Caso d = 6, temos por (ii) que a = 1, que não nos interessa.

2) (cd) = Q,d), d>2.

2a +adb<s1r fam+anar O

a(d—­1)+b=5 = 5—­a(d—­1) (ii)

Por (1), temos que a > 2, b > 2. Por (ii), temos que b < 2, pois d > 2, a > 2. Logo,

temos uma contradição.

Facilmente percebe­se que o caso c, d > 3 conduz igualmente a uma contradição.

*v(S)=7.

1) (cd) = (1,d), d>2.

1a +adfp<1 J1/a+ dfb <1 (1)
—

a(d­1N)+1=7 a=6/(d­1) (il)

Por (ii), temos que d = 2,3,4,7.

Caso d = 2, temos por (ii) que a = 6, e então por (1) b > i.e, Db > 3. Logo,
(a,b) =(6,0), d>3.

Caso d = 3, temos por (ii) que a = 3, e então por (1) à > Le. 5> 5. Logo,

(a,b) = (3,0), b>5.

Caso d = 4, temos por (ii) que a = 2, e então por (1) b > 8. Logo, (a, bd) = (2,b), b > 8.

57
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Caso d = 7, temos por (ii) que a = 1, que não nos interessa.

2) (c,d) = (2,d), d >2.

2/a + d/b <1 2/a + d/b <1 (1)
=

a(d—­1)+b=6 b=6­a(d­1) (ii)

Por (1), temos que a > 2, b > 2. Por (ii), temos que

b<3, poisd>2,a>2.

a <3, poisb> 2.

Logo, teremos a, b = 3. Agora, como d > 2 e considerando (ii), teremos

(a,d) = (3, 3),

d=2,

que é um absurdo, pois (i) não será satisfeita.

Facilmente percebe­se que o caso c,d > 3 conduz ainda mais rapidamente a uma con­

tradição.

*v(f)=8.

1) (cd) = (1,0), d>2.

1/a +ad/bp<1 J1/2+a0/b<1 (O)
=>

a(d­1)+1=8 a=7/(d­1) (ii)

Por (ii), temos que d=2,8.
Caso d = 2, temos por (ii) que a = 7, e então por (1) ) > ã 1.e., b > 3. Logo,

(a,b) = (7,b), b> 3.
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Observemos que (4,1) Ee T(f). Logo, temos a seguinte família:

Caso d = 8, temos por (ii) que a = 1, que não nos interessa.

2) (c,d) = (2,d), d>2.

2a +ap<sr faar+ama: (O

a(d­1)+b=7 =7­a(d—­1) (ii)

Por (i), temos que a > 2, b > 2. Por (ii), temos que

b<4, polisd>2,a>2.

a <4, poisb>2.

Portanto, teremos

a=3,4,

b=3,4.

Agora, para que (ii) seja satisfeita, e lembrando que d > 2, temos que as únicas possi­

bilidades serão:

.(a,b) = (3,4) ou (4,3),

d=2,

que é um absurdo, pois (1) não será satisfeita.

Novamente, percebe­se que o caso c,d > 3 conduz ainda mais rapidamente a uma
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contradição.

1) (c,d) = (1,d), d>2.

1/a+ d/b <1 RN 1/a+ d/b <1 (1)
=>

a(d—­1)+1=9 a =8/(d— 1) (ii)

Por (ii), temos que d = 2,3,5,9.

Caso d = 2, temos por (ii) que a = 8, e então por (1) b > É. ie, b>3. Logo,
(a,b) = (8,0), d> 3.

Caso d = 3, temos por (ii) que a = 4, e então por (1) 0 > 4. Logo, (a, b) = (4,b), b> 4.

Observemos que (3,1) E I(f). Logo, temos a seguinte família:

Caso d = 5, temos por (ii) que a = 2, e então por (1) b > 10. Logo, (a, b) = (2,6), b > 10.

Caso d = 9, temos por (ii) que a = 1, que não nos interessa.

2) (0,0) = (2,2).

2/a + 2/b <1 2(a +b) <ab
=>

a+b=8 a+b=8

Logo, teremos a, b = 4. Observemos que (3,1) E T(f). Logo, temos a seguinte família:
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3) (c,d) = (2,0), d>3.

2/a +afbp<1 f2/2+d/b<1 (1)
—

a(d­1)+b=8 b=8—­a(ld—1) (ii)

Por (i), temos que a > 2, b > 3. Por (ii), temos que b < 2, pois d > 3, a > 2. Logo,

chegamos em uma contradição.

Da mesma forma, vemos que o caso c, d > 3 conduz a uma contradição.

e Padrão 3.

Neste caso, queremos:

[0<d<f<b 0<e<c<a,
eja+ÍS/b<A1,

(o) | d(a= e)<f(a­o),
ev­d<eb­fS)
a(d— 1) +b(e—­ 1) +cf — de+l1=nr(f),
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pois queremos

a<a, (1)

B<b, (ii)

Exemplo. Seja f(x,y) = xy +xy, (v(fS) = 12). Construindo I(f), vemos que seus vértices
satisfazem (w). Para ver isto, basta considerarmos

(a,b) = (4,6),

(e, d) = (3, 1),
(e, f)=(1,4).

Da mesma forma, construindo I'(g9), onde g(x,y) = xy + xyº, vemos que seus vértices

satisfazem (w). Para vermos isto, basta considerarmos

(a,b) = (6,4),

(e, d) = (4, 1),

(e,Ff)=(1,3).

Proposição 5.1 (*) Para que v(f) seja o menor possível, com relação ao Padrão 3, devemos
terd=l=e.

Prova. De acordo com (w), devemos minimizar a expressão

(a(d— 1) +b(e— 1) detrl1)+ef.
X. ”

E

L

Observemos que
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> (e+2)(d—­1)+(d+2)(e—­1)—det+l

= derd+e­3

> O

Se d=2,e =], teremos L >2, e daí

v(fj)>2+cf.

e Caso

não nos interessa. (Padrão 2)

e Caso

teremos

e Caso
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teremos cf > 12, e portanto v(f) > 14. Logo, para (dje) = (2,1), c,/ > 3, teremos

v(f)>12.

Observação. Para (d, e) = (1,2) as conclusões são as mesmas.

Se d > 3,e = 1, teremos L > 4, e daí

e Caso

não nos interesa. (Padrão 2).

e Caso

teremos cf > 12, e portanto v(f) > 16. Logo, para d > 3,e = 1,c > 3, teremos v(f) > 12.

Observação. Para (d,e) = (1,0), e > 3 as conclusões são as mesmas.

Se d = 2,e€ = 2, teremos L > 5, e daí

v(f)>5+cf.
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teremos cf = 9, e daí v(f) > 14. Portanto, para d, e > 2 sempre teremos v(f) > 12.

Consideremos finalmente o caso d = e = 1, que acarreta v(f) = cf.

Suponhamos (e, f) = (1,2), c> 2. Temos que a equação da reta que passa por (1,2) e

(c, 1) é dada por

r: (c­Wy+r$=2c­1.

Portanto, vemos que o ponto (2c — 1,0) E r, o que não queremos. Isto mostra que

deveremos considerar f > 3.

Caso f = 3, a equação da reta que passa por (1,3) e (c, 1) é dada por

s: (c­1)y+2r=3c—11.

* Caso c = 2, teremos (0,5) E s, o que não queremos. (Padrão 2)

* Caso c = 3, teremos (4.0), (0,4) E s, o que não queremos. (Padrão 1)

* Caso c = 4, teremos

s: 3y+2r=11,

e portanto (11/2,0), (0, 11/3) E s. Temos neste caso que (a, 0), (0,5), (1,3), (4,1), coma >

6, b > 4 satisfazem o sistema (w). Além disso, v(f) = 12.

Por fim, observemos que o caso c=2, f > 3 não nos interessa. (Padrão 2).

Concluímos portanto que o Padrão 3 só aparece quando v(f) > 12, que é atingido se,

e somente se d=e= 1, ”

Teorema 5.1 (*) Sejam f E M3 e (0,b1) > (a2,b2) >... > (an­1bnm1) > (an, 0), n 24,
segundo a ordem lexicográfica reversa, os vértices de 1(f). Então,

65

EV
AVAVAY

vAY

2 3 4 5 6 7 unesp 1 12 13 14 15 16 17 18



> n—2

v(f)=1+b(a9— 1) +anlbih1 = 1) + X (ajkj;+hjibjy1 + hjkj),
j=2

aj + hj, hj EN

bj + ki, ki EN

n—l n—2

DICAS —a3)(bj =bjin1) +2 SD (aj — ajbj san bi +1l
j=l j=1l

no

(an — an1)bn—1 + D(aj — a;)(bj + bj) —an—bi+1
nel n—2

(an = an­1)bn—1 + > ajr1(bj + bj+1) — > aj(b; + bj+1) = an>— ba + 1
j=1 j=2

no

1 + bi(ao = 1) +an(bnz1 = 1) + D (aju1bj — ajbja1).
j=2

fazendo

obtemos

no
! v(f) =14+b1(a9— 1) +an(bnn1 = 1) + ND (0jkj + hjbjaa + hjkj).

j=2

Corolário 5.1 (*) Nas condições do Teorema 5.1, temos que

v(f)>(n— 2º.
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Prova. Basta notarmos que

Observação. Se n > 6, então v(f) > 16.

Para n = 5, temos:

v(f) = bi(a2 — 1) +as(ba — 1) +1 + (a2k2 + hoba + hok2) + (azka + haba + haka).

e Caso a2 > 1 ou ba > 1, temos que v(f) > 15.

e Caso a = ba = 1.

Lembrando que os pontos (0, b1), (a2, ba), (a3, ba), (aa, ba), (as, O) são vértices do polígono,

temos que

k — &k>
ho “ha

Logo, se ho > ha7 teremos ka > ka, e daí v(f) > 11. Da mesma forma, se ha > ho

teremos v(f) > 11.

Concluímos com isso que v(f) > 11 paran =5.
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$6. Lista de Polígonos de Newton para 1 <v(f) <9.

vífl=1

a4,b. 2 2.
,

;

Neo

2

V(F)=4
|
.

Í

!

Í

=.
Í

Pt

VID=S

6 7 unesp”, 12 13
PV

AVAVAY

14 15 16 17 18



niB —

5 6 7

EV
AVAVAY

unesp”* 12 13 14 15 16 17 18



Como conseqiência imediata desta lista, temos o seguinte resultado:

­

Corolário 6.1(*) Para 1 < v(f) < 9, todos os Polígonos de Newton “satisfazem” o Lema

3.1. Isto é, dada f E M2, sempre podemos escrever f = fo + fi, com fo QH(d;a,b), e fi

satisfazendo filtiamsi > d, de modo que f satisfaça o “critério de necessidade” dado pelo
Lema 3.1.

Observação Por outro lado, se v(f) > 10, esta afirmação é falsa. De fato, consideremos

Slz,y) =29º+a2º9º +28.

Temos que v(f) = 10, e é impossível escrevermos f = fo + f1, com fo QH(d;a,b),

Ffiltianfi > d, de modo que f satisfaça o “critério de necessidade” dado pelo Lema 3.1.

Além disso, temos que f é degenerada segundo Kouchnirenko, mas u(f) = 10. De fato,
é fácil mostrarmos que

Z — E(< 0f >) = Ges31,1):

87. Classificação das partições de n, 1<n <9 com relação a ser ou não

Newton­gradiente.

Para realizarmos a tal classificação, foi fundamental o estudo do “padrão ” dos polígonos
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de Newton para v(f) < 9, pois todo o nosso raciocínio foi fortemente atrelado ao fato de

que toda f E M? possui um único polígono de Newton associado a ela.

Observação. As partições do tipo à = (n), À = (n— 1,1), à = (n,...,n) são do tipo
o
m vezes

Newton­gradiente.

De fato, temos que À = (n) é Newton­gradiente, pois f(x,y) = xº + y""! é tal que

v(f)=]neZi­—E(<oOf>)=Gm. (Ou g(1,4y) =2º2+ xy É caso n for ímpar, com
v(g) = n tal que Zº — E(< 0g >) = Gm).

Observação. Notemos que I'(f) == T'(g).

Também, à = (n— 1,1) é Newton­gradiente, pois f(x,y) = 1"y+y" é tal que v(f) ='n

eZ2­E(<ôf>)=Gmiy (Ou, g(a,y) =z20+0y"/? caso n for par, n > 4, com v(g) =n
tal que Zº — E(<Oôg>)= Gon11)):

Observação. Notemos que IT (f) = I'(9).

Finalmente, À = (n,...,n) é Newton­gradiente, pois f(x,y) = x"! + y"”H é tal que
—
m vezes

v(f)=mneZi­— E(<Of>)=Gon.n­

Como consequência imediata da observação acima, temos que as partições de 1, 2, e 3

são todas do tipo Newton­gradiente.

Partiçõoes de n= 4.

(*) 1=(2,1,1) é Newton­gradiente, pois f(1,y) = º + xºy +yº é tal que v(f) = 4 e

Zº — E(<8f >) = Ge.
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Prova. De fato, temos que

<Of>=< 51º + 3xºy, 1º +2y >,

e daí(3,0) E Fr(E(< Of >)). Além disso,

5x &f +(­1)Af=10ry— 3x*y=xy(10— 3x).

Logo, 1y E< Of >, pois 10—3r é invertível. Mais ainda, (1,1) € Fr(E(< Of >)). Agora,
como f é SQH(10;2,5), temos que u(f) = 4, e daí necessariamente (0,2) €EFr(E(< ôf >)).

Portanto, provamos nossa afirmação. [”

Partições de n = 5.

(*) 1 =(3,1,1) é Newton­gradiente, pois /(1,y) = z*º + 14º é tal que v(f) =5 e

(*) 41=(2,2,1) é Newton­gradiente, pois f/(r7,y) = xy +yº é tal quev(f) =5e

Zé — E(< ôf >) = Gay.

(*) 1=(2,1,1,1) é Newton­gradiente, pois f(t1,y) = xº +yº+x*y é tal quev(f) =5e

Zº — E(<ôf >) = Ge).

Prova. De fato, temos que

< of >=< 6xº + 4xºy, 2º +2y >,
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e daí (4,0) € Fr(E(< Of >)). Também,

61 &of + (­1)Af =12x7y­—4x"y=4r7y(38— x),

e então 1y E< Of >. Mais ainda, (1,1) € Fr(E(< Of >)). Agora, como f/ é SQH(6;1,3),

temos que J(f) = 5 e portanto (0,2) e Fr(E(< 0f >)).

Portanto, provamos nossa afirmação. O

Partições de n = 6.

(*) 1 = (4,2) é Newton­gradiente,pois f/(1,y) = xº +yº +xºYº + xy" é tal quev(f) =6
e

Zi — E(<ôf >) = Graoy

Prova. De fato, temos que

< df >=< 31º + 224º +14, 44º +217ºy +31yYº >,

e daí (2,0) €EFr(E(<ôf >)). Também,

y 1f + (—3/2)82f = 2xyº + 4º — 64º — 9/2xyº,

e portanto, (1,2) e E(< ôf >). Notemos também que (1,1) é E(< 0f >), e portanto

(1,2) € Fr(E(<9f >)).

Também, f/ é SQH(12;4,3), e daí p(f) = 6. Logo, temos necessariamente que (0,4) €

Fr(E(< ô3f >)), e portanto provamos nossa afirmação.

(*) 1 =(3,2,1) é Newton­gradiente, pois f(x,y) = xºy + xyº, é tal que v(f) =6e

Zº — E(<O0f >) = Gça2y.
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(Ou, g(x,y) = xº + yº + 1ºyº, com v(g) = 6 tal que Zº — E(< 09 >) = Gi321)­)
hs

Prova. De fato, consideremos f(x,y) = 1ºyY + xyº. Temos que

< Of >=< 3rºy +yYº,1º +217y >,

e daí (3,0), (2,1) € Fr(E(< 3f >)). Agora, observemos que f é SQH(5:1,2), e portanto

u(f) = 6. Logo, temos necessariamente que (1,2), (0,3) € Fr(E(< 9f >)), provando assim

nossa afirmação.

Consideremos agora g(x.,y) = xº +yº + xºyº. Temos que

< dg >=< 417º + 214º, 3yº +2x7ºy >.

Logo, vemos que (3,0), (2.1) E Fr(E(< 0f >)). Também, como g é SQH(12;3,4),

temos que u(g) = 6 e portanto, temos necessariamente (1,2), (0,3) e Fr(E(< ô9 >)),

provando assim nossa afirmação. ­

Observação. Vemos através deste resultado que E(< 5f >) = E(< 59 >), v(f) = v(g),

porém

r(S) É T(9).

Em outras palavras. temos que a aplicação que leva f E M? em sua escada E(< ôf >)
“não é injetora com relação ao Polígono de Newton”. Isto é,

E(<oOf>)=E(<ôg>), v(f) =n(g9) não implicam T(f) == T(g).

(*) 4 =(3,1,1,1) é Newton­gradiente, pois f(x,y) = x* + ryº é tal quev(f) =6 e

(*) 1=(2,2,1,1) é Newton­gradiente, pois f(r1,y) = x" +xy+yºétal quev(f)=6e
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Zi — E(< Of >) = Goes:

Prova. De fato, temos que

<Of>=<Tx1' + 4xºy,2º +2Y >,

e então (4,0) E Fr(E(< 5f >)). Também,

df +(T7xº)Oof = 4x*y — 14xºy = 1"yY(4r — 14),

e então 1ºy E< Of >. Observemos agora que (1,1) é E(< óf >), e daí (2,1) e

Fr(E(< of >)) Também, / é SQH(14;2,7), e portanto u(f) = 6, acarretando (0,2) €

Fr(E(< of >).

Logo, provamos nossa afirmação.

(*) 1=(2,1,1,1,1) é Newton­gradiente, pois /(t1,y) = x" +zx*y +yº é tal quev(f) = 6
e

Zº — E(<0f >) = Ge)

Prova. De fato, temos que

<Oof>=< 7º + 5x y,xº +2y >,

e daí (5,0) E Fr(E(<ôf >)). Também,

Tx Sof + (1)f = 14xy — 5x*y = xy(14 — 52º),

e então 1y E< Of >. Mais ainda, (1,1) € Fr(E(< Of >)). Agora, como f é SQH(14;2,7),

temos que u(f) = 6 e portanto (0,2) € Fr(E(< 3f >)).
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Logo, provamos nossa afirmação.

­

(*) 1=(4,1,1) não é Newton­gradiente.

Prova. De fato, mostremos que não existe f E M2 com v(f) = 6 de modo que

Zº — E(< Of >) = Guy

Portanto, suponhamos que à = (4,1,1) seja Newton­gradiente. Logo, existe f € Mê?
satisfazendo as condições acima.

Temos portanto que (3,0) €EFr(E(< Of >)), pois

Logo, será preciso que o monômio ax*y ou o monômio bzº “faça parte” da expressão de

f, ou seja,

2235, (0,0) £ O
ou

3 (0,0)2 O

Além disso, como queremos que (2,0) é E(< 3f >), será preciso que

34(0,0) = 0, (00) = O
35(0,0) = O, 5­(0,0) = O

Portanto, temos que os únicos Polígonos de Newton I'(f) que satisfazem estas condições
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No caso (1), podemos supor que a expressão de f é dada por

S(x,y) = ay? +asty +ax'y+agxo,

com a,,a2 É O, pois f/ é E­suficiente com relação à ((1,1)).

Temos que

<Oof>=< ay” + 3a1ty + 5Saoz*Ê, 3azy” + 2a2ty + ax >.

Agora, como as £ 0, temos que

2a9xy em of ax? em 8of,

que não pode ser obtido de 0, f.

Logo, (1,1) € E(< Of >).

Caso (2). Queremos (1,1) € E(< 9f >), mas para isso é preciso que

2235, (0,0) £ O ou Z2(0,0)£0 ou SS(0,0)£0 (1)
ou

aaa (0, 0) 20 ou Se (0, 0)£O (ii)

Acontece que no caso (1) teremos (2,0) € E(< 0f >), o que não queremos. Além disso,

não podemos ter o caso (ii), pois (0,2), (1,2) € T4(f).
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Logo, temos que é impossível (1,1) € E(<ô3f >).

”

Partiçõoes de n = 7.

(*) 4 = (5,2) é Newton­gradiente, pois f(x,y) = xº + xy? é tal que v(f) =7 e

Zº — E(<of>)=Gço.

(*) 4 = (3,3,1) é Newton­gradiente, pois f(t,y) = xy +yº é tal quev(f)=7e

Z — E(< Of >) = G(3,3,1):

(*) 4 =(3,2,1,1) é Newton­gradiente, pois f(t1,y) = xº + xyº+xy é tal quev(f)=7
e

Zº —­E(<Of>)= G(3,2,1,1):

Prova. De fato, temos que

< Of >=< 61º +yº +4x*y,2º +2xy >,

edaí (4,0) E Fr(E(<of>)). Também,

6x dof + (­1)Af = 12xºy — yº — 4x?y,

e daí (2,1) E E(< Of >). Além disso, (1,1) é E(< Of >), e portanto (2,1) €

Fr(E(<8S >)).
|

Ágora, como f é SQH(12;2,5), temos que u(f) = 7, e portanto necessariamente

(1,2), (0,3) E Fr(E(< 3f >)). Logo, provamos nossa afirmação. O

(*) 1=(3,1,1,1,1) é Newton­gradiente, pois f(x,y) = xº + xyº é tal que v(f) =7 e
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Zº — E(< Of >) = Geny:

(*) 1=(2,2,2,1) é Newton­gradiente, pois f/(t,y) = xy +yº é tal que v(f) =7 e

Zº — E(<ôf >) = Gr22y.

(*) 1 =(2,2,1,1,1) é Newton­gradiente, pois /(1,y) = xº +x2*y +yº é tal que v(f) =7
e

Zé — E(< Of >) = Goo).

Prova. De fato, temos que

< ôf >=< 81" +5xy,1º +2y >,

e daí (5,0) €EFr(E(<of>)). Além disso,

8xº Oof + (­1)d1f = 16xºy — 5x*y,

implicando xºy E< ôf >. Notemos também que (1,1) € E(< 9f >), e portanto (2,1) E

Fr(E(<ô3f>)). Agora, como f é SQH(8; 1,4), temos que p(f) = 7, e portanto necessaria­

mente (0,2) €EFr(E(< 9f >)).
Logo, provamos nossa afirmação.

(*) 1 =(2,1,1,1,1,1) é Newton­gradiente, pois f(x,y) = x +xºy+yº é tal quev(f) = 7
e

Zº — E(<0f >) = Geny:
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Prova. De fato, temos que

<Of>=< 8x”+ 6x y, 1º+2Ay >,

e daí (6,0) E Fr(E(< Of >)). Além disso,

81 doaf + (—1)AMf = 16xy — 6xºy,

implicando r1y E< Of >. Mais ainda, temos que (1,1) € Fr(E(< ô3f >)). Agora, como f é

SQH(8; 1,4), temos que u(f) = 7, e portanto necessariamente (0,2) E Fr(E(< 9f >)).
Logo, provamos nossa afirmação.

(*) 41=(5,1,1) não é Newton­gradiente.

Prova. De fato, suponhamos que à = (5,1,1) seja Newton­gradiente. Logo, existe f E M2?
com v(f) = 7 tal que

Zº — E(< Of >) = Guy =((0,0),...,(0,4), 1,0), (2,0)).

Portanto, teremos (3,0) € Fr(E(< 0f >)). Logo, será preciso que

df
Ba (O, 0) £ 0 ou

o*ºf

| (0,0) FL£(0,0)
24(0,0) 2225(0, O)
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Temos que o único Polígono de Newton com v(f) = 7 satisfazendo estas condições é:

Mas, queremos (1,1) € E(< Of >), c para isso é preciso que

22257 (0,0) £ O ou S(0,0)£ 0 ou FÉ(0,0)£0 (1)
ou

22357 (0,0) £ O ou 3(0,0)£ O (ãi)

Acontece que no caso (i) teremos (2,0) E E(< Of >), o que não queremos. Além disso,

não podemos ter o caso (ii), pois (0,2), (1,2) € P4(S).

Logo, temos que é impossível (1,1) € E(< ô3f >).

(*) 1 = (4,2,1), (3,2,2) não são Newton­gradientes.

Prova. De fato, suponhamos o contrário. Logo, existem f,g E M2 com v(f) = 7 = v(g)
tais que

1 E(< of >) = G(4,2 1) = (o, o), (0, 1), (0, 2), (0, 3), (1,0), (1, 1), (2, 0)),
1)

Z = E(< Og >) = G(3,2,2) = 1(0, o), (O, 1), (O, 2), (1,0), ( , 1), (2, O), (2, 1)).
ES

Temos portanto que
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(30) E Fr(E(<O9f >),
(3,0) € Fr(E(< 9 >)).

Logo, temos novamente que o único Polígono de Newton com v(/) = 7 satisfazendo

estas condições é o polígono descrito no caso anterior.

Portanto, podemos supor que f (ou 9) é dada por

f(x,y) = ay? + aostºyYº +aixyt+açs? + briy+ex "

onde a1,a3 É O, pois f (ou 9) é E­suficiente com relação à ((1,2)). Observemos que em

ambos os casos (1,2) pertence à fronteira da escada.

Temos que

< Of >=< 2a9xyº + 3arxºy + 5aozº +4bxºy +ey, 3azy” + 2a2x"y+ax +brit+3ery" >.

1) Supondo a? £ O0,temos que

()AS m daixº*y em Nf * 2asxºy em Oof ax?

de Of.

em of, que não pode ser obtido ­

2) Como az £ 0, temos que

(ax)Oaf — axº em d&Sf —

— (8) Of — Barr? em Oaf, que não pode ser obtido de 4 /,
ou

— (8)f= caso 1).

Logo, temos que é impossível (1,2) € E(< Of >), ou (1,2) € E(<0g >).
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Portanto, provamos nossa afirmação.

(*) à = (4,1,1,1) não é Newton­gradiente.

Prova. De fato, suponhamos o contrário. Logo, existe f € M3 com v(f) = 7 tal que

Z = E(< of >) = G(4,1,1,1) = 1(0, o), (0, 1), (0, 2), ( 3), (1, 0), (2, O), (3, 0)),

e portanto (4,0) E Fr(E(< 6f >)). Desta forma, será preciso que

5da, 0) £ O ou
Oxº

sf
oxtOy

(0,0) £ O

2 (0,0) = o, (0,0)
(0,0) = 0, 2E5(0,0)

(0,0) = 0, É5­(0,0)

Temos portanto que os únicos Polígonos de Newton com v(f) == 7 satisfazendo estas

condições são:

No caso (1), podemos supor que a expressão de f é dada por

f(x,y) = ay? + a1tºy + açaº +bxºy,

com a, 42 É O, pois f é E­suficiente com relação à ([(1,1)). Lembremos que estamos supondo

(1,1) E Fr(E(<Of>)).
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Temos que

< Of >=< dajxty + Saox' + 5bety,a? +2ay+baº >.

Como as / 0, Lemos que

(ax)Oof + ana? em 8af — (6) Oaf — Barxº em 8of, que não pode ser obtido de 841 f.
Logo, é impossível (1,1) € E(< 0f >).

No caso (2), podemos supor que a expressão de / é dada por

f(x,y) = ay? + aotyº +aiziy+açao,

com a, 41,42 É O, pois f/ é E­suficiente com relação à ((1,1)).

Temos que

<Of>=< ay” + 4a1tºy + 6aox*, 3azy* + 2a217y + arxt>.

Como a2 £ O, temos que

(a)Oof — aa,xº* em of, que não pode ser obtido de 9, f.

Logo, é impossível (1,1) € E(< ôf >), e provamos portanto nossa afirmação.

Partições de n= 8.

(*) 4 = (5,3) é Newton­gradiente, pois f(t,y) = x* +xº*yº +yº é tal quev(f) =8e

Zº — E(<Of >) = G(s53).

Prova. De fato, temos que
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< Of >=< 31º +21yº,2xºyYy +5yº >,

e portanto (2,0) €EFr(E(< ôf >)). Observemos também que (1,2) é E(<oOf >), e

(2/3)y Nf + (—1)02f = (4/3) 1yº — 54º,

implicando (1,3) € E(< Of >). Logo, (1,3) € Fr(E(< 5f >)).

Agora, como f é SQH(15:5.3), temos que p(f) = 8, e portanto, necessariamente (0,5) e
Fr(E(< of >)). Logo, provamos nossa afirmação. oO

(*) 1 =(3,3,1,1) é Newton­gradiente, pois /(t,y) = x" +xºy +yº é tal quev(f) =8e

Zº — E(<ôf >) = Gea1uy

Prova. De fato, temos que

< Of >=< 57º + 2xyº,2x7ºy +3yYº >,

e portanto (4,0) E Fr(E(< óf >)). Observemos também que (2,1) € E(< 0f >), e

(1,1) € E(<3f >), e daí 2,1) € Fr(E(< Of >)).

Também, temos que

4y O1f + (15y — 107?) Oôof = 8xyº +454º = 4º(45 +80),
e portanto yº* E E(< Of >), provando nossa afirmação.

(*) 1=(3,2,2,1) é Newton­gradiente, pois /(17,y) = x*y + xyº é tal que v(f) =8 e

Zº — E(<ôf >) = Gea2y
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Prova. De fato, temos que

< Of >=< 41ºy +yº,1º +21y >,

e portanto (4,0) € Fr(E(< ôf >)), (3,1) e E(< Of >). Além disso, (2,1) é E(Í<oOf >), e

daí (3,1) E Fr(E(< Of >)).

Ágora, como f é SQH(7;1.3), temos que u(f) = 8, e portanto teremos necessariamente

(1,2), (0,3) E Fr(E(<ô6f >)).

Logo, provamos nossa afirmação.

(*) 1 =(3,2,1,1,1) é Newton­gradiente, pois f(x,y) = x+xyº+x*y é tal quev(f) =8
e

Zº — E(< Of >) = Ges11y:

Prova. De fato, temos que

< df >=< Tx +yº + 5xy,2y +Xº >,

e portanto (5,0) E Fr(E(< ôf >)). Observemos também que (1,1) ZE(<OIf>),e

Tx 8of + (1)f = 14xº*y — yº — 5x*y,

e portanto (2,1) E Fr(E(< ôf >)). Agora, como f é SQH(7;1,3), temos que u(f) = 8, e

portanto teremos necessariamente (1,2), (0,3) € Fr(E(< 0f >)).

Logo, provamos nossa afirmação.

(*) 1=(3,1,1,1,1,1) é Newton­gradiente, pois /(t,y) = x +xyº é tal querv(f) =8 e
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Zº — E(< Of >) = Ge)

(*) 1 =(2,2,2,1,1) é Newton­gradiente, pois /(1,y) =x +y"+z*y é tal quev(f) =8
e

Zº — E(< Of >) = Go221y.:

Prova. De fato, temos que

< of >=< 9xº +517y,2W + >,

e portanto (5,0) €EFr(E(< à3f >)). Observemos também que (2,1) € E(<oIf >), e

9xº 8of + (1):f = 18x1ºy — 5x*y,

e portanto x*y E< Of >, implicando (3,1) E Fr(E(< ô3f >)).

Agora, como f é SQH(18:2,9), temos que pu(f) = 8, e portanto necessariamente (0,2) €

FT(E(< Of >)). Logo, provamos nossa afirmação. O

(*) 1 =(2,2,1,1,1,1) é Newton­gradiente, pois f(x,y) = x*+yº+xºy é tal quev(f) = 8
e

Zº — E(< of >) = Goauu1y

Prova. De fato, temos que

< Of >=< 9xº + 6x y, 2 +Tº >,

e portanto (6,0) € Fr(E(< ôf >)). Observemos também que (1,1) € E(<oOf >), e
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9r” daf + (1)f = 18x"y — 6xºy,

e portanto x*y E< Of >, implicando (2,1) € Fr(E(< ôf >)).
Agora, como f é SQH(18:2.9), temos que u(f) = 8, e portanto necessariamente (0,2) €

Fr(E(< ôf >)). Logo, provamos nossa afirmação. O

(*) 1 = (2,1,1,1,1,1.1) é Newton­gradiente, pois f(t,y) = x +y"+x'y é tal que
v(fj=8e

Zº — E(<of>)= G(2,1,1,1,1,1,1):

Prova. De fato, temos que

< Of >=< 92º + 7x Y, 2y + x >,

e portanto (7,0) E Fr(E(<ôf >)). Além disso,

9r of + (1)f = 18xy — Txºy,

e portanto xy E< Of >. Mais ainda, (1,1) €EFr(E(< 0f >)).
Agora, como f é SQH(18;2,9), temos que u(f) = 8, e portanto necessariamente (0,2) e

Fr(E(< of >)). Logo, provamos nossa afirmação.

(*) 4 =(6,1,1),(5,2.1), (4,3.1), (4,2,2), (3,3,2) não são Newton­gradientes.

Prova. Temos que
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= (0,0)

1(0, 0)

((0,0),...

)

)

CCC

qe...

(00.1(0,0), (O,

respectivamente. Portanto, supondo que em todos os casos à seja Newton­gradiente, teremos

que existe /) € M3 com v(fa) = 8 tal que

Zº — E(<ofx>)=G,

para cada A. Para simplificar, escrevamos simplesmente /f.

Daí, teremos que (3,0) € Fr(E(< 9f >)) para cada A. Logo, será preciso que

2a21(0­0) É 0 ou 55,335, (0,0) É O

â2(0,0) = O, Z£(00) = O
34(0,0) = O, 2$5.(00) = O

Porém, temos que não existe Polígono de Newton I(f) com v(f) = 8 satisfazendo estas

condições. Portanto, concluímos que em todos os casos à não é Newton­gradiente. np

(*) à = (6,2) não é Newton­gradiente.

Prova. De fato, suponhamos o contrário. Logo, existe / E M3 com v(f) = 8 tal que

Zº — E(< Of >) =Gç6a = ((0,0),...,(0,5), (1,0), (1,1))

Portanto, teremos (2,0) € Fr(E(< 0f >)), e para isso será preciso que
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e que

Temos que os únicos Polígonos de Newton satisfazendo estas condições são:
ee porno

—— TE
No caso (1), mostremos que (1,1) € E(< ôf >). Podemos supor f dada por

r 8

S(z,y) = ay + astyº + ND Ag + DS Bjaiy,
i=3 j=3

com a7,44 é O, pois outros monômios “não colaboram” para uma possivel não­obtenção do

monômio ty.

Temos que

Tr s Ss

< Of >=< 2a,1y + ay? + NVUiA ÇÃO + SCjiBjeó'y, at? + dagry* + SO Bjoi >,
i=3 j=3 j=3

e fazendo

(1+ 3 PMS +(=) O,
j=3 1 i=3 01

teremos (1,1) € E(< Of >). Logo, concluímos que é impossível a igualdade

Z. — E(<Of >) =Gç(6o,
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pois estamos supondo (1,2) e Fr(E(< 9f >)).

No caso (2), podemos supor que a expressão de f é dada por

f(x,y) = asyº + asrºyº + ago,

com an, as É O, pois f é E­suficiente com relação à ((1,2)). Lembremos que estamos supondo
(1,2) E Fr(E(< Of >)).

Temos que

< Of >=< 2a9x1y” + 3aoxº, 5agyº +2aonxrºy >.

Supondo a2 £ O, temos que

(a)Af mm 3açax*? em Of, que não pode ser obtido de Of.

Logo, temos que é impossível (1,2) € E(< 9f >), e provamos portanto nossa afirmação.
O

(*) à =(5,1,1,1), (4,2,1,1) não são Newton­gradientes.

Prova. Temos que

Gx = 1(O, 0), .... (0, 4), (1, 0), (2, O), (3, 0),
1(0,0),...,(0,3), (1,0), (1,1), (2,0), (3,0))

respectivamente. Portanto, supondo nos dois casos que À seja Newton­gradiente, teremos

que existe f) € M$ com v(fa) = 8 tal que

Zº —E(<ofi>)=G
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para cada A.

Daí, teremos que (4,0) € Fr(E(< Of >)) para cada A. Logo, será preciso que

Of of
0,0) £ O

5(0,0) = 0, (0,0)
(0,0) = O, 235­(0,0)
34(0,0) = 0, 2%5(0,0)

Temos então que os únicos Polígonos de Newton v(f ) = 8 que satisfazem estas condições

No caso (1), podemos supor que a expressão de f é dada por

f(x,y) = ay? +agx? + asxºyº + azty +bxaºy?,

com av,a3 É O, pois f é E­suficiente com relação à 1(1,2), 2,1)). Lembremos que para

à = (4,2,1,1) estamos supondo (1,2), (2,1) € Fr(E(<ô3f >)).
Primeiramente, observemos que em relação a à = (5,1,1,1), estamos supondo (1,1) €

Fr(E(< Of >)). Mas para isso, é preciso que

2225(0,0)£ O ou $FL(0,0)£0 ou FL(0,0)%0 (1)
ou

2d5(0,0)£ O ou F$(0,0) 2 O (ão)
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Acontece que no caso (i) teremos (2,0) € E(< 3f >), o que não queremos. Além disso,
não podemos ter o caso (ii), pois (0,2), (1,2) E T4(f).

Logo, temos que é impossível (1,1) € E(< 5f >), e portanto a escada relacionada a

A = (5,1, 1,1) não pode ser obtida através deste polígono.

Continuando nosso raciocínio, temos que

<Of>=< Saoxº* + 2a9xy*? + 401%Xº*y + 3bxºyº, 3a3y” + 2a2x%ºy +aizº + 2bxº*y >.

Agora, suponhamos por um momento que ao £ O. Logo, como az £ O, temos que

(ax)ôaf 20a097y em &of — (6) fm 5PBaoxº em Nf — (9)O&f m
ns 27a0x*y em Oof, que não pode ser obtido de 84 f.

Logo, concluímos que se (1,2) E E(< 5f >), então aº = 0, acarretando (2,1) €&

E(<oôf >).

Portanto, a escada relacionada a à = (4,2,1,1) não pode ser obtida através deste

polígono.

No caso (2), podemos supor que a expressão de /f é dada por

f(x,y) = ay? + a2xtyº +arxyY+a0x' +bxºyº +cx'y,

com a1,a92 £ O, pois f é E­suficiente com relação à ((1,1)) e à ((2,1)). Temos que

< Of >=< ay” +4a1%*y + Taozxº + 2bxy? + Sexy, 3azy? + 2a9ry + at +2Axy+exo>.

Como aºo £ O, temos que

(axr)Oaf + aaix” em af, que não pode ser obtido de 81 /f.
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Logo, (2,1) € E(< 9f >), e portanto as escadas relacionadas a à = (5,1,1,1) ea
à = (4,2,1,1) não podem ser obtidas através deste polígono.

Concluímos assim que à = (5,1,1,1) e À = (4,2, 1,1) não são Newton­gradientes.— OD

(*) 1=(4,1,1,1,1) não é Newton­gradiente.

Prova. De fato, suponhamos o contrário. Logo, existe f E M2 com v(f) = 8 tal que

Zº — E(< 9f >) = Gaaa1y = ((0,0),...,(0,3), (1,0), (2,0), (3,0), (4,0)).

Logo,teremos (5,0) € Fr(E(< 5f >)). Daí, será preciso que

A,0) £0 ou ­=asso(00 *
dra, (0, 0)
2225(0, O)
2225(0, O)

)sf2157(O, O

soae (0,
EO, o)
AE(0,0
Be (O, 0

S

0)

)

)

)

Temos então que o único Polígono de Newton com v(f ) = 8 satisfazendo estas condições

Neste caso, podemos supor que a expressão de f pode ser dada por
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f(r.y) = asyº +açxº +aixºy+bxºy,

com av,a1,a2 É O, pois f é E­suficiente com relação à ((1,1)). Lembremos que estamos

supondo (1,1) € Fr(E(<ô3f >).

Temos que

< Of >=< 9aoxº + 5a,x*y + 6bxr'y,2a2y +aixº +bxº >.

Como a2 £ 0, temos que

(axr)ôof n aa,xº em of, que não pode ser obtido de Of.

Logo, (1,1) € E(< 3f >). e provamos portanto nossa afirmação.

Partições de n= 9.

(*) à =(5,3,1) é Newton­gradiente, pois f(x7,y) = xº*y + xyº é tal que v(f) =9 e

(Ou, g(x,y) = x* + xºyº +y*, onde v(g) =9 e Zº — E(< ô9 >) = Gçe31)­)

Prova. De fato, temos que

< df >=< 3xyYy +41, 2º +3x1Yº >,

e portanto (3,0) E Fr(E(< of >)). Também, temos que (2,1) E E(< 3ôf >), e como

(1,1) € E(< 3f >), obtemos (2,1) E Fr(E(<ôf >)).

Observemos também que (1,2) € E(< 3f >). Porém, temos
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3y Sof + (—r)OS = 8xyº,

e portanto zyº E< Of >. Mais ainda, (1,3) € Fr(E(< of >)).
Agora, como f/ é SQH(4:1.1), temos que u(f) = 9, e então teremos necessariamente

(0,5) E Fr(E(< 8ôf >)). Portanto, Zº — E(< Of >) = G(5,3,1)­

Consideremos agora 9(x,y) = xº* + 1ºyº +y*. Temos que

< Og >=< 42º + 2x4”, 2xºy + 44º >,

e portanto (3,0) E Fr(E(< és >)). Também, (2,1) E Fr(E(< Og >)), pois (1,1) é
E(<ôg>)eQ1) E FE(<Og>).

Observemos também que (1,2) é E(< 39 >). Porém, temos

y 19 + (—2x)Ôôog = —6ayº,

e portanto zy* E< Og >. Mais ainda, (1,3) €E Fr(E(< og >)). Novamente, como g é
SQH(4;1,1), temos que u(9) = 9, e então teremos necessariamente (0,5) € Fr(E(< ô9 >)).
Portanto, Zº — E(< ô9 >) = G(53y. ["­

Observação. É interessante notarmos que r(f) = T(9).

(*) 1 =(5,2,2) é Newton­gradiente, pois f(x,y) = xº* + 1yº é tal que v(f) =9 e

Zº — E(< Of >)=Gçs22

(*) 1=(4,4,1) é Newton­gradiente, pois f(x,y) = xºy +yº* é tal que v(f) =9 e

A — E(< of >) = G(4,4,1):

(*) à = (4,3,2) é Newton­gradiente, pois f(x,y) = zº +yº +xºy? é tal que v(f) =9 e
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Prova. De fato, temos que

<Of>=< 4xº + 2x7, 47º + 3xºy” >,

e portanto (3,0) E Fr(E(< 3f >)). Além disso, (2,1), (1,2) € E(< 3f >), e como
(2,2) € E(< Of >), temos então que (2,2) € Fr(E(< 0f >)).

Agora, como f é SQH(4;1,1), temos que u(f) = 9, e então teremos necessariamente

(1,3), (0,4) E Fr(E(< Of >)). Logo, provamos nossa afirmação. [”

(*) 1 =(3,2,2,1,1) é Newton­gradiente, pois /(7,y) = x +ry"+x*y é tal quev(f) =9
e

Zº — E(< Of >) = Ge221):

Prova. De fato, temos que

<of>=< 8x" + yº + 5x*y, 2ry + >,

e portanto (5,0) E Fr(E(< ôf >)). Além disso, (2,1) é E(< 0f >). Porém,

81º of + (­1)Mf = 16xºy — yº — 5z*y,

e portanto (3,1) € E(< 5f >). Logo, (3,1) € Fr(E(< O0f >)).

Agora, como f é SQH(16;2,7), temos que u(f) = 9, e então teremos necessariamente

(0,3) E Fr(E(< Of >)). Logo. provamos nossa afirmação. O

(*) à = (3,2,1,1,1,1) é Newton­gradiente, pois f(x,y) = xº + xyº + xºy é tal que

v(fj=9e
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­

Zº — E(< Of >) = Geaui1)

Prova. De fato, temos que

< Of >=< 81"+ yº + 6xy,27y + xº >,

e portanto (6,0) € Fr(E(< ôf >)). Além disso, (1,1) € E(< 6f >). Porém,

8x Oof + (1)f = 16xºy — yº — 6xºy,

e portanto (2,1) E E(< ôf >). Logo, 2,1) €EFr(E(< Of >)).
Ágora, como f é SQH(16:2,7), temos que u(f) = 9, e então teremos necessariamente

(0,3) € Fr(E(< Of >)). Logo, provamos nossa afirmação. O

(*) 1 =(3,1,1,1,1,1,1) é Newton­gradiente, pois f(7,y) = 7º + 14º é tal que v(f) = 9
e

Zº — E(< 0f >) = Gen:

(*) 1 =(2,2,2,2,1) é Newton­gradiente, pois f(1,y) = xy +yº é tal quev(f) =9e

Zà — E(<ôf >) = G22,21:

(*) 4 = (2,2,2,1,1,1) é Newton­gradiente, pois f(x,y) = x" +yº + xºy é tal que
v(fj=9e

Zº — E(<ôf>)=Gos211).

Prova. De fato, temos que
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< Of >=< 102º + 67ºy, À + Tº >,

e portanto (6,0) E Fr(E(< ôf >)). Além disso, (2,1) € E(< 5f >). Porém,

102? dof + (­1)O1S = 202*y — 6xºy,

e portanto x*y E< ôf >. Logo, (3,1) € Fr(E(< 0f >)).

Agora, como f é SQH(10:1,5), temos que pu(f) = 9, e então teremos necessariamente

(0,2) €EFr(E(< Of >)). Logo. provamos nossa afirmação. O

(*) 1 = (2,2,1,1,1,1,1) é Newton­gradiente, pois f(x,y) = x" + yº + x'y é tal que

v(f)=9e

Zi — E(< Of >) = GE21111):

Prova. De fato, temos que

< Of >=< 10xº + 7x7ºy,2WY +11 >,

e portanto (7,0) € Fr(E(< ôf >)). Além disso, (1,1) € E(< 3f >). Porém,

107º of + (1)f = 20xºy — Tzºy,

e portanto 1º*y E< 9f >. Logo, (2,1) € Fr(E(< of >)).

Novamente, como f é SQH(10;1,5), temos que u(f) = 9, e então teremos necessaria­

mente (0,2) € Fr(E(< 8f >)). Logo, provamos nossa afirmação. O

= (2,1,1,1,1,1,1,1) é Newton­gradiente, pois f(t,y) =x +y +x"yetal que*)1 =(2,1,1,11,1,1,1)é N dient is f 1 py +xTyéta
v(fj=9e

PV
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 unesp”, 12 13 14 15 16 17 18



”

Zº — E(< Of >) =GELL111D:

Prova. De fato, temos que

< ôf >=< 107º + 82 y, RW + >,

e portanto (8,0) € Fr(E(< ôf >)). Além disso,

10x of + (1)f = 20xy — 8xy,

e portanto 1y E< Of >. Mais ainda, (1,1) e Fr(E(< Of >)).

Novamente, como f é SQH(10;1,5), temos que u(f) = 9, e então teremos necessaria­

mente (0,2) € Fr(E(< ôf >)). Logo, provamos nossa afirmação. O

(*) 1 = (6,1,1,1),(5,2,1,1),(4,3,1,1), (4,2,2,1), (3,3,2,1), (3,2,2,2) não são New­
ton­gradientes.

Prova. Temos que

7 (0,5),1,0), (2,0), (3,0)),
(0,4), 1,0), (1,1), (2,0), (3,0)),

(0,3), (1,0), (1,1), (1,2), (2,0), (3,0)),

+ (0,3), (1,0), (1,1), 2,0), 2,1), (3,0)),

1(0,0), (0,1), (0,2), (1,0), (1,1), (1,2), (2,0), (2,1), (3,0)) e

1(0, 0), (0,1), (0,2), (1,0), (1,1), (2,0), (2,1), (3,0),(3, 1)),

respectivamente. Portanto, supondo em todos os casos que À seja Newton­gradiente, teremos

que existe f, E M2 com v(fa) = 9 tal que

Zi — E(<ofx>)=
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para cada A.

Daí, teremos que (4,0) € Fr(E(< 5f >)) para cada A. Logo, será preciso que

Df
Oxº

of
(0,0) £0 ou 57 (0,0) £ O

8º

; 325;(0,0)
> 35,(0,0) =

Porém, não existe Polígono de Newton com v(f) = 9 satisfazendo estas condições, e

portanto provamos nossa afirmação. O

(*) à = (7, 2), (6,3) não são Newton­gradientes.

Prova. De fato, ficou provado que as escadas relacionadas a estas partições não são obtidas

de nenhum dos 3 polígonos descritos na seção 84. O

(*) à = (7,1,1) não é Newton­gradiente.

Prova. De fato, suponhamos que à = (7, 1,1) seja Newton­gradiente. Logo, existe f E M?
com v(f) = 9 tal que

Zº — E(< Of >) = Gray =1(0,0),...,(0,6), (1,0), 2,0)).

Portanto, teremos (3, 0) € Fr(E(< ô3f >)). Logo, será preciso que

CHA
Ox?

of
(0,0) £ O ou ERCER (0,0) É O



(0,0) = 0, FÉL(0,0)
(0,0) = O, 2$5­(0,0)

Temos que o único Polígono de Newton com v(f) = 9 satisfazendo estas condições é:

Mas, queremos (1,1) € E(< Of >), e para isso é preciso que

2825:(0,0)£ O ou F$(0,0)20 ou F£(0,0)%0 (1)
ou

22315 (0,0) £ O ou SÉ(0,0) £O (ii)

Acontece que no caso (i) teremos (2,0) € E(< 3ôf >), o que não queremos. Além disso,

não podemos ter o caso (ii), pois (0,2), (1,2) € T4+(f).

Logo, temos que é impossível (1,1) € E(< 5f >), e provamos portanto nossa afirmação.
O

(*) 1 = (6,2,1) não é Newton­gradiente.

Prova. De fato, suponhamos o contrário. Logo, existe f E M2 com v(f) = 9 tal que

Zà — E(< of >) = Gre21) = 1(0,0),...,(0,5), (1,0), (1,1), (2,0)),

e portanto (3,0) € Fr(E(< 3f >)). Daí, como anteriormente, teremos que o único Polígono

— de Newton com v(f) = 9 satisfazendo esta condição será o polígono descrito no último caso.
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Desta forma, podemos supor que a expressão de f é dada por

f(x,y) = aayº +az1yº +asxtºy" +airºy+agai,

com ao é O ou a, £ O, pois f é E­suficiente com relação à ((2,1), (1,2)). Lembremos que

estamos supondo (2,1), (1,2) €eFr(E(<3f >)).
Temos então que

<OoOf>=< azyº + 2aotTy” + Barry + 4a0x?, 4044? + 3asTry” + 2a2xºy + az? >.

Caso a, = 0, temos que

df = ay? +2asty" +3aix"y

Oof = day +3aztyº +2a0xy+ax*

Supondo a3 £ O, temos que

(a)ôof — aarº em d2f, que não pode ser obtido de 81 f.

Supondo a? £ O, temos que

(a)Of = 3aar*y em d1f — (6) of — Baix* em O2f, que não pode ser obtido de 91 ff.

Logo, temos neste caso que (1,2) € E(< 0f >).

Caso a, = O, temos que

ff = ay? +2a2xyº +4açx*?

Cof day? + 3astyº + 2a0xºy

Agora, se a2 = O, teremos (2,1) € E(< ô3f >). Logo, suponhamos az É O.
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Desta forma, teremos (2,1) € Fr(E(< ô3f >)). Também,
­

(adf)mm 4açax*? em O1)f, que não pode ser obtido de 82 /f.

Da mesma forma. se a3 É O, teremos

(6)Oof — 2a2Br*y em 8of, que não pode ser obtido de 8, f.

Portanto, neste caso(a, = O), temos que (1,2) € E(< 3f >).

Caso av,a;7 É O.

Temos que

Nf = ay +2a21y? +3aixºy +4açz?

Of = 4a4y? +3azry? +2asxy+ax”

Observemos que a única forma de obtermos g E< 9f > tal que ordem(g) = (2,1) é

fazendo

91f + (6),

com À = 4a9/a,, anulando assim os monômios 4aox*? e a1x”. Porém, este é também o único

meio de obtermos h E< 9f > tal que ordem(h) = (1,2).

Logo, para que (1,2) E E(< Of >), deveremos ter necessariamente 3a, — 260a2 = O.

Mas isto acarreta (2,1) € E(< Of >).

Portanto, concluímos também neste caso que é impossível (2,1), (1,2) Ee E(<o3f >), e
provamos assim nossa afirmação. 2”

(*) 4 =(5,1,1,1,1), (4,2,1,1,1), (3,3,1,1,1) não são Newton­gradientes.

Prova. Temos que
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Gr, = 1(0,0),...,(0,4),(1,0), (2,0), (3,0), (4,0)),
100, O), .... (0, 3), (1,0), (a, 1), 2, o), (3,0), (4,0)) e
1(0, 0), (O, 1), (0,2), (1,0), (1,1), (1,2), 0), (3,0, (4, 0))),

respectivamente. Portanto, supondo que em todos os casos à seja Newton­gradiente, teremos

que existe f, € M2 com v(fx) = 9 tal que

Zi — E(<ôf,>)=G,

para cada A.

Daí, teremos que (5,0) €EFr(E(< Of >)) para cada A. Logo, será preciso que

of of
a26 (0, 0) £ O ou dx8dy (0,0) £ O

e que

VP24,(0, O)
2225,(0, O)
225,(0, O)
225,(0,0)

Desta forma, temos que os únicos Polígonos de Newton com r(f) = 9 que satisfazem

estas condições são:

No caso (1), podemos supor que a expressão de f é dada por
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f(x,y) = ay? + my +aça" + bay + exyº + da?y?,

com a1,429 É O, pois f é E­suficiente com relação à ((1,1)) e à ((2,1)). Lembremos que

para À = (5,1,1,1,1) estamos supondo (1,1) €E Fr(E(< ôf >)), e para à = (4,2, 1, 1,1) e
à = (3,3,1,1,1) estamos supondo (2,1) e Fr(E(< 5f >)).

Temos que

< Of >=< 5a1xºy +10a9xº + 6bxºy + ceyº + 2dxy?, 2aoy + ax? + bxº + 2ery +2dxry >.

Agora, como a2 É O, temos que

(axº)O2f — aa11s” em Oof — (BGx)Oaf — Barxº em dof —
(1)Oaf > 7a1xº” em 8of, que não pode ser obtido de 9, f.

Logo, concluímos que (2,1) é E(< Of >), e com mais razão (1,1) é E(< 5f >).

Portanto, as escadas relacionadas a À = (5,1,1,1,1), (4,2,1,1,1), (3,3,1,1,1) não podem

ser obtidas deste polígono.

No caso (2), podemos supor que a expressão de / é dada por

f(x,y) = aaxyº +a1tºy +aoxº + bxy + cxºyº,

com ao, a1,a2 £ O, pois f é E­suficiente com relação à 1(1,1)) e à ((2,1)).

Temos que

<Of>=< agy*? + 5a1x*y + Sax” + 6bxy + 2exy?, 2Lagxy +a1xº +brº +2cry>.

Como az £ 0, temos que

(ax)Oaf — aaxº em Oaf — (8) af — Barx” em 8of, que não pode ser obtido de 3; /f.
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cm 1 2 3 4 5 6

Logo, concluímos que (2.1) € E(< Of >), e com mais razão (1,1) é E(< o0f >).

Portanto, as escadas relacionadas a à = (5,1,1,1,1), (4,2,1,1,1), (3,3, 1, 1,1) não podem

ser obtidas deste polígono.

Portanto, provamos nossa afirmação.

(*) 1 =(4,1,1,1,1,1) não é Newton­gradiente.

Prova. De fato, suponhamos o contrário. Logo, existe f E M3 com v(f) = 9 tal que

Zi — E(<oOf >) = Gun111) = ([(0,0),...,(0,3), (1,0), (2,0), (3,0), (4,0), (5,0)).

Logo,teremos (6,0) € Fr(E(< 5f >)). Daí, será preciso que

Of Ss
327 (0,0) £ O ou EPE (0,0) £ O

$4(0,0) (0,0)
2É(0,0) 2235(0, O)
(0,0) 2855;(0, O)
(0,0) = 225,(0, O)
2E(0,0) 225,(0, O)

Desta forma, temos que os únicos Polígonos de Newton com v(f) = 9 satisfazendo estas

condições são os mesmos descritos anteriormente.

No caso (1), podemos supor que a expressão de f é dada por

f(x,y) = aoyº +a1rºYy +açgx"º +bx'y,

com a“',41,a29 É O, pois f é E­suficiente com relação à ((1,1)). Lembremos que estamos

supondo (1,1) € Fr(E(<ô9f >)).
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Temos que

<Of>=< Garry + 10a9x? + Tbxºy, 2a29y + artº +br>.

Como az £ 0, temos

(ax)Oaf —* aaix' em Oof — (6) Oof nm Baixº em 62f, que não pode ser obtido de 91 f.

Portanto, a escada relacionada a partição à = (4,1,1,1,1,1) não pode ser obtida deste

polígono.

No caso (2), podemos supor que a expressão de f é dada por

f(x,y) = aoxyº + a1tºy +agxº,

com an, 41, ao É O, pois f é E­suficiente com relação à ((1,1)).

Temos que

< Of >=< aayº? + 6ajxy + Sax”, 2asty+a tê >.

Como a»2 É 0, temos

(a)Oaf — aairº em dof, que não pode ser obtido de 97 f.

Portanto, a escada relacionada a partição à = (4,1,1,1,1,1) não pode ser obtida deste

polígono, e provamos portanto nossa afirmação. ”

$8. Uma conexão entre o número de partições do tipo Newton­gradiente, a

“falsa” série de Hilbert e o número de covariantes de uma forma binária de

grau n.

Definição 8.1(*) Denotamos por v(u) o número de partições de 1º do tipo Newton­gradiente.

Provamos, portanto, o seguinte teorema:
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Teorema 8.1 (*)
v(u) = p(n), u=1,2,3,4,

v(5) =,

v(6) = 10 = v(7),

v(8) = 13,

[| v(9) = 15,

onde p(n) é o número de partições de n..

Obtemos assim a seguinte sequência para v(u), 1<u<S9:

1,2,3,5,6,10,10,13,15,...

Recentemente, encontramos uma sequência muito parecida com esta em [18]. Ao per­

guntarmos por uma referência, N.J.A. Sloane nos indicou [1]. Vamos agora interpretar a

série encontrada conforme [1].

Seja G um grupo com p elementos, onde p é um número primo, e seja k um corpo de

característica p. Então

Vn = klx]/(x — 1)”, para n =1,2,...,p

são os únicos indecomponíveis k[G]­módulos (observemos que V, = k[G] é livre). À r­ésima

potência simétrica S"Vn41 pode ser escrita como uma soma direta de indecomponíveis. Seja

bn,r O número de indecomponíveis para p > nr +1 e definamos a “falsa” série de Hilbert por

Vn(t) =X" bnl”.
r=0

Uma maneira de encontrar e.g., v3(t) é de fato computar as decomposições de S"V, e

contar os componentes. Então temos a seguinte sequência para bar:

1,1,2,3,5,6.8,10, 13,15, 18, 21, 25, 28, 32, 36, 41,45,50,...
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hs

Observação. Os últimos 5 termos foram tirados de [18].

Consideremos agora uma forma binária de grau n

Síz,y)=2, Jag"ivi;iaeQ
n

i=0 FA

Então um polinômio

m

F (ao, tn, E, y) = Seja,
j=0

onde c; = c;(ao, .. . , an) são polinômios com coeficientes inteiros, é chamado de um covariante

de índice À e ordem m se a condição seguinte for satisfeita:

Façamos a substituição

Fe”

y

com det T £ O. À forma f se torna

fíz,y) =>, ? A; nt,
n

i=0 1

F(Ao,...., An, En) = (det T)ºF(ao,...,an,X,Y).

Atribua um peso k a ax. Então cj;(ao,..., an) é homogênea de grau r, onde

nr =2)X+m
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e é isobárica (todos os termos têm o mesmo peso) de peso à + j.

Definição 8.2 Denotamos por p(r, m,n) o número de partições den em até m partes, todas

de tamanho < r.

Proposição 8.1 (Faà di Bruno) (i) F é unicamente determinado pelo seu termo dominante

Co.

(11) O número de covariantes linearmente independentes F. da n­forma f com termo

dominante co de graur é

Agora, fixando r = 3 e variando n, obtemos a sequência:

1,1,2,3,5,6,8,10, 13,15, 18, 21, 25,28, 32,36,41,45,50,...

que é nada mais que nossa sequência anterior,(para b3,). De fato, em [1] é provado que as

duas sequências são iguais.

Diante destes fatos, fazemos a seguinte conjectura:

Conjectura 8.1 (*) v(n) > p(u,3, Lã):

Observação. Até o momento, sabemos que

v(10) > 23 > 18 = p(10,3,15).

Agora, para fazermos uma classificação das partições que não são do tipo Newton­
gradiente nem do tipo gradiente, foi necessário darmos atenção especial aos Polígonos de

Newton que possam representar funções f/ E MZ tais que v(f) < u(f).
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. Estudo dos Polígonos de Newton de funções f € que não são , para9. Estudo dos Polí de Newton de funções f E M23 ão são SQH

­ 1<v(D<:s.

eLista dos possíveis Polígonos de Newton que representem funções não SQH.
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Como conseqiiência imediata desta lista, temos o seguinte resultado:

Corolário 9.1 (*) Não existe f € M3 com v(f)=2 en(f)>2.

Temos que os polígonos do tipo
a

an o

À

1 |
|

que possuem v(f) = 2n — 1, n > 1, fornecem escadas do tipo
NA

É
O

1

onde k > 2n — 1, ou k = co, pelo fato de (1,0) € Fr(E(< ôf >)).

Os polígonos do tipo
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onde k > 2n — 1, ou k = co, pelo fato de (1,1) € Fr(E(< 0f­>)).

— Prova (*). Sem perda de generalidade, podemos supor que f é dada por

R
T s

= DD) .

f(x,y) = aqu" +arxy" +asx"y+ XY Bia +) Cja'y,
i=3 j=3

" com a1,0a1,4o É O, pois outros monômios “não colaboram” para uma possível não­obtenção

do monômio ry.

Temos que

Tr . : Ss .

<Of> = <an"+2a2x1y+ YiBis"" +Sic,
i=3 j=3

8

(2n — agy?") + najay""! +azt?º + S Cj >
: &

Agora, fazendo

(1+DE + CITE,
j=3 02 i=3 02

obtemos (1,1) € E(< 9f >).

Primeiras consequências.

9.1) Observando os polígonos I'(f) da lista anterior, vemos que todos possuem uma

propriedade em comum:

[ (1,0) E Fr(E(<6f >))

(2,0) € Fr(E(<8f >))

(3,0) E Fr(E(<Of >))

| (4,0) E Fr(E(<OfS>))
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para f E M?3, genérica, não SQH, obtida através de um dos polígonos T'(f).

Portanto, concluímos que as partições À = (5,1, 1, 1,1), (4,2, 1, 1), (4 L1,1,1,1),

(3,3,1, 1,1), (4,1,1,1,1) não são do tipo gradiente, 1.e., não existe f E M3 tal que

Zº — E(<of>)=G,

Prova (*). De fato, já provamos que estas partições não são do tipo Newton­gradiente.

Logo, considerando 9.1, temos o resultado.

Afirmação 9.1 Seja f/ E Má, f = fo + fi, onde fo é QH(d;a,b) e filtaamfi > d. Então, se
11(fo) < co, teremos necessariamente p(f) = v(f).

De fato, por definição teremos que f será SQH(d;a,b), e portanto pelo Teorema 3.1

u(f) = v(f). Logo, para que p(f) > v(f), será preciso que u(fo) = co.

9.2) Consideremos agora o polígono

e mostremos que (1,1) € E(< ôf >), para f E M3 não SQH, obtida deste polígono.
Podemos supor que a expressão de f é dada por

f(x,y) = a2y? + a1x?y + aoxº +bay? + cy,
fo

com az = 4daças, ao,0a1,0a2 É O, pois f é E­suficiente com relação à ((1,1)), e queremos que
un(fo) = co, (pela Afirmação 9.1). Logo, pela Proposição 2.1 e pelo Teorema 2.1, deveremos

s 2ter necessariamente a7 = 4aça2s, ao,01,0a2 É O.
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Temos que

< Of >=< 3ar1y + 6aozº + by? + 4exºy, 2a9y +axº +2Alkay+ert>.

Como a £ O, temos

(ax)Osf nº aatº* em Oof — (B)Oaf Barr? em daf, que não pode ser obtido de 81 f.

Logo, temos que (1,1) € E(< ôf >).

Observação. Mais ainda, temos que (2,1) £ E(< of >), pelo fato de az = 4agao,
aç,071,062 É O.

9.3) Agora, consideremos o polígono

N
a

e mostremos que (1,1) é E(< 0f >) para f E M2 não SQH, obtida deste polígono.
Podemos supor que a expressão de f é dada por

f(x,y) = ay? +assy? +airºy+aç,
fo

DP) ­. , ­

|

Acom az = 4a9as, a0,01,4a2 É O, pois f é E­suficiente com relação à f(1,1)), e queremos que

n(fo) = co.

Temos que

< Of >=< aqyº + 3aix"y + 5agxº, 3agy" +2aaty +ax* >.

Agora, como as É O, temos que
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2a91y em Oof + ax? em Of,

que não pode ser obtido de 94 f.

Logo, (1,1) € E(<9f >).

Conclusão. Através de 9.2) e 9.3), podemos concluir que as partições À = (7, 1,1), (6,1,1),

(5, 1,1), (4,1,1) não são do tipo gradiente.

9.4) Consideremos o polígono

e mostremos que (2,1) é E(< Of >), para f/ E M2? não SQH, obtida deste polígono.
Podemos supor que a expressão de f é dada por

f(t,y) = ay”? + arry + aoxº +bayº + ex*y + deºy + exºy?,
So

com a? = 4daças, a9,01,029 É O, pois / é E­suficiente com relação à 1(2,1)) e à ((1,1)), e

queremos que yj(fo) = oo.

Temos que

<Of> = <4atºy+Saox' + by? + 5cr4y + 6dx*y + 2exy?,

2aoy + a1xº* +2bxy+ecrº +Adray+rexo >.

Como ao É 0, temos

(axº)Oof “3 aairº em Oof, que não pode ser obtido de 91 f.
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Logo, (2,1) £ E(< Of >), e com mais razão (1,1) € E(< Of >).

Observação. Mais ainda, temos que (3,1) é E(< 9f >), pelo fato de a? = 4aças,
ao, 41, aAo É 0.

9.5) Consideremos o polígono

e mostremos que (2,1) é E(< af >), para f € M2 não SQH, obtida deste polígono.

Podemos supor que a expressão de f é dada por

f(x,y) = ay” +asty” + ariy + açx” +bx?y? + cx” y,
fo

com a? = 4daçao, a9,01,42 É O, pois f/ é E­suficiente com relação à 1(2,1)) e à ((1,1)), e
queremos que u(fo) = co.

Temos que

< Of >=< ay” +4a7x*yY + Tagxº + 2bxyº + 5cry, 3azy” + 2a9sy + att + 2Vx"y +erº>.

Como a, £ O, temos

(ax)ôaf m aa” em Oaf, que não pode ser obtido de à f.

Logo, (2,1) € E(< Of >), e com mais razão (1,1) € E(< 9f >).

. Conclusão. Podemos concluir de 9.4) e 9.5) que as partições
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A = (6,1,1,1), (5,1,1,1), (4,1,1,1)

e as partições

à = (5,2,1,1), (4,3,1,1), (4,2,1,1,)

não são do tipo gradiente. .

Desta forma, provamos:

Teorema 9.1 (*). As partições

i) 4=(4,1,1);

ii) 4 = (5,11), (4,1,1,1);

ii) à = (6,1,1), (5,1,1,1), (4,2,1,1), (4, 1,1,1,1);

iv) A =(7,1,1),(6,1,1,1),(5,2,1,1), (5,1,1,1,1), (4,3,1,1), (4,2,1,1,1), (4 1,1 1,1,1),

(3,3,1,1,1)

não são do tipo gradiente.

Definição 9.1 (*) Denotamos por g(u) o número de partições de 1 do tipo gradiente.

Teorema 9.2 (*) g9(u) < p(u), u>6.

Prova. É suficiente mostrarmos que À = (n, 1,1), n > 4 não é do tipo gradiente.
Portanto, supondo que À = (n, 1,1), n > 4 seja gradiente, existirá f/ E M3 tal que

Zº — E(< Of >) = Ghiy =1(0,0),..., (0,17 —1), (1,0), (2,0)),

e portanto (3,0), (1,1) E Fr(E(< 3ôf >)). Logo, será preciso que

CR
Ox?

of
(0,0) £ O ou EE 0) ÉO,
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o, E5(0,0)

e também que

Of õºf
EEN (0,0) £ O ou ENA 0) £O0

Logo, os únicos Polígonos de Newton T'(f), f E M3 tais que

(4,0) ou (3,1) E P4(f)

(0,2) ou (1,2) E T4(f)

No caso (1), temos que f/ é SQH(10;2,5), pois podemos escrever f = fo + fi, com

fo QH(10;2,5), filtioasf1 > 10, e p(fo) < oo. Portanto, u(f) = 4.

No caso (2), temos que (1,1) é E(< 3f >), pois a demonstração é totalmente análoga

à do item 9.2).

No caso (3), temos que f é SQH(8;2,3), pois podemos escrever f = fo + fi, com

fo QH(8;2,3), filteafi > 8, e u(fo) < co. Portanto, u(f) = 5.
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No caso (4), temos que (1.1) £€ E(< Of >), como no item 9.3).

Teorema 9.3 (*) Não eriste f E Ma tal que < Of >= MÍ, k>2.

Prova. De fato, se < ôf >= MÍ, então fe MÍ"L, e

<of> MB
EH) MES!

Portanto,

dim [", att, ay, y"] R >3,
temos uma contradição.

Observação. O teorema vale para f E M,, n > 2.

810. Conclusões.

1) v(n) =p(n), 1€<u4 <A.

2) 9(n) = p(p), 1 <u <5.

3) v(u) = 9(n), nu(f) =1,2,3.4,6.

4) 9(n) <p(n), 1€un <6.

5) v(u) < 9(u), n(f) =2k+1, k>2.

6) Seja 7 € M3 um ideal. Logo, se Zº — E(T) = G,, para algum À pertencente à lista dada
pelo Teorema 9.1, então não existe f E M2 tal que T=< 0f >.
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6.1) À recíproca não é verdadeira. De fato, consideremos TZ = Mê =< xº,1y,y* >.
Sabemos que não existe / E Mi tal que TZ =< Of >, porém

Zº — E(T) = Go)

6.2) Consideremos f(x,y) = xºy +yº. Temos que E(M2) = E(< Of >), porém

M3 t2<Og>,VY9gEMB.

Da mesma forma, E(M3) = E(< ôf >), para f(x,y) = xy + xyº. Porém,

oMi f<Og>, Yg E M3.

Observação. E interessante notar que:

1) à = (3,2) não é Newton­gradiente, mas à = (4,3,2) é.

2) à = (4,3,1) e à = (4,3, 1,1) não são Newton­gradientes, mas À = (4, 3,1,1,1) e
à = (4,3,1,1,1,1) são.

3) à = (4,2,2) não é Newton­gradiente, mas à = (4,2,2,2) é.

$11. Partições do tipo gradiente que não são Newton­gradientes.

Provamos na seção 84 que as partições à = (3,2), (4,3), (5,4) não são do tipo Newton­

gradiente, porém são do tipo gradiente. Mostraremos agora que também as partições

à = (3,2,2), (3,3,2), (4,3,1), (3,2,2,2), (3,3,2,1)

são do tipo gradiente. (Já provamos que elas não são Newton­gradientes).

(*) 1 = (3,2,2) é do tipo gradiente.

Prova. De fato, sejam f(x,y) = xº +yº , v(t,y) = (1º +y,x) um germe de difeomorfismo,
e consideremos
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89(x1,y) = (f op)(x,y) = (1º +y)º +aº.

Agora, como MI C< ôf >, temos pelo Corolário 4.1 que

Mic<ôg>.

Temos que

< dg >=< 31º +3xºy +41, 1º +y >,
—  —
A B

e portanto (3,0) € Fr(E(< ôg>)). Também,

(Yº—xyY)B=y"— xy,

(ty —x*)B = xyº— x".

Y Ty E<Og>.

Agora, como u(g) = u(f) = 7, temos necessariamente que

(0,3), (1,2) E Fr(E(<ô9>)),

provando que

Zê — E(< Og >) = G(3,2,2):

(*) à = (3,3,2) é do tipo gradiente.

Prova. De fato, sejam f(x,y) = xº +4yº , v(t,y) = (1º +y, x) um germe de difeomorfismo,
e consideremos
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9(x.y)=(fop)(a,y) =(2? +y)º +2º.

Agora, como M3 C< ôf >, temos pelo Corolário 4.1 que

Mic<ôog>.

Temos que

< dg >=< 217º + 217ºy + 32º,1º+y >,
' A TS

e portanto (3,0) €EFr(E(< ôg >)). Também,

(Yº =x Y+IIB=4P+2,

Y Ee<dg>.

Agora, como u(9g) = u(f) = 8, temos necessariamente que

(0,3), (2,2) € Fr(E(<ô9g9>)),

provando que

Zº = E(< Og >) = G(3,3,2)­

(*) à = (4,3,1) é do tipo gradiente.

Prova. De fato, sejam f(x,y) = x*y+y", v(rt,y) = (19º +y, 0) um germe de difeomorfismo,
e consideremos
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g9(r,y) =(fop)(t,y) = (x +y)º +".

Agora, como Mi C< ôf >, temos pelo Corolário 4.1 que

Mic<ôg>.

Temos que

< Og >=< 5x* + 6xºy +yYº + TX, 1º +XY >,
B

e portanto (3,0) € Fr(E(< ôg>)). Agora, fazendo

(ay + bxrº)ôig + (cx? + day)B,

obtemos

(5a + 68 + c + d)xy + (6a +b+dDxºy+(5b+c)xº +ayº+7Taxy+ Tb?

Portanto, para que yº* E< ôg >, devemos resolver o sistema linear homogêneo

524 + 66 + oc+d=0
6a + + d O 1)

58 + ec O iii)

Mas, fazendo ii) — 1) +iii), obtemos a = 0. Portanto,

Sd< oy É<Og>,

pois a única maneira de eventualmente obtermos yº* E< ôg > seria fazendo

(ay + brº)àig + (cr? + day)Oog.
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Mostremos agora que yº* E< ôg >. De fato, temos que

(yº — 6xºy)ig+31aºy B=y/º + TxyY + xy — 42xºy,

edaíyie<oOg>.

Além disso,

dig + (5x — Txº)B = xy —Tey +yº,

e portanto (2,1) € E(< ôg >).

Observemos também que (1,1) € E(< ôg >). Agora, como u(9) = p(f)=8e

(0,4), (2,1) €EFr(E(<39>)),

teremos necessariamente que (1,3) € Fr(E(< Og >)), e portanto

Zº —= E(< Og >) = G(4,3,1):

(*) 1 =(3,2,2,2) é do tipo gradiente.

Prova. De fato, sejam f(x,y) = xº +y”, p(t,y) = (1º +y, x) um germe de difeomorfismo,
e consideremos

9(x,y) = (f op)(1,y) = (2º +y)º +".

Agora, como Mô C< ôf >, temos pelo Corolário 4.1 que

Mic<ôg>.
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Temos que

< Og >=< 4x" + 4xº*y +5xº, 2º +Yy>,
' A O

e portanto (4,0) € Fr(E(< ôg >)). Também,

(Yº =xtY)B=y4Y"­ xy,

(ty —xº)B=x"y"­ 2º.

Yo, xyº Ee<Og>.

Agora, como u(g) = u(f) = 9, temos necessariamente que

(0,3), 1,2) € Fr(E(< 39 >)),

provando que

Zi — E(< ôg >) = Gra,2,22)

(*) 1 =(3,3,2,1) é do tipo gradiente.

Prova. De fato, sejam f(x,y) = xy +yº, p(t,y) = (1º +y, 7) um germe de difeomorfismo,
e consideremos

g9(x,y) = (f op)(1,y) = (1º +y)º +aº.

Agora, como M$ C< df >, temos pelo Corolário 4.1 que
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Temos que

< dg >=< Trº + 8ry +yº +82,x  +x1y>,
B

e portanto (4,0) € Fr(E(< ôg >)). Agora, temos que

(y — 8º)g + 57x? B=y"+8x'y+xº— 64x”,

e portanto yº E< Og >. Também,

dig + (—7xº — 82º)B = x*y + yº — 8x*y,

e portanto (3,1) E E(< ôg >). Agora, como u(g) = u(f) = 9, temos que

(0,3) € Fr(E(< Og >)).

Agora, como (3,1) E E(< ôg >), teremos necessariamente que

(3,1), (2,2) €EFr(E(< 39 >)),

provando que

Zà — E(< 09 >) =Gç,321)

O

Temos portanto uma pequena quantidade de partições que ainda podem ser do tipo

gradiente, mas acreditamos na seguinte conjectura:

Conjectura 11.1 (*) As partições
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1 =(4,2,1),

À = (6, 2), (5,2, 1), (4, 2,2),
2 = (7,2), (6,3), (6,2,1), (4,2.2,1)

não são do tipo gradiente.

Relacionaremos a seguir os conceitos p(u), v(u) e 9(u) para uy < 9:

9

1

2

3

5

7

1 10

15 (12)
22 (15) | ()
30 (18) | (12)O

O
y

O
OU

Rm
O

NÀ
=

|l
T

Observação. Estamos denotando p = p(u), v = v(u), 9 = 9(4). Além disso, os números

entre parênteses estão em relação direta com a Conjectura 11.1.

812. Estudo das partições do tipo à = (n,n—1,...,2,1), n> 2.

Como vimos na seção 87, temos que

E(<o6f>)=E(M2),

para f(x,y) =xºy +yº, v(f)=3, e que
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E(< ôf >) = E(M3),

para f(x,y) = xºy+xyº, v(f)=6.

Mostremos agora que

E(< of >) = E(Mi),

para f(r,y)=xº+xy+y%, v(f) =10.

Prova (*). De fato, mostremos primeiro que

n(f) =v(f) =10.

Temos que

< Of >=< 6rº +4rºy,2º +3yYº >.

xr=0 ou 3x7º+2y

y=0 ou xº+3yº

Suponhamos então que o sistema (w) tenha solução em €º — £(0,0)). Portanto, como
o eixo 7 =0eoeixoy=0não são soluções de (w), teremos que
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9xºy + 64º
27º + 64º

9rºy —2rt =0, ie, 2º(9y — 22º) = O.

Portanto,

1=0ouy=2/97º,

o que é um absurdo, pois nenhuma dessas curvas é solução de (w).

Portanto, temos que f é não degenerada segundo Kouchnirenko, e daí

u(f) = v(f) =10.

Continuando nosso raciocínio, vemos que

(4,0) € Fr(E(<3f >)).

Além disso,

df + (­6x)Osf =4xºy — 18xyº,

e portanto (3,1) E E(< ôf >). Agora, como (2,1) é E(< 0f >), temos que
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(3,1) E Fr(E(< Of >)).

Também,

(­1/6)r 91f + (2º +2/3 y)Oôof =3xºyYº + 24º,

e portanto (2,2) € E(< 3f >). Agora, temos que

(1,2) E E(< Of >),

pois

(ax)ôsf ax” em 8af — (8)f= 468x*y em 01f, que não pode ser obtido de 92 f.

Logo, temos que

(2,2) €EFr(E(<ôf >)).

Finalmente, como u(f) = v(f) = 10, teremos necessariamente que

(1,3), (0,4) E Fr(E(< Of >)).

Portanto, concluímos que

Zi — E(< Of >) = Gru321) = Zº — E(MI),

E(<ôf >) = E(MÍ).
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Observação. Poderíamos ter chegado à mesma conclusão observando que:

1) (3,0) € E(< Of >).

ii) (2,1) € E(< Of >).

ii) (1,2) € E(< Of >).

iv) (0,3) € E(< Of >), pois

(ay)Oof — ax*y em of — (br)f — 6bxº em df — (crº)Oaf mm 3exrº*y* em of,
que não pode ser obtido de 01 f.

Desta forma, teríamos necessariamente que

Zº — E(<Of >) =G(4321)

pois este é o único subconjunto de Zº do tipo Gx, possuindo 10 elementos e “contendo G (3,21)
em seu interior”. Esta afirmação é no sentido seguinte:

Sejam R,S C Zº. Então

R Cint S se, e somente se (1,3) Ee R>(i+1,i),(i,.j+l1)ES.

Estudo das partições do tipo à = (2(k— 1), 2k — 3,...,2,1), k>3.

Considere a função f(x,y) = xº** + 1ºE­!)y + yth. Temos que

< Of >=< 2k1º*! + 2(k — ay, 1ºED q ey >.

Logo, vemos que

(2(k —1),0) E Fr(E(<ôf >)).
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Também, como

(2k —3,1) E E(<Of >),

(2(k—­2), 1) E E(<Of >),

temos que

(2k 3,1) E Fr(E(<ôf >))

Além disso,

(—1/2)r df + (kxº +(k — 1)y)Oôof = kºxy"! + k(k — Dys,

e portanto (2,k — 1) E E(< Of >). Agora, observemos que

1) 2 k—­2) E E(<Of >).

ii) (1,k— 1) € E(< Of >), pois

(ax)O2f m ax! em df — (6)Af mm 26(k — 1)2º**y em 017,

que não pode ser obtido de 025f.

Portanto,

(2,(k = 1)) E Fr(E(<of >)).

Mostremos agora que y*F­!) e< ôf >. Temos que
e k—2

(> aja ESA, sf + (bx 2­1) + cy" )ôof — 2kaçx*E=) + (> 2kaju& ei­2) é) p
= |

k—1

+(D 2(k — 1)açina 2 PEA) + pa *k­2) + bkgºk­1) k=1 + eax ºk=1) 2 k­1 + ekyº =D.
i=l

Logo, queremos resolver o sistema linear homogêneo
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2kag +b=O0

ka, + (kE—1)a,

kas + (k — 1)a,

kaçk=2) + (k—1)açe3)

( bk+ec+ 2(k — 1)açk—2) = 0

Agora, fazendo b = —2k. teremos

á

Portanto,

(k— 1)!kk­2 (1) P=0,—2kº +c+2

acarretando

kt + (=1)F(k = 1)5O
kk­2

c=2 >O.

Portanto, temos que yºFF! e< ôf >, o que significa que
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SS

n(f)=(Z—E(<Of>))<c.

Agora, como f é QH(2k:1.2) com u(f) < so, concluímos que

f é SQH(2k;1,2),

e portanto

n(f)=(k—1N)(2k=1) (= v(f)).

Somando isso ao fato de que

1) 2(k—1),0) E Fr(E(< Of >)),

ii) (2k — 3,1) € Fr(E(< 9f >)),

iji) (,k— 1) EeFr(E(<Of >),

iv) (2(k—­ 2) E=2) E E(<Of >),

v) (0,2(E—­1)) E E(<ôf >).

teremos necessariamente

(0, 2(k—1)), (1,2k — 3) €EFr(E(< Of >)),

e vemos portanto que E(< 3f >) é tal que

Zº ­E(<of>)=G,x,
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1 =(2k—1),2k ­3,k—=1...,k—1,1).
2k—5 Vezes

Observação. Notemos que quando k = 3, teremos À = (4,3,2,1).

Seja agora e = (£o,...,6énn) e consideremos a (k + 1)­upla

0: =(1,1,62,...,€k­1, 1), eg = e, =eE£K=l,

k—l

foc(x,y) = nº + aº E Dy + (DejaEI) + 4F,
j=2

Acabamos de mostrar que

kfa(x,y) = xt +1ºDy +y

é SQH(2k; 1,2), com

nu fo) = (k = 1)(2k = 1),

onde 99 = (1,1,0,...,0,1).

Agora, pelo Teorema de Damon([6]), sabemos que para e ­» O teremos

nlfo.) < ní(fog).

Daí, como f7, é QH(2k;1,2), teremos para e nv 0 que fg ,é SQH(2k; 1,2), e portanto

nlfo) = (k — 1)(2k — 1) = p(fo,).
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Agora, se mostrarmos que

(2Ak=1) = (i+1),i) 2 E(<Ofg1 >),

para 1 = 0, 1,...,2k — 3, estaremos provando que

Zé — E(<ôfga.>)=Gx,

para à = (2(k — 1),2k — 3,...,2,1), pois este é o único subconjunto de Zé do tipo G;
possuindo (k — 1)(2k — 1) elementos, “contendo G (2k—3,2(k—2),...,2,1) EM seu interior”.

Para efeito de simplificação, escrevamos f ao invés de fÊa,.. Logo, teremos que mostrar

que

i) (2(k—s)— 3,28) € E(<Of >),paraIl < s <k—2Q,

ii) (2(k— s— 2) —­3,2s+1)ZE(<Of >), para IX s <k— 2,
pois (2k — 3,0), (2(k — 2),1) € E(< 3f >), claramente.

Primeiramente, observemos que o fato de f ser QH(2k; 1,2) implica 0,f ser QH(2k —

1;1,2) e dof ser QH(2(k — 1); 1,2). Logo, fazendo a mudança de variáveis

teremos

Nf =at*%*t, df = bo),

Ágora, no caso i), como queremos mostrar que

(2(k— s)— 3,2) EZE(<Of>), 1<s<k­—2,
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deveremos tentar obter o monômio

aa ºE=5)8,,2s

através de 0)f e 02f, de forma a esgotar todas as possibilidades.

Agora, usando a mudança de variáveis acima, temos que

22(k>s)3 28 12(k+s)3y ,

e portanto deveremos multiplicar 8,f por Btº! e df por 7tº*! de forma a obter o

monômio desejado, L.e.,

(3º) ) (at) + (76º!) (bt?)

Agora, “desomogeneizando” estes monômios, obtemos

sl sl

(DTasº Ia f + (DO biaPN)Oss.
i=0 i=0

Lembramos que

k—1

< Of >=< 2kxºt! + 2(k — 1)2º­y + DC O(k— j)eja EDNA,
j=2

k—1

x?) + 2ega 2­2), + SO(j + Veja (k­j­l1)Y/>.
j=2

Logo, temos que

sl

(>aixº Da, f — cox?(kro)3 + ca?F+a)S,, pes Crs­yae=n Ty? to,
i=0

sl

onde c, = > a;2(k — r +i)ers, com
i=0
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0<r<2s—1

1<s<k—­2

pois os monômios com coeficiente cos+;, j > O não nos interessam, pelo fato de sua potência

em y ser maior que 28 — |.

Da mesma forma, temos que

s—l

>bis LN, f — dog *FT)3 + dia ht+a)S, qe des­na+ge= ay E?
i=0

s—l

onde dr, = 3 “bi(r — i + 1)Eris1, com
i=0

0<r<2s—1

1<s<k—­2

Observemos agora que estamos considerando

eQg=e=EeE6K=l,
Ex=O, t=1,2,...

Ekx+j=O0, j=1,2,....

No caso ii), queremos mostrar que

(2(k—s­2)28 +) E E(<Of >),1<s<k­2,

e raciocinando da mesma forma que no caso i), vemos que será necessário fazermos

sl E

DagII as +Obi)os.
i=0 i=0

Logo, teremos
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sl

Natu ha f — coa k+s1) + e x EFrs2), ++ Cos) +(ken ay th,
i=0

sl

onde &, = a;2(k—r+i)ers, com
i=0

0<r<2s

1<s<k—>2

pois os monômios com coeficiente Cos+1+;i, ] > O não nos interessam, pelo fato de sua potência

em y ser maior que 25.

Da mesma forma, temos que

8

(DO bia yi)Af = dog EFD q dia Er 4 + daigenn E,
1=0

8

onde d, = Sbi(r — é + 1)eri1, com
i=0

Da mesma forma, estamos considerando

eo=e0r=e"=1,

E4=O, t=1,2,...

Observemos agora que teremos no caso (i) um sistema linear homogêneo com 25 equações

e 26 incógnitas, onde as 2s incógnitas são a,,a1,...,&s—1,bo,b1,...,bs1, E à matriz dos
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coeficientes é dada por:

2keo 0

2(k — 1)e, 2keo

Ak=3)e; — 2Ak­j+Dejs

| 2(k—2s8+1)e2, 2(k—28+2)Ens)

ou seja,

(mij) = 2(k—i+j)ei;

1<i<2s | (i—­j+s+t+l1)Eepjist

Da mesma forma. no caso (ii) teremos

1<i<28+1 | (is j+st+1)eijisl s+1<j<2s+1

Logo, temos de provar que estas matrizes têm como determinante polinômios não nulos.

Temos que como o número de raízes de um polinômio não nulo é um número finito, e

para cada k E N teremos um número finito de determinantes(fr9s(T), fres+1(T)), segue que
a quantidade de raízes de todos os determinantes não nulos para k > 4 será enumerável.

Portanto, teremos necessariamente que se todos os determinantes(fr.2s(T), fe,2s+1(T)) forem

não nulos, existirá uma quantidade não enumerável de números w tais que fros(w) É

0, Sfres+i(w) É 0, V(k, s).
Desta forma, o sistema linear homogêneo terá apenas a solução trivial, provando assim

que

1) 2A(k— s)— 3.258) E E(<Of >), para L< s <k—2,
ii) (20(k— s —2) — 3,25 + 1) € E(<Of >), para L< s <k— 2.
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Façamos agora a seguinte simplificação:

1sejef(0,1,k)

Ej=4 esejE(|A|; 1<i<rk,onder = márin E N| |­&] >2)
O caso contrário.

Logo, consideraremos daqui em diante

r

f(a,y) = 2º +2ºDy + (Des lDA) + 4º,
j=l

onde r = márfn E N| |.£] >2).

Fazemos agora a seguinte conjectura:

Conjectura 12.1(*) Existe e ­­ O tal que

E(MIP) = E(<of >),

onde f(x,y) = x* + 2º), + >exº­LDL25)) +4º,
j=l

com r = máxfn E N| |É) > 2).

Observação. M. Polezzi e T. Nóbrega fizeram um programa no GAP(Groups, Algorithms

and Programs) para calcular

para 4 < k < 70, gastando para isso aproximadamente 19 horas de C.P.U. de uma Work

Station (Power PC IBM).

Afortunadamente, todos os determinantes (tomando w = 1) foram não nulos, e além

disso os últimos determinantes possuiam mais de 270 dígitos.

Mais adiante, anexaremos o programa feito.
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1 2 3 4 5 6 7

mar:=function(n)
local Ik,s,x,y,A,B,D,.E,r,i,j,n,11,12,13,14,m, Rx;

= Indeterminate(Rationals);
x.name:= "x";
Rx:= LaurentPolynomialRing(Rationails);

for k in [4..n] do
1:=[;
fori in [1..n] do
y:=Int(K(2%));
if y>1 then
Append(!1 ,[il);
fi;

od;
r:=Maximum(l1);
[2:=List([1..r) i­>Int(K/(2"))));
tHHHPrint(I2);
for s in [1..k­2] do

:=[);
14:=[;
fori in [1..2*s] do
13:=[];
forj in [1..s] do
ifi­j in [0,1,kK] then Append(l3,[2*(K­i+j)]);
fi;
if i­j in 12 then Append(I3,[2*(Kk­i+j)]);
fi;
if Intersection([i­j], [0,1,kI)=[] and Intersection([1­j]],I2)=[]
then Append(lI3,[0]);
fi;

od;
forjin [s+1. .2*s] do
õFjrs+1 in [0,1,kK] then Append(I3,[i­j+s+1]);
if i­j+s+1 in 12 then Append(13,[(i­j+s+1)]);
fi;
if Intersection([i­j+s+11,[0,1 kI)=[] and
Intersection([i­j+s+11],12)=[] then Append(l3,[07);
fi;
od;

Append(A,[I3]);
od:
HHEPrint(A);
Append(l4, [DeterminantMat(A)]);
Print(l4);
if 14=[0] then
Print([k,2*s]);
fi;
Print(* *);

:=[;
14:=[];
fori in [1..2*s+1] do
13:=0;
forjin [1..s]) do

H in [0,1 ,kK] then Append(l3,[2*(k­i+j)]);
ifi­j in 12 then Append(!3,[2*(k­i+j)]);
fi;
if Intersection([i­j][0,1,k))=D and Intersection(f[i­j]),12)=[]
then Append(I3,[0]);
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fi;
od;
forj in [S+1..2*s+1] do
if i­j+s+1 in [0,1,k] then Append(13,[i­j+s+1]);
fi;
if iej+s+1 in 12 then Append(l3 [i­j+s+1]);
fi;
if Intersection([i­j+s+11,[0,1 k))=[) and
Intersection(fi­j+s+1]1,12)=[] then Append(l3,[0]);
fi;
od;

Append(A,[!3]);
od;
HHEPrint(A);
Append(l4, [DeterminantMat(A)]);
Print(l4);
if I4=[0] then
Print([k, 2*s+1));
fi;
Print(*

od;
od;
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