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“Uma pilha de pedras deixa de ser uma

pilha de pedras no momento em que um

homem a contempla, trazendo dentro de si

a imagem de uma catedral.”

Saint-Exupery (1900-1944)
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Abstract.

This Thesis is divided in 2 chapters:

The first studies the Inner Modality, a concept criated by Arnol'd. In order to do that,
we defined an invariant with respect to the Newton Number (defined by Kouchnirenko),
which among other things. allowed us to find out a formula for calculating the inner modality,

and an explicit formula for the greatest common divisor of 2 integers.
The second deals with the following question:

“Given an ideal Z C M2, one wants to find a necessary condition for the existence of

some f € M2 such that

of of
T — et »
< oz’ Ay 1

For this, several techniques were used, all of them strongly connected with the concepts
of Stairs of Ideals (Damon-Galligo), and Newton Polygons. Among a lot of things, we

prove that for n > 6 there will always exist a stair E(Z) with

#(Z% - E(T)) =n,

such that

E(Z) # E(< = >)

of of
oz’ Oy

for all f € M2.




Resumo.

A Tese com titulo *Poliedro de Newton e Modalidade™ esta dividida em 2 capitulos:

O primeiro estuda a Modalidade Interna. conceito criado por Arnol'd. Para isso,
definimos um invariante com relacao ao Nimero de Newton (definido por Kouchnirenko),
que além de outras coisas. nos possibilitou descobrir uma formula para calcular a modalidade

interna, e uma férmula explicita para o m.d.c. de 2 numeros inteiros.
O segundo trata da seguinte questao:

“Dado um ideal T C .-".L_?. quer-se encontrar uma condicao necessaria para que exista

f € Mé" tal que

of of
oz By

T =<

Para isso, foram utilizadas varias técnicas, todas fortemente conectadas aos conceitos
de Escadas de Ideais (Damon-Galligo), e de Poligonos de Newton.

Além de muitas outras coisas, provamos que para n > 6 sempre havera uma escada

E(Z) com

#(Z1 - E(T)) =

de modo que

of of

E(T) # E(< 5 ' 2y

>)

para toda f € .'Ma_‘_?.

AVA
2 3 4 5 6 i unespw-l 12 13 14 15 16 17

18



INDICE.
Capitulo 1 - Modalidade Interna
§1. Introdugao

§2. Preliminares

§3. Resultados para f € M3

§4. Resultados para Polinémios de Brieskorn

§5. Aplicagoes

Capitulo 2 - Ideais do tipo Gradiente
§1. Introducao
§2. Preliminares
83. Particoes do tipo Newton-gradiente
. A particio A =(n,n—-1), n >3
. Poligonos de Newton para 5 < v(f) <9
. Lista de Poligonos de Newton para 1 < v(f) <9

§7. Classificagao das particbes den, 1 <n <9
com relacao a ser ou nao Newton-gradiente

§8. Uma conexao entre o nimero de parti¢des do tipo
Newton-gradiente, a “falsa” série de Hilbert e o nimero
de covariantes de uma forma binaria de grau n

AVA
AVAVEY
VAY

Icm 1 2 3 4 5 6 i unesp 1012 13 14 15 16 17 18



§9. Estudo dos Poligonos de Newton de funcées f € M3 que
nao sao SQH, para 1 < v(f) < 8

§10. Conclusoes

§11. Partigoes do tipo gradiente que nao sao Newton-gradientes
§12. Estudo das particoes do tipo A = (n,n — 1

Referéncias

AVA
AVAVAL

1 2 3 4 5 6 i unespw-l 12 13 14 15 1e¢ 17 18



Capitulo 1

Modalidade Interna
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§1. Introducao.

.
- -

Como sabemos. a modalidade interna-de uma, singularidade é um conceito impor-

tante, que de certa forma nos diz quao complicada é a singularidade. Também é conhecido
o nivel de dificuldade em calcular este nimero, mesmo usando o Teorema 2.2.

Tendo em vista estes fatos. buscamos estabelecer uma relagao entre o nimero de Newton
v(f) e a modalidade interna MI(f), quando f € M# é SQH e cémoda. Desta forma,
encontramos uma maneira computacionalrﬁerl.te simples de calcular este nimero.

Na procura dessa relagao entre v(f) e MI(f), definimos um nimero, representado por
p(f), que tem a propriedade de ser um “invariante” com rela¢ao a v(f), e que também nos
conduziu a uma férmula explicita para o maximo divisor comum (m.d.c.) de dois inteiros.

Além disso, usando métodos combinatoérios, calculamos a modalidade interna dos poli-
némios de Brieskorn, encontrando novamente uma relacao entre v(f) e MI(f).

Finalmente, definimos o nimero p’(f) que, com relagao a uma certa classe de fungoes,
mantém v(f) inalterado e que fez surgir de forma natural polinomios de Chebyshev na

expressao de v(f).

Observagao. Todas as definigoes, proposicoes, lemas, teoremas e demonstragoes que tiverem

um (*) sao originais.
§2. Preliminares.

Sejam A, = {f = Z amz™, am € R} o conjunto das séries formais em n
melZ.

indeterminadas, onde z™ = 27" ... 2™, e M, = {f € Ap|ao =0} e M} = M,.. M, k-
vezes, k € N. Pode-se provar facilmente que A, é um anel local, sendo M,, seu unico ideal

maximal.

Sejam o= (ah R aﬂ) = Q’-:—-H d€E Q++'




Definicao 2.1 Seja I C M, um ideal. Dizemos que I € M,— primdrio se existir k € N tal
que M¥c I.

Definigao 2.2 Um monomio cz™, (¢ # 0) tem peso d com relagao a o se aymy + cems +

...+ apmy, = d. Denotamos peso, (cz™) = d, e atribuimos o peso +o00 ao mondomio nulo.

Defini¢ao 2.3 Uma série formal f € M, tem filtragao k com relagao a a se pesoq (amz™) >
k,Ym com a,, # 0, e denotamos filt, (f) = k. Se todos os monomios de f tiverem peso k,

entao denotamos peso, (f) = k.

Definicao 2.4 A série f € M, € quase-homogénea do tipo (d;y,...,an) se
iUt T e T tdf(xl, ey )y VEER:

Denotamos f QH(d; ay,...,an).

Definigao 2.5 Seja f = fo + f1, com fo,f1 € M,. Suponhamos que fo seja QH do tipo
.., ap) e filta(f1) > d. Nessas condigoes, dizemos que f € semi-quase-homogénea do

.., Qap) se o ideal < 8fyg > for My, - primario.

Denotamos [ SQH(d; ay, . .., a,).

Definigao 2.6 Seja f = Z a1
me 2L

i) Denotamos por I'y(f) o envelope convezro em R} do conjunto U{m + R}, onde

m € {r € Z};a, # 0}.

ii) Chamamos de fronteira de Newton o poliedro TI'(f) constituido pela reunido das faces

compactas de I'(f).

iii) Chamamos de parte principal newtoniana da série f o polinomio fp = Z A, e
m € I'(f)




denotamos por I'_(f) a uniao dos segmentos de origem 0 e de extremidades em I'(f).

Exemplos. 1) f(z,y) = z + 3z%y2 — zy® + z%y®

A

—
———

Deﬁmgao 2 7 A serie f € Mﬂ ,f = Z amz™ € comoda se para cada i entre 1 e n
me Z}

existir um monomio a;z; " (m; > 1) de f com a; # 0.

Definicao 2.8 Seja S um poliedro compacto de R?. Definimos o nimero de Newton v(S)
n-1

de S através da formula v(S) = Y (=1)(n — j)! Vaj + (=1)" onde V,, € o volume de
=0

dimensao n do poliedro S e, paral < g < n—1,V, € a soma dos volumes de dimensao q das
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intersecgoes de S com todos os planos coordenados q-dimensionazs.

Seja f € My, f = Z amz™ , am € R. Entao,
m € Z:

i) Se f for comoda. definimos v(f) = v[ T_(f) |;

ii) Se f nao for comoda. definimos v(f) = sup, N v(f + 27" + ... + 27') caso f nao
possuir monomios da forma c;z}*, c;,n; #0, i = 1,...,q, mas possuir monomios da forma

dja:“i, dj,nj#(], j=q+l,....n.

Exemplo. Seja f = z°y 4+ zy°. Temos que

v(f) = sup,..N v(iz®y +zy® +z™ +y™) =6,

pois Vo = 2"‘2""5 Vi=2m eentaio v(f)=(2m+5)—-2m+1=6.

Nota. Para mais detalhes, ver [12],[19].
Proposigao 2.1 SejaZ C M, um ideal. Entao, T ¢ M,—primario se, e somente se
dimR (An/T) < oo.

Teorema 2.1 (*) Sejam I C M, C A,, um ideal M,-primdrio, ¢ = (e1,...,a,) € N*, e

B = {¢1,...,¢m} uma base monomial de A,/Z. Entao, para cada k € Z,. , temos que
#{ i | pesoa(ypi) = k}
nao depende da base B.

Prova. Consideremos

A®) = (f € A, ; peso.f =k} U {0}




Vi= AP /AP NT.

Temos que
i) A% é um R-espaco vetorial de dimensao finita.

ii) Vi é um R-espaco vetorial de dimensao finita (= r), pois A&k) N Z é um R-subespago

vetorial de AK),
Suponhamos sem perda de generalidade que
{vi € B ; pesoapi = k} = {p1,...,9s}.

Como B é uma base monomial de A, /Z, temos que

p1+7Z,...,ps+ T sao linearmente independentes em A,,/Z se e somente se

o1+ (AP NI),....00 + (A® N T) sio linearmente independentes em AKX /A® N T,

Portanto s = r, e dai
#{pi ; pesoapi = k} = dimRV,
cujo valor s6 depende do ideal 7.

Coroldrio 2.1(Arnol'd) Sejam f = fo+ f1 SQH(d;ai,...,an), B = {¢1,...

base monomial de A,/ < 8f >. Entao, para cada k € Z. , temos que

#{pi | pesoa(pi) = k}
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nao depende da base B.
Nota. Ver [3],[19].

Observagao. O eminente matematico V.I. Arnol’d, em (3], demonstra o Corolédrio 2.1 usando

o R-espaco vetorial

Vi = Aaik)/ Afa>k) + (Agair) N I),

A(a;k} = {f € Ay fﬁta o k},
-A(a;>k) = {f € An ; fﬁta > k}

Evidentemente, Vi ~ Vi (o espago vetorial usado na prova do Teorema 2.1). Logo, é

oportuno observar que Arnol'd usou outro caminho.

Definigao 2.9 Sejam f = fo+ f1 SQH(d;a,,...,a,) e B ={¢1,...,om} uma base mono-
mial de A,/ < 8f >. A modalidade interna de f, denotada por MI(f), € dada por

MI(f) = #{yi | pesoa(p:) > d}.

Definicao 2.10 Seja f € Ms, comoda. Definimos o numero de Arnol’d de f, denotado por

a(f), como

a(f) =#([(2,2) +ZZ]nT_(f)).

Teorema 2.2 (Kouchnirenko) Seja f € M2, SQH, comoda. Entao, MI(f) = a(f).
Prova. Ver [12].

Definigao 2.11 Seja f € Ao, f = % aijz’y?, f # 0. A ordem de f, denotada por o(f), € o

7
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menor multi-indice (i, j), com relagao a ordem lericografica reversa, tal que a;; # 0.

Definigcao 2.12 Dado um ideal T C Mo, definimos a escada de I, e denotamos por E(T),

como sendo o conjunto das ordens de seus elementos. Assim,
E(Z) ={o(f),f #0; f € I}.
Observemos que dado f € Z, com o(f) = «, teremos para todo § = (p,q) € Z* que

zPy?f € T e o(2Py?f) = a + 3. Disto resulta que se o € E(Z), entdao a + Zi C E(2).

Definigao 2.13 Dado I C Mo», definimos a fronteira de E(I), e denotamos por Fr(E(ZI)),
como sendo o menor subconjunto de E(T) tal que
EZ)=U (a+Z2).
a € Fr(E(T))

Observagao. Sempre tem-se # Fr(E(Z)) < oo.

Lema 2.1 Sejam I, J C M- ideais, com I C J. Entao
E(I) Cc E(T),
e em geral Fr(E(I)) ¢ Fr(E(J)).
Exemplo. M C Mo, mas Fr(E(M2)) ¢ Fr(E(Ms))).
Lema 2.2 Seja T C M2 um ideal tal que (0,q) € E(Z). Entao, y? € T.

Observagao. (p,0) € E(Z) nao implica 2P € Z. Para isto, considere T =< z2 + y? >.

Temos que o(z® + y*) = (2,0). e no entanto z2 & T.

Teorema 2.3 SejaZ C My um ideal. Entao I € Mo—primdrio se, e somente se

#(Z% - E(T)) < oo.

8




Teorema 2.4 Seja Z < Mo um ideal Mo—primario. Entao.

dimg (A2/T) = #(Z2 — E(T)).

Além disso. a familia {x'y’; (i.j) € |27 — E(T)|} define representantes monomiais para

uma base de Ao/T.
Prova. Ver [7].[19].
§3. Resultados para f € M3,
Definigao 3.1 (*) Seja f € M3. Denotamos p(f) = #( [ (1.1) + Z: A ff)5):

Consideremos a funcao f(r.y) = ™ + y™. Temos que a equacao da reta que passa por

(m.0) e (0,n) é dada por y = — (n/m) x + n.
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Logo, vemos que

onde |r| é o maior inteiro menor ou igual a x.
Temos que o numero de pontos com coordenadas inteiras no interior e na fronteira de

um triangulo retangulo com catetos m e n é igual a

m+1)(n+1)+(d+1)
5 :

onde d = m.d.c.(m.n). pois o nimero de pontos com coordenadas inteiras na hipotenusa é

igual a d + 1. De fato. seja y; = —(n/m) x; + n. Temos que o conjunto de inteiros r; entre

0 e m tais que y; ¢ um inteiro ¢

: _.,.(d—H%.m}.

p(f) = ke 21} hild+1) | (m+n+1)

(m—1)n—=1)+(d—1)
2

vif)+d—1
3 :
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Portanto.

v(f) = 2p(f) —d + 1.

Estas relagoes nos conduzem a dois interessantes resultados:

1) Observando a expressao (3.3), vemos que o nimero p(f) mantém inalterado o padrao

de v(f).

2) Igualando as expressoes (3.1) e (3.2), encontramos uma férmula explicita para o m.d.c.

de dois inteiros m e n. a saber:

m—1
m.d.c.(m,n) =2 |i %J —v(f) + 1,onde f(z,y) =z™ +y™

i=1

Portanto,

m—1

m.d.c..fm,n) =2 Z K %J —(m-1)(n-1)+1.

i=1

(3.4)

Além disso, como m.d.c.(m,n) = m.d.c.(n,m), uma identidade algébrica interessante

aparece:
n—1 m
>li—] ,Vm,neN
n
(3.5)
Observagao. As formulas (3.4) e (3.5) foram obtidas em [16] e [11] respectivamente, u-

sando idéias completamente diferentes. Recentemente, fomos notificados que uma versao
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ligeiramente diferente de (3.4) pode ser encontrada em [8]. Além do mais, uma versao ge-

neralizada de (3.4) pode ser encontrada em [10] e em [11].
Definicao 3.2 (*) Seja f € M,, com v(f) < oo. Entao,
i) Se f for cémoda, T'(f) = T(f).

ii) Se f ndo for comoda. T'(f) = T(f + a1 + ... + ), caso f nao possuir monomios da
forma c;z}t, c;;ni #0. i = 1,...,q, mas possuir mondémios da forma djz™, djn; #0, 7=

q+1,...,n. Além disso. r € o menor nimero natural tal que

v(f +25 +... +f) = v(f)

Teorema 3.1 (*) Seja f € M3, v(f) < oo, (0,b1) > (ag,b2) > (a3, b3) > ... > (an, 0) com

relagao a ordem lexicogrdfica reversa, os vértices das faces compactas de I'(f), e

n—1 n-—-1
d(f) =Y _d;j(f) = > _m.d.c.(bj — bjs1, 8541 — aj),
j=1 j=1

coma; = b, = 0. Entao.

v(f) = 2 p(f) — d(f) + 1.

Prova. Seja A; a drea sob a escada do ideal

I =< yb‘,x“’yh, :r‘“yb?'

e Ao a area sob a escada do ideal

I» =< y*2, z%2y% gy | gOn-2yba-1 gOn-1

Temos que

n=l fo £ p :
p(f)zz{(aj—l J+1)(b_? b§+1+1)+(d3(f)+1)

R
Jj=1




A] —A2+2A;:—bl—an+d(f)
A+ Az — by —ap +d(f)
v(f) +d(f) - 1.

Portanto,

v(f) =2p(f) — d(f) + 1.

Nota. Para mais detélhes, ver [7],[19].

Exemplos. 1) Seja f(z,y) = y° + zy* + 2393 + 2%? + 2% + z7. Temos que
bi=5,bs =4,bs = 1,80 =1, a3 =5as =T, di(f) =da(f) =das(f) =1 e u(f) =20.

Logo,
20 =2p(f) — 3 +1,

p(f) =11

2) Seja f(z,y) = y® + 2°y* + 27. Neste caso,

by =5,a2="7,d1(f) =1ev(f) =24
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Coroldrio 3.1 (*) A passagem “os vértices das faces compactas de I'(f)” pode ser trocada

por “um conjunto de pontos com coordenadas inteiras de I'(f), contendo os vértices das faces

compactas de T'(f)” sem alterar em nada a prova do Teorema 3.1.
A prova deste fato decorre naturalmente do seguinte Lema:
Lema 3.1 (*) Sejam mj,n; €N, j=1,...,k, k>2, com

minjy1 = NjMmip, j=1,...,k—1.

k k k
mdc()_mj, Y n;) = Y_mde(mj,n;).
=1  j=1

J=1

Prova. As hipdteses acima sao equivalentes a seguinte situacao:

L
b T

s b ’mn"j_mn i

Logo, como mdc(a,b) + 1 = nimero de pontos com coordenadas inteiras na hipotenusa

do triangulo de catetos a e b, a,b € N, temos imediatamente o resultado. O

Definicao 3.3(*) Sejam f, g € M3, v(f),v(9) < co. Dizemos que I'(f) € equivalente a
[(g) se

((1,1) + Z3) nT(f) = ((1,1) + Z3) N I(g),

14
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Coroldrio 3.2 (*) Se I'(f) = I'(g9),entao v(f) = v(g).

Prova. Temos que

2p(f) —d(f) +1,
2p(g) — d(g) + 1.

Portanto, devemos mostrar que

d(f) = d(g).

Para isto. consideremos o enunciado do Teorema 3.1 com a passagem “os vértices das

faces compactas de I'(f)” trocada por “os pontos com coordenadas inteiras de I'(f)”.

Sejam (1,¢5) € I'(f), (1,¢4) € T'(g). Logo, ¢ = ¢4, pois I'(f) = T'(g).

i) Caso (1,¢s) € Z%. entdo, como I'(f) = I'(g), teremos necessariamente que

bi(f) = bi(g),

e consequentemente

di(f) = di(g)-

ii) Caso (1,cy) € Z2, podemos ter by(f) = b1(g). Porém.
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dy(f) = mde(by(f) —c5,1) = 1 = mde(bi(g) - c5, 1) = di(g)-

Logo, sempre teremos d(f) = di(g), e o mesmo acontece para d,_(f) e d,_1(g).

Portanto, concluimos que

d(f) = d(g),

pois j& tinhamos d;(f) = d;(g), 2 < j < n — 2, pelo fato de T'(f) = I'(g).

O

Coroldrio 3.3 (*) Seja f € M}, SQH, comoda, com (a;,b;) e d(f) como no Teorema 3.1.

Também, sejam
7 e an(bn_1—1)+a,,_1 = bl(a2—1)+bg

bn-1 as

Entao,

mi(r) = XOEINEL o)),

Seja (r,1) , (1,8) € I'(f). Entao, temos que r = a e s = b. Logo,

MI(f) =p(f) — la] - [b) +1

U(f)+c2i(f)_l—lﬂ-J_l_bJ'Ll
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84. Resultados para Polinémios de Brieskorn.

Consideremos o conjunto
cn) €EZ" |er+cot...+en=50<c,co...,cn<q n> 2},

e seja [z] o menor inteiro maior ou igual a z.

De [5], sabemos que

e ; -1=3 1
T e [P +n—1-j(g+1)

j=0 ] n—1

w%mseazb;bZU

0, caso contrario
Portanto,

#{(c1,c2,...,cn) €EZY |1+ co+...+cn>p,0<c,c2,...,cn<¢q; pER, g€ N}

#A?:ﬂ 15 #A?ﬂﬂ T #A,?,q

(n—3)(g+1) [pltn—1—3(g+1)

7 n n

> (-1y
=0

(q+1)“—i(—1)j n [pl +n—1—j(g+1)

J=0 J n
Nota. Ver [11].

Agora, seja f(z) = 2§+ 28+... +2% ,coma > 2,n > 2,a € N. Temos que

MI(f) =%#{(c1,ca,...,¢n) €EZL |1 +co+... +cn2a,0< ¢ 69,...,¢n S a =2}

17
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Portanto, usando (4.1), vemos que

a+n—1
MI(f)=v(f)- + n.

n

(4.2)

. 5 a
Agora, consideremos f(zr) = 2¢+ ... +a8__, + 2ot 0s) + Ttasz + ... + 232, com a >

2,'ap22, a/a;= by a; n 2 a+ 2. Logo, temos que

MI(f) = #{(c1,c2,....¢cn) € ZL | (1/a) c;+(1/a) co+...+(1/a) cn—a+(1/a1) cn—a+1 +- -

+(1/az)ca:>> 1: 0 < chzane Sor—20k=1,. .,

Novamente, usando (4.1), obtemos

aq—2 as—2a;—2

MI(f) = =Yg 2 2

ka=0  kp=0k;=

—(n—a)
(4.3)

Finalmente, consideremos f(z) = z{* + 252 + ... + 2%, a; € N, a; > 2. Observemos

que

MI(f) #{(c1.c0,...¢cp) €EZ} | (1/a;1) ¢; + (1/ag) co+ ...+ (1/ay) cn > 1;

#{(d1.d2,c1.0,...,¢n) €ZV? | dy +do > 1= (1/a1) ¢; — (1/a2) co—
—...—(1/an) en;0<ci<a;—2, i=1,...,n; dy =d2 =0}
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Portanto, de (4.1).

az—2a1—2

MI(f) =

ko=0 k=0

(4.4)

Exemplos. 1)Consideremos f(z,y,z) = z° + y* + 27. Usando a equacio (4.3), temos que

MI(f) 24_i{(4—t(3/7)ﬂ)_2(2L(3/7);;J)}
k=0 2 9

24 -19

De fato,

MI(f)=+#{Q1,0,5),(0,1,5),(1,1,5),(1,1,4),(1,1,3)}.

2) Consideremos f(z,y,z) = z° + y* + 25 Usando a equacgao (4.4), temos que

k=0 j=0 i=0 2

MI(f) 24_iii{( 2= (1/3) i+ (1/4) 5+ (1/5) k] )}

24 —-19

MI(f)=#{(1,)2,3)5(1;2,2),(1,2,1):(0]2::3),.(1,1,3) }:
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Aplicacgao 1.

Seja f(z.y) = 2° + y°,

MI(f) =

a.b €N, a.b> 2. Pelo Coroldrio 3

v(f)

85. Aplicagoes.

.3, temos que

+d(f) +1 a b

:u(f}

+d(f)+1

5 —|aSos] | bei

De (4.4), temos que

MI(f) = v(f) -

a b
5 — (@) = [

k=0 j=0 2

ff{(?—ml/a)mmm )}

Igualando as duas expressoes e usando (3.4), obtemos:

S+ =a-[31-T21

=- gtng

Aplicacao 2.

Seja‘m f = f0+f1! SQH(d;Ct],‘...

Anl =< wlgrf;,u.,xn% >.(Logo, < xlgz—-ﬁl,...,xng—é > é M,-primario).

numero

2 3 4 5 6 )

2-1J(1/a)+k (1/0) |
2

an) e B = {¢1,...,m} uma base monomial de

Consideremos o

A'A
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p'(f) = #{: | pesoa(pi) > d}.

Observagoes. 1) Pelo Teorema 2.1, temos que p’(f) estd bem definido.

2) Existem funcoes f € :u;-’, SQH, tais que < z0; f, yO2f > nao é Mo-primario. Por exemplo,

temos que f(z,y) = x°y + zy* é SQH(3,1,1), porém

< zof.yoof >=< 2£2y + :r:yg_. xey + 2:cy2 >

nao € Mo-primario.
Agora, consideremos f(z) =z¢+...+ 22, a € N, a > 2. Usando (4.1), vemos que

—1
P'(f) =a" - 2\t

n

Se n = 2, temos que
v(f)=2p'(f) —a+1.

Se n = 3, temos que
v(f) = 6p'(f) — 2aC2(a) + 3a — 1.
Se n = 4, temos que

v(f) = 24p'(f) — 6aCs(a) +2(a + a® +a?) —a(a +1) + 1,

onde Cy(a) = cos(n arc cos a) é o polinédmio de Chebyshev de grau n em a.

E interessante notar o termo 3a no caso n = 3, que sugere uma analogia com p(f),

21
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quando f € MJ. Assim. 3a seria a soma dos m.d.c.’s nos vértices de I'(f). Além do mais, o

padrao de v(f) nao se alterou até n = 4.
Aplicacgao 3.

Em [20, pagina 39], encontramos o seguinte resultado:

Seja f € ML — MI' com u(f) < oo, r>3, n>2. Sef I-decompoe, entao eriste

geN, com1<qg<pu(f) tal quegq>r—1, qlu(f) e

Curiosamente, a expressao entre chaves é justamente (ver equacao 4.2) o nimero de

Newton menos a modalidade interna de uma certa funcao, a saber:

Nt i—2 n+r—2
—(n=1) = v(fi) = MI(f1),

r—1 n—1

onde fi(z) =z]+...+2}_;, n > 3.

Observagao. Como fruto deste capitulo, foram redigidos dois artigos:

* O primeiro foi publicado na revista The American Mathematical Monthly, Vol. 104, No.

5, 1997, sob titulo: A Geometrical Method for Finding an Ezplicit Formula for the Greatest

Common Divisor.

* O segundo foi submetido para publicacao na revista Pacific Journal of Mathematics, sob

titulo: A Relation Between the Newton Number and the Inner Modality.




Capitulo 2

Ideais do tipo Gradiente
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§1. Introdugao.

Neste segundo capitulo. nos preocupamos com um problema do qual pouco se sabe
no sentido geral. Dado um ideal Z C M3, deseja-se obter uma condicao necessaria para que
exista f € M«f tal que Z =< df >, onde < 9f >=< gﬁ, %[y >.

Apés consulta sobre o problema, feita ao renomado algebrista J. Briancon, ele nos

notificou através de E-mail, em 09.09.1997, dizendo:

Cher M. Polezzi,
La seule idee qui me vient en reponse a la question est de regarder un vieur resultat de J.
P. G. Henry:
Sur les ideaux jacobiens des courbes planes,

Annales de L’institut Fourier de L’ université de Grenoble.

Tome XX VII, Fascicule 3, 1977.

Cordialement,

J. Briangon.

No entanto, este artigo pouco se aproxima de nosso problema, pois estd incluido em
outro contexto.
Para resolver este problema satisfatoriamente, nos restringimos até o momento ao caso

em que

#(Z5 - ET)=n,1<n<9,

onde E(Z) é a escada do ideal Z.
Para isto, fizemos um estudo sistematico para podermos classificar todas as escadas
de ideais que admitem fungdes que as representem. Isto é, todas as escadas E(Z) tais que

E(Z) = E(< 8f >) para alguma f € M2, com #(Zf_ - E(2)) <9




Um primeiro passo dado nesta direcao foi nos preocuparmos com as escadas FE(J) que

possuem a seguinte propriedade:
E(J) = E(< 8f >) para alguma f € Mj,

com v(f) = n, onde n = #(Z5 — E(J)).

Desta forma, conseguimos dar uma solugao para o problema inicial. no sentido de saber
exatamente quais escadas possuem esta propriedade. Ou seja. dado Z C M2 um ideal, com
E(T) nao tendo a propriedade acima, entao conclui-se que nao existe f € M7 com v(f) =n
tal que Z =< 8f >,onde n = #(Z2 — E(Z)),1 <n <.

Por outro lado, podem existir f € M? com v(f) < n, tais que Z =< 8f > e

#(22 — B@) =n.

Observagao. Lembremos que existem f € M2 tais que pu(f) > v(f). Por exemplo:

i) flz,y) =(x+y)? +v"n>1, comy(f)=1epu(f) =n.
i) f(z,y) = (z+y)*"" + 3" in > a;a > 1, com v(f) = a® e u(f) = an.

Nota. Para mais exemplos, veja [14],[15].

No entanto. utilizando uma técnica baseada na observacao do padrao dos poligonos
de Newton, pudemos responder parcialmente quais escadas nao possuem nenhuma das pro-
priedades acima. Portanto, restou-nos uma pequena quantidade de escadas que podem

possuir apenas a segunda propriedade.
§2. Preliminares.
Sejam €5 = {f : (R%,0) - R; f € C®}, M2 = {f € €,: f(0,0) =0} e

ME = {J € €3;3*711(0,0) = 0},k € N.

25




Definicao 2.1 A R-dimensao de €,/ < df > é chamada de niimero de Milnor da singula-
ridade f, e sera denotado por p(f).

Definicao 2.2 Seja f € Ay, f =3 ai;x'y’. Denotaremos por gﬂ{ e 2L os elementos de A,

ay

dados por:

Y dagriTly?
> jaxty !

Definigao 2.3 Seja f € M, C Ay, com < 8f > My—primdrio. Também chamaremos de

nimero de Milnor de f a R-dimensdo de A/ < 8f >, que serd denotado por u(f).
Proposigao 2.1 Seja f € M2, polinomial. Se < 8f > é M,-primdrio, entdo
(w)
ndo tem solugio em C* — {(0,0)}, onde f é a complezificada de f.
Prova. Se < 8f > é M,-primério, entao existe k € N tal que M§ C< 8f >. Logo,

8, 8
z* go1 5{ + go2 55

gr1 3L+ gia %5

com g;; € E,.

Dai. a 1inica solucao de
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Nota. Ver [7],[19].
Teorema 2.1 A reciproca € verdadeira.
Prova. Ver [9].

Definigdo 2.4 Seja f € M3. Dizemos que a parte principal newtoniana fr da série f €

nao-degenerada se para cada face compacta A C I'(f),

ndo tiver solugio em C* — {(0,0)}, onde ga € a restricio de g a A.

Teorema 2.2 (Kouchnirenko) Seja f € M2. Entao,
i) u(f) = v(f).

it) Se f for comoda e sua parte principal newtoniana for ndo-degenerada, entdo u(f) = v(f).

Prova. Ver [12].

Teorema 2.3 (Arnol'd) Seja f € M#, SQH(d;a,b). Entdo,

d—a d-0

u(f) = o (E
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Prova. Ver (3].

Teorema 2.4

Prova. Pelo Teorema de Borel. temos que a aplicagao

b i—s o
a*f
— ——(0,0) zy™
01§=a T

é sobrejetiva. Além disso, observemos que ¥ é claramente um homomorfismo. Logo, pelo

Teorema do isomorfismo. temos que

ou seja,

€2

~ 3 OO [y
M = Az, pois My = Ker .

Consideremos o grupo R, = {f : R",0 — R",0 ; f é germe de difeomorfismo C'*}.

Definigao 2.5 f € M, € k-determinado, k € N, se para todo g € M, tal que j*g(0) =

3*f(0) tivermos f ~ g, i.e., g = f o ¢ para algum ¢ € R,.

“‘Nota. Ver [13].

Teorema 2.5 (Arnol'd) Seja f € M2. Se M5t Cc M2 < Of >, entdo f € k-determinado.

Prova. Ver [4].
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Teorema 2.6 Seja f € M2. Se u(f) < oo, entdo f é (u(f) — 1)-determinado.

Prova.

1=dim (€, /IMp+ <8f >) <dim( €, IM2—<8f >) < ...
< dim( €, IMED-14 < 9f >) < dim (E, IM!+ < df >) <
<dim (En / <8f >) = pl(f).

Logo, temos uma seqiiéncia de niimeros naturais

l1=a; L a;= ... L ayp)-1 < aup < p(f)-

.

Portanto, pelo Principio da casa de pombo (devido a Dirichlet). temos que existe pelo

menos (i,7) € N?, i < j tal que a; = a;.

Suponhamos que 7 > i + 1. Logo,

a; < a;41 < aj,

a; < a4 < a;,

implicando

Portanto, temos que j =i + 1.
i) Suponhamos 2 < i < p(f) — 1.
Neste caso. temos que

dim ( E, IMi+ < Of >) =dim (E, IMITI4+ < 8f >).

29
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MiH 4+ < 8f >C Mi+ < 8f >.

teremos

Mo+ <8f >= ML <af >.

M C MiF4 < of > .

Logo, pelo Lema de Nakayama, temos que

M, C< df >,

implicando

M EME J0f >0

Logo. pelo Teorema 2.5, f é (i + 1)-determinado.
ii) Se

dim (Ep IM2+ < 8f >) =1,

teremos

<8f > +M?:=M,,
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M, C<of > +M2,

Logo, pelo Lema de Nakayama, temos que

My C<af >

implicando

M2 M2 <of >.

Logo, pelo Teorema 2.5, f é 2-determinado.

iii) Se

dim (€, /IMEN+ < 8f >) = dim (€, | < 8f >),

<of >C M4 < of >,

teremos

MED L < 3f >=< 8f > .

M) c< af >,
implicando
Mﬁm” GM2 <af >«

31
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Logo, pelo Teorema 2.5, f é (u(f) + 1)-determinado.

Teorema 2.7 Sejam f,g € M,. Se f ~ g, entao p(f) = p(g).
Prova (*) Se f ~ g. entao existe p € R, tal que

g="fop.

Logo, pelo Teorema 4.4, que enunciaremos mais adiante. temos

p* < 9f >=<0g>.

Também, como ¢*E, = £€,,. temos que existe um isomorfismo de R-algebras

Y:E,/ <8f > — E,/ < g >.

P e N el < g >

h — @*h+ < 9g >

é claramente um homomorfismo de R-algebras. Observemos também que ¢ é uma aplicagao

sobrejetora, pois ©* é sobrejetora. Logo, pelo Teorema do isomorfismo.

En/Ker ¢ =xEnl <0g>:

Agora. como

w < af >=<dg >,

32
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Agora, como

p" < df >=< 0g >,
teremos

<9f >= Ker ¢,

pois ¢" é injetora. Portanto.

dimR (En/ < 8f >) = dimp (€,/ < 89 >).

u(f) = u(g).

§3. Partigoes do tipo Newton-gradiente.

(Resultados para f € M%.)

Lema 3.1 (*) Seja f € M3.f = fo+ f1 SQH(d;a,b), onde fo(z,y) = Az"y* + Bzsy' +

Z a;jz'y’. Entao,
r<i<s
t<j<u

Prova. Temos que
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< dfy >=< Arz"'y* + sBz*"lyt +Z ia,-ja:i_lyj,uflxry“_l +tBzyt! + Z ja,‘jx"yj_l >
Logo, se r > 2, teremos que o eixo z = 0 sera solucao do sistema

Afo=0
O2fo =0

Analogamente, o eixo y = 0 sera solucao do sistema acima se t > 2. Portanto, pela
Proposicao 2.1, terfamos nos dois casos < dfp > nao Mo-primario. Logo, pela Proposicao
2.1 do Capitulo 1 teriamos u(fy) = +oo.

Conseqiientemente, é necessario que tenhamos r,t < 1.
Teorema 3.1 (*). Seja f € M3, SQH(d;a,b). Entao,

v(f) = u(f).

Prova. Pelo Lema anterior, temos que existem apenas 4 tipos de fun¢oes SQH(d;a,b), f =

fo+ f1, a saber:

1) f(z,y) = Azy“* + B2y + Y. aiz'y’ + fi
1<i<(d-b)/a
1<j<(d—a)/b

2) f(z,y) = Az y + By® + X aiz'y? + fi
0<i<(d—b)/a
1<j<d/b

3) f(z,y) = Azs + Bzys® + Z ays'y + fi
l1<i<dfa
0<j<(d—a)/b
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4) f(z,y) = Azs + By$ + > g’y + fi, onde

0<i<d/a
0<j<d/b

peso@nz'y’ = d;
filtap) 1 > d

No caso 1, temos que
v(f) = sup,N{l((d-b)/a) —1][((d —a)/b) — 1]+ [t — ((d —a)/b)]+
+2(d — a)/b +2[((d — b)/a) — 1]+ [t — (d — b)/a] — 2t + 1}
= ((d=1b)/a)((d - a)/b)

No caso 2, temos que
v(f) = supeN{((@/b) = 1)(d—b)/a +2(d—b)/a + [t — ((d—b)/a)]-
—t —d/b +1}
((d —b)/a)(d/b) — d/b +1
(d—d)/a)(d/b — a/b)
((d = b)/a)((d — a)/b)

No caso 3, temos que

v(f) = sup, N{((d/a)—=1)({d—a)/b + 2(d—a)/b+t—(d—a)/b —t—d/a+1}
= ((d-a)/b)d/a — dfa +1
= ((d—a)/b)(d/a - b/a)
((d - a)/b)((d — b)/a)

No caso 4, temos que
v(f) = (d/a)(d/b) - (d/a + d/b)+1
(d? — bd — ad + ab)/ab
((d—a)/b)((d - b)/a)
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Observacao. Este teorema contribui nos casos em que f ¢ SQH, comoda, com parte princi-
pal newtoniana degenerada, ou SQH e nao-comoda. De fato, nestes casos nao sera possivel

usarmos o Teorema 2.2 para concluirmos que v(f) = u(f).

Exemplo. f(z,y) = 2%y + zy* + z* + y* é SQH(3, 1, 1), comoda, com
fo(z.y) = 2% + zy?

filz.y) =2 +9y*; filtay)(f1) =4>3.

” - - . - » - - 0
Além disso, sua parte principal newtoniana é degenerada, pois consideremos fa = zy~ + yt.

Neste caso, temos que o eixo y = 0 é solucao de

ztys) =0
y(2zy +4y°) =0

Logo, pelo Teorema 2.2. podemos concluir apenas que v(f) < u(f).

Teorema 3.2 (*) Seja f € M2, com pu(f) < oo. Entdo,
E(< af >)=E(< 89>),

onde g = j*N*1£(0,0).

Prova. Pelo Teorema 2.6, temos que f é (u(f)+1)-determinado. Logo, para todo h € M3 tal
que j¥O+1R(0,0) = 4N+ £(0,0), teremos f ~ h. Dai, temos que f ~ g e, pelo Teorema
2.7, u(f) = p(g). Seja agora (a,b) € E(< 8f >), com a + b < u(f). Entao, existem

h,ay,as € €5 tais que h = a; 81 f + as 82f e o(h) = (a,b). Consideremos agora

h = ;8; (GPI1£(0,0)) + a2 (7#H1£(0,0)) = 1019 + agdag €< dg >,

e observemos que

AYA
AVAVEY
v

2 3 4 5 6 if unesp 1 12 13 14 15 16 17 18



#a£(0,0) = dyg

j.u(fJ('{)Qf({], 0) = dag

Consideremos também o triangulo

T = {(x,y) €R2 |2 +y < u(f)}.

Como g = j#+11(0,0), temos que
supp hC supp h,
e portanto o(h) > (a,b). Também, por (w), temos que
(supp h)N'T = (supp h) N T.
Destes dois fatos vemos entao que o(fa.) = (a,b), e portanto (a,b) € E(< dg >).
Observemos agora que

(Z2 —E(< 8f >)), (Z2 - E(< 89>)).CT.

Logo,
E(<df >)NT¢= E(< 89 >)NT".
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Portanto,

E(< of >) C E(< 9g >),

Z: — E(< 99 >) C Z2 — E(< 3f >).
Mas, como
#(Z — E(< 99 >)) = plg) #(Z - E(< 9f >)),
temos que
Z: - E(< 89 >) =Z3 — E(< 0f >).
Logo, concluimos que
E(< 89 >) = E(< 8f >).
O
Observagao. Este teorema nos diz que se quisermos saber se existe [/ € M3 de modo

que E(< @f >) seja igual a uma certa escada E(Z), Z C M3, Mo-primario, basta nos

restringirmos ao caso f polinomial, de grau maior ou igual a

#(Z2 — E(T)) + 1.

Definigao 3.1 Uma partigao A de um nimero natural n é uma seqiéncia finita de nimeros

nalurais A\; > ... > A, lais que Z)“' =n. Os \; s sao chamados de partes da partigao, que

i=1
serd representada por A = (Ay,..., Ap).

Definigao 3.2 (*) A representagdo grdfica G de uma partigao X é o conjunto de pontos
com coordenadas inteiras (i, j) no plano tais que se A = (A1,..., ), entao (i,j) € G, se, e

somente se
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0<i<r =15 0<7< A —1

Exemplo. A representacao grafica de A = (8,6,6,5,1) é dada por

Gx=1{(0,0),...,(0,7),(1,0),...,(1,5),(2,0),...,(2,5),(3,0),...,(3,4), (4,0)}.

Observagao. A representacao grafica de uma parti¢do nao é unica. A mais conhecida é
chamada de Grafo de Ferrars. Para mais detalhes, ver [2].
No entanto, para que este conceito seja bem adaptado ao nosso proposito, nos valeremos da

representacao grafica acima definida.

Definigao 3.3 (*) Uma partigdo A = ()y,..., ) den € Newton-gradiente se existir f € M3

com v(f) = n tal que
Z2 —E(<8f >)=G,.

Exemplo. ) = (3,1,1) é Newton-gradiente. De fato, temos que

G)« — {(01 0): (0: 1)1 (01 2): (1’ 0): (2:0)}

Por outro lado, para fs(z,y) = z4+2y? temos que v(f) = 5, < dfs >=< 4z3+y?, 2zy >

e dai E(< 8fs >) é dada por:
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implicando Z% — E(< 9fs >) = G .

Definigao 3.4 (*) Seja S = {(a1,b1),...,(as,05)} C Zf_. Dizemos que g € M2 € E-

suficiente com relagdo a S se para toda f € M2 tal que f = g + h, com

i)  (supp h) N (supp g) =0,
it) (supp h) C T'y(9),
iii) p(f) = pl(g),

tivermos:

S ¢ E(< 89 >) => S ¢ E(< 8f >).

Observacao. Sem prejuizo algum, denotaremos g por f.

84. A particao A =(n,n—1), n> 3.

Suponhamos que A = (n,n — 1) seja Newton-gradiente. Entdo, existe f € M2 com

v(f) =2n — 1 tal que

Z: - E(< 8f >) =G ={(0,0),...,(0,n —1),(1,0),...,(1,n — 2)}.

Portanto, teremos necessariamente (2,0) € Fr(E(< 8f >)). Desta forma, sera preciso

que pelo menos um dos mondmios az®, bz?y “faca parte” da expressao de f. Em outras
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palavras, é preciso que
24(0,0) £ 0

ou

5275-(0,0) # 0

Além disso, como nao queremos (1,0) € E(< 8f >), também sera preciso que

o
Oz2

o2t

(0106 oz 0y

(0,0).

Assim sendo, devemos construir todos os poligonos de Newton I'(f) tais que

i) (3,0) € T(f) ou (2,1) € I(f).
ii) (2,0) e (1,1) & I'(f).

Temos que os unicos poligonos de Newton satisfazendo estas condicoes sao os seguintes:

n=>4,j521, r>2
2n +1=3k s>3r+1

Em relacao ao primeiro poligono, observando I'(f), vemos que f é dada por
f(z,y) = agz’y + aoy® ™V + h(z,y),
com f!'”(gn_g’mh > 4(11 = 1), ap, asg 7é 0.

Temos que f é SQH(4(n — 1);2n — 3,2). Observemos que:
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i) f satisfaz o “critério de necessidade” dado pelo Lema 3.1.

i) fo(z,y) = a2a®y + aoy*™ Y, e portanto u(fo) < 0.

Portanto, pelo Teorema 2.3, temos que p(f) = 2n — 1, e pelo Teorema 3.1 que v(f) =
2n — 1.

Mostremos agora que (1,1) € E(< 8f >), qualquer que seja h(z,y), nas condigdes
acima.

Sem perda de generalidade, podemos supor que f é dada por

f(2,9) = aga®y + agy* ™V + Y Biz' + Y Cjaly,
=3

i=3 i=
pois os mondémios do tipo az®® b > 2 nio colaboram para uma possivel nao-obtencao
do mondémio zy.
Temos que
r s s
< Of >=< 2aszzy + ZiBixi_l + chjmj'ly , a0z’ +2(n — Dagy®™ 2 + Eijj =
=3 j=3

=3 J
Agora, de

T iB,

Cj o N iBi i3y,
(1+j=230:x3 Jorf + ( Zagm )02 f,

i=3

obtemos (1,1) € E(< 8f >).

Portanto, como u(f) = 2n — 1, temos que

Z:. — E(< 8f >) = G(am-1)1)-

Em relagao ao segundo poligono, observemos primeiramente que

2n + 1 n+2 1 n -+ 2
_1: _— | =
pelo fato de 232 = &1 ¢ N, pois k é impar.
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Agora, observando ['(f), vemos que fé dada por

2n+1

f(z.y) = asz + a1zy™ 3 +h(z,y),

com fift((2n+l}/3,2)h >2n+1, a,a3 #0.
Além disso, f é SQH(2n + 1; &L 2). Observemos que
i) f satisfaz o “critério de necessidade ” dado pelo Lema 3.1.

ii) (2, (2n +1)/6) € I'(f). Logo, fo(z,y) = asz® + alxygl‘f_l, e portanto u(fo) < oc.

Portanto, pelo Teorema 2.3, temos que u(f) = 2n — 1, e pelo Teorema 3.1 que v(f) =

2n — 1.
Observagao. Como 3 | (2n + 1), temos que v(f) = 7,13,19,25, ...

Mostremos agora que y" €< 9f >, qualquer que seja h(z,y), nas condi¢des acima.
Sem perda de generalidade. podemos supor que f é dada por
s t
f(z,y) = asz® + ajzy "5 + Zijzy(Eg‘g)”’ +> D"y + Ey™,
J=1 =1

OSsm <gi <. <Gy

3y <ug<...<u

pois f é E-suficiente com relagio a {(0,n)}. Esta afirmacao ficard clara apés a analise
seguinte:
Temos que

s t
<8f >= < 3azz’+ ﬂly%ﬂ + ZQijy(Efz)"'q? + Zu;D;:c““Iy,
g=1 =1

8 t 7
(Q“Tﬂ)aifyg%_ll +Y_C; ( 22 4 g, ) Py (T 4 > Diz“ + (n+1)Ey" >
j=1 =1

Observagao. Usaremos as notagoes
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i) A ~ B para dizermos: 4 “conduz a” B.

ii) A — B para dizermos: A “pede” B.

1) Caso E # 0, temos que

(n + 1)Ey™ em 8of ~ (L)a,2y T em of — (ay(*F9=9)d,f ~» 3agaa?y*F-a

em 0, f, que nao pode ser obtido de d-f, nem de 8, f, se u; > 3.
Caso u; = 3, temos que (.jy(“T_?)“?‘)alf ~r 3a3ﬁx2y{3'5_?)“" em O,f ~ ...~ w3azz?®

em 0, f, que nao pode ser obtido de d>f, nem de &, f.

2) Como a; # 0, temos que

(ynT_l)é‘lf ~» 3a3z%y ™5 em 0, f, que nao pode ser obtido de ;f nem de Oof seu; > 3
eq; > 0.

Caso u; = 3, temos que (ayﬂ':?“)alf ~ 3aga$2y'"§_4 em O,f ~ ... ~ w3asz® em O, f,
que nao pode ser obtido de &-f, nem de &, f.

Caso q; = 0, temos que (3)d2f ~+ caso 1).

Logo, temos que y™ €< 8f >, e assim,

Zi- E(< 8f >) # G, com A = (n,n —1).

Em relagao ao terceiro poligono, temos que v(f) = 3r + s — 2.
Observagao. Isto implica v(f) > 11, poisr > 2, s > 3r + 1.

Como consideraremos apenas o caso em que v(f) for impar, observemos que:

T+ s
2

€ N se, e somente se v(f)é par

De fato, se 5* € N, entao r e s sao ambos pares ou ambos impares, e nos dois casos

teremos v(f) par.
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Por outro lado, se v(f) for par. entao 3r + s sera par. e dai r e s serao ambos pares ou

ambos impares, acarretando == € N,

Portanto, consideraremos apenas o caso r + s impar. Assim sendo, podemos escrever:

3Ir+s—1 3r+s—3
+ ;

vif)=3r+s—-2=2n—-1=n+(n-1)= > .

Mas, temos que

3 =
r+s 1<
2

Mostremos portanto que y°*~! &< 9f >.

Observando I'(f), vemos que f é dada por:

f(z.y) = a3z® + az®y" + aoy’ + h(z, y),

com filt(1yh > 3r, filt(s_ro)h > 25, ao,ao,a3 # 0.
Sem perda de generalidade, podemos supor que f é dada por:

u
f(z,y) = asz® + asz®y" + agy® + Y Bia®y™P + 3 CjayTFI Y,

=1

v

1<p1<p2<...<pu

0<q1<gq<...<gqy

pois f é E-suficiente com relacao a {(0,s — 1)}. Isto ficara claro apés a analise seguinte:

Temos que

u v
< 8f >=< 3a3z® + 2a0zy" + 3 2Byay™ P + Y Oy TF,
i=1 j=1

u v
2 (r— ; r+s—1 :
ragz?y™! + sagy*~! + _El(r +Pi)Bix“y(" DA T E . ( —"*;*1 + g )leEy(__ﬁ_)““b >

i= j=

AYA
AVAVEY
VaY

cm 1 2 3 4 5 6 if unesp 1 12 13 14 15 16 17 18



Observagao. Notemos que “=5=1-> 2r,

1) Como ag # 0, temos que

1 2r—1

sagy®! em Oof ~»> rasz?y""! em dof — (ay"™"1)O\f ~» 2asazy em O, f, que nao
pode ser obtido de &-f, (nem de 8,f, se 2r — 1 < r + p;).
Caso 2r — 1 > r + p1, temos que (By™~17P1)81f ~» 2a98zyT=1=P em 1 f ~» ...

2as wry" em 8, f, com ¥ < r + p;, que ndo pode ser obtido de 8, f.

2) Temos Cyy =3 a1 em 01 f. Logo,

s=r=3 +

s 3

(ay™ 2 ~M)3,f ~» 2asazxy” 2z % em O;f, que nao pode ser obtido de df,(nem de

O1f, se =3 — gy < 1 +py).

a+r—3

a—!r 3!
—q1 > 7+ p1, temos que (By "7 PTN)I, f ~ 2a0fzyFT WP em

s+r—3
Caso S

OLf ~ ...~ 2a0wzy” em O, f, com 7 < r + p;, que nao pode ser obtido de 9, f.
Logo, temos que y°~! €< df >, e dai yarsf;l Z< 0f >. Portanto,

{Z% - E(< 8f >)} = G», com A # ((3r +5—1)/2,(3r + 5 — 3)/2).

Desta forma, provamos:
Teorema 4.1 (*) A particao A = (n,n — 1), n > 3 nao € Newton-gradiente.

Lembramos neste caso que existe a possibilidade de A ser do tipo gradiente, i.e, de existir
fr € M2 tal que

Z2 — E(< 8fy >) =G,

Proposicao 4.1 Seja ¢ € R,. Entao
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En— &,
frTfop
€ um isomorfismo de R-dlgebras.

Prova. Temos que ¢* é claramente um homomorfismo de R-algebras. Além disso, ¢,0p2 = id

implica (p; o p2)* = id*. Dai, 230 ¢} = id*. Logo, (¢})~! = ¢3 = (¢1')*, e portanto ¢* é

bijetora.
Proposigao 4.2 ¢*(M,) = M,,.

Prova. Temos que ¢* leva elementos € ,- unitdrios em elementos € ,,- unitérios. De fato, seja

f € E,, unitario. Entao, existe f € €, tal que ff_ = 1. Logo,

e (ff)=¢"(1) =1,

" (f)e™(f) = 1.
Portanto,

@"(f) é Ep-unitario

Observemos agora que ¢*(M,) C M,. De fato, seja ¢ € M,. Logo, g nao é uma

unidade. Suponhamos que ¢*(g) & M. Dai,

¢*(9) = a+h,

a€R a#0
h e M,

com

Portanto,

(¢")(a+h) =g,
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0 que € uma contradigao, pois a + h é unidade, e g nao é.
Consideremos I =< f1,....fr >C My, com f; € M, , k > n.

Definicao 4.1 A extensao r-jacobiana do ideal I € dada por I + 1', onde I' € o ideal gerado

por todos os determinantes r x r da matriz (a%' fi)kxn, com f; € I.
Notagao. A, I =1+ 1T'.

Exemplo. Seja J =< 22, y*, :* >C Mas. Logo,

Ay J=J+<z,y,z2>=J+ M3z=Maj.

Definigao 4.2 Seja J C M,. Entao,

J + M2

rank J = dimR (T)

Exemplo. J =< z,y° >C Mao. Neste caso,

ronk J="1, (e J&E< o >,

Proposigao 4.3 Seja J C M,, um ideal. Se rank J = r, entao

Prova. Ver [21].

Observacgoes.

1) Definimos § I = Az, I, onde s = rank 1.

2)12An+1ICAnICAn—lfc---CAs+21CA8+lICASI:En-
§ I

Lema 4.1 Seja I C M3 um ideal. Entdo,
p™(6 1) =6 (£7(1)),
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onde ¢ e ¢* sao como anteriormente.
Prova. Ver (20],[22].

Teorema 4.2 (Saito) Seja f € M2, com u(f) < oc. Entdo,

n?*
fEeEM,<8f > se. e somente seexiste ¥ € R, tal que foyy é QH.
Prova. Ver [17].

Teorema 4.3 Sejam f € M2, QH, com u(f) < oc e g = f o, onde p € R,. Entao,

@0 <Of >=<0g>.

Prova. (*) Consideremos | =< f >C M?2. Temos que rank I = 0, pois f € M2. Logo,

erb<f>>)=9"(A1<f>)=¢" (< f>+<0f>)

=p* < fo>tpr<df >=<g>+p*<df >.

S (< f>)=6b(<xg>)=01<g>=<g>+<9dg>.
Portanto, pelo Lema 4.1, temos que

<g>+tp'<of>=<g>+<0dg>.

Agora, como f é QH e u(f) < oo, temos pelo Teorema 4.2 que
fe<af >.

Além disso, como g = f o 2, temos que existe ¢ ™' € R, tal que gop~! = f, que é QH.
Logo, pelo Teorema 4.2,
g €< 0g >,
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< g>+<0g>=<0g>.

Tinhamos que < g > +¢* < 8f >=< g > + < dg >. Logo,

Gy eblps <o f>=<0p> .

Agora, aplicando (£~)~! em ambos os lados desta igualdade, vem que

<fo+<dfs=(YY <dg>.

Logo, < 0f >= (p~1)* < 8¢ >= (p*)~! < Og >, e dai

et gt —aigg >

Afirmamos que o Teorema 4.3 vale no sentido geral. Em outras palavras:

Teorema 4.4 Sejam f.g € M,, e ¢ € R, tais que g = f o . Entao,

0" < 0f >=< g >.

Prova. (*) Sejam z = (z1,....2,), ¥y = (y1,....¥n). Temos pela Regra da Cadeia que

g

< Opi :
5@ =% g (PN 32@) 5 =1, om

Agora, como ¢*(€,) = €,, podemos escrever

6(10 *
3:1:_: =P (htj) 3 (htj) = Eﬂv
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Portanto,

Q09 >C o <lofs>w

Fazendo o mesmo procedimento com f = g o ¢!, teremos

‘

<df>C (pt) < ag >,

p" < df >C< dg >,

e conseqlientemente
p < 8f >=< g >.
O

Observacao. Registramos o Teorema 4.3, juntamente com sua demonstragao, pelo fato

desta ser rica em conceitos importantes, e portanto muito instrutiva.

Nas condigoes do Teorema 4.4, temos:

Coroldrio 4.1 Se M C M2 < 9f >, entao M% C MB < 9g >.

Prova. De fato, se M% ¢ M2 < 8f >, entao
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" (M2) C p*(ME < 8f >)
= (Mf) p7(< 8f >)

= M$§ o*(< 8f >)

=MB <dg>.

Teorema 4.5 (*) A particao A = (n,n — 1), n > 3 € do tipo gradiente.

Primeira prova. Consideremos f(z,y) = z° + y*"

(z2 + y, z). Logo,
o(e.9) = (F o @) (@) = (& +¥)° + 22"

2n—1

Agora, como M35"™" C< df >, temos pelo Corolario 4.1 que

2n—1
2

Cc< dg > .

Temos que

2

< 89 >=< 4z° + 4zy + 2nz®1,22°% + 2y >=< 22° + 2zy + nz* L,z
== 1 =

Agora, fazendo

1252) L252]
(Z 4J+1 (n—2 —25 ) AVH- Z 23:43 (n—1)-2j ) B
j=0

obtemos

2z2"=Vy 4 2™ + h(z,y), onde o(h) > 2n,

e portanto,
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Observagao. Usamos os seguintes fatos:

[E—:,—QJ = %J + 1, caso n for par.

[252] = [252], caso n for impar.

Agora, como (2,0) € Fr(E(< dg >)) e u(g9) = p(f) = 2n — 1, temos necessariamente

que

(0,n) € Fr(E(< 0g >))
(,n—1) € Fr(E(< 89 >).

Logo,
Zﬁ_ - E(< 89 >) = G(n,n—l):

e portanto A = (n,n — 1) é do tipo gradiente.

Segunda prova. Fazendo

n—=2

(Z(_ 1 )k:vﬁkyu—(k-i- I]) B,

k=0

obtemos

fr'j" i (_ 1 )?L——E:BE(H—I)?}.

Portanto, como anteriormente, A = (n,n — 1) é do tipo gradiente.

Observagao. I interessante notarmos que v(g) = 3.
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85. Poligonos de Newton para 5 < v(f) < 9.

e Padrao 1.

Neste Ccaso, quereimos

ab—a—-b+1=v(f), ie, (a—1)(b—-1)=v(f).

* UUf ) =15

Neste caso, (a — 1)(b— 1) = 6 implica {

iy =7

Neste caso, (e« — 1)(b — 1) = 7 implica

()= 8
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o =2 %h= 9701

) a=19, b=2 ou
Neste caso, (a« — 1)(b— 1) = 8 implica ¢
a=3, b=2>5, ou

a=5 b=3

«v(f) =9
a=2 b=10, ou

Neste caso, (a — 1)(b—1) = 9 implica { ¢ =10, b =2, ou

e Padrao 2.

Neste caso, queremos:

(c,d) # (1,1),
a;b 51,
c/a + d/b< 1,

a(d—1)+blc—=1)+1=v(f).

Observagao. (a,b, ¢, d) satisfaz (w) se, e somente se (b, a,d, ¢, ) satisfaz (w).

i (f)e=5

Liiterd)i= (1 d)d >

1/a + dfb <1 1/a + d/b <1 (i)

—

ad-1)+1=5 a=4/(d—-1) (i)
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Por (ii), temos que d = 2, 3, 5.

Caso d = 2, temos por (ii) que a = 4, e entao por (i) b > .‘, ie., b > 3. Logo,

(a,b)=(4,b); 5> 3.
Caso d = 3, temos por (ii) que @ = 2, e entao por (i) b > 6. Logo, (a,b) = (2,b), b > 6.

Caso d = 5, temos por (ii) que @ = 1, que nao nos interessa.

ed)i=(2,d);, d= 2.

2a + d/b <1 2a + d/b <1 (i)

a(d—1)+b=41 b=4—-a(d-1) (i)

Por (i), temos que a > 2, b > 2. Por (ii), temos que b < 1, pois d > 2, a > 2. Logo,

chegamos em uma contradigao.

Podemos perceber com este caso que para (¢, d) com ¢,d > 3 teremos o mesmo tipo de

contradicao.

*v(f)=6.

1) (c,d) = (1,d), d > 2.

Yo +dfp <1 [ 1/ +ap <1 ()
a(d-—1)+1=6 a=5/(d-1) (i1)

Por (ii), temos que d = 2, 6.
Caso d = 2, temos por (ii) que @ = 5, e entao por (i) b > :—2, le.,:b =3 Logo,

(5,b), b> 3.

AVA
AVAVAL

5 6 if unespwl 12 13 14 15 16 17 18



Observemos que (3,1) € I'(f). Logo, temos a seguinte familia:

Caso d = 6, temos por (ii) que e« = 1, que nao nos interessa.

(e d)=(2;d) d = 2!

2/a + d/b <1 e 2/a + d/b <1 (i)
ad—1)+b=5 b=5—a(d—1) (ii)

Por (i), temos que a > 2, b > 2. Por (ii), temos que b < 2, pois d > 2, a > 2. Logo,

temos uma contradicao.
IFacilmente percebe-se que o caso ¢,d > 3 conduz igualmente a uma contradicao.
% i f=T]

I)ilesd) =1,d), 'd = 2.

l/a +d/b <1 | 1/a +d/b <1 (i)

=

ald-1)+1=7 a=6/(d-1) (ii)

Por (ii), temos que d = 2,3,4,7.

Caso d = 2, temos por (ii) que a = 6, e entao por (i) b > ==, ie, b >
(a;0) = (6,D), b>3.

Caso d = 3, temos por (ii) que a = 3, e entao por (i) b > 3, ie, b >
(a,b)'= (3,;b), b= 5.

Caso d = 4, temos por (i) que a = 2, e entao por (i) b > 8. Logo, (a,d) = (2,b), b > 8.
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Caso d = 7, temos por (ii) que ¢ = 1, que nao nos interessa.

2)i(e,d) = (27d); d=> 2.

2/a + d/b <1 2a + d/b <1 (i)

—

a(d—1)+b=6 b=6—a(d-1) (i1)

Por (i), temos que @ > 2, b > 2. Por (ii), temos que

b<3 poisd>2 a>2.

a <3, poisd > 2.

Logo, teremos a,b = 3. Agora, como d > 2 e considerando (ii), teremos

{a,b) =(3.3),
d=9

que é um absurdo, pois (i) nao sera satisfeita.

Facilmente percebe-se que o caso ¢,d > 3 conduz ainda mais rapidamente a uma con-

tradicao.
¥ f =8

1Yi(e;d) = (1;d)3d 2 2.

/e + d/b <1 1/a + d/b <1 (i)

—

a(d-—1)+1=38 a="7/(d-1) (i4)

Por (ii), temos que d = 2, 8.
Caso d = 2, temos por (ii) que a = 7, e entao por (i) b > 3, ie, b > 3.

(a,b) = (7,b), b> 3.
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Observemos que (4,1) € I'(f). Logo, temos a seguinte familia:

az

Caso d = 8, temos por (ii) que a = 1, que nao nos interessa.

2) (¢,d) = (2,d), d>2.

2/a + d/b <1 2/a + d/b <1 (i)
—=

a(d—1)+b=71 b=17—a(d-1)

Por (i), temos que a > 2, b > 2. Por (ii), temos que

b< 4, poisd> 2, a>2.

a <4, pois b > 2.

Portanto, teremos
a =34,

b =34

Agora, para que (it) seja satisfeita, e lembrando que d > 2, temos que as unicas possi-

bilidades serao:

(a,b) = (3,4) ou (4, 3),
d =2,

que é um absurdo, pois (i) nao sera satisfeita.

Novamente, percebe-se que o caso ¢,d > 3 conduz ainda mais rapidamente a uma
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contradicao.

*v(f)=09.

1)\(e;d) = (1, d) .1 d >:2.

o +dfb <1 | 1/a+d/b <1 ()

—

a(d-1)+1=9 a=8/d—1) (i)

Por (ii), temos que d = 2, 3,5, 9.

Caso d = 2, temos por (ii) que a = 8, e entao por (i) b > 1T—6, ie., b > 3. Logo,
(a,b) = (8,b), b> 3. ‘

Caso d = 3, temos por (ii) que a = 4, e entao por (i) b > 4. Logo, (a,b) = (4,b), b > 4.

Observemos que (3,1) € I'(f). Logo, temos a seguinte familia:

Sy

18 3 g &

Caso d = 5, temos por (ii) que @ = 2, e entao por (i) b > 10. Logo, (e, b) = (2,b), b > 10.

Caso d = 9, temos por (ii) que @ = 1, que nao nos interessa.

2)i(¢, d) = (2,2).

2/a + 2/ <1
a+b=38

Logo, teremos a,b = 4. Observemos que (3,1) € I'(f). Logo, temos a seguinte familia:
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3 led)=(2d) di>=3.

a(d—1)+b=38 b=8—al(d—-1) (i)

Por (i), temos que a > 2, b > 3. Por (ii), temos que b < 2, pois d > 3, a > 2. Logo,
chegamos em uma contradicao.

Da mesma forma, vemos que o caso ¢,d > 3 conduz a uma contradigao.

e Padrao 3.

Neste caso, queremos:

(O<d<f<h.0<e<c<a.,

efa+ f/b< 1,

d(a—e) < f(a—c), (7)
e(b—d) < e(b— f), (i)
a(d—1)+ble—1)+cf —de+1=v(f),
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pois queremos

ai<al (1)

B <b, (i1)

Exemplo. Seja f(z,y) = 2%y +2y?, (v(f) = 12). Construindo I'(f), vemos que seus vértices

satisfazem (w). Para ver isto, basta considerarmos
(a,0) = (4,6),
(¢,d) = (3,1),
(C: f) =T (11'1)

Da mesma forma, construindo I'(g), onde g(z,y) = 2%y + 2y°, vemos que seus vértices

satisfazem (w). Para vermos isto, basta considerarmos
(a,b) = (6,4),

(C, d“) 5 (41 1)1
(e, f) = (1,3).

Proposigao 5.1 (*) Para que v(f) seja o menor possivel, com relagao ao Padrao 3, devemos

terd=1=e.

Prova. De acordo com (w), devemos minimizar a expressao

(a(d—1) +b(e — 1) —de + 1) +cf.

- v
—

fl

Observemos que
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(e+2)(d—1)+(d+2)(e—1)—de+1
de +d+e—3
0

Sed=12,¢=1, teremos L > 2, e dai

v(f) 22+ cf.

e Caso

(c;d) = (2,2),
(e, f)=(,f), f=3,

nao nos interessa. (Padrao 2).

e Caso

Lteremos

e (laso
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teremos c¢f > 12, e portanto v(f) > 14. Logo, para (d,e) = (2,1), ¢,f > 3, teremos

() > 12.
Observacgao. Para (d,e¢) = (1,2) as conclusoes sao as mesmas.
Sed> 3,e =1, teremos L >4, e daf

v(f) 24+ cf.

e Caso

nao nos interesa. (Padrao 2).

e Caso
(c;d)=(3.d), d> 3
(CII);(1|I}1 f2‘1|

teremos cf > 12, e portanto v(f) > 16. Logo, para d > 3,e = 1,¢ > 3, teremos v(f) > 12.

Observagao. Para (d,e) = (1,e), e > 3 as conclusoes sao as mesmas.

Sed = 2,e =2, teremos L > 5, e dai

v(f) 25+ cf.

(c,d) = (3,2),
(e, [) = (2,3),
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teremos cf = 9, e dai v(f) > 14. Portanto, para d. e > 2 sempre teremos v(f) > 12.
Consideremos finalmente o caso d = e = 1, que acarreta v(f) = cf.

Suponhamos (e, f) = (1,2), ¢ > 2. Temos que a equacao da reta que passa por (1,2)

(e, 1) é dada por

(c—1y+z=2c—-1.

Portanto, vemos que o ponto (2¢ — 1,0) € r, o que nao queremos. Isto mostra que

deveremos considerar f > 3.

Caso f = 3, a equacao da reta que passa por (1,3) e (¢, 1) é dada por

(c—1)y+ 2z =3c— 1.

* Caso ¢ = 2, teremos (0.5) € s, o que nao queremos. (Padrao 2)
* Caso ¢ = 3, teremos (4.0), (0,4) € s, o que nao queremos. (Padrao 1)

* Caso ¢ = 4, teremos

s: 3y+ 2z =11,

e portanto (11/2,0), (0,11/3) € s. Temos neste caso que (a,0), (0,b),(1,3),(4,1), com a >
6, b > 4 satisfazem o sistema (w). Além disso, v(f) = 12.

Por fim, observemos que o caso ¢ = 2, f > 3 nao nos interessa. (Padrao 2).

Concluimos portanto que o Padrao 3 s6 aparece quando v(f) > 12, que é atingido se,

e somentesed =e = 1. =)

Teorema 5.1 (*) Sejam f € M3 e (0,b) > (az,b2) > ... > (@n_1,bn_1) > (an,0), n > 4,

sequndo a ordem lexicogrdfica reversa, os vértices de I'(f). Entao,
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* n—2
v(f) = 1+bi(as — 1) + an(bnoy — 1) + > _(ajk; + hjbjr + hjk;j),

i=2

(lj+hj. hjEN
bjiy1 + kj, kj €N

n—1 n—=2
D (541 — az) (b5 — bjn1) +2D (aje1 —aj)bjpq —an—by +1
i=1 i=1

n—2

(@n — @n-1)bnoy + (a1 — a5)(bj +bj41) — @n— by +1
i=1
n—2 n—2

(@n = @not)bnoy + D ajea(bj +bjc1) — D aj(b; +bjs1) —an—by+1

Jj=1 Jj=2
n—2

1+ bi(a2 = 1) + an(bnoy — 1) + D> _(ajr1b; — ajbji1).

j=2

fazendo

obtemos
n—=2

U(f) =T bl(ag e 1) + an(bn_l — 1) + Z(ajkj + hjbj+1 + hjkj)
j=2

Corolério 5.1 (*) Nas condigoes do Teorema 5.1, temos que

v(f) 2 (n - 2)°.
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Prova. Basla notarmos que

Observagao. Se n > 6, entao v(f) > 16.

Para n = 5, temos:

v(f) =bi(ag — 1) + as(bg — 1) + 1 + (agks + hobs + hoke) + (asks + habs + haks).

e Caso az > 1 ou by > 1, temos que v(f) > 15.

e Caso ag = by = 1.

Lembrando que os pontos (0, by), (azg, b2), (a3, b3), (as, bs), (as, 0) sao vértices do poligono,

temos que

k
e pels
ho ha

Logo, se ho > hj teremos ko > k3, e dai v(f) > 11. Da mesma forma, se hy > hg

teremos v(f) > 11.

Concluimos com isso que v(f) > 11 para n = 5.
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§6. Lista de Poligonos de Newton para 1 < v(f) < 9.

AYA
AVAVEY
VaY

5 6 if unesp 1 12 13 14 15

16

17

18



6

7

unesp

AYA
AVAVEY
VaY

12

i

14

15

16

17

18



Como conseqiiéncia imediata desta lista, temos o seguinte resultado:

Coroldrio 6.1(*) Para 1 < v(f) <9, todos os Poligonos de Newton “satisfazem” o Lema
3.1. Isto é, dada f € M2, sempre podemos escrever f = fo + f1, com fo QH(d;a,b), e fi
satisfazendo filtap)fi > d, de modo que [ satisfaga o “critério de necessidade” dado pelo

Lema 3.1.
Observagao Por outro lado, se v(f) > 10, esta afirmacao é falsa. De fato, consideremos

0 0
f(z,y) = y* +a%* +2®

Temos que v(f) = 10, e é impossivel escrevermos f = fo + f1, com fo QH(d;a,b),

filtapf1 > d, de modo que f satisfaga o “critério de necessidade” dado pelo Lema 3.1.

Além disso, temos que f é degenerada segundo Kouchnirenko, mas p(f) = 10. De fato,

é facil mostrarmos que

Z: — E(< 8f >) = Gs,31,)-

87. Classificagao das partigoes de n, 1 < n < 9 com relagao a ser ou nao

Newton-gradiente.

Para realizarmos a tal classificacao, foi fundamental o estudo do “padrao ” dos poligonos
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de Newton para v(f) < 9, pois todo o nosso raciocinio foi fortemente atrelado ao fato de
que toda f € .-"lf!:_? possui um unico poligono de Newton associado a ela.
Observagao. As parti¢oes do tipo A = (n), A = (n—1,1), A = (n,...,n) sao do tipo

——
m vezes

Newton-gradiente.

De fato, temos que A = (n) é Newton-gradiente, pois f(z,y) = 2% 4+ y™*! é tal que

n+1

=neZ2 - E(<df > = G (Ou, g(z,y) = z° + 2y 2 caso n for impar, com

v(g) = n tal que Z2 — E(< dg >) = G(n)).

Observagao. Notemos que I'(f) = I'(g).

n—1 -

Também, A = (n—1, 1) é Newton-gradiente, pois f(z,y) = 2°y+y" ! é tal que v(f) = n
e Zi—-E(< of >) = Gn-1,1)- (Ou, g(z,y) = z2y +xy™? caso n for par, n > 4, com v(g) = n
tal que Z2 — E(< 8g >) = G 11))

Observagao. Notemos que I'(f) = I'(g).

Finalmente, A = (n,...,n) é Newton-gradiente, pois f(z,y) = 2™ + ™! & tal que
—

m vezes

v(f) =mneZ: — E(<df >) = Gn,..n)-
Como conseqiiéncia imediata da observacao acima, temos que as parti¢oes de 1, 2, e 3
sao todas do tipo Newton-gradiente.
Particoes de n = 4.
(*) A =(2,1,1) é Newton-gradiente, pois f(z,y) = 2° + 2%y + y* é tal que v(f) =4 e

Zﬁ_ = E(( 8f >) = G(Q,l,l)'
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Prova. De fato, temos que
< Of >=< 5z* + 32%y,2° + 2y >,
e dai(3,0) € Fr(E(< 8f >)). Além disso,
5z dof +(=1)8,f = 10zy — 3z%y = xy(10 — 3z).

Logo, 2y €< df >. pois 10—3z é invertivel. Mais ainda, (1,1) € Fr(E(< df >)).Agora,
como f é SQH(10:2,5), temos que p(f) = 4, e dai necessariamente (0,2) € Fr(E(< of >)).

Portanto, provamos nossa afirmacao. a

Particoes de n = 5.

(*) A =(3,1,1) é Newton-gradiente, pois f(z,y) = 2* + zy® é tal que v(f) =5 e

Z:l_ — E(< 8f >) = G(S,I,l)-

(*) A =(2,2,1) é Newton-gradiente, pois f(z,y) = 2%y + y* é tal que v(f) =5 e

Zﬁ_ - E(( af >) = G(2,2,1)-

(*) A=1(2,1,1,1) é Newton-gradiente, pois f(z,y) = 2° + y* + zly é tal que v(f) =5 e

Z: — E(< 8f >) = G,

Prova. De fato, temos que

< Of >=< 6z° +42°%y, 2% + 2y >,
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e dai (4,0) € Fr(E(< df >)). Também,
6z of + (—1)01f = 122y — 42y = 4zy(3 — 2°),

e entao zy €< df >. Mais ainda, (1,1) € Fr(E(< 0f >)). Agora, como f é SQH(6:1, 3),
temos que u(f) = 5 e portanto (0,2) € Fr(E(< af >)).

Portanto, provamos nossa afirmacgao.

Partigoes de n = 6.

(*) A = (4,2) é Newton-gradiente,pois f(z,y) = 2°+ y* + 2°y® + zy° é tal que v(f) = 6

e

Zﬁ_ = E(( of >) - 0(4-2)‘

Prova. De fato, temos que

< 8f >=< 3z + 2zy® + %, 4y + 22%y + 3zy? >,
e dai (2,0) € Fr(E(< 8f >)). Também,

y O1f + (=3/2)0af = 2zy° + y* — 6y° — 9/2zy”,
e portanto, (1,2) € E(< 8f >). Notemos também que (1,1) ¢ E(< 8f >), e portanto
(1,2) € Fr(E(< 8f >)).

Também, f é SQH(12;4,3), e dai u(f) = 6. Logo, temos necessariamente que (0,4) €

Fr(E(< 8f >)), e portanto provamos nossa afirmacao. a

(*) A = (3,2,1) é Newton-gradiente, pois f(z,y) = 2%y + zy>, é tal que v(f) =6 e

Z:'_:_ — E(( 8f >) - G{3,2‘1).

73

AYA
AVAVEY
VaY

2 3 4 5 6 if unesp 1 12 13 14 15 16 17 18



(Ou, g(z,y) = 2* + y> + £°y?, com v(g) = 6 tal que Z% — E(< 99 >) = G(321).)
(

Prova. De fato, consideremos f(z,y) = 2%y + zy*. Temos que

< 8f >=< 3z%y +y° 2> + 2zy >,

e dai (3,0), (2,1) € Fr(E(< df >)). Agora, observemos que f ¢ SQH(5:1,2), e portanto
u(f) = 6. Logo, temos necessariamente que (1,2),(0,3) € Fr(E(< 8f >)), provando assim
nossa afirmacao.

Consideremos agora g(z.y) = z* + y® 4+ 2%y%. Temos que
< 8g >=< 4z° + 2zy°, 3y° + 2%y > .

Logo, vemos que (3.0),(2.1) € Fr(E(< 8f >)). Também, como g ¢ SQH(12;3,4),
temos que p(g) = 6 e portanto, temos necessariamente (1,2),(0,3) € Fr(E(< 89 >)),

provando assim nossa afirmacao. a

Observagao. Vemos através deste resultado que F(< df >) = E(< dg >), v(f) = v(g),

porém

L(f) # I'(g).

Em outras palavras. temos que a aplicacao que leva f € M# em sua escada E(< f >)

“nao é injetora com relagdo ao Poligono de Newton”. Isto é,

E(< 8f >) = E(< 8g >), v(f) = v(g) nao implicam I'(f) = I'(g).

(*) A=(3,1,1,1) é Newton-gradiente, pois f(z,y) = 2° + zy* é tal que v(f) =6 e

Zi = E(( af >) = G(3!1‘1‘1J.

(*) A=(2,2,1,1) é Newton-gradiente, pois f(z,y) = 2" + 2%y + y*> é tal que v(f) =6 ¢
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Prova. De fato, temos que

< 8f >=< 128 + 423y, z* + 2y >,

e entao (4,0) € Fr(E(< 9f >)). Também,
of + (—=7x2)ouf = 4z3y — 142°%y = z°y(4z — 14),

e entdo z°y €< 8f >. Observemos agora que (1,1) € E(< 8f >), e dai (2,1) €
Fr(E(< 0f >)). Também, f é SQH(14;2,7), e portanto u(f) = 6, acarretando (0,2) €
Fr(E(< of >)).

Logo, provamos nossa afirmagcao.

(*) A =(2,1,1,1,1) é Newton-gradiente, pois f(z,y) = z7 + 2% + y° é tal que v(f) = 6

£

Z: - E(< 8f >) =G,

Prova. De fato, temos que
< 8f >=< 7z% + 5z%, 25 + 2y >,
e dai (5,0) € Fr(E(< 8f >)). Também,
7z of + (=1)01f = ldzy — 52y = zy(14 — 52°),

e entdao zy €< df >. Mais ainda, (1,1) € Fr(E(< df >)). Agora, como f é SQH(14;2,7),
temos que u(f) = 6 e portanto (0,2) € Fr(E(< f >)).
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Logo, provamos nossa afirmacao.

(*) A =(4,1,1) nao é Newton-gradiente.
Prova. De fato, mostremos que nio existe f € M# com v(f) = 6 de modo que

z::_ — E(< E}f >) = (;(4‘1’1).

Portanto, suponhamos que A = (4,1,1) seja Newton-gradiente. Logo, existe f € M3
satisfazendo as condig¢oes acima.

Temos portanto que (3,0) € Fr(E(< df >)), pois

G{4,1,1) =~ {(Ov 0)! (0 1)! (0! 2)! (01 3)! (L 0) (2' 0)}

Logo, sera preciso que o monémio az®y ou o mondmio bz* “faga parte” da expressao de

f, ou seja,
k= (0,0) #0

ou

&4 (0,0 #0

Além disso, como queremos que (2,0) ¢ E(< df >), sera preciso que

200,00 = 0, Z£(0,0) = 0
260,00 = 0 , ZL(00 = 0

Portanto, temos que os inicos Poligonos de Newton I'(f) que satisfazem estas condicoes
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No caso (1), podemos supor que a expressao de f é dada por

f(x,y) = asy® + asxy® + a12”y + aga®,

com ay, as # 0, pois f é E-suficiente com relagao a {(1,1)}.

Temos que

< f >=< aoy® + 3a12%y + Saox?, 3a3y2 + 2a0xy + a1z > .

Agora, como as # 0, temos que
2a00y em Eof ~r ayz° em of,

que nao pode ser obtido de & f.

Logo, (1,1) € E(< af >).

Caso (2). Queremos (1,1) € E(< df >), mas para isso é preciso que

5225:(0,0) #0 ou ZL(0,0) #£0 ou Z£(0,00£0 (i)

ou

525L:(0,0) £ 0 ou 24(0,0) #0 (ii)

Acontece que no caso (i) teremos (2,0) € E(< @f >), o que nao queremos. Além disso,

nao podemos ter o caso (it), pois (0,2),(1,2) € I'+(f).
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Logo, temos que é impossivel (1,1) € E(< af >).

Particoes de n = 7.
(*) A = (5,2) é Newton-gradiente, pois f(z,y) = 2° + 2y® é tal que v(f) =T e

Z3 — E(< of >) = Gso).

(*) A = (3,3,1) é Newton-gradiente, pois f(z,y) = 2%y + 3° é tal que v(f) =7 e
Zz_i_ = f§'(< ('?f >) = (.:'(3‘:3,1}

(*) A =(3,2,1,1) é Newton-gradiente, pois f(z,y) = % + zy* + 2% é tal que v(f) =7

e

Z? = !‘;(( Of >) — C"(:’-,‘J,l,])’

Prova. De fato, temos que
< 8f >=< 62° + y* + 423y, 2t + 22y >,
e dai (4,0) € Fr(E(< df >)). Também,

62 Oof + (—1)8,f = 12z%y — y* — 42y,

e dai (2,1) € E(< 9f >). Além disso, (1,1) ¢ E(< 9f >), e portanto (2,1) €
Fr(E(< of >)). “

Agora, como f ¢é SQH(12;2,5), temos que u(f) = 7, e portanto necessariamente

(1,2),(0,3) € Fr(E(< 8f >)). Logo, provamos nossa afirmacao. O

(*) A= (3,1,1,1,1) é Newton-gradiente, pois f(z,y) = 2% + 2y é tal que v(f) =7 e
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Z: -

E(<of >) =G@1,1,,1)-

(*) A = (2,2,2,1) é Newton-gradiente, pois f(z,y) = 2y +y° é tal que v(f) =T e
Z2 — E(< 8f >) = Gppen)

(*) A =(2,2,1,1,1) é Newton-gradiente, pois f(z,y) = % + 2% +y* é tal que v(f) = 7

e

Zf_ — E(<df >) =Go1,1,)

Prova. De fato, temos que

> 8z7 + 5z%y, z° + 2y >,
e dai (5,0) € Fr(E(< @f >)). Além disso,

822 8of + (—1)8,f = 162y — 5z,

implicando z°y €< 8f >. Notemos também que (1,1) € E(< 8f >), e portanto (2,1) €
Fr(E(< 8f >)). Agora, como f é SQH(8;1,4), temos que u(f) = 7, e portanto necessaria-
mente (0,2) € Fr(E(< 8f >)).

Logo, provamos nossa afirmacao.

(* X =(2,1,1,1,1,1) é Newton-gradiente, pois f(z,y) = 28+2°y+y? étal que v(f) = 7

e

Zf_ — E(<9f >) =G1,1,1,1,1)-
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Prova. De fato, temos que

< 8f >=< 8z" + 6a%y, 2% + 2y >,
e dai (6,0) € Fr(E(< df >)). Além disso,

8z Oof + (—1)8,f = 162y — 62°y,

implicando zy €< 8f >. Mais ainda. temos que (1,1) € Fr(E(< 8f >)). Agora, como f é
SQH(8;1,4), temos que u(f) = 7, e portanto necessariamente (0,2) € Fr(E(< of >)).

Logo, provamos nossa afirmagao.

(*) A =(5,1,1) nao é Newton-gradiente.

Prova. De fato, suponhamos que A = (5,1, 1) seja Newton-gradiente. Logo, existe f € M2

com v(f) = 7 tal que

Z?L = E(< af >) = G(5,l,l) = {(01 0)1 feey (01 4): (1: U)‘ (2 0)}

Portanto, teremos (3,0) € Fr(E(< 8f >)). Logo, serd preciso que

o'f
azt

otf
(0,0) # 0 ou M({LU) #0

0, Z£(0,0)

0, 325(0,0)
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Temos que o unico Poligono de Newton com v(f) = 7 satisfazendo estas condigoes é:

Mas, queremos (1,1) ¢ E(< @f >), ¢ para isso ¢é preciso que

5275=(0,0) # 0 ou Z4(0,0) #0 ou ZL(0,0)#0 (i)

ou

5252(0,0) #0 ou 24(0,0) #0 (ii)

Acontece que no caso (i) teremos (2,0) € E(< 8f >), o que nao queremos. Além disso,
nao podemos ter o caso (ii), pois (0,2),(1,2) € 'L (f).

Logo, temos que é impossivel (1,1) € E(< 8f >).

(*) A=(4,2,1),(3,2,2) nao sao Newton-gradientes.

Prova. De fato, suponhamos o contrario. Logo, existem f,g € MQQ com v(f) =

tais que

T — E(<af >) =Guzy = {(0,0),(0,1),(0,2), (0,3),(1,0), (1,1), (2,0)},

: - E(< ag >J = G(3,2,2 = {(O‘ 0)& (01 ]-)v (Ov 2)! (11 0)! (lv 1)! (2r 0): (2v 1)}

Temos portanto que
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(3,0) € Fr(E(< of >)),
(3,0) € Fr(E(< 99 >)).

Logo, temos novamente que o tnico Poligono de Newton com v(f) = 7 satisfazendo
estas condigoes ¢ o poligono descerito no caso anterior.

Portanto, podemos supor que f (ou g) é dada por
: 2 0 . 5 :
[(x,y) = aay® + aoz®y® + a1y + aga® + baly + cay®,

onde aj, a3 # 0, pois f (ou g) é E-suficiente com relagao a {(1,2)}. Observemos que em
ambos os casos (1,2) pertence a fronteira da escada.

Temos que

< gff>=c 2(123:3;2 -+ 3a1:r:2y + 5apz® + 4bz®y + cy®, 3asy”® + 20,2.-1:23; + a1z + bzt + 3c;t:y2 >0

1) Supondo as # 0,temos que
@)o1f ~ 3a 2%y em O, f ~» 2a02%y em dof ~» a;z° em dof, que nao pode ser obtido
Y

de 0, f.

2) Como a3 # 0, temos que

(ax)dof ~ az* em Oof —

— (B)0of ~» faz® em dof, que nao pode ser obtido de 8, f,

ou

— (3)0,f ~ caso 1).

Logo, temos que é impossivel (1,2) € E(< df >),ou (1,2) € E(< dg >).
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Portanto, provamos nossa afirmacao.

(*) A =(4,1,1,1) nao é Newton-gradiente.
Prova. De fato, suponhamos o contrario. Logo, existe f € M3 com v(f) = 7 tal que

Zi B E(< C_}f >) — G'(‘l,l,l,l) o { (01 0)} (01 1)! (01 2)) (0‘ 3)! (11 0)1 (21 0)! (31 0)}!

e portanto (4,0) € Fr(E(< @f >)). Desta forma, serd preciso que

’f . e f
ﬁ(0,0) # 0 ou M(OJ 0) #0

e que
2£(0,0) 2£(0,0)
£40,0) = 5225-(0,0)
50,0 =0, 2500

Temos portanto que os inicos Poligonos de Newton com v(f) = 7 satisfazendo estas

condicoes sao:

No caso (1), podemos supor que a expressao de f é dada por
f(x,y) = asy® + a18*y + aga® + ba®y,

com ay, as # 0, pois f é E-suficiente com relagao a {(1,1)}. Lembremos que estamos supondo

(1,1) € Fr(E(< af >)).
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Temos que
< gf >=< 4(:.1:1:33; +8apz” + Shaty, a;at + 2a0y + ba’ > .
Como ay / 0, Llemos que

(ax)daf ~ aa 2® em dof — (B)0of ~ Baz? em daf , que nao pode ser obtido de 8, f.
Logo, é impossivel (1,1) € E(< df >).

No caso (2), podemos supor que a expressao de [ é dada por

6

STl ) 4 o
f(2,y) = a3y® + aszy” + ara’y + aoa

com ag, ay, az # 0, pois f é E-suficiente com relagao a {(1,1)}.

Temos que

< df >=< agye + 4a13:3y + 6aoa®, 3asy® + a9y + arzt > .

Como ag # 0, temos que

(a)dof ~» aa 2z em dof, que nao pode ser obtido de 8, f.

Logo, é impossivel (1,1) € E(< df >), e provamos portanto nossa afirmacao.

Partigoes de n = 8.

(*) X = (5,3) é Newton-gradiente, pois f(z,y) = 2° + 2%y° + y° é tal que v(f) = 8 e

Z3 — E(< 0f >) = G(s3).

Prova. De fato, temos que

AVA
AVAVAL

2 3 4 5 6 if unespwl 12 13 14 15 1e¢ 17 18



< Of >=< 3z°% + 2zy°, 2%y + 5y* >,
e portanto (2,0) € Fr(E(< df >)). Observemos também que (1,2) € E(< 8f >), e

(2/3)y 01f + (—1)8af = (4/3) zy® — 5y*,
implicando (1,3) € E(< df >). Logo, (1,3) € Fr(E(< of >)).
Agora, como f é SQH(15:5. 3), temos que u(f) = 8, e portanto, necessariamente (0, 5) €
Fr(E(< 8f >)). Logo, provamos nossa afirmacao. O

(*) A= (8,3,1,1) é Newton-gradiente, pois f(z,y) = 2° + 2%y* +y> é tal que v(f) =8 e

Z: - E(<8f >) = G(3,3,1,1)-

Prova. De fato, temos que
< 8f >=< 5z* + 2292, 222y + 3y° >,

e portanto (4,0) € Fr(E(< 8f >)). Observemos também que (2,1) € E(< 8f >), e
(1,1) ¢ E(< 8f >), e dai (2,1) € Fr(E(< 8f >)).

Também, temos que

4y &, f + (15y — 102%)8of = 8zy® + 45y° = y°(45 + 82),

e portanto y° € E(< 8f > ), provando nossa afirmacao.

(*) A =(3,2,2,1) é Newton-gradiente, pois f(z,y) = 2%y + zy® é tal que v(f) =8 e

Z2 — E(< 8f >) = Ga2,)-
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Prova. De fato, temos que
< Of >=< 42’y +y°, 2% + 22y >,

e portanto (4,0) € Fr(E(< df >)),(3,1) € E(< df >). Além disso, (2,1) € E(< 0f >), e
dai (3,1) € Fr(E(< 8f >)).

Agora, como f é SQH(7:1.3), temos que u(f) = 8, e portanto teremos necessariamente
(1,2),(0,3) € Fr(E(< 8f >)).

Logo, provamos nossa afirmacgao.

(*) A = (3,2,1,1,1) é Newton-gradiente, pois f(z,y) = 2' +zy*+2°y é tal que v(f) = 8

e

Z: - E(<8f>) = G@3.2,1,1,1)

Prova. De fato, temos que

< af >S=< 7:,.:6 4+ y2 + 5.’1:4y, 2:.cy + .I's >

e portanto (5,0) € Fr(E(< 8f >)). Observemos também qﬁe (1,1) € E(< 8f >), e

7z 8aof + (—1)8,f = 14z%y — y? — 52y,

e portanto (2,1) € Fr(E(< 8f >)). Agora, como f é SQH(7;1,3), temos que pu(f) = 8, e
portanto teremos necessariamente (1,2), (0,3) € Fr(E(< af >)).

Logo, provamos nossa afirmacao.

(*) A =(3,1,1,1,1,1) é Newton-gradiente, pois f(z,y) = 2’ + zy* é tal que v(f) =8 e
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Z: —E(<8f >) = G(3,1,1,1,1,1)-

(*) A =(2,2,2,1,1) é Newton-gradiente, pois f(z,y) = 2° +y* + 2% é tal que v(f) = 8

e

Z: —E(< 8f >) =

Prova. De fato, temos que
< 8f >=< 92% + 5z%y, 2y + 2° >,

e portanto (5,0) € Fr(E(< @f >)). Observemos também que (2,1) ¢ E(< 8f >), e
9z° 8of + (—1)81f = 182y — 52y,

e portanto 23y €< 8f >, implicando (3,1) € Fr(E(< af >)).
Agora, como f é SQH(18:2.9), temos que u(f) = 8, e portanto necessariamente (0, 2) €

Fr(E(< 8f >)). Logo, provamos nossa afirmacao.

(*) X =(2,2,1,1,1,1) é Newton-gradiente, pois f(z,y) = 2°+y%+2°% é tal que v(f) = 8

e

Z: — E(< 8f >) = Ga211,1,1)-

Prova. De fato, temos que
< of >=< 928 + 65y, 2y + 2% >,

e portanto (6,0) € Fr(E(< df >)). Observemos também que (1,1) € E(< df >), e
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9z° Gof + (—1)8yf = 1823y — 625y,

e portanto z°y €< 8f >, implicando (2,1) € Fr(E(< 8f >)).
Agora, como f é SQH(18:2.9), temos que pu(f) = 8, e portanto necessariamente (0,2) €

Fr(E(< 8f >)). Logo, provamos nossa afirmacao. O
(*) A = (2,1,1,1,1,1.1) é Newton-gradiente, pois f(z.y) = z° + y*> + 2"y é tal que
v(f)=8e

Z: - E(< 8f >) = G@21,1,1,1,1.1)

Prova. De fato, temos que
< Of >=< 928 + 7:1:6y, 2y + T’ >,
e portanto (7,0) € Fr(E(< 8f >)). Além disso,
9r dof 4 (—1)81f = 18zy — 7z%y,
e portanto zy €< df >. Mais ainda, (1,1) € Fr(E(< 8f >)).
Agora, como f é SQH(18:2.9), temos que u(f) = 8, e portanto necessariamente (0, 2) €
Fr(E(< 8f >)). Logo, provamos nossa afirmacao. O

(*) A=(6,1,1),(5,2.1),(4,3.1),(4,2,2), (3,3,2) nao sao Newton-gradientes.

Prova. Temos que
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= {( --‘=(0'5) (1,0),(2,0)},

.., (0,4), (1,0), (1,1), (2,0)},
{(0,0),...,(0,3),(1,0),(1,1),(1,2),(2,0)},
1(0:0),:--,(0,3), (1.0}, (1:1),(2,0), (2. 1)} e

{(0,0), (0, 1), (0,2), (1,0), (1,1), (1,2), (2,0), (2, 1)},

respectivamente. Portanto, supondo que em todos os casos A seja Newton-gradiente, teremos

que existe fy € M3 com v(fy) = 8 tal que
Z: — E(< 8fx>) = G

para cada A. Para simplificar, escrevamos simplesmente f.
Dai, teremos que (3,0) € Fr(E(< 8f >)) para cada A. Logo, sera preciso que
o
dx3

o f(oouo

4
(o@#oo

e que

240,00 = 0, ZL(0,0) = 0
240,00 = 0, ZL(0,0) = 0

Porém, temos que nao existe Poligono de Newton I'(f) com v(f) = 8 satisfazendo estas
condicoes. Portanto, concluimos que em todos os casos A nao ¢ Newton-gradiente. (]
(*) A = (6,2) nao é Newton-gradiente.

Prova. De fato, suponhamos o contrario. Logo, existe [ € M;f com v(f) = 8 tal que
’ v X
Z; — E(<8f >) =Gwe = {(0,0),...,(0,5),(1,0),(1,1)}

Portanto, teremos (2,0) € Fr(E(< df >)), e para isso sera preciso que
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(00 /4 0 ou o7 (0,0) £0
a2y

¢ que

&L 0,0 =0
T LI (050 =0

drdy

Temos que os unicos Poligonos de Newton satisfazendo estas condigoes sao:

A
b A

1 2 ¢

No caso (1), mostremos que (1,1) € E(< df >). Podemos supor [ dada por

(2, y) = a12°y + aqzy® - Z‘IL -|Z:BL?;

com ay,aq # 0, pois outros monomios “nao colaboram” para uma possivel nao-obtenc¢ao do
monomio xy.

Temos que

r 8 8
< df >=< 2a,xy (:.4_?;4 -4 Zf.-’l;;t"_l -+ Zij:t‘""_Iy,(r.l.l‘? - 4(:,4:1'3,'3 + ZBJ‘.IJ >

i=3 Jj=3 Jj=3

e fazendo

;A

(1+ Z—r"’"’ af+ (= Z""i"n:""‘)eﬂ_’f‘

 (t —a (]

teremos (1, 1) € E(< df >). Logo, concluimos que é impossivel a ignaldade

Z: — E(< df >) = G,
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pois estamos supondo (1,2) € Fr(E(< af >)).
No caso (2), podemos supor que a expressao de f é dada por

f(@,y) = asy® + aoz®y® + aa®,

com ag, as # 0, pois f ¢ E-suficiente com relagao a {(1,2)}. Lembremos que estamos supondo
(1,2) € Fr(E(< 8f >)).

Temos que

< 8f >=< 2a02y* + 3a2>, Sasy? + 2a0a%y > .

Supondo as # 0, temos que

()9, f ~ 3apaz® em 8, f, que nao pode ser obtido de sf.

LLogo, temos que é impossivel (1,2) € E(< df >), e provamos portanto nossa aflirmacao.
a
(*> A=(5,1,1,1),(4,2,1,1) nao sao Newton-gradientes.

Prova. Temos que

Gr = {(0,0),...,(0,4),(1,0),(2,0), (3,0},
{(0,0),...,(0,3),(1,0), (1,1), (2,0), (3,0)}

respectivamente. Portanto, supondo nos dois casos que A seja Newton-gradiente, teremos

que existe fy € M3 com v(fy) = 8 tal que

Z: — E(< 8fr>) = G,
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para cada A.
Dai, teremos que (4,0) € Fr(E(< @f >)) para cada A. Logo, serd preciso que

5 asf

5207 —~_(0,0) £0

e que

82 82
240,00 = 24(0,0)

24(0,0) 520, 0)
£5(0,0) . 525:(0,0)

Temos entao que os unicos Poligonos de Newton v(f) = 8 que satisfazem estas condigoes

No caso (1), podemos supor que a expressao de f é dada por

f(2,y) = asy® + aoz® + agz®y® + arz'y + ba’y?,

com ag, a3 # 0, pois f é E-suficiente com relacao a {(1,2),(2,1)}. Lembremos que para
A = (4,2,1, 1) estamos supondo (1,2),(2,1) € Fr(E(< 8f >)).

Primeiramente, observemos que em relagao a A = (5,1, 1, 1), estamos supondo (1,1) €

Fr(E(< @f >)). Mas para isso, é preciso que

8‘%8%(0,0) #0 ou g;f(O‘O) #0 ou 8r6y(0 0) #0 (i)

ou

E.%,(O 0) #0 ou —24(0,0) #0 (i)
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Acontece que no caso (i) teremos (2,0) € E(< 8f >), o que nao queremos. Além disso,

nao podemos ter o caso (ii), pois (0,2),(1,2) € ' (f).

Logo, temos que ¢ impossivel (1,1) € E(< df >), e portanto a escada relacionada a

A = (5,1, 1, 1) nao pode ser obtida através deste poligono.
Continuando nosso raciocinio, temos que

< 8f >=< 5apz + 2agxy2 + 4alx3y + begy' : 3(:33;2 + 2(},25823; A ‘2{)2:33; >

Agora, suponhamos por um momento que a2 # 0. Logo, como a3 # 0, temos que

(az)Oof ~ 2aag23y em Oof — (B)0Lf ~ 5Baoz? em O, f — (7)0af ~

~ 2vasx%y em Oof, que nao pode ser obtido de 8, f.

Logo, concluimos que se (1,2) € E(< 8f >), entao ao = 0, acarretando (2,1) ¢
E(< 8f >).
Portanto, a escada relacionada a A = (4,2,1,1) nao pode ser obtida através deste

poligono.
No caso (2), podemos supor que a expressao de f é dada por
f(z,y) = “3?}3 Tr a'.!i:yg 35 al;t,Ay Ar 003"? 3 b$2?}2 r CJ«'S.U;
com ay, as # 0, pois f é E-suficiente com relagao a {(1,1)} e a {(2,1)}. Temos que

< f >=< agy® + da12°y + Tagz® + 2bzy® + Scxly, 3azy? + 2a0zy + ayzt + 22y + ca® > .

Como as # 0, temos que

(ax)dof ~ aa z® em dof, que nao pode ser obtido de 9, f.
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Logo, (2,1) € E(< of >), e portanto as escadas relacionadas a A = (5,1,1,1) e a
A = (4,2,1,1) nao podem ser obtidas através deste poligono.

Concluimos assim que A = (5,1,1,1) e A = (4,2, 1, 1) nao sao Newton-gradientes. O

(*) A=1(4,1,1,1,1) nao é Newton-gradiente.

Prova. De fato, suponhamos o contrario. Logo, existe f € M§ com v(f) = 8 tal que

Zi n E(‘( af >) — G(é,l,l,l,l] . {(0’ 0): RLG) (093)1 (1: 0)1 (21 0): (3r0)1 (41 0)}

Logo,teremos (5,0) € Fr(E(< @f >)). Dai, sera preciso que

%t
(0,0) % 0 ou rﬁay

oo f

326 (0,0) #0

e que
40,0 . ZL(0,0)

24(0,0) . 325:(0,0)

24(0,0) . 525:(0,0)
24(0,0) W ()

Temos entao que o tnico Poligono de Newton com v(f) = 8 satisfazendo estas condigdes

Neste caso, podemos supor que a expressao de f pode ser dada por
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f(z.y) = aoy® + apz® + a,z%y + bz,

com ag,a,a2 # 0, pois f é E-suficiente com relagao a {(1,1)}. Lembremos que estamos
supondo (1,1) € Fr(E(< af >).

Temos que

< f >=< 9apz® + 5a,z%y + 6bz’y, 2a0y + a12° + bz’ > .

Como as # 0, temos que

(az)dsf ~» aa,x® em dof, que nao pode ser obtido de 8, f.

Logo, (1,1) € E(< 8f >). e provamos portanto nossa afirmacao.

Partigoes de n = 9.
(*) A = (5,3,1) é Newton-gradiente, pois f(z,y) = z3y + zy° é tal que v(f) =9 e

Zﬁ_ — E(( 8}' >) = G(5‘3’1).

(Ou, g(z,y) = z* + z%y* + y*, onde v(g) =9 e Z2 — E(< 39 >) = G(531).)

Prova. De fato, temos que
< 8f >=< 3z%y + 1, 2% + 3zy? >,

e portanto (3,0) € Fr(E(< df >)). Também, temos que (2,1) € E(< 8f >), e como
(1,1) € E(< 8f >), obtemos (2,1) € Fr(E(< 8f >)).

Observemos também que (1,2) € E(< 8f >). Porém, temos
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3y Oof + (—z)0rf = 8zy°,

e portanto zy® €< f >. Mais ainda, (1,3) € Fr(E(< 8f >)).
Agora, como f é SQH(4:1.1), temos que u(f) = 9, e entao teremos necessariamente

(0,5) € Fr(E(< f >)). Portanto, Z2 — E(< 8f >) = G(s3.).
Consideremos agora g(z,y) = z* + z2y* + y*. Temos que

< 8g >=< 4z° + 2zy°, 22%y + 4y° >,

e portanto (3,0) € Fr(E(< dg >)). Também, (2,1) € Fr(E(< dg >)), pois (1,1) ¢
E(< 89 >)e(2,1) € E(< dg >).

Observemos também que (1,2) € E(< g >). Porém, temos

y 819 + (—22)8ag = —62y°,

e portanto zy® €< 8g >. Mais ainda, (1,3) € Fr(E(< dg >)). Novamente, como g é
SQH(4;1, 1), temos que x(g) = 9, e entao teremos necessariamente (0,5) € Fr(E(< 8g >)).
Portanto, Z?,_ —E(<dg >) = G(53,1)- O

Observagao. E interessante notarmos que I'(f) = I'(g).
(*) A= (5,2,2) é Newton-gradiente, pois f(z,y) = z* + zy® é tal que v(f) =9 e

Z: — E(< 8f >) = G(s2.2).

(*) A =(4,4,1) é Newton-gradiente, pois f(z.y) = 3y + y* é tal que v(f) =9 e

ZE_ —_— E(( 8f >) = G(4,4,1)'

(*) A =(4,3,2) é Newton-gradiente, pois f(z,y) = z* + y* + 2%y% é tal que v(f) =9 e
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Zi — E(< ()f >jl= G(4,3_21.

Prova. De fato, temos que
< df >=< 4z° + 23:y3, /-ly3 + 3.-1:23;9 >

e portanto (3,0) € Fr(E(< 0f >)). Além disso, (2,1),(1,2) ¢ E(< 9f >), e como
(2,2) € E(< 8f >), temos entao que (2,2) € Fr(E(< af >)).
Agora, como f é SQH(4:1,1), temos que u(f) = 9, e entao teremos necessariamente

(1,3),(0,4) € Fr(E(< 8f >)). Logo, provamos nossa afirmacao. a

(*) A =(3,2,2,1,1) é Newton-gradiente, pois f(z,y) = 2% +zy*+2°y é tal que v(f) = 9

e

Z - E(< 8f >) = G2,1,1)-

Prova. De fato, temos que

< 8f >=< 8z +y* + 52y, 22y + 2° >,

e portanto (5,0) € Fr(E(< 8f >)). Além disso, (2,1) € E(< 8f >). Porém,
822 Bof + (—1)8,f = 1623y — y® — 5zy,

e portanto (3,1) € E(< 8f >). Logo, (3,1) € Fr(E(< 8f >)).
Agora, como f é SQH(16:2,7), temos que p(f) = 9, e entao teremos necessariamente

(0,3) € Fr(E(< 8f >)). Logo. provamos nossa afirmagao. a

(*) A = (3,2,1,1,1,1) é Newton-gradiente, pois f(z,y) = 2% 4+ zy® + 2% é tal que
v(f)=9e
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Zi —E(<9f >)=G@Eo1.1.1,1)

Prova. De fato, temos que
< 8f >=< 82" + y*> + 62%, 2zy + 2% >,

e portanto (6,0) € Fr(E(< &f >)). Além disso, (1,1) € F(< df >). Porém,
8z dof + (—1)8,f = 16z%y — y* — 625y,

e portanto (2,1) € E(< 8f >). Logo, (2,1) € Fr(E(< 8f >)).
Agora, como f é SQH(16:2,7), temos que u(f) = 9, e entao teremos necessariamente

(0,3) € Fr(E(< 8f >)). Logo, provamos nossa afirmacao. a

(*) A=(3,1,1,1,1,1.1) é Newton-gradiente, pois f(z,y) = 28+ zy* é tal que v(f) =9

e

Z: - E(< df >) = G@3,1,1,1,1,1,1)-

(*) A=(2,2,2,2,1) é Newton-gradiente, pois f(z,y) = 2% + y* é tal que v(f) =9 e

Zﬁ_ — E(< 0f >) = Gpa221)-

(*) A = (2,2,2,1,1,1) é Newton-gradiente, pois f(z,y) = 2% + y? + 2% é tal que
v(f)=9e

Z: - E(< 8f >) = G(2,2,2,1,1,1)

Prova. De fato, temos que
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< 8f >=< 10z° + 62°y, 2y + 2% >,
e portanto (6,0) € Fr(E(< df >)). Além disso, (2,1) & E(< 8f >). Porém,
10z® dof + (—1)81f = 202>y — 62°y,

e portanto z°y €< df >. Logo. (3,1) € Fr(E(< af >)).
Agora, como f é SQH(10:1,5), temos que u(f) = 9, e entao teremos necessariamente

(0,2) € Fr(E(< 8f >)). Logo. provamos nossa afirmacao. O
(*) A =(2,2,1,1,1,1.1) é Newton-gradiente, pois f(z,y) = ! + y*> + 27y é tal que
W(f)=9e

Z: - E(< df >) = G2,11,1,1,1)

Prova. De fato, temos que
< 8f >=<10z° + 72%,2y + 27 >,

e portanto (7,0) € Fr(E(< 8f >)). Além disso, (1,1) ¢ E(< 8f >). Porém,

1022 8of + (—1)81f = 203y — 728,

e portanto z%y €< df >. Logo, (2,1) € Fr(E(< 8f >)).
Novamente, como f é SQH(10:1,5), temos que u(f) = 9, e entdo teremos necessaria-

mente (0,2) € Fr(E(< 8f >)). Logo, provamos nossa afirmacao. a

(*) A=1(2,1,1,1,1,1,1,1) é Newton-gradiente, pois f(z,y) = '° + y* + 2%y é tal que
v(f)=9e
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Z: —E(<8f >) = G(2,1,1,1,1,1,1,1):

Prova. De fato, temos que

< df >=<102° + 827y, 2y + 2° >

e portanto (8,0) € Fr(E(< 8f >)). Além disso,

10z Oof + (—1)01f = 20zy — 8z7y,

e portanto zy €< df >. Mais ainda. (1,1) € Fr(E(< af >)).
Novamente, como f é SQH(10:1,5), temos que u(f) = 9, e entao teremos necessaria-

mente (0,2) € Fr(E(< df >)). Logo, provamos nossa afirmacao. O

(*) A =(6,1,1,1),(5.2.1,1),(4,3,1,1),(4,2,2,1),(3,3,2,1), (3,2,2,2) nao sao New-

ton-gradientes.

Prova. Temos que

Gy = {(0,0),....(0,5),(1,0),(2,0),(3,0)},
{(0.0) (0 4),(1,0),(1,1),(2,0),(3,0)},
{(6,0),...,(0,3),(1,0),(1,1),(1,2),(2,0), (3, 0)},
{(0,0),....(0,3),(1,0), (1 1),(2,0),(2,1),(3,0)},
{(0,0), (0.1),(0,2),
{(0,0), (0, 1), (0,2),

), (1,1),(1,2),(2,0),(2,1),(3,0)} e

(1,
(1,0), (1,1), (2,0), (2, 1), (3,0), (3, 1)},

respectivamente. Portanto, supondo em todos os casos que ) seja Newton-gradiente, teremos

que existe fy € M2 com v(fy) =9 tal que

Z: — E(< 8fy>) =
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para cada .

Dai, teremos que (4,0) € Fr(E(< 8f >)) para cada A. Logo, sera preciso que

o°f °f

gas (00 7 0 0u 555, (0.0 #0

2£(0,0) . 2£0,0)
24(0,0) . 52255(0,0)
2£(0,0) . 725:(0,0)

Porém, nao existe Poligono de Newton com v(f) = 9 satisfazendo estas condigdes, e

portanto provamos nossa afirmacao. O

(*) A =(7,2),(6,3) nao sao Newton-gradientes.

Prova. De fato, ficou provado que as escadas relacionadas a estas parti¢coes nao sao obtidas

de nenhum dos 3 poligonos descritos na secao §4. ()
(*) A =(7,1,1) nao é Newton-gradiente.

Prova. De fato, suponhamos que A = (7, 1, 1) seja Newton-gradiente. Logo, existe f € M#

com v(f) =9 tal que

Z2 - E(< df >) =Gy = {(0,0),...,(0,6),(1,0), (2,0)}.

Portanto, teremos (3,0) € Fr(E(< @f >)). Logo, sera preciso que

6

4 34f
(0 0) #0 0u 552-(0,0) #0
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240,00 = 0 , a%?},,,(o 0>
3 83
21£(0,0) 32755 (0

Temos que o tinico Poligono de Newton com v(f) = 9 satisfazendo estas condigoes é:

—y
~bd

'1230.’

Mas, queremos (1,1) € E(< 8f >), e para isso € preciso que

@33.3!'_”(0‘0)7500 3—2400 ) #0 ou 8:8”(0,0)750 (4)

ou

52:3(0,0) £0 ou Z4(0,0) #0 (i)

Acontece que no caso (i) teremos (2,0) € E(< 8f >), o que nao queremos. Além disso,

nao podemos ter o caso (ii), pois (0,2),(1,2) € ' (f).
Logo, temos que é impossivel (1,1) € E(< 8f >), e provamos portanto nossa afirmagao.
O

(*) A =(6,2,1) nao é Newton-gradiente.
Prova. De fato, suponhamos o contrario. Logo, existe f € M22 com v(f) =9 tal que

Zﬁ- 34 E(< 8f >') ] G(G,Q,l) = {(O:O)& ety (0: 5)1 (1:0)1 (11 1)! (21 0)}:

e portanto (3,0) € Fr(E(< 8f >)). Dai, como anteriormente, teremos que o tinico Poligono

de Newton com v(f) = 9 satisfazendo esta condigao serd o poligono descrito no iltimo caso.
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Desta forma. podemos supor que a expressao de f é dada por
FHely = a.qy‘1 + ag:r:y:a + ag.rzyQ + alxsy + apz?,

com ag # 0 ou a; # 0, pois f é E-suficiente com relagao a {(2,1),(1,2)}. Lembremos que
estamos supondo (2,1).(1,2) € Fr(E(< af >)).

Temos entao que

< Of >=< ag,y3 + 2a21‘y’“‘ + 3a13:2y + dagz’, 4a,4y3 + 3a3:ry2 + 20.29:23; + a1x3 >

Caso ag = 0, temos que

asy® + 2asxy® 4 3a,2%y

Oof daqy® + 3aszy® + 2(125.."23,-‘ + a;2°

Supondo a3 # 0, temos que

()Bof ~» aa,z® em 8,f, que nao pode ser obtido de 8, f.

Supondo as # 0, temos que

(@)8yf ~ 3a,az’y em 8,f — (B8)8of ~» Ba,z® em 8yf, que ndo pode ser obtido de 8, f.

Logo, temos neste caso que (1,2) € E(< 8f >).

Caso a; = 0, temos que

o f asy® + 2a92y° + daoz®

T 4a4y3 + 3(133:92 + 2&22:23;

Agora, se ag = 0, teremos (2,1) € E(< f >). Logo, suponhamos a2 # 0.
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Desta forma, teremos (2,1) € Fr(E(< df >)). Também,

(@ f) ~ dagaz® em 8, f, que nao pode ser obtido de s f.

Da mesma forma. se as # 0, teremos

(8)8af ~» 2a28z°y em dof, que nao pode ser obtido de 0 f.

Portanto, neste caso(a; = 0), temos que (1,2) € E(< af >).

Caso ag,a; # 0.

Temos que

& f = asy®+ 2a02y* + 3a,2°%y + 4apz®

Oof = dagy® + 3aszy® + 2a02°y + a z°

Observemos que a unica forma de obtermos g €< df > tal que ordem(g) = (2,1) é

fazendo

61f p (_ﬁ)aﬁfy

3 e a1z°. Porém, este é também o tinico

com [ = 4ap/a;, anulando assim os mondémios 4aoz
meio de obtermos h €< 8f > tal que ordem(h) = (1,2).

Logo, para que (1,2) € E(< 8f >), deveremos ter necessariamente 3a; — 28a> = 0.
Mas isto acarreta (2,1) € E(< af >).

Portanto, concluimos também neste caso que é impossivel (2,1),(1,2) € E(< df >), e

provamos assim nossa afirmacao. O

(*) A=(5,1,1,1,1),(4,2,1,1,1),(3,3,1,1,1) nao sao Newton-gradientes.

Prova. Temos que
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G'/\ = {(U, 0)! sy (01 4); (Ir 0)! (2v O)v (31 0)1 (4v0)}|
{(0,0),...,(0,3),(1,0),(1,1),(2,0),(3,0),(4,0)} e
{(0,0),(0,1),(0,2), (1,0), (1,1),(1,2),(2,0), (3,0, (4,0))},

respectivamente. Portanto, supondo que em todos os casos A seja Newton-gradiente, teremos

que existe fy € ﬁ-f:? com v(fy) =9 tal que

Z: — E(< 8f\>) = Gy

para cada A.
Dai, teremos que (5,0) € Fr(E(< @f >)) para cada A. Logo, sera preciso que

& f &% f
S 0,0
556 (0:0) # 0 ou T

e que
2£(0,0) 2£(0,0)
0,0) 5225 (0,0)
(0,0) 5255-(0,0)

(0,0) 52150, 0)

T

Desta forma, temos que os tinicos Poligonos de Newton com v(f) = 9 que satisfazem

estas condigoes sao:

No caso (1), podemos supor que a expressao de f é dada por
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[(,y) = agy® + a1a®y + agz"® + baly + cay?® + da?y?,

com aj,as # 0, pois f é E-suficiente com relagao a {(1,1)} e a {(2,1)}. Lembremos que
para A = (5,1,1,1,1) estamos supondo (1,1) € Fr(E(< 8f >)), e para A = (4,2,1,1,1) e
A= (3,3,1,1,1) estamos supondo (2,1) € Fr(E(< 8f >)).

Temos que

< df >=< 5(11:1:43; +.10a0z® + 6bz’y + cy“2 + Qd.:::yg, a0y + a1z’ + baS + ey + 2dz’y > .

Agora, como ag # 0, temos que
(a2?)0of ~ aa12” em Oof — (Bx)dof ~+ fa1z® em Oof —

(7)02f ~ ya,2° em Oof, que nao pode ser obtido de &, f.

Logo, concluimos que (2,1) € E(< 8f >), e com mals razao (1,1) € E(< df >).
Portanto, as escadas relacionadas a A = (5,1,1,1,1),(4,2,1,1,1),(3,3,1,1,1) nao podem

scer obtidas deste poligono.
No caso (2), podemos supor que a expressao de f é dada por
f(2,y) = aezy® + a12%y + aoz® + ba’y + ca?y?,

com a, ay, az # 0, pois f é E-suficiente com relagao a {(1,1)} ea {(2,1)}.

Temos que

< 8f >=< agy® + 5a12ty + 8aoz” + 6ba’y + 2caxy®, 2a0zy + a12® + bz’ + 2c2%y > .

Como ag /£ 0, temos que

(az)dof ~ aa12® em dof — (B)af ~» Barz® em Hof, que nao pode ser obtido de 8, f.
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Logo, concluimos que (2.1) € E(< df >), e com mais razao (1,1) ¢ E(< af >).

Portanto, as escadas relacionadas a A = (5,1,1,1,1),(4.2.1,1,1),(3,3,1,1,1) nao podem

ser obtidas deste poligono.

Portanto, provamos nossa afirmacao.

(*) A=(4,1,1,1,1,1) nao é Newton-gradiente.
Prova. De fato, suponhamos o contrario. Logo, existe f € M3 com v(f) = 9 tal que

Z: - E(< 8f >) = Gui1111 = {(0,0),...,(0,3),(1,0), (2,0), (3,0), (4,0), (5 0)}.

Logo,teremos (6,0) € Fr(E(< df >)). Dali, sera preciso que

& f o'f
527(0:0) #0 0 5752-(0,0) #0

32
2£(0,0)

5225-(0,0)
5235:(0,0)
5225(0,0)
5255, (0,0)

Desta forma, temos que os tnicos Poligonos de Newton com v(f) = 9 satisfazendo estas

condigoes sao os mesmos descritos anteriormente.

No caso (1), podemos supor que a expressao de f é dada por
f(z.y) = a2y® + a12% + agz™® + bz Ty,

com ag,aj,ae # 0, pois f é E-suficiente com relagao a {(1,1)}. Lembremos que estamos

supondo (1,1) € Fr(E(< 8f >)).
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Temos que

< 8f >=< 6a 2%y + 10a0z’ + 7628y, 2a0y + a,12% + bz” > .

Como ap # 0, temos

(ax)dof ~» aarz” em dof — (B)0of ~ Ba;z® em 8of, que nao pode ser obtido de &, f.

Portanto, a escada relacionada a particao A = (4,1, 1,1, 1, 1) nao pode ser obtida deste
poligono.
No caso (2), podemos supor que a expressao de f é dada por
f(z,y) = aszy® + a12°% + aoz®,

com ag, a1, as # 0, pois f é E-suficiente com relacao a {(1,1)}.

Temos que

< 8f >=< .te:gy2 + 6a,z°%y + 8aoz’, 2a0zy + a1z > .

Como as # 0, temos

(@)8af ~» aa 2’ em 8of, que ndo pode ser obtido de 0; f.

Portanto, a escada relacionada a particio A = (4,1,1,1,1,1) nao pode ser obtida deste

poligono, e provamos portanto nossa afirmacao. a

§8. Uma conexao entre o nimero de partigcoes do tipo Newton-gradiente, a
“falsa” série de Hilbert e o niimero de covariantes de uma forma binaria de

grau n.

Definigao 8.1(*) Denotamos por v(1) o nimero de partigcoes de p do tipo Newton-gradiente.

Provamos, portanto. o seguinte teorema:
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Teorema 8.1 (*)

onde p(n) € o numero de partigoes de n.

Obtemos assim a seguinte seqiiéncia para v(u), 1 < pu <9:

1522305 6010.510F13 15, .

Recentemente, encontramos uma seqiiéncia muito parecida com esta em [18]. Ao per-
guntarmos por uma referéncia. N.J.A. Sloane nos indicou [1]. Vamos agora interpretar a
série encontrada conforme [1].

Seja G um grupo com p elementos, onde p é um nimero primo, e seja k um corpo de

caracteristica p. Entao
Vo2 k[z]/(z — 1), paran =1,2,...,p

sao os unicos indecomponiveis k[G]-médulos (observemos que V, = k[G] é livre). A r-ésima
poténcia simétrica SV, pode ser escrita como uma soma direta de indecomponiveis. Seja

bnr 0 nimero de indecomponiveis para p > nr + 1 e definamos a “falsa” série de Hilbert por

wﬂ(t) — Z bn,rtr-
r=0

Uma maneira de encontrar e.g., ¥3(t) é de fato computar as decomposi¢oes de S™V, e

contar os componentes. Entao temos a seguinte seqiiéncia para b3 ,:

1,1,2,3,5,6.8,10, 13, 15, 18, 21, 25, 28, 32, 36, 41, 45, 50, . . .
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Observagao. Os iltimos 5 termos foram tirados de [18].

Consideremos agora uma forma binaria de grau n

n

n |
fley) =3 a;z""y' ; a; € Q.

i=0 1

Entao um polinémio

m
F(ag, ... amz,y) = Y _c;z™ 7y,
7=0

onde ¢; = cj(ao, .. ., an) sao polindmios com coeficientes inteiros, é chamado de um covariante

de indice A e ordem m se a condi¢do seguinte for satisfeita:

Facamos a substituigao

I

Y

com det T # 0. A forma f se torna

f(z,y) ATk

n
i=0 i

An, €, 1) = (det T)*F(ao, ..., an z,Y).

Atribua um peso k a ax. Entao cj(ao,...,an) € homogénea de grau r, onde

nr=2A+m
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e é isobarica (todos os termos tém o mesmo peso) de peso A + j.

Definigao 8.2 Denotamos por p(r,m,n) o nimero de parligoes de n em alé m partes, todas

de tamanho < r.

Proposigao 8.1 (Faa di Bruno) (i) F' € unicamente determinado pelo seu termo dominante
Co.
(ii) O numero de covariantes linearmente independentes F' da n-forma f com termo

dominante co de graur €

s 20,

Agora, fixando r = 3 e-variando n, obtemos a seqiiéncia:

1,1,2,3,5,6,8,10, 13, 15, 18, 21, 25, 28, 32, 36, 41, 45, 50, . . .

que é nada mais que nossa seqiiéncia anterior,(para bs,). De fato, em [1] é provado que as
duas seqiiéncias sao iguais.

Diante destes fatos, fazemos a seguinte conjectura:
Conjectura 8.1 (*) v(u) > p(u, 3, L%J)
Observagao. Até o momento, sabemos que

v(10) > 23 > 18 = p(10, 3, 15).

Agora, para fazermos uma classificagao das partigoes que nao sao do tipo Newton-

gradiente nem do tipo gradiente, foi necessario darmos atengao especial aos Poligonos de

Newton que possam representar funcdes f € M3 tais que v(f) < u(f).
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§9. Estudo dos Poligonos de Newton de fungoes f € M% que nao sao SQH, para

1< v(f) < 8.

eLista dos possiveis Poligonos de Newton que representem fungoes nao SQH.
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Como consequiéncia imediata desta lista, temos o seguinte resultado:
Corolério 9.1 (*) Nao existe f € M3 com v(f) =2 e u(f) > 2.

Temos que os poligonos do tipo

12

que possuem v(f) = 2n — 1, n > 1, fornecem escadas do tipo

R

Cd

1

onde k > 2n — 1, ou k = oo, pelo fato de (1,0) € Fr(E(< af >)).

Os poligonos do tipo
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onde k > 2n — 1, ou k = oo, pelo fato de (1,1) € Fr(E(< f >)).
Prova (*). Sem perda de generalidade, podemos supor que f ¢ dada por

' i -]
flz,y) = agy*" ! + a1zy™ + agz’y + ZB,-:L‘" + Zijjy,

i=3 J=3

com ap, ay, as # 0, pois outros monémios “nao colaboram” para uma possivel nao-obtenc¢ao

do mondémio zy.
Temos que
T : L] ;
<adf> = <a1y™+ 2a2zy + ZiBia:'"l 1 ZjC’jx’_ly,
i=3 j=3

s
(2n — 1)agy®®™V + nayzy™! + aoa® + ZC_,-:rj >
§=3

Agora, fazendo

. ~iB; ;_
(1+—Z =)0, Ik (= >0 =5\ 0nf,

=3 2 i=3 02
obtemos (1,1) € E(< af >).
Primeiras conseqiiéncias.

9.1) Observando os poligonos I'(f) da lista anterior, vemos que todos possuem uma

propriedade em comum:

[ (1,0) € Fr(E(< 8f >))

(2,0) € Fr(E(< of >))
ou
(3,0) € Fr(E(< af >))

ou

| (4,0) € Fr(L(< df >))
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para f € M3, genérica, nao SQH, obtida através de um dos poligonos I'(f).

Portanto, concluimos que as particoes A = (5,1,1,1,1),(4,2,1,1,1), (4,1,1,1,1, 1),

(3,3,1,1,1),(4,1,1,1,1) nao sao do tipo gradiente, i.e., nao existe f € M3 tal que

Z: — E(< 8f >) =G,

Prova (*). De fato, ja provamos que estas parti¢goes nao sio do tipo Newton-gradiente.

Logo, considerando 9.1, temos o resultado.

Afirmagao 9.1 Seja f € M3, f = fo+ f1, onde fo é QH(d;a,b) e filt@pf1 > d. Entao, se

it(fo) < oo, teremos necessariamente u(f) = v(f).

De fato, por defini¢ao teremos que f sera SQH(d;a,b), e portanto pelo Teorema 3.1

u(f) = v(f). Logo, para que u(f) > v(f), sera preciso que u(fo) = oo.

9.2) Consideremos agora o poligono

e mostremos que (1,1) € E(< 8f >), para f € M3 nao SQH, obtida deste poligono.

Podemos supor que a expressao de f ¢ dada por

f(2,y) = a2y® + a12°y + aga® +bay® + ca’y,
fo

com a} = 4agas, ag,ay,as # 0, pois f é E-suficiente com relacao a {(1,1)}, e queremos que
1(fo) = oo, (pela Afirmacgao 9.1). Logo, pela Proposicao 2.1 e pelo Teorema 2.1, deveremos

- 0
ter necessariamente ay = 4apaz, ag, a1, az # 0.
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Temos que
< 8f >=< 3a12%y + Gag;r:‘a + by® + dezy, 2a0y + aya® + 2bay + cat > .
Como a # 0, temos
(az)éof ~» aayz* em dof — (B)Oof ~» Ba,z® em Oaf, que nao pode ser obtido de 8, f.

Logo, temos que (1,1) € E(< df >).

Observagao. Mais ainda, temos que (2,1) € E(< df >), pelo fato de af = 4agas,

agp, ay, as # 0.

9.3) Agora, consideremos o poligono

e mostremos que (1,1) & E(< f >) para f € M3 nao SQH, obtida deste poligono.

Podemos supor que a expressao de f é dada por

f(x,y) = aay® + a22y® + a12%y + aoa®,

fo

com aj = 4agas, ag,ai,as # 0, pois f é E-suficiente com relagao a {(1,1)}, e queremos que

i(fo) = oo.

Temos que

<iof >=¢ agy2 + 3a1:t:2y + 5agz?, 3a3y2 + 2a0zy + a12° > .

Agora, como as # 0, temos que
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2a02y em Oof ~» a1z® em dof,

que nao pode ser obtido de &, f.

Logo, (1,1) € E(< df >).

Conclusao. Através de 9.2) e 9.8), podemos concluir que as partigées A = (7,1,1), (6,1, 1),

(5,1,1),(4,1,1) nao sao do tipo gradiente.

9.4) Consideremos o poligono

e mostremos que (2,1) € E(< df >), para f € M? nao SQH, obtida deste poligono.

Podemos supor que a expressao de f é dada por

f(z,y) = ftgyg + a1m4y + aorr:SJ +bzy? + cxby + dzby + ex®y?
fo

com ai = 4agas, ag,a;,as # 0, pois f é E-suficiente com relagao a {(2,1)} e & {(1,1)}, e
queremos que /i(fo) = oo.

Temos que

<df > = < 4a12%y + 8apx” + by? + Scaty + 6dz’y + 2exy?,
2a0y + a1zt + 2bzy + ca® + 2da’y + ex® > .

Como as # 0, temos

(a:z:z]agf ~ aaiz® em dof, que nao pode ser obtido de 8, f.
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Logo, (2,1) &€ E(< 0f >), e co-m mais razao (1,1) € E(< af >).

Observacao. Mais ainda, temos que (3,1) € E(< df >), pelo fato de a? = dagas,

o, a1, ao # 0.

9.5) Consideremos o poligono

e mostremos que (2,1) € E(< @f >), para f € M? nao SQH, obtida deste poligono.

Podemos supor que a expressao de f é dada por

f(2,y) = asy’® + aszy® + ayzy + aga” +ba’y” + 2y,

fo

com aj = 4agas, ag,ay,as # 0, pois f é E-suficiente com relagao a {(2,1)} e & {(1,1)}, e
queremos que p(fp) = o0o.

Temos que

< dfi>=< a2y2 + 4a1:r3y + Taoz® + 2bzy® + 5caty, 3asy® + 2a02y + a3t + 202y + cz® > .

Como ag # 0, temos

(az)daf ~» aaz® em dof, que nao pode ser obtido de &, f.

Logo, (2,1) € E(< @f >), e com mais razao (1,1) € E(< af >).

Conclusao. Podemos concluir de 9.4) e 9.5) que as particoes
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Xi=(6,1:,1),(5,1,1,1), (4,152, 1)
e as parligoes
N=(5121,1),(4.3,1;1),(4;2.1; 1,)
nao sao do tipo gradiente. .
Desta forma, provamos:

Teorema 9.1 (*). As parligoes

i) (4,:1,1);

1) A= (D, 1,1),(4,:1,1:1);

g3k = G (5 N1 S1E1 )R (4SSN TANT S AWTR T8 1 )<

iv) A= (7,1,1),(6,1,1,1),(5,2,1,1),(5,1,1,1,1),(4,3,1,1), (4,2,1,1,1), (4,1,1,1,1,1),

(353111

nao sao do tipo gradiente.
Definigao 9.1 (*) Denotamos por g(p) o numero de partigoes de p do lipo gradiente.
Teorema 9.2 (*) g(u) < p(p), p > 6.

Prova. IS suficiente mostrarmos que A = (n,1,1), n > 4 nao é do tipo gradiente.

Portanto, supondo que A = (n,1,1), n > 4 seja gradiente, existira f € MQE tal que

Z: — E(<0f >) =Gy ={0,0),...,(0,n—1),(1,0),(2,0)},

¢ portanto (3,0),(1,1) € Fr(E(< 8f >)). Logo, sera preciso que

o*f o*f

5230, 0) # 0 ou (0,0) # 0,
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62
=0, Z£0,0) =

0
0, 525000 = 0

e também que

&f : o2 f
W(0,0) 7'5 0 ou 8—y2(0, 0) 7& 0

Logo, os tinicos Poligonos de Newton I'(f), f € M3 tais que
(4,0) ou (3,1) € I'+(f)
(0,2) ou (1,2) € T4 (f)
(3! 0)! (2r 1)1 (2r 0): (11 1) g F-i—(f)

No caso (1), temos que f é SQH(10;2,5), pois podemos escrever f = fo + fi, com

fo QH(10;2,5), filties)f1 > 10, e p(fo) < oo. Portanto, u(f) = 4.

No caso (2), temos que (1,1) € E(< 8f >), pois a demonstragao é totalmente analoga

a do item 9.2)

No caso (3), temos que f é SQH(8;2,3), pois podemos escrever f = fo + f1, com

fo QH(8;2,3), filtwsfi > 8, e u(fo) < co. Portanto, u(f) = 5.
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No caso (4), temos que (1.1) € E(< df >), como no item 9.3).
Teorema 9.3 (*) Nao existe [ € Mo tal que < f >= M5, k> 2.

Prova. De fato, se < df >= M%, entao f € M§“, e

<df > M§

/ g-t-l .»Mg-'-l

Portanto,

0nf,i*af] g = [2*,2" Ny, .

dimp [fiz* y l zy !
temos uma contradicao.
Observagao. O teorema vale para f € M,, n > 2.
§10. Conclusoes.
) v(p) =pp), 1<p <4
2) g(u) =p(p), 1S <5
3) v(w) = g(n), n(f) =1.2,3.4,6.

4) g(p) < p(p), 1<pu <6

5) v(p) < g(u), pu(f) =2k+1. k> 2.

6) Seja Z C MZ um ideal. Logo, se Zi — E(Z) = G, para algum X pertencente a lista dada

pelo Teorema 9.1, entdo nao existe f € M# tal que Z =< 8f >.
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6.1) A reciproca nao é verdadeira. De fato, consideremos Z = Mff =< % zy,y° >.

Sabemos que nao existe f € M3 tal que T =< df >, porém

Z: - E(I) = G,

6.2) Consideremos f(z,y) = z°y + y*. Temos que E(M3) = E(< df >), porém
M3 #£< dg >, Vg € M3.
Da mesma forma. E(M3) = E(< 0f >), para f(z,y) = 2°y + ay*. Porém,

M3 #£< 8g >, Vg € M3

Observacgao. E interessante notar que:

1) A = (3,2) nao é Newton-gradiente, mas A = (4, 3,2) é.

2) A=(4,3,1) e A = (4.3,1,1) nao sao Newton-gradientes, mas A = (4,3,1,1.1) e
A=(4,3,1,1,1,1) sio.

3) X = (4,2,2) nao é Newton-gradiente, mas A = (4,2,2,2) é.

§11. Particoes do tipo gradiente que nao sao Newton-gradientes.

Provamos na se¢ao §4 que as parti¢ées A = (3,2), (4, 3), (5,4) néao sao do tipo Newton-

gradiente, porém sao do tipo gradiente. Mostraremos agora que também as partigoes

A=(3,22),(33,2),(431),3222),(33.2,1)

sao do tipo gradiente. (Ja provamos que elas nao sao Newton-gradientes).

(*) A=(3,2,2) é do tipo gradiente.

Prova. De fato, sejam f(z,y) = z° +¢%, ¢(z,y) = (2* + y, ) um germe de difeomorfismo,

e consideremos
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9(z.y) = (f o )(z,y) = (a° +y)* +

Agora, como M} C< 8f >, temos pelo Corolario 4.1 que

Mic< dg > .

Temos que

< 99 >=<32° + 3z +427,2° +y
; 2 P s

A B
e portanto (3,0) € Fr(E(< dg >)). Também,

(y? — z%)B = y* — b,

(zy — z*)B = zy® — z”.

y3, :ty2 €< dg > .
Agora, como u(g) = u(f) = 7, temos necessariamente que
(0,3),(1,2) € Fr(E(< 8g >)),

provando que

Z: - E(< 89 >) = G(329)

(*) A =(3,8,2) é do tipo gradiente.

8

I .

>,

Prova. De fato, sejam f(z,y) = 2> +3° , ¢(z,y) = (2° + y, ) um germe de difeomorfismo,

e consideremos
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9(z.y)= (fop)(z,y) = (z° +y)* + 2°.

Agora, como M§ C< df >, temos pelo Corolario 4.1 que

MEC<dg>.

Temos que

< 89 >=< 225 + 22%y + 328, 2% + y >,
LS -~ \—E—/
A

e portanto (3,0) € Fr(E(< 8g >)). Também,

(¥ — 2’y +2%)B =y* +2°.

¥} €< dg > .
Agora, como p(g) = u(f) = 8, temos necessariamente que
0,3),(2,2) € Fr(E(< 89 >)),

provando que

ZE_ = E(< dg >) = G(3,3'2).

(*) A =1(4,3,1) é do tipo gradiente.

Prova. De fato, sejam f(z,y) = 2%y +y" , ¢(z,y) = (z* +y, z) um germe de difeomorfismo,

e consideremos
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) -

9(z.y) = (fop)(z,y) = z(z® +y)* +2".

Agora, como Mj; C< df >, temos pelo Corolario 4.1 que

M} c< dg>.

Temos que

< 8g >=< 5z + 6%y + y* + 728, 2% + zy >,
B

e portanto (3,0) € Fr(E(< 8g >)). Agora, fazendo
(ay + b2%)019 + (cz® + dzy)B,
obtemos
(5a + 6b + ¢ + d)z*y + (6a 4 b + d)z>y* + (5b + ¢)z® + ay® + Tazby + Tb2°.

Portanto, para que y* €< dg >, devemos resolver o sistema linear homogéneo

5a + 6b + ¢ 4. .d 0 1)
6a + b + d 0" i)
5b + c 0 iii)

Mas, fazendo ii) — i) + iii), obtemos a = 0. Portanto,
3
Yy~ €< dg >,
pois a iinica maneira de eventualmente obtermos y®> €< dg > seria fazendo

(ay + bz?)d1g + (cz® + dzy)dayg.
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Mostremos agora que y* €< dg >. De fato. temos que
2 _ 62%y)b1g + 312%y B = y* + 728 + 25y — 4228y,
y Y ) y

e daf y* €< 89 >.

Além disso,
o9 + (—=5z — ?.-1:3)8 = 2%y — T2ty + v°,
e portanto (2,1) € E(< dg >).
Observemos também que (1,1) ¢ E(< dg >). Agora, como u(g) = u(f) =8 e
(0,4),(2,1) € Fr(E(< 99 >)),
teremos necessariamente que (1.3) € Fr(E(< dg >)), e portanto

Zi — E(( dg >) = G(‘;,g,l)‘

(*) A =(8,2,2,2) é do tipo gradiente.

Prova. De fato, sejam f(z,y) = 22+ 40, ¢(z,y) = (z* + y, ) um germe de difeomorfismo,

e consideremos

9(z.y) = (fop)(z,y) = (z* +y)* + 2.

Agora, como M3 C< df >, temos pelo Corolério 4.1 que

M3 Cc< g > .
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Temos que

< 8g >=< 4z + 42y +52°, 2 + ¢
~ - S —’
A B

e portanto (4,0) € Fr(E(< dg >)). Também,

(v* — z*y)B = y° — 2%,

(zy — 2%)B = zy* - z°.

y2, 2y’ €< dg > .
Agora, como u(g) = p(f) = 9, temos necessariamente que
(0,3),(1,2) € Fr(E(< 99 >)),

provando que

Z2 - E(< 89 >) = G2z

yieye )

(*) A =(3,3,2,1) é do tipo gradiente.

>,

Prova. De fato, sejam f(z,y) = 2%y +4® , ¢(z,y) = (z* +y, ) um germe de difeomorfismo,

e consideremos

Agora, como M$ C< df >, temos pelo Corolario 4.1 que
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MS§ Cc< dg > .

Temos que

< 8g >=< T2% + 8% +y* + 827, ' + zy >,
B

e portanto (4,0) € Fr(E(< 8g >)). Agora, temos que
(y — 82%)d1g + 572° B = 4> + 82"y + 2° — 642,
e portanto y° €< dg >. Também,
019 + (=7z% — 82%)B = 2%y + y* — 827y,
e portanto (3,1) € E(< dg >). Agora, como u(g) = u(f) = 9, temos que
(0,3) € Fr(E(< 99 >)).
Agora, como (3,1) € E(< dg >), teremos necessariamente que
(3,1),(2,2) € Fr(E(< 8g >)),

provando que

Z?'_ — E(( Bg >) = G(3,3,2‘1).

O

Temos portanto uma pequena quantidade de parti¢cées que ainda podem ser do tipo

gradiente, mas acreditamos na seguinte conjectura:

Conjectura 11.1 (*) As particoes
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A= (4,2,1),
A= (6,2),(521),(4,22),
A= (7.2).(6,3),(6,2,1),(4,2,2,1)

nao sao do tipo gradiente.

Relacionaremos a seguir os conceitos p(u), v(p) e g(p) para p < 9:

5
7t
11 10
15 (12)
22 (15) (2)
30 18) | 12) | (3)

Observagao. Estamos denotando p = p(p), v = v(u), g = g(p). Além disso, os nimeros

entre parénteses estao em relagao direta com a Conjectura 11.1.
§12. Estudo das partigoes do tipo A =(n,n—1,...,2,1), n> 2.

Como vimos na se¢ao §7. temos que

E(< 8f >) = E(M3),

para f(z,y) = 2%y +y° v(f) =3, e que
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E(< 8f >) = E(M3),

para f(z,y) = 2%y + zy°, v(f) =6.
Mostremos agora que
E(< 8f >) = E(M3),
para f(z,y) = 2% + z%y + 9%, v(f) = 10.

Prova (*). De fato, mostremos primeiro que

u(f) = v(f) = 10.

Temos que

< 8f >=< 62% + 423y, z* + 3% > .

0, f=0 z(62° + 4z°y)
=
y dof =0 y(z* + 3y?)

(w)

r=0 ou 3z%+ 2y

y=0 ou z*+ 3y?

Suponhamos entdo que o sistema (w) tenha solugao em C* — {(0,0)}. Portanto, como

o eixo ¢ = () e 0 eixo y = 0 nao sao solugdes de (w), teremos que
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9z%y — 2z* = 0, i.e., z3(9y — 22%) = 0.

Portanto,
z=0o0uy=2/9 z°
o que é um absurdo, pois nenhuma dessas curvas é solugao de (w).

Portanto, temos que f é nao degenerada segundo Kouchnirenko, e dai

u(f) = v(f) = 10.

Continuando nosso raciocinio, vemos que

(4,0) € Fr(E(< of >)).

Além disso,

O f + (—62)8of = 4zy — 18zy7,

e portanto (3,1) € EF(< 8f >). Agora, como (2,1) € E(< @f >), temos que
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(3.1) € Fr(E(< af >)).

Também,
(=1/6)z O\f + (22 +2/3 y)daof = 3a2y? + 2°,
e portanto (2,2) € E(< df >). Agora, temos que
(1,2) € E(< 8f >),
pois

(az)8of ~ az® em 8of — (8)8,f ~»4Bz°y em 8, f, que nio pode ser obtido de of.

Logo, temos que
(2,2) € Fr(E(< of >)).
Finalmente, como u(f) = v(f) = 10, teremos necessariamente que
(1,3),(0,4) € Fr(E(< af >)).

Portanto, concluimos que

Z: —E(< 8f >) = G321 = Zi — E(M3),
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Observagao. Poderiamos ter chegado a mesma conclusao observando que:
i) (3,0) € E(< of >).
ii) (2,1) € E(< af >).
iii) (1,2) € E(< of >).

iv) (0,3) € E(< &f >), pois
(ay)of ~ az'y em Oof (bz)d, f ~» 6bz® em O, f — (cz®)Oof ~» 3ca?y® em Oaf,

que nao pode ser obtido de 0, f.

Desta forma, teriamos necessariamente que
2 .
Z. - E(< 0f >) = Gaz,),

pois este é o tinico subconjunto de Z* do tipo G, possuindo 10 elementos e “contendo G (321)

em seu interior”. Esta afirmacao é no sentido seguinte:

Sejam R, S C Zi. Entao

R Cint S se, e somente se (i,j) € R= (i +1,7),(i,7 +1) € S.

Estudo das partiges do tipo A = (2(k—1),2k-3,...,2,1), k > 3.
Considere a fungao f(z,y) = 2% + z**~Vy + y*. Temos que

< 8f >=< 2kz®*1 + 2(k — 1)z 3y, 2% 4 gyl >

Logo, vemos que

(2(k — 1),0) € Fr(E(< 8f >)).
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Também. como

(2k - 3,1) € E(< of >).
(2(k—2),1) € E(< 0f >),

temos que

(2k — 3.1) € Fr(E(< of >)).

Além disso,
(=1/2)x 01f + (ka® + (k — 1)y)dof = k*a®y*" + k(k — 1)y*,
e portanto (2, k — 1) € E(< df >). Agora, observemos que
i) (2,k—-2) g E(< 0f >).
ii) (1,k—1) € E(< 8f >), pois
(az)dof ~ az® ' em dof — (B8)01f ~» 28(k — 1)2%*~3y em 8, f,
que nao pode ser obtido de &»f.

Portanto,

2, (k — 1)) € Fr(E(< 8f >)).

2(k-1

Mostremos agora que y ) €< 8f >. Temos que

&2 k=2
(Z ai:rg(k—!)—?)yt)alf + (bxg(k—-l] + Cyk_l)an 2k Qkaom‘l(k—l) £ (Z: 2ka;x2(2k_!_2)y!)—|—
i=0

i=1

k-1

+(Z 2(k — l)a(z-_u.z:z(%'i_e)yi) L e 4 bkxﬁfk“”yk"l + cxg(k_l)yk‘1 4 ckyr“)(k"l).

i:]_

Logo, queremos resolver o sistema linear homogéneo
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2&‘&0 +b=20

\_ kag-2) +

| bk +c+2(k -

Agora, fazendo b = —2k. teremos

.

Portanto,

k-1

a(k-2) = (—1)%2 (T

acarretando

kk ix (_l)k—l(k 3= I)k—l

c=2 P

Portanto, temos que y**~!) €< &f >, o que significa que
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u(f) = #(Z2 — E(< 9f >)) < .

Agora, como f é QH(2k:1.2) com u(f) < oc, concluimos que
[ é SQH(2k:1,2),

e portanto

p(f) = (k= 1)(2k = 1) (= v(f)).

Somando isso ao fato de que
i) (2(k — 1),0) € Fr(E(< 8f >)),
ii) (2k — 3,1) € Fr(E(< af >)),
iii) (2,k — 1) € Fr(E(< 8f >)),
iv) (2(k —2),k —2) & E(< 8f >),
v) (0,2(k—1)) € E(< 8f >).
teremos necessariamente
(0,2(k — 1)), (1,2k — 3) € Fr(E(< of >)),

e vemos portanto que E(< df >) é tal que

72 ='Bl<df >) =Gy,
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A= (2(k—1),2k-3.k—1

2k-5 vezes

Observagao. Notemos que quando k = 3, teremos A = (4,3,2, 1).

Seja agora £ = (zo... ., zx—1) e consideremos a (k + 1)-upla

Acabamos de mostrar que

foo(z,y) = 2% + 225Dy 4 4F

é SQH(2k;1,2), com

w(feo) = (k= 1)(2k — 1),

onde 6y = (1,1,0,...,0,1).

Agora, pelo Teorema de Damon([6]), sabemos que para € ~ 0 teremos

1(fo.) < n(foo)-
Dai, como fy, ¢ QH(2k:1,2), teremos para £ ~ 0 que fy_¢ SQH(2k; 1,2), e portanto

u(fo.) = (k = 1)(2k — 1) = u(feo)-
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Agora, se mostrarmos que

(2(k = 1) = (i +1),1) € E(< 8fy, >),

para.=0,1,..., 2k — 3. estaremos provando que

Z: - E(< 8fg. >) = Ga,

para A = (2(k — 1)t 26==3 13 ° 2.1), pois este é o unico subconjunto de Z?; do tipo Gy

possuindo (k — 1)(2k — 1) elementos, “contendo G (ox—32(k—2)...2,1) €m seu interior”.

Para efeito de simplificacao, escrevamos f ao invés de fy,. Logo, teremos que mostrar

que
i) (2(k—5s)—3,2s) g E(<8f >),paral <s< k—2,

i) (2(k—s—2)—3,2s+1) g E(< 8f >), para 1< s< k—2,
pois (2k — 3,0), (2(k — 2),1) ¢ E(< 8f >), claramente.

Primeiramente, observemos que o fato de f ser QH(2k;1,2) implica 8, f ser QH(2k —
1;1,2) e 8of ser QH(2(k — 1):1.2). Logo, fazendo a mudanca de variaveis

teremos

Oif =at® =, Gf = WA,

Agora, no caso i), como queremos mostrar que

(2(k—s)—3,25) € E(<df >), 1<s< k-2,
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deveremos tentar obter o monomio

através de 0, f e 0af , de forma a esgotar todas as possibilidades.

Agora, usando a mudanca de variaveis acima, temos que

g2 k=9)=3, 28 _ 12(k+5)=3

e portanto deveremos multiplicar 8;f por ft**~V) e 8,f por 7t**~! de forma a obter o

monomio desejado, i.e..

(_.%2(3—1) )(atﬁkwl) i (A‘r,tﬁs—l ) (btﬁ(k—l))_

Agora, “desomogeneizando” estes monomios, obtemos

s—1

s—1
(X aia®* 1990, f + (3 bia™* 0~y ")anf.
i=0 i=0

Lembramos que

k-1
< Of >=< 2kz®*1 +2(k — 1)z%* 3y + 3 2(k — j)e;a**I1yd,
j=2

k-1 .
26=1) 4 2502k-Dy 1 57 (5 + 1)ejaz(k—j — 1)y >
=2

Logo, temos que

s—=1

Pt e ¥ s k—2
(Z a;x (s—1 l)yl)alf — 801,2(’64-8) 3 dL cle(k+8) 5y et c(s—-l)—,—(k——o])x'ys“- g
i=0

s=1
onde ¢, = Za,-?(k —r 4 i)e,_;, cOm
i=0
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0<r<2s-—1

1<s<k-2
pois os mondmios com coeficiente cos4;, j > 0 nao nos interessam, pelo fato de sua poténcia
em y ser maior que 2s — 1.

Da mesma forma. temos que

s-—1
(Z bi$2(s—t}—lyt)82f 2 dg$2(k+s‘)_3 I dle(k+8}—5y St d(s—1)+(k_1)$y3+k_2,
i=0

s—1
onde d, = be(?” —i+1)ep_jiy, cOm
i=0

0<r<2s-1

P =a< k)

Observemos agora que estamos considerando

Eo=¢€ =€ =1,
E_g=0. t=1,2,...

€k+j:0, j'—"~1,2,

No caso ii), queremos mostrar que

(2(k—s5—-2),25+1)€E(<8f >), 1<s< k-2,

e raciocinando da mesma forma que no caso i), vemos que sera necessario fazermos

s—1 8
(Zaixﬂs—t)—lyz)alf 1D (Z bixﬁ(sﬂ)yz)a?f_
i=0 i=0

Logo, teremos

AVA
AVAVEY
VaY

2 3 4 5 6 if unesp 1 12 13 14 15 16 17 18



=1
2, s+k=2

e (sl) =1} . _O(k+e— ~ o(k+s—2 E 2
(Zazﬂ: (0=0=1y19, f = Goa®*+2=1) 4 ,2%*+*=Dy 4 ... 4 Eomtyre-1)2°Y
i=0

s—1
onde ¢, = Za,ﬂ(k —r 4+ i)ér—i, cOM
i=0

pois os monomios com coeficiente ¢os+1+5, j > 0 nao nos interessam, pelo fato de sua poténcia

em y ser maior que 2s.
Da mesma forma. temos que

8
(Zgimz(s-i)y:‘)agf L Jox‘z{k-o-s—l) +dyz2Xkte=2y 4 .y Js+(k_1;ys+k_l.
i=0

bi(r — i + 1)ep—i—1, com
i=0

0<m<2s

1<s<k-2

Da mesma forma, estamos considerando

Observemos agora que teremos no caso (i) um sistema linear homogéneo com 2s equagoes

e 2s incoégnitas, onde as 2s incognitas sao ag,ay,...,ag-1,bo,b1,...,bs_1, € a matriz dos
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coeficientes é dada por:

2keq 0
2(k — 1), 2keq

Q(k—j):‘j 2(k‘—j+])8j_1 s 0 (j-*‘l)é‘_;.;.l jEJ'

\ 2(k — 25+ 1)egs—1 2(k — 25 + 2)e(s-1) - -- (2s)e2s

ou seja,

(m,‘j) = 2“3 —1 +j)£i_j

1 S i S 2s (E = j' +3 4 1)65_3‘4_3_,_1

Da mesma forma. no caso (ii) teremos

1<i<2s+1 (i—7+ s+ 1)ei—jrat1 s+1<j<2s+1

Logo, temos de provar que estas matrizes tém como determinante polinémios nao nulos.

Temos que como o nimero de raizes de um polinémio nao nulo é um numero finito, e
para cada k € N teremos um nimero finito de determinantes(fx2s(z), fi2s+1(z)), segue que
a quantidade de raizes de todos os determinantes nao nulos para k > 4 serd enumeravel.
Portanto, teremos necessariamente que se todos os determinantes(fx2s(z), fk2s+1(z)) forem
nao nulos, existira uma quantidade nao enumerdvel de nimeros w tais que fros(w) #
03 fk,23+l(w) ?é 0, V(ka 3)'

Desta forma, o sistema linear homogéneo tera apenas a solucao trivial, provando assim

que

i) (2(k—s)—3.2s) g E(< 8f >), paral1 < s < k — 2,
i) (2(k—5—-2)-3,2s+1)ZE(<df >), paral <s< k—2.
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Facamos agora a seguinte simplificacao:

1sej€ {01k}
ej=( esej€{|%]; 1<i<r}onder =mdz{n e N| 5] >2}

0 caso contrario.

Logo, consideraremos daqui em diante

b B Ty o(k—| L) | &
f(@ ) =t Dy (SR el gl ) o
j=1

onde r = méz{n € N| | 5] > 2}.

Fazemos agora a seguinte conjectura:

Conjectura 12.1(*) FEriste £ ~ 0 tal que

2

EMIEDy= B(<afi>),

r
onde f(z,y) = o + sy + (e lylal) + 4,
j=1
com r =maz{n € N| | 5] > 2}.

Observagao. M. Polezzi e T. Nébrega fizeram um programa no GAP(Groups, Algorithms

and Programs) para calcular

det(m;), det(mg;),

para 4 < k < 70, gastando para isso aproximadamente 19 horas de C.P.U. de uma Work
Station (Power PC IBM).

Afortunadamente, todos os determinantes (tomando w = 1) foram nao nulos, e além
disso os 1ltimos determinantes possuiam mais de 270 digitos.

Mais adiante, anexaremos o programa feito.
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1 2 3 4 5 6 )

mar:=function(n)
local k,s,x,y,A,B,D,E,r,i,j,n,11,12,13,14, m,Rx;
x:= Indeterminate(Rationals);
X.name:= "x";
Rx:= LaurentPolynomialRing(Rationals);
for k in [4..n] do
11:=[];
foriin [1..n] do
y:=Int(k/(2%));
if y>1 then
Append(I1,[i]);
fi;
od;
r=Maximum(l1);
12:=List([1..r],i->Int(k/(2%1)));
#HPrint(12);
forsin [1..k-2] do
A=[];
14:=[];
foriin[1..2*s] do
13:=[];
forjin[1..s]do
if i-j in [0,1,k] then Append(I3,[2*(k-i+)]);
fii;
if i-j in 12 then Append(I3,[2*(k-i+})]);
fi;
if Intersection([i-j],[0,1,k])=[] and Intersection([i-j],12)=[]
then Append(13,[0]);
fi,
od;
forjin [s+1..2%s] do
if i-j+s+1 in [0,1,k] then Append(I3,[i-j+s+1]);
fi;
if i-j+s+1 in 12 then Append(I3,[(i-j+s+1)]);
fi;
if Intersection([i-j+s+1],[0,1,k])=[] and
Intersection([i-j+s+1],12)=[] then Append(I3,[0]);
fi;
od;
Append(A,[I13]);
od.

##Print(A);
Append(l4,[DeterminantMat(A)]);
Print(14);

if 14=[0] then

Print([k,2*s]);

fii;

13:=[];

forjin[1..s] do
if i-j in [0,1,K] then Append(I3,[2*(k-i+j)]);
r.

[
if i-j in 12 then Append(13,[2*(k-i+j)]);
fi;
if Intersection(i-j],[0,1,k])=[] and Intersection((i-j],12)=(]
then Append(13,[0]);

unesp
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fi;
od,;
forjin [s+1..2*s+1] do
if i-j+s+1 in [0,1,k] then Append(13,[i-j+s+1]);
fi;
if i-j+s+1 in 12 then Append(13,[i-j+s+1]);
fi;
if Intersection([i-j+s+1],[0,1,k])=[] and
Intersection([i-j+s+1],12)=[] then Append(13,[0]);
fi;
od;
Append(A,[I3]);
od;
##Print(A);
Append(l4,[DeterminantMat(A)]);
Print(14);
if 14=[0] then
Print([k, 2*s+1]);
fi;
Print(" ");

od;

od;

> 3 a2 s ¢ 7 UNEGSP
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