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Resumo

Neste trabalho mostra-se a existéncia de solugao de variacao limitada para um pro-
blema envolvendo o operador 1— Laplaciano em um dominio exterior com condigao de
fronteira de Dirichlet. Para isso, sera usada uma versao do Teorema do Passo da Monta-
nha adequada a funcionais localmente lipschitzianos. As dificuldades na implementagao
de métodos variacionais no espago das fungoes de variacao limitada sao multiplas, entre
elas, a falta de reflexividade, dificuldade de se usar condi¢oes de compacidade como a de
Palais-Smale e ainda a falta de regularidade do funcional energia.

Palavras-Chave: dominio exterior, 1-Laplaciano, equacoes elipticas quasilineares, so-
lugao de variacao limitada, Teorema do Passo da Montanha.






Abstract

In this work we prove existence of bounded variation solution for a problem involving
the 1-Laplacian operator in an exterior domain with Dirichlet boundary condition. For
this, a version of the Mountain Pass Theorem to locally Lipschitz functionals is used.
There are many difficulties in implementing variational methods in the space of limi-
ted variation functions, among them, lack of reflexivity, difficulty in using compactness
conditions such as Palais-Smale and the lack of regularity of the functional energy.

Keywords: ezterior domain, 1-Laplacian, quasilinear elliptic equation, bounded varia-
tion solution, Mountain Pass Theorem.
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CAPITULO

1

Introducao

A modelagem de alguns problemas, por exemplo dentro da Fisica ou de processa-
mento de imagens, utiliza fun¢oes que permitem descontinuidades, sendo entao necessario
na busca de solugoes para as equagoes diferenciais dessas modelagens um novo espago
de fungoes com diferentes propriedades. Nesses modelos, o operador 1—Laplaciano, cuja

definicao formal é dada por Aju := div (%), tem papel fundamental. Ocorre que, dife-

rentemente dos problemas envolvendo os operadores p—Laplaciano para p € (2, N), onde
se trabalha no espago de Sobolev W?(Q), nos problemas envolvendo o 1—Laplaciano ¢
necessario que o estudo se dé em um espago estritamente maior que W11(Q), a saber, no
chamado espacgo das fungoes de variagao limitada BV ().

Em [6], em um novo modelo de restauracao de imagens, onde uma fungao u representa
a imagem original e I imagem com ruido, ou seja, I = u + perturbac¢ao, é estudado de
varias maneiras um problema de minimizacao motivado pela equacao:

A
min/ |DulP 4+ = (u — 1),
Q 2

com1<p<2 XA>2eQCRY aberto limitado com fronteira Lipschitz. Neste modelo,
as fungoes permitem descontinuidades, e portanto sdo tomadas no espago BV ().

Em seguida, sao apresentados outros resultados envolvendo o operador 1—Laplaciano.

Em [5] sendo 2 C R¥ limitado localmente Lipschitz, estuda-se o espectro do ope-
rador 1—Laplaciano. Com o problema admitindo condicao de fronteira de Dirichlet,
mostra-se que o operador 1—Laplaciano possui infinitos autovalores {c;}72, e, associado
a cada autovalor, um par de autovetores {fu;}. Também, ¢, — oo quando k — oc.
Além disso, faz-se ligagoes entre os resultados espectrais do operador p—Laplaciano com
o 1—Laplaciano.

Em [15] lida-se com o operador 1—Laplaciano com termo subcritico, ou seja,

—Ayu = f(z,u) em €,
u(z) = 0 sobre 012,

com |f(x,s)| < C(1+|s]?), ¢ € (0,1%) e sob as hipoteses tomadas encontra-se a0 menos
duas solugbes nao-triviais v, w € BV (Q)NL>®(Q), onde v < 0 < w q.t.p. em Q. Também,

11



1. Introducao 12

demonstra-se uma identidade do tipo de Pohozaev para o operador 1—Laplaciano.
Em [1] estuda-se a seguinte classe de problemas com € > 0en > 2:
—eAju + V(x)|u—’ = f(u) em RY,
u
u € BV(RY),

procurando existéncia e concentragao de solugoes sob diferentes hipoteses sobre a funcao
V', conforme ¢ — 0.

Em [10] é obtida a existéncia de solugao de variagao limitada nado-negativa e nao-trivial
por meio do Teorema do Passo da Montanha para o problema:

u € BV (RY),

u

o = K@) emBY,

onde o funcional de Euler-Lagrange ¢ definido no espago £ = {u c LY (RY): / | Du| < oo}
RN

Em [12]| estuda-se diferentes problemas envolvendo o operador 1—Laplaciano, por
exemplo o problema de autovalor

A=A
Jul
e o problema de tor¢ao generalizado
Aju = f(x) > 0.

Também, estuda-se o operador p—Laplaciano conforme p — 1.

Em [8] lida-se com o 1—Laplaciano em um problema com crescimento critico:

1 72u

em (),

—Aju = )\i + |u
Jul
u(x) = 0 sobre 052,

e mostra-se que o problema admite solucao de variacao limitada nao trivial para A > \;
usando um Teorema de Linking.

Nesse trabalho, o interesse é encontrar solu¢oes para a seguinte equacao eliptica qua-
silinear:

{—Am = a(x)g(u) om Q, (L.1)

u(z) =0 sobre 012,

onde N > 2 e Q ¢ dominio exterior, ou seja, existe um aberto limitado nao vazio O C RY
contendo a origem e com fronteira suave, tal que Q = RN\O.
Vu

O operador 1—Laplaciano é definido de maneira formal como sendo A u := div (W) .

Note que tal operador nao estd bem definido nos pontos z em Q onde Vu(z) = 0. Defi-
nindo de outra forma, tem-se entao que uma solugao u € BV (Q2) satisfaz a seguinte versao
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do problema (1.1)

3z € L*(Q,RY) tal que |z| < 1, div z € LV (),
- / udiv zdr = / | Dul +/ luloHN !,
Q 0 o0
—div z(z) = a(x)g(u) q.t.p. em .
Em [17], com condi¢oes semelhantes as que serao tomadas nesse trabalho, o problema

é resolvido para o operador p—Laplaciano A,u = div (|Vu[P~?Vu), para p > 2. Neste
caso, em que lida-se com o 1—Laplaciano, o funcional de Euler-Lagrange associado a (1.1)
nao ¢ diferenciavel, nao sendo entao possivel utilizar métodos variacionais usuais para en-
contrar uma solucgao fraca. Porém, tal funcional é a diferenca entre um funcional convexo

localmente Lipschitz e um funcional suave, tornando assim possivel a procura por uma
solugao de variagao limitada.

Segue entao as hipoteses associadas ao problema (1.1)

(a1) a(z) € C(2,R) muda de sinal em €2;
(ag) a(z) <0, se |x| > Ry para algum Ry > 0;

(a3) sup |a(z)|[z] < oo;
€

(91) g € C(R,R);
(92) g(s) = o(1) quando s — 0;

(g3) 19(s)] < C(1+ |sP~!) para algum C' > 0,1 < p < 1* := Ly

(92) 0 < 0G(s) < sg(s) com s € R, 0> 1, onde G(s) = / g(t)dt;
0

() existe € C(Q) comE=1em QT E=0em Q7,0< <1 e ||V < 90;01, onde
Co ¢ a melhor constante da imersao de BV (Q) em L'(9).

Assim, com tais hipoteses, o objetivo é demonstrar o seguinte resultado:

Teorema 1 Se sao satisfeitas (a1) — (as), (g1) — (ga) e (1) , entdo o problema (1.1)
tem solugao de variacao limitada nao-trivial a qual satisfaz a sequinte forma precisa do

problema:
Jz € L=(Q,RY) tal que |z| < 1, div z € LN (),

—/udiv zd$:/ |Du|+/ lulOHN
Q Q G
—div z(x) = a(x)g(u) q.t.p. em Q.

O operador 1—Laplaciano ainda nao foi trabalho com tais hipdteses, sendo entao este

trabalho original.

Pelas condigoes do problema, o funcional de Euler Lagrange associado a (1.1) satisfaz
as geometrias de uma versao do Teorema do Passo da Montanha, e dessa forma podera
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ser obtida uma sequéncia de quase solugoes em BV (Q2). A partir disso, tal sequéncia sera
o objeto de estudo, ou seja, a menos de subsequéncia, convergira em algum sentido e o
limite obtido sera um candidato a solugao de variagao limitada de (1.1).

O trabalho esté organizado da seguinte forma: primeiro, serd apresentada defini¢oes
e teoremas envolvendo teoria da medida, distribuicoes e fungoes de variagao limitada.
Em seguida, utilizando as propriedades apresentadas, serd demonstrado a existéncia de
solugao de variagao limitada utilizando o Teorema do Passo da Montanha.



CAPITULO

2

Espaco das funcoes de variacao limitada

Para o problema que serd tratado no proximo capitulo, serd necessario conhecer o
espago BV (§2) e suas propriedades. Entao, neste capitulo serdo apresentadas defini¢oes
e teoremas que envolvem teoria da medida, teoria das distribui¢oes, espaco das funcoes
de variacao limitada e por fim, a definicao de solucao de variagao limitada e a versao do
Teorema do Passo da Montanha que sera utilizada. Assim, seja 2 C R conjunto aberto
nao vazio.

2.1 Teoria da medida

Nesta secao serao apresentados alguns resultados de Teoria da Medida envolvendo
medidas de Radon, sequéncias e fungdes em L7(€2) que podem ser encontrados em |2, 11].

Definicao 1 Seja o medida de Borel em §2. Entao p € reqular externa em E C §2, onde
E ¢ boreliano, se
p(E) =inf{u(U): U D E,U aberto}.

Dizemos que p € regular interna em E C €), onde E € boreliano, se
w(E) =sup{u(K): K C E,K compacto}.

Definigao 2 Dizemos que uma medida p € uma medida de Radon em ) se € uma medida
de Borel que € finita em compactos, reqular externa em todos os borelianos e reqular
interna em conjuntos abertos.

O espago das medidas de Radon em €2 sera denotado por M ().

Definicao 3 Uma medida v € dita absolutamente continua com respeito a i, denotando-
sev <<, se v(E) =0, para todo E € M tal que pu(E) = 0.

Duas medidas e v em (2, M) sao singulares, denotando-sev 1 u, se existem E, F € M
tais que ENF =0, EUF =Q e u(E) =v(F) =0.

Teorema 2 (Teorema de Lebesgue-Radon-Nikodym) Sejam v medida o— finita com
sinal e p medida positiva o—finita em (2, M). Entao, existem tnicas medidas o— finitas
com sinal A\, p em (Q, M) tais que
AL p
p < p
v=A+p

15



2. Espaco das fungoes de variagao limitada 16

Ainda mais, existe uma fungcao p—integravel f : Q — R tal que
dp = fdp
onde se dp = fdu e dp = gdu, entao f =g p—q.t.p.

Ao longo desse texto, quando u € M(2) e A C  for um boreliano, denotamos por
[] 4 a restrigdo da medida g ao conjunto A.

O suporte de uma fungao f : Q@ — R é o conjunto supp f = {x € Q: f(x) # 0}.
Uma fungao tem o suporte compacto se supp f é compacto. Ainda podemos definir os
seguintes conjuntos:

Ce(Q) ={f:Q — R:fé continua e tem suporte compacto} ;
Co(Q) ={f:Q — R:fé continua e se anula no infinito} .

Um funcional linear I em C.(2) é dito positivo se I(f) > 0, para todo f € C.(Q)
tem-se f > 0.

Teorema 3 (Teorema da Representacao de Riesz) Se I é funcional linear positivo
em C.(Q), entao existe uma tinica medida de Radon p em Q tal que I(f) = [, fdu, para
todo f € C.(Q). Ainda p satisfaz:

p(U) =sup{I(f): f€C(Q), f=<U},

para todo U C ) aberto, onde f < U se0 < f <1 esupp fCU. E também,

p(K) =mf{I(f): f € Ce(Q), f > Xk},

para todo K C €2 compacto.

Dado 2 C R¥, o espago C.(f2) é denso em Cy(£2) com respeito a norma uniforme,
consequentemente se y é medida de Radon, entéo o funcional I(f) = [, fdu definido em
C.(Q) se estende continuamente em Cp(2) se, e somente se, I ¢ limitado com respeito a
norma uniforme. Assim, obtém-se o seguinte resultado:

Teorema 4 Se [ € Cy(Q)*, entdao existem funcionais positivos 1T € Cy()* tais que
I=1"+1".

Assim, pelos dois teoremas anteriores, dado um I € Cy(2)* existe uma medida de
Radon (com sinal) x tal que I(f) = [, fdu, para todo f € Cy(9).

Teorema 5 Sejam Q C RY, € M(Q), f € Co(Q) e L.(f) == |,
cag¢do p — I, € um isomorfismo isométrico de M(Q2) em Cy(€2)*.
isometricamente isomorfo a M(S2).

fdu. Entao a apli-
Ou seja, Cy(2)* €

Podemos definir convergéncia fraca em medida.
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Definicao 4 Uma sequéncia (pn)nen em M(S) converge fracamente para p € M(S),
denotando-se p, — p em M(Q), se para todo ¢ € C.(S2) tem-se

/ odpin, — / edp,
Q Q

Além disso, serao necessarios no proximo capitulo os seguintes teoremas cujas demons-
tragoes encontram-se em |[11]:

quando n — Q.

Teorema 6 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue Generalizado)
Se fusgn, [,9 € LY Q) e quando n — oo,

falz) — f
gn(z) — g(x) qtp. emQ,

[fu(@)l <lg(@)| g.t.p. emQ,

/gndx —>/gd:£.
Q Q
/fnd$—>/fdx.
Q Q

() q.t.p. em Q,

Entao,

Teorema 7 (Desigualdade de Hoélder) Suponha 1 < p < oo e ¢ € R conjugado de p,
ou seja, tal que % + % = 1. Se f e g sao fungoes mensurdveis, entao

st < ([ |f|pda:>; ([ |g|qu);.

2.2 Teoria das distribuicoes

Nesta se¢ao, serao apresentados defini¢oes e teoremas envolvendo distribuicoes e deri-
vada distribucional.

Seja D(Q) := C(), ou seja, espago das fungoes de classe C'™ com suporte compacto
em ().

A topologia utilizada sera a topologia induzida pela convergéncia em D(£2) conforme
definida em [13]. Dada uma sequéncia {¢,} C D(Q2), temos que ¢, — 0, quando
n — oo, em D(2) se existe um compacto K C € tal que supp ¢, C K, paratodon € N
e todas suas derivadas convergem uniformemente para 0.
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Definigao 5 Uma distribuicao T em € € um funcional linear continuo definido em D(S2),
onde D(Q) € espago das fungoes de classe C> com suporte compacto em Q. O espago das
distribui¢oes em § serd denotado por D'(2).

or
Defini¢ao 6 Seja T em D'(2). Entao, 5

i

¢ definida como uma distribuicao caracteri-

zada por
oT ov
=-T 2.1
e =-1 (). (2.)
para v € D.
Generalizando, dado um multi-indice p = (p1,...,pn) comp; €N, j=1,...,N, e sendo
olrly

lpl =p1+...+pn e DP(v) = definimos

OPLx10P225...0PN T
DPT(v) = (=1)PIT(DPy),
para v € D.

Ainda, existe uma inje¢ao Lj,.(Q) — D'(Q). Dada f € L},.(2), define-se T} : v €
D(Q) — [, f(x)v(z)dz. Tem-se que Ty é um funcional linear e, pelo proximo teorema,
serd possivel mostrar que 7 ¢ uma distribuigao.

Teorema 8 Seja T funcional linear em D(QY). Entao, T € uma distribui¢io se e somente
se para todo compacto K C Q existem n € N e uma constante C(K) tais que Yv € D(Q)
com supp v C K

T(0)] < C(K) Y [[DP0]]oc-

Ip|<n

Para mostrar que 7y é uma distribuigao, seja K C €2 conjunto compacto tal que
supp v C K, entao

= [ swntais = [ s < ol [ )t = O

Logo, pelo Teorema 8, Ty ¢ uma distribuicao em 2. O seguinte teorema garante a
injetividade:

Teorema 9 Sejam f,g € L} (Q) tais que para todo v € D(Q) tem-se

f(x)v(x)de = dz.
/ T = /g(x)v(x) T
Entao, f =g q.t.p. em Q.

Pelo Teorema 9, se Ty(v) = T,(v), para todo v € D(Q2), entdao f = g q.t.p. em €.

Pelo exposto acima, dada f € L}, (), podemos diferencia-la, calculando as derivadas
distribucionais de Ty. Assim sendo, dada f € L}, (Q) e v € D(Q) temos

of oT 9
3:16,( v) = amf( v) = _/Qf(x)(?xz (x)dx.




2. Espago das fungoes de variagao limitada 19

2.3 Espago BV(Q)

Nesta secao serao apresentados resultados basicos do espago das fungoes de variagao
limitada com base em [2].

Definicao 7 A funcao u : @ — R € dita ser uma func¢do de variacao limitada se,
e somente se, u € LY(Q) e Du € M(Q,RY), onde Du = (2%,..,-2%) ¢ 2% sdo as

Oxr1’ """ dzn Ox;
derivadas distribucionais de u. Assim,

BV (Q) = {u € L) : Du € M(Q,RV)}.

Seja uma medida p € M(,RY), entao a sua variagao total |u| definida em um
boreliano B C 2 é dada por:

1l(B) = sup {Z 1(By)| : UX,B: = B, {B;} particdes de B em B(ﬂ)} ,
=0

onde B(Q) é a 0—Algebra de Borel de €.
A aplicacao p — |p|(©2) é uma norma que torna M(Q, RY) um espaco de Banach.

Para determinar se uma fungao u pertence a BV (2) tem-se o seguinte teorema:

Teorema 10 As sequintes afirmagoes sao equivalentes:

i) u e BV(Q),

i) u e L'(Q) e % e M(Q), parai=1,....N,

i) u € L'(Q) e ||Dul| := sup{(Du, ) : v € C.(,RN),|[th]|]oc < 1} < o0

i) u € L'(Q) e ||[Dul] = sup{ [, udiv ¥dz : ¢ € C.(Q,RY), |[¢]|o <1} < 00

N
ou
onde (Du, ) = /1[)1— e também ||Du :/ Dul.
{ >;ani || Dul| Q||

O espago BV (), neste capitulo, serda equipado com a seguinte norma

\u|BV(Q):/|Du|+/|u|dx
Q Q

que é equivalente a norma que seré utilizada na aplicagao no préximo capitulo.

A norma |.| gy ¢ extensao da norma |.|y11(q), ou seja, dado u € WH1(Q), tem-se que
[ulpv () = / | Dul| +/ luldz = / \Vu|dx +/ Ju|dz = [ulwr1q).
0 0 0 0

Portanto se u € Wh(Q), entao u € BV (Q). Porém, o espaco WH(Q) é supespaco
proprio de BV (2) e, para visualizar isto, o proximo exemplo trard uma fungdo u que
pertence a BV () e que, entretanto, ndo pertence a WhH(Q).
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Exemplo 1 Seja E C Q aberto com fronteira suave tal que |E| < oo e HN"1(OF) < oo,
onde |E| denota a medida de Lebesque em RY do conjunto E e HN™! denota a medida de
Hausdorff de dimensao N — 1. Note que a funcgao caracteristica xg € BV (Q2). Para todo
Y € CHQ,RY) com |[¢p]o < 1, pelo Teorema da Divergéncia tem-se

/XEdzwdx = /dim/)da;:/ ¢.VHN—1§/ 9] oo || s HY !
Q E OF oFE
< / HYL = HVTHOE) < oo,
OF

onde v € o campo normal exterior a OS) .
Portanto,

/ |Dxg| = sup {/ xedivpdr : ) € C'Cl(Q,RN), 1] < 1} < 'HN_l(E) < 0.
Q Q

Também, / |XEe|dr = |F| < 0o, e assim xg € BV ().
0

Por outro lado, xg &€ WHH(Q), pois para todo i € C}(Q2) tem-se
Dxe(w) == [ xpdivpds = [ divpdz =~ [ ¥ = o1 ()
0 E O

par Assim, Dxg € singular com respeito a medida de Lebesque, ou seja, existe conjunto
F tal que LN(F) = 0 e Dxg(F) # 0, e consequentemente Dxp ndo € gerada por uma
fungao de LY(Q). Portanto xp ¢ WH1(Q).

Com este exemplo, tem-se que W1(Q) ¢ BV (Q).

Definimos a seguir a nocgao de convergéncia fraca e convergéncia intermediaria.

Definigao 8 Dizemos que uma sequéncia (u,) C BV () converge fracamente para uma
fungao u € BV (), denotando-se por u, — u, se

u, — u forte em L*(Q);
Du,, — Du  fracamente em M(2,RY).

Teorema 11 Seja (u,) C BV (Q) sequéncia limitada em BV (Q) que converge forte para
u em LY(Q)) . Entao,

i)ue BV () e / |Du| < liminf/ | Du,,|,
0 n—o0 0
it) u, — u fracamente em BV (Q)).

Demonstragao. i) Seja ¢ € CL(Q,RY), |plo < 1. Entdo, existe K compacto tal que
suppy C K. Como divy é continuo e supp dive C K, seja M = sup |divp(z)].
zeK
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Logo,
lim w,(z)dive(z) = u(x)dive(x) qt.p. em K,
n—o0

|un(z)divp(z)| < Mlun ()| q.t.p. em K,
lim |un|dx /|u|dw

n—oo

Assim, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue Generalizado,

/ udivpdr = / udivpdr = lim updivodr = lim | divdz.
Q K

Logo,
/udivgpdm zliminf/undivgodx < liminf/ | Duy,|.
Q Q Q

n—oo n—oo

Como esta desigualdade ocorre para todo ¢ € CH(2,RY), com |p|s < 1, tem-se que

/\Du! gliminf/ | Dy,

ii) Para todo ¢ € C>°(Q,RY) tem-se

Ou, 8(,01 B _
(Dup, @) = lz:/%a—xl = Z/ 0;171 /Qundlvgodx.

Como u,, — u em L*(€2), assim como em 7), pelo Teorema da Convergéncia Dominada
de Lebesgue Generalizado tem-se

—/undivgpdx s —/udivgodx = (Du, @),
Q Q
Logo, (Du,, ) — (Du, ), para todo ¢ € C°(Q, RY).

Usando a densidade de C2°(Q, RY) em Cy(Q2, RY) , e sendo (Du,,) limitada, conclui-se
que Du, converge fracamente para Du.
u

Teorema 12 O espaco BV (Q) equipado com a norma |.|gy(q) € um espaco de Banach.

Demonstragao. Seja (u,) sequéncia de Cauchy em BV(Q). Como (u,) C L'(Q) e
também |uy|r10) < |[un|p1@) + ||[Dun|| = [un|vo), tem-se que

|tr, — U |£1(0) < |Un — Um|Bv (@) — 0 quando m,n — oo,

e entao (u,) ¢ uma sequéncia de Cauchy em L'(€2). Como, L'(Q) ¢ um espago de Banach,
existe u € L'(Q) tal que quando n — oo, u,, — v em L'(Q).

Seja Ny € N tal que se p,q > No, entdo |u, — ug|pv (o) < €. Fixando ¢ > N e fazendo

p —> 00, tem-se u, —u, — u—u, em L'(Q2). Também, sendo (u,) sequéncia de Cauchy

em BV(Q), tem-se sup ||Du, — Dug|| < sup |u, — ug|pvo) < 00. Assim, (u, — tg)pen €
peEN peEN

limitada em BV (£2) e pelo Teorema 11,

||Du — Duy|| < liminf || Du, — Du,|| < liminf |u, — u4|pv@) < €.
p—00 p—00
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Logo, ||Dul| < ||Du — Dug|| + ||Du,|| < oo, e sendo u € L'(Q2), pelo Teorema 10,
tem-se que u € BV (Q).

Por fim,
[u — ug| By (o) = |u — Ug| L1 (@) + || Du — Duy|| — 0 quando ¢ — oo.

Portanto, BV (Q2) é um espago de Banach.

Dentro dos resultados em Espagos de Sobolev tem-se que o espago C*(2) é denso
no espago WH'(Q) com respeito a norma |.|y11(q). Lembrando que |.|py(q) estende

| lwrie) e que C’OO(Q)I'lwl’l(m =WhH(Q) ¢ BV () tem-se que

=) N BV Q)Y « wih(Q) ¢ BV ().

Portanto, C*(€2) N BV (€2) nao ¢ denso em BV (2) com a topologia da norma. Dessa
forma, o objetivo é encontrar uma nova nogao de convergéncia que torne o espago C'°°(€2)N
BV () denso em BV (2) com respeito a topologia induzida por esta convergéncia. Assim,
serd definida a nocao de convergéncia intermediaria.

Definigao 9 Seja sequéncia (u,) C BV (Q) e w € BV(Q2). Diz-se que u, converge para
u no sentido da convergéncia intermedidria se, quando n — 00,

Up, —u  forte em L'(Q),

/|Dun| —>/|Du|.
Q Q

Teorema 13 As sequintes afirmagoes sao equivalentes:

i) u, — u no sentido da convergéncia intermedidria;

U, — u  fraco em BV (Q)

i) /|Dun| —>/|Du|

Exemplo 2 A convergéncia intermedidria € mais fina que a convergéncia fraca em BV (Q),
ou seja, a topologia gerada pela convergéncia fraca € subconjunto proprio da topologia ge-
rada pela convergéncia intermedidria. Seja uma sequéncia (u,) C BV(0,1) dada por:

[ nx sexe(0,2)
un(x)—{ 1 sexe(+1)
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Serd mostrado que w,, converge fraco para 1 em BV (0, 1) porém ndao converge no sen-
tido intermedidrio.

Note que u,, — 1 em L*(0,1), quando n — co. De fato,

1 % 1 % 1
/ \un(x)—l\da::/ |nx—1|d:c—l—/ |1—1|da::/ (1 —nz)de = —.
0 0 L 0 2n

Logo, |un, — 1|101) — 0, quando n — oo.

Seja ¢ € C3(0,1) e ® primitiva de ¢. Entao,

0 0

Dun(9) =~ [ wd'(@)de =~ [T nag(@)dn ~ [ ¢a)de =nio(1/m) - 2(0)] - o(0)
Tomando m = %, tem-se
lim n [0(1/n) — 0(0)] = Tim —™ =20 _ 410) — 4(0).

n—00 m—0 m

1
Logo, Du,(¢) — ¢(0) — ¢(1) = —/ 1¢/(x)dx = D(1)(¢), quando n — oo, para
0
toda ¢ € C}(0,1). Portanto, u, — 1 fracamente em BV (0,1).

Para que u,, nao convirja no sentido intermedidrio para 1, falta mostrar que ||Du,||
nao converge para ||D(1)||. Assim, seja ¢ € CL(0,1), |¢|o < 1, entdo tem-se

/O (@) = /0 " g (2)da + / (@)
_ n[%qﬁ(l/n)—/j(bdx

_ _n/"¢dx§ny¢|m/”dx§1.
0 0

Com o objetivo de mostrar que

+¢(1) = ¢(1/n)

1
| D[ = sup{ / wnd! (2)de : 6 € CH0, 1), g < 1} 1,
0

serd contruida uma sequéncia em (¢,,) C CH0,1) tal que fol un @l (x)dr — 1, quando
m —s o0.

Seja n fizo. Para m > n, seja ¢ € CL(0,1), com ¢, = =1 em (5, 1), ¢y =0 em
(0, 57) € [dloc <1 em [5, 5] Assim,
L 9 % o "
U,——dxr — 1| = |—n Omdr| = |—n odxr —n —1dx — 1| =
o O 0 = x

1
m n
= |-n pdr — —
. m

2m

IN

1 1 n
<ol (=5 )+ 2
m  2m m
n

n
— + — — 0 quando m — oo.
2m  m

IN
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Portanto ||Du,|| = 1 para todo n € N, e entdo ||Du,|| — 1 # 0 = ||D(1)||, quando
n —s o0.

Em seguida, serao apresentadas defini¢coes e teoremas que serao necesséarios na de-
monstragao de um resultado importante de densidade em BV (€2).

Definigao 10 Uma funcao regularizante p. € C°(RYN) € definida como

pe(r) = Vp(x/e),

onde p € uma fung¢do nao negativa que satisfaz/ p(x)dx =1, com supp(p.) C B1(0).
RN
Também, para todo p € M(RYN,R™) define-se

pe* (@) = /RN pe(r —y)p(y).

Teorema 14 Sendo pe, pe * 1 como na Definicao 10 e f € LP(RY), p € [1,00). Entdo
pe * € C°(RN,R™), e além disso valem as sequintes propriedades:

z‘)/ wm/ l;
RN RN

i) / |pe * pu —>/ || quando e — 0;
RN RN

iii) f* p. € LP(RY);

W) |f * pelrr@yy < |flo@nys

v) fxpe—> [ em LP(Q), quando e — 0;

vi) D*(pe * 1) = D*pe x pu para todo o € NV,

Teorema 15 O espago C*(Q2) N BV (€2) ¢ denso em BV () equipado com a convergén-
cia intermedidria. Consequentemente, C*°(2) € denso em BV (§2) com a convergéncia
intermedidria.

Demonstragao. Primeiro, note que C*(Q2) N BV(Q) = C>(Q) N WH(Q). Por um
lado, C*°(Q) N BV () D C=(Q) N Wh(Q), e por outro, dado u € C=() N BV (Q),
tem-se que |ulpig) < oo e também |g_;j;_|Ll(Q) < [y |Vuldz < |ulpy) < oo. Logo,
u e C®(Q)NWhHH(Q).

O objetivo é de construir uma fungao u, € C*(Q)NWLL(Q) tal que / lu—u|dr < 2e¢
Q

/\Due|_/\Duy
0 (9]

e < 4e. Em outras palavras, quando ¢ — 0, tem -se:
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U —> U ele

/\Duﬁ| —>/|Du|

Como/ | Du| < oo, existe 0y aberto tal que/ |Du| < €. A partir disso, constroi-se
Q 2\ Qo
uma familia de conjuntos abertos (€2;);en tal que

; CC Qg
Q = U2,

Assim, constroi-se outra familia (Ci)ien que também é cobertura aberta de €2, onde
define-se C; = Qy e C; = Q11 \ ;1. Dessa forma, define-se uma partigdo da unidade
(¢;)ien subordinada a cobertura (C;);en, onde as fungoes ¢; € C(C;), 0 < ¢; < 1 e

> =1
=1

Note que C;1 1 N C; = Qi1 \ Q; # 0. Logo, 2, NC; =0, 4> 2. Entdo ¢, =1 em €.
Ainda para todo 7 € N escolhe-se ¢; tal que

supp(pe, * ¢iu) C Cj, (2.2)
‘/ |pey * (01 Du) —/ |91 Dul| <, (2.3)
/ |pe; * () — udy|dz < 5, (2.4)
Q
/ Ipe; * (uDy) — uDyldr < =, (2.5)
Q 2

sendo p,, fungoes regularizantes anteriormente definidas. Ainda, (2.3) é obtida a partir
do Teorema 14.ii, e sendo ugp;, uD¢; € L'(Q2), entao obtém-se (2 4) e (2.5) a partir do
Teorema 14.v.

Define-se entao u. : Z pe; * (ug;). Como para todo x € ), x pertence a no maximo

dois conjuntos C; e portanto u. estd bem definido. Como em uma vizinhanga de x no
méaximo duas fungoes ¢; nao se anulariam, entao u, € C*(€).

Pela inequagao (2.4) tem-se

/Q|u - ue|dx = / |U - Zps U¢Z |d£L’ —/ ZUQSZ Zp€ uqbz |dl‘
< Z/|u¢— *(u¢~)|dm<zi—e
I vl Z i=1 2

Logo, u. — u em L*(2), quando ¢ — 0. Falta mostrar que / |Du| — / | Du|.
Q Q
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Como ¢; € C®(C;) tem-se D(ug;) = ¢;Du + uD¢;LY|q. Entdo, sabendo que

i Déy = D(1) =0
i—1
Du, = Z Pe; * uﬁbz Z D pel Uﬁbz = Zpﬁz * D(u¢l))
- qu (¢:Du + uDe;) = Zpe (¢:Du) +Zpe (uDd;)

= Zpel (¢:Du) + Y (pe, * (uD;) — uDgy) .
=1

Pela igualdade acima, pela inequacao (2.5) e pelo Teorema 14.7 tem-se

/Q\pq*(qu)dx—/Q]Due\

IN

S lpox(@Duwlde+ 3 [ g, (Do) ~ uDo| do
i=2 i=1 Y
< ZW%HDUH'Z%S/ |Du| + € < 2e.

i=2 i=1 2 2\ Qo

Pela inequagao (2.3) e sabendo que ¢ = 1 em ()4

[1ow s @woonas = [ 1pu] < | [0+ wponas = [ o0ul| | [16:0u = [ 1D
Q Q Q Q Q Q
< e+/(1—¢1)|Du|§e+/ |Du| < €+ € = 2e.
Q 2\Qo

Assim, pelas duas desigualdades desenvolvidas acima tem-se

‘/ |Du€|—/ Dl
Q Q

Portanto, / |Du| — / |Dul|, quando € — 0.
0 0

< 2€ + 2¢ = 4e.

u
Utilizando os teoremas anteriores, pode-se entao obter resultados sobre as imersoes
continuas de BV (2) < L4(Q2), com ¢ € [1,1%] e, caso 2 C RY seja limitado, compactas

de BV (Q) < L), com g € [1,1*), onde 1* = .

Teorema 16 Seja 0 C RY aberto com fronteira lipschitziana. Entdao, para q € [1,1*] a
imersao BV (Q) — L1(Q) € continua, ou seja, existe uma constante C' = C(Q,q,N) tal
que para todo v € BV (§2) tem-se

0] ey < Clv|Byv (o)

Demonstracao. Dado u € BV(Q2), como C*>*(Q) N BV () ¢ denso em BV () com
respeito a convergéncia intermediaria, existe (u,) C C*°(Q) N BV (Q) tal que

—su em L'(Q),

/|Dun| —>/|Du|
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quando n — oo.

Logo, |un|11(0) < My e ||Du,|| < M,, para todo n € N. Como W''(Q) — LI(Q) ¢é
uma imersao continua, existe C' = C'(2,p, N) > 0 tal que

\un\Lq(Q) S C (\un\p(g) +/ |Vun]dx) = C <\un\L1(Q) —|—/ \Dun|> S C(M1+M2) < Q.
Q Q

Logo, (u,) é limitada em L7(Q2) e portanto, a menos de subsequéncia, u, — u em
L4(Q)). Pela semicontinuidade inferior da norma de L?(2) com respeito a convergéncia
fraca, e pela convergéncia intermediaria tem-se

[u| Loy < Hminf [uy|pe) < Uminf |C{ Jun|pi) + [ |Duyl

n—oo

= C (|U|L1(Q) +/ |Du]) = C|U|BV(Q).
Q

Como para todo v € BV(Q) tem-se que |u[re) < Clu|py(n), entdo a imersao
BV (Q) < L%(R2) para ¢ € [1,1*] é continua.
|

Observacao 1 Sabendo que a imersao BV (Q) — L), q € [1,1%], € continua, seria
possivel tomar na demonstragao do Teorema 15 fungoes reqularizantes na norma L1(S2)
e assim, obter como resultado que para todo u € BV (Q) existe uma sequéncia (u,) C

C>*(Q) N BV (Q) que satisfaz

{ u, — u  em LI(Q),
Jo [ Duy| — [, [Dul.

Teorema 17 Seja Q C RY aberto limitado com fronteira lipschitziana. Entdo, para
p € [1,1%) a imersao BV (Q2) < LP(QY) € compacta, ou seja, dada uma sequéncia (u,)
limitada em BV (Q)), existe um subsequéncia que converge forte em LP(S).

Demonstracao. Seja (u,) sequéncia limitada em BV(Q2), onde, sem perda de gene-
ralidade, pode-se tomar |u,|gy (@) < 1, para todo n € N. O objetivo é encontrar uma
subsequéncia convergente em LP()), com p € [1,1%).

Sabendo da propriedade dita na Observacdo 1, encontra-se entdo uma sequéncia (v,)
contida em C*(Q2) N BV (Q) tal que, para todo n € N,

"Un - un‘LP(Q) <

| ([Dval| = [[Dunl]) | <

SI—3 e
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Portanto,

|Un|W1!1(Q) = |Un|L1(Q) + [|[Dvg|| < |vy — un|L1(Q) + |un|L1(Q) + [ ([Dva|| = [[Dun|]) | + |[Du,||
= |vn — Un|1() + |UnlBvi) + | ([[Dn]| = [[Dual]) |

1 1
< —4+14-—-<4.
n n

Como (v,) é limitada em W1(Q) e a imersao Wh'(Q) — LP(Q), para p € [1,1%), é
compacta, existe uma subsequéncia (v,, ) e u € LP(Q) tal que v,, — u em LP(Q2).

Logo, [tun, — ulrr@) < |Un, — Vnylrr@) + [n, — Ulir@) — 0, quando k — o0, e
portanto, u,, — u em LP(Q).

Falta mostrar que v € BV (£2). Como ||Duy,|| < |tn,|pv) < 1, dessa forma tem-se

que sup || Duy, || < co. Como u,, — u em L'(Q) , pelo Teorema 11 tem-se que
keN

|| Dul| < li]£1_1>;1£f || Duy, || < h,?liﬂf U, | BV (@) < 1.
Logo, u € L*(Q) e ||Du|| < oo, e pelo Teorema 10 tem-se que u € BV ().

Portanto a imersao BV () < L?(2), para p € [1,1*), é compacta.
|

A partir de agora, serao apresentados resultados de teoria do trago para o espago
BV (Q) exigindo certa regularidade por parte da sua fronteira I' = 9. Consideremos §2
com fronteira I' lipschitziana.

Teorema 18 Eriste uma aplicagio linear continua vy de BV (Q) em Ly, (') que satis-
faz
i) u e C(Q)NBV(Q) = yo(u) = ulr;

it) vale a formula de Green generalizada:

/(pDu: —/udz’vgodx—l—/’yo(u)gm/a?—l]vl
Q Q r

onde v(x) € vetor unitdrio normal exterior definido HN~! - q.t.p. em T.

Exemplo 3 Sejam A C Q C RN com A e Q abertos com fronteira suave e seja u €
BV (A). Define-se entio v : Q) — R

(z) = u(z) , sex € A,
Y0 ,sex e Q\ A

Entio, v € BV (Q), e também, dado ¢ € C3(Q) e v(z) vetor unitdrio normal exterior
aAemx e dA, tem-se

Doto) = — [ divods = = [ divoo = [ oDu~ [ (oo

= Dula(¢) = y(w)rH" " [04(¢)-
Logo, Dv = Du| s—y(u)vHN [ 54.
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Exemplo 4 Seja u € BV(Q2) e £ € C2(Q), entao D(u) = {Du + uVE. Para todo
Y € CH(R) tem-se:

O(ug) _ I(&v) 23
ox; (W) = /u( ox; ¢8931)
= — / 85 da:
Q
. 8u N— g
- [ evge - /8 wasw)vaﬂ [ gt
B au / f
_ 298 pn
= %@m gL o)
Logo 9(uf) =¢ Ou +u o LN no sentido distribucional. Assim,
ox; ox; ox;

D(ué) = EDu +uVELN . (2.6)

Teorema 19 Seja Q) dominio Lipschitz. O operador trago vy € continuo de BV (),
munido da convergéncia intermedidria, em L'(Q) munido da convergéncia forte.

Outro resultado importante é a Desigualdade de Poincaré.

Teorema 20 (Desigualdade de Poincaré em BV (Q)) Seja Q@ C RY com fronteira
Lipschitz. Entdao existe uma constante C' = C(€2, N) > 0 tal que

/\u|da:<0(/\Du]+/ | oHN - 1).

A demonstracdo encontra-se em [14].

2.4 Solucao de variacao limitada

Para o problema que sera tratado no proximo capitulo, suas hipoteses fazem com que
o funcional associado & equacao eliptica satisfaca as condi¢oes do Teorema do Passo da
Montanha, onde como consequéncia, sera obtida uma sequéncia que ajudara a encontrar
uma solucao de variacao limitada. Em seguida, serao apresentados defini¢goes envolvendo
teoria de subdiferenciais, baseado em [3, 4, 7, 16|, e uma versao do Teorema do Passo da
Montanha para funcionais que se escrevem como a diferenga de um localmente Lipschitz
e um suave, sem a condi¢ao de Palais-Smale.

Sejam E espaco de Banach e J : E — (—o00, +00] fungao convexa localmente Lips-
chitz. O conjunto Dy :={u € E : J(u) < oo} é chamado dominio efetivo de [J. Dessa
forma, dado u € D, o conjunto:

oJ (u) ={u* € E*: J(v) — J(u) > (u*,v —u),Yv € E}
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¢ chamado subdiferencial de J em u, onde (.,.) denota o par dualidade E* em FE.

Seja entao ® = J — G definido em F, onde J é convexo semicontinuo inferiormente
e G € C'(E,R). Um ponto u € Dy é chamado ponto critico de ® se G'(u) € 0J (u), ou
seja, se u satisfaz:

JW) =T (u) > (G'(u),v —u),Vv € E.

Exemplo 5 Seja ¢ uma fungao convera e Gateaux diferencidvel em z. Entao, Op(x)

consiste de um unico elemento, que € a derivada de Gateux de @ no ponto x, ¢'(z). Lem-

p(z + Ay) — o(x)
A

brando que ¢'(x)y = /l\in% , paray € E.
%

Pela convezidade de ¢ tem-se para todo y € E e para todo X € [0, 1]:

(1 =Nz + Ay) < (1= N)p(z) + Ap(y).
Consequentemente, se A € (0,1)

Fazendo A — 0T tem-se

At A _AI)) —#lo) e(y) — (),

P (@) (y — ) = lim

A—=0F
ou seja, pela desigualdade anterior, p(x) < oo, e assim x € D, e ¢'(x) € dp(z). Por

fim, € necessdrio mostrar a unicidade.

Seja w* elemento qualquer de Op(z). Pela defini¢ao de subdiferencial, para todow € E
p(w) —p(r) = (W', w — z).

Fazendo a mudanca de varidvel w = x + \y, tem-se, para todo y € E, que
p(z+ Ay) —p(z) = (W", Ay).

plr+Ar) — p(x)
A

Primeiro, para X\ > 0, tem-se > (w*,y). Fazendo A — 0%, obtem-
se para todo y € E
¢ (z)y = (w*,y).

Analogamente para A < 0 e A — 01 tem-se para todo y € E
¢ (2)y > (w*,y).

Consequentemente, para todo y € E

*

(P (2),y) = ¢ (2)y = (W, y) = (W — ¢ (2),y) = 0= w" = ¢'(z).
Ou seja, Op(z) = {¢'(x)}.

Para demonstrar o Teorema do Passo da Montanha, é necesséario apresentar o Lema
da Deformacao.
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Teorema 21 (Lema da Deformacgao) Seja E espago de Banach e T : E — R funci-
onal localmente Lipschitz. Denota-se, dado a € R, o conjunto T, == {x € E : T(x) < a}.
Se existed € R, S C E e a,6,eq > 0 tais que

B(x) := min{]|z|

g2 €0T(x)} > a para todo v € T7Y([d — €, d + €g]) N Sas

onde Sas € 20- vizinhanga de S, entdo para 0 < € < min{%a, €0} existe um homeomorfismo
n: E — E que satisfaz:

i) n(z) = z para todo x ¢ T~([d — €o,d + €0]) N Sas

“) n(Td—i-e) C Td—e
iii) T(n(z)) < T(z) para todo x € E

Teorema 22 (Teorema do Passo da Montanha) Seja E um espago de Banach e um
funcional ® = Iy—1, onde I € C*(E,R) e Iy é um funcional convexo localmente Lipschitz,
ambos definidos em E. Suponha que ® satisfaz:

i) Ezistem p > 0 e o > ®(0) tais que ®|op,0) > @;

i) ®(e) < ®(0) para algum e € E '\ B,(0)
Entao, para todo € > 0, existe x. € E tal que
c—e<P(z)<c+e
e para todo y € E vale

Io(y) — I(we) = I'(we)(y — xe) — elly — x|

onde, sendo T' = {y € C°[0,1;E) : v(0) = 0 e (1) = e}, tem-se que ¢ > « €
caracterizado como

¢ = inf sup ®(y(t)).
7€l efo,1)

Este teorema encontra-se em [9].
Demonstracgao.
Note que ®(e) < ®(0) < a < ®[yp,, logo ¢ > a.

Suponha, por contradigdo, que exista € > 0 tal que ®(0) < ¢ — € e que dado assim
r € 7! ([c — €,c+ €]), entao para todo 2. € E*, ||z||« < ¢, existe y. € E tal que

IO(ye) - IO(IG) < I/("EE)(ye - xe) + <Ze>ye - $e>'

Disso segue que 3(x) > € para todo x € & ([c — €,¢ + €]). Assim, pelo Lema da
Deformacao aplicado a T'= ®, d = ¢, a = € e ¢y = € segue que existe um homeomorfismo
n:E— Ee€c (0,€) que satisfazem:

i) n(x) = z, para todo z ¢ ®([c — ¢,¢ + €])
1)n(Peye) C Pee
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Pela defini¢ao de ¢, dado € > 0, existe v € I' tal que

¢ < max ¢(y(t)) < c+e (2.7)
t€[0,1]

Seja ¥(t) := n(y(t)), note que desde que ®(e) < ®(0) < ¢ — ¢, entao 0,e ¢ d~!([c —
€,c+ €]) e entdo tem-se por i)

7(0) = n(7(0)) =n(0) =

(1) =n(y(1) =nle) =

Portanto, 7 € I'. Por (2.7), v(t) € ®.4e, para todo t € [0,1]. Entéo por ii) tem-se
() =n(y(t)) € Pee. Assim,

0,

e.

c <maxP(F(t)) < c—F,

o que é um absurdo.



CAPITULO

5

Aplicacao

Neste capitulo, sera estudada a existéncia de uma solugao de variacao limitada para
o seguinte problema quasilinear

—Aju =a(r)g(u) em Q,
{ u(r) =0 So‘gre o9, (3.1)

Vu

—— |. As nao-
\VU\)
linearidades g e a e o conjunto €2 satisfazem o seguinte conjunto de hipoteses:

onde o operador diferencial 1—Laplaciano é definido como Aju = div (
(a1) a(x) € C(2,R) muda de sinal em §2;
(az) a(x) <0, |x| > Ry para algum Ry > 0;

(as) sup |a(z)|[z] < oo;
€

(91) 9 € C(R,R);
(g2) g(s) = o(1) quando s — 0;

(g3) g(s)] < C(1+ |s]P71) para algum C > 0,1 <p < 1* = %;

(92) 0 < 0G(s) < sg(s) com s € R, 0§ > 1, onde G(s) = / g(t)dt;
0

() existe £ € C*(Q) comE=1em QT E=0em Q,0< <1 e [V < 90;01, onde
Cp é a melhor constante da imersao de BV () em L*(Q2), considerando BV (£2) com
a norma

[ / Dul+ [ ulord
Q a0
Adotamos como notacao

Of = {z€Q:a(x) >0},
Q- {z € Q:a(x) <0},
Qr = {xeQ:|z| < R} =QnN Bg(0).

Dessa forma, o objetivo é demonstrar o seguinte teorema:

33
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Teorema 23 Se sao satisfeitas (a1) — (a3), (g1) — (ga) € (1) , entdo o problema (1.1)
tem solugao de variag¢ao limitada nao-trivial a qual satisfaz a sequinte forma precisa do
problema:

Jz € L®(Q,RY) tal que |z|oo < 1, divz € LN(Q) e — / udiv zdz :/ | Dl —i—/ luloHN
Q Q o0
—div z(x) = a(z)g(u) g.t.p. em Q.

Para isso ser possivel, na proxima secao sera apresentado o conceito de solucao de
variacao limitada e a metodologia que seré usada para obté-la.

3.1 O funcional de Euler-Lagrange

Neste capitulo, o espaco BV (2) estara munido da norma ||.||gy(q) que ¢ definida da

seguinte forma:
|[ullBv (@) 1=/ |DUI+/ Ju|OHN L.
Q ;Y]

onde HV! denota a medida de Hausdorff de dimensdao N — 1.

Lema 1 A norma ||.||pv) € equivalente a norma |.|py (o).
Demonstracao. Por um lado, pelo Teorema 18 existe uma constante C; > 0 tal que

[uloHN ™ < Ci|u| gy (o), assim
o0

lullve = / Dul + / RN < / Dul + Calulsv o)
Q o0 [9]

= (1+C’1)/ \DUH—/ luldz < (1 + Ch)|ulpv(a)-
Q Q

Por outro lado, com a desigualdade de Poincaré tem-se:

lulBvio) = /’DU|+/|U|d$§/|DU\+C(/\Dul+/ ]u\@?—[N1>
@ @ Q Q o0

< (14 O)|ullsv -

Ou seja, ﬁ”uHBV(Q) < |ulpv) < (14 O)||ul|sv (), para todo v € BV(2). Por-
tanto, as normas |.|gv () € ||-||Bv ) sdo equivalentes.
m

Dessa forma, os resultados obtidos no capitulo anterior para o espaco (BV(Q2), |.|pv ()
também serao validos para o espaco (BV (), ].||sv)-

Em um estudo variacional, seria interessante encontrar uma solucao do problema
procurando-se pontos criticos do funcional ®, ou seja, uma funcdo u tal que ®'(u) = 0.
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Porém, o funcional ® nao é diferenciavel, nao podendo entao ser aplicados os métodos
usuais para a busca de solucao.

Entretanto, o funcional ® é a diferenca entre um funcional localmente Lipschitz J
e um funcional suave G e assim, pode-se procurar outro tipo de solugao. Entao, nesse
capitulo, sera estudada a existéncia de soluc¢do de variacdo limitada, ou seja, u € BV (2)
tal que 0 € 0®(u), o que, baseado na teoria envolvendo subdiferenciais em [3, 4, 7, 16], é
equivalente a

JW) =T (u) > G (u)(v—u), paratodove BV ().

A ideia é mostrar que o funcional ® satisfaz as condi¢oes do Teorema do Passo da Mon-
tanha enunciado no capitulo anterior, para assim obter uma sequéncia com propriedades
especiais a partir da qual sera obtida subsequéncias cujo limite é candidato a solucao.

Dado um funcional de Euler-Lagrange ® = J — G definido em BV (2), onde J é um
funcional convexo localmente Lipschitz e G funcional suave definidos em BV (), pode-se

entao ser definida uma solucao de variagao limitada associada a este funcional.

Para o caso deste trabalho, o funcional associado a (1.1) seria ® = Jy — G, definido

em BV (§2) com
Jo(v) = /Q’DU|§
Gv) = /Qa(:p)G(v)dm.

Porém, para penalizar a fronteira, visto que o problema possui condi¢ao de fronteira
de Dirichlet, tomaremos o funcional ® = 7 — G definido em BV (Q2), onde

@)= [ Dol + [ [olon* ™ = |lellavia
Q %9)

Entao, u € BV (Q) é solucdo de variagao limitada para este problema se satisfazer:

ollvi — ull v = / a(2)g(u) (v — u)dz para todo v € BV(Q).
Q

3.2 Forma precisa

Como ja mencionado na Introducao, o operador 1—Laplaciano estd mal definido em
pontos z €  tal que Vu(z) = 0. O objetivo dessa segdo é mostrar que a forma precisa
do problema (3.1) esta definida da seguinte forma:

Jz € L=®(Q,RY) tal que |2], < 1, div z € LY(Q),
—/udiv zdr = / | Dl +/ lu|OHN

Q Q o0
—div z(z) = a(x)g(u) q.t.p. em .
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Primeiro, os funcionais ®, J e G que estao definidos em BV ({2) serao estendidos para
o espago LY () da seguinte forma:

J(u), seu e BV(Q)
{ +o00, seu € LY (Q)\ BV(Q)

Gw) = [ al)Gu)ds,
B(u) = T(u)—G(u).

Dessa forma, temos que G € C*(LY",R) e J é convexa e semicontinua inferiormente
com respeito a topologia de L' (). Assim, o subdiferencial 9% esta bem definido.
Lema 2 Sejau € BV (). Se 0 € 0®(u), entdo 0 € 0P (u).

Demonstracao. Seja u € BV (Q2) tal que 0 € 0®(u). Entao,

J()—T(u) >G'(u)(v—u), paratodove BV(Q).

Queremos mostrar que 0 € 9®(u), ou seja,

S|

(v) = T(u) > G (u)(v —u), paratodo v € L (Q) .

e Sev € BV(Q)N LY (Q), entao

Tw) =T = Jw)—Iw) =G u)(v-u

e Sewv e LV(Q)\ BV(Q), entdo J(v) = +oo e J(u) < co. Logo,

T(v) = T (u) = +00 2 G (u)(v — u)

Portanto, 7 (v) — 7 (u) > G (u)(v — u), para todo v € L' (), ou seja, 0 € HD(u).
m

Suponha que u € BV (2) seja solugao de variagao limitada de (3.1), ou seja, u satisfaz
para todo v € BV (Q):

J () =T (u) = G'(u)(v - u).

Assim, 0 € 9®(u), e pelo Lema 2, 0 € dP(u). Sendo J convexo e G suave, G (u) €
O0J (u). Pela defini¢do de subdiferencial, existe z* € (Ll(Q))* = LN(Q) tal que 2* €
0T (u) e
G (u) = 2" (3.2)
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Pela Proposigao 4.23 encontrada em [12], existe 2 € L>®(Q, RY), com |z]|, < 1, e que
satisfaz:
¥ = —divz, (3.3)

J(u) = (z*,u) = — / udivzdz. (3.4)
Q
De (3.2) e (3.3) temos para todo v € BV (2)

_/deivzd:c = (z",v) = @/(u),m = /Qa(x)g(u)vdx,
ou seja,
/Q (a(x)g(u) + divz) vdx = 0 para todo v € BV (Q).

Portanto,
—divz = a(z)g(u) q.t.p. em €. (3.5)

De (3.4) e (3.5) temos:

Jz € L= (Q,RY) tal que |z] < 1, div z € LV(Q),
—/udiv zdx:/|Du]+/ luloHN
o0

—di?/ z(x) = a(x)gs()u) q.t.p. em .

3.3 Argumentos variacionais

Utilizando os teoremas apresentados no capitulo anterior, sera demonstrado nesta se-
gao que o problema (3.1) admite uma soluc¢do de varia¢do limitada. Primeiramente, sera
mostrado que o funcional ® satisfaz as geometrias do Passo da Montanha. A partir de
entao, trabalharemos com a sequéncia obtida por meio deste teorema para encontrar a
solugao de variagao limitada nao-trivial.

Lema 3 O funcional ® satisfaz as geometrias do Teorema do Passo da Montanha.

Demonstragao. Primeiro, mostremos que o funcional ® satisfaz a primeira geometria
do Teorema do Passo da Montanha.

Por (g1) - (g3), dado um € > 0, p € (1,1%) existe C = C(e,p) > 0 tal que Vt € RY
G()] < elt] + Cclt]".
De fato, por (gs), dado € > 0, existe § > 0 tal que |g(s)| < € se |s| < 0. Logo,
|G(s)| <els|, sels| <.

Por outro lado, se |s| > ¢, entao por (g3) temos

G <0 (1o + ) =clst (141 ) <O (G +3) = COIsP. (39)

|slP=t " p o= p
Dessa forma, temos para todo s € R:

|G(s)| < elt] + Cct]".



3. Aplicagao 38

Entao, segue que

D (u)

||u||BV(Q)—/QCL(l’)G(u)dJJ

lulave) = el [ fuldz = Clal. [ fupds
Q Q

> (1= eClaloo)llullsvi) = Cllullhy ).

v

Seja € < m, desde que p > 1 existe p > 0 suficientemente pequeno tal que
(1 —eClalos)p — Cp? > a > 0. Assim, sendo u € BV (Q) tal que ||u||pv) = p, tem-se
®(u) > a > 0 = ®(0), e portanto, ® satisfaz a primeira geometria do Teorema do Passo
da Montanha.

O funcional ® também satisfaz a segunda geometria. Por (a1) e (az), tem-se que Q7F
¢ um aberto limitado nao vazio. Entao, seja 1» € Co™(27), ©» > 0. Por (g4), tem-se que
G(s) > As’ — B, para algum A, B > 0, entdo

d(ty) = HWHBV(Q)—/Qa(x)G(W)dx
< Hllsvio — AY / L@+ B [ a(ws

O+
Desde que 0 > 1 e [, a(z)[¢|°dx > 0, segue que ®(ty)) — —oo quando ¢ — oo.
Portanto, existe e € BV (Q2) tal que ®(e) < ®(0) = 0, e assim o funcional ¢ satisfaz a
segunda geometria.
u
Entao, o funcional & satisfaz as condigoes do Teorema do Passo da Montanha, e
consequentemente obtém-se uma sequéncia (u,) C BV (Q) tal que |®(u,) — | < €,, com
€n — 0, ¢ > ®(0) =0, onde sendo I' = {y € C°([0,1}; E) : v(0) =0 e ~(1) = e} tem-se
que ¢ = inf sup ®(y(¢)), e ainda
7€l te(0,1]

T () — T (un) > G'(uy) (v — uy) — €|[v — uy||pv(0), paratodowv e BV(Q). (3.7)

O interesse ¢ de, a partir dessa sequéncia, encontrar v € BV (2) que seja solugao de
variagao limitada. Portanto, o proximo passo é provar que (u,) é uma sequéncia limitada

em BV (Q).

Lema 4 A sequéncia (uy)nen obtida acima € limitada em BV (2).

Demonstragao. Primeiramente, a partir de (3.7), tomando v = u,§ + u,, onde & esta
definida em (€2), tem-se:

l|unéllBviy = [Jun€ + unllBviQ) — [|unllBV(0)

= / a(w)g(un)(unf + Up — Un)d$ - En”ung + Up — un”BV(Q)
Q

V

— /Qa(;c)g(un)unfd:c — enllunlBv ()

/ a(I)g<un)und:p - €n|’un§||BV(Q)-
O+
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Logo,
(14 e)llunéllaviey = | alwlg(un)unde. (33)
O+
Também, como & € C°(Q) tem-se

unllBvie) = /Q|D<un§)|+/g|un§\37{]v1
/|§||DU”|+/|Un||V§|dI+/|un§|87-[N—1

< /|Dun\+/ |un|yvgydx+/\un\aHN L

< (L4 Gol VE o)l unl By (@)

IN

Logo,
lungllBvie) < (14 ColVE|so)|unllBv(e)- (3.9)
Assim, por (3.8),(3.9) e (g4) tem-se

cto,(l) = ||un||BV(Q) /a(x)G(un)d:U
Q
— lullavie = | a6z~ | a(o)Glu)iz
o+ -
> Nunllsvi — / a(2)C(uy)dz
O+
g(un)uy, 1
= Nlunllsvie + / a(z)  Gluy) ) do — / ()9 (1) ndl
o 0 0 Jos
1
> Nunl|Bvio) — 5/ a(z)g(uy)u,dx
O+
1
> jun||Bv(o) 5(1+6n)||un§||Bv
1
> lallmviey — 51+ e (1 + Col Vel llunl v

_ (1 _ %(1 +e)(1+ Co\Vf\oo)) unllBv @)

Por fim, pela hipotese (€;), tem-se que K =1 — 3(1+¢€,)(1+ Cy|VE|w) > > 0 para

n suficientemente grande. Logo,
¢+ on(1)
K - HUTLHBV(Q)

Consequentemente, (u,) ¢ limitada em BV ().
n
Desde que BV (K) ¢ imerso compactamente em L?(K), com ¢ € [1,1*) e K C Q
compacto, entao existe u € LI(K) tal que a menos de subsequéncia

u, —u em LYK), qge[l,1%),
up(r) — u(r) q.t.p. em Q.

Lema 5 A func¢do u obtida acima pertence a BV () e satisfaz:

||U||BV(Q) < h,{ﬂigf ||Un||BV(Q)
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Demonstragao. Seja d > 0 tal que B;(0) C O, onde Q = RV \ O e seja B := RY\ B5(0).
Assim, definimos as extensoes:

o up(z) = €Q,
“"@):{ 0 z€B\Q,

_ u(z) x €,
“(x):{o reB\Q.

Dessa forma,

[1oml = [ 1w+ [ o,

B Q o0

/|Da| _ /|Du|+/ RN,
B Q o0

Note que / |Du| = ||u||pv) e / | Dty | = |un||Bvio) < C. Também temos
B B

u, —u em L% (B), qell,1%),
Up(x) — u(x) qt.p. em B.

Mostremos que u € BV (2). De fato, para todo R > 0, sendo Bg := BN Bg(0), temos
/ |Du| < liminf/ | Dy, | < liminf/ | D, | < C. (3.10)

Assim, seja 1) € CH(B,RY), com || < 1 e suppy) C Bg, tem-se

/ udivypdr = / udivpdr < / |Du| < C

B Bpr Br

= / |Du| = sup {/ adivipdr < € CHB,RY), [Y] < 1} < C.
B B

Como w,, — u q.t.p. em B, pelo Lema de Fatou tem-se que

/ |u|dz < lim inf/ [, |de < C'liminf ||@,|| v ) < C,

portanto u € L'(B). Consequentemente, como / |Du| < oo e w € L'(B), pelo Teorema
B
10 tem-se que u € BV (B).

Ainda, sendo | Du| medida de Radon, logo regular interna, tem-se

/|Dﬂ|:sup/ | D (3.11)
B R>0.J By
De (3.10) e (3.11), obtem-se:

/ | Dl —sup/ |Du| < sup [hmmf/ |Dun\} —hmmf/ | Dy, (3.12)
R>0 n—00
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Novamente, por (3.12), tem-se

l|ullpv) = /]Du|—i—/ |u]8HN1:/ |Dﬂ]§liminf/ | D, |
Q Fol9) B n—oo Jp

= timint | [ 1D+ [ Junlon ] = mint o lovio

n—o0

Ou seja,
lullBv(e) < Timinf [[u,||pv (o). (3.13)

Lema 6 Para todo v € BV (),

/Qa(:v)g(un)(v — up)dr — /Qa(ac)g(u)(v —u)dz, quando n — 0.

Demonstragao. Primeiro serd mostrado que / a(z)g(un)u,dx — / a(x)g(u)udz. Por
Q

Q
(91) — (g3), para todo € > 0 e t € [p, 1*) existe C' = C(e,t) > 0 tal que |g(s)| < e+ C|s|' ™,
s € R.

SejaU CQer= 5
continuas de BV (Q) — L

/| g(up)uy|de < /|a |un|dac+C'/| ) |un [Pdz
e|a|oo/ |un|d:z+C'(/ |a(:1c)|rdx)r<
U U U

Cellun|Bv o) + C|G|U(U)Hun||%\/(9)
Ce+ C|a|Lr(U)

](VN oL entao utilizando a Desigualdade de Hélder e as imersoes
9(Q2), para ¢ € [1,1%) tem-se

IN

. P
1 d:p)

IN A

Por (a3) e supondo a > N, temos

“ 1
/ la(x)|%dx < (sup\a(x)\|x|> / ——dxr < o0.
Q 2eQ o ||

Assim, da maneira que foi definido r, tem-se r > N, entao dado € > 0, existe R > 0 tal
1

que (/ |a($)|7"dx) < €. Colocando entao U = Q\ Qg, tem-se pelas ultimas equagoes
O\Qg

/Q\Q la(x)g(up)uy,|dx < eC. (3.14)

Consequentemente / la(x)g(up)uy|dx — 0 quando R — oo uniformemente em n.
O\Qg
Sendo u € BV (Q), u € LY(R), ¢ € [1,1*) e pelas condicoes em a e g, tem- se que dado

n > 0, existe Ry > 0 tal que

/Q\B ( )a(m)g(u)udm < Z (3.15)
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Analogamente para u,,, existe Ry > 0 tal que

/ a(z)g(u,)u,de < n (3.16)
N\ By ( 4

Seja R = max{R;, Ry}. Também, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Le-
besgue Generalizado, quando n — oo

/Q a(x)g(up)udx — g a(z)g(u)udz. (3.17)

A partir de (3.15), (3.16) e (3.17) existe ng € N tal que para todo n > ny tem-se

/Qa(x)g(un)undx— /Qa(x)g(u)uda: < /QR a(x)g(up)updr — /QR a(z)g(u)udz| +
+ /Q\BR(O) a(z)g(u,)u,dx — /Q\BR(O)CL(x)g(u)uda:
n.

Portanto, foi provado que quando n — 0o
/ a(x)g(uy)up,de — / w)udz. (3.18)

Ainda é necessario mostrar que /a(m)g(un)vda: — /a(x)g(u)vdm, Yv € BV (Q).

Q
Novamente, usando as imersoes continuas, Desigualdade de Holder e o valor r ja definido
tem-se

/\a g(uy)v|de < e/\a(az)\|v\daz+0/|a(x)]|un]p_1\v|dac
U U

% 1% IL*
< e|a|oo/ |v|dx—|—C</ |a(:c)|de) (/ > d:c)
S CE|CL|OO|U|L1(U —I—C'|a|Lr(U (/ |U|1 d:L‘) (/ |un|1 dIL‘)
< (7dﬂaﬁvhwU)+(HQMWUﬂh%HBVQﬂh%H
S C€+C|CL|Lr(U)

Colocando novamente U = Q \ Qg, tem-se pela ultima inequagao

/Q\Q la(x)g(uny)uy,|dx < eC. (3.19)

Consequentemente / la(x)g(u,)v|de — 0 quando R — oo uniformemente em 7.
ON\Qg
Sendo u, v, u, € BV(Q), u,v,u, € L), q € [1,1%) e pelas condicdes em a e g, tem-
se que dado n > 0, existe R > 0 tal que

/ a(z)g(u)vdr < n
2\Br(0) 4

/ a(z)g(u,)vdr < n
\Br(0) 4
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Novamente, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue Generalizado,

/Q a(x)g(up,)vdr — a(x)g(u)vde.

Qg

Logo existe ng € N tal que para todo n > ny tem-se

/Q a(@)g(un)vdz — / a(z)g(u)vde

< 1 alwede = | aog(vdd] +

Q
+ / a(x)g(uy,)vdx —/ a(x)g(u)vdx
Q\Br(0) Q\Br(0)
< 0.
Portanto, foi provado que
/ a(z)g(u,)vde — / w)vdr, para todo v € BV (Q). (3.20)

[ ]
Com os resultados obtidos até entao neste capitulo, podemos entao demonstrar o te-
orema principal.

Demonstragao do Teorema 23
A partir de (3.13), (3.18) e (3.20) , para todo v € BV (Q2), tem-se

JW) =T ) = |jvllsv) — llullsv@)

Z ||U||BV Q) — hmlnf ||un||BV(Q)

= limsup (|[v] |BV @ = ||unllBv(2))
n—oo

> limsup ( — Up)dr — €|V — unHva))

= /HZO )g(u)(v — u)dz

Portanto, tal u € BV (2) é solucao de variacao limitada, ou seja, para todo v € BV (2),
ela satisfaz:

Jw)—T(u) > G (u)(v—u). (3.21)

Como tultima etapa, é necessario garantir que tal solu¢do é nao-trivial. Em (3.21),
tomando v =u +tv, t > 0

J(uttu) = J(u) /Qa(x)g(U)udx = J'(uw)u > /Qa(x)g(u)udx.

: >
Analogamente, tomando v = u + tv, t <0, tem-se J'(u)u < [, a(z)g(u)udz. Logo,
J () =T (u)u = / a(z)g(u)udr = G'(u)u.

Q
Sendo G suave, G'(u)u = G'(un)u, + 0,(1)

Por outro lado, em (3.7), fazendo primeiro v = u,, + tu,, com ¢t > 0 e depois t — 0T,
obtem-se

j/(un)un Z g/(un)un - En||un||BV(Q)
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Analogamente com ¢t < 0 e t — 0~ obtém-se
j/<un)un < g/<un)un + 6nHunHBV(Q)'
Pelas duas ultimas inequagoes
| T (tn )t — G' ()| < €nl|unl|pvie) = on(1). (3.22)

Portanto,



CAPITULO

4

Conclusao

Neste trabalho uma das dificuldades foi que o espago BV (€2), espago no qual foi pro-
curada a solucao do problema, nao é reflexivo, e portanto, dada uma sequéncia limitada,
nao podia-se garantir a existéncia de uma subsequéncia que converge fraco em BV ().
Também, o dominio €2 é nao limitado, e por isso nao tem-se imersao compacta de BV (2)
em L9(Q), com ¢ € [1,1%), ou seja, dada uma sequéncia em BV () ndo pode-se garantir
a existéncia de uma subsequéncia que converge forte em L9(f2), com ¢ € [1,1%).

Entao, como alternativa a essas dificuldades, foram utilizadas as propriedades resul-
tantes da imersao compacta BV () — Li (), com ¢ € [1,1*).

Outra dificuldade encontrada foi com respeito limitagao da sequéncia obtida a partir
do Teorema do Passo da Montanha. Devido aos problemas encontrados, foi necessario o
acréscimo de uma hipotese sobre o dominio, no caso, a hipotese (£2).

Por fim entéo, foi obtida uma solugdo de variagao limitada para (1.1) nao-trivial. Tal

teorema, que foi obtido no Capitulo 3, deu origem a um resultado original que ainda sera
submetido.
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