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Resumo

Neste trabalho mostra-se a existência de solução de variação limitada para um pro-
blema envolvendo o operador 1− Laplaciano em um domínio exterior com condição de
fronteira de Dirichlet. Para isso, será usada uma versão do Teorema do Passo da Monta-
nha adequada a funcionais localmente lipschitzianos. As dificuldades na implementação
de métodos variacionais no espaço das funções de variação limitada são múltiplas, entre
elas, a falta de reflexividade, dificuldade de se usar condições de compacidade como a de
Palais-Smale e ainda a falta de regularidade do funcional energia.

Palavras-Chave: domínio exterior, 1-Laplaciano, equações elípticas quasilineares, so-
lução de variação limitada, Teorema do Passo da Montanha.





Abstract

In this work we prove existence of bounded variation solution for a problem involving
the 1-Laplacian operator in an exterior domain with Dirichlet boundary condition. For
this, a version of the Mountain Pass Theorem to locally Lipschitz functionals is used.
There are many difficulties in implementing variational methods in the space of limi-
ted variation functions, among them, lack of reflexivity, difficulty in using compactness
conditions such as Palais-Smale and the lack of regularity of the functional energy.

Keywords: exterior domain, 1-Laplacian, quasilinear elliptic equation, bounded varia-
tion solution, Mountain Pass Theorem.
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Capítulo

1
Introdução

A modelagem de alguns problemas, por exemplo dentro da Física ou de processa-
mento de imagens, utiliza funções que permitem descontinuidades, sendo então necessário
na busca de soluções para as equações diferenciais dessas modelagens um novo espaço
de funções com diferentes propriedades. Nesses modelos, o operador 1−Laplaciano, cuja
definição formal é dada por ∆1u := div

(
∇u
|∇u|

)
, tem papel fundamental. Ocorre que, dife-

rentemente dos problemas envolvendo os operadores p−Laplaciano para p ∈ (2, N), onde
se trabalha no espaço de Sobolev W 1,p(Ω), nos problemas envolvendo o 1−Laplaciano é
necessário que o estudo se dê em um espaço estritamente maior que W 1,1(Ω), a saber, no
chamado espaço das funções de variação limitada BV (Ω).

Em [6], em um novo modelo de restauração de imagens, onde uma função u representa
a imagem original e I imagem com ruído, ou seja, I = u + perturbação, é estudado de
várias maneiras um problema de minimização motivado pela equação:

min

∫
Ω

|Du|p +
λ

2
(u− I)2,

com 1 ≤ p ≤ 2, λ ≥ 2 e Ω ⊂ RN aberto limitado com fronteira Lipschitz. Neste modelo,
as funções permitem descontinuidades, e portanto são tomadas no espaço BV (Ω).

Em seguida, são apresentados outros resultados envolvendo o operador 1−Laplaciano.

Em [5] sendo Ω ⊂ RN limitado localmente Lipschitz, estuda-se o espectro do ope-
rador 1−Laplaciano. Com o problema admitindo condição de fronteira de Dirichlet,
mostra-se que o operador 1−Laplaciano possui infinitos autovalores {ck}∞k=1 e, associado
a cada autovalor, um par de autovetores {±uk}. Também, ck −→ ∞ quando k −→ ∞.
Além disso, faz-se ligações entre os resultados espectrais do operador p−Laplaciano com
o 1−Laplaciano.

Em [15] lida-se com o operador 1−Laplaciano com termo subcrítico, ou seja,{
−∆1u = f(x, u) em Ω,
u(x) = 0 sobre ∂Ω,

com |f(x, s)| ≤ C(1 + |s|q), q ∈ (0, 1∗) e sob as hipóteses tomadas encontra-se ao menos
duas soluções não-triviais v, w ∈ BV (Ω)∩L∞(Ω), onde v ≤ 0 ≤ w q.t.p. em Ω. Também,

11



1. Introdução 12

demonstra-se uma identidade do tipo de Pohozaev para o operador 1−Laplaciano.

Em [1] estuda-se a seguinte classe de problemas com ε > 0 e n ≥ 2:{
−ε∆1u+ V (x)

u

|u|
= f(u) em RN ,

u ∈ BV (RN),

procurando existência e concentração de soluções sob diferentes hipóteses sobre a função
V , conforme ε −→ 0+.

Em [10] é obtida a existência de solução de variação limitada não-negativa e não-trivial
por meio do Teorema do Passo da Montanha para o problema:{

−∆1u+ V (x)
u

|u|
= K(x)f(u) em RN ,

u ∈ BV (RN),

onde o funcional de Euler-Lagrange é definido no espaço E =

{
u ∈ L1∗(RN) :

∫
RN
|Du| <∞

}
.

Em [12] estuda-se diferentes problemas envolvendo o operador 1−Laplaciano, por
exemplo o problema de autovalor

−∆1u = λ
u

|u|
,

e o problema de torção generalizado

∆1u = f(x) ≥ 0.

Também, estuda-se o operador p−Laplaciano conforme p −→ 1.

Em [8] lida-se com o 1−Laplaciano em um problema com crescimento crítico:{
−∆1u = λ

u

|u|
+ |u|1∗−2u em Ω,

u(x) = 0 sobre ∂Ω,

e mostra-se que o problema admite solução de variação limitada não trivial para λ ≥ λ1

usando um Teorema de Linking.

Nesse trabalho, o interesse é encontrar soluções para a seguinte equação elíptica qua-
silinear: {

−∆1u = a(x)g(u) em Ω,
u(x) = 0 sobre ∂Ω,

(1.1)

onde N ≥ 2 e Ω é domínio exterior, ou seja, existe um aberto limitado não vazio O ⊂ RN
contendo a origem e com fronteira suave, tal que Ω = RN\O.

O operador 1−Laplaciano é definido de maneira formal como sendo ∆1u := div
(
∇u
|∇u|

)
.

Note que tal operador não está bem definido nos pontos x em Ω onde ∇u(x) = 0. Defi-
nindo de outra forma, tem-se então que uma solução u ∈ BV (Ω) satisfaz a seguinte versão
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do problema (1.1)
∃z ∈ L∞(Ω,RN) tal que |z|∞ ≤ 1, div z ∈ LN(Ω),

−
∫

Ω

udiv zdx =

∫
Ω

|Du|+
∫
∂Ω

|u|∂HN−1,

−div z(x) = a(x)g(u) q.t.p. em Ω.

Em [17], com condições semelhantes as que serão tomadas nesse trabalho, o problema
é resolvido para o operador p−Laplaciano ∆pu = div (|∇u|p−2∇u), para p > 2. Neste
caso, em que lida-se com o 1−Laplaciano, o funcional de Euler-Lagrange associado a (1.1)
não é diferenciável, não sendo então possível utilizar métodos variacionais usuais para en-
contrar uma solução fraca. Porém, tal funcional é a diferença entre um funcional convexo
localmente Lipschitz e um funcional suave, tornando assim possível a procura por uma
solução de variação limitada.

Segue então as hipóteses associadas ao problema (1.1)

(a1) a(x) ∈ C(Ω,R) muda de sinal em Ω;

(a2) a(x) ≤ 0, se |x| ≥ R0 para algum R0 > 0;

(a3) sup
x∈Ω
|a(x)||x| <∞;

(g1) g ∈ C(R,R);

(g2) g(s) = o(1) quando s→ 0;

(g3) |g(s)| ≤ C(1 + |s|p−1) para algum C > 0, 1 < p < 1∗ := N
N−1

;

(g4) 0 < θG(s) ≤ sg(s) com s ∈ R, θ > 1, onde G(s) =

∫ s

0

g(t)dt;

(Ω1) existe ξ ∈ C∞c (Ω) com ξ ≡ 1 em Ω+, ξ ≡ 0 em Ω−, 0 ≤ ξ ≤ 1 e ||∇ξ||∞ ≤ θ−1
C0

, onde
C0 é a melhor constante da imersão de BV (Ω) em L1(Ω).

Assim, com tais hipóteses, o objetivo é demonstrar o seguinte resultado:

Teorema 1 Se são satisfeitas (a1) − (a3), (g1) − (g4) e (Ω1) , então o problema (1.1)
tem solução de variação limitada não-trivial a qual satisfaz a seguinte forma precisa do
problema: 

∃z ∈ L∞(Ω,RN) tal que |z|∞ ≤ 1, div z ∈ LN(Ω),

−
∫

Ω

udiv zdx =

∫
Ω

|Du|+
∫
∂Ω

|u|∂HN−1,

−div z(x) = a(x)g(u) q.t.p. em Ω.

O operador 1−Laplaciano ainda não foi trabalho com tais hipóteses, sendo então este
trabalho original.

Pelas condições do problema, o funcional de Euler Lagrange associado a (1.1) satisfaz
as geometrias de uma versão do Teorema do Passo da Montanha, e dessa forma poderá
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ser obtida uma sequência de quase soluções em BV (Ω). A partir disso, tal sequência será
o objeto de estudo, ou seja, a menos de subsequência, convergirá em algum sentido e o
limite obtido será um candidato a solução de variação limitada de (1.1).

O trabalho está organizado da seguinte forma: primeiro, será apresentada definições
e teoremas envolvendo teoria da medida, distribuições e funções de variação limitada.
Em seguida, utilizando as propriedades apresentadas, será demonstrado a existência de
solução de variação limitada utilizando o Teorema do Passo da Montanha.



Capítulo

2
Espaço das funções de variação limitada

Para o problema que será tratado no próximo capítulo, será necessário conhecer o
espaço BV (Ω) e suas propriedades. Então, neste capítulo serão apresentadas definições
e teoremas que envolvem teoria da medida, teoria das distribuições, espaço das funções
de variação limitada e por fim, a definição de solução de variação limitada e a versão do
Teorema do Passo da Montanha que será utilizada. Assim, seja Ω ⊂ RN conjunto aberto
não vazio.

2.1 Teoria da medida
Nesta seção serão apresentados alguns resultados de Teoria da Medida envolvendo

medidas de Radon, sequências e funções em Lq(Ω) que podem ser encontrados em [2, 11].

Definição 1 Seja µ medida de Borel em Ω. Então µ é regular externa em E ⊂ Ω, onde
E é boreliano, se

µ(E) = inf{µ(U) : U ⊃ E,U aberto}.
Dizemos que µ é regular interna em E ⊂ Ω, onde E é boreliano, se

µ(E) = sup{µ(K) : K ⊂ E,K compacto}.

Definição 2 Dizemos que uma medida µ é uma medida de Radon em Ω se é uma medida
de Borel que é finita em compactos, regular externa em todos os borelianos e regular
interna em conjuntos abertos.

O espaço das medidas de Radon em Ω será denotado porM(Ω).

Definição 3 Uma medida ν é dita absolutamente contínua com respeito a µ, denotando-
se ν � µ, se ν(E) = 0, para todo E ∈M tal que µ(E) = 0.
Duas medidas µ e ν em (Ω,M) são singulares, denotando-se ν ⊥ µ, se existem E, F ∈M
tais que E ∩ F = ∅, E ∪ F = Ω e µ(E) = ν(F ) = 0.

Teorema 2 (Teorema de Lebesgue-Radon-Nikodym) Sejam ν medida σ−finita com
sinal e µ medida positiva σ−finita em (Ω,M). Então, existem únicas medidas σ−finitas
com sinal λ, ρ em (Ω,M) tais que

λ ⊥ µ

ρ� µ

ν = λ+ ρ

15
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Ainda mais, existe uma função µ−integrável f : Ω −→ R tal que

dρ = fdµ

onde se dρ = fdµ e dρ = gdµ, então f = g µ−q.t.p.

Ao longo desse texto, quando µ ∈ M(Ω) e A ⊂ Ω for um boreliano, denotamos por
µbA a restrição da medida µ ao conjunto A.

O suporte de uma função f : Ω −→ R é o conjunto supp f = {x ∈ Ω : f(x) 6= 0}.
Uma função tem o suporte compacto se supp f é compacto. Ainda podemos definir os
seguintes conjuntos:

Cc(Ω) := {f : Ω −→ R : f é contínua e tem suporte compacto} ;

C0(Ω) := {f : Ω −→ R : f é contínua e se anula no infinito} .

Um funcional linear I em Cc(Ω) é dito positivo se I(f) ≥ 0, para todo f ∈ Cc(Ω)
tem-se f ≥ 0.

Teorema 3 (Teorema da Representação de Riesz) Se I é funcional linear positivo
em Cc(Ω), então existe uma única medida de Radon µ em Ω tal que I(f) =

∫
Ω
fdµ, para

todo f ∈ Cc(Ω). Ainda µ satisfaz:

µ(U) = sup {I(f) : f ∈ Cc(Ω), f ≺ U} ,

para todo U ⊂ Ω aberto, onde f ≺ U se 0 ≤ f ≤ 1 e supp f ⊂ U . E também,

µ(K) = inf {I(f) : f ∈ Cc(Ω), f ≥ χK} ,

para todo K ⊂ Ω compacto.

Dado Ω ⊂ RN , o espaço Cc(Ω) é denso em C0(Ω) com respeito a norma uniforme,
consequentemente se µ é medida de Radon, então o funcional I(f) =

∫
Ω
fdµ definido em

Cc(Ω) se estende continuamente em C0(Ω) se, e somente se, I é limitado com respeito a
norma uniforme. Assim, obtém-se o seguinte resultado:

Teorema 4 Se I ∈ C0(Ω)∗, então existem funcionais positivos I± ∈ C0(Ω)∗ tais que
I = I+ + I−.

Assim, pelos dois teoremas anteriores, dado um I ∈ C0(Ω)∗ existe uma medida de
Radon (com sinal) µ tal que I(f) =

∫
Ω
fdµ, para todo f ∈ C0(Ω).

Teorema 5 Sejam Ω ⊂ RN , µ ∈ M(Ω), f ∈ C0(Ω) e Iµ(f) :=
∫

Ω
fdµ. Então a apli-

cação µ 7−→ Iµ é um isomorfismo isométrico de M(Ω) em C0(Ω)∗. Ou seja, C0(Ω)∗ é
isometricamente isomorfo aM(Ω).

Podemos definir convergência fraca em medida.
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Definição 4 Uma sequência (µn)n∈N em M(Ω) converge fracamente para µ ∈ M(Ω),
denotando-se µn ⇀ µ emM(Ω), se para todo ϕ ∈ Cc(Ω) tem-se∫

Ω

ϕdµn −→
∫

Ω

ϕdµ,

quando n −→∞.

Além disso, serão necessários no próximo capítulo os seguintes teoremas cujas demons-
trações encontram-se em [11]:

Teorema 6 (Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue Generalizado)
Se fn, gn, f, g ∈ L1(Ω) e quando n −→∞,

fn(x) −→ f(x) q.t.p. em Ω,

gn(x) −→ g(x) q.t.p. em Ω,

|fn(x)| ≤ |g(x)| q.t.p. em Ω,

e ∫
Ω

gndx −→
∫

Ω

gdx.

Então, ∫
Ω

fndx −→
∫

Ω

fdx.

Teorema 7 (Desigualdade de Hölder) Suponha 1 < p <∞ e q ∈ R conjugado de p,
ou seja, tal que 1

p
+ 1

q
= 1. Se f e g são funções mensuráveis, então

∫
Ω

|fg|dx ≤
(∫

Ω

|f |pdx
) 1

p
(∫

Ω

|g|qdx
) 1

q

.

2.2 Teoria das distribuições
Nesta seção, serão apresentados definições e teoremas envolvendo distribuições e deri-

vada distribucional.

Seja D(Ω) := C∞c (Ω), ou seja, espaço das funções de classe C∞ com suporte compacto
em Ω.

A topologia utilizada será a topologia induzida pela convergência em D(Ω) conforme
definida em [13]. Dada uma sequência {φn} ⊂ D(Ω), temos que φn −→ 0, quando
n −→∞, em D(Ω) se existe um compacto K ⊂ Ω tal que supp φn ⊂ K, para todo n ∈ N
e todas suas derivadas convergem uniformemente para 0.
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Definição 5 Uma distribuição T em Ω é um funcional linear contínuo definido em D(Ω),
onde D(Ω) é espaço das funções de classe C∞ com suporte compacto em Ω. O espaço das
distribuições em Ω será denotado por D′(Ω).

Definição 6 Seja T em D′(Ω). Então,
∂T

∂xi
é definida como uma distribuição caracteri-

zada por
∂T

∂xi
(v) = −T

(
∂v

∂xi

)
, (2.1)

para v ∈ D.
Generalizando, dado um multi-índice p = (p1, ..., pN) com pj ∈ N, j = 1, ..., N , e sendo

|p| = p1 + ...+ pN e Dp(v) =
∂|p|v

∂p1x1∂p2x2...∂pNxN
definimos

DpT (v) = (−1)|p|T (Dpv),

para v ∈ D.

Ainda, existe uma injeção L1
loc(Ω) ↪→ D′(Ω). Dada f ∈ L1

loc(Ω), define-se Tf : v ∈
D(Ω) −→

∫
Ω
f(x)v(x)dx. Tem-se que Tf é um funcional linear e, pelo próximo teorema,

será possível mostrar que Tf é uma distribuição.

Teorema 8 Seja T funcional linear em D(Ω). Então, T é uma distribuição se e somente
se para todo compacto K ⊂ Ω existem n ∈ N e uma constante C(K) tais que ∀v ∈ D(Ω)
com supp v ⊂ K

|T (v)| ≤ C(K)
∑
|p|≤n

||Dpv||∞.

Para mostrar que Tf é uma distribuição, seja K ⊂ Ω conjunto compacto tal que
supp v ⊂ K, então

Tf (v) =

∫
Ω

f(x)v(x)dx =

∫
K

f(x)v(x)dx ≤ ||v||∞
∫
K

f(x)dx = C(K)||v||∞.

Logo, pelo Teorema 8, Tf é uma distribuição em Ω. O seguinte teorema garante a
injetividade:

Teorema 9 Sejam f, g ∈ L1
loc(Ω) tais que para todo v ∈ D(Ω) tem-se∫

Ω

f(x)v(x)dx =

∫
Ω

g(x)v(x)dx.

Então, f = g q.t.p. em Ω.

Pelo Teorema 9, se Tf (v) = Tg(v), para todo v ∈ D(Ω), então f = g q.t.p. em Ω.

Pelo exposto acima, dada f ∈ L1
loc(Ω), podemos diferenciá-la, calculando as derivadas

distribucionais de Tf . Assim sendo, dada f ∈ L1
loc(Ω) e v ∈ D(Ω) temos

∂f

∂xi
(v) =

∂Tf
∂xi

(v) = −
∫

Ω

f(x)
∂v

∂xi
(x)dx.
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2.3 Espaço BV (Ω)

Nesta seção serão apresentados resultados básicos do espaço das funções de variação
limitada com base em [2].

Definição 7 A função u : Ω −→ R é dita ser uma função de variação limitada se,
e somente se, u ∈ L1(Ω) e Du ∈ M(Ω,RN), onde Du = ( ∂u

∂x1
, ..., ∂u

∂xN
) e ∂u

∂xj
são as

derivadas distribucionais de u. Assim,

BV (Ω) = {u ∈ L1(Ω) : Du ∈M(Ω,RN)}.

Seja uma medida µ ∈ M(Ω,RN), então a sua variação total |µ| definida em um
boreliano B ⊂ Ω é dada por:

|µ|(B) = sup

{
∞∑
i=0

|µ(Bi)| : ∪∞i=0Bi = B, {Bi} partições de B em B(Ω)

}
,

onde B(Ω) é a σ−Álgebra de Borel de Ω.
A aplicação µ −→ |µ|(Ω) é uma norma que tornaM(Ω,RN) um espaço de Banach.

Para determinar se uma função u pertence a BV (Ω) tem-se o seguinte teorema:

Teorema 10 As seguintes afirmações são equivalentes:
i) u ∈ BV (Ω),
ii) u ∈ L1(Ω) e ∂u

∂xi
∈M(Ω), para i = 1, ..., N ,

iii) u ∈ L1(Ω) e ||Du|| := sup{〈Du,ψ〉 : ψ ∈ Cc(Ω,RN), ||ψ||∞ ≤ 1} <∞
iv) u ∈ L1(Ω) e ||Du|| = sup{

∫
Ω
udiv ψdx : ψ ∈ Cc1(Ω,RN), ||ψ||∞ ≤ 1} <∞

onde 〈Du,ψ〉 =
N∑
i=1

∫
Ω

ψi
∂u

∂xi
e também ||Du|| =

∫
Ω

|Du|.

O espaço BV (Ω), neste capítulo, será equipado com a seguinte norma

|u|BV (Ω) =

∫
Ω

|Du|+
∫

Ω

|u|dx

que é equivalente a norma que será utilizada na aplicação no próximo capítulo.

A norma |.|BV (Ω é extensão da norma |.|W 1,1(Ω), ou seja, dado u ∈ W 1,1(Ω), tem-se que

|u|BV (Ω) =

∫
Ω

|Du|+
∫

Ω

|u|dx =

∫
Ω

|∇u|dx+

∫
Ω

|u|dx = |u|W 1,1(Ω).

Portanto se u ∈ W 1,1(Ω), então u ∈ BV (Ω). Porém, o espaço W 1,1(Ω) é supespaço
próprio de BV (Ω) e, para visualizar isto, o próximo exemplo trará uma função u que
pertence a BV (Ω) e que, entretanto, não pertence a W 1,1(Ω).
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Exemplo 1 Seja E ⊂ Ω aberto com fronteira suave tal que |E| <∞ e HN−1(∂E) <∞,
onde |E| denota a medida de Lebesgue em RN do conjunto E e HN−1 denota a medida de
Hausdorff de dimensão N − 1. Note que a função característica χE ∈ BV (Ω). Para todo
ψ ∈ C1

c (Ω,RN) com |ψ|∞ ≤ 1, pelo Teorema da Divergência tem-se∫
Ω

χEdivψdx =

∫
E

divψdx =

∫
∂E

ψ.νHN−1 ≤
∫
∂E

|ψ|∞|ν|∞HN−1

≤
∫
∂E

HN−1 = HN−1(∂E) <∞,

onde ν é o campo normal exterior a ∂Ω .
Portanto,∫

Ω

|DχE| = sup

{∫
Ω

χEdivψdx : ψ ∈ C1
c (Ω,RN), |ψ|∞ ≤ 1

}
≤ HN−1(E) <∞.

Também,
∫

Ω

|χE|dx = |E| <∞, e assim χE ∈ BV (Ω).

Por outro lado, χE /∈ W 1,1(Ω), pois para todo ψ ∈ C1
c (Ω) tem-se

DχE(ψ) = −
∫

Ω

χEdivψdx = −
∫
E

divψdx = −
∫
∂E

ψνHN−1 = −νHN−1b∂E(ψ).

par Assim, DχE é singular com respeito a medida de Lebesgue, ou seja, existe conjunto
F tal que LN(F ) = 0 e DχE(F ) 6= 0, e consequentemente DχE não é gerada por uma
função de L1(Ω). Portanto χE /∈ W 1,1(Ω).

Com este exemplo, tem-se que W 1,1(Ω)  BV (Ω).

Definimos a seguir a noção de convergência fraca e convergência intermediária.

Definição 8 Dizemos que uma sequência (un) ⊂ BV (Ω) converge fracamente para uma
função u ∈ BV (Ω), denotando-se por un ⇀ u, se

un −→ u forte em L1(Ω);
Dun ⇀ Du fracamente emM(Ω,RN).

Teorema 11 Seja (un) ⊂ BV (Ω) sequência limitada em BV (Ω) que converge forte para
u em L1(Ω) . Então,

i) u ∈ BV (Ω) e
∫

Ω

|Du| ≤ lim inf
n→∞

∫
Ω

|Dun|,

ii) un ⇀ u fracamente em BV (Ω).

Demonstração. i) Seja ϕ ∈ C1
c (Ω,RN), |ϕ|∞ ≤ 1. Então, existe K compacto tal que

suppϕ ⊂ K. Como divϕ é contínuo e supp divϕ ⊂ K, seja M = sup
x∈K
|divϕ(x)|.



2. Espaço das funções de variação limitada 21

Logo,

lim
n→∞

un(x)divϕ(x) = u(x)divϕ(x) q.t.p. em K,

|un(x)divϕ(x)| ≤M |un(x)| q.t.p. em K,

lim
n→∞

∫
K

|un|dx =

∫
K

|u|dx.

Assim, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue Generalizado,∫
Ω

udivϕdx =

∫
K

udivϕdx = lim
n→∞

∫
K

undivϕdx = lim
n→∞

∫
Ω

divϕdx.

Logo, ∫
Ω

udivϕdx = lim inf
n→∞

∫
Ω

undivϕdx ≤ lim inf
n→∞

∫
Ω

|Dun|.

Como esta desigualdade ocorre para todo ϕ ∈ C1
c (Ω,RN), com |ϕ|∞ ≤ 1, tem-se que∫

Ω

|Du| ≤ lim inf
n→∞

∫
Ω

|Dun|.

ii) Para todo ϕ ∈ C∞c (Ω,RN) tem-se

〈Dun, ϕ〉 =
N∑
i=1

∫
Ω

ϕi
∂un
∂xi

= −
N∑
i=1

∫
Ω

un
∂ϕi
∂xi

dx = −
∫

Ω

undivϕdx.

Como un −→ u em L1(Ω), assim como em i), pelo Teorema da Convergência Dominada
de Lebesgue Generalizado tem-se

−
∫

Ω

undivϕdx −→ −
∫

Ω

udivϕdx = 〈Du,ϕ〉,

Logo, 〈Dun, ϕ〉 −→ 〈Du,ϕ〉, para todo ϕ ∈ C∞c (Ω,RN).

Usando a densidade de C∞c (Ω,RN) em C0(Ω,RN) , e sendo (Dun) limitada, conclui-se
que Dun converge fracamente para Du.

Teorema 12 O espaço BV (Ω) equipado com a norma |.|BV (Ω) é um espaço de Banach.

Demonstração. Seja (un) sequência de Cauchy em BV (Ω). Como (un) ⊂ L1(Ω) e
também |un|L1(Ω) ≤ |un|L1(Ω) + ||Dun|| = |un|BV (Ω), tem-se que

|un − um|L1(Ω) ≤ |un − um|BV (Ω) −→ 0 quando m,n→∞,

e então (un) é uma sequência de Cauchy em L1(Ω). Como, L1(Ω) é um espaço de Banach,
existe u ∈ L1(Ω) tal que quando n −→∞, un −→ u em L1(Ω).

Seja N0 ∈ N tal que se p, q > N0, então |up − uq|BV (Ω) < ε. Fixando q > N0 e fazendo
p −→∞, tem-se up−uq −→ u−uq em L1(Ω). Também, sendo (un) sequência de Cauchy
em BV (Ω), tem-se sup

p∈N
||Dup − Duq|| ≤ sup

p∈N
|up − uq|BV (Ω) < ∞. Assim, (up − uq)p∈N é

limitada em BV (Ω) e pelo Teorema 11,

||Du−Duq|| ≤ lim inf
p→∞

||Dup −Duq|| ≤ lim inf
p→∞

|up − uq|BV (Ω) < ε.
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Logo, ||Du|| ≤ ||Du − Duq|| + ||Duq|| < ∞, e sendo u ∈ L1(Ω), pelo Teorema 10,
tem-se que u ∈ BV (Ω).

Por fim,

|u− uq|BV (Ω) = |u− uq|L1(Ω) + ||Du−Duq|| −→ 0 quando q →∞.

Portanto, BV (Ω) é um espaço de Banach.

Dentro dos resultados em Espaços de Sobolev tem-se que o espaço C∞(Ω) é denso
no espaço W 1,1(Ω) com respeito a norma | . |W 1,1(Ω). Lembrando que | . |BV (Ω) estende

| . |W 1,1(Ω) e que C∞(Ω)
|.|W1,1(Ω) = W 1,1(Ω)  BV (Ω) tem-se que

C∞(Ω) ∩BV (Ω)
|.|BV (Ω) ⊂ W 1,1,(Ω)  BV (Ω).

Portanto, C∞(Ω) ∩BV (Ω) não é denso em BV (Ω) com a topologia da norma. Dessa
forma, o objetivo é encontrar uma nova noção de convergência que torne o espaço C∞(Ω)∩
BV (Ω) denso em BV (Ω) com respeito a topologia induzida por esta convergência. Assim,
será definida a noção de convergência intermediária.

Definição 9 Seja sequência (un) ⊂ BV (Ω) e u ∈ BV (Ω). Diz-se que un converge para
u no sentido da convergência intermediária se, quando n→∞,

un −→ u forte em L1(Ω),∫
Ω

|Dun| −→
∫

Ω

|Du|.

Teorema 13 As seguintes afirmações são equivalentes:

i) un −→ u no sentido da convergência intermediária;

ii)

 un ⇀ u fraco em BV (Ω)∫
Ω

|Dun| −→
∫

Ω

|Du|

Exemplo 2 A convergência intermediária é mais fina que a convergência fraca em BV (Ω),
ou seja, a topologia gerada pela convergência fraca é subconjunto próprio da topologia ge-
rada pela convergência intermediária. Seja uma sequência (un) ⊂ BV (0, 1) dada por:

un(x) =

{
nx se x ∈ (0, 1

n
)

1 se x ∈ ( 1
n
, 1)
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Será mostrado que un converge fraco para 1 em BV (0, 1) porém não converge no sen-
tido intermediário.

Note que un −→ 1 em L1(0, 1), quando n→∞. De fato,∫ 1

0

|un(x)− 1|dx =

∫ 1
n

0

|nx− 1|dx+

∫ 1

1
n

|1− 1|dx =

∫ 1
n

0

(1− nx)dx =
1

2n
.

Logo, |un − 1|L1(0,1) −→ 0, quando n −→∞.

Seja φ ∈ C1
0(0, 1) e Φ primitiva de φ. Então,

Dun(φ) = −
∫ 1

0

unφ
′(x)dx = −

∫ 1
n

0

nxφ′(x)dx−
∫ 1

1
n

φ′(x)dx = n [Φ(1/n)− Φ(0)]− φ(1).

Tomando m = 1
n
, tem-se

lim
n→∞

n [Φ(1/n)− Φ(0)] = lim
m→0

Φ(m)− Φ(0)

m
= Φ′(0) = φ(0).

Logo, Dun(φ) −→ φ(0) − φ(1) = −
∫ 1

0

1φ′(x)dx = D(1)(φ), quando n −→ ∞, para

toda φ ∈ C1
0(0, 1). Portanto, un ⇀ 1 fracamente em BV (0, 1).

Para que un não convirja no sentido intermediário para 1, falta mostrar que ||Dun||
não converge para ||D(1)||. Assim, seja φ ∈ C1

c (0, 1), |φ|∞ ≤ 1, então tem-se∫ 1

0

unφ
′(x)dx =

∫ 1
n

0

nxφ′(x)dx+

∫ 1

1
n

φ′(x)dx

= n

[
1

n
φ(1/n)−

∫ 1
n

0

φdx

]
+ φ(1)− φ(1/n)

= −n
∫ 1

n

0

φdx ≤ n|φ|∞
∫ 1

n

0

dx ≤ 1.

Com o objetivo de mostrar que

||Dun|| = sup

{∫ 1

0

unφ
′(x)dx : φ ∈ C1

c (0, 1), |φ|∞ ≤ 1

}
= 1,

será contruída uma sequência em (φm) ⊂ C1
c (0, 1) tal que

∫ 1

0
unφ

′
m(x)dx −→ 1, quando

m −→∞.

Seja n fixo. Para m > n, seja φm ∈ C1
c (0, 1), com φm = −1 em ( 1

m
, 1
n
), φm = 0 em

(0, 1
2m

) e |φ|∞ ≤ 1 em [ 1
2m
, 1
m

]. Assim,∣∣∣∣∫ 1

0

un
∂φm
∂x

dx− 1

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣−n
∫ 1

n

0

φmdx

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣−n
∫ 1

m

1
2m

φdx− n
∫ 1

n

1
m

−1dx− 1

∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣−n
∫ 1

m

1
2m

φdx− n

m

∣∣∣∣∣ ≤ n|φ|∞
(

1

m
− 1

2m

)
+
n

m
≤

≤ n

2m
+
n

m
−→ 0 quando m→∞.
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Portanto ||Dun|| = 1 para todo n ∈ N, e então ||Dun|| −→ 1 6= 0 = ||D(1)||, quando
n −→∞.

Em seguida, serão apresentadas definições e teoremas que serão necessários na de-
monstração de um resultado importante de densidade em BV (Ω).

Definição 10 Uma função regularizante ρε ∈ C∞c (RN) é definida como

ρε(x) = ε−Nρ(x/ε),

onde ρ é uma função não negativa que satisfaz
∫
RN
ρ(x)dx = 1, com supp(ρε) ⊂ B1(0).

Também, para todo µ ∈M(RN ,Rm) define-se

ρε ∗ µ(x) :=

∫
RN
ρε(x− y)µ(y).

Teorema 14 Sendo ρε, ρε ∗ µ como na Definição 10 e f ∈ Lp(RN), p ∈ [1,∞). Então
ρε ∗ µ ∈ C∞(RN ,Rm), e além disso valem as seguintes propriedades:

i)
∫
RN
|ρε ∗ µ| ≤

∫
RN
|µ|;

ii)
∫
RN
|ρε ∗ µ| −→

∫
RN
|µ| quando ε −→ 0;

iii) f ∗ ρε ∈ Lp(RN);

iv) |f ∗ ρε|Lp(RN ) ≤ |f |Lp(RN );

v) f ∗ ρε −→ f em Lp(Ω), quando ε −→ 0;

vi) Dα(ρε ∗ µ) = Dαρε ∗ µ para todo α ∈ NN .

Teorema 15 O espaço C∞(Ω) ∩ BV (Ω) é denso em BV (Ω) equipado com a convergên-
cia intermediária. Consequentemente, C∞(Ω) é denso em BV (Ω) com a convergência
intermediária.

Demonstração. Primeiro, note que C∞(Ω) ∩ BV (Ω) = C∞(Ω) ∩ W 1,1(Ω). Por um
lado, C∞(Ω) ∩ BV (Ω) ⊃ C∞(Ω) ∩ W 1,1(Ω), e por outro, dado u ∈ C∞(Ω) ∩ BV (Ω),
tem-se que |u|L1(Ω) < ∞ e também | ∂u

∂xi
|L1(Ω) ≤

∫
Ω
|∇u|dx ≤ |u|BV (Ω) < ∞. Logo,

u ∈ C∞(Ω) ∩W 1,1(Ω).

O objetivo é de construir uma função uε ∈ C∞(Ω)∩W 1,1(Ω) tal que
∫

Ω

|u−uε|dx < 2ε

e
∣∣∣∣∫

Ω

|Duε| −
∫

Ω

|Du|
∣∣∣∣ < 4ε. Em outras palavras, quando ε −→ 0, tem -se:



2. Espaço das funções de variação limitada 25

 uε −→ u em L1(Ω)∫
Ω

|Duε| −→
∫

Ω

|Du|

Como
∫

Ω

|Du| <∞, existe Ω0 aberto tal que
∫

Ω\Ω0

|Du| < ε. A partir disso, constrói-se

uma família de conjuntos abertos (Ωi)i∈N tal que

Ωi ⊂⊂ Ωi+1,

Ω = ∪∞i=0Ωi.

Assim, constrói-se outra família (Ci)i∈N que também é cobertura aberta de Ω, onde
define-se C1 = Ω2 e Ci = Ωi+1 \ Ωi−1. Dessa forma, define-se uma partição da unidade
(φi)i∈N subordinada a cobertura (Ci)i∈N, onde as funções φi ∈ C∞c (Ci), 0 ≤ φi ≤ 1 e
∞∑
i=1

φi = 1.

Note que Ci+1 ∩ Ci = Ωi+1 \ Ωi 6= ∅. Logo, Ω1 ∩ Ci = ∅, i > 2. Então φ1 = 1 em Ω1.
Ainda para todo i ∈ N escolhe-se εi tal que

supp(ρεi ∗ φiu) ⊂ Ci, (2.2)∣∣∣∣∫
Ω

|ρε1 ∗ (φ1Du)| −
∫

Ω

|φ1Du|
∣∣∣∣ < ε, (2.3)∫

Ω

|ρεi ∗ (uφi)− uφi|dx <
ε

2i
, (2.4)∫

Ω

|ρεi ∗ (uDφi)− uDφi|dx <
ε

2i
, (2.5)

sendo ρεi funções regularizantes anteriormente definidas. Ainda, (2.3) é obtida a partir
do Teorema 14.ii, e sendo uφi, uDφi ∈ L1(Ω), então obtém-se (2.4) e (2.5) a partir do
Teorema 14.v.

Define-se então uε :=
∞∑
i=1

ρεi ∗ (uφi). Como para todo x ∈ Ω, x pertence a no máximo

dois conjuntos Ci e portanto uε está bem definido. Como em uma vizinhança de x no
máximo duas funções φi não se anulariam, então uε ∈ C∞(Ω).

Pela inequação (2.4) tem-se

∫
Ω

|u− uε|dx =

∫
Ω

|u−
∞∑
i=1

ρεi ∗ (uφi)|dx =

∫
Ω

|
∞∑
i=1

uφi −
∞∑
i=1

ρεi ∗ (uφi)|dx

≤
∞∑
i=1

∫
Ω

|uφi − ρεi ∗ (uφi)|dx <
∞∑
i=1

ε

2i
= ε.

Logo, uε −→ u em L1(Ω), quando ε −→ 0. Falta mostrar que
∫

Ω

|Duε| −→
∫

Ω

|Du|.
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Como φi ∈ C∞c (Ci) tem-se D(uφi) = φiDu + uDφiLNbΩ. Então, sabendo que
∞∑
i=1

Dφi = D(1) = 0

Duε = D(
∞∑
i=1

ρεi ∗ (uφi)) =
∞∑
i=1

D(ρεi ∗ (uφi)) =
∞∑
i=1

ρεi ∗D(uφi))

=
∞∑
i=1

ρεi ∗ (φiDu+ uDφi) =
∞∑
i=1

ρεi ∗ (φiDu) +
∞∑
i=1

ρεi ∗ (uDφi)

=
∞∑
i=1

ρεi ∗ (φiDu) +
∞∑
i=1

(ρεi ∗ (uDφi)− uDφi) .

Pela igualdade acima, pela inequação (2.5) e pelo Teorema 14.i tem-se

∣∣∣∣∫
Ω

|ρε1 ∗ (uDφ1)dx−
∫

Ω

|Duε|
∣∣∣∣ ≤ ∞∑

i=2

|ρεi ∗ (φiDu)|dx+
∞∑
i=1

∫
Ω

|ρεi ∗ (uDφi)− uDφi| dx

≤
∞∑
i=2

|φi||Du|+
∞∑
i=1

ε

2i
≤
∫

Ω\Ω0

|Du|+ ε < 2ε.

Pela inequação (2.3) e sabendo que φ = 1 em Ω1

∣∣∣∣∫
Ω

|ρε1 ∗ (uDφ1)dx−
∫

Ω

|Du|
∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫

Ω

|ρε1 ∗ (uDφ1)dx−
∫

Ω

|φ1Du|
∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫
Ω

|φ1Du| −
∫

Ω

|Du|
∣∣∣∣

< ε+

∫
Ω

(1− φ1)|Du| ≤ ε+

∫
Ω\Ω0

|Du| < ε+ ε = 2ε.

Assim, pelas duas desigualdades desenvolvidas acima tem-se∣∣∣∣∫
Ω

|Duε| −
∫

Ω

|Du|
∣∣∣∣ < 2ε+ 2ε = 4ε.

Portanto,
∫

Ω

|Duε| −→
∫

Ω

|Du|, quando ε −→ 0.

Utilizando os teoremas anteriores, pode-se então obter resultados sobre as imersões
contínuas de BV (Ω) ↪→ Lq(Ω), com q ∈ [1, 1∗] e, caso Ω ⊂ RN seja limitado, compactas
de BV (Ω) ↪→ Lq(Ω), com q ∈ [1, 1∗), onde 1∗ = N

N−1
.

Teorema 16 Seja Ω ⊂ RN aberto com fronteira lipschitziana. Então, para q ∈ [1, 1∗] a
imersão BV (Ω) ↪→ Lq(Ω) é contínua, ou seja, existe uma constante C = C(Ω, q, N) tal
que para todo v ∈ BV (Ω) tem-se

|v|Lq(Ω) ≤ C|v|BV (Ω).

Demonstração. Dado u ∈ BV (Ω), como C∞(Ω) ∩ BV (Ω) é denso em BV (Ω) com
respeito a convergência intermediária, existe (un) ⊂ C∞(Ω) ∩BV (Ω) tal que

un −→ u em L1(Ω) ,∫
Ω

|Dun| −→
∫

Ω

|Du|,
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quando n −→∞.

Logo, |un|L1(Ω) ≤ M1 e ||Dun|| ≤ M2, para todo n ∈ N. Como W 1,1(Ω) ↪→ Lq(Ω) é
uma imersão contínua, existe C = C(Ω, p,N) > 0 tal que

|un|Lq(Ω) ≤ C

(
|un|L1(Ω) +

∫
Ω

|∇un|dx
)

= C

(
|un|L1(Ω) +

∫
Ω

|Dun|
)
≤ C(M1+M2) <∞.

Logo, (un) é limitada em Lq(Ω) e portanto, a menos de subsequência, un ⇀ u em
Lq(Ω). Pela semicontinuidade inferior da norma de Lq(Ω) com respeito a convergência
fraca, e pela convergência intermediária tem-se

|u|Lq(Ω) ≤ lim inf
n→∞

|un|Lq(Ω) ≤ lim inf
n→∞

[
C

(
|un|L1(Ω) +

∫
Ω

|Dun|
)]

= C

(
|u|L1(Ω) +

∫
Ω

|Du|
)

= C|u|BV (Ω).

Como para todo u ∈ BV (Ω) tem-se que |u|Lq(Ω) ≤ C|u|BV (Ω), então a imersão
BV (Ω) ↪→ Lq(Ω) para q ∈ [1, 1∗] é contínua.

Observação 1 Sabendo que a imersão BV (Ω) ↪→ Lq(Ω), q ∈ [1, 1∗], é contínua, seria
possível tomar na demonstração do Teorema 15 funções regularizantes na norma Lq(Ω)
e assim, obter como resultado que para todo u ∈ BV (Ω) existe uma sequência (un) ⊂
C∞(Ω) ∩BV (Ω) que satisfaz {

un −→ u em Lq(Ω),∫
Ω
|Dun| −→

∫
Ω
|Du|.

Teorema 17 Seja Ω ⊂ RN aberto limitado com fronteira lipschitziana. Então, para
p ∈ [1, 1∗) a imersão BV (Ω) ↪→ Lp(Ω) é compacta, ou seja, dada uma sequência (un)
limitada em BV (Ω), existe um subsequência que converge forte em Lp(Ω).

Demonstração. Seja (un) sequência limitada em BV (Ω), onde, sem perda de gene-
ralidade, pode-se tomar |un|BV (Ω) ≤ 1, para todo n ∈ N. O objetivo é encontrar uma
subsequência convergente em Lp(Ω), com p ∈ [1, 1∗).

Sabendo da propriedade dita na Observação 1, encontra-se então uma sequência (vn)
contida em C∞(Ω) ∩BV (Ω) tal que, para todo n ∈ N,

|vn − un|Lp(Ω) ≤ 1

n
,

| (||Dvn|| − ||Dun||) | ≤
1

n
.
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Portanto,

|vn|W 1,1(Ω) = |vn|L1(Ω) + ||Dvn|| ≤ |vn − un|L1(Ω) + |un|L1(Ω) + | (||Dvn|| − ||Dun||) |+ ||Dun||
= |vn − un|L1(Ω) + |un|BV (Ω) + | (||Dvn|| − ||Dun||) |

≤ 1

n
+ 1 +

1

n
< 4.

Como (vn) é limitada em W 1,1(Ω) e a imersão W 1,1(Ω) ↪→ Lp(Ω), para p ∈ [1, 1∗), é
compacta, existe uma subsequência (vnk) e u ∈ Lp(Ω) tal que vnk −→ u em Lp(Ω).

Logo, |unk − u|Lp(Ω) ≤ |unk − vnk |Lp(Ω) + |vnk − u|Lp(Ω) −→ 0, quando k −→ ∞, e
portanto, unk −→ u em Lp(Ω).

Falta mostrar que u ∈ BV (Ω). Como ||Dunk || ≤ |unk |BV (Ω) ≤ 1, dessa forma tem-se
que sup

k∈N
||Dunk || <∞. Como unk −→ u em L1(Ω) , pelo Teorema 11 tem-se que

||Du|| ≤ lim inf
k→∞

||Dunk || ≤ lim inf
k→∞

|unk |BV (Ω) ≤ 1.

Logo, u ∈ L1(Ω) e ||Du|| <∞, e pelo Teorema 10 tem-se que u ∈ BV (Ω).

Portanto a imersão BV (Ω) ↪→ Lp(Ω), para p ∈ [1, 1∗), é compacta.

A partir de agora, serão apresentados resultados de teoria do traço para o espaço
BV (Ω) exigindo certa regularidade por parte da sua fronteira Γ = ∂Ω. Consideremos Ω
com fronteira Γ lipschitziana.

Teorema 18 Existe uma aplicação linear contínua γ0 de BV (Ω) em L1
HN−1(Γ) que satis-

faz
i) u ∈ C(Ω) ∩BV (Ω)⇒ γ0(u) = ubΓ;
ii) vale a fórmula de Green generalizada:∫

Ω

ϕDu = −
∫

Ω

udivϕdx+

∫
Γ

γ0(u)ϕν∂HN−1

onde ν(x) é vetor unitário normal exterior definido HN−1 - q.t.p. em Γ.

Exemplo 3 Sejam A ⊂ Ω ⊂ RN com A e Ω abertos com fronteira suave e seja u ∈
BV (A). Define-se então v : Ω −→ R

v(x) =

{
u(x) , se x ∈ A,
0 , se x ∈ Ω \ A.

Então, v ∈ BV (Ω), e também, dado φ ∈ C1
0(Ω) e ν(x) vetor unitário normal exterior

a A em x ∈ ∂A, tem-se

Dv(φ) = −
∫

Ω

divφdx = −
∫
A

divφdx =

∫
A

φDu−
∫
∂A

γ(u)φν∂HN−1

= DubA(φ)− γ(u)νHN−1b∂A(φ).

Logo, Dv = DubA−γ(u)νHN−1b∂A.
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Exemplo 4 Seja u ∈ BV (Ω) e ξ ∈ C∞c (Ω), então D(uξ) = ξDu + u∇ξ. Para todo
ψ ∈ C1

0(Ω) tem-se:

∂(uξ)

∂xi
(ψ) = −

∫
Ω

uξ
∂ψ

∂xi
dx = −

∫
Ω

u

(
∂(ξψ)

∂xi
− ψ ∂ξ

∂xi

)
dx

= −
∫

Ω

u
∂(ξψ)

∂xi
dx+

∫
Ω

uψ
∂ξ

∂xi
dx

=

∫
Ω

ξψ
∂u

∂xi
−
∫
∂Ω

γ0(u)(ξψ)ν∂HN−1 +

∫
Ω

uψ
∂ξ

∂xi
dx

=

∫
Ω

ξψ
∂u

∂xi
+

∫
Ω

uψ
∂ξ

∂xi
dx

= ξ
∂u

∂xi
(ψ) + u

∂ξ

∂xi
LNbΩ(ψ).

Logo,
∂(uξ)

∂xi
= ξ

∂u

∂xi
+ u

∂ξ

∂xi
LNbΩ no sentido distribucional. Assim,

D(uξ) = ξDu+ u∇ξLNbΩ. (2.6)

Teorema 19 Seja Ω domínio Lipschitz. O operador traço γ0 é contínuo de BV (Ω),
munido da convergência intermediária, em L1(Ω) munido da convergência forte.

Outro resultado importante é a Desigualdade de Poincaré.

Teorema 20 (Desigualdade de Poincaré em BV (Ω)) Seja Ω ⊂ RN com fronteira
Lipschitz. Então existe uma constante C = C(Ω, N) > 0 tal que∫

Ω

|u|dx ≤ C

(∫
Ω

|Du|+
∫
∂Ω

|u|∂HN−1

)
.

A demonstração encontra-se em [14].

2.4 Solução de variação limitada
Para o problema que será tratado no próximo capítulo, suas hipóteses fazem com que

o funcional associado à equação elíptica satisfaça as condições do Teorema do Passo da
Montanha, onde como consequência, será obtida uma sequência que ajudará a encontrar
uma solução de variação limitada. Em seguida, serão apresentados definições envolvendo
teoria de subdiferenciais, baseado em [3, 4, 7, 16], e uma versão do Teorema do Passo da
Montanha para funcionais que se escrevem como a diferença de um localmente Lipschitz
e um suave, sem a condição de Palais-Smale.

Sejam E espaço de Banach e J : E −→ (−∞,+∞] função convexa localmente Lips-
chitz. O conjunto DJ := {u ∈ E : J (u) < ∞} é chamado domínio efetivo de J . Dessa
forma, dado u ∈ DJ , o conjunto:

∂J (u) = {u∗ ∈ E∗ : J (v)− J (u) ≥ 〈u∗, v − u〉,∀v ∈ E}
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é chamado subdiferencial de J em u, onde 〈., .〉 denota o par dualidade E∗ em E.

Seja então Φ = J − G definido em E, onde J é convexo semicontínuo inferiormente
e G ∈ C1(E,R). Um ponto u ∈ DJ é chamado ponto crítico de Φ se G ′(u) ∈ ∂J (u), ou
seja, se u satisfaz:

J (v)− J (u) ≥ 〈G ′(u), v − u〉,∀v ∈ E.

Exemplo 5 Seja ϕ uma função convexa e Gateaux diferenciável em x. Então, ∂ϕ(x)
consiste de um único elemento, que é a derivada de Gateux de ϕ no ponto x, ϕ′(x). Lem-

brando que ϕ′(x)y = lim
λ→0

ϕ(x+ λy)− ϕ(x)

λ
, para y ∈ E.

Pela convexidade de ϕ tem-se para todo y ∈ E e para todo λ ∈ [0, 1]:

ϕ((1− λ)x+ λy) ≤ (1− λ)ϕ(x) + λϕ(y).

Consequentemente, se λ ∈ (0, 1)

ϕ(x+ λ(y − x))− ϕ(x)

λ
≤ ϕ(y)− ϕ(x).

Fazendo λ −→ 0+ tem-se

ϕ′(x)(y − x) = lim
λ→0+

ϕ(x+ λ(y − x))− ϕ(x)

λ
≤ ϕ(y)− ϕ(x),

ou seja, pela desigualdade anterior, ϕ(x) < ∞, e assim x ∈ Dϕ e ϕ′(x) ∈ ∂ϕ(x). Por
fim, é necessário mostrar a unicidade.

Seja w∗ elemento qualquer de ∂ϕ(x). Pela definição de subdiferencial, para todo w ∈ E

ϕ(w)− ϕ(x) ≥ 〈w∗, w − x〉.

Fazendo a mudança de variável w = x+ λy, tem-se, para todo y ∈ E, que

ϕ(x+ λy)− ϕ(x) ≥ 〈w∗, λy〉.

Primeiro, para λ > 0, tem-se
ϕ(x+ λx)− ϕ(x)

λ
≥ 〈w∗, y〉. Fazendo λ −→ 0+, obtem-

se para todo y ∈ E
ϕ′(x)y ≥ 〈w∗, y〉.

Analogamente para λ < 0 e λ −→ 0+ tem-se para todo y ∈ E

ϕ′(x)y ≥ 〈w∗, y〉.

Consequentemente, para todo y ∈ E

〈ϕ′(x), y〉 = ϕ′(x)y = 〈w∗, y〉 ⇒ 〈w∗ − ϕ′(x), y〉 = 0⇒ w∗ = ϕ′(x).

Ou seja, ∂ϕ(x) = {ϕ′(x)}.

Para demonstrar o Teorema do Passo da Montanha, é necessário apresentar o Lema
da Deformação.



2. Espaço das funções de variação limitada 31

Teorema 21 (Lema da Deformação) Seja E espaço de Banach e T : E −→ R funci-
onal localmente Lipschitz. Denota-se, dado a ∈ R, o conjunto Ta := {x ∈ E : T (x) ≤ a}.
Se existe d ∈ R, S ⊂ E e α, δ, ε0 > 0 tais que

β(x) := min{||z||E∗ : z ∈ ∂T (x)} ≥ α para todo x ∈ T−1([d− ε0, d+ ε0]) ∩ S2δ

onde S2δ é 2δ- vizinhança de S, então para 0 < ε < min{ δα
2
, ε0} existe um homeomorfismo

η : E −→ E que satisfaz:

i) η(x) = x para todo x /∈ T−1([d− ε0, d+ ε0]) ∩ S2δ

ii) η(Td+ε) ⊂ Td−ε
iii) T (η(x)) ≤ T (x) para todo x ∈ E

Teorema 22 (Teorema do Passo da Montanha) Seja E um espaço de Banach e um
funcional Φ = I0−I, onde I ∈ C1(E,R) e I0 é um funcional convexo localmente Lipschitz,
ambos definidos em E. Suponha que Φ satisfaz:

i) Existem ρ > 0 e α > Φ(0) tais que Φ|∂Bρ(0) ≥ α;

ii) Φ(e) < Φ(0) para algum e ∈ E \Bρ(0)

Então, para todo ε > 0, existe xε ∈ E tal que

c− ε < Φ(xε) < c+ ε

e para todo y ∈ E vale

I0(y)− I(xε) ≥ I ′(xε)(y − xε)− ε||y − xε||

onde, sendo Γ = {γ ∈ C0([0, 1];E) : γ(0) = 0 e γ(1) = e}, tem-se que c ≥ α é
caracterizado como

c = inf
γ∈Γ

sup
t∈[0,1]

Φ(γ(t)).

Este teorema encontra-se em [9].
Demonstração.

Note que Φ(e) < Φ(0) < α ≤ Φ|∂Bρ , logo c ≥ α.

Suponha, por contradição, que exista ε > 0 tal que Φ(0) < c − ε e que dado assim
x ∈ Φ−1([c− ε, c+ ε]), então para todo zε ∈ E∗, ||z||∗ ≤ ε, existe yε ∈ E tal que

I0(yε)− I0(xε) < I ′(xε)(yε − xε) + 〈zε, yε − xε〉.

Disso segue que β(x) ≥ ε para todo x ∈ Φ−1([c − ε, c + ε]). Assim, pelo Lema da
Deformação aplicado a T = Φ, d = c, α = ε e ε0 = ε segue que existe um homeomorfismo
η : E −→ E e ε ∈ (0, ε) que satisfazem:

i) η(x) = x, para todo x /∈ Φ−1([c− ε, c+ ε])
ii)η(Φc+ε) ⊂ Φc−ε
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Pela definição de c, dado ε > 0, existe γ ∈ Γ tal que

c ≤ max
t∈[0,1]

Φ(γ(t)) < c+ ε. (2.7)

Seja γ(t) := η(γ(t)), note que desde que Φ(e) < Φ(0) < c − ε, então 0, e /∈ Φ−1([c −
ε, c+ ε]) e então tem-se por i)

γ(0) = η(γ(0)) = η(0) = 0,

γ(1) = η(γ(1)) = η(e) = e.

Portanto, γ ∈ Γ. Por (2.7), γ(t) ∈ Φc+ε, para todo t ∈ [0, 1]. Então por ii) tem-se
γ(t) = η(γ(t)) ∈ Φc−ε. Assim,

c ≤ max Φ(γ(t)) ≤ c− ε,

o que é um absurdo.



Capítulo

3
Aplicação

Neste capítulo, será estudada a existência de uma solução de variação limitada para
o seguinte problema quasilinear{

−∆1u = a(x)g(u) em Ω,
u(x) = 0 sobre ∂Ω,

(3.1)

onde o operador diferencial 1−Laplaciano é definido como ∆1u = div
(
∇u
|∇u|

)
. As não-

linearidades g e a e o conjunto Ω satisfazem o seguinte conjunto de hipóteses:

(a1) a(x) ∈ C(Ω,R) muda de sinal em Ω;

(a2) a(x) ≤ 0, |x| ≥ R0 para algum R0 > 0;

(a3) sup
x∈Ω
|a(x)||x| <∞;

(g1) g ∈ C(R,R);

(g2) g(s) = o(1) quando s→ 0;

(g3) |g(s)| ≤ C(1 + |s|p−1) para algum C > 0, 1 < p < 1∗ = N
N−1

;

(g4) 0 < θG(s) ≤ sg(s) com s ∈ R, θ > 1, onde G(s) =

∫ s

0

g(t)dt;

(Ω1) existe ξ ∈ C∞c (Ω) com ξ = 1 em Ω+, ξ = 0 em Ω−, 0 ≤ ξ ≤ 1 e |∇ξ|∞ ≤ θ−1
C0

, onde
C0 é a melhor constante da imersão de BV (Ω) em L1(Ω), considerando BV (Ω) com
a norma

||u||BV (Ω) =

∫
Ω

|Du|+
∫
∂Ω

|u|∂HN−1.

Adotamos como notação

Ω+ = {x ∈ Ω : a(x) > 0},
Ω− = {x ∈ Ω : a(x) < 0},
ΩR = {x ∈ Ω : |x| < R} = Ω ∩BR(0).

Dessa forma, o objetivo é demonstrar o seguinte teorema:

33
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Teorema 23 Se são satisfeitas (a1) − (a3), (g1) − (g4) e (Ω1) , então o problema (1.1)
tem solução de variação limitada não-trivial a qual satisfaz a seguinte forma precisa do
problema: ∃z ∈ L∞(Ω,RN) tal que |z|∞ ≤ 1, div z ∈ LN(Ω) e −

∫
Ω

udiv zdx =

∫
Ω

|Du|+
∫
∂Ω

|u|∂HN−1,

−div z(x) = a(x)g(u) q.t.p. em Ω.

Para isso ser possível, na próxima seção será apresentado o conceito de solução de
variação limitada e a metodologia que será usada para obtê-la.

3.1 O funcional de Euler-Lagrange
Neste capítulo, o espaço BV (Ω) estará munido da norma ||.||BV (Ω) que é definida da

seguinte forma:

||u||BV (Ω) :=

∫
Ω

|Du|+
∫
∂Ω

|u|∂HN−1.

onde HN−1 denota a medida de Hausdorff de dimensão N − 1.

Lema 1 A norma ||.||BV (Ω) é equivalente à norma |.|BV (Ω).

Demonstração. Por um lado, pelo Teorema 18 existe uma constante C1 > 0 tal que∫
∂Ω

|u|∂HN−1 ≤ C1|u|BV (Ω), assim

||u||BV (Ω) =

∫
Ω

|Du|+
∫
∂Ω

|u|∂HN−1 ≤
∫

Ω

|Du|+ C1|u|BV (Ω)

= (1 + C1)

∫
Ω

|Du|+
∫

Ω

|u|dx ≤ (1 + C1)|u|BV (Ω).

Por outro lado, com a desigualdade de Poincaré tem-se:

|u|BV (Ω) =

∫
Ω

|Du|+
∫

Ω

|u|dx ≤
∫

Ω

|Du|+ C

(∫
Ω

|Du|+
∫
∂Ω

|u|∂HN−1

)
≤ (1 + C)||u||BV (Ω).

Ou seja, 1
1+C1
||u||BV (Ω) ≤ |u|BV (Ω) ≤ (1 + C)||u||BV (Ω), para todo u ∈ BV (Ω). Por-

tanto, as normas |.|BV (Ω) e ||.||BV (Ω) são equivalentes.

Dessa forma, os resultados obtidos no capítulo anterior para o espaço (BV (Ω), |.|BV (Ω))
também serão válidos para o espaço (BV (Ω), ||.||BV (Ω)).

Em um estudo variacional, seria interessante encontrar uma solução do problema
procurando-se pontos críticos do funcional Φ, ou seja, uma função u tal que Φ′(u) ≡ 0.
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Porém, o funcional Φ não é diferenciável, não podendo então ser aplicados os métodos
usuais para a busca de solução.

Entretanto, o funcional Φ é a diferença entre um funcional localmente Lipschitz J
e um funcional suave G e assim, pode-se procurar outro tipo de solução. Então, nesse
capítulo, será estudada a existência de solução de variação limitada, ou seja, u ∈ BV (Ω)
tal que 0 ∈ ∂Φ(u), o que, baseado na teoria envolvendo subdiferenciais em [3, 4, 7, 16], é
equivalente a

J (v)− J (u) ≥ G ′(u)(v − u), para todo v ∈ BV (Ω) .

A ideia é mostrar que o funcional Φ satisfaz as condições do Teorema do Passo da Mon-
tanha enunciado no capítulo anterior, para assim obter uma sequência com propriedades
especiais a partir da qual será obtida subsequências cujo limite é candidato a solução.

Dado um funcional de Euler-Lagrange Φ = J − G definido em BV (Ω), onde J é um
funcional convexo localmente Lipschitz e G funcional suave definidos em BV (Ω), pode-se
então ser definida uma solução de variação limitada associada a este funcional.

Para o caso deste trabalho, o funcional associado a (1.1) seria Φ = J0 − G, definido
em BV (Ω) com

J0(v) :=

∫
Ω

|Dv|;

G(v) :=

∫
Ω

a(x)G(v)dx.

Porém, para penalizar a fronteira, visto que o problema possui condição de fronteira
de Dirichlet, tomaremos o funcional Φ = J − G definido em BV (Ω), onde

J (v) :=

∫
Ω

|Dv|+
∫
∂Ω

|v|∂HN−1 = ||v||BV (Ω)

Então, u ∈ BV (Ω) é solução de variação limitada para este problema se satisfazer:

||v||BV (Ω) − ||u||BV (Ω) ≥
∫

Ω

a(x)g(u)(v − u)dx para todo v ∈ BV (Ω).

3.2 Forma precisa
Como já mencionado na Introdução, o operador 1−Laplaciano está mal definido em

pontos x ∈ Ω tal que ∇u(x) = 0. O objetivo dessa seção é mostrar que a forma precisa
do problema (3.1) está definida da seguinte forma:

∃z ∈ L∞(Ω,RN) tal que |z|∞ ≤ 1, div z ∈ LN(Ω),

−
∫

Ω

udiv zdx =

∫
Ω

|Du|+
∫
∂Ω

|u|∂HN−1,

−div z(x) = a(x)g(u) q.t.p. em Ω.
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Primeiro, os funcionais Φ, J e G que estão definidos em BV (Ω) serão estendidos para
o espaço L1∗(Ω) da seguinte forma:

J (u) :=

{
J (u), se u ∈ BV (Ω)
+∞, se u ∈ L1∗(Ω) \BV (Ω)

,

G(u) :=

∫
Ω

a(x)G(u)dx,

Φ(u) := J (u)− G(u).

Dessa forma, temos que G ∈ C1(L1∗ ,R) e J é convexa e semicontínua inferiormente
com respeito à topologia de L1∗(Ω). Assim, o subdiferencial ∂Φ está bem definido.

Lema 2 Seja u ∈ BV (Ω). Se 0 ∈ ∂Φ(u), então 0 ∈ ∂Φ(u).

Demonstração. Seja u ∈ BV (Ω) tal que 0 ∈ ∂Φ(u). Então,

J (v)− J (u) ≥ G ′(u)(v − u), para todo v ∈ BV (Ω) .

Queremos mostrar que 0 ∈ ∂Φ(u), ou seja,

J (v)− J (u) ≥ G ′(u)(v − u), para todo v ∈ L1∗(Ω) .

• Se v ∈ BV (Ω) ∩ L1∗(Ω), então

J (v)− J (u) = J (v)− J (u) ≥ G ′(u)(v − u)

=

∫
Ω

a(x)G(u)(v − u)dx = G ′(u)(v − u).

• Se v ∈ L1∗(Ω) \BV (Ω), então J (v) = +∞ e J (u) <∞. Logo,

J (v)− J (u) = +∞ ≥ G ′(u)(v − u)

Portanto, J (v)− J (u) ≥ G ′(u)(v − u), para todo v ∈ L1∗(Ω), ou seja, 0 ∈ ∂Φ(u).

Suponha que u ∈ BV (Ω) seja solução de variação limitada de (3.1), ou seja, u satisfaz
para todo v ∈ BV (Ω):

J (v)− J (u) ≥ G ′(u)(v − u).

Assim, 0 ∈ ∂Φ(u), e pelo Lema 2, 0 ∈ ∂Φ(u). Sendo J convexo e G suave, G ′(u) ∈
∂J (u). Pela definição de subdiferencial, existe z∗ ∈

(
L1∗(Ω)

)∗
= LN(Ω) tal que z∗ ∈

∂J (u) e
G ′(u) = z∗. (3.2)



3. Aplicação 37

Pela Proposição 4.23 encontrada em [12], existe z ∈ L∞(Ω,RN), com |z|∞ ≤ 1, e que
satisfaz:

z∗ = −divz, (3.3)

J (u) = 〈z∗, u〉 = −
∫

Ω

udivzdx. (3.4)

De (3.2) e (3.3) temos para todo v ∈ BV (Ω)

−
∫

Ω

vdivzdx = 〈z∗, v〉 = 〈G ′(u), v〉 =

∫
Ω

a(x)g(u)vdx,

ou seja, ∫
Ω

(a(x)g(u) + divz) vdx = 0 para todo v ∈ BV (Ω).

Portanto,
−divz = a(x)g(u) q.t.p. em Ω. (3.5)

De (3.4) e (3.5) temos:
∃z ∈ L∞(Ω,RN) tal que |z|∞ ≤ 1, div z ∈ LN(Ω),

−
∫

Ω

udiv zdx =

∫
Ω

|Du|+
∫
∂Ω

|u|∂HN−1,

−div z(x) = a(x)g(u) q.t.p. em Ω.

3.3 Argumentos variacionais
Utilizando os teoremas apresentados no capítulo anterior, será demonstrado nesta se-

ção que o problema (3.1) admite uma solução de variação limitada. Primeiramente, será
mostrado que o funcional Φ satisfaz as geometrias do Passo da Montanha. A partir de
então, trabalharemos com a sequência obtida por meio deste teorema para encontrar a
solução de variação limitada não-trivial.

Lema 3 O funcional Φ satisfaz as geometrias do Teorema do Passo da Montanha.

Demonstração. Primeiro, mostremos que o funcional Φ satisfaz a primeira geometria
do Teorema do Passo da Montanha.

Por (g1) - (g3), dado um ε > 0, p ∈ (1, 1∗) existe C = C(ε, p) > 0 tal que ∀t ∈ RN

|G(t)| ≤ ε|t|+ Cε|t|p.

De fato, por (g2), dado ε > 0, existe δ > 0 tal que |g(s)| < ε se |s| < δ. Logo,

|G(s)| ≤ ε|s|, se |s| < δ.

Por outro lado, se |s| ≥ δ, então por (g3) temos

|G(s)| ≤ C

(
|s|+ |s|

p

p

)
= C|s|p

(
1

|s|p−1
+

1

p

)
≤ C|s|p

(
1

|δ|p−1
+

1

p

)
= C(δ)|s|p. (3.6)

Dessa forma, temos para todo s ∈ R:

|G(s)| ≤ ε|t|+ Cε|t|p.
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Então, segue que

Φ(u) = ||u||BV (Ω) −
∫

Ω

a(x)G(u)dx

≥ ||u||BV (Ω) − ε|a|∞
∫

Ω

|u|dx− C|a|∞
∫

Ω

|u|pdx

≥ (1− εC|a|∞)||u||BV (Ω) − C||u||pBV (Ω).

Seja ε < 1
C||a||∞ , desde que p > 1 existe ρ > 0 suficientemente pequeno tal que

(1 − εC|a|∞)ρ − Cρp > α > 0. Assim, sendo u ∈ BV (Ω) tal que ||u||BV (Ω) = ρ, tem-se
Φ(u) > α > 0 = Φ(0), e portanto, Φ satisfaz a primeira geometria do Teorema do Passo
da Montanha.

O funcional Φ também satisfaz a segunda geometria. Por (a1) e (a2), tem-se que Ω+

é um aberto limitado não vazio. Então, seja ψ ∈ C0
∞(Ω+), ψ ≥ 0. Por (g4), tem-se que

G(s) ≥ Asθ −B, para algum A,B > 0, então

Φ(tψ) = ||tψ||BV (Ω) −
∫

Ω

a(x)G(tψ)dx

≤ t||ψ||BV (Ω) − Atθ
∫

Ω+

a(x)|ψ|θdx+B

∫
Ω+

a(x)dx.

Desde que θ > 1 e
∫

Ω+ a(x)|ψ|θdx > 0, segue que Φ(tψ) → −∞ quando t → ∞.
Portanto, existe e ∈ BV (Ω) tal que Φ(e) < Φ(0) = 0, e assim o funcional Φ satisfaz a
segunda geometria.

Então, o funcional Φ satisfaz as condições do Teorema do Passo da Montanha, e
consequentemente obtém-se uma sequência (un) ⊂ BV (Ω) tal que |Φ(un)− c| < εn, com
εn → 0, c > Φ(0) = 0, onde sendo Γ = {γ ∈ C0([0, 1];E) : γ(0) = 0 e γ(1) = e} tem-se
que c = inf

γ∈Γ
sup
t∈[0,1]

Φ(γ(t)), e ainda

J (v)− J (un) ≥ G ′(un)(v − un)− εn||v − un||BV (Ω), para todo v ∈ BV (Ω) . (3.7)

O interesse é de, a partir dessa sequência, encontrar u ∈ BV (Ω) que seja solução de
variação limitada. Portanto, o próximo passo é provar que (un) é uma sequência limitada
em BV (Ω).

Lema 4 A sequência (un)n∈N obtida acima é limitada em BV (Ω).

Demonstração. Primeiramente, a partir de (3.7), tomando v = unξ + un, onde ξ está
definida em (Ω1), tem-se:

||unξ||BV (Ω) ≥ ||unξ + un||BV (Ω) − ||un||BV (Ω)

≥
∫

Ω

a(x)g(un)(unξ + un − un)dx− εn||unξ + un − un||BV (Ω)

=

∫
Ω

a(x)g(un)unξdx− εn||unξ||BV (Ω)

=

∫
Ω+

a(x)g(un)undx− εn||unξ||BV (Ω).
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Logo,

(1 + εn)||unξ||BV (Ω) ≥
∫

Ω+

a(x)g(un)undx. (3.8)

Também, como ξ ∈ C∞c (Ω) tem-se

||unξ||BV (Ω) =

∫
Ω

|D(unξ)|+
∫

Ω

|unξ|∂HN−1

≤
∫

Ω

|ξ||Dun|+
∫

Ω

|un||∇ξ|dx+

∫
Ω

|unξ|∂HN−1

≤
∫

Ω

|Dun|+
∫

Ω

|un||∇ξ|dx+

∫
Ω

|un|∂HN−1

≤ (1 + C0|∇ξ|∞)||un||BV (Ω).

Logo,
||unξ||BV (Ω) ≤ (1 + C0|∇ξ|∞)||un||BV (Ω). (3.9)

Assim, por (3.8),(3.9) e (g4) tem-se

c+ on(1) = ||un||BV (Ω) −
∫

Ω

a(x)G(un)dx

= ||un||BV (Ω) −
∫

Ω+

a(x)G(un)dx−
∫

Ω−
a(x)G(un)dx

≥ ||un||BV (Ω) −
∫

Ω+

a(x)G(un)dx

= ||un||BV (Ω) +

∫
Ω+

a(x)

(
g(un)un

θ
−G(un)

)
dx− 1

θ

∫
Ω+

a(x)g(un)undx

≥ ||un||BV (Ω) −
1

θ

∫
Ω+

a(x)g(un)undx

≥ ||un||BV (Ω) −
1

θ
(1 + εn)||unξ||BV (Ω)

≥ ||un||BV (Ω) −
1

θ
(1 + εn)(1 + C0|∇ξ|∞)||un||BV (Ω)

=

(
1− 1

θ
(1 + εn)(1 + C0|∇ξ|∞)

)
||un||BV (Ω).

Por fim, pela hipótese (Ω1), tem-se que K = 1− 1
θ
(1 + εn)(1 +C0|∇ξ|∞) > β > 0 para

n suficientemente grande. Logo,

c+ on(1)

K
≥ ||un||BV (Ω).

Consequentemente, (un) é limitada em BV (Ω).

Desde que BV (K) é imerso compactamente em Lq(K), com q ∈ [1, 1∗) e K ⊂ Ω
compacto, então existe u ∈ Lq(K) tal que a menos de subsequência

un → u em Lq(K), q ∈ [1, 1∗),

un(x) → u(x) q.t.p. em Ω.

Lema 5 A função u obtida acima pertence a BV (Ω) e satisfaz:

||u||BV (Ω) ≤ lim inf
n→∞

||un||BV (Ω).
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Demonstração. Seja δ > 0 tal que Bδ(0) ⊂ O, onde Ω = RN \O e seja B := RN \Bδ(0).
Assim, definimos as extensões:

un(x) =

{
un(x) x ∈ Ω,
0 x ∈ B \ Ω ,

e

u(x) =

{
u(x) x ∈ Ω,
0 x ∈ B \ Ω .

Dessa forma, ∫
B

|Dun| =

∫
Ω

|Dun|+
∫
∂Ω

|un|∂HN−1,∫
B

|Du| =

∫
Ω

|Du|+
∫
∂Ω

|u|∂HN−1.

Note que
∫
B

|Du| = ||u||BV (Ω) e
∫
B

|Dun| = ||un||BV (Ω) ≤ C. Também temos

un → u em Lqloc(B), q ∈ [1, 1∗),

un(x) → u(x) q.t.p. em B.

Mostremos que u ∈ BV (Ω). De fato, para todo R > 0, sendo BR := B∩BR(0), temos∫
BR

|Du| ≤ lim inf
n→∞

∫
BR

|Dun| ≤ lim inf
n→∞

∫
B

|Dun| ≤ C. (3.10)

Assim, seja ψ ∈ C1
c (B,RN), com |ψ|∞ ≤ 1 e suppψ ⊂ BR, tem-se

∫
B

udivψdx =

∫
BR

udivψdx ≤
∫
BR

|Du| ≤ C

⇒
∫
B

|Du| = sup

{∫
B

udivψdx : ψ ∈ C1
c (B,RN), |ψ|∞ ≤ 1

}
≤ C.

Como un −→ u q.t.p. em B, pelo Lema de Fatou tem-se que∫
B

|u|dx ≤ lim inf
n→∞

∫
B

|un|dx ≤ C lim inf
n→∞

||un||BV (B) ≤ C,

portanto u ∈ L1(B). Consequentemente, como
∫
B

|Du| <∞ e u ∈ L1(B), pelo Teorema

10 tem-se que u ∈ BV (B).

Ainda, sendo |Du| medida de Radon, logo regular interna, tem-se

∫
B

|Du| = sup
R>0

∫
BR

|Du|. (3.11)

De (3.10) e (3.11), obtem-se:∫
B

|Du| = sup
R>0

∫
BR

|Du| ≤ sup
R>0

[
lim inf
n→∞

∫
B

|Dun|
]

= lim inf
n→∞

∫
B

|Dun|. (3.12)
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Novamente, por (3.12), tem-se

||u||BV (Ω) =

∫
Ω

|Du|+
∫
∂Ω

|u|∂HN−1 =

∫
B

|Du| ≤ lim inf
n→∞

∫
B

|Dun|

= lim inf
n→∞

[∫
Ω

|Dun|+
∫
∂Ω

|un|∂HN−1

]
= lim inf

n→∞
||un||BV (Ω).

Ou seja,
||u||BV (Ω) ≤ lim inf

n→∞
||un||BV (Ω). (3.13)

Lema 6 Para todo v ∈ BV (Ω),∫
Ω

a(x)g(un)(v − un)dx→
∫

Ω

a(x)g(u)(v − u)dx, quando n −→∞.

Demonstração. Primeiro será mostrado que
∫

Ω

a(x)g(un)undx→
∫

Ω

a(x)g(u)udx. Por

(g1)− (g3), para todo ε > 0 e t ∈ [p, 1∗) existe C = C(ε, t) > 0 tal que |g(s)| ≤ ε+C|s|t−1,
s ∈ R.

Seja U ⊂ Ω e r = N
N−p(N−1)

, então utilizando a Desigualdade de Hölder e as imersões
contínuas de BV (Ω) ↪→ Lq(Ω), para q ∈ [1, 1∗) tem-se

∫
U

|a(x)g(un)un|dx ≤ ε

∫
U

|a(x)||un|dx+ C

∫
U

|a(x)||un|pdx

≤ ε|a|∞
∫
U

|un|dx+ C

(∫
U

|a(x)|rdx
) 1

r
(∫

U

|un|1
∗
dx

)p
≤ Cε||un||BV (Ω) + C|a|Lr(U)||un||pBV (Ω)

≤ Cε+ C|a|Lr(U).

Por (a3) e supondo α > N , temos∫
Ω

|a(x)|αdx ≤
(

sup
x∈Ω
|a(x)||x|

)α ∫
Ω

1

|x|α
dx <∞.

Assim, da maneira que foi definido r, tem-se r > N , então dado ε > 0, existe R > 0 tal

que
(∫

Ω\ΩR
|a(x)|rdx

) 1
r

< ε. Colocando então U = Ω\ΩR, tem-se pelas últimas equações

∫
Ω\ΩR

|a(x)g(un)un|dx < εC. (3.14)

Consequentemente
∫

Ω\ΩR
|a(x)g(un)un|dx→ 0 quando R→∞ uniformemente em n.

Sendo u ∈ BV (Ω), u ∈ Lq(Ω), q ∈ [1, 1∗) e pelas condicões em a e g, tem- se que dado
η > 0, existe R1 > 0 tal que ∫

Ω\BR1
(0)

a(x)g(u)udx <
η

4
. (3.15)
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Analogamente para un, existe R2 > 0 tal que∫
Ω\BR2

(0)

a(x)g(un)undx <
η

4
. (3.16)

Seja R = max{R1, R2}. Também, pelo Teorema da Convergência Dominada de Le-
besgue Generalizado, quando n −→∞∫

ΩR

a(x)g(un)undx→
∫

ΩR

a(x)g(u)udx. (3.17)

A partir de (3.15), (3.16) e (3.17) existe n0 ∈ N tal que para todo n > n0 tem-se

∣∣∣∣∫
Ω

a(x)g(un)undx−
∫

Ω

a(x)g(u)udx

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫
ΩR

a(x)g(un)undx−
∫

ΩR

a(x)g(u)udx

∣∣∣∣+

+

∣∣∣∣∫
Ω\BR(0)

a(x)g(un)undx−
∫

Ω\BR(0)

a(x)g(u)udx

∣∣∣∣
< η.

Portanto, foi provado que quando n −→∞∫
Ω

a(x)g(un)undx→
∫

Ω

a(x)g(u)udx. (3.18)

Ainda é necessário mostrar que
∫

Ω

a(x)g(un)vdx →
∫

Ω

a(x)g(u)vdx, ∀v ∈ BV (Ω).

Novamente, usando as imersões contínuas, Desigualdade de Hölder e o valor r já definido
tem-se

∫
U

|a(x)g(un)v|dx ≤ ε

∫
U

|a(x)||v|dx+ C

∫
U

|a(x)||un|p−1|v|dx

≤ ε|a|∞
∫
U

|v|dx+ C

(∫
U

|a(x)|rdx
) 1

r
(∫

U

|v|
1∗
p |un|

(p−1)1∗
p dx

) p
1∗

≤ Cε|a|∞|v|L1(U) + C|a|Lr(U)

(∫
U

|v|1∗dx
) 1

rp
(∫

U

|un|1
∗
dx

) p−1
1∗

≤ Cε|a|∞|v|L1(U) + C|a|Lr(U)||un||
1∗
rp

BV (Ω)||un||
p−1
BV (Ω)

≤ Cε+ C|a|Lr(U).

Colocando novamente U = Ω \ ΩR, tem-se pela última inequação∫
Ω\ΩR

|a(x)g(un)un|dx < εC. (3.19)

Consequentemente
∫

Ω\ΩR
|a(x)g(un)v|dx→ 0 quando R→∞ uniformemente em n.

Sendo u, v, un ∈ BV (Ω), u, v, un ∈ Lq(Ω), q ∈ [1, 1∗) e pelas condicões em a e g, tem-
se que dado η > 0, existe R > 0 tal que∫

Ω\BR(0)

a(x)g(u)vdx <
η

4
.∫

Ω\BR(0)

a(x)g(un)vdx <
η

4
.
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Novamente, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue Generalizado,∫
ΩR

a(x)g(un)vdx→
∫

ΩR

a(x)g(u)vdx.

Logo existe n0 ∈ N tal que para todo n > n0 tem-se

∣∣∣∣∫
Ω

a(x)g(un)vdx−
∫

Ω

a(x)g(u)vdx

∣∣∣∣ ≤ |
∫

ΩR

a(x)g(un)vdx−
∫

ΩR

a(x)g(u)vdx|+

+

∣∣∣∣∫
Ω\BR(0)

a(x)g(un)vdx−
∫

Ω\BR(0)

a(x)g(u)vdx

∣∣∣∣
< η.

Portanto, foi provado que∫
Ω

a(x)g(un)vdx→
∫

Ω

a(x)g(u)vdx, para todo v ∈ BV (Ω). (3.20)

Com os resultados obtidos até então neste capítulo, podemos então demonstrar o te-
orema principal.

Demonstração do Teorema 23
A partir de (3.13), (3.18) e (3.20) , para todo v ∈ BV (Ω), tem-se

J (v)− J (u) = ||v||BV (Ω) − ||u||BV (Ω)

≥ ||v||BV (Ω) − lim inf
n→∞

||un||BV (Ω)

= lim sup
n→∞

(
||v||BV (Ω) − ||un||BV (Ω)

)
≥ lim sup

n→∞

(∫
Ω

a(x)g(un)(v − un)dx− εn||v − un||BV (Ω)

)
=

∫
Ω

a(x)g(u)(v − u)dx.

Portanto, tal u ∈ BV (Ω) é solução de variação limitada, ou seja, para todo v ∈ BV (Ω),
ela satisfaz:

J (v)− J (u) ≥ G ′(u)(v − u). (3.21)

Como última etapa, é necessário garantir que tal solução é não-trivial. Em (3.21),
tomando v = u+ tv, t > 0

J (u+ tu)− J (u)

t
≥
∫

Ω

a(x)g(u)udx⇒ J ′(u)u ≥
∫

Ω

a(x)g(u)udx.

Analogamente, tomando v = u+ tv, t < 0, tem-se J ′(u)u ≤
∫

Ω
a(x)g(u)udx. Logo,

J (u) = J ′(u)u =

∫
Ω

a(x)g(u)udx = G ′(u)u.

Sendo G suave, G ′(u)u = G ′(un)un + on(1)

Por outro lado, em (3.7), fazendo primeiro v = un + tun, com t > 0 e depois t → 0+,
obtem-se

J ′(un)un ≥ G ′(un)un − εn||un||BV (Ω).
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Analogamente com t < 0 e t→ 0− obtém-se

J ′(un)un ≤ G ′(un)un + εn||un||BV (Ω).

Pelas duas últimas inequações

|J ′(un)un − G ′(un)un| ≤ εn||un||BV (Ω) = on(1). (3.22)

Portanto,

J (u) = G ′(un)un + on(1) = J ′(un)un + on(1) = J (un) + on(1).

Dessa forma,

Φ(u) = J (u)− G(u) = J (un)− G(un) + on(1) = Φ(un) + on(1) = c+ on(1).

Logo Φ(u) = c > 0 = Φ(0), portanto u é não-trivial.
�



Capítulo

4
Conclusão

Neste trabalho uma das dificuldades foi que o espaço BV (Ω), espaço no qual foi pro-
curada a solução do problema, não é reflexivo, e portanto, dada uma sequência limitada,
não podia-se garantir a existência de uma subsequência que converge fraco em BV (Ω).
Também, o domínio Ω é não limitado, e por isso não tem-se imersão compacta de BV (Ω)
em Lq(Ω), com q ∈ [1, 1∗), ou seja, dada uma sequência em BV (Ω) não pode-se garantir
a existência de uma subsequência que converge forte em Lq(Ω), com q ∈ [1, 1∗).

Então, como alternativa a essas dificuldades, foram utilizadas as propriedades resul-
tantes da imersão compacta BV (Ω) ↪→ Lqloc(Ω), com q ∈ [1, 1∗).

Outra dificuldade encontrada foi com respeito limitação da sequência obtida a partir
do Teorema do Passo da Montanha. Devido aos problemas encontrados, foi necessário o
acréscimo de uma hipótese sobre o domínio, no caso, a hipótese (Ω1).

Por fim então, foi obtida uma solução de variação limitada para (1.1) não-trivial. Tal
teorema, que foi obtido no Capítulo 3, deu origem a um resultado original que ainda será
submetido.
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