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Este trabalho trata de uma aplicagdo da Técnica da Transformada Integral
Generalizada para resolver uma classe de problemas de difusdo tridimensional, ndo linear e
transiente. Os sistemas de coordenadas ortogonais assumidos foram o cartesiano e o cilindrico e
os dominios analisados foram um paralelepipedo cartesiano e um setor de cilindro.
Considerou-se condi¢des de contorno de primeiro, segundo e terceiro tipos e efetuou-se uma
analise formal da classe de problemas envolvidos. Como aplicagdo dessa analise formal,
apresentou-se para os dois sistemas de coordenadas adotados, o problema de condugdo de calor
tridimensional ndo-linear e transiente, obtendo resultados para a distribui¢do de temperatura

através de um programa computacional implementado para simular o fendmeno difusivo no

paralelepipedo e no setor de cilindro circular. Os resultados obtidos foram comparados com

resultados disponiveis na literatura.

Palavras-chave: Difusdo, ndo-linear, transformada integral, tridimensional, transiente.
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This work is about applying the Generalized Integral Transform Technique to solve a
class of three-dimensional, non-linear unsteady state diffusion problems. The orthogonal
coordinate systems considered were the cartesian and the cylindrical, and the domains analyzed
were a cartesian parallelepiped and a cylindrical sector. It was considered boundary conditions of
first, second a third kind, and it was done a formal analysis of that class of diffusion problems in
order to solve them. As application for that analysis developed, it was presented for the two

coordinate systems the three-dimensional non-linear unsteady state heat conduction problem,

obtaining results for temperature distribution through the use of a computational program

implemented to simulate the diffusive phenomenon within a parallelepiped and a circular sector.

The obtained results were compared to those ones available in the open literature.

Keywords: Diffusion, non-linear, integral transform, three-dimensional, unsteady state.
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Capitulo 1

Introducao

Os processos de transferéncia de calor estdo presentes em aplicagdes industriais e
tecnoldgicas. Mesmo na natureza, animais e plantas ndo sobrevivem sem os processos vitais de
transferéncia de calor que fazem parte de seu metabolismo. Assim, a transferéncia de calor
tornou-se, desde tempos remotos, um importante campo de pesquisa tedrica e aplicada.

Fisicamente, o processo da transferéncia de calor pode ocorrer em regime
permanente ou transiente. As propriedades fisicas do material podem ser homogéneas ou
heterogéneas. Este pode ser ainda isotropico ou anisotropico.

Matematicamente, o modelamento existente leva a equagdes diferenciais ordindrias
de primeira ou segunda ordem ou a equag¢des diferenciais parciais de segunda ordem sobre
dominios bidimensionais ou tridimensionais. Tais equag¢des podem ser lineares ou ndo lineares.

Uma hipoétese muito utilizada na solug@o de problemas de difusdo ¢ considerar as
propriedades fisicas da matéria como homogéneas e isotropicas. Este modelamento fisico leva a
um modelo matematico linear. Se as propriedades termodindmicas variam consideravelmente no
dominio e ao longo do tempo, o modelo fisico que admite tais propriedades constantes pode nado
ser satisfatorio. Em vista disso, torna-se necessario considerar a variagdo das propriedades
difusivas, em fungdo de propriedades termodinamicas. Este modelamento fisico leva a um
equacionamento matematico ndo linear.

Em engenharia, muitos dos problemas reais de transferéncia de calor sdo
tridimensionais e transientes. Porém, dependendo das caracteristicas geométricas e temporais do

problema em questdo, pode-se considera-lo unidimensional ou bidimensional e em regime
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permanente. Sdo aproximagdes feitas com o objetivo de simplificar e diminuir o esfor¢o
matematico e computacional, correndo-se o risco do modelo fisico ficar muito distante da
realidade que se deseja investigar.

Pretende-se neste trabalho, estender a Técnica da Transformada Integral
Generalizada - TTIG, para resolver problemas de difusdo ndo lineares, tridimensionais e
transientes, em coordenadas cartesianas e cilindricas, sobre dominios na forma de
paralelepipedos cartesianos, cilindros macigos, cilindros ocos e setores de cilindros. As solugdes
formais obtidas na fase de andlise matematica das classes de problemas investigados foram
implementadas computacionalmente e resultados numéricos foram, entdo, obtidos.

Com o objetivo de generalizar a presente analise, considera-se no modelo fisico os
efeitos tridimensionais e transientes, o que naturalmente torna o modelo matematico do problema
mais complexo. Acrescentando os efeitos tridimensionais, ndo lineares e transientes, tem-se um
modelo matematico constituido por equagdes diferenciais parciais ndo lineares, em trés eixos do

espaco e no eixo do tempo.

1.1 - Revisiao Bibliogrifica

Os problemas de difusdo sdo formulados por equagdes diferenciais parciais lineares
ou ndo-lineares. As técnicas analiticas tradicionais ndo abordam todos problemas. Solugdes
aproximadas foram propostas através de métodos numéricos, como exemplo, o Método de
Elementos Finitos € o Método de Diferencas Finitas.

Técnicas de solugdes hibridas analitico-numéricas tém sido desenvolvidas e
utilizadas em diversos trabalhos disponiveis na literatura. Nesse contexto destacam-se a Técnica
da Transformada Integral Classica - TTIC e a Técnica da Transformada Integral Generalizada -
TTIG.

A Técnica da Transformada Integral Classica (Mikhailov e Ozisik, 1984), recebeu
um forte impulso depois da representagdo sistemadtica de sete classes diferentes de problemas
lineares no campo da difus@o de calor e massa. A TTIC ¢ uma extensdo do método de separagdo

de variaveis, que trabalha com ndo-homogeneidades na equagdo ou nas condigdes de contorno,

em problemas lineares, ndo separaveis, em razdo da presenga dos termos fontes. E aplicada na

solugdo de problemas de difusdo lineares, transientes ou permanentes, homogéneos ou ndo

homogéneos.
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A idéia basica da TTIC ¢, apds a definicdo de um problema auxiliar de autovalor
mais apropriado, transformar a equagdo diferencial parcial original em um sistema de equagdes
diferenciais ordindrias infinito e desacoplado que pode ser prontamente resolvido.

Na aplica¢do da Técnica da Transformada Integral Classica, os passos basicos a

serem seguidos (Cotta, 1993) sdo:

Encontrar o problema de autovalor associado, muitas vezes, por meio da separagdo de
variaveis, aplicado ao problema homogéneo;

Desenvolver o par transformada-inversa apropriado;

Aplicar a transformada na equagao diferencial parcial, fazendo uso das condigdes de
contorno;

Resolver o sistema resultante de equagdes diferenciais ordindrias desacopladas;

Utilizar a formula da inversa estabelecida anteriormente para constru¢do do potencial

original.

Porém, esta técnica é limitada, na obtengdo de uma solugdo exata, caso ndo seja
possivel transformar alguns do termos envolvidos em um determinado problema, mesmo quando
esses, sdo lineares, (Cotta, 1993). Assim, a Técnica da Transformada Integral Classica € aplicada
somente em problemas lineares, em que todos os termos sejam transformaveis.

Na literatura, encontra-se diversas aplicagdes em transferéncia de calor e massa que
sdo representadas por modelos n3o lineares dos fendmenos de difuséo, (Serfaty, 1997). Em geral,
a formulagdo matematica resultante ndo pode ser abordada por técnicas analiticas classicas,
como a Técnica da Transformada Integral Classica, principalmente em problemas

multidimensionais e transientes.

Embora extremamente util nas aplicages apresentadas em Mikhailov e Ozisik,

(1984), a TTIC torna-se inviavel na obtengdo de uma solugéo analitica para o problema, quando
neste, aparecem termos ndo transformaveis.

Com o objetivo de aumentar a flexibilidade desta técnica, foi desenvolvida a Técnica
da Transformada Integral Generalizada, que consiste em transformar a equagdo diferencial
parcial original em um sistema infinito de equagdes diferenciais ordindrias acopladas, que ¢
truncado com uma ordem suficientemente grande e resolvido numericamente. Em seguida, faz-se

uso da formula de inversdo para obter o potencial original.
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A TTIG ¢é entao utilizada para resolver, entre outros, problemas de difusdo ndo
lineares e transientes, presentes nos processos da transferéncia de calor e massa. Desde o
trabalho pioneiro de Ozisik & Murray (1974), que tratava de coeficientes da condigdo de
contorno variaveis, diversas idéias tém surgido com o objetivo de estender o procedimento desta
técnica para problemas mais complexos. Assim a Técnica da Transformada Integral

Generalizada abrange problemas das seguintes categorias:

Problemas envolvendo equagdes com coeficientes variaveis;
Problemas envolvendo condi¢do de contorno com coeficientes da variaveis;
Problemas com contornos méveis;

Problemas em que a complexidade esta associada ao problema auxiliar;

Problemas néo-lineares.
Para a aplica¢do da TTIG, os passos basicos sdo:

Escolher um problema auxiliar associado, evitando-se problemas computacionalmente
complexos;

Obter o par transformada-inversa apropriado;

Aplicar a transformada integral na equagdo diferencial parcial original, resultando em um
sistema de equagdes diferenciais ordindrias acoplado;

Resolver o sistema de equagdes diferenciais ordinarias acopladas, truncando-o com uma
ordem suficientemente grande para entdo resolvé-lo numericamente;

Utilizar a formula da inversa para construir o potencial original.

Cotta e Ozisik (1987), analisaram problemas de difusdio com coeficientes

dependentes do tempo, obtendo solugdes analiticas. Para isso, fizeram uso da TTIG, a fim de

evitar a dependéncia do tempo no problema de autovalor correspondente, sendo que foram
analisados trés tipos de problemas, cada qual associando o tempo com um determinado
coeficiente. Estabeleceram-se solugdes formais tridimensionais para casos gerais e, entdo,
solugdes especificas unidimensionais foram sistematicamente obtidas.

Problemas difusivos bidimensionais em regime permanente € em escoamento
laminar em dominios irregulares foram resolvidos por Aparecido, Cotta e Ozisik (1989). Os

autores utilizaram a TTIG no desenvolvimento analitico das solugdes. Como exemplo,
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apresentou-se uma aplicagdo em escoamento laminar plenamente desenvolvido no interior de
dutos triangulares com d&ngulo reto. A precisdo das solugdes numéricas foi examinada,
comparando-as com os resultados apresentados por Shah & London (1978).

A Técnica da Transformada Integral Generalizada foi utilizada por Cotta (1990), a
fim de obter a solugdo de problemas de difusdo ndo-lineares, nos quais, as ndo-linearidades
estavam presente no termo fonte. Para ilustrar o caso, considerou-se a aplicagdo de um problema
transiente de condugd@o de calor por radiagdo em aletas, sujeito a uma dissipagdo de calor ndo
linear. Os fluxos de calor e os perfis de temperatura foram obtidos para diferentes situagdes €
para varias ordens de truncamento e realizou-se também uma analise da convergéncia para
valores crescentes da ordem de truncamento e valores diferentes de tempo.

Serfaty e Cotta (1990) consideraram a ndo-linearidade no termo difusivo, enquanto a
equacdo e os termos fontes foram mantidos lineares. Naquele trabalho, considerou-se uma
formulagdo geral do problema multidimensional transiente e assim solu¢des formais foram
obtidas em termos do potencial transformado. Uma aplicagio em condugdo de calor com
condutividade térmica dependente da temperatura foi proposta e, entdo, foram apresentados
resultados numéricos ilustrando a convergéncia para diferentes ordens de truncamento do
sistema de equagdes diferenciais ordinarias, EDO, infinito associado.

Virios tipos de problemas que podem ser resolvidos pela técnica da transformada

integral generalizada foram apresentados em Cotta (1993): problemas com coeficientes varidveis

na equagdo e nas condigdes de contorno, problemas com contornos moveis, problemas em
geometrias irregulares ndo transformaveis, problemas de autovalores multidimensionais ndo
separaveis, problemas acoplados, problemas de difusdo ndo-linear, problemas do tipo
convectivo-difusivo, problemas de camada limite e equagdes de Navier-Stokes, em formato
bidimensional e simplificada.

Mikhailov e Cotta (1994) fizeram uso da técnica da transformada integral
generalizada com o objetivo de transformar problemas de autovalores descritos por equagdes
diferenciais parciais em problemas de autovalores algébricos, que podem ser resolvidos
utilizando codigos computacionais existentes na literatura. Os autores apresentaram uma
formulagéo para os operadores que freqiientemente aparecem em fendmenos de difusdo de calor
e massa. Para ilustrar o método, trés exemplos foram considerados: problema de autovalores para
escoamento laminar no interior de um canal de placas paralelas; problemas de autovalores para
convecgdo forgada em dutos com a temperatura variando periodicamente e problemas de

autovalores para escoamento laminar no interior de dutos retangulares. Em ambos exemplos, o
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método mostrou-se preciso e eficiente, podendo ser aplicado em fungdes mais gerais e problemas
multidimensionais.

Aparecido (1997) utilizou a TTIG na elaboragdo de um trabalho cujo objetivo era
mostrar como escolher problemas de autovalores auxiliares para resolver problemas térmicos do
tipo convectivo-difusivo. Uma classe de problemas considerados foi matematicamente modelado
por uma equagdo diferencial parcial linear de segunda ordem, sujeita a condi¢des de contorno
gerais de primeiro, segundo e terceiro tipo e condigdo inicial. Como exemplo, foi resolvido o
problema convectivo-difusivo de Graetz, usando dois tipos de problemas auxiliares de
autovalores, um com autofun¢des do tipo trigonométricas ¢ o segundo com autofungdes
hipergeométricas degeneradas. Os resultados computacionais obtidos pelo autor concordaram
muito bem com os apresentados na literatura.

A técnica da transformada integral generalizada foi utilizada por Dantas, Orlande e
Cotta (2002), para obter a solugdo de problemas de secagem bidimensional em coordenadas
cilindricas. A modelagem fisica considerada pelos autores foi descrita pela equagdo linear de
Luikov e entdo, através da TTIG, as solugdes foram obtidas € a convergéncia das séries de
solugdes para tal problema foram examinadas para diferentes nimeros de Biot. A solugdo para o
caso envolvendo superficie lateral adiabatica mostrou-se de acordo com os resultados
unidimensionais previamente obtidos com a mesma técnica.

Problemas puramente difusivos modelados por equagdes diferenciais elipticas
lineares, definidos em dominios irregulares, ou seja, aqueles em que ndo se consegue encontrar
um sistema de coordenadas ortogonais que coincidam com a geometria do problema, foram
resolvidos por Aparecido & Cotta (1987, 1990b), Aparecido, Cotta & Ozisik (1989), Cotta,
Leiroz & Aparecido (1992), e Aparecido, Vieira & Campos Silva (2000, 2001).

Problemas  convectivo-difusivo,  termicamente em  desenvolvimento e

hidrodinamicamente desenvolvidos, sio modelados matematicamente por equagdes diferenciais

parciais de segunda ordem, do tipo parabélico bidimensional ou tridimensional. Esses tipos de

problemas foram resolvidos utilizando a TTIG por Aparecido (1997); Aparecido & Cotta (1990a,
1990c, 1992); Aparecido & Ozisik (1996, 1998); Dias Junior & Aparecido (1999); Lindquist e
Aparecido (1999, 2001) e Maia, Aparecido & Milanez (2000). Parte desses problemas foram
definidos sobre dominios irregulares e outra parte sobre dominios regulares. No trabalho de
Maia, Aparecido & Milanez (2000) o dominio eliptico original foi transformado em um dominio

regular, mediante uma transformagdo de coordenadas. No novo sistema de coordenadas o
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dominio tornou-se regular, mas o equacionamento ficou com coeficientes varidveis nao
separaveis.

Alguns dos trabalhos mencionados no paragrafo anterior a respeito do escoamento
laminar em dutos retos de se¢do transversal regular ou irregular, bem como a transferéncia de
calor nesse tipo de tubo sob condi¢des de contorno de primeiro, segundo e terceiro tipos, foram
apresentados por Aparecido (2001).

O problema de desenvolvimento simultineo da velocidade e temperatura
(termicamente e hidrodinamicamente em desenvolvimento) também foi resolvido por
Campos Silva, Aparecido & Cotta (1992), utilizando a TTIG.

A TTIG também foi utilizada com sucesso na solu¢do de problemas inversos de

convecgdo, termicamente em desenvolvimento, em dutos retos com segdo transversal em forma

de setor circular por Aparecido & Ozisik, (1998, 1999a,b; 2001) e na solugdo de problemas

ndo-lineares unidimensionais de difusdo térmica em solidos, com mudanga de fase na fronteira,

por Diniz & Aparecido (1990), Diniz et al. (1990), Diniz et al. (1992) e Diniz et al. (1993).
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Capitulo 2

Difusao nao-linear transiente
em geometria cartesiana

A formulagdo matematica do problema de difusdo tridimensional ndo linear

transiente no sistema de coordenadas cartesianas, utilizando a TTIG é desenvolvida a seguir.
2.1 — Formulacao Matematica

Considere um problema de difusdo tridimensional, ndo-linear, transiente, definido no

interior de um paralelepipedo cartesiano, incluindo efeitos ndo-lineares no termo difusivo de

acordo com a formula¢iio matematica geral abaixo

w(x)gT(x,t)wL LT(x,t)=P(x,t) 2.1)

onde x=(x,y.z)eR’, t>0, definido no dominio x, <X<x,, yo<y<y,, 2, <2<z, com

condigdes inicial e de contorno, respectivamente, dadas por,
T(x,0)=f(x), xeR’ e feC’
B, T(x,t)=0,x=(X=X;, Y=Y, 2=2,)€R>, t>0

B,T(x,t)=0,x=(x=%;,y=y;,2=2,)eR>, t>0
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nas quais os operadores L ,B, eB, sdo definidos como seguem,

L=-Ve[K(x,T)V()]+d(x); (2.3a)

0
B, an("o)"‘ﬁo(xﬁ)fg) ; (2.3b)

X=Xg

d
B, EOH(X|)+B|(X1)% - (2.3¢)
onde d(x)=d™x)+dY (y)+d?(2)+d" (x), wx)=w® )WY (y)w?(2)w'(x), w(x)>0,

P(x,t) sdo fungdes quadrado integraveis conhecidas e d(x), w(x)e P(x,t) € ae.

As contribui¢des d'(x)=d(x,y,z) e w (x)=w(x,y,z) sdo o termo fonte da
equagdo e o coeficiente do termo transiente, respectivamente, ndo transformaveis pela TTIC.

E assumido que o coeficiente ndo-linear K(x,T) ¢é composto por um termo

dependente das coordenadas espaciais e outro dependente do potencial como apresentado abaixo

K(x,T)=Kq(x)+K;(x,T), (2.4)

sendo K(x,T) >0, K,(x) = K™ x)KY (y)K®(z) com K¥ (x), K¥ (y), K¥(z)>0.

Assim, substituindo a equagéio (2.4) na equagdo (2.3a), tem-se que,
L =-Ve {K,(x) + K (x, TV} +d(x) ==V [K,(x)V()]- Ve [K;(x, IV()] +d(x) (2.5)

Definindo-se,

L, =-Ve[K,x)VO)]+d®V(x)+dP(y)+d?(2)+d"(x) e Ly =-Ve[K;(x, T)V()],

a equagdo (2.5) pode ser reescritacomo L=L, + L.

O operador gradiente, em coordenadas cartesianas, ¢ definido como segue

V()=;5()+}:5()+E5().
x oy oz
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2.2 — Problema Auxiliar de Autovalor

Como mencionado anteriormente, a aplicagdo da TTIG requer a defini¢do de um
problema auxiliar de autovalor para transformagdo das equag¢des governantes.

Os problemas auxiliares de autovalores associados as diregdes X,y ez sdo expressos

respectivamente por:

L )+ [P wP @) -dP MNP =0, i=123:.9; (2.62)
LYYO () + [ w (y) -dP ()Y () =0, m=1,23,...,0; (2.6b)

L2%? (2) + [(0) w?(2) -d“ @)¥{? (2)=0, p=1,2,3,...,, (2.6¢)

p

no qual, Wep sdo as autofungdes e os autovalores para cada diregdo, respectivamente, e 0s

(z)

operadores L"), L e L'*) sdo dados por

j fi ()
L K®) —-—-—:l ara X, <X <X, .
i (x) B par 0 1

LY = K"‘"(y)a—;yl} para y, <y <y, ;

L(z) Ea—i[Km(z) %} para z, <zZ<2Z,.

As respectivas condigdes de contorno sdo descritas por,

X X X dlpi(x)(x)
ol (xo )P () + B (x ) ———

490
a‘ix)(xl)q}ilx)(xl)+ﬁ§.‘()(xl) i (\()
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l}l()’)(},)

g’ (Y)W (v0) +B5” (¥
dy

d¥Y (y)

af”(y])‘{’g)(yl)+[3P')(y]) dy

(2)( )
0P @) (20) + B (2) 2

Z z Z dlp“)(z‘)
o @)Y @) + B (2)——— =0,

nas quais os o, e By, k=0;1 pertencem ao conjunto dos niimeros reais e |or, | +[B,|# 0.

2.3 — Transformacao da Formulag¢io do Problema

Nesta se¢do ¢ apresentada a transformagdo do problema difusivo tridimensional
ndo-linear e transiente nos trés eixos espaciais, através da Técnica da Transformada Integral
Generalizada, obtendo-se ao término de tal transformag¢do, um sistema de equagdes diferenciais

ordindrias ndo-linear acoplado e infinito.

2.3.1 — Par Transformada-Inversa

Uma representagdo para a distribui¢do T(x,t) em termos das autofungdes ‘Pi(")(x)

pode ser postulada, (Ozisik & Mikhailov, 1984) como segue

T(x,t) = igi (v,z, )¢ (x)
i=l

AVA
AVAYEY

1 2 3 4 5 6 7 unesp w]. ¥2: 43 24 1.5 26 A7

18



Multiplicando a equagdo (2.8) por [w™ (x)‘}’jm(x)] e integrando-a sobre o dominio

[x0,x,], tem-se
j:‘ w® )Y ()T(x, t)dx = i Bz 0 [ W )P (¥ (x)dx.
Xo i1 Xo

Utilizando a propriedade de ortonormalidade das autofungdes (ver Apéndice B),

[ WO ™ () (x)dx = 3 = {? 1#J (2.10)
No ; ‘:J

a equacdo (2.9) pode ser reescrita como

[ WO PN (0T, dx = 3y (y,2. 08 =By (1.2.0).
0 i=l

Seja '"I"‘}'”(y,z,t) = J‘:[wm(x)k}’j{”(x)T(x, t)dx, entdo

TN (y,20=2.8;Bi(,21)=B;y.21) @ T (¥,21)=p;(y,21).

Logo, pode-se definir um par transformada-inversa para o eixo X como segue,
T®(y,2:t) = J.x' w® (x)P (x)T(x,y,2 t)dx (transformada) (2.12a)
Xo

T(x,y,z,1) = ZT}”(y,z, t)“l“j(”(x) (inversa) (2.12b)

J=1

Para obter um par transformada-inversa referente ao eixo y, considera-se também

uma representagdo para a distribui¢do transformada :["‘f”(y,z,t) em termos das autofungdes
o (),

:f‘i(x) (ya Z, t) = i ﬁim (Z’ l)qﬂ&\” (y)

m=l1
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e segue analogamente ao processo apresentado para o eixo x. Com isso, um par transformada-

inversa para o eixo y pode ser expresso por

T (z,t) = -[:; w ()¢ (y):l:i(” (y,z,t)dy (transformada) (2.14a)

m

n

T (yzt)=Y TEP (2P (y) (inversa) (2.14b)

n=1

Portanto, semelhante ao eixo x e y, um par transformada-inversa par o eixo z €

também obtido, a partir de uma representagdo para a distribuigdo transformada :l:-,("y}(z,t) em

termos das autofungdes ‘P;z) (z)

:l:igy) (Z., t) = i Bimp (I)Lpp(an (2) ’
p=I

e no final deste processo, tem-se o par transformada-inversa para o eixo z,

TX9 (1) = .[Z] w® (2)w P )T (z,1)dz (transformada) (2.16a)
Zg

imp im

T ati= X T2 T (inversa) (2.16b)
q=1

Agora, é possivel realizar a transformagdo do problema tridimensional desejado.

2.3.2 - Transformacio do Problema para o Eixo x

Com o objetivo de resolver o problema de difusdo tridimensional proposto,
multiplica-se a equagdo (2.1) por ‘P-i(”(x) e a equagio (2.6a) por K (y)K?(2)T(x,t),

resultando em
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w(x)¥ ™ (x) g T(x,t) + ¥ (x)LT(x,t) = ¥ (x)P(x, 1), (2.17)

KY 0K @TE )LV ) + [0 wP ) -dP 0¥ (0} =0.  (218)
Somando as equagdes (2.17) e (2.18) e integrando-as em relagéo a dire¢do x, sobre o
intervalo [x,,x,] tem-se
w”')(y)w(”(z)g I:: w*(x)w O ()P (x)T(x, t)dx + J.:(: W) (x)L T(x,t)dx —
~KV@)KD(@) [ dV )0 %)T(x, )dx + KO KD [ W 0D (x)T(x, t)dx =

= J P (x)P(x, )dx - K® (y)K?(2) L’“T(x, L (x)dx L"‘\ﬂ"”(x)LOT(x,t)dx. (2.19)

A resolugdo das integrais envolvidas na equagdo (2.19) é mostrada no Apéndice A.

Substituindo os resultados dessas integrais na equagdo (2.19), obtém-se a equagdo (2.20), a

seguir

w(”(y)w(“(z)z Ay(y. z)—T‘”(y z,t) + K@ (y)K D (z2)(u®)2 T (y,z,t) +
J=1

+Zk.,<y,ﬂ"ﬂ*"(y,m>+ZBu(y,z TV, 20+ -KYKO@)]Y. ¢ T2 1) =

j=l J=l

— K(Z)(Z)i FU %‘:K{}‘)(y)%fj(x)(y’ Zﬂt)jl K()J(y)z ]tK(Z)(Z) T{")(y,z t)i|

X 2 X - 0 (X 0 = X
—ZEU(y,z)T !y, z,t)—d® (y)d" ’(7)ZD,JTJ‘ )(y,z,t)+25[Rﬂ(y,z,T£§))5T} }(y,z,t)}+
j=l

J=1

{Ru(y,z T“’) T("(y z t)}r P (y,z,t). (2.20)
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d¥(x) d¥® (x)
: C— dx
dx dx

B,z TP) = [ Kr(x.T)
Cy= _["d“’(x)w,ﬁ-“’(x)w}”(x)dx ;
0
D; = _[: ‘Pim(x)‘l‘jm(x)dx -
Ej(v,2) = ['d" ¥V ) (x)dx ;
X0

Fij -~ flK{x](x)l_yi(x)(x)l{_;j(x)(x)dx :

i dl_P(\} X X
502 T9) =~ ¥ KD 2 |
X

Xo
R;(y,z,TY)= .EU'K-,-(x,T)LP]-“’(x)‘l‘j“’(x)dx ,
nas quais, T® é o termo dependente da temperatura transformado em relagio ao eixo x.
2.3.3 - Transformacio do Problema para o Eixo y
Uma vez obtido o par transformada-inversa para o eixo y, ¢ possivel transformar o

problema difusivo sobre o dominio [y,,y,]. Para isso, a equagdo (2.20) foi multiplicada por

YY) (y) e aequagdo (2.6b) por F,K® (z)T® (y,z t) como apresentado a seguir

w‘”(z)ZA.j(y,z)w‘-‘"(y)%‘,,“mgi‘”(y,z, H+KY (K? @) v T (v, 2, 1)+
)=l

+Y B, (0T NOTO (.20 +[1-KO (KD @)Y €, ¥ ()T (y,2,0) +
= =1
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- (X y (X < z / 0 X
+ k(1. TOWY TV (1,21 = Y FKP@WVYY (v)— = {K‘”(y) = T2 t)} +
i=l j=I

+Zr.,l<‘”<yw“'(y) [K‘”(z) r“’(y,zt)] iE.-J-<y,z)tv.;”(y)’f}”(y,z,t)—
j=1

=1

Zd‘”(z)D,.d NP Ty sz t)+Z‘P,‘,¥’(y> ;[R.,(y,z Tw) 2 = T2 t)}
J=1 j=1

¢ 0 By O e _ )
+Zw‘ ’(y)gg[Rij(y,z,T;’)aT} ’(y,z,t)]ﬂ’.;”(y)r’f"(y,z,t) (2.21)

F,K®@)T (y,z ) { LYY (y) + [(09) 2w (v) - dPY ()I¥ Y (v)} =0 (2.22)

Somando as equagdes (2.21) e (2.22) e integrando-as em relagdo a diregdo y, sobre o

intervalo [y,,y;] tem-se

0 - Yi % % (X z X2 (Vor(y (x
WA@Y [ AW )R T (2 0dy + K@) [ KO ) )T v,z dy +
C =1 Yo 0

+_Z] I:Bi‘i(y.z,’l‘i‘i’)‘i‘,ﬁ?’(y)l“’(y % t)dy+zf k; (1,2 TP (1)TO (y, 2, t)dy +
= ’ J 1

+ZC.J J"W‘”(y)T“’(y z,t)dy - K“’(z)ZCU K‘”(y)‘}'“’(y)T“’(y,z t)dy +
=1 j=1

+HEKO@ERY [ WO 0) T, 2.0dy - EK (@) [ 400 ) T (v, 2, tdy =

Kmmz F; j WO OLOTY (1,2,0) = 8,1 (y,2, OLOYY (v) fy +

+ZP,|I K“’(y)‘P“’(y)L‘“T“’(v z,t)dy - Z ["E,J(y z)kw’(y)'fj"‘"(y,z,t)dy—

Zd“’(z)D,. [ d“’(y)w(y)T“’(y,zt)dy+ZJ“0 T ) ay[R-.j(y,zfi‘i;")%’I“‘}"’(w)]dw

Y ; 0 e (x 0 ~(x ) ; A
* [ E[R i, T2) 2 TP 02, ”de [T OPY (nzdy,  (223)
=l = '
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A resolugdo das integrais presentes na equacdo (2.23) é mostrada no Apéndice A.
Substituindo os resultados dessas integrais na equagdo (2.23), obtém-se a equagdo (2.24) dada

por

z C a""\' z X Em TXy - A (xy) o (x
w! ’(z)ZA.,-m,,(z)aT,‘,-,”(z,t)+l<‘ ') Y He M@+ D Bl TENTE 26 +

jn=l n=l j.n=l

+ D Kijna @G T 2.0+ 3. CiCan T (2,)-K®(2) 3 CiC TRV (2,1) +
J.n=l Jn=l1 J.n=1

+Ejl<‘“’(z)@¢:')f’f.-‘.;:’"(z,t)—E.K‘“(z)iOmﬁ:‘:*‘(z,t)=K‘“(z)iﬁ,[nm—Qnm](l—a,,)"T}:”(z, )+

n=l| Jn=l

oD = ] o . an ol I
+ Y FH  LOT ) (2,1) - > Ejmn (z)T}:')(z,t)—d“')(z)ZDUOmnT}If”(z,t)+

jn=1 j.n=1 jn=1

. Xy (XY Xy — 0 =(xy O ~tew
+ Z {Wijmn (Z,Ti‘o))) - Rijmn (23 st}) )}:l:j(n) ) (Z’ t) + Z 52“ |:S:'jmn (Z’ Tgo” ) E Tj(x:)) (Zs t):| &

Jn=l j.n=l

+ P (z,1). (2.24)

na qual

Ao @ = [ A, WO (B (FO ()
0
Hpy = [ KO PR 0)¥ (1)dy
Bjmn (2, T8") = ['By(y, 2 TO)I¥R (D (1)dy

Kjm T8 = ['ky (v, 2 TR ¥ (0 5

Con = fﬂ' yO (y)¢Y (y)dy;

Oy = [ AV MN¥R YL (1)dy
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d¥ (})
Py =K (1)) (y)Sn_) (”

mn f K())( )dl{’(”()’) de(”(y)
dy dy

Ejmn (D)= [ Ey (. 0¥ (0¥ ()dy

d\};(})(y)
dy

Wijnn (2. T2 = [Ru(y,z,ﬂ:’ PP g)——=

4%y’ (y) d¥’ () 4
dy dy

Ri_imn (z, Tg)'}) = ful Rij (yv Z, TE:) )

Simn (2T = ['Ry (32 TR (¥ (1)dy

nas quais, TS ¢é o termo dependente da temperatura, transformado em relagfo aos eixos x e y.

2.3.4 - Transformagio do Problema para o Eixo z

Nesta etapa, o problema serd transformado sobre o dominio [z,,z]. Para isso,

T(XY)

multiplica-se a equagdo (2.24) por L}’;”(z) € a equagdo (2.6¢c) por FH,,,T,’ (z,t), assim,

resulta a equagdo

Z A jin (z)wm(z)‘}“”(z) T“”(z,t) +FKE RN Y e, PP ET Iz i)+

J,n=l1 n=l

+ iB.-_.-,m(z, T Tz 1)+ Zk,ﬁm@ TN, t)+ZC.J DT (1) -

jn
J.n=l1 Jn=l jn=l

= iq.HmnK‘”’(z)‘l—:f’(zfﬁ:”(z, )+EK? @0 B @ T @0 -F, ) 0.K Q¥ DT, (51 =

J.n=1 n=1
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= Y EPo —Qu J0-8, KO @¥P DT @0+ Y FH,, Y@ @LDTD) (2,0 -

J.n=l jn=l

- Y Ejm @¥P@T(2,1) - d?(2) Y Dij0m ¥ @ T (2,t) +

j,n=1 j,n=1

Z{ W2 T8 =Ry OO (TS (2, )+ Z‘P‘”(z) [ i@ TS — T“”(z, t)}

Jn=l Jn=l

+¥ P @Y (z.1) (2.25)
FiH pn T (2, ){ LPY¥ 2 (2) + [0 )? WP (2) - d? (2)]¥ P (2)} = 0 (2.26)

Somando as equagdes (2.25) e (2.26) e integrando o resultado em relag@o a diregdo

z, sobre o intervalo [z,,z,], tem-se

—ZI A QWP @ @THY (2, 0)dz+ (1) ZHWI K®@P® @TLY (2, 0z +

JH] n=|

% Z j Bjjmn (2, T WP @) T (z,t)dz + Z j Kijma (& TP (2T (2, 1)dz +

jn
Jn=l1 J.n=l

+ ZCUCan WO ATz, hdz~ Y CiH K'Km(z)‘l’rﬁz)(z)T}:y’(z,t)dZwL
jn=l jn=l 0

+F;(u)? f R2YP @I & t)dz—hzomnj K®@2)¢P )T (z, )z +
n=lI

{W)(Z t)dZ —

im

+FiH p (0)? J’ w® @2 ()T (2, t)dz - FH j 49 @R ()T

=Y (1-8,)F[P,, - j K® @) @)T(z,1)dz +
jn=l

+ S FHp [P @LOT (2, 0dz - ZSUSNHFUHNH L""Tj‘:”(z,t)L‘”*P;""(z)dz—
jn=l Zo jn=1 2

- Zj Ejun DPE @TI (2, 0z - ZD omnf 49 G BT BV (otyda +

j.n=l1 Jn=l

+ 3 [ Wi T8 - Ry T T (2,102 +

jn=1
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-g-[Sijmn(z,:f'L'f”) T (z, t)}dz+_{ YD (2P (2, )dz (2.27)
(.}'/ n im

A resolugd@o das integrais presentes na equagdo (2.27) é mostrada no Apéndice A.
Substituindo os resultados dessas integrais na equagdo (2.27), obtém-se a equagdo (2.28) dada
por

Xyz) 3 Xy,
z Aumnpqd T;:(;”(l)— (“(“) ZH qul(nqw (t)_ zBijmnpq(Tfr:H])T}:g”(l)_

J.n.g=1 n,g=1 Jng=Il

_.Zkil'ﬂfipq (T[\)” )'IJ{n\qu)(l) z?ljcmnc TJ(n?,)(t)"' Z?IJH H T_](l":])?}(t)
J:n,q=1 Jn.q j.n.gq=

= FiH p (04)? T“‘”()—Fn(p:g’)zz“ ](“’"(t)+F“Z O H o TO. () +

1" mm imp imq g inq
q=1 n,q=I

'Il(n;;”([ Z ([ - 6|j)F|j [Pmn an ]H Tj(n‘;ﬂ}(t)'F

Jhnq=l

(xvz) T (xyz) & (xyz)
ZFHmn 8,8 )t = O T2 = D Ejapg T2 (0 = Y. D;00mnd oo T (1) +

J.n.g=1 J.n,q=l1 J.n.g=1

0
(xyz) (xyz) (xyz) (xyz)
ijmnpq (T )rjnq (l) - ZR‘ijmnpq T )qu (t)+
Jn,g=1

- T (Xyz) (xyz) (xyz) (xyz)
Z SI_]]TII‘Jpq (T;V ) tjmnpq (T )] r)nq ([) + plmp (t) '
J,n.qg=I

Aimg = [ Ao @V @ @) (2)dz:

H, = J/‘; K@ 2)¥? (2)¥{ (2)dz;

umnpq(T(“”J _I: B]jtl‘ltl(z Ti“})l}l(”('&)q}[”( )d s

Kijmnpg (T52) = [ Kjn (2 TG D @)W (2)d2;
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C,, = J:: & VI )z
Pq

. [F.5(2) z) z) :
), = fod @Y (2)¥? (2)dz;

(?)
K(I)(Z)L}J(f)( ) (Z)

d¥? (z) d¥ " (2) i
dz dz

0, _E:K(Z)(z)

1 z z ;
Eijmnpq = _[70 Eljmn (Z)'LP;(: )(Z)q’é )(Z)dz,
Wijmnpq (TS)IZ) ) = '[’0' Wijmn (Z’:f‘g:)l) )qJ[EZ) (Z)lpén (Z)dZ 5

Rt (L= ER i SIS PR P N

(2) “
d'¥;"(2)

(\ ) (2) T (xY)

umnpq

AV (z) d¥)” (2) .
dz dz

Fxyz)y _ [ F(xy)
Vijmnpq(Tny )_ '[;Sijmn (Z!Tm} )

nas quais, T®? ¢ o termo dependente da temperatura transformado em relagdio aos eixos x, y

€ Z

Definindo,

B; =Cij[Hanpq

ijmnpq D O J

mn ] E; iimnpq mn pq

+i(l- 6ij )Fij(Pmn B an )H Pq v Finf““ (I- 6".1'6'““ )((Ipq = Opq )5
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T(x.\'n)_ R.. T[“)”) B. Ff-(xyn)+

ij mnpq

~ (xyz) (xyz)
C jmnpq (T ) Wunlnpq( ijmnpq Tuo ) =R ijimnpq (

+Siimnpq (TO?) -V,

:_|'mnpq(

T3,

ijmnpq (

Diimnpq =FiiOman (“;X)) Hmn
- (y)
Eiimmpq - FiiH mm rn(}'l 4 ) Hpq

Fy F Hmm(“{”

iimmpp

pode-se apresentar a equagdo (2.28) como segue

o
d ~ & o
(‘i)z) (\)f) ' (xyz) yT~(xyz)
Z Aijmnpq dt an (t) = Z Bl_;rlmpt|T|m| l) + Z Cijmnp:,; (Tno )Tjnq (t) +
Jn,qg=l1 j.n.q=I Jn,q=l

+ z Dllmnpq] |(n:;)“ (t) + Z Enmmpq rl(n:(\;” (t)- ummppT:(n:;)wn (t) + Pi(n}'.:;Z) (t). (2'29)

n,q=I

A equagdo (2.29) acima constitui um sistema ndo-linear de equagdes diferenciais
ordindrias de primeira ordem acopladas. Para que sua postulagdo fique completa é necessario

obter-se sua condigdo inicial. Isto pode ser efetuado, transformando a condig#o inicial original,

T(x,0) = f(x), x=(x,y,z) € R,

para os trés eixos espaciais, tem-se

T = [ [ [T WO w (W @B (0P () ¥ @) (x, v, D)dxdydz = TG . (2.30)
Zy Yo Xy

imp m imp

na qual, f"{]:p”) ¢ a distribui¢do do potencial inicial transformada nos eixos x, y € z.

2.4 — Truncamento da Expansdo de Fung¢des em Séries Finitas

O sistema descrito pela equagdo (2.29) possui um numero infinito de equagdes
diferenciais ordindrias de primeira ordem acopladas, sujeito a condigdo inicial transformada,
dada pela equagdo (2.30). Para se obter resultados numéricos o sistema infinito (2.29) tem que

ser truncado em um numero de equagdes como mostrado a seguir
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d N,,N,,N, N, .N,.N,
T (xyz) el : * T (xyz) : v T (XYZ) VT (Xyz)
ijmnpq _Tjnq (t) - Z Bijnmqujnq (t) + Z C ijmnpq (T : )Tjnq (t) +
dt jn,g=l jng=1

NN,
+ X

Jn.g=l

8ij [‘Diimnpq +0 mn( Eiimmpq -8 Pq F}itnmpp )] D :‘1:( G (t) + P'(Xﬂ) (t) (23 1 )

iimnpq ~ jnq imp

sujeito a condigdo inicial

T9)0) =2, i=12,...,N,; m=12,.,N,; (252)

imp imp X?

naqual N, N, N,, sfo as quantidades de termos na série truncada, escolhidos suficientemente

grandes para se obter a precisdo desejada, respeitando os recursos computacionais disponiveis.

2.5 — Soluciio do Sistema Nao-Linear

O sistema finito de equagdes diferenciais ordindrias de primeira ordem ndo
linear (2.31) pode ser resolvido usando subrotinas computacionais para problemas de valor
inicial, como a DIVPAG do Visual Numeric (1994), proporcionando a solugdo do sistema com
precisdo pré-definida.

Uma vez obtida a solugdo do sistema, utiliza-se as formulas de inversdo (2.16b),

(2.14b) e (2.12b), respectivamente para obter a distribuig¢do de temperatura

NNy N, mL
T nzh=" Y « O EY T (1),

i,m,p=1
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Capitulo 3

Difusao nao-linear transiente
em geometria cilindrica

Neste Capitulo, apresenta-se a formulagdo matematica do problema de difusdo
tridimensional ndo linear transiente no sistema de coordenadas cilindricas, utilizando a Técnica
da Transformada Integral Generalizada e uma aplicagdo em um problema de condugdo de calor

ndo-linear.
3.1 — Formula¢ao Matemaitica

Considere um problema de difusdo tridimensional, ndo linear, transiente, definido no

interior de um cilindro, incluindo efeitos ndo lineares no termo difusivo de acordo com a

formulagdo matematica geral abaixo

\V(X)%T(x,t)‘i‘ LT(x,t) =P(x,t) 3.1)

onde x=(r,0,z)eR>?, t>0, definido no dominio XoSX<X|, YoSYSY,, 2p<z<2z|, com

condigdes inicial e de contorno dadas respectivamente por,

T(x,0)=f(x), xeR’efec’
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BOT(x,t)=0’x=(x:xo,y:yu,2=zn)e“}{3, t>0,
B, T(x,t)=0,x=(Xx=X,,y=y;,2=2,) e R, t>0,

no qual os operadores L, B, e B, sdo definidos como seguem,

=-Ve[K(x, TIV()]+d(x).

15}
Bozao(x0)+ﬁo(x0)£ ;

X=Xq

0
B, za](xl)+[3,(x,)§ Fh, (3.3¢)
sendo d(x)=d”(r)+d@©0)+d?(2)+d" (x), wx)=wOWPOW?(2)w (x), w(x)>0,
P(x,t) fungdes quadrado integraveis conhecidas e d(x), w(x) e P(x,t) e c°.

Os contribui¢des d"(x) e w'(x), ndo transformaveis pela TTIG, sdo o termo fonte

da equagdo e o coeficiente do termo transiente, respectivamente, a saber, d’(x)=d(r,0,z) e

w'(x) = w(r,0,2).
O coeficiente nao-linear K(x,T) ¢ composto por um termo dependente das

coordenadas espaciais e outro dependente do potencial, a saber,

Kx,T)=Ky(x)+K(x,T),

sendo K(x,T) >0, Ky(x) =K ()K®©)K™(z) e K (r), K (0), K (2)>0.
Assim, ap0s a substitui¢do da equagdo (3.4) na equagdo (3.3a) obtém-se a equagdo

(3.5) mostrada abaixo,

L=-Ve{K,(x)+K;(x,T)]VO)}+d(x) ==V e[K,(x)V()]-V e[K;(x, T)V()]+d(x) (3.5)

Definindo agora os operadores L, e L, como
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Lo =-Ve[Ky(x)VO)]+d () +dP©)+d?(2) +d"(x) e Ly ==V e[K,(x, T)V()],

pode-se reescrever a equagdo (3.5) como sendo asomade L, e L,ouseja, L=L,+L;.

O operador Laplaciano, em coordenadas cilindricas, ¢ definido como segue
watko1= 1 2 2)e 2(52). 2w 2)].
r| or or) 0O\radb) oz oz

3.2 — Problema Auxiliar de Autovalor

Os problemas auxiliares de autovalores associados as diregdes r,0 e z s@o expressos

respectivamente por:
LOYI @) +[@EYwO @ -dO @M @ =0, p=123,...,0; (3.62)
0)42 0 0 0 s
LOWD (0) +[(n)* W (0)-d P ©)]¥(0) =0, m=1,2,3,...,00; (3.6b)
L2 (2) +[({”)? w?(2) -dP @]9 P (2) =0, i=1,2,3,...,0, (3.6¢)

nos quais, ‘¥ e p sdo as autofungdes e os autovalores para cada dire¢do, respectivamente, € 0s

operadores L', L' ¢ L'* sio definidos como

|G a() 1
¥ =-—|rK +— parar, <r<r;
rar[ ar:| rz p 0 |

20)

LO = K®@©)=—2| para 6, <0<89,;
{ ©) 20 p 0 1

L? = [K‘”(? %J para z, <z<2z,.

As respectivas condi¢des de contorno sdo descritas por:

BCplIS - FEIS - UNESP
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Y ()

(r)(ro)lp(r}(ro) B(f)(r0 =

(n
d¥ " (r)

af” ()P (1) + B (1) =

r=n

\{1(0)(9)

a® (©) (0)
©0)¥m” (80)+Bo™ (O0)— ===

0,

0=0,

d¥ (0)

a?%eaw$%90+69%e) =

“ka

a&%aJWFk%)+W”uﬁ

d¥? (z)

af? (z))¥{* (z)) +B{” (z))

nas quais os o, e By, k =0,1 pertencem ao conjunto dos niimeros reais e |ot, |+[B, | # 0.

3.3 — Transformacio da Formulag¢ao do Problema

A transformagéo do problema difusivo tridimensional ndo-linear e transiente nos trés
eixos espaciais para sistema de coordenadas cilindricas ¢ apresentada nesta se¢do. Para isso,
fez-se uso da Técnica da Transformada Integral Generalizada, obtendo ao final do processo, um

sistema de equagdes diferenciais ordindrias ndo-linear acoplado e infinito.

3.3.1 = Par Transformada-Inversa para o Eixo z

Considera-se uma representagdo para a distribuigdo T(x,t) em termos das

autofungdes ‘Pi(z) (z), como segue
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T(x,t) = iﬁi (r,0,)¥* (z)

i=1

na qual, x =(r,0,z) e R,
Multiplicando a equagdo (3.8) por [w'”(2)¥[*(z)] e integrando o resultado sobre o

dominio [z,,z,], tem-se
I W (2P (2)T(x,0)dz = 3B, (1r.0.1) ['w® (@@ @)% (z)dz.
-0 R |:1 ""1.] o

Utilizando a propriedade de ortonormalidade das autofungdes ( ver Apéndice B)

Ll

By . . 0, i#]
“WO YO ()P (2)dz= 5 = {] .
Zy : : ,» 1=

a equacdo (3.9) pode ser escrita como

[WO @ DT () dz= B, (10,05, =B, (x.0.0).

Ly 2
i=1

Seja T}""(r, 0,t) = r' w‘”(z)"l’j‘”(z)T(x,t)dz , entdo

Ly

T (1,0,0 = 36,8,(1,0,0) = B, (1,0,0) & T (1,0,0 = B, (1,6,0).
i=l

Logo, tem-se o par transformada-inversa, expresso como segue

T (r,0,t) = r"w”’(z)wi‘“(z)T(r,e,z,t)dz (transformada) (3.12a)

T(r,6,2,0) = Y. T (1,6,0¥” (2) (inversa) (3.12b)
j=1
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3.3.2 - Transformacgio do Problema para o Eixo z

Para resolver o problema de difusdo ndo-linear tridimensional proposto, deve-se
eliminar a dependéncia dos trés eixos espaciais, permanecendo somente a dependéncia do tempo.

Inicia-se a transformagdo do problema pelo eixo z e entdo multiplica-se a equagdo (3.1) por
l{"I-(Z)(z) e a equagdo (3.6¢) por K® (r)K(m (0)T(x,t), obtendo-se respectivamente:
w(x)¥” (z)gT(x, t)+ ¥ @ (2)LT(x,t) = ¥* (z)P(x,1) (3.13)
KO OKPOTx LY @) +[(1”)* W (2)-d” @)]¥” ()} = 0 (3.14)

Somando as equagdes (3.13) e (3.14) e integrando a soma obtida em relagdo a

direcdo z, sobre o intervalo [z,,z,] tem-se
w® (r)w(o)(ﬁ)g f w*(x)w @ ()W P (2)T(x, t)dz + J‘ W ® (z)L,T(x,t)dz -
-KO (K (e{ [49 @0 @ 0de-?)? [ WO @40 @) t)dz] = [ @P(x tydz-
~KOmK®(0) j T(x, )LDV (z)dz - j W@ (2)LoT(x, t)dz. (3.15)

A resolugdo das integrais presentes na equagdo (3.15) ¢ andloga as desenvolvidas no
apéndice A, para o eixo X. Substituindo os resultados dessas integrais na equagdo (3.15), tem-se a

equagdo (3.16), a seguir
“’(r)w‘”’(e)z Ay(r, 9)—T“’(r B, 4+ KM K @) TEe.8,1)+
J=1

+ 3k, 0 TOTO (10,0 + 3B, (1,6, T9) T 1,0,0)+ 1 - KO @K )3 C,T 1,0, =

-l
J=l )=l (]

& g:FUK“”(B)j [K“’(r) T9(r;6, t)}LZF K (r) aa [K(‘”(O) T (.8, t)]

z — 0 T(z 0 = z
—ZEU(r 0)T (r,0,t) - Zd‘”(r)d‘“’(e)DuTj '(r.6,1) +Zlg{RU(r,0,Tf,;})aTj( ’(r,B,t)]+
-

j=1

L 5[ sy @ & 2)
+y — R,..(r,e,Tg;‘)—T."(r,e,t)]w} (r,0,t). (3.16)
jzzl:ae ] 80 J
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na qual,

Ay(r,0) = E:w'(x)w“"(z)‘{‘im(z)‘{‘j{”(z)dz;

~(2) (2) qui(Z)(Z) F
kj(r,0,TY) = —Wy(mKTqu—j;—— -
Z

Zy

d¥}”(2) 49 (z)
' dz;

?

B.(1,6,T?) = ["K,;(x,T
i@ 1) = [ K ———1
R;(r,0,T9) = [ 'K (x ¥ (0¥ (2)dz;
Fy = [ KO @¥2 @)¥ (2)dz;
Cy= f"d‘”(z)w.}“(z)w;“(z)dz;

D, = j' ¥ (2)¥? (z)dz;

. _ fArgE (z) (z) =
E;(1.0) = jd ¥? ()P (2)dz.
nas quais, T é o termo dependente da temperatura, transformado no eixo z.

3.3.3 — Par Transformada-Inversa para o Eixo 0

Para o potencial transformado Ti{z)(r,e,t), considere a representagdo em termos das

autofuncdes ‘P,E?J (0), como segue,

T®(r,0,t) = i[}m (r, ¥ " ()

m=l
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Multiplicando a equagdo (3.17) por [w'® (8)¥? (0)] e integrando o produto obtido

sobre o dominio [0,,0,] tem-se
j: 'w@ @)W (O)T? (r,0,0)d0 = > By (1,1) E 'w @)W )P (0)d6. (3.18)
0 m=l 0

Utilizando a propriedade de ortonormalidade das autofungdes (ver Apéndice B),

0, m#n

['w® @O @) ©0)d0 = 5,,, = {
0

E]
I, m=n

a equagao (3.18) pode ser escrita como

[ W@ @ O (1,0,d0 = 3By (1,05,

m=1

Seja T#0 (1,t) = jﬁ“ 'w® @)% ()T (r,0,1)d0 , entdo
1]

Tigze) (I‘, t) = iamnﬁim (ra t) = Bin (I‘,t) = Tigim (l’, t) = Bim (I‘, t) %

Logo, tem-se o par transformada-inversa, expresso como segue

TEO) (1 ) = E” w® @)% ©)T (1,0,1)d0 (transformada) (3.20a)
0

TP @6, =2 T, 0¥,”(©) (inversa) (3.20b)
n=|

3.3.4 - Transformagio do Problema para o Eixo 0

Uma vez obtido o par transformada-inversa para o eixo 0, ¢ possivel transformar o

problema difusivo sobre o dominio [0,,0,]. Para isso, a equagdo (3.16) foi multiplicada por

\P#‘B) (0) e a equagdo (3.6b) por FiiK“’ (r)fi‘” (r,6,t) como apresentado a seguir
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w”’(r)ZAU(r, e)w“”(e)w;,”l(e)gf;“’(r,e,m K@K @)@™)* ¥ 0)T " (r,0,t) +

i=

+ Z B;(r,0,T®)¥ P (0)T(* (r,0,t) + [1 - K“’(r)K(‘”(e)]Z Cy ¥ (O)T(r,0,1)+

J=1

+Zk,r(r 0, T2 )W (0)T (r,0,1) = ZFUK‘O)(B)‘P,E?'(G); {K“)( )T (r,0 t):’

=1 j=1

+ Z F, KO ()¢ (e) (—%[K “”(8)—_%?;”(!',9,{)} - Y Ey(r.0)¥ (0T (r,0,1) -
(o)

=1

—ZD d“"(e)d“’(r)w“”(eﬁ;“(r,e,:)+iw,‘“)(e)—[r{ (r,0, T(‘}) .‘“(r,e,t)]+

=1 J=1

m

+> ‘i““’(@)%{R IJ(r,G,Tg))%T:“(r,O,t)} + R OPP (0,0 (3.21)

EKO TP (1,0, ){ LYYV 0) + [ w? ©)-d® 0)]¥V (8)} = 0 (3.22)

As equagdes (3.21) e (3.22) sdo somadas e o resultado integrado em relagdo a diregdo

0, sobre o intervalo [0,,0,;] como expresso a seguir

w“)(r) E’ Ay (r.OW O O ©)T”(r,0,0)d0+K (1) (u”)? J: K ©)W OT (r,0,1)d0+
+Zj’ B, (r,0,T) P (0)T " (r,0, t)de+Zj k; (r,0,T2)¥ D (0)T™ (r,0,t)d0 +

+ Zcuj W (O)T ) (r,0,1)d6 - K”’(r)z cuj K®@©)¥ (0)T ) (r,0,1)d0 +

+FKO@uy)? f w @ @)PY )T (r,0,1)d0 - F,K (r) J;' 'd@ @) (0)T (r,0,t)d0 =

m

KOMY, Fy [ [0 @OLOTP 0,0 - 8,520, HLOW 0 (0)|do +

+ 3 F [TKO @ OLOT (r,0,0d0 - Y ["E, (1,00 (0)T( (r,0,1)d0 -
o J:] i}

=1
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-5 Dyd(r) E’ 'dOO)Y O)T” (r,6,0)d0+ E p© (e)a% {RU (r,6,T?) a% 171, 9,t)]d9+
= 9 j1 e

3 0 =@y 0w 0 ;
"w(0)—| R 2}y T2 L (0) (gyp(2)
+§j§o‘¥m (B)ar{R”(r’e’T‘” )&TJ (r,e,t)]d8+_[on v 0)P ) (r,0,t)do, (3.23)

A resolugdo das integrais apresentadas na equagdo (3.23) sdo analogas as
desenvolvidas no apéndice A, para o eixo y da geometria cartesiana. Os resultados das integrais

foram substituidos na equagdo (3.23) resultando a equagao (3.24),

WO Y Ay OTE? (1,0) + KO (0)(f?)? sznT,(n’“’(r t) + ZBW (o TSN TV 5

Jn=1 Jn=l

+ . ki (GTENTE .0+ ZC Coi T (1)~ K(”(r)ZC Coin T2 (1, 1) +

jn=l J.n=l j.n=l

+EKO @MDY TEO (6, )-F K20 0 T (1,0 =KV (1) 3 F; [P = Q| A-8)T52 (1,0 +

n=| jn=l

+ Y FH,, LOTEO (r, 1) - Z E jimn (DTE (r,1) - d(”(r)z D0 mn T2 (r,1) +

jn=l1 j.n=l j,n=l

# 3 Wy (TE) =R (L TENTEO 104 3 2 [ g T S T,‘.f”‘(r,t)]+
r

jn=l jn=l

+PED 1y, (3.24)

na qual,
(@ = [ A,LOWO @O ¥ @ ¥ ©)d0:

Ho, = [ KO ©OP @)%, (0)d0:

By (nTE0) = ['By (1,0, T2) 9 @)% (0)do0:

Kijon (5 TE7) = [ (1,0, T 0D (0%, (0)d0

Con = [ ¥O ©)¥ (0)do;
mi 00 m n
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Oy = [['d© @) ¥ ()" (0)d0;

I B () dw”(0) dPL (0)
an - J‘“" K (9) dO de de

(0)
m=l<‘“}(o)kv:,f”(0)dlp o,

0o

umn(r) r E”( 0)1{1{0) 9)'{’,50)(8)(19;

m

(0) i
W i (55 T¢ )= [R (,0, T(z))qj(o)(o)d“i’nde(e)] :
0

0

m

do do

T¢ ' =AYV (0) AP (0
Rl‘j"m(r’Tgc-'m): I{:]R]‘j(r.e,T;}) ( ) ( )de

(TEY) = ['R,(,0.T9)¥ 01" )0,

umn

nas quais, T%? ¢ o termo dependente da temperatura, transformado nos eixos z e 0.

3.3.5 — Par Transformada-Inversa para o Eixo r

Uma representagdo em termos das autofungdes l{’[(,”(r) para o potencial

transformado T.“%(r,t) pode ser considerada da seguinte forma

T (1,0) = 3 By (0¥ () (3.25)
p=1

A equagdo (3.25) € entdo multiplicada por [r w“)(r)L}’é” (r)] e o produto resultante é

integrado sobre o dominio [r,,r,], obtendo a equagao (3.26),
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j:o'rw‘” PO MTED (r,t)dr = B (1) jo rwO PO @P @)dr
p=I1

A propriedade de ortonormalidade das autofungdes (ver Apéndice B),

0, p#q

["rwO O PO () = 8 _{

I, p=q

¢ aplicada na equagdo (3.26) podendo entdo essa mesma equagdo ser reescrita como

Irhrw(r)(r)wér)(r)ig:ﬂ)(r’ t)dr = i Bimp (1)6[1{1 .
0 p=I

Fazendo T%°7(t) = r]r w O (OPO ()T (1, t)dr, entdo

imq q im

(20 S F(200) 1y _
TiE:.q & (t) = zquﬁimp(t) = Bimq ([) = Tin?p ; (t) - Bimp (r,t) ]
p=1
e assim, o par transformada-inversa ¢ expresso como segue
imp

TE (1) = f]r w(’)(r)‘-}’;”(r):fgm(r, t)dr (transformada) (3.28a)
0

imgq

T2 6.0 = Y Y @0 () (inversa) (3.28b)
q=1

3.3.6 - Transformagio do Problema para o Eixo r

O préximo passo € transformar o problema sobre o dominio [ry,r,]. Assim sendo, a

equacdo (3.24) deve ser multiplicada por r‘}’;')(r) e a equagdo (3.6a) por rFiiHnlln'Ti(mze) {r;t),

obtendo entdo as equagdes (3.29) e (3.30) abaixo
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ZA”mn r)rw“’(r)w‘”(r) r“‘”(,t)+K“’(r)(p}“)2iH JSEO@OTE b+

in
Jn=l n=l

4 X B (s TE YRR T st 3 ke BT OT 2 st

J.n=l jn=l

+ ZCUC r¥ T (1) - Zcuﬂmn KO ()T E (r,1) +

Jin=l jn=l

+ FKOmmP)? r¥ O (0)TE? (r,t) - F; Z 05 b K P YT (AT (1) =

n=1

—ZFU[PW,— Qun JA-8)r KO @Y (TEV (r,t) + Y FH,, r¥YO OLOTE (r,0) -

JT’I =] j‘nzl

mn
j.n=l .=l

= Y Ejjim (r)r‘i’”’(r)T“U)(r £ Z D. Omnrd(”(r)‘}’“)(r)T“U)(r,l)+

+ > [w,,.m (B TE) = R (r,ﬂi‘”)]rl}';”(r)’f‘j‘:‘”(r,t) +

J.n=1

in

S w0 w2 {.,mn(r,i‘iz‘“) T““’(rﬂﬂ*“*‘é”(r)P-.‘ni‘”(r,t) (3:29)

j.n=1

rFH 0 TEY (6 LY O @) + [0 ) w0 (1) - d P (]2 (1)} = 0 (3.30)

mm “am

As equagdes (3.29) e (3.30) foram somadas e integradas em relagdo a dire¢do r, sobre

o intervalo [r,,r,] como apresentado a seguir

- Zj"A,Jmn(r)rw‘”(r)w“’(r)T“‘”(r,t)dr+(p 2y ZHMI rKO WO @TE? (r, tydr +

jn
J!‘I 1 n=1

+ Zj B (TS ¥OOT 2% (x, )dr+ Zj K jmn (5 TED) WO ()T E? (r, tydr +

Jn= 1 Jn=

+ Z CiCon [ T¥O T (r0)dr - 3 CyH, j rK OO (0T (r,tdr +

J.n=1 J.n=1

+F(u®)? J rR e OTEV, t)dr—F..ZOm.,j TKO WO (0T (r, tdr +

m

m

+F;H,, () j 'tw O (W ()TEY (r,t)dr - F, Hmm_[ rd (WO ()TEY (r,t)dr =
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= f: (1-8;)F;i[Pmn - Qu ]_[:'rK VeI GO T (292, )

J.n=1

+ 2 FHpa [ e EO@LOTEO (r, e - S asL B o [P TR OLO () -

i~ mn " ij
jn=l jn=l

= Z[ E jmn (1) 17 ()T (r, t)dr - ZD B j rd @ (WO (DT (r,t)dr +

J,n=l J,n=1

+ Y j'[ oo (TS R (r,:f‘fjg))]r T e, £)de +

J.n=1

+Zj rlp‘”(r)—[ e T‘“”) T(“”(r t)}dr+_[ rY O PEY (rtydr (3.31)

J,n=l

O desenvolvimento analitico das integrais da equagdo (3.31) é semelhante aos
apresentados no apéndice A, para o eixo z da geometria cartesiana, acrescentando o termo r em
cada integral. Assim, substituindo os respectivos resultados na equag¢do (3.31) obtém-se a

equagdo (3.32) dada por

< d

z A ijmnpq d_TJ(:qG r)(l) — _(“EZ) )2 Z H = H - I(n{q(]l‘)({) z Bumnm (T(ZOI'] )Tj(nlq[]r)(l)

Jn.g=l1 n.q=1 J.n.q=1

- Zkumm (EEPDTE D~ Y CC G T Dt Zc Ho H TS (1)~

J.n.g=l Ln.q=l J,n,q=1

Haim (030 P TR () = F; (0 5)° ZH s Taer O (t)+ Fy Zom o D ()

n,q=1

mm Z J T!E'nzqor)(l) + Z (I - 6|'_| )FU [Pmn - mn ]H f]J(anﬁr)(t) +

Jn,q=1

S (z0r) (z0r) - (z0r)
2 ZEme“ (] lJ mn )[G'Pq —(qu ]Tjnq (t) ZEleﬂﬂPqTan (t) i ZDUON"JNTJ“Q (t) =

jing=1 J,n,g=1 Jng=l

S (201) \F(207) 3 (200 \F (207)
= Z Wijmﬂpq (T )Tjnq r (1) - Z Rijmnpq (T )Tan 1)+

jn,q=1 jn.q=l

(ZGI’)(t) ot P(?Ur) (t)

A (z0r)
T )] TJ“Q imp

T(zBr)) V

[ Umnpq |pm|1pq
|
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Aijmnpq = _[rrﬂ ijmn (r)I’W“}(r)qj(r)(r)qj(r)(r)dr
= jran“)(r)LP“)(r)‘P“ (r)dr ;

B TE) = [ B (TSNP @V (041 S

jmnpq (

Reising L 20 ) = Lr[:ki_imn (6, TEM r PO OP O (rydr

P ROY, Y e |

L}

Iog = |, 1d (¥ (0" (dr ;

0 30|
s (r) r
apq - I"‘l)p (T)K ( ) dr 5

Ty

; d¥ (1) d[r¥ ()]
= FHie ) q p
Oy = IrOK (r) o 5 dr

E P (O (ndr;

ijmnpq = L jjmr

W

T@ony = jr’n'w,.jmn (e, TED e O ape e s

ijmnpq (

R

ijmnpq (Tgo ) ) = _[r l R ijjmn (I'., TSO} ) r \P;f) (r)L{){:f) (r)dr ’
To

(N n
)

z0r) r) (z0)
q(T{ N =|1¥, (r)S,Jmn(rT’ ) 7

umnp >

To

AW (r) d[r ¥;" ()] i

T (z0r) - T(fl)}
(FE) = [ S (. TE) —- dr

umnpq
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nas quais, T ¢ o termo dependente da temperatura, transformado para as coordenadas

z,0er.

Para escrever a equagdo (3.32) em uma forma mais compacta, definiu-se os
coeficientes como sendo

*

B

ijmnpq — D O J +

ijmnpqg — ~ij~ mnY pq

+(1=6;)F;(Pryy = Quun)Hpg + FyH (1= 88 1 )0 pg — @0) 5

Ci[HmHpq ~CnCpql —E

mn

Cijmnpq (Tgﬁr)) = Wijmnpq (Tgﬁr)) =R iimnpq (-"I"‘gﬂr)) i Bijmnpq (Tgﬂr) ) -k (r“["-g()r) ) +

ijmnpq

+ Sij'“”l’q (T'E:(}r)) = Vijmnpq (Tgor) );
= (z)y2 )
Diimnpq = FiiOmnHpq = (") HyngHpg 5

Eiimmpq = FiiHmm‘Ipq i l:‘ii (“51?))2 Hpq >

r)y2
Fiimrnpp =FiHyim (!J'E)}) ’

e entdo, a equagdo (3.32) ¢ escrita novamente, como apresentada a seguir

d T (z0r) — * T (z0r) = y 7 (z0r) T (z0r)
ijmnpgq aTjnq (1) = zBijmnanjnq M+ ZCijmnpq(Tw )Tjnq () +

Jn,g=1 J.n,q=l1 J.n,q=l1

iimnpq ~inq imq iimmpp ~imp imp

# ¥ Dara Lt VY B Lo 0= Fimen Ly () + PE). (3.33)
q=1

n,q=I1

A equagdo acima € um sistema acoplado de equagdes diferenciais ordindrias de
primeira ordem ndo linear. Para que sua postulagdo fique completa € necessario obter a condig¢do

inicial. Isto pode ser efetuado, transformando a condigéo inicial original
T(x,0) = f(x), x = (r,0,2) € R>.
Logo, tem-se para os trés eixos espaciais

T )= Jj [rwO WO @w? @)W P O (2)f (xdzdodr =T, (3.34)

imp imp
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3.4 - Truncamento da Expansio de Fung¢des em Séries Finitas

O sistema descrito pela equag@o (3.33) possui um nimero infinito de equagdes
diferenciais ordindrias de primeira ordem acopladas, sujeito a condi¢do inicial transformada,
dada pela equagdo (3.34). Para obter resultados numéricos o sistema ndo-linear e infinito de

equagdes diferenciais ordinarias (3.33) deve ser truncado em uma ordem suficientemente grande

como mostrado a seguir

N,.Ng.N, T N,.Ng,N, : -— N,.Ng.N, sy o i s
A T2 0= Y Bl "OF Y Chug(TEI5 0+

ijmnpq a inq ijmnpq * jnq jng
Jn,q=l1 inqg=l Jn.g=l1

Moo Ne T(z0r z0r
+ Z 8ij [Diimnpq % ‘Smn( Eiimmpq - 8pq Fiimmpp )] r:m:! ](t) + Pi(n-;g )(t) (335)
Jn.g=l1

sujeito a condi¢do inicial
TeMegy=T0), ialduaaNe =k 20Ny P12 Nk (3.36)

imp imp

na qual N,, Ny, N,, sdo as quantidades de termos na série truncada, escolhidos suficientemente

grandes para se obter a precisdo desejada, respeitando os recursos computacionais disponiveis.

3.5 — Solugio do Sistema Nio Linear

O sistema finito de equagdes diferenciais ordinarias de primeira ordem ndo linear

(3.35) pode ser resolvido usando subrotinas computacionais para problemas de valor inicial,

como a DIVPAG do IMSL, (1994) proporcionando a solugdo do sistema com precisdo.

Uma vez que a solugdo do sistema seja encontrada, utiliza-se as formulas de inversdo

(3.12b), (3.20b) ¢ (3.28b), respectivamente, para obter a distribui¢do de temperatura

N,.No.N, o
TE8:z0)= ) ¥OHYYOMPETE" ).

i,m,p=I1
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Capitulo 4

Aplicagcao em Coordenadas
Cartesianas: Resfriamento de
Paralelepipedo

Como aplicagdo da formulagdo apresentada no Capitulo 2, sera analisado neste
Capitulo, um exemplo da equagdo da difusdo do calor em um meio sélido.

Segundo Incropera (1992), o objetivo mais importante numa anélise de condugdo € o
de determinar a distribui¢do de temperatura num meio, resultante das condi¢des impostas as suas
fronteiras. Num sdlido, o conhecimento da distribuigdo de temperatura pode ser usado para o
julgamento da integridade estrutural através da determinag@o de tensGes, das expansdes e das
deflexdes térmicas. A distribuicdo de temperatura também pode ser usada para se otimizar a
espessura de um material isolante ou para determinar a compatibilidade entre revestimentos ou

adesivos especiais e 0 material.

4.1 — Analise Matematica

Considera-se o problema de condugdo de calor transiente no interior de um material
isotropico com condutividade térmica dependente da temperatura. Para tal fendmeno, a

formulagdo matematica é dada por
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oT(x,y,z1)

~ =V o[K(T(x,y,zt))VT(x,y,z,t)]

definido para o dominio, 0 <x</,,0<y</,,0<z</,, t>0,

Na equagdo (4.1), todas varidveis e parametros sdo adimensionais e as relagdes entre
eles e suas dimensdes sdo expressos pela formulagdo seguinte
T‘(xtsy‘sz.’t)_T:v

T(X, Y, X,t)E T- ,I,v = T.(x.sy-sz-‘t‘):Tc; +(T(: _Tz; )T(X., Y?x!l) ’ (423.)
0" ‘e

L,z =z, t :Ei(kl:—}—-—t- (4.2b-e)

refl

T. - L » T: - - i

CJKN(THATT [IKN(TT)AT U

k:cf = J;:: - = 'Eu . Y , K[T(x,yzt)]= k[T (x -y Sz kD]
ﬁ.‘ dT’ T, =Ty ki

—L~ o I =L, I;=1L, I,=1L (42h)

. * * * y I:
L =max{l,,l L)}, L =%, JE—I:‘:, L

O tempo adimensional (f) ¢ também conhecido na literatura como nimero de

Fourier, Fo, assim Fo=t=at" /(L")?.

As condigdes inicial e de contorno para a equagdo (4.1) sdo respectivamente dadas

T(x,v,2,0)=f(x,y,z) =1, x<l, 05 . . (4.3a)

_g, A&x¥%2Y (4.3b)
oy

x=0 y=

T{,,y,zt)=0, T(x,l,,z,t)=0, T(x,y,/,,t)=0, t >0, (4.3¢)

y?

As condigdes anteriores s3o as expressdes, para esta aplicagdo, das

equagdes (2.2a,b,c) da formulagdo geral apresentada no Capitulo 2.
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A condutividade térmica ¢ representada por uma fungdo ndo-linear da temperatura,

como segue
K(T(x,y,z,t)) =a+bT(x,y,z,t)+ cTz(x, Y.z, t), 4.4

onde os pardmetros a, b e ¢ sdo dependentes da condutividade do material para uma dada faixa
de temperatura. Esta aproximag¢do ¢ boa porque alguns materiais tem condutividade térmica
quase constante em um determinado intervalo de temperatura, outros tem condutividade térmica
variando linearmente com a temperatura, e alguns materiais com variagdo mais geral, podem ter
a condutividade térmica aproximada através de um polindmio de segunda ordem. De fato, esta
relagdo entre condutividade térmica e temperatura pode ser feita usando qualquer fungdo
satisfatoria.
Substituindo-se a equagdo (4.4) em (4.1) obtém-se

TMEY5Y _ 2 Tx, y,2, )+ BVe[T(x,¥,2, OVI(X, v, 2 D]+ Vo [ T2 (%, v, OVIx,,2,8)] (4.5)

No caso particular b = ¢ = 0, a equagdo (4.5) terd somente o primeiro termo do
membro da direita, pois os outros dois se anulardo e o problema difusivo ndo-linear se torna

linear.

Comparando a equagio (4.5) com a equagdo (2.1), observa-se que os termos,

K(x)(x) e K(.\')(y) - KU'}(Z) = alﬂ;
K (x,T) = bT(x,t) +cT3(x,1);
P(x,t) =d’ (x) =d®(x) =dV(y) =d®(2) = 0;

w¥(x)=w(y)=w?(z) =w'(x) =1, sendo x=(x,y,2).

Os operadores L, e L em coordenadas cartesianas sdo:

L, ==V [KP @K »K?@2)V()]1+d™(x) +d¥(y) +d?D(2) +d"(x,y,2);

Ly =-V-[K;(x,y,2T)VO)];

Nesta aplicagdo estes operadores tem a seguinte forma:
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L, =-V-[aV()];

Ly ==V {[bT(x,y,z,t) +cT*(x,y,2,)]V()};
4.2 — Problema Auxiliar de Autovalor

Os problemas de autovalores auxiliares e suas condi¢des de contorno para os €ixos X,

y e z sdo escolhidos em conformidade com Aparecido (1997) e sdo expressos por

T
4113 d lyi“:(x)

+( PP () =0,
dx

d¥™ (x)
dx

=0

2

x=0

P*(x=1)=0;

1;3 d2 m (Y)+
dy?

B ¥ (N=0, 0<y<l,

S =l )= s

2y (2)
P ( ) ( (!})2q;[?](z) 0

‘}’{(,”(z =1y =0
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As solugdes dos problemas (4.6), (4.7) e (4.8), sujeitas as condi¢des de contorno

(4.6a,b), (4.7a,b) e (4.8a,b) para os trés eixos espaciais sdo efetuadas e portanto sdo obtidas as

autofungdes normalizadas V', W}’ e V", as autoconstantes B ,BY e e B}”, bem como os

m

autovalores pu{*, ;" e " . Estas entidades matematicas sdo apresentadas a seguir:

X : X 0_ 2, n_Qi-Drn o @
¥V (0 =B} cos(y[Vx), BY = [-=2, o = 2;) 2

i=12...

X X

(y)

: 2 v (2m-Dn ;
¥ () =B} cosryy) sz‘—ﬁ g < 0 = Pl 1) =Em m=12.
y a

y

(z)
3 “{z)=(2p—l)ﬂauﬁ (z) _ “p

7. " p 2] *Ip 0”6

Z Z

(f}(?) BU)COS(’}’U:ZJ B(!) .,p_l 2 L

4.3 — Transformada Integral Generalizada

A Técnica da Transformada Integral Generalizada aplicada na solugdo da equagdo
diferencial parcial (4.1) transforma o problema investigado em um sistema infinito acoplado de
equagdes diferenciais ordindrias ndo-lineares de primeira ordem, o qual é truncado e resolvido
numericamente. Através da formula de inversdo que esta técnica proporciona € possivel
reconstruir o potencial original.

O par transformada-inversa associado aos trés eixos € constituido seguindo a teoria

da Transformada Integral Generalizada, (Cotta, 1993), e é expresso pelas seguintes equagdes,

Foon) (1) = J;J:Ew“’(x)w’(y)w;,“(z)T(x,y,z,t)dxdydz, i,m,p=12,.,0 (4.10a)

imp

TEyEh= 3 ¥VRYP G GIER0 (4.10b)

i,m,p=1

O termo T significa a transformagdo da varidvel dependente para os eixos X, y e

imp

z com respeito as autofungdes W™, W\ e ¥, respectivamente.
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De acordo com o apresentado na se¢do 2.3 do Capitulo 2, para transformar a equagdo
diferencial parcial original (4.5) multiplica-se esta equagdo pelas respectivas autofungdes; os
problemas de autovalores foram multiplicados por T(x,y,z,t); as equagdes resultantes foram
somadas e integradas sobre todo o dominio. Assim, um sistema de equagdes diferenciais
ordindrias acoplado € obtido e dado por

dT¥(t) o

|r'r;>t - = Z[A ijmnpq -+ B,‘mmpq (Too(t))ﬁj(;;n (1), i,m, p=l,2,...,9 (4.1 1)
o, g=l

onde o vetor T, () contém todos os termos infinitos, transformados para i,m,p=1,2,...,0,

T‘w(t)E[{:flII:T]12=:i:l13?---}1{TI219T]22’T123""}""’{w_ M_HN_ il Tom Lo B 100 1(@:112)

A equagdo (4.11) é um sistema ndo-linear de equagdes diferenciais ordindrias de
primeira ordem acopladas. Para que sua postulagido fique completa é necessario prover uma
condicdo inicial. Isto pode ser efetuado, transformando a condigéo inicial original (4.3a). Logo

tem-se,

imp

T_(x}'z)(o)z Jm -[)'1 J‘Zt "P[(x)(X)WI;Y)(Y)‘P;Z)(Z)dXdde: %‘;r{T;\grz} com i,m,p=12,...,0. (4.11b)
Xo *Yo "Zo

Os coeficientes na equagdo (4.11) sdo resultantes da transformagdo dos termos

lineares e ndo-lineares da equagdo (4.5) e sdo representados por

*

B +8..D +9

A ijmnpq ™ Vi ~ijmnpq Opmn & + 858 mn O pq Fjmnpg 3 (4.11c)

ijmnpq = 1~ mn ~iymnpq Y mn~pqti

Bijmnpq (:f‘w(t)) = _{Rijmnpq (:‘fm (t)) + Cijmnpq (:i:ao(l)) + Vijmnpq (:‘f‘w(t))} ’ (41 ld)
e os coeficientes envolvidos na equag¢do (4.11c) s@o expressos por:

B. = (I = 6ij)Fiijr.I_lpq - l:‘i‘il_lmn('o (1 2 6ijamn ) > (41 le)

ijmnpq Pa

— (x)y2 . — 8253 i —_ 3
Diinmpq . _(“i\ ) Hmanq7 Eiimmpq "_“(p‘ni ) I*iinq? Fiimmpp _(“p )FiiHmm'! (4llf'h)
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Wi, AP (y) dPY(y) -
— 'K{)) n m dy: - 'K(f.)
Qmn _[U (y) i i Y; @pg [0 (2)

dLlI(Z) d\_P(?.)
20t (z)dz; (4.11i,5)
dz dz

B J::1<“"(x)w}“(x)q'}“(x)dx; H_ = KJ‘KU"(y)l{lf;"(y)ﬂ”(y)dy; (4.11k,1)

H, = [ K@@ @)V (2)dz.

Apbs realizagdo das integragdes anteriores tem-se

mn =5nm; Hpq =5pq; (qu = “E:‘)“;Z)Spq; an ZH?)“g)amn' (4.1111-5)

Os coeficientes da equagdo (4.11d) devem ser obtidos numericamente devido as ndo

linearidades. Suas expressdes matematicas sao dadas por

T (Xyz) \ _ S T(Xyz) S TXYZ)  \NT(XYZ) g4y .
R ijmnpq (Tac ) =b z X ijmnpqathahu (t) +cC Z Xi_imnpqabcnl'f Tabg (t)Tdcg (t) : (4 1 23)
a,b,c=1 ab,cd.ef=l

oo o0
T (Xyz) \ _ T (Xyz) TAXYZ) (NTUXYZ) (41
Bijmnpq (ch ) =b z YijmnpqabcTubc (t) b=l Z Yijmnpqabcdci'Tabc (t)Tdcf (l) ’ (4 ! 2b)

a,b,c=1 a,b,c.d,e =1

(=] = s}
T(XYZ) Y _ T (Xyz) . T(XYZ) £ o T (XYZ) X
Vijmnpq (Tcn ) =b Zzijmnpqathabc (l) +c Z Z‘ijmnpqabcd:fTabc (I)Td::[' (t) ’ (4120)
a,b,c=1 ab,c.de,f=1

nas quais,

d¥ (y) d¥Y(y)
dy dy

Y (z) dxdydz; (4.12d)

I el ¢l - :
™y 2 guxye) (x)
Xijmnpqabc =i J‘{) L L \Pubc (x)l{ii. (x) q

d¥Y (y) d¥Y(y)
dy dy

Y& (z)dxdydz; (4.12€)

— 1Y rgwhya (xyz) (x)
Xijmnpq;tbcd:f _E ﬁ J:LPnbc (x)l{)‘dcf (X)Lpij (X) q

(x) (x)
_ g o 3R AV M) G @ :
Yijmnpqnhc ik -[0 -[0 _[0 ILp;l[-,c (X) dx dx Pmn (Y) qu (Z) dXdeZ E (412f)

Y (y)W2 (2)dxdydz; (4.12g)

d¥{¥ (x) d¥™ (x)
X dx &

o s -
=y [ (xyz) (xyz)
Yijmnpqahcd:]' = _[; J: _L \Pahc (x)q}dcf (X)
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d¥¥(z) ¥ P ()

_ _ (5w (x) ) q :
Zinapasre = [y [ [ V7 GO GOWR () — = —L—— dxdydz; (4.12h)

dF (2 aF 7 (2)

s ¥ XYZ X ' .
Zimmpeas = [y [ [} P02 CORE 0¥ PR () ——= 2 dxdydz, (4.12)

i ) =M 0¥ (0); ¥Rl 0= ¥ ) ¥R @) =¥ @Yz 3.12)

Yoo (1) =0 ()W (YT @) Yo (0 =¥ OPY ¥ (2).  (d.12mpn)

abc

4.4 — Truncamento da Expansiao de Fung¢des em Séries Finitas

A equagdo (4.11) é a versdo, para esta aplicagdo, do sistema apresentado pela
equagdo (2.29) do Capitulo 2. Logo, como descrito naquela se¢do, o sistema (4.11) possui um
numero infinito de equagdes diferenciais ordinérias de primeira ordem sujeito a condigdo inicial
transformada, dada pela equagdo (4.11b) e para obter resultados numéricos o sistema infinito
(4.11) deve ser truncado em uma ordem finita suficientemente grande de acordo com a precisdo
desejada ou respeitando os recursos computacionais disponiveis. Deste modo, truncando a
expansdo x para um Ny, a expansdo y para um Ny e a expansdo z para um N, numero de termos,

tem-se o sistema para um total de (NN N, ) equagdes diferenciais ordindrias, como segue

dT{'q.?)(t) Ny, Ny, N, bl -
Y. [(Ajnopa* Bimpe T ONTE2O, .0} =012, N 12,10 N5 12,0, N, (413)

d‘ Jon.g=1

sujeito a condigdo inicial

TO0)=1T8, fi,m,p}={1,2,.5Ny;1,2,., N3 1.2, N, }. (4.13a)

imp imp °

A equagdo (4.13) ¢ um sistema finito de equagdes diferenciais ordindrias de primeira

ordem nao-lineares e pode ser escrito na forma matricial, como dado a seguir
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dT(t)

o ~lA+B( TM)IT(®), (4.13b)

onde A é a matriz dos coeficientes lineares A, € B(T(t)) a matriz dos coeficientes ndo-
lineares B, (T™®7(t)). O vetor T(t) é o vetor T,(t) truncado, como comentado

anteriormente, e € expresso por

Frss ooE o2 = ST S ~ e o~ ~ ~ o~ ~ T
T(()_[-II 1 I’TI 129 '!TI INz*TJZI"TlZ!?" . '9T|2Nz."' . '!TIN_\']’TIN}-E" . "TJN)'N:'?‘ » ‘!T2N)'Nz" . '!TNxN)'bTNxNyB“"TNxNyNz] '

4.5 — Solucio do Sistema Niao Linear

Para resolver o sistema finito ndo-linear de equagdes diferenciais ordinarias (4.13)
foi implementado um programa em Fortran 90/95 que simula a difusdo tridimensional ndo-linear
transiente em corpos com geometria cartesiana. Neste programa a subrotina DIVPAG do
IMSL (1994) foi usada com precisdo € = 10, para resolver o sistema de equacdes diferenciais.

Uma vez que a solugdo do sistema foi encontrada, a férmula de inversdo (4.10b),

depois da série truncada ¢ usada para obter a distribuig¢do de temperatura.

N, NN, o
Tixyzti= ). EHEOWNEEA T ).

i,m,p=I

4.6 — Resultados e Discussio

Neste trabalho, foi considerado um paralelepipedo cartesiano (cubo), com
comprimento unitdrio em cada dire¢do, X, y € z, /x = Iy = I, = 1 e os materiais analisados foram o

Chumbo, o A¢o Inoxidavel Aisi 304 e o Paladdio. Todos os materiais sofreram um processo de
resfriamento de uma temperatura inicial T, até uma temperatura final T, de acordo com a

Tabela 4.1. As ordens usadas nos truncamentos das séries foram de 5, 7 e 10 termos para cada
diregdo, resultando em sistemas diferenciais com 125, 343 e 1000 equagdes diferenciais,

respectivamente.
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Tabela 4.1 — Intervalos adotados no resfriamento do Paralelepipedo.

TEMPERATURA INICIAL | TEMPERATURA FINAL

MATERIAL . .
T, (K) T, (K)

Chumbo 600 300
Aco Aisi 304 1200 400
Paladio 1000 100

As condi¢gdes de contorno adotadas na formulagdo dessa aplicagdo sdo de
temperatura prescrita igual a zero na superficie do cubo. Por conveniéncia, o sistema de
coordenadas cartesianas foi adotado com a origem coincidindo com o centro geométrico do
paralelepipedo, ja que o problema satisfaz a condi¢@o de simetria. Para uma analise detalhada da
distribui¢do de temperatura no seu interior, o paralelepipedo foi seccionado nos trés planos,

resultando em oito paralelepipedos idénticos, um dos quais foi analisado.
As condutividades térmicas na forma dimensional, k*(T"), dos materiais foram

obtidas dos dados experimentais disponiveis em Incropera & Witt (1992). A Figura 4.1 ilustra a
condutividade térmica na forma dimensional dos trés materiais adotados para os intervalos de

temperatura mostrados na Tabela 4.1.

—&— Chumbo
—*— Ago Aisi 304
—w— Paladio

'\—n\.

Condutividade térmica. W/m x K

T , T T ¥ T ‘ 1 1 1 T L T = T ' T = 1
100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 1100 1200
Temperatura, K

Figura 4.1: Condutividade térmica em fun¢do da temperatura

A equagdo (4.2f) foi utilizada para calcular as respectivas condutividades térmicas de

referéncia k¢ e entdo, através da equagio (4.2g) obteve-se as condutividades térmicas na forma
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adimensional, K(T). Na Tabela 4.2 sdo apresentadas as expressdes de K(T) e os valores de

k¢ para cada material.

Tabela 4.2 — Condutividade térmica para os materiais analisados

CONDUTIVIDADE TERMICA

MATERIAIS .
K rer K(T)=a+bT K(T) = a+bT+¢T2

Chumbo 33,41 1,061 - 0,122T
Ago Aisi 304 22,42 0,756 + 0,489T -
Paladio 79,91 0,890 + 0,253T 0,932 -0,110T + 0,370T*

Para os casos mostrados na Tabela 4.2, o tempo de processamento para se obter a
solugdo do sistema finito ndo-linear (4.13) aumenta significativamente em conseqiiéncia do
célculo repetido dos coeficientes dependentes da temperatura. Com o objetivo de reduzir este
tempo, as matrizes A e B, da equagdo (4.13b), foram calculadas na forma de matrizes de banda,
uma vez que os elementos das matrizes que estdo fora da banda sdo assumidos como nulos. Caso
se aumente a largura de banda, a aproximagdo para a solugdo melhora, porém, o tempo
computacional também aumenta. A largura da banda adotada para matrizes foi 11, sendo que,
para o material Paladio, analisou-se a influéncia de largura da banda e entdo, os valores
utilizados foram 1, 3, 5, 11, 21, 41, 101 e 201.

Para o caso b = ¢ = 0, como ja dito anteriormente, a equagdo (4.5) torna-se linear,
dependendo apenas do pardmetro a e entdo, trés maneiras foram adotadas para analisar o

problema linear gerado: a primeira consiste em tomar a condutividade térmica igual ao valor

médio k., e assim, K(T)=k}s/ki; =1 e as outras duas foram tomadas como sendo

K(T) = ki /Kip #1 € K(T) =Ko /Kip # 1, onde ki =k"(Toy) € ki =k* (T2 ) sdo os

min max

respectivos valores da condutividade nas temperaturas maximas e minimas, de acordo com a

Tabela 4.1 e os valores de k., estdo na Tabela 4.2. Na Tabela 4.3 apresenta-se os valores de

K(T) que foram utilizados para esta analise.
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Tabela 4.3 — Condutividade térmica para os materiais analisados, caso K(T) = a

CONDUTIVIDADE TERMICA, K(T)

MATERIAIS . . . . . .
K(T) = kmin ’!krcf K(T) = kr-.'f "!krcf =1 K(T) = kmax fkrcf

P 0,940 1 1,062

Ago Aisi 304 0,741 1 1,249
Paladio 0,958 1 1,179

Na seqtiéncia, serdo apresentados as analises realizadas com os diferentes materiais

para K(T)=a, K(T)=a+bT e K(T)=a+bT +¢T?.

4.6.1 - Resultados para os diferentes materiais com K(T)=a

Nas Figura4.2 - 4.4 sdo apresentadas as distribuigdes de temperaturas

maxima (T,,,, ) e média (T, .4, ), em fungdo do nimero de Fourier, Fo, para K(T) = a e para as
trés ordens de truncamento analisadas. Como esperado, as curvas que apresentam o
comportamento da temperatura se aproximam mais rapidamente de zero para os casos em que a
condutividade térmica é maior.

Pode-se observar que, apesar das distribuigdes de temperatura estarem visualmente
proximas, os resultados obtidos em um determinado tempo Fo sdo distintos em todos os casos
investigados. A condutividade térmica do Chumbo no intervalo de temperatura adotado possui
um comportamento quase constante.

Analisou-se o caso para o qual a ordem de truncamento ¢ 10, no instante Fo=0,2.

Tem-se para o caso K(T)=0,940, a temperatura maxima Ty, = 0,501 e para K(T)=1,062, a

temperatura T, = 0,422. Isto determina uma diferenga da ordem de 18% em rela¢do ao menor
valor. Analisando os resultados obtidos para a temperatura média, a diferenga ¢ maior, da ordem
de 20%. Uma outra questdo € observar o tempo que leva para a temperatura atingir, por exemplo,
um décimo de seu valor inicial. Logo, para a temperatura méaxima atingir Tpa = 0,1 quando

calculada utilizando K(T)=0,940 tem-se Fo~ 0,44 e quando calculada para K(T)=1062
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tem-se Fo = 0,38, acarretando em uma diferenga de aproximadamente 16% com relagdo ao

menor valor. Analogamente, para Tpedgia = 0,1 obtém-se uma diferenga de aproximadamente

20%. Para este material, nos casos que as ordens de truncamento sdo iguais a 5 e 7 termos na

série, os resultados comportam-se de maneira semelhante.

Chumbo 1 Chumbo

S - 5
N‘=N?_=N’=S::=I:10-5 m\-x) !\_‘ S;e=1x10
—=—K(T) =a=0,%40 \ —=—K(T)=a= 0940
—+—K(T)=a=1 —s—K(T)=a=1
——K(T) =a = 1,062 —+—K(T) = a= 1062

Fo

(a) (b)

Figura 4.2: Distribui¢io da temperatura maxima (a) e da temperatura média (b), em fungédo do

numero de Fourier, para 0 Chumbo.

Chumbo Chumbo

N =N=N=T¢=1xI10} N=N=N=Tec=1x10%
] ¥ z x ¥ z

—ea—K(T) = a= 0,940 . —e—K(T)=a=00940

—s—K(T)=a=1 —s—K(T)=a=1

—4—K(T)=a= 1,062 —&—K(T)=a= 1,062

Fo
_ (a) ()
Figura 4.3: Distribuigdo da temperatura maxima (a) e da temperatura média (b), em fungdo do

nimero de Fourier, para o Chumbo.
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Chumbo

N.;NY‘N" 10;e=1x 105
—e—K(T)=a=0940
——K(M)=a=1
—4+—K(T)=a= 1,062

Chumbo

N =N =N=I106e=1x10*%
x ¥ ’

—e—K(T)=a=0940

—a—RK(T)=a=1]

—+—K(T)=a= 1.062

0.4

numero de Fourier, para o Chumbo.

(b)

Figura 4.4: Distribuig¢do da temperatura maxima (a) e da temperatura média (b) em fungdo do

Nas Figuras 4.5 - 4.7 sdo apresentadas as distribui¢gdes de temperaturas no sélido,

para Fo = 0,02; 0,18 e 0,5, respectivamente, com condutividade térmica dada por uma fungdo

constante K(T)=1e N, =N, =N, =10.

Figura 4.5: Distribui¢do de temperatura no paralelepipedo para K(T) =1 em fungéo dos eixos do

espago, para Fo = 0,02, material Chumbo.
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Figura 4.6: Distribuigdo de temperatura no paralelepipedo para K(T) =1 em fungdo dos eixos do

espaco, para Fo = 0,18, material Chumbo.
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o
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10.044) ¥
0,050 =T

Figura 4.7: Distribui¢do de temperatura no paralelepipedo para K(T) =1 em fungéo dos eixos do

espago, para Fo = 0,5, material Chumbo.
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Aco Inoxidavel Aisi 304

Analisou-se a distribuigdo de temperatura no paralelepipedo de ago inoxidavel

Aisi 304 no mesmo instante de tempo Fo = 0,2. Tem-se para K(T) = 0,741, uma temperatura

T

=0,652 e para K(T)=1,249, a temperatura T,,, =0,322 acarretando uma diferenca de

max
temperatura da ordem de 100% em relagdo ao menor valor. Para a temperatura média, essa
diferenca ¢ superior a 100%. O tempo que o paralelepipedo gasta para resfriar até uma

temperatura T, , = 0,1 ¢ de aproximadamente Fo = 0,54 para K(T) = 0,741 e quando calculada
para K(T)=1249, o tempo é de Fo=0,32 levando a uma diferenca superior a 60%

relativamente ao menor valor. Com respeito a temperatura média, essa diferenga ¢ da ordem de
70%.

Nas Figuras4.8-4.10 sdo apresentadas as distribuigdes de temperaturas
maxima (T, ) e média (T, .;,) em fun¢do do nimero de Fourier, Fo, para K(T) = a, segundo
os trés modelamentos de condutividade térmica constante, conforme a Tabela 4.3. Utilizou-se

N, =N, =N, =5,7¢10 produzindo sistemas ndo-lineares de 125, 343 e 100 equagdes

diferenciais ordinarias, respectivamente.

Ago Aisi 304 ? Ago Aisi 304

N,=N =N =5ec=1x10" N, =N =N=5¢c=1x10"
—o—K(T) =a =074 —e—K(T) = a=0,74]
—+—K(T)=a=1 —+—K(T)=a=1
—a—K(T)=a=1249 —a—K(T)=a=1249

(a) (b)l

Figura 4.8: Distribui¢do da temperatura maxima (a) e da temperatura média (b), em fungio do

numero de Fourier, para o Ago Inoxidavel Aisi 304.
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Aco Aisi 304 Ago Aisi 304 ‘
N =N =N =%¢c=1x10" N,=N =N =T:e=1x10°
—e—K(T)=a=0741 —e—K(T) =a=0741
——K(T)=a=1 ——K(T)=a=1
—a—K(T)=a=1249 —a—K(T)=a=1249

(b)

Figura 4.9: Distribuigdo da temperatura méxima (a) e da temperatura média (b), em fungdo do

nimero de Fourier, para o Ago Inoxidavel Aisi 304.

Ago Aisi 304 Ago Aisi 304

N, =N =N,=10;c=1x 10" N,=N,=N,=10;c= 1 x10°
—s—K(T)=a=074 : —s—K(T)=a=0.74
—e—K(M)=a=1 —s—K(M=a=1
—4—K(T)=a=1249 —a—K(M=a=1249

(b)

Figura 4.10: Distribui¢do da temperatura méaxima (a) e da temperatura média (b), como fungdo

do numero de Fourier, para o Ago Inoxidavel Aisi 304.

Os resultados para as diferentes ordens de expansdo sdo muito préximos, conforme
pode ser observado nas Figuras 4.8 - 4.10.

As distribui¢Ges de temperatura em relagdo ao sistema de coordenadas tridimensional
para Fo = 0,02; 0,18 e 0,5 para este material (ago Aisi 304), s3o semelhantes as apresentadas nas
Figuras 4.5 — 4.7, pois em todos estes casos, apresentam-se distribuigdes de temperatura para a

condutividade térmica expressa por uma fung¢do constante igual a unidade, isto ¢K(T) =1 para

N, =N, =N, =10.
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e Paladio

O processo de transferéncia de calor no paralelepipedo também foi analisado tendo

como material o Paladio, no mesmo instante de tempo Fo = 0,2. Para K(T) =0,958 obtém-se

uma temperatura maxima T, = 0,489, para K(T)=1,179, tem-se T,,, =0,357 o que da uma

diferenca superior a 30%. Ja para a temperatura média tem-se uma diferenga da ordem de 40%.
Agora, para que a temperatura maxima do paralelepipedo atinja o valor de 0,1 com
K(T) = 0,958, o tempo necessario € de aproximadamente 0,42 ¢ Fo = 0,34 para K(T)=1179,
levando a uma diferenga superior a 20%. Para que T, = 0,1, a diferenca também se encontra
na faixa de 20%. As Figuras 4.11 - 4.13 ilustram as distribui¢des de temperaturas maxima €

média em fungdo do nimero de Fourier, segundo as trés maneiras de obter K(T) = a.

Paladio Paladio
N=N,=N,=5c=1x10" N,=N,=N,=5:c=1x10"
—a—K(T)=a=0958 —a—K(T)=a=0958
——K(T=a=1 —+—K(M=a=1
——K(M=a=1179 —+—K(T)=a= L1179

Fo

(a) (b)

Figura 4.11: Distribui¢do da temperatura maxima (a) e da temperatura média (b), em fungdo do

numero de Fourier, para o Paladio.
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Palidio J Palidio
N,=N,=N,=%c=1x10’ N,=N,=N,=Te=1x10"
—a—K(T)=a=00958 —a—K(T)=a=0958
—e—K(T)=a=1 —s—K(T)=a=1
—&—K(T)=a=1179 —a—K(M=a=1,179

Figura 4.12: Distribui¢do da temperatura méxima (a) e da temperatura média (b), como fung¢do

do nimero de Fourier, para o Paladio.

Paladio ¢ Palidio

N,=N =N,=10:c=1x 10" N,=N,=N,=10;c=1x10°
—s—K(T)=a=0958 —e—K(T)=a=0958
——K(D=a=1 —s—K(T=a=1
——K(T) =a=1,179 ——K(T)=a=1179

Fo

(a) (b)

Figura 4.13: Distribui¢do da temperatura maxima (a) e da temperatura média (b), como fungdo

do nimero de Fourier, para o Paladio.

Neste caso, também as distribuigdes de temperaturas em fung@o dos eixos do espago
tridimensional, para Fo = 0,02; 0,18 e 0,5 sdo iguais aquelas apresentadas nas Figuras 4.5 - 4.7,
pois nestes casos, trata-se da distribui¢do de temperatura para a condutividade térmica expressa

por uma fun¢@o constante K(T) =1.

Pode observar pelos resultados ja apresentados, que a distribui¢do de temperatura
varia rapidamente no inicio do processo de transferéncia de calor apresentando grandes
gradientes. Posteriormente, a rapidez do processo diminui, e entdo passa a ter uma tendéncia
assintdtica na dire¢do da temperatura final, com gradientes tendendo a zero. Como a temperatura
adimensional inicial ¢ igual a unidade e as condig¢des de contorno sdo de simetria e temperatura

prescrita na parede igual a zero, entdo a distribuigdo tridimensional da temperatura apresenta
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superficies isotérmicas de menores valores da temperatura mais préximas da superficie do

volume, e superficies isotérmicas de maiores valores da temperatura localizadas proximas as
superficies isoladas.

Observando-se as Figuras 4.4, 4.10 e 4.13 apresentadas para os diferentes materiais
pode-se notar que para o Chumbo, as curvas das distribui¢des de temperatura estdo mais
préximas do que aquelas apresentadas para o caso do ago Aisi 304 e Paladio. Isso ocorre devido
a influéncia do intervalo de temperatura adotado para analisar o fendmeno, bem como da
inclinagdo média da curva da condutividade térmica em fun¢do da temperatura. Quanto maior o
intervalo e quanto maior a inclinagdo média da curva da condutividade térmica maior sera a
distancia entre aqueles resultados provenientes dos trés diferentes modelos adotados para se
estabelecer a condutividade térmica constante. No caso do Chumbo, o intervalo € pequeno
(Tabela 4.1) e entdo, os valores das temperaturas maximas € minima estdo proximos, enquanto
que, para o A¢o Inoxidavel Aisi 304, os valores das temperaturas estdo mais distantes. O mesmo
comportamento pode ser observado quando se compara todas as outras combinagdes possiveis
para os trés materiais. Note que, para o material Paladio, as curvas da distribui¢do de

temperaturas para K(T)=0,958 e K(T)=1 se aproximam mais do que as curvas para
K(T)=1,179. Isso também pode ser explicado observando a Figura4.1, uma vez que a

temperatura minima estd proxima da temperatura média, consequentemente, a condutividade

*
min

F F, . * , ;. e . . ~ . *
térmica minima, k (T,,;,), estd proxima da condutividade térmica de referéncia, k ;.

4.6.2 - Resultados para os diferentes materiais com K(T)=a +bT

Para o problema ndo-linear difusivo, analisou-se também o processo de resfriamento
do paralelepipedo para os diferentes materiais, com respeito as condutividades térmicas
apresentadas na Tabela 4.2. S3o apresentados na seqiiéncia, os resultados para o caso em que a

condutividade térmica varia linearmente com a temperatura, K(T) =a+5bT, b#0. A largura de

banda, para este caso é igual a 21.

Chumbo

Nas Figura4.14(a, b) e 4.15 apresenta-se a distribui¢do da temperatura maxima e

média em fungdo do nimero de Fourier para as trés ordens de truncamento mencionadas para o
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Chumbo. Observa-se em ambas as figuras que para um mesmo Fourier, os valores das
temperaturas maximas ¢ médias variam muito pouco, sendo muito dificil notar essa diferenga
visualmente. A fim de mostrar claramente a pequena diferenca entre as temperaturas, para 0s
diferentes valores da ordem de truncamento, plotou-se as quatro curvas apresentadas na

Figura 4.16 que representa a diferenga, em modulo, das temperaturas maximas e médias.

Chumbo i Chumbo

N,=N,=N,=5 N,=N =N,=7

K(T) = 1,061 - 0,122T X K(T) = 1,061 - 0,122T

¢=1x 10%; largura da banda = 21 £=1x 10" largura da banda = 21
—e— Temperatura mixima —a— Temperatura mixima
—&— Temperatura média v —a— Temperatura média

Temperatura

Figura 4.14: Distribui¢do da temperatura maxima e média em fungido do numero de Fourier para
o chumbo com (a), N, =N, =N, =5, e (b), N, =N, =N, =7, material

Chumbeo.

Chumbo Chumbo :

N =N =N=10 &= 1x 10" largura da banda = 21
X Y 3 —a—mod {Tmax (10 - 7)}
R =Ll —a—mod {Tmax (10 - 5)}
¢=1x 10" largura da banda =21 —e—maod {Tmédia (10- 7))
—s— Temperatura mixima —w— mod {Tmédia (10 - 5)}
—— Temperatura média

Temperatura

00

T L)
0,0 04 06 | Lo

Fo
Figura4.15: Distribuigdo da temperatura Figura4.16: Diferenga da distribuicdo das
maxima e da temperatura média em fungdo do temperaturas maxima e média em fungdo do
nimero de Fourier para o chumbo com numero de Fourier para o chumbo.
N, =N, =N, =10.

Como esperado, observa-se na Figura4.16, quanto maior for a quantidade de
informagdo, as curvas tendem a permanecer mais proximas e entdo verifica-se uma tendéncia a

convergéncia, na medida que o valor da ordem de truncamento aumenta.
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Na Figura 4.17 apresenta-se uma compara¢do dos resultados obtidos através do

equacionamento ndo-linear (condutividade térmica linear com a temperatura) com aqueles

obtidos utilizando o equacionamento linear (condutividade térmica constante). Observa-se na

Figura 4.4 para o problema linear, que dos trés casos analisados para a condutividade térmica, os

dois que mais se aproximam dos resultados do caso ndo-linear sio aqueles correspondentes a

K(T) =1 e K(T) =1,062. Este fato deve-se também ao intervalo de temperatura adotado, como

ja dito anteriormente, o intervalo para este material é pequeno (Tabela4.1), o que leva a

temperaturas maximas e minimas proximas.

Chumbo

Largura da banda = 21
N,=N=N,=10
c=1x10°
—a—K(T)=a=1
—4—K(T)= 1,061 - 0,122T

Figura 4.17: Distribuigdo da temperatura maxima (a) e da temperatura média (b) em fungdo do

numero de Fourier para a condutividade térmica constante e linear com a

Chumbo

Largura da banda = 21

N =N =N =10
e=1x10°
—8—K(M=a=1
—4—K(T) = 1.061 - 0,122T

temperatura, material Chumbo.

Nas Figuras 4.18 - 4.20 ilustrou-se a distribuigdo de temperatura em funco dos eixos

K(T) =1,061-0,122T.
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Figura 4.18: Distribuigdo de temperatura no paralelepipedo em fungéo dos eixos do espago para

Fo = 0,02, material Chumbo.

10202 B0 344!
0,444
0,49

Figura 4.19: Distribui¢do de temperatura no paralelepipedo em fungdo dos eixos do espago para

Fo = 0,18, material chumbo.
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Figura 4.20: Distribui¢do de temperatura no paralelepipedo em fungdo dos eixos do espago para

Fo = 0,5, material chumbo.

Aco Inoxidavel Aisi 304

A seguir serdo apresentados os resultados obtidos para o material Ag¢o Inoxidavel
Aisi 304. Nota-se que as distribuigdes de temperatura seguem as mesmas tendéncias observadas
para o chumbo.

Nas Figuras 4.21 — 4.23 pode-se observar pequenos picos no inicio das curvas que
representam as distribuiges de temperatura maxima. Isso acontece pois para tempos
adimensionais proximos de zero, existe uma insuficiéncia de autovalores necessarios para obter o

processo adequado de convergéncia. Ao se aumentar a quantidade de termos na série a precisao

ira melhorar, no entanto sempre havera um valor suficientemente pequeno do tempo para o qual

um numero fixo de termos na série sera insuficiente. Em termos praticos a quantidade total de
termos utilizados € dependente da capacidade computacional disponivel em termos de memoria e

tempo de processamento.
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Ago Aisi 304 : Ago Aisi 304

N'-Nr.Nt=5 N‘=N!"N’=T

K(T) = 0,756 + 0,489T ; K(T) = 0,756 + 0,489T

¢=1x 10 largura da banda = 21 ¢=1x10" largura da banda = 21
—e— Temperatura méxima —— Temperatura méxima
—a&— Temperatura média —a— Temperatura média

e
EN
L

Temperatura

Fo

(b)
Figura 4.21: Distribuigdo da temperatura maxima e da temperatura média em fungdo do nimero
de Fourier para o Ago Aisi 304 com (a) N,=N,=N,=5 e

M) N, =N, =N, =7.

Ao Aisi 304
N,=N,=N,= 10 £=1x 10", largura da banda = 21
K(T) = 0756 + 0489T —=—mod {Tmax (10~ 7)}

¥ ; ] —a— mod {Tmax (10 - 5)}
e=1x10% Iargwadalb;anda 21 —e—mod {Tmédia (10 - 7))
—=a— Temperatura maxima —v—mod {Tmédia (10 - 5)}
—&— Temperatura média

Ago Aisi 304

E
3
£
g o

Dif. Temperatura

T
0.6
Fo

Figura 4.22: Distribuicdo das temperaturas Figura4.23: Diferenga da distribuigdo das
maxima e média em fun¢do do n.° de Fourier, temperaturas maxima e média em fung¢do do
Ago Aisi 304 com N, =N, =N, =10. nimero de Fourier para o Ago Aisi 304.

Também comparam-se os resultados obtidos através do equacionamento ndo-linear
com aqueles obtidos utilizando o equacionamento linear para o ago Aisi 304, conforme
apresentado na Figura 4.24. Observa-se na Figura 4.10 para o problema linear, que os dois que
mais se aproximam dos resultados do caso ndo-linear sdo aqueles correspondentes a
K(T)=0,741 ¢ K(T)=1. Os resultados com menor concordancia sdo os correspondentes a

K(T) =1,249. Note que, para K(T) =1 tem-se uma aproximagdo razoavel, pois trata-se de uma

distribui¢do de temperatura correspondente a condutividade térmica média.
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Ago Aisi 304

c=1x10"

N =N=N=10

Largura da banda = 21
—a—K(T)=a=1
—b&—K(T) = 0,756 + 0,489T

Ago Aisi 304

c=1x10"

N,=N =N = 10

Largura da banda = 21
—a—K(T)=a=1
—a&—K(T) = 0,756 + 0,489T

Fo
(b)

Figura 4.24: Distribuigdo da temperatura maxima (a) e da temperatura média (b) em fungdo do

numero de Fourier para a condutividade térmica constante e linear com a

temperatura, material Ago Inoxidavel Aisi 304.

Nas Figuras 4.25-4.27 tem-se a distribui¢do de temperatura para os tempos
adimensionais Fo = 0,02; 0,18 e 0,5 com condutividade térmica do material expressa por uma

fungdo linear dependente da temperatura, K(T) = 0,756 + 0,489T .

Figura 4.25: Distribui¢do de temperatura no paralelepipedo em fungdo dos eixos do espago para

Fo = 0,02, material Ago Inoxidavel Aisi 304.
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Figura 4.26: Distribui¢do de temperatura no paralelepipedo em fungdo dos eixos do espago para

Fo = 0,18, material Ago Inoxidavel Aisi 304.

2N
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f’if/m 0.01]]
30
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Figura 4.27: Distribui¢do de temperatura no paralelepipedo em fung¢do dos eixos do espago para

Fo = 0,5, material A¢o Inoxidavel Aisi 304.

Na Figura4.28 apresenta-se a diferenga da distribuicdo de temperatura
tridimensional entre os materiais A¢o Inoxidavel Aisi 304 ¢ Chumbo em um dado instante

Fo =0,5. Pode-se observar que os valores das isotérmicas sdo positivos e isso significa que o
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processo de resfriamento no paralelepipedo em Ago Aisi 304 acontece mais lentamente, em

termos adimensionais, do que no Chumbo.

ﬁmm

i\ 0,010
0 0L LIE0.02 1 Xiyg,

0,032 J—— £.005 _

0.0

Figura 4.28: Diferenca da distribui¢do de temperatura adimensional no paralelepipedo em fung¢do

dos eixos do espago para Fo = 0,5, entre os materiais A¢o Inoxidavel Aisi 304 e
Chumbo.

Conforme observado nas figuras anteriores, que ilustram as diferengas de
temperaturas para o A¢o Inoxidavel Aisi 304, pode-se reafirmar a semelhanga no comportamento

das distribuigdes de temperaturas entre o Aisi 304 € o Chumbo, embora com valores distintos.

Paladio

A seguir serdo apresentados os resultados obtidos para o material Paladio. Nota-se
que as distribuigdes de temperaturas seguem as mesmas tendéncias qualitativas daquelas

observadas para o chumbo e o Ago Inoxidavel Aisi 304, como pode ser observado nas
Figuras 4.29 a 4.31.
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Paladio

N,=N, =N,=7

K(T) = 0,890 + 0,253T
¢=1x10% largura da banda = 21
—s— Temperatura maxima
—&— Temperatura média

Paladio

N, =N =N,=5

K(T) = 0,890 + 0,253T

¢= 1x 10%; largura da banda = 21
—e— Temperatura médxima
—a— Temperatura média

(b)
Figura 4.29: Distribui¢do da temperatura maxima e da temperatura média em fun¢do do nimero
de Fourier para o Paladio com (a) N, =N, =N, =5e(b) N, =N, =N, =7.

Palidio
N=N=N=10 £=1x 107; largura da banda = 21
K(T) = 0890 + 0.253T —e—mod {Tmax (10- 7)}

K —a—mod {Tmax (10 - 5)}
e=1x10"; largura da banda = 21 —e— mod {Tmédia (10 - 7))
—=— Temperatura maxima —»—mod {Tmédia (10 - )}
—e— Temperatura média

Paladio

Temperatura

Dif. Temperatura
m
b
L

004
T T
00 . 0.4 L . Lo

Fo
Figura 4.30: Distribuigdo da temperatura Figura4.31: Diferenca da distribuigdo das

maxima e da temperatura média em fung¢do do temperaturas maxima e média em fungdo do
numero de Fourier para o Palddio com numero de Fourier para o Paladio.
N, =N, =N, =10.

1
0.2
Fo

Nas Figuras 4.32 - 4.34 apresentou-se a distribui¢do de temperatura para os tempos
adimensionais Fo = 0,02; 0,18 e 0,5 com condutividade térmica do material expressa por uma

fung¢do linear dependente da temperatura, K(T) = 0,890+ 0,253T .
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Figura 4.32: Distribui¢do de temperatura no paralelepipedo em fungéo dos eixos do espago para

Fo = 0,02, material Paladio.

1]
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Figura 4.33: Distribui¢do de temperatura no paralelepipedo em fungdo dos eixos do espago para

Fo = 0,18, material Paladio.
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Figura 4.34: Distribui¢do de temperatura no paralelepipedo em fung¢do dos eixos do espago para

Fo = 0,5, material Paladio.

Semelhante a Figura 4.28, apresenta-se na Figura 4.35 a diferenga da distribui¢do de

temperatura tridimensional entre os materiais Paladio e A¢o Inoxidavel Aisi 304 em um dado

instante, Fo = 0,5. Neste caso, pode-se observar que os valores das isotérmicas sdo negativos e
significando que o processo de resfriamento no paralelepipedo de Paladio ¢ mais lento, em

termos adimensionais, do que o de A¢o Inoxidavel Aisi 304, porém com valores muito proximos.
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Figura 4.35: Diferenga da distribuigdo de temperatura adimensional no paralelepipedo em fungio

dos eixos do espago para Fo = 0,5, entre os materiais Paladio e A¢o Inoxidavel Aisi 304.

Conforme observado nas figuras anteriores, que ilustram as diferengas de
temperaturas para o Paladio, pode-se reafirmar a semelhanga no comportamento das

distribui¢des de temperaturas entre este material, A¢o Aisi 304 e o Chumbeo.

4.6.3 - Resultados para os diferentes materiais com K(T)=a +bT + cT?

A condutividade térmica do Paladio é representada também através de uma fungdo
de segunda ordem, K(T)=0,932-0,110T +0,370T?, de acordo com a Tabela 4.1. A distribuigdo
das temperaturas maximas e média sdo apresentadas na Figuras 4.36.

Apesar da condutividade térmica variar de acordo com um polindmio de segundo

grau, as distribui¢des de temperatura se comportam de maneira semelhante ao caso

K(T) =a+bT, mostrado anteriormente.
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Palidio
N,=N =N =5

Temperatura

K(T)=0,932 - 0,110T +0,370T°
¢=1x 10" largura da banda =21
—a— Temperatura méxima
—&— Temperatura média

Paladio

N =N =N,=7

K(T) = 0,932 - 0,110T + 0,370T°
£=1x 10" largura da banda = 21
—=a— Temperatura maxima
—a— Temperatura média

de Fourier, para o Paladio, com (a) N, =N, =N, =5 e(b) N, =N, =N, =7.

A Figura 4.37 apresenta uma comparagdo dos resultados obtidos através do
equacionamento ndo-linear com aqueles obtidos utilizando o equacionamento linear. Observa-se
na Figura 2.12 para o problema linear, que dos trés casos analisados para a condutividade
térmica, os dois que mais se aproximam dos casos ndo-lineares sdo aqueles correspondentes a

K(T)=1 e K(T)=0,958. Para K(T) =1 os resultados tendem a ter boa aproximagdo com o0s

Fo

(b)

Figura 4.36: Distribui¢do da temperatura maxima e da temperatura média em fungdo do numero

resultados obtidos para K(T) = 0,890+ 0,253T e K(T)=0,932-0,110T +0,370T?2.

Paladio

c=1x10"

N, =N =N,=7
Largura da banda = 21
—o0—K(T)=a=1

—0— K(T) = 0,890 + 0,253T

—%— K(T) = 0,932 - 0,110T + 0,370T°

nimero de Fourier para a condutividade térmica constante, linear e quadratica com

a temperatura.

cm 1 2 3 4 5 6 7

Paladio

e=1x10"

N,=N,=N,=7

Largura da banda = 21
—#—K(T)=a=1
—o—K(T)=0,890 + 0,253T

—%— K(T) =0,932 - 0,110T + 0,370T"
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Figura 4.37: Distribuigdo da (a) temperatura maxima e da (b) temperatura média em funcdo do
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Nas Figuras 4.38 - 4.40 sdo apresentadas as distribui¢des de temperatura para o0s

tempos adimensionais Fo = 0,02; 0,18 e 0,5 em fungdo dos eixos tridimensionais, com

condutividade térmica do material expressa pela fun¢do K(T)=0,932-0,110T + 0,370T?.

Figura 4.38: Distribui¢do de temperatura no paralelepipedo em fungdo dos eixos do espago para

Fo = 0,02, material Paladio.

Figura 4.39: Distribui¢do de temperatura no paralelepipedo em fungdo dos eixos do espago para

Fo = 0,18, material Paladio.
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Figura 4.40: Distribui¢do de temperatura no paralelepipedo em fun¢do dos eixos do espago para

Fo = 0,5, material Paladio.

As Figuras 4.41 e 4.42 mostram o comportamento em moddulo da distribui¢do de

temperatura maxima e média, respectivamente, para N, =N, =N, =5, com valores da largura

da banda iguais a 1, 3, 5, 11, 21, 41, 101 e 201. Os resultados apresentados nas referidas figuras
permitem avaliar a influéncia da largura da banda sobre os resultados obtidos para o caso

nao-linear onde a condutividade térmica foi modelada como uma fungdo quadratica da

temperatura K(T) =0,932—0,110T +0,370T2.

Utilizou-se como referéncia o valor da largura da banda igual a 201 e entdo foi
computado o modulo da diferenga das temperaturas, obtendo as curvas mostradas nas
Figuras 4.41 e 4.42. Observa-se nitidamente que para menores valores da largura de banda, a
distribui¢do de temperatura recebe menor influéncia da largura de banda fixada. Isso ocorre
devido a quantidade de informagdo presente nos dados para larguras de bandas menores serem
proximas dos valores dos dados da diagonal principal, que por sua vez, predominam no
fenémeno.

O contrario pode ser observado quando o valor da largura de banda aumenta pois o
modulo da diferenga vai tendendo a zero e assim, a diferenga das distribui¢des de temperatura
vao se aproximando € uma tendéncia a convergéncia comega a ser notada. Com isso, quanto

maior o valor da largura de banda, melhor sera a acuracia dos resultados, porém acoplado a este
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fato, esta o tempo computacional, que sofre um aumento muito grande no processo de computo

dos coeficientes dependentes da temperatura presentes no sistema ndo-linear.

Paladio
N=N=N=5; c=1x10"
—%—mod {Tmax (201 - 1)}
—&—mod {Tmax (201 - 3)}
—&—mod {Tmax (201 - 5)}
—w—mod {Tmax (201 - 11)}
—»¢—mod {Tmax (201 - 21)}
—&—mod {Tmax (201 - 41)}
101)}

Dif. temperatura maxima

0,0 0,2 ; 0,6
Fo
Figura 4.41: Diferenga da distribui¢do da temperaturas maxima em fun¢do do nimero de Fourier

para os valores de largura da banda iguais a 1, 3, 5, 11, 21, 41, 101 e 201.

Paladio
N=N=N=5¢=1x10"*
—8— mod {Tmedia (201 - 1)}
—¥— mod {Tmedia (201 - 3)}
—*— mod {Tmedia (201 - 5)}
—e—mod {Tmedia (201 - 11)}
—a—mod {Tmedia (201 - 21)}
—+—mod {Tmedia (201 - 41)}
—e—mod {Tmedia (201 - 101)}
—t

Dif. temperatura média

I I I i

02 : 0,6 038 1.0
Fo
Figura 4.42: Diferen¢a da distribuigdo da temperaturas média em fun¢do do nimero de Fourier

para os valores de largura da banda iguais a 1, 3, 5, 11, 21, 41, 101 ¢ 201.
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4.7 - Comparagio dos resultados com os apresentados na literatura

Serfaty (1997) utilizou a Técnica da Transformada Integral Generalizada para obter a
solu¢do de problemas de condugdo ndo-linear com propriedades térmicas dependendo da
temperatura. A condutividade térmica, em seu trabalho, foi assumida variando linearmente com a
temperatura, K(T) =1+5bT , para valores de b= 0,1 e 0,5 e para o intervalo de tempode 0 a 1. A
seguir sera apresentado uma comparagdo dos resultados obtidos no presente trabalho com os
dados contidos na literatura.

Na Figura 4.43 ¢ apresentado uma comparagdo da distribui¢do de temperatura em z
com os dados de Serfaty (1997), para a posi¢do x = 0,1 e alguns valores de y. O tempo
adimensional adotado foi Fo = 0,05 e b = 0,1. Pode-se observar uma boa concordincia entre os
resultados apresentados. Pode-se verificar, por exemplo, que no presente trabalho, o valor da

temperatura no ponto (x,y,z)=(0,1; 0,1; 0,5) ¢ T =0,8634 e para os resultados apresentados por

Serfaty (1997), T = 0,8648 o que determina um diferenca da ordem de 107 .

x=0,1

Fo=0,05
K(T)=1+0,IT

A = Presente Trabalho
B = Serfaty (1997)

Temperatura

0,2

Figura 4.43: Comportamento da temperatura para Fo = 0,05, com b =0,1 ¢ x=0,1.

As curvas da Figura 4.44 possuem comportamento semelhante ao apresentado na
Figura 4.43, neste caso, x = 0,3, e entdo y variou de acordo com os valores apresentados na

legenda. Logo afirma-se novamente que para o dado Fo = 0,05 os resultados concordam muito

bem com os apresentados por Serfaty, (1997).
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x=073

Fo = 0,05
K(T)y=1+01T

A = Presente Trabalho
B = Serfaty (1997)

Temperatura

Figura 4.44: Comportamento da temperatura para Fo = 0,05, comb=0,1 e x =0,3.

A seguir sdo apresentados alguns resultados, para posi¢des x =0,1 ¢ 0,3, Fo=0,1 e

0,5 que também concordam bem com os dados de Serfaty (1997), Figuras 4.45 — 4.48.

x=0,1

Fo=0,1
K(T)=1+0,T

A = Presente Trabalho
B = Serfaty (1997)

Temperatura

Figura 4.45: Comportamento da temperatura para Fo=0,1, com b= 0,1 e x = 0,1.
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Temperatura

x=03

Fo=0,1
K(Ty=1+0,IT

A = Presente Trabalho
B = Serfaty (1997)

g
E
[
g
j=9
§
=

x=0,1

Fo=0,5
K(T)=1+0,1T

A = Presente Trabalho
B = Serfaty (1997)

Figura 4.47: Comportamento da temperatura para Fo = 0,5, comb=0,1 e x=0,1.
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x=073

Fo=0,5
K(T)y=1+0,1T

A = Presente Trabalho
B = Serfaty (1997)

T >0 >8>0

Temperatura

Figura 4.48: Comportamento da temperatura para Fo = 0,5, com b =0,1 e x =0,3.

Conforme observado nas Figuras 4.45 — 4.48 pode-se reafirmar a boa concordancia
dos resultados do presente trabalho quando comparados com os dados de Serfaty (1997).

Agora, sdo apresentados os resultados do presente trabalho para b = 0,5 e os tempos
de Fourier, Fo = 0,05; 0,1 e 0,5.

A Figura 4.49 apresenta uma compara¢do da distribui¢do de temperatura em z com
os dados de Serfaty (1997), para a posi¢do x = 0,1 e alguns de y, para Fo = 0,05. Verifica-se, no
presente trabalho, que o valor da temperatura, por exemplo, no ponto (x,y,z)=(0,1; 0,1; 0,5) é
T =0,8132 e para os resultados apresentados por Serfaty (1997), T =0.,8168 o que determina
uma diferenca da ordem de 0,4%. Porém, para (x,y,z)=(0,1; 0,1; 0,3), no presente trabalho,
T =0,9525 e no trabalho de Serfaty (1997), T =0,9119 o que acarreta uma diferenga da ordem
de 4% relativo ao menor valor. Ja para a posi¢do (x,y,z)=(0,1; 0,1; 0,7), neste trabalho,
T =0,5433 e nos dados de Serfaty (1997), T =0,6095 que determina uma diferenga da ordem
de 12% relativamente ao menor valor.

Esta diferenga deve-se a diferentes procedimentos na escolha dos termos que seriam

retidos e descartados da série. Para uma mesma quantidade de termos, Serfaty (1997) se

preocupou em verificar as combinagdes, nas quais os resultados, em carater numérico, seriam

mais significativos, enquanto neste trabalho, variou-se as expansdes até um certo nimero de
termos, previamente definidos sem efetuar uma verificagdo iterativa da contribuicdo efetiva de
cada um. Efetivamente, a maioria dos termos importantes estdo presentes nos dois processos de

escolha, no entanto o processo de Serfaty (1997) é mais otimizado, mas possui um custo
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computacional também maior. Também utilizou-se no presente trabalho, o conceito de largura de
banda, que também introduz algum erro adicional no algoritmo de cOmputo, apesar de

influenciar pouco nos resultados, conforme apresentado anteriormente.

x=0,1

Fo=0,05
K(T)=1+0,5T

A = Presente Trabalho
B = Serfaty (1997)

Temperatura
TPE>E>E> @ >

Figura 4.49: Comportamento da temperatura para Fo = 0,05, com b =0,5¢ x=0,1.

As curvas na Figura 4.50 possuem um comportamento semelhante ao apresentado na

Figura 4.49, neste caso, X = 0,3 e entdo, y variou de acordo com os valores apresentados na

legenda.

x=03

Fo=0,05
K(T)=1+0,5T

A = Presente Trabalho
B = Serfaty (1997)

Temperatura

Figura 4.50: Comportamento da temperatura para Fo = 0,05, com b =0,5 e x = 0,3.
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A seguir serdo apresentados alguns resultados, para posi¢des x =0,1 ¢ 0,3, Fo=0,1 e
0,5, Figuras4.51 —4.54. Pode-se notar que conforme se aproxima da superficie do

paralelepipedo (y,z — 1) a concordancia com os resultados de Serfaty (1997) melhora, para

resultados mais no interior do volume (y, z — 0) os resultados pioram, ligeiramente.

x=0,1
Fo=0,1 —y=gha
K(T)=1+0,5T ¢ y=01;B
A = Presente Trabalho seEty=030A
B = Serfaty (1997) 4 y=03B
Sy =05A

v y=058B
--y=07T,A
e y=07,B
ey =09, A
y=09B

Temperatura

0,0

Figura 4.51: Comportamento da temperatura para Fo = 0,1, com b =0,5 ¢ x =0,1.

x=0,3

Fo=0,1
K(Ty=1+05T

A = Presente Trabalho
B = Serfaty (1997)

y =03,
y=03;

y =0,5;

y =0,5;

y =07,

v yv=07,
---y=09,
B y=009

Temperatura

0,0
0,0

Figura 4.52: Comportamento da temperatura para Fo = 0,1, com b=0,5¢ x=0,3.
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x=0,1

Fo=0,5
K(T)=1+0,5T

A = Presente Trabalho
B = Serfaty (1997)

Temperatura

0,00
0,0

x=0.3

Fo=0,5
K(T)=1+0,5T

A = Presente Trabalho
B = Serfaty (1997)

W>W>E>w>

«
T
=]
e
%]
=9
E
S
=

Figura 4.54: Comportamento da temperatura para Fo = 0,3, com b =0,5 ¢ x = 0,3.

Pode-se observar que os dados apresentados em todas as figuras concordam melhor
com os resultados de Serfaty (1997), para nimeros de Fourier nas extremidades do intervalo

[0,1] do que para instantes intermedidarios.
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Capitulo 5

Aplicagcao em coordenadas
cilindricas: Resfriamento de
um setor de cilindro

Como exemplo da formulagdo matematica desenvolvida no Capitulo 3, sera
apresentado a seguir, uma aplica¢do da equagdo da difusdo do calor no sistema de coordenadas

cilindricas.
5.1 — Anilise Matematica

Considera-se o problema de condugdo de calor transiente no interior de um material
isotropico com condutividade térmica dependente da temperatura. Para tal fenémeno, a

formulagdo matematica é dada por

2
r

A2, _ 19[r K(T(r,0,2,1) L 9’2—’t—)]+ L%[K(T(r,@, ) U Z’t)] ¥

ot ror or 0

% E[K('l'(r,e,z,l))w] (5.1)
0z 0z

noqual, 0<ry<r<r,0<0<0,<2n,0<z</,, t>0.
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Na equagdo (5.1), todas varidveis e parametros sdo adimensionais e as relagdes entre

eles e suas dimensdes sdo expressas pela formulagdo seguinte

T'(',0,2" ,t)-T,

_.T‘

T(r,0,z,t) = < T(,6,2,t") =T, +(T, - T.)T(r,6,z,1t), (5.2a)

Mo f* of el P =P_‘ii'_:ﬂ (5.2b-d)

ref

T,

: * * . |: * . .
L k(T )T .k (T )T i o
& . | K[T(r,0,2,t))= T (262, )] (5.2¢,f)

Too - T(; k ref

I 5 g
Z & LL, 1, =1l (5.2g-1)
5 , =1 g

As condigdes inicial e de contorno para a equagdo (5.1) sdo, respectivamente, dadas
T(r,0,2,0)=1(r,0,2z) =1, 0<ry<r<r,0<6<06,<2n,0<z</,, (5.3a)

dI(r,0,z,t) -0 dI(r,0,z,1)
00 | 0z

0=0 z=0

T(r.0.z,1) _ =0, =0, t>0, (5.3b-d)

T(r,,0,2,t) =0, T(r,0,,2,t)=0, T(r,0,l.,1)=0, t>0. (5.3e-g)

A relagdo entre a condutividade térmica e a temperatura foi modelada usando um

polindmio de primeira ordem, como segue
K(T(r,0,z,t)) =a+bT(r,0,z,1),

onde os pardmetros a € b sdo dependentes da condutividade do material utilizado.

Substituindo a equagdo (5.4) em (5.1) obtém-se

6T(r,9,z,t)=a{l El {r HT(r,G,z,t)]+ 19Tz 8°Tr0,29]

ot ror or r? 00? 0z*
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20 orrézy( 19|, o0z, @ oT(r,0,2,1)
+b{rar|:rT(r,8,Lt) o i|+r2a{f(r,8,z,t) » ]+62[T(r,8,z,t)—az ]} (5.5)

No caso particular b = 0, o segundo termo do membro direito da equagdo (5.5) se
anula e o problema difusivo ndo-linear e transiente se torna linear.

Comparando a equagéo (5.5) com a equagdo (3.1), observa-se que os termos,

ke =K2@)=K¥@)=0";
K:(r,0,z,T) =bT(r,6,2,t);
P(r,0,2,t)=0; d"(r,0,2)=0;

d0@ =y 1% d©)=d"(2)=0;

wO@)=w®®)=w?(2)=1; w'(1,6,2) =1.

Os operadores L, e L em coordenadas cilindricas sdo:

Ly =-Ve[KY KD @)K (2)V()]+d (1) +d? (0)+d? (2)+d " (1,6,2);

Ly =-Ve[K(r,0,2,T)V()];
Nesta aplicagdo esses operadores tem a seguinte forma:

L, =-Ve[V()];
Ly =-Ve[bT(r,06,z,t)V()].
As geometrias que podem ser analisados nesta aplicagdo sdo da forma de cilindros,

setor de cilindro circular, setor de coroa e coroa circular. A defini¢do dos dominios para essas

geometrias estdo apresentadas na tabela abaixo.
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Tabela 5.1 — Geometrias para o problema difusivo em coordenadas cilindricas

Geometria Dominio

Cilindro macigo V=525t 0<0<0, =28, 0z,

Setor de cilindro circular 0=1y<r<r,0<0<0,<2n,0<z<l,

Setor de coroa circular 0<r,<r<r,0<0<0;<2n,0<z</,

Coroa circular 0<ry<r<r,0<0<06,=2n,0<z</,

Nesta aplicagdo, considerou-se o dominio na forma de setor de cilindro circular para
resolver o problema de condugdo de calor transiente dado pela equagdo (5.5). As condigdes

inicial e de contorno nesta geometria sdo

T(r,0,2,0) = f(1,0,z) =1, 0=r,<r<r,0<0<0, =g, 0O<z<l, t=0 (5.6a)

dI(r,0,z,1) -0 dI(r,0, z,t)[

00 oz

=0, t>0, (5.6b-d)
0=0 |z:(]

T(ry,6,2,t) =0,
T(r,,0,2,t)=0, T(r,0,,2,t)=0, T(r,0,/.,t)=0, t>0. (5.6e-g)

5.2 — Problema Auxiliar de Autovalor

Os problemas de autovalores auxiliares (para aplicagdo da TTIG) e suas condigdes de
contorno para os eixos r, 0 e z sdo escolhidos em conformidade com Aparecido (1997) e

EXpressos por

2y(2)
Z

d¥” (z)

=0, ¥Y?@z=1,)=0;
dz ' )

z=0
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4’y (0) .
173 ( E](:))zllj(o)(e)zo, 0{8(8{):5;

de m

d\P(m(B) WO ©=0,)=0;

m

1d d‘{’;”(r) (r) (“(0}) (r) =
{rdr[rT”*(‘““ i 0 s

d¥{”(r) '
— L{’[{,’(rzr,)zﬂ.

As solugdes dos problemas (5.7a), (5.8a) e (5.9a), sujeito as condi¢des de contorno

(5.7b,c), (5.8b,c) e (5.9b,c) para os trés eixos espaciais, sdo efetuadas e, assim obtidas as

autofungdes normalizadas ‘¥{*,\¥” ¢ ¥i", as autoconstantes B{*,B{)’ e B”, bem como os

autovalores p "uD e p :,” . Estas entidades matematicas s@o representadas a seguir:

(z)

VEG) =B coslyPy), B = E, Llfz’=-@l~ﬂa”6 Y = Ll i=12,..,0, (5.10a-d)

2] % El ala’é 2

z Z

[

) m-1)n e
P (0)=B} cosg'0), BL‘P=\5-9--. e = % a, 7?2’=am» m=12..,05  (5.11a-d)
0 0

(r)
I
¥y (1) =BiJ,0 (1,1, B = 02 o2 e, (50220)
IJ: [rJ © (y(”r)]dr

e os autovalores y(” obtidos numericamente, sdo as raizes positivas de J /0 (y”’r,) =0.
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5.3 — Transformada Integral Generalizada

Como apresentado na se¢do anterior, a equagdo diferencial parcial (5.5) ¢
transformada em um sistema infinito acoplado de equag¢des diferenciais ordindrias ndo-lineares
de primeira ordem através da Técnica da Transformada Integral Generalizada. Esse sistema
infinito deve ser truncado para que seja possivel resolvé-lo numericamente e com a formula de
inversdo que esta técnica proporciona € possivel reconstruir o potencial original.

O par transformada-inversa associado aos trés eixos espaciais é constituido de acordo
com a teoria da Transformada Integral Generalizada, (Cotta, 1993), e ¢ expresso pelas seguintes

equacgoes,

T = [ [* [t @¥P @)% 70,2 0drd0dz, i,mp=12...0  (5.13)

imp

T(r,0,2,t) = Zw“’(z)w“" BF BT (D) (5.13b)

i,m,p=1

-I"':{z()rl

Como ja dito na aplicag@o do Capitulo 4, o termo significa a transformagdo da

varidvel dependente em relag@o aos eixos r, 0 e z com respeito as autofungdes W*, ¥ e Wi”,

respectivamente.

Para transformar a equagdo diferencial parcial original (5.5) ¢é necessario
multiplica-la pelas suas respectivas autofungdes e as equagdes dos problemas de autovalores,
multiplicadas por T(r,0,z,t). Assim, as equagdes resultantes sdo somadas e em seguida,
integradas sobre todo o dominio. Assim, o sistema de equagdes diferenciais ordindrias acopladas

¢ obtido e dado por

TI(:;G” (t) - T
p Z[Aumnpq umnpq(Trxz(t))}TL:S”“) i, m,p =

Jyon,q=1

onde o vetor T, (1) contém todos os infinitos termos transformados para i,m,p=1,2,...,

To®=[{T1 Tz Tz 3 {2 Tz Tiaze o oo (ot g2 T 35 { T2 Toz Togge- - 1. I7(1) - (5.14b)

1 2 3 4 5 6 7 unesp w]. ¥2: 43 24 1.5 26 A7

18



E necessario prover uma condi¢io inicial para o sistema ndo-linear acoplado de
primeira ordem dado pela equagdo (5.14a). Isto pode ser realizado com a transformagdo da

condigdo inicial original (5.6a). Logo tem-se

imp

T = [ Jf J:r\P“'(z)w”“(e)w‘”(r)drdedz—f‘?"” com i,m,p=12,..,0. (514c)

Os coeficientes da equagdo (5.14a) resultam da transformagdo dos termos lineares e

ndo lineares da equagdo (5.5) e s@o expressos por

Aijrnnpq = Bijmnpq + 8isziimnpq ks 6uamn Eummpq +9; 6|n|16pq Fummpp ’ (514d)

Bjmapg (Too (1)) = ~{R jmnpg (T (1) + Cnng (T () + Vijoa (T ()} - (5.14e)

Os coeficientes envolvidos nas equagdes (5.14d) s@o definidos a seguir:

*

Bijmnpq =_(1ﬂ6ij)FianmH F Hmn (1 ’J mn )wpq; (5140
Dumnpq —(“1?)) Hmn pq; Eummpq _(“‘m)) F Hpq; Fiimmpp (M(r)) FiiHmm> (5148'1)

sendo que estes coeficientes sdo descritos pelas seguintes expressoes:

1. 3 o .
Fj = jo- K2y ¥ ()Y (z)dz ; H,y, =f K@ ©)w? 0w ©)do; (5.14j,k)

(0) (0) () (1)
d¥? ) d¥ () 40 ELK(,) (r)d‘Pq (r) d[r'¥;” (r)]

Quun = Jz K@) dr;  (5.141,m)

do dé dr dr

H, = J;‘rK“’(r)kP;,”(r)wg”(r)dr, (5.14n)

nas quais, K®(z) =K®©) =K (r) = a"?

Para esta aplicagdo, tem-se

1/3 1/3 o163 (0)
F'j =da 6']’ Hm =da Smns an =a Yy Ym 8n'm>
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e ®,, Hy, foram calculados numericamente.

E os coeficientes da equagdo (5.14e) também foram obtidos numericamente e suas

expressdes matematicas sdo dadas por

T (=0r) (z6r) i
umnpq (T ) b qumnpqahaT.ibc (t) ?

a,b,c=l1

B ijmnpq (T( 0?‘)) b Z YumnpqabL T‘:b?r (t) )

a,b,c=1

=
T =0r)\ _ (20r) (v .
Vijmnpq (T ) =b z Zijmnpq IbCT1b(. (l) ’
a,b,c=l1

nos quais,

0 (% @86 (@) dLPw’(O) d¥®@©) ., n ’
Xijmnpqabc - _[) .E] _L lpa]fgr ( )LPUI ( ) 40 \qu (r)drdﬁdz 5

T dl{“-(z) Z (2)
Yommaie™ [ | | ES 9 ;Z( )dkp‘dz(”erﬁ,’(ow“’(r)drdoaz;

d¥y" (r) d[r¥;" (1))

¥ o (/2 z0r z
Zijmnpqabc = _Ll Jj _[0 l{JfEbE )(X)l},i; }(z)l{J[(]g') (0) dr dedz;

dr dr

P gy = WA PO 0y ¢ O (1) YiE) (1) = PP @2 @) (1);

abc

mn Pq

¥i? (@)=Y @V (2); Yon (0) =¥ (0%, (0); W (1) =r¥” (0¥ ().

5.4 — Truncamento da Expansio de Fun¢des em Séries Finitas

(5.15a)

(5.15b)

(5.15¢)

(5.15d)

(3.15e)

(5.150)

(5.15g-h)

(5.15i-k)

O sistema descrito pela equag@o (5.14a) possui um numero infinito de equagdes

diferenciais ordinarias de primeira ordem sujeito a condig¢do inicial transformada, equacdo

(5.14¢). Deste modo, truncando a expansdo z em N, termos, a expansdo 0 em Np termos e a
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expansdo r em N; termos, o nimero total de termos serd N,N N, implicando no sistema de

equagdes diferenciais ordinarias, que segue

T(zm N,, Ny, N,
Cimp (t) - Z (A

;i (TONTE (), i,m,py={12,...,N;;12,..., Ng;12,..,N,} (5.162)

Umnpq 1] mnpg nq

Jonq=I
sujeito a condi¢do inicial
T2O)=F@  Gmpi=(12...N; 1,2,....Ng; 12,.., N, (5.16b)

imp imp

A equagdo (5.16a) ¢ um sistema finito de equagdes diferenciais ndo-lineares e pode ser

escrito na forma matricial, como mostrado a seguir

% =[A +B(T(1)]T(1), (3:17¢)

onde A ¢é a matriz dos coeficientes lineares A, e B(T(t)) a matriz dos coeficientes

jjmnpq

ndo-lineares B, T®(t)). O vetor T(t) € o vetor T_(t) truncado na ordem N, Ny € N,

ijmnpg (

como comentado anterlormune cc expresso como
~ —~ ~ ~ =~ — — — — — — ¢
TO=[T11 T2 Tlm, ‘Tm”]ms Lingts Tingze oo Tingn, 3o Tangn, 9000 Treangs Tang2 yeos TN, |

Assim, a formula de inversdo (5.13b) depois de truncada, é usada para obter a

distribui¢do de temperatura

NZ‘NF]'NI
Trezh= 3 PE@ELOFOGHIEN .

i,m,p=Il

5.5 - Resultados e Discussio

Foi considerado no presente trabalho um setor de cilindro circular, com comprimento

unitario para as dire¢des r e z, /, = I. = 1. O material analisado € o ago inoxidavel Aisi 304 que é

submetido a um processo de resfriamento de uma temperatura inicial T; =1200K até a
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temperatura de T, = 400K . A ordem de truncamento na série foi fixada em 5 termos para cada
direcdo, isto é, N, =Ny =N, =5 o que resulta em um sistema de 125 equagdes diferenciais.

O sistema finito ndo-linear de equagdes diferenciais ordinarias (5.17) foi resolvido
através de um programa implementado em Fortran 90/95 que simula a difusdo tridimensional
ndo linear transiente para um corpo com o formato de um setor de cilindro circular. Neste

programa a subrotina DIVPAG do IMSL (1994) foi usada para resolver o sistema diferencial de

equagdes. A precisdo da subrotina foi fixadaem € =107,

A condutividade térmica dimensional do Ago Aisi 304 foi obtida a partir dos dados
experimentais disponiveis em Incropera & Witt (1992), para o intervalo de temperatura de 400K

a 1200K e ¢ expressa por
k" (T")=11,47+0,013T", [T']=K, [k']=W/(mxK).

Ap6s a obtengdo desse polindmio de primeira ordem, utilizou-se a equagdo (5.2¢)
. s i . - . * . .
para calcular uma condutividade térmica de referéncia k. que possui valor igual a

22,42 W/(mxK) e entdo, através da equagdo (5.2f) obteve-se a condutividade térmica

adimensional
K(T)=0,756 + 0,489T.

Para este caso, o tempo computacional necessario para se obter a solugdo, aumenta
significativamente devido ao computo repetido dos coeficientes dependentes da temperatura.
Para reduzir o tempo de processamento, as matrizes A e B, presentes na equagdo (5.17), foram
computadas na forma de matrizes banda, sendo que os elementos das matrizes que estejam fora
da banda sdo desprezados. Quando o tamanho da banda aumenta a aproximagdo para a solugdo €
melhor mas também aumenta o custo computacional. Os valores adotados para a largura da
banda, neste caso, foram 1,3 e 11.

Para o caso linear (b =0), adotou-se trés maneiras para analisar o problema linear

gerado: a primeira consiste em tomar a condutividade térmica igual ao valor médio k . e

*
ref

portanto K(T) =k /k., =1; as outras duas consistem em tomar K(T)=k'. /k . =0,741 ¢

K(T) =K /Kiep =1,249, onde k;., =k"(Ty.,) € Knn=k'(T,,) sdo os valores da

max min
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condutividade térmica nas temperaturas maxima e minima, respectivamente. Para este caso,

=1200K.

max

T.., =400K e T;

Na Figura 5.1, sdo apresentadas as distribuigdes de temperatura maxima (T,,, ) €

temperatura média (T, ), respectivamente, como fung¢do do tempo adimensional, Fo. Como

esperado, observa-se que as curvas da temperatura tendem para zero, mais rapidamente nos casos
em que a condutividade térmica € maior.

E importante observar que, apesar das distribuigdes de temperatura estarem
proximas, os resultados obtidos, para um dado instante Fo, se diferenciam bastante para os trés

casos analisados. Para Fo = 0,1 obteve-se para o caso K(T)=0,741, a temperatura T, = 0,490,
e para K(T)=1,249, a temperatura Tisx = 0,209. Isto equivale a uma diferenga superior a 100%

relativamente ao menor valor. Com respeito aos resultados obtidos para a temperatura média, a
diferenga € maior, da ordem de 200%. Uma outra observagdo sobre este mesmo efeito pode ser
percebida ao analisar-se o tempo necessdrio para a temperatura adimensional atingir, por

exemplo, um décimo de seu valor inicial. Entdo para a temperatura méaxima atingir Tpax = 0,1

quando calculada utilizando K(T)=0,741 tem-se Fo=x~0,23 e quando calculada para

K(T)=1,249 tem-se Fo = 0,14, o que d4 uma diferenga de aproximadamente 60% relativamente

ao menor valor. De maneira semelhante, para Tmeia=0,1 tem-se uma diferenga de

aproximadamente 70%.

Ago Aisi 304 Ago Aisi 304
N=N=N=5c=1x10" | N=N,=N=5¢=1x10"
—=—K(M=a=0741 —e—K(T)=a=0.741
—s—K(M=a=1 ——K(M=a=1
——K(M=a=1249 1 ——K(T=a=1249

Fo Fo
(b)

Figura 5.1: Distribuigdo das temperaturas maxima (a) e média (b), respectivamente, em funcdo

do nimero de Fourier, Fo.
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Nas Figuras 5.2, 5.3 e 5.4 sdo apresentadas as distribui¢des de temperaturas em
relagdo aos eixos do espago tridimensional para os tempos adimensionais Fo = 0,02; 0,08 e 0,25
com condutividade térmica representada por uma fungdo constante, K(T)=1. Os resultados
apresentados até 0 momento mostram que a distribui¢do de temperatura varia muito rapidamente
no inicio do processo de transferéncia de calor apresentando grandes gradientes de temperatura,
posteriormente a rapidez deste processo diminui, e por fim passa a ter uma tendéncia assintdtica
na diregdo da temperatura ambiente, com gradientes tendendo a zero. Como a temperatura
adimensional inicial ¢ igual & unidade e as condig¢des de contorno sdo do tipo termicamente
isolado (ou simetria) e temperatura prescrita igual a zero, entdo a distribuigdo espacial da
temperatura apresenta superficies isotérmicas para menores valores da temperatura mais
proximas da superficie do volume, e superficies isotérmicas localizadas no interior do corpo e

proximas de superficies isoladas para maiores valores da temperatura.

ST o
WP (KIR
\'-\.’é' « 354 KIE)

Figura 5.2: Distribuigdo de temperatura no setor de cilindro para K(T)=1 em fun¢do dos eixos

do espago, para Fo = 0,02.

AVA
AVAVEY

1 2 3 4 5 6 7 unespwl 2 A3 94 4&5 e Ad

18



Figura 5.3: Distribuigdo de temperatura no setor de cilindro para K(T)=1 em fun¢do dos eixos

do espaco, para Fo = 0,08.

Figura 5.4: Distribui¢do de temperatura no setor de cilindro para K(T) =1 em fungdo dos eixos

do espago, para Fo = 0,25.
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Na Figura 5.5, apresentam-se resultados que permitem avaliar a influéncia da largura
da banda sobre os resultados obtidos para o caso ndo linear onde a condutividade térmica foi

modelada como uma fungdo linear da temperatura, K(T)=a + bT, para o ago Aisi 304. Por

inspe¢do na Figura 5.5 percebe-se que a influéncia da largura de banda sobre os resultados para
as temperaturas maxima e média é bem pequena, tanto que € dificil distinguir-se visualmente
uma curva da outra. Utilizou-se larguras de banda iguais a 1, 3 e 11. No caso da largura de banda
igual a 1 considerou-se apenas a diagonal principal das matrizes A e B, nos outros dois casos
considerou-se a diagonal principal e algumas subdiagonais inferiores e superiores. Quanto maior
a largura de banda maior serd a acuricia dos resultados, no entanto também sera maior o custo
computacional.

Na Figura 5.6 ¢ ilustrada a distribui¢do de temperatura maxima e média para os casos

em que a condutividade térmica é constante, K(T)=a e K(T)=a+bT, b=0. Percebe-se na

Figura 5.6 que os resultados obtidos através da solugdo de uma equagéo diferencial parcial linear
(condutividade térmica constante) e os obtidos através da solugdo de uma equagdo diferencial
parcial ndo-linear (condutividade térmica variavel linearmente com a temperatura) sdo distintos.
Logo apos o inicio do processo, os resultados s@o bastante proximos em conseqiiéncia de que o
problema enfocado ser de valor inicial. Com a evolugdo temporal, em conseqiiéncia da diferenga
do modelamento constante ou varidvel da condutividade térmica, os valores previstos para a
distribui¢do de temperatura tornam-se diferentes. Esta diferenciagdo reflete-se nos valores
apresentados graficamente para as temperaturas maxima e média. Para Fo = 0,1 a temperatura
maxima apresenta uma diferenca aproximada de 30%, relativamente ao menor valor; e uma
diferenga aproximada de 50% para a temperatura média. Para que a temperatura méaxima ou
media atinja um valor Tmax ou Tpmea = 0,1 0 tempo previsto para as solugdes baseadas em
diferentes modelamentos, linear ou néo-linear, apresentam diferengas temporais em torno de
20%, relativamente ao menor valor, para ambos os casos. Diferen¢a dos resultados, 30% para

Tmax € 50% para Tpe, obtidos utilizando o modelamento com condutividade variavel e os

. g T * - .
obtidos utilizando condutividade constante (k = K¢ ), sdo bem menores do que a diferenga dos

resultados obtida utilizando apenas modelamento com condutividades constantes (k =k . €

k =k} ), 100% para Tpax € 200% para Tneq, conforme mencionado acima.
Comparando-se os resultados obtidos com o equacionamento ndo-linear, Figura 5.6,

com aqueles obtidos com equacionamento linear, Figura 5.1, percebe-se que dos trés casos de
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equacionamento linear os dois que mais se aproximam dos resultados do caso ndo linear sdo

aqueles correspondente a K(T) =1 e K(T)=0,749 . Os resultados com menor concordancia sdo
os correspondentes a K(T)=1,249. Para K(T)=1 os resultados tendem a ter uma boa
aproximagdo com os resultados obtidos para K(T)=a+bT pois K(T)=1 representa um valor

médio que em geral tende a produzir resultados com uma aproximagdo razoavel. Para
K(T)=0,749 tem-se também uma aproximagdo razoavel, uma vez que no processo de
transferéncia de calor as regides que dominam o fendmeno sdo aquelas com grandes gradientes,
ou seja regides proximas a parede do volume, e neste locais a temperatura adimensional esta

proxima de zero e K(T)=a +bT tende a K(T)=a, ou seja K(T)=0,756 que é um valor
bastante proximo a K(T) =0,749.

Ago Aisi 304 Ago Aisi 304

N =N, =N, =5c=1x10"
K(T) = 0.756 + 0.489T
—a— largura da banda = |
—— largura da banda = 3
—&— largura da banda = 11

N,=N,=N,=5:c=1x10"
K(T) = 0,756 + 0,489T
—— largura da banda = |
—=— largura da banda = 3
—&— largura da banda = |1

T
0.2
Fo

(a) (b)

Figura 5.5: Distribui¢do de temperatura méaxima (a) e temperatura média (b) em fungdo do

numero de Fourier, Fo.

Ago Adsi 304 ] Ago Aisi 3104
N=N,=N,=5c=1x10" N=N,=N,=5 ¢e=1x10"
Largura da banda = 11 Largura da banda = 11
—e—K(T)=1 1 —e—K(T)= 1

—— K(T) = 0,756 + 0,489T —eo—K(T)=0.756 + 0.489T

0.2

Fo
(a)
Figura 5.6: Distribuicdo das temperaturas méxima (a) e média (b) em fungdo do numero de
Fourier para a condutividade térmica constante e variavel com a temperatura.
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Nas Figuras 5.7, 5.8 e 5.9 apresentam-se os resultados obtidos para a distribui¢do
tridimensional de temperatura para os tempos adimensionais Fo = 0,02; 0,08 e 0,25;

respectivamente, com condutividade térmica expressa por uma fungdo linear dependente da

temperatura e valor da largura de banda igual a 11. Como apresentado na Figura 5.6 os

resultados para o equacionamento ndo-linear sdo proximos porém distintos daqueles obtidos com
equacionamento linear. Assim, nas Figuras 5.7-5.9 sdo apresentadas a evolugdo da distribuigdo
de temperatura para o caso ndo-linear sendo semelhantes aquelas obtidas para o caso linear,

Figuras 5.2-5.4.

Figura 5.7: Distribuigdo de temperatura tridimensional no setor de cilindro para

equacionamento ndo linear e Fo = 0,02.
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Figura 5.8: Distribui¢do de temperatura tridimensional no setor de cilindro para o

equacionamento ndo linear e Fo = 0,08.

.-l

.8
.6
.4 o
.2

T

Figura 5.9: Distribuigdo de temperatura tridimensional no setor de cilindro para o

equacionamento ndo linear e Fo = 0,25.
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Capitulo 6

Conclusdes e sugestodes

para trabalhos futuros

Do procedimento apresentado entende-se que a Técnica da Transformada Integral
Generalizada ¢ uma ferramenta eficaz na obtengdo de resultados para problemas de difusdo
tridimensionais, ndo-lineares e transientes, definidos em sistemas de coordenadas cartesianas e
cilindricas.

Neste trabalho considerou-se corpos com formato de paralelepipedo e setor de
cilindro circular, e entdo, analisou-se o processo de resfriamento em um dado intervalo de
temperatura. Os materiais considerados foram o Chumbo, o Ago Aisi 304 e o Paladio.

Foram considerados trés modelamentos para a condutividade térmica dos materiais:
um com a condutividade térmica constante, outro com a condutividade térmica variavel
linearmente com a temperatura e o ltimo, variando de acordo com um polinémio de segundo
grau dependente da temperatura. Para o equacionamento linear utilizou-se trés diferentes
estratégias para se definir um valor constante da condutividade térmica. Uma que utilizava um
valor médio e outras duas que utilizaram o maior ¢ o menor valor. O equacionamento linear
produz melhores resultados quando se considera um valor médio para a condutividade térmica.

Para os materiais estudados, o equacionamento ndo linear com modelamento linear para a
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condutividade térmica produz resultados bem aproximados daqueles obtidos usando a
formulagdo quadratica, com um custo computacional bem mais reduzido.

Os equacionamentos linear e ndo-linear foram resolvidos utilizando-se a Técnica da
Transformada Integral Generalizada (TTIG) a qual propiciou a transformagdo da equagio
diferencial parcial transiente tridimensional original em um sistema infinito de equagdes
diferenciais ordinarias. Para efeito computacional, este equacionamento foi truncado em um
numero finito de termos. Para o caso linear o sistema de equagdes diferenciais final é
desacoplado e pode ser resolvido inclusive manualmente, sendo que o custo computacional em
termos de memoria e tempo de processamento é baixo. Para o caso ndo-linear o sistema de
equagdes diferenciais ordindrias é acoplado e ndo-linear, tendo sido resolvido usando rotinas do
IMSL, e o custo computacional € alto, principalmente quando a geometria é em coordenadas
cilindricas, por que as rotinas disponiveis para o computo das fun¢des de Bessel envolvidas sdo
bem mais lentas do que as rotinas para o computo de fungdes trigonométricas que aparecem no
caso cartesiano.

Os resultados obtidos apresentam um comportamento no qual a distribui¢do
tridimensional de temperatura evolui rapidamente do valor inicial, igual a unidade, para valores
menores em uma queda exponencial com altos fluxos de calor (gradientes de temperatura). Com
a evolugdo do processo de transferéncia de calor os fluxos tornam-se menores e por fim tendem a
zero quando a temperatura adimensional tende ao valor final, igual a zero.

Quando o problema de condugdo ¢ analisado na geometria cartesiana, a distribui¢do
de temperatura no paralelepipedo se comporta de maneira semelhante para os diferentes
materiais. O intervalo de temperatura adotado para os materiais influencia diretamente no
comportamento da temperatura. Outros dois fatores que também foram investigados foram a
influencia da largura da banda e da ordem de truncamento do sistema ndo-linear, sobre a
acurdcia final dos resultados. Conforme aumentam-se esses pardmetros a acuracia dos resultados
melhora, entretanto, o tempo computacional também sofre um aumento significativo.

O custo computacional para obter solu¢des do fendmeno difusivo em coordenadas

cilindricas é bem maior que no caso cartesiano. Um fator que contribui para esse aumento € o

computo das integrais que envolvem as fungdes de Bessel, uma vez que elas sdo obtidas

repetidamente durante todo o processo computacional.
Os resultados deste trabalho, quando comparados com os apresentados por
Serfaty (1997), mostraram-se em boa concorddncia, principalmente para nimeros de Fourier no

inicio e do final do processo de transferéncia de calor.
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Com o objetivo de dar continuidade ao presente trabalho, apresenta-se as seguintes

sugestdes para trabalhos futuros:

s Desenvolver algoritmos para implementagdo computacional que tornem o computo de
solugdes para fendomenos tridimensionais, ndo-lineares e transientes, mais baratos
computacionalmente;

. Utilizar a transformada de Kirchhoff para linearizar o equacionamento ndo-linear
apresentado pelo problema difusivo analisado; e por conseguinte facilitar a implementagdo e
diminuir o custo computacional;

e  Construir novos e mais rapidos algoritmos para o computo das fungdes de Bessel;
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Apéndice A

Integrais na
transformacao das geometrias
cartesianas e cilindricas

No Capitulo 2 foi discutido o problema difusivo ndo-linear transiente na geometria
cartesiana. Neste Apéndice, apresenta-se a resolu¢do das integrais envolvidas no processo de
transformagdo do problema para o sistema de coordenadas cartesianas e cilindricas. No
Capitulo 3, as integrais presentes nas equagdes (3.15), (3.23) e (3.31), referentes aos eixos z, 0 e
r, respectivamente, sdo semelhantes as respectivas integrais das equagdes (2.19), (2.23) e (2.27),
nos eixos x, y ¢ z. A diferenga estd nas varidveis, onde escreve-se X,y ez no sistema de
coordenadas cartesianas, em coordenadas cilindricas sera z, 0 e r, respectivamente.

Para resolver as integrais apresentadas nas equagdes mencionadas, € necessario
utilizar os pares transformada-inversa referente ao sistema de coordenadas em questdo. Estes
pares foram obtidos no decorrer do processo de transformagido mostrado em ambos os Capitulos.
Apresenta-se em seguida, os pares transformada-inversa para cada eixo no sistema de
coordenadas cartesianas. No caso da geometria cilindrica, os pares para a transformagdoem z e 0
sdo semelhantes aos dos eixos X e y, respectivamente com respeito ao comentario realizado no
paragrafo anterior. Para o par transformada-inversa do eixo r da geometria cilindrica, se tornar
semelhante ao do eixo z, é necessario acrescentar um termo r® nas equagdes (2.12a), (2.14a) e

(2.16a). No caso da geometria cartesiana, o expoente s do termo r € igual a 0, recuperando a
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forma original dessas equagdes e no caso do sistema de coordenadas cilindricas, o termo s

assume valor igual a 1.
Logo, os pares da transforma¢do do sistema de coordenadas cartesianas nos eixos

X, Y € z, sdo, respectivamente , apresentados a seguir.

T®(y,z,t) = r'w“)(x)‘{‘i{"(x)T(x,y, z,t)dx (transformada)

T(x,y,z,t)=Z:l;;“(y,z._t)?jm(x) (inversa) (2.12b)
j=1

T (2,1)= J‘"' w (MY (TN (y,2z,t)dy (transformada)

im .
Yo

TPy =) T(z)¥M ) (inversa) (2.14b)
n=1

imp m

T (1) = r] riw® (z)‘}’;z) ()T (z,t)dz (transformada) (2.16a)
Zo

T (2.0 =2 ¥ TR () (inversa) @.16b)

m
q=I

0, para geometria cartesiana
na qual s = :
1, para geometria cilindrica

Agora, mostraremos a resolugdo das integrais envolvidas na equagéo (2.19).

f'w'(x)w“’(x)w}“(x)"r(x,:)dx = f'w‘(x)w“’(x)w}"(x)z YT (y,2,t)dx =
0 0 le

[ 3w WO EO T (0= [ WO O B 00T .2 )=

e

=3 T¥(y.2,0 [ w (WO )PV ()% (x)dx

=

Seja Aj(y,2)= f'w’(x)w‘”(x)‘{’i(”(x)‘{’_:"(x)dx , logo
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f w ()W )X (x)T(x, t)dx ~ZAU(y 2T (y,2,t)
J=1

)2 [ w® 0¥ (OT(x, dx = (1) T (y,2,1)

Como, L™ =§|:K("(x)%:[ com X, <x <X,, entdo

, ol o, PY(x)
L(R}LP_(N} o K(R) 1 )
(%) ax{ (x) ox

Portanto,
(y) (z) I (Xgax) _ (z) ! K& 6"}’( )(x)
~KO(KO@) [ Tox OLYE (x)dx =K (y)K (z)fﬂ“r(x‘t) )——"2Hx (A3)
O operador L ¢ definido como,
Ly =-Ve[K,(x)VO)]+d™®(x)+dY(y) +d?(2) +d"(x),

no qual K, (x)=K™x)KY (y)K“(z).

Logo,

i a X y z 5T t a X 5 a"l"
LoT(x,t) =— &{K‘ (K (y)K® (2) é:)] ay[K( (KD (KD (2) é;t)]
j [K“’(x)K‘”(y)K“’( z) éz )}rd D (xX)T(x, 1) +[dY(y) +dP@)IT(x, ) +d" (X)T(x, 1).

Z

E entdo,

Ox

[1 0L Tx Dk = KO (9K (2) [1 90 () = {K“’( s ”}

AVA
AVAVEY

1 2 3 4 5 6 7 unespwl 2 A3 94 4&5 e Ad

18



% J: K(x)(x)K(z)(z)‘I{‘x}(x)g[Kty)(y)ﬁg;‘)]dx_ -E: KOKD ()Y (x) a% [K‘” @ 5T_ézx,_t_)]der
+ [T 0D ()T, Ddx +[dY () +d @) [ WO ()T (x, tdx +

+ ‘["d‘(x)w;")(x)T(x,t)dx.
Subtraindo (A.3) e (A.4) obtemos,
_rw (z) X (X (x) N R RCTR €Y _
KOWK® (@) [T, )L (x))dx = [ ¥ ()L T(x, t)dx =
X0 Xo

X)
- KOGKO@) [ T )2 {K“’( el )}dmw‘(y)w"(z) [0 K(x)(X)Lrg’t):ldH

Lr(x z X 0 )y OT(X 1) M (x / X o[ 2., OT(%,1)
+ [ KV KO @) ’(x)g[w”(y)——éy —}m [[KOeoK ! L Lo de—

- fﬂ‘ YO (x)d™ (x)T(x, t)dx—[d“”(y)+d‘”(z)]£: PO (OT(x, Odx- [ d 0 () T(x, t)dx =

; (x)
:K()‘)(y)K(Z)(Z).[: {L{Ji(x}(x) |: (\)( )6‘]"(1 t):’ T(x’t)éa;[l((x)(x) aﬂax(x)j]}dx_!_

+ ['KOK? @9 ay[K‘”( s )}t [ KOWK? ()2 {K"‘()m"‘-‘)}i

- _[0' YO (x)d™ (x)T(x, t)dx-[d¥ (y) +d? (2)] [ " (X)T(x, t)dx - J:' d” ()%™ (x)T(x, t)dx..
X0 X0

Assim, devido a ortogonalidade das autofungdes (ver Apéndice B),
KK P @) [T, )LO¥ S (x)dx = [ ()L T(x, t)dx =

X z X é‘T(x,t) s (x / X 0 6]‘(x,l)

(x) (2) ) (y) X (x) (y) ) il 7 el o B -
+ [ KYWKO @ (x)a)[K 0= }w [ K@K ) (x)é}z[K @ }dx

- [ 0d 0T 0dx =[d () +d D @] [ S ()T (x, dx -
¥ ~0

- [1d 0w ()T(x, dx.
X0

As integrais envolvidas na equagdo (A.5) sdo desenvolvidas a seguir:
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-[‘I K(x)(x)K(z)(z)\yi[x](x)ai{Kl)')(y)Mj]dx =
X0 b 4

oy

ol(xt ) 4

=K“@ @/[KM(”[ K® (0™ (%) Y } K‘”(z)g[f(‘”(y)g [;l<“‘(x)‘ﬂ""(x)T(x,t)dx]=

=Km(2)£z KO(y) = f K“’(K)‘P“’(x)z‘*’M(X)T(”(Y 2, t)dx}

g Km(z)% Kw(y)é%zf}ﬂ(y.z,t)f'K‘“(x)‘}ﬂ“’(x)‘{'}*’(x)dx]-
i=1 e

Seja F; = f'K“’(x)‘}‘i‘”(x)‘i’:”(x)dx , logo
[, K""(x)K“’(z)‘!ﬁ‘"(x)ﬁ{K‘-‘"(y) ol ”]dxiﬁjf@”(z) {K‘”(y) T, z,t)] (A.6)
"o oy oy = oy

dx =

[TK® KO (¥ (x) 2 [ K (z) T ‘)}
X0 ' 0z o0z

) @ () (e \AY) (X»t) D2 | k@ 0 e g 1
=KY() [K (z)LK 0E AMEOE } KY () a,;[K @ BZLK (¥ (x)T(x,t)dx]

- K(.\'J(y)_a{l(m(z)ﬁ f' KPPy lPJ.‘‘’(x)T}’"(y,z,t)cix} -
oz 0z %o j=1

von O lostgns x @ oaie o .
— k) ity (6 i (X) ¢y (x) (x) (x)
=K (y)az[K (2) az§ I (),z,t)L‘UK ()P ()P (x)dx]
Como F, = f] K™ )P ()P (x)dx , entdo
0

ij

['KOGKY ¥ 0 {K“’()(m" ‘)}d —ZF.JK‘*’() [K‘”(z)gﬁ"’(y,z,t)] (A.7)
¥ =

f'd"‘”(x)w;“(x)'r(x,t)dx f d("(x)‘{’“’(x)z‘P("(X)T(’"(y z,t)dx =

J=1
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o0

= Z OGN P Ty 2 dx= Zf dOGIPR )R E)TE (g2, dx =
ko 45

- Zi"";ﬂ(y,z,t)fﬂ'd“"(x)wi‘*’(x)w;“(x)dx.
= '
Seja C; = f'd“”(x)‘{‘i(”(x)‘}’}”(x)dx , logo,
0

_E dO )PP (x)T(x,t)dx = ZCUTJ‘“(),z,t)

[d(y}(y)_i_d(?.](z)]'[‘l LP}.‘”(X)T(X.'I)C!X - [d()-)(y)_i_d{z}(z)]fl q}](x)(x)il{ij(.‘(}(x)'fj[x)(y,z,tklx =
Xo o Vi

=[dVW)+d?@1[ D HO T2, tdx=[dV(y) 2D T [ HY (odx.
. J= ‘ =1 "0

Seja D;; = [' l}’i(’”(x)‘l"jm(x)dx , entdo
A0

[d¥ () +d“ @) [ #0T(x, Ddx = Y[ ()+dV@ID, TV (y.2.1)

)
1=1

[[d" 0¥ )T (x )dx = f'd'(x)‘?i"“’(x)i PO T (2, i =
9 = i=1

f Zd )PP O ()T (y,2,t)dx = Z'Im(y . I)I d" ()M ()WY (x)dx

=1

Seja B, (y,2) = [14" 0%V (0% (x)dx . logo

f d' ()P (x)T(x, t)dx —ZLU(y 2T (y,z,1)

Como Ly =-Ve[K(x,T)V()], entdo L T(x,t)=-V o [Ky(x, T)VT(x,1)].
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Logo,

LyT(x1)= "g[KT(x,T) ﬂg’t)} = %[K'I' (x,T) ﬂg’t)}—%[K.f(mT) 51";:2(,‘[)] .

E assim,

[ L T(x, dx = —f't}li{“(x)ilil('r(x‘.r) aT(x,t)de .
it 1} No ax ax

Z

R ) aT(x,t) e 0 oT(x,1)
- -[U ‘P,-( )(X)gliK'r(x»T) dy }dx— foqi( )(X)a—z‘[KT(K,T) 5 :Idx

Como T(x,t) = Z‘P}"(xﬁ}"(y,z,t) , entdo
j=1

‘ e (X) f o VX)
_El‘f’f"’(X)L-rT(x,t)dx= f‘z{_mgm(x);x[ e T)a‘*’ (x)T o, L[)Pfx‘

T : @ 6]'(?‘)
-Z[ﬁw(x) {K (x DY () ’-(y )}“ > [ {KT(x,T)‘P“’() (”)}d

Fl

‘() "
- ") {K & DTV (y,zH)— (X)}jx za[.[ Ky (x DR ) B0 00 ————=
J=l

T (y,zt 0,
oy oy

1™ o ] a.l_t(X)
[k D0 00— (”’)dx] - [0 {KT(x,m"“(y,z,t) - }f

T(x)
BTJ- (.20

= fﬂlK'r(XaT)‘P.-m(X)‘iJjﬂ(x)dx}—

[ AT (x)
ot (y,2,t)
0z

r'KT(x,T)‘P-f’”(x)‘}’j‘"](x)dx}.
X0

Utilizando integragd@o por partes na equagdo (A.11) obtém-se,

X o A ) d (‘(}(x)
L YO (X)L T(x, )dx = Y T (y,2,t)] - ¥ (x)K 1 (x,T) ; +
o »

=1
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W x| 2o Vway ‘
+Z‘T‘"(y,zt)[{ (xD-—"‘(_)' (X)}i - Jg'm)E.K-r(ml’-.‘“(x)"’}"(x)dx-

o dx

(x)
_Zazl:ar—wf_ﬂ‘[\ K (x T)‘P(“(‘{)LP{\)(X)CIX:I

Sejam,

X

” d¥ ™ (x) |
Ku(y,z,T&:’)=[—‘P.“’(x)KT(x,T)Jd ;

dx dx

B;(y,2,TY) = f‘[K-r(x.'r)

d¥™M(x) qy™
i (X)) d¥™(x) dx:
R;(%2T8) = ["Kr(x, WP (¥ (x)dx

sendo que T ¢é o termo dependente da temperatura, transformado em relagdo ao eixo x.

Assim,

[ L T(x, dx = Z. K.z, T8+ By (3,2, T [TO (v, 2,0+
J:

m T (%)
e 9 ¥,z | & 0 =, 0T (vs2.1)
- Ran T8 L -y | Rl T ——— |, A.12
JZ:}: i (¥, 2, ) " ] §a£|: i(%2Ts) Py ( )

Na seqiiéncia, sdo apresentadas as resolugdes das integrais envolvidas na equagdo
(2.23) referentes ao eixo y.

Nesta etapa, utilizaremos o par transformada-inversa dado pelas equagdes (2.20a,b).

Assim,
[l AW R OTV (v 20dy= [' A 2w ¥R Y ¥ TR 2.y =
’ n=I

=Y T t)dyf Aj(y, 2w (MY (DF,Y (v)dy.

n=l
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Seja A, (2) = ['0‘ Ai(y,2W (NP ()P (y)dy , logo

[ 450w DL DT (1,2,0dy = 3 Ay T 2,1 (A.13)

n=l

fﬂ KO (¥ ()TN (y,2,t)dy = f‘ KO@eP ()Y ¥ ()T (2, t)dy =
n=]

=2}

=3 T @0 [ KOO 0¥ 0y

n=1

Seja Hoy = ['KO (%) ()% (5)dy , entao

['KOO¥R TN (.2 0dy = > Ho T8 .0 (A.14)

n=l

f; BU (y, Z,:i"(;) )l}iln) ) (y)T(\) (y, Z, t)d)’ i f BU(y’ T(X) )\P(Y)(y)ZLP(}) (y)T(“xy}(z, t)dy -

n=l

o

= 2T @0 [Byrna TP Y 0y
. TNy - M T ) g (v) (y) :
Seja B, (2, Ty ) = f B;(y,2z, T )¥, (y)¥," (y)dy , assim

[ Bz TN T (v 1)dy = 3 By (5 T (2,1) (A.15)
0

n=|

[ku(y, 2, TO)PY (0T (y,2,t)dy = fku(y, T‘“’)‘i“”(y)z‘P“”(y)T"‘”(z,t)dy=

“”(z,t)f'k.-j(y,zﬁf:‘)q':,*’(y)q’;”(y)dy -

Seja Kijmy (2, TSY) = f; ki (y,2, TSP ()P (y)dy , logo
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[k 0T T (1,2, 0dy = 3 K (& TENTE 2, (A.16)

n=1

[TV .z 0dy=] Y ()3 T (2 ky =Y T .0 [ e (xdy.

n=I n=l|

Seja Cmn B .[H l}”y)(}’)qjlg):(y)dy . entao
0

m

[0 T (.2, 0dy =3 Con TS @1

n=|
['KODFL TN vz 0dy =[' K () ‘*‘“’MZ ¥ ()T (2. dy =

Z W@ [ KO @YD PP )y

Como H,,, = f' KPP (y)P (y)dy , assim
0

m

[ KOO OTY (v, 0dy = S Ho T8V (2.0 (A.18)

n=1

fﬂ' wO YD (N TX (3,2, 0dy =T (2, 1) (A.19)

[[dYO¥ROTV . z0dy = [1dVO¥R O X ¥ ) TR 2 tdy =
0 Y0

n=I

=4V N¥Y L P T (2, 0dy .

n=1

Seja O, = fﬂ‘d‘“(y)wss‘)(y)tv.ﬁ”(y)dy , logo

['d O N T v,z 0dy = 310, I (z1)
Y0

n=1
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g
oy

Como, LY =

: 0
{K(})(y)%] com y, <y<y,,entdo

- oT ™M (y,2,1)
L(”ij(y,z.t)zE K (y) ——— 4 ;
oy oy

Portanto,

Ty 0T ™ (y,z,t
fl |‘(|H(y)L(”TH)(Ys£ t)dy = 'j LIJU](y) 0 K(y)(y)_J.(_y.____)_ e
" Oy oy

i OEROTGEY [ e v (y)
,‘,,”(y) 1K) dy= 3T @0 [ () 2| KV () T2
f oy ; " f oy

ay

Utilizando integragdo por partes na equago anterior, tem-se:

' ; 5= (x _ i dy )
[l LT (y,2,0dy = YT (e, DR (K (9) —E== L
0 n=1 y

dtp(\)(y) dxpl}')(y):|
T(‘}l t K()) m d
Z (z )f[ = & |

Sejam,

d“‘”(y)

Yo

mn o K(”(y)qjl(“‘)(y)

d¥Y (y) dPY (y)
dy dy

"1 :
— K{_\l
Qun [ (¥)
Logo,

[ (9 LT (3,2,0 8,50 (12 OLWY 1)y = 3 [P - Qual1-8) T ) (A21)

n=l|

_[:: K(”(y)‘l",(n-”(y)L(”:l:_i(“(y,2, t)dy = L) fﬂ' K())(y)x};l;,\'}(y)fj(x)(y’Z’t)dy -
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= L(Z} L: K()‘)(y)\l_r’fn!)(y)z q;r(r{\'l(y)ﬁ(m)(z [)d) . L{”ZT(\”(Z,t)f: K()')(y)qjlgb'l(y)lyr(n,\')(y)dy .

n=I n=|

Como, H, = f' KPP (y)?Y (y)dy, entio
X0

f' KO (y)e® LPT (y,2,0dy = 3 H,,, L2T® 2, 1)
. |

n=1

['By. 2% )T (52,0 = ['E, (5,278 ()3 ¥ 0T 2ty =

n=l

o0

Z T @0 [ By 0¥ (0¥ (ydy .
Seja Ejjpy (2) = ‘[’(: E;(v, )P ()P (y)dy , assim

f E; (v, 2% (9T (y,2, tidy -ZFU.“.,(zﬁ}:-‘%z,t) (A.23)

n=]

\) I-(\\]
_r LI',I(‘n))(Y) |:R1J(Y,Z,T(\)) T(\}(y Z,t) Z[ %:)(y)ayiiRU(y rl-{\ n (y;yjn Al)}} _

oo

~(xy 3 ¥ 0 o \J(\) ,
=ZT},;”(z,t)fOLv;f’(y)g[Ru(y.z..T"J a)(”}y

Usando integragdo por partes na equagdo (A.23), tem-se:

[ [ §. 2T = T“’(y z, t)]dy =
0 ay

© o ;(\J _ dL}J‘()] d\p()’)
. ZTJ.(;}}(Z: t)[[{”(y, z, T(;) )LP!E]))( ) d (Y) f RU( {T\)) m (Y) n (y) dy
' dy dz

n=l

Sejam,
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=y P
Wijmn (Z,Tg”) Ru(y’ T(‘))LPI(“‘) >
dy

Yo

d\p(}’) (y)
2 LY) d‘“Pm (Y)dy

R. (z,T®)= "Riv ,z, T®
e e B e

Assim,

) ‘ 0 X 0 = X s X (X {(x
f %”(y)g[&j(y,ﬂi‘g’)gﬁ ’(y,z,t)}dy=§T} ”(z,t){ ,jmn(z,fm”)—Rijmn(z,T‘w”)} (A.24)

y:

sy i O ~oxn O 5 & Phiicyyis O ~
"R Xh Y Tx) = ! YR X)
[ &[Ru(y,z,m el (y,z,t)}dy 2[00 &{R,,(y,z,n )

c')‘{"(”(y)"[(x”(z,t)}

n=l1

ST (5 ¢ 51{‘}) t
f‘i"”(y) [&J(y,zﬂ"")‘%"’(y) e )de—zazli = (Z)fRu(y,z,T“’)qﬂ’(y)‘W](y)dy]
Seja, Sy (. T87) = ['Ry (1,2 TE )P (¥ (1)dy , logo

[lP‘”(y)%[Ru(y,z,ﬁ:’)%T;*’(y,z,r)}dy=Z [.Jmn(z'r"‘”) T‘:”’(z,t)} (A.25)
n=]

Agora, serdo apresentados o desenvolvimentos das integrais referentes ao eixo z.
Para isso, utilizaremos as equagdes (2.16a,b). Portanto,

[O'A].jmn @rw? Q¥ @T (2, t)dz= f Ao w‘”(z)w)(z)ZLP‘“(z)Tj;gz’(t)dz—

i (“”(t) r' A (z)rswm(z)kpém (Z)lpéz)(z)dz-

q:

Seja Ajjmnpq = _[0 imn @) 1*W ) (2)¥ P (2)¥{? (2)dz, assim

ijmnpq * jnq

_[’:A,.jmn @r'w? @)¥P @TE (z,)dz= ZA TP
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f r'’K® @) ? )T (z,)dz= [ rSK‘”(z)w;”(z)Z'~11“’(¢)T‘“”(t)dz=
q=

m in
2o q

J?WUISKWQNTKQ%PQML

Seja H,, = f’ r’K@ 2)¥” (2)¥{” (2)dz, logo
[ PKO@¥? 0T (2. 0dz= ZHpq T0o ()

[Bumn(z Ty s AT t)dz—_[ Bjjmn (2 T“”)r“{‘“)(;)Z‘{””(z)T(“”(t)dzz

in Ingq

=2 TP [ By @ TP ¥ @ ¥ (2)dz.

q:

Seja Bijmnpq (:f‘(n:}.d ) = fl Bijmn (Z, .-"fgy] ) r LP;EZ) (Z)I{Jé” (Z)dZ , entdo

nq

[ Bim @ T ¥ TR (2, 1)dz = S Bina (T 1)

q=I

fUMQﬂmnwmuWW&DM-fmmwﬂ“nwmwzwmmﬂﬁmmr
0 q=I1

2O [ Ko @ T 2 @) ¥ (2)dz -

Seja k,

o 4] (XY 7 7 .
i (LY )= _[ Kiimn 2z TS 1*9 &) (2)¥ 7 (2)dz , assim
0

fum&T”UﬂWWa‘“una thmﬂmﬂmﬁm)

q=1

Ersw;”(zﬁj‘;”(z,t)dz [ Sl{"”(z)Zl{J“’(?)T}n‘;”(t)dz Z’fj;g’-’(n)_[" PO (VD (2)dz.
1 0
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Seja C,, = f' r*¥ 2 (2)¥" (z)dz, logo

I osay(2) T (xy) - £ T (xyz)
-[; L S €] 1 (ZJ)dZ‘Z;CPqT.inq (1)
q:

[ PKO@¥P T 2, 0d= [ CKO@¥ @) ¥ (TR0 (0dz =

Jn
0 g=1

nq

=Y TR [ K@@ P eye P izdz,
q=1 2
Como H,, = L' rSK“'](z)"l*‘é”(z)‘l’é”(z)dz, portanto

|! PR @@t @ 00 =Y 1, T
0 q=1

[ PRP @O GHTY @tz = [ FRP@EP () YO TP iz =
U -0 q=]

= s}

= f’ PP @)Y PP T hde,
o =

Como H,, = _[‘t r'’K® (2)¥,” (2)¥* (z)dz, assim
0

0

[ PRE R AT X, iz H, T ()
q=l

[ W @¥P TR (2,0d2 = TR (1)

m

m

[' rd@ @ €T 2. dz= [ r*d® (z)l}J;”(z)ZI )T (tdz=
q:

imgq

- z’fﬂ‘-"’-’(t)f' r*'d® (2)¥ 2 (2)¥? (2)dz .
g=1 0

AVA
AVAYAY

2 3 4 5 6 7 unesp w]. 2 A3 24 4.8

16

17

18



®pg = EK(”(Z)

Seja J,, = r' r'd® ()" (2)¥” (z)dz, entdo

-0

.[Ll I‘sd(Z)(Z)"PéZ](Z)T(M)(Z l)dZ— Z‘I (X)!}(l

im pq “imgq

Z a Z a
Como, L* = = [K( ) (z) —éz—)] com z, <z<z,, entdo

d , oTW (z,1)
L(?)r-[[*{}) ,t - (z) n .
(@0 = — K@)

Portanto,

0z

; rf\\) 7.1
f r W(Z)(Z)L“)T(“)Q t)dz = J' s"l’“}(z) [K“)( )L(___ )} 7 =

q=I

1}?;"(0}

< I x\_P{J) K(z) aliﬁ”( ) T(\).f) | Su Az) (z)
Z[ (z) (2) = = > O e () K®(2)
q=l ¢

Usando integragdo por partes na equagdo anterior, tem-se

(z) (z)7(xy) (xvz) sy (2) (2) d‘PL{;Z](Z) ¥
j’ 9 (LT (g, t)dz-ZTm )| KD @)% P (2)
q=I

i (w)(t)f {K‘”( e uPtz)(z) d[r qu(z)]:l

Qe dz dz

Sejam,

)'[/J( )
Oy = {r K(”(z)‘}’“)( )} :
dz

Zy

d¥ @ (z) d[r*W¥'? (z)
q (2)d[r ;7 ( )sz
dz dz
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Logo,

[ P¥O@LOT 20z = 3 (1-8,8 ) [otpq 00 JTE? (0
0 -

[ FE e @O DT (2,002 = [ By ¥ (03, 9 @TS ()42 =

q=1

¥ 7 T [ P e @2 @9 (22
q:

Jnq

Seja E g = J:;' r*E e @37 (2) ¥ (2)dz . Com isso,

j’: r°E jun Q¥ P @TE (2, t)dz = ZEUm,,PqTJ‘;g"(t)

[' Wi (2 TR P T (15w = [ Wi & TS ' P2 (2)> " P ()T PP (1)dz =
q=I

jn

o0

Z T () [ Wi (& T P ¥ @2 (2)z.
Seia W Ttw) - W T S (@) () (@) :
eja umnpq( ) ijmn (Z= @™ ) r P (Z) q (Z)dz , dSs1Im

f Wi (2 T 192 )TV (2, t)dz = Zw,mpq('r(‘f” 221
q=l

f Ry (& TP Y (T t0z = f R ii(r Ty LV‘”(z)ZLP“’(z)T};g”(t)dz=

o

=D T0 (O [ Rigm (2 T PP (¥ (2)dz.

Jnq
q:

Seja R jupg (TE?) = f R (2 TS W2 (2) 9" (2)dz , entdo
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n Jnq

[ R & TP TRV (2, )z ZRumnpq(T‘“”ﬂ (x12) (py (A.38)
-0

(\\) 2) ‘(\m
1 2 =X n (2‘ t) I ~{x E}P‘ ( ) ng
fﬂ I-S\PI(;’—) (Z)(i Sijmn(zv T‘::-\) I }&_ZI “}IM(X) lunn(zq T;\ }) 671 L }JZ_

[=a}

(z)
Xyz 'l g z o s ¥V (Z)
Z _](nq} )(l)J:J g ‘P;‘)(z)‘a_zl{sumn (Z’T;”)a—}

q=I z

Utilizando integragdo por partes na equagio anterior, tem-se

(xy)
21 s (2) 0 l\\} Jn (Z t) -
¥ — T ——|dz =
[, %) o { ima (2 = oz

AV (@ P8 )]
dz
dz dz

a0 = ‘\L g z X (,)( ) Xy
:ZTJ( }(t) ‘P( )(Z)Sumn( T‘))) | .[S'J“‘"( T( ]

g=I 2y

Sejam,

o — L}U)(z)
umnpq (T(\V)) rS\_lJ[()Z (Z)Si_imn (Z*Taé'\ ) dz )

d¥'? (2) d[r*WP? (2
(z) d[r™F, ()]dZ

(Xyz) (xy) q
umnpq (T )_ f Sumn T ) dz dz

Assim,

E I‘S\P[(,z)(Z) |: umn( T(\\ ))__T;(I:\)(y t)]dz= Z[ Ummpq(r[{\w}) ”mnpq-rtxw}l) le:‘:!}(t) (A39)

q=1
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Apéndice B

Problema de Sturm-Liouville

Segundo Zayed (1996), os nucleos de muitas transformagdes integrais sdo solugdes
das equagdes diferenciais de Sturm-Liouville. Visto que a teoria espectral dos problemas de
valores de contorno de Sturm-Luoville estd muito bem desenvolvida, é natural usa-los para
estudar muitas transformagdes de fun¢des de um modo unificado. Chama-se de par de Sturm-

Liouville, a transformada e sua forma inversa.

Os problemas de Sturm-Liouville (Honig, 1978) aparecem naturalmente quando se
aplica 0 método de separagdo de varidveis ao estudo de certas equagdes diferenciais parciais

lineares de segunda ordem.

Considere o operador diferencial linear de segunda ordem,
L, [yl==(p(x)y ) +q(x)y - Ar(x)y, as<x<b (B.1)

onde peC"([a,b]). reC([a,b]), qeC([a,b],N) com p(x),r(x) >0 para x €[a,b] e sujeito as

condigdes de contorno dadas por,
Flyl=oa,y(a)+ OL|)’I('d)-
F,[y]=Boy(b) + B, y (b),

onde oy, 0,,By,B; €N, com |og| +]o) |0 e By +|By|#0.
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O problema de Sturm-Liouville consiste em achar uma fung¢do y(x) solu¢do do

sistema

L,[ylx)=f(x) para xela,b], (B.4)

Fy[y]=0, F,[y]=0. (B.5)

Os exemplos mais comuns de condi¢des de contorno sdo

y@)=y(b)=0 e y(a)=y(b)=0,

ou combinagdes lineares destas.
Diz-se que A € um autovalor do sistema (B.4) com respeito as equagdes (B.5) ou do

problema de Sturm-Liouville se a equa¢do homogénea
L)L [}"] =0 >

isto é, L,[y]=Ar(x)y ou ainda,

~(p(x)y ) +q(x)y =Ar(x)y

tem uma solu¢do y(x)# 0 que satisfaz as condigdes de contorno (B.5). A solugdo y(x)chama-
se, entdo, autofungdo (correspondente ao autovalor ).

Seja L[y]=-(p(x)y) +q(x)y em [ab]. Dados u,veC®([a,b]), entdo vale a
identidade de Lagrange

[ FLu1 - u TvI)dx = M{u, vI(6) - M[u, v](a),

onde M[u, v](x) = —p(x)[u (V) v(x)- u(x) v (x)].
A demonstragdo desta identidade encontra-se em Honig, (1978).
Suponha-se que y,.,y, € C*®([a,b]) satisfagam as condigdes de contorno (B.5),

entdo

Mly,,y,](@)=M[y,,y,](b)=0,
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assim, para o operador diferencial L[y], tem-se,

f(?lL[)fz]— y2 Ly, ]dx =0,

ou seja, a identidade de Lagrange se reduzira a zero.

O produto interno (u,v) de duas fungdes u e v no intervalo [a,b] é dado por:

(u,v)= fu(x) ;f)—(rjdx‘

E assim, a equacdo (B.8) pode ser rescrita como

(71, LLy, D= (y2, LIy, 1) =0. (B.10)

Segue algumas implicagdes da equacdo (B.10) para o problema de valores de
contorno de Sturm-Liouville.
1- Todos os autovalores do problema de Sturm-Liouville sdo reais.
2- Autofungdes do problema de Sturm-Liouville correspondentes a autovalores distintos

sdo ortogonais relativamente a r, isto €, se
Lly,]=2r(x)y, e Lly,]=pr(x)y,,

com A # L, entdo
[0y 0y (0 dx =0. (B.12)

3- Os autovalores do problema de Sturm-Liouville sdo todos simples, isto €, a cada

autovalor corresponde somente uma autofunc¢do linearmente independente. Também, os
autovalores formam um conjunto enumeravel e A, = o quando n - .
A demonstragdo dos trés resultados anteriores, encontram-se em Honig (1978).
Segundo Aparecido (1986), associado ao autovalor A, estd uma autofungdo
correspondente y ., determinada a menos de uma constante multiplicativa. Freqlientemente, €
conveniente escolher a constante arbitraria que multiplica cada autofun¢do de modo a satisfazer a

condigdo
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fr(x)yﬁ(x)dx=1, D=5 (B.13)

A equagdo (B.13) ¢ denominada condi¢dio de normalizagdo e diz-se que as
autofungdes que satisfazem esta condigio sdo normalizadas. Neste caso, diz-se que as

autofungdes formam um conjunto ortonormal (em relagdo a fungdo peso r(x)), posto que elas
satisfazem automaticamente a relagdo de ortogonalidade (B.12). As vezes, ¢ til combinar as
equagdes (B.11) e (B.13) em uma unica equagdo. Com isto, introduz-se o simbolo &,

conhecido como delta de Kronecker e definido por

§ = (B.14)

mn

0 se m=#n,
1 se m=n.

E entdo, utiliza-se o delta de Kronecker para escrever as equagdes (B.12) e (B.13) na

forma

fr(x)ym(x)yn(x)dx =8 - (B.15)

Suponha-se que dada uma fungdo f(x), satisfazendo as condi¢des adequadas, possa

ser expandida em uma série infinita de autofung¢des do problema de Sturm-Liouville. Assim,
f(x)=) ¢,y (x), (B.16)
n=|

onde as y,(x) satisfazem as equagdes (B.5) e (B.6) e também a condi¢do de ortogonalidade

(B.15). Para obter os coeficientes ¢, multiplica-se a equagdo (B.16) por r(x)y,, (x) e integra-se

sobre o dominio [a,b], Considerando-se que a série possa ser integrada termo a termo, obtém-se

[ rC0f 00y (x)dx = 3¢y [[HX)¥ (030 (05 = €y Bp (B.17)
n=l n=l

Logo, com a defini¢do do delta de Kronecker, tem-se,

(B.18)
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Apéndice C

Problema de autovalor em
coordenadas cartesianas

Neste Apéndice encontra-se a resolugdo dos problemas de autovalores apresentados

no Capitulo 4.

Os problemas auxiliares de autovalores e suas condi¢des de contorno para os €ixos X,

y e z sdo dados respectivamente por

dz‘l“" X
s Y )

dx?

( [\} LI;i(N)(X)ZO.

d¥™ (x)
b P

(y)
a'’? d? me (y) +(p :ﬁ} lIIT‘“}}(y):O_‘ 0<y<f}.;
dy?

IT'I

dy

=0.
y=0

YW(y=1,)=0

m
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el TR
' —H—+ ") (@=0, 0<z<ly (€2
& ¥ (z)

= (C.8)

z=0

P z=l,)=0; (C.9)

Neste apéndice desenvolveu-se somente a resolugdo do problema de autovalor no
€ixo X, uma vez que a resolugdo dos problemas para os eixos y e z sdo idénticas a do eixo x .

A equacdo (C.1) pode ser escrita da seguinte forma,

d?¥™M(x) '
i ()2 (X) roy — (x) _ M
_-—dxz +(y; )T X)=0, ¥, I

Dex<l,; (C.10)

O problema (C.10) ¢ uma equagdo homogénea com coeficientes constantes e

suponhamos que a solugdo seja dada por
Ll’f"‘)(x) =M
e entdo, a equagdo caracteristica do problema (C.1) ¢
A2 +(y™)2 =0. (C.10a)

A solugdo da equagdo (C.10) é um par de raizes complexas conjugadas ndo repetidas,

a saber,

e assim, a solug@o do problema (C.1) ¢ dada em termos das fung¢des seno e coseno, ou seja,

¥ (x) =e™ (Asenbx + Bcosbx). (C.11)
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Comoa=0eb=z= y(‘), pode-se reescrever a equagdo (C.11), obtendo
¥ (x)=(Aseny¥x +BcosyVx). (C.12)

Utiliza-se entdo as condi¢des de contorno (C.2) e (C.3) na equagdo (C.12), e obtém
¥ (x) =B, cosy{Vx),

onde

(x)

L 2y
[ ol =12 BX)? [ cos? (ﬁ"x):l:(B}"){E" e R § }_1:13"" F
YI X

uma vez que sen 2y "/, =0.

Portanto, as solugdes dos problemas (C.1), (C.4) e (C.7) para os trés eixos espaciais

sdo descritas por:

2w (i-1 i
l_p(\)(x) B(\}COS(}"(\)X) B(‘i) f_, “'E ) =%a”6, ,Yf) u;,fﬁ ,i=12,...

X X

_ (y)
YW (y)=BY cos¢y), BY HF. pfg*:Ma”"’ YW = Mo o120 (C.14)

sim 3 gy
2})’ al!ﬁ

z z z z 2 zZ 2p-Drn z P(Z)
LPF() )(Z)=BL}COS ( )Z) B( ) !_, “L) :%a”ﬁ’ygl a[fﬁ ,p—] 2 , 00, (CIS)

Z Fa
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Apéndice D

Problema de autovalor em
coordenadas cilindricas

Neste Apéndice encontra-se a resolugdo dos problemas de autovalores apresentados
no Capitulo 5.
Os trés problemas de autovalores e suas condi¢des de contorno em coordenadas

cilindricas, para os eixos z, 0 e r sdo respectivamente:

1/3 dzLPi{Z) (2)
a ————————

2 +(W?)Y¥P(2)=0, 0<z<l,;
z

d¥? (z
i (2) ein
dz

z=0

PR =1,)=0;

m

do?

43 d ‘P(U](O)

IT'I m

LU ©) =0, 0<0<0,=2:

dwwkm
do

10=0

WO =0,)=0;

m
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dl{_}(f} (6)
aln[%;_r{rﬁ—r(r)ﬂ+(<u:,")z o }“’“’()& . O<r<p; (D.7)
r

(r)
d¥(r)

- (D.8)

r=0

Y r=1)=0; (D.9)

Os problemas (D.1) e (D.4) sdo equagdes homogéneas com coeficientes constantes,
idénticas ao problema (C.1), analisado no apéndice C. Assim suas solugdes sdo também sio
expressas em termos das fung¢des seno e coseno.

Portanto, as solugdes dos problemas (D.1) e (D.4) para os eixos z ¢ 0,

respectivamente sdo dadas por

y _ 2 — (z)
Y@ (2) = B(z) cos¢\¥z), B = IE’ T =(1—211~)—n-a”6, W= ”;;a y k=120 (D.10)
: : a

Z Z

?

2 m 290 m | ;(,

25
¥ 0) =B cos®0), B = 62 u(m:(_«?ﬁj—__l_){falm Y(m_l;‘m_ m=i2...0 (DI

\6,

A equacgdo (D.7) pode ser escrita da seguinte forma,

(r) (0)

r (Y{ ) r “’ m
J [( ()) n ]‘P“’() 0. Y“_af}a o YE?‘EH@’ O<r<r; (D.12)

sujeita as condigdes de contorno dadas pelas equagdes (D.8) e (D.9).
O problema (D.12) ¢ uma equagdo diferencial linear de segunda ordem com

coeficientes variaveis, denominada equagdo diferencial de Bessel de ordem 7&,?), e suas solugdes,

'}YL?’ ('y},” r) e YYE.?’ (y}f) r), sdo as fungdes de Bessel de ordem y'” de primeiro e segundo tipo,

respectivamente, que sdo obtidas fazendo uso de séries de poténcias (Arpaci, 1966).

A solugdo ¢
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¥p" (1) =BJ o (1’ D) +DY o vy 1).

Na Equagio (D.12a),

(N ..I\+ﬂr?’

2 ok O
:0: )= —lk
1) g( )L'r(k+y‘°’+1)

(COS'YL?)TI)J(O}(YU) r)-J ril:(Y(r} r)

(r)
Y.rl’lll(?p r)= (0) »
'" seny,'m

{l’) )"R—T‘E]?]

(tp
lli} o ]
(Y r)= gﬂ( )k’l(k Yff:) 1)

A fungdo presente no denominador das Equagdes (D.13) e (D.15), é conhecida como

fungcdo Gamma, e ¢ definida como
['((n+1)=nl(n)=nl!, Iihy=01=1
para inteiros, e na forma
FGHrGS =) =n/sennyy) .,

para numeros fracionarios.

Se v nio é um inteiro, Jr“"w r)eJ EE],(}’“)r) sdo solugdes independentes da

(0)

Equagado (D.7), mas se y,,’ € um inteiro, n, entdo

Jo(ry) D) =(=D)"V, (1 r).
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Para obter uma segunda solugdo da Equagdo (D.7) a qual ¢ valida para todos os

)

m ?

valores dey,’, a Equagdo (D.14) é entdo definida como

lim Vo (s 0,60 D)

(]
.?(}

onde

(r . p (r)
nY, (7(” =2 lan r+n J"(y:,” r)—z(“ k ')(Y
2 g K LR

(r) 2)2|~.+n

+Z( I)“'[cp(k)+cp(k+n)]ﬁ,

no qual

o(k) = Z— e(0)=0 e n=0,5772...

m= 1

As condigdes de contorno (D.8) e (D.9) quando aplicadas na equagdo (D.12)
obtém-se, (Ozisik, 1980):

YO (r) =BOJ 0 (¥ 1)

pm* y(§

B 1 (r)

pm = scom y,’ =

J [t () D1
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Apéndice E

Funcdes de classe Ck

Os conceitos aqui apresentados podem ser obtidos em (Lima, 1970 e 1976;
Aparecido, 1994).

Seja XcR" e x=(X[,X5,.,X, )€ X.

Defini¢do 1: Uma aplicagdo f:X—> R diz-se continua no ponto a € X quando ¢
possivel tornar f(x), arbitrariamente proximo de f(a) desde que se tome x suficientemente
proximo de a.

Defini¢do 2: Diz-se que f:X—> R ¢é uma aplicagdo de classe C* ou k vezes

continuamente diferenciavel, e escreve-se f(x) e C*, quando todas as derivadas parciais

o' (x)
axl(m)axz{m L _axn(Q) 2

m=0,1,---,0; p=0,1,---,0; q=0,1,---,0; m+p+q=a<k

existem e sdo continuas em X. Entdo, C° indicaré o conjunto das aplicagdes continuas.
Defini¢do 3: A classe das aplicagdes infinitamente diferenciaveis, C*, ¢ a intersegao
de todas as classes C*: istoé C*=C°NC'nC*n.... Assim f(x)eC”se, e somente se,

possuir derivadas de todas as ordens em cada ponto de X.

E claro que

C?c.cCtecClc.cCcl.
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Tabela A-1: Distribui¢do de temperatura adimensional no paralelepipedo
K(T)=0,932-0,110T + 0,370T? -:- Fo=0,02

Material: Paladio -:- Largura de banda: 21

TEMPERATURA

Posi¢do

Numero de Termos

¥

Z

125

343

0,1

0,1
0,3
0,5
0,7
0,9

1,0054240
1,0049630
0,9863572
0,8179834
0,3302775

1,0087540
1,0095060
0,9900100
0,8209227
0,3313794

0,3
0,5
0,7
0,9

1,0075160
0,9890702
0,8219995
0,3328898

1,0066580
0,9871831
0,8194392
0,3315113

0,5
0,7
0,9

0,9678116
0,8059940
0,3278384

0,9629649
0,8007045
0,3251764

0,7
0,9

0,6697489
0,2733619

0,6749355
0,2752437

0,9

0,1125808

0,1162028

0,3
0,5
0,7
0,9

1,0068490
0,9884920
0,8219118
0,3330892

1,0063670
0,9869825
0,8196314
0,3317951

0,5
0,7
0,9

0,9673314
0,8059615
0,3280680

0,9628774
0,8009659
0,3255101

0,7
0,9

0,6700574
0,2736496

0,6753937
0,2756099

0,9

0,1128005

0,1163745

0,5
0,7
0,9

0,9514530
0,7929031
0,3227394

0,9469050
0,7878630
0,3201668

0,7
0,9

0,6593927
0,2693999

0,6647755
0,2713114

0,9

0,1110555

0,1146927

0,7
0,9

0,5648317
0,2300003

0,5695311
0,2317388

0,9

0,0948304

0,0980706

0,9

0,0402483

0,0418239

6 7
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Tabela A-2: Distribuigdo de temperatura adimensional no paralelepipedo

K(T)=10,932-0,110T +0,370T* -:- Fo=0,18
Material: Paladio -:- Largura de banda: 21

TEMPERATURA

Posi¢do

Numero de Termos

y

125

343

0,1

0,5303405
0,4777696
0,3786642
0,2433765
0,0842133

0,5310303
0,4784488
0,3792470
0,2437628
0,0843942

0,4308557
0,3421153
0,2202144
0,0762423

0,4319699
0,3430482
0,2208193
0,0764919

0,2725546
0,1758778
0,0609322

0,2734007
0,1764105
0,0611759

0,1138300
0,0394812

0,1140062
0,0395740

0,0136828

0,0136957

0,3913840
0,3107352
0,2000153
0,0692303

0,3924474
0,3116168
0,2005749
0,0694885

0,2475575
0,1597118
0,0553543

0,2483476
0,1602329
0,0555549

0,1033950
0,0358291

0,1035455
0,0359397

0,0124522

0,0124491

0,1985850
0,1281497
0,0443679

0,1992723
0,1285596
0,0445802

0,0828970
0,0287818

0,0830719
0,0288345

0,0099390

0,0099753

0,0538386
0,0186199

0,0539128
0,0187121

0,0065097

0,0064757

0,0021989

0,0022533

6
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Tabela A-3: Distribuigdo de temperatura adimensional no paralelepipedo
K(T)=0,932-0,110T + 0,370T* -:- Fo=0,5

Material: Palddio -:- Largura de banda: 21

TEMPERATURA

Posi¢do

Numero de Termos

y

Z

125

343

0,1

0,1
0,3
0,5
0,7
0,9

0,0601171
0,0542556
0,0430923
0,0276975
0,0095545

0,0601766
0,0543141
0,0431338
0,0277249
0,0095675

0,3
0,5
0,7
0,9

0,0489630
0,0388861
0,0249915
0,0086200

0,0490118
0,0389357
0,0250208
0,0086240

0,5
0,7
0.9

0,0308814
0,0198437
0,0068433

0,0309136
0,0198657
0,0068562

0,7
0,9

0,0127501
0,0043961

0,0127617
0,0044017

0,9

0,0015156

0,0015110

0,3
0,5
0,7
0,9

0,0441711
0,0350805
0,0225456
0,0077765

0,0442371
0,0351095
0,0225688
0,0077996

0,5
0,7
0,9

0,0278590
0,0179018
0,0061734

0,0278995
0,0179239
0,0061712

0,7

0,0115022
0,0039661

0,0115133
0,0039679

0,9

0,0013671

0,0013807

0,5
0,7
0,9

0,0221101
0,0142073
0,0048997

0,0221300
0,0142225
0,0049127

0,7
0,9

0,0091288
0,0031473

0,0091368
0,0031523

0,9

0,0010853

0,0010771

0,7
0,9

0,0058609
0,0020212

0,0058665
0,0020233

0,9

0,0006964

0,0006953

0,9

0,0002404

0,0002514

6
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Tabela A-4: Distribuigdo de temperatura adimensional no setor de cilindro circular

Material: A¢o inoxidavel Aisi 304 -:- Largura de banda: 11
K(T) =0,756 + 0,489T -:- Fo=10,02

TEMPERATURA

5

Posig¢do

Numero de
Termos

Y

125

0,1570796

0,3400013
0,3399773
0,3335949
0,2831478
0,1199489

0,3141593

0,3279757
0,3218013
0,2731433
0,1157139

0,5497787

0,2898039
0,2459968
0,1042210

0,7068583

0,2202272
0,0933090

0,9424778

0,0725682

0,3141593

0,8446629
0,8297120
0,7089689
0,3027194

0,5497787

0,7746722
0,6620381
0,2826703

0,7068583

0,6114221
0,2610830

0,9424778

0,2136142

0,5497787

0,9634232
0,8268509
0,3550241

0,7068583

0,7978014
0,3425160

0,9424778

0,3032667

0,7068583

0,6924639
0,2964295

0,9424778

0,2791035

0,9424778

0,1017824

6

AVA
AVAYEY

7 unespwl 12 13 14 15 16 17 1B




Tabela A-5: Distribui¢do de temperatura adimensional no setor de cilindro circular

Material: A¢o inoxidavel Aisi 304 -:- Largura de banda: 11
K(T)=0,756 + 0,489T -:- Fo=0,08

TEMPERATURA

Posic¢do Numero de Termos
y Z 125
0,1 0,1645896
0,3 0,1559304
0,1570796 | 0,5 0,1337663
0,7 0,0926790
0,9 0,0334458
0,3 0,1501758
0,3141593 | 0,5 0,1288286
0,7 0,0892572
0,9 0,0322108
0,5 0,1155500
0,5497787 | 0,7 0,0800557
0,9 0,0288898
0,7068583 | 0,7 0,0714218
0,9 0,0257738
0,9424778 | 0,9 0,0199339
0,3 0,4051710
0,3141593 | 0,5 0,3478995
0,7 0,2412664
0,9 0,0871293
0,5 0,3132579
0,5497787 | 0,7 0,2172108
0,9 0,0784228
0,7068583 | 0,7 0,1943926
0,9 0,0701721
0,9424778 | 0,9 0,0545371
0,5497787 | 0,5 0,3788815
0,7 0,2627605
0,9 0,0948851
0,7068583 | 0,7 0,2365664
0,9 0,0854050
0,9424778 | 0,9 0,0669519
0,7068583 | 0,7 0,1745286
0,9 0,0629388
0,9424778 | 0,9 0,0498630
0,9424778 | 0,9 0,0167113
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Tabela A-6: Distribui¢do de temperatura adimensional no setor de cilindro circular

Material: Aco inoxidavel Aisi 304 -:- Largura de banda: 11

K(T)=0,756 + 0,489T -:- Fo=10,25

TEMPERATURA

5

Posi¢ado

Numero de Termos

y

125

0,1570796

0,0166425
0,0150680
0,0120280
0,0077674
0,0026861

0,3141593

0,0145089
0,0115818
0,0074792
0,0025864

0,5497787

0,0103829
0,0067050
0,0023187

0,7068583

0,0059795
0,0020678

0,9424778

0,9000000

0,3141593

0,0375395
0,0299647
0,0193523
0,0066906

0,5497787

0,0268560
0,0173426
0,0059977

0,7068583

0,0154613
0,0053484

0,9424778

0,0041306

0,5497787

0,0320715
0,0207113
0,0071619

0,7068583

0,0184585
0,0063822

0,9424778

0,0049290

0,7068583

0,0130783
0,0045240

0,9424778

0,0037543

0,9424778

0,0013195

6
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Segue abaixo, as subrotinas fnc e fncj necessarias no computo do jacobiano da matriz

do sistema ndo-linear, desenvolvidas no contexto do programa que simula difusdo tridimensional

ndo linear transiente.

!Modulo para célculo das subrotinas FCN e FCNJ chamadas pelo IMSL
'Data: 27/11/2002

!Local: Ilha Solteira

IProgramador: Odacir Almeida Neves

module CalculaJacobiano
implicit none

contains

PORRRRRrrRr e ennrnernnernnrennnen

subroutine fen(n_total t,y,grad_y)

Isubrotina para calculo do gradiente da fungio dependente
'Data: 27/11/2002

'Local: Ilha Solteira

IProgramador: Odacir Almeida Neves

use data_type

use constants

use DadosBasicos, only : nx, ny, nz, b, ¢, Lx, Ly, Lz

use DadosABijmnpq, only : Aijmnpq, Bijmnpq

use AutValsMod, only : AutValsMod_x, AutValsMod_y, AutValsMod_z
implicit none

integer(long), intent(in) :: n_total

integer(long) :: iconta, jconta, i, j, m, n, p, q
integer(long) :: al, bl, cl, dl, el, fl, rstSoma, defSoma

real(double), intent(in) :: t

real(double) :: aux_t, aux, aux_root, soma_b, soma_c
real(double), save :: norma_antiga, norma_nova, norma_diferenca

real(double) :: Apqt, Bmns, Cijr
real(double) :: Lpqt, Gmns, Hijr

real(double) :: Dcfpq, Ebemn, Fadij
real(double) :: Mcfpq, Ibemn, Jadij

real(double) :: AutVal_ij_mais, AutVal_ij_menos
real(double) :: AutVal_mn_mais, AutVal_mn_menos
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real(double) ::
real(double) ::
real(double) ::
real(double) ::

real(double) ::
real(double) ::

real(double) ::
real(double) ::

real(double) ::
real(double) ::

real(double) ::

AutVal_pq_mais, AutVal_pq_menos

AutVal_ij_vezes
AutVal_mn_vezes
AutVal_pq_vezes

AutVal_ij_mais_a_mais, AutVal_ij_mais_a_menos
AutVal_ij_menos_a_mais, AutVal_ij_menos_a_menos

AutVal mn_mais_b_mais, AutVal_mn_mais_b_menos
AutVal_mn_menos_b_mais, AutVal_mn_menos_b_menos

AutVal_pq_mais_c_mais, AutVal_pq_mais_c_menos
AutVal pq menos_c_mais, AutVal_pq_menos_c_menos

y2_rst_def Soma

real(double), dimension(iEight) :: d, e, f, ii, jj, mm

real(double), dimension(nx*ny*nz), intent(in) :: y
real(double), dimension(nx*ny*nz), intent(out) :: grad_y

aux_t=t

aux = rEight/(Lx*Ly*Lz)
aux_root = dsqrt(aux)

IRRRARRRNARRRRAAY)

norma_antiga = norma_nova

Aijmnpq = rZero

ICONTA=0

do_i : DO I=iOne,nx
do_m : DO M=iOne,ny

do p:dop=iOne, nz

ICONTA=ICONTA + iOne
JCONTA = iZero
do_j : DO J=iOne,nx
AutVal_ij_mais = AutValsMod_x(i) + AutValsMod_x(j)
AutVal ij_menos = AutValsMod_x(i) - AutValsMod_x(j)
AutVal_ij_vezes = AutValsMod_x(i) * AutValsMod_x(j)
do_n : DO N=iOne,ny

AutVal_mn_mais = AutValsMod_y(m) + AutValsMod_y(n)

AutVal_mn_menos = AutValsMod_y(m) - AutValsMod_y(n)

AutVal_mn_vezes = AutValsMod_y(m) * AutValsMod_y(n)

do_q:doq=iOne, nz
JCONTA = JCONTA + iOne

AutVal pq_mais = AutValsMod_z(p) + AutValsMod_z(q)
AutVal _pq_menos = AutValsMod_z(p) - AutValsMod_z(q)
AutVal pq_vezes = AutValsMod_z(p) * AutValsMod_z(q)

soma_b = Rzero
soma_c =rZero

rstSoma = iZero

do a:doal =iOne, nx
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if CHijr : if(b /= rZero) then

AutVal_ij_mais_a_mais = rOne/(AutValsMod_x(al) + AutVal_ij_mais)
AutVal_ij_mais_a_menos = rOne/(AutValsMod_x(al) - AutVal_ij_mais)
AutVal_ij_menos_a_mais = rOne/(AutValsMod_x(al) + AutVal_ij menos)
AutVal_ij_menos_a_menos = rOne/(AutValsMod_x(al) - AutVal_ij_menos)

Cijr = (AutVal_ij_mais_a_mais + &
AutVal_ij_mais_a_menos - &
AutVal_ij menos_a mais - &
AutVal_ij_menos_a_menos)/rFour

if(((i + j + al)/iTwo)*iTwo /= (i + j + al)) Cijr = -Cijr
Hijr = (-AutVal_ij_mais_a_mais - &

AutVal_ij_mais_a_menos - &

AutVal ij menos a mais - &

AutVal_ij_menos_a_menos)/rFour

if(((i +j +al)/iTwo)*iTwo /= (i + j + al)) Hijr = -Hijr
end if if CHijr

do_b:dobl =iOne, ny

if BGmns : if(b /= rZero) then
AutVal_mn_mais_b_mais = rOne/(AutValsMod_y(bl) + AutVal_mn_mais)
AutVal_mn_mais_b_menos = rOne/(AutValsMod_y(b1) - AutVal_mn_mais)

AutVal_mn_menos_b_mais = rOne/(AutValsMod_y(b1) + AutVal_mn_menos)
AutVal_mn_menos_b_menos = rOne/(AutValsMod_y(bl) - AutVal_mn_menos)

Bmns = (-AutVal_mn_mais_b_mais - &
AutVal_mn_mais_b_menos - &
AutVal_mn_menos_b_mais - &
AutVal_mn_menos_b_menos)/rFour

if(((m + n+bl)iTwo)*iTwo /= (m +n+ bl)) Bmns = -Bmns
Gmns = (AutVal_mn_mais_b_mais + &

AutVal_mn_mais_b_menos - &

AutVal_mn_menos_b_mais - &

AutVal_mn_menos_b_menos)/rFour

if(((m+n+bl)iTwo)*iTwo /=(m +n+ bl)) Gmns = -Gmns

end if if BGmns

do_c:docl =iOne, nz
rstSoma = rstSoma + iOne

if ALpqt: if(b /= rZero) then

AutVal_pq_mais_c_mais = rOne/(AutValsMod_z(cl) + AutVal_pq_mais)
AutVal_pq_mais_c_menos = rOne/(AutValsMod_z(cl) - AutVal_pq_mais)
AutVal_pq menos_c_mais = rOne/(AutValsMod_z(cl) + AutVal_pq_menos)
AutVal_pq menos_c_menos = rOne/(AutValsMod_z(c1) - AutVal_pq_menos)
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Apqt = (AutVal_pq_mais_c_mais + &
AutVal_pq_mais_c_menos - &
AutVal _pq menos_c_mais - &
AutVal_pq_menos_c_menos)/rFour

if((p + q + c1)/iTwo)*iTwo /= (p + q + cl)) Apqt = -Apqt

Lpqt = (-AutVal_pq_mais_c_mais - &
AutVal_pq_mais_c_menos - &
AutVal pq_menos_c_mais - &
AutVal_pq_menos_c_menos)/rFour

if(((p + q + c1)/iTwo)*iTwo /= (p + q + cl)) Lpqt = -Lpqt

soma_b =soma_b+ &
(AutVal_mn_vezes*Apqt*Bmns*Cijr + &
AutVal_ij_vezes*Apqt*Gmns*Hijr + &
AutVal_pq_vezes*Lpqt*Gmns*Cijr) * y(rstSoma)

end if if ALpqt

if Fladij : if(c /= rZero) then
defSoma = iZero
do_d:dodl =iOne, nx

f(iOne) = rZero

if((al +dI -i-j)==iZero) then
f(iTwo) = Lx

else
f(iTwo) = rZero

end if

if((al +dl +i-j-iOne) == iZero) then
f(iThree) = Lx

else
f(iThree) = rZero

end if

if((al +dl - i+j - iOne) == iZero) then
f(iFour) = Lx

else
f(iFour) = rZero

end if

if((al - d1 + i +j - iOne) == iZero) then
f(iFive) = Lx

else
f(iFive) = rZero

end if

if((al - dl - i -j + iOne) == iZero) then
f(iSix) = Lx

else
f(iSix) = rZero

end if

if((al - d1 + i - j) == iZero) then
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f(iSeven) = Lx
else

f(iSeven) = rZero
end if

if((al - d1 - i +j) == iZero) then
f(iEight) = Lx

else
f(iEight) = rZero

end if

Fadij = sum(f{(:))/rEight

if((al +dl +i-]j - iOne) == iZero) then
jj(i0One) = Lx

else
jj(iOne) = rZero

end if

if((al +dlI -i+j-iOne) == iZero) then
Ji(iTwo) = Lx

else
Ji(iTwo) = rZero

end if

jj(iThree) = rZero

if((al +d1 -1i-j)==iZero) then
jj(iFour) = Lx

else
jj(iFour) = rZero

end if

if((al -d1 +i-j)==iZero) then
jj(iFive) = Lx

else
ji(iFive) = rZero

end if

if((al -dl - i+ j)==iZero) then
Ji(iSix) = Lx

else
ji(iSix) = rZero

end if

if((al - dl + i+ j - iOne) == iZero) then
jj(iSeven) = Lx

else
jj(iSeven) = rZero
end if

if((al -dl - i-j + iOne) == iZero) then
jj(iEight) = Lx

else
ji(iEight) = rZero

end if

Jadij = (jj(iOne) + jj(iTwo) + jj(iFive) + jj(iSix) - &
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ij(iThree) - ji(iFour) - jj(iSeven) - ji(iEight))/rEight

if((bl +el + m - n - iOne) == iZero) then
e(iOne) = Ly

else
¢(iOne) = rZero

end if

if((b] +el - m + n - iOne) == iZero) then
e(iTwo) =Ly

else
e(iTwo) =rZero

end if

e(iThree) =rZero

if((bl +el -m - n) ==iZero) then
e(iFour) = Ly

else
e(iFour) = rZero

end if

if((bl - el + m - n) == iZero) then
e(iFive) = Ly

else
e(iFive) =rZero

end if

if((bl - el - m + n) == iZero) then
e(iSix) =Ly

else
e(iSix) = rZero

end if

if((bl - el + m + n - iOne) == iZero) then
e(iSeven) = Ly

else
e(iSeven) = rZero

end if

if((bl - el - m - n + iOne) == iZero) then
e(iEight) = Ly

else
e(iEight) = rZero

end if

Ebemn = (e(iOne) + e(iTwo) + e(iFive) + e(iSix) - &
e(iThree) - e(iFour) - e(iSeven) - e(iEight))/rEight
ii(iOne) = rZero
if((bl + el - m - n) == iZero) then
ii(iTwo) = Ly

else
ii(iTwo) = rZero
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end if

if((bl +el + m -n - iOne) == iZero) then
ii(iThree) = Ly

else
ii(iThree) = rZero

end if

if((bl + el - m + n - iOne) == iZero) then
ii(iFour) = Ly

else
ii(iFour) = rZero

end if

if((bl - el + m + n - iOne) == iZero) then
ii(iFive) = Ly

else
ii(iFive) = rZero

end if

if((bl - el - m - n + iOne) == iZero) then
ii(iSix) = Ly

else
ii(iSix) = rZero

end if

if(bl - el + m - n) == iZero) then
ii(iSeven) = Ly

else
ii(iSeven) = rZero

end if

if((bl - el - m + n) == iZero) then
ii(iEight) = Ly

else
ii(iEight) = rZero

end if

Ibemn = sum(ii(:))/rEight

do_f:do fl =iOne, nz

defSoma = defSoma + iOne
d(iOne) = rZero

if((cl + f1 - p - q) == iZero) then
d(iTwo) = Lz

else
d(iTwo) = rZero
end if

if((cl +fl + p - q - iOne) == iZero) then
d(iThree) = Lz

else
d(iThree) = rZero

end if

if((cl + fl - p + q - iOne) == iZero) then

AVA
AVAYEY

cm 1 2 3 4 5 6 7 unespwl ¥2: 13 24 15 Te A7 18



d(iFour) =Lz
else

d(iFour) = rZero
end if

if((cl - fl + p + q - iOne) == iZero) then
d(iFive) = Lz

else
d(iFive) = rZero

end if

if((cl - fl - p - q +iOne) == iZero) then
d(iSix) = Lz

else
d(iSix) = rZero

end if

if((cl - f1 + p - q) == iZero) then
d(iSeven) = Lz

else
d(iSeven) = rZero

end if

if((cl - f1 - p + q) == iZero) then
d(iEight) = Lz

else
d(iEight) = rZero

end if

Dcfpq = sum(d(:))/rEight

if((cl + f1 + p - q - iOne) == iZero) then
mm(iOne) = Lz

else
mm(iOne) = rZero

end if

if((cl + fl - p + q - iOne) == iZero) then
mm(iTwo) =Lz

else
mm(iTwo) = rZero

end if

mm(iThree) = rZero

if((cl + f1 - p - q) == iZero) then
mm(iFour) = Lz

else
mm(iFour) = rZero

end if

if((cl - f1 + p - q) == iZero) then
mm(iFive) = Lz

else
mm(iFive) = rZero

end if

if((cl - fl - p + q) == iZero) then
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mm(iSix) = Lz
else

mm(iSix) = rZero
end if

if((cl - f1 + p + q - iOne) == iZero) then
mm(iSeven) = Lz

else
mm(iSeven) = rZero

end if

if((cl - f1 - p - q + iOne) == iZero) then
mm(iEight) = Lz

else
mm(iEight) = rZero

end if

Mcfpq = (mm(iOne) + mm(iTwo) + mm(iFive) + mm(iSix) - &
mm(iThree) - mm(iFour) - mm(iSeven) - mm(iEight))/rEight

y2_rst_def Soma = y(rstSoma)*y(defSoma)

soma_c =soma ¢ + &
(AutVal_mn_vezes*Dcfpq*Ebemn*Fadij + &
AutVal_ij_vezes*Dcfpq*Ibemn*Jadij + &
AutVal_pq vezes*Mcfpg*Ibemn*Fadij) * y2_rst_def Soma

end dodo_f
end dodo e
end do do_d

end if if_Fladij
end dodo ¢
end dodo b

end dodo_a

Aijmnpq(iconta,jconta) = aux*(b*aux_root*soma_b + &
c*aux*soma_c)

end do do_q
end dodo n
end do do_j
end do do_p
end do do_m
end do do_i

P
write(*,*)
write(*,*)
write(*,*)
write(*,*)

do i =iOne, n_total
Aijmnpq(i,i) = Bijmnpq(i) - Aijmnpq(i,i)

if(i.1t.10) then
write(*,*)i, Aijmnpq(i,i), Bijmnpq(i)
end if
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end do
norma_nova = rZero
do i = iOne, n_total

grad_y(i) = sum(Aijmnpq(i,:)*y(:))

norma_nova = norma_nova + sum(Aijmnpq(i,:)*Aijmnpq(i,:))
end do

norma_diferenca = norma_nova - norma_antiga
write(*,*)'Normas...",norma_antiga, norma_nova, norma_diferenca, t

return

end subroutine fcn

RN RN RN NN RN

subroutine fenj(n_total,t,y,jacob)

!subrotina para calculo do jacobiano do sistema de EDOs
IData: 27/11/2002

!Local: Ilha Solteira

IProgramador: Odacir Almeida Neves

use data_type

use constants

use DadosBasicos, only : nx, ny, nz
use DadosABijmnpq, only : Aijmnpq
implicit none

integer(long), intent(in) :: n_total
real(double), intent(in) :: t

real(double) :: aux_t

real(double), dimension(nx*ny*nz), intent(in) :: y
real(double), dimension(nx*ny*nz,nx*ny*nz), intent(out) :: jacob

integer(long) :: i_aux

i_aux = n_total !Just to avoid warnings.

aux_t=t !Just to avoid warnings.
aux_t = jacob(iOne,iOne) !Just to avoid warnings.
aux_t = y(iOne) !Just to avoid warnings.

'jacob = Aijmnpq

write(*,*) 'Ndo deveria estar passando por aqui (sub FCNJ)!!!"
pause

return
end subroutine fenj

end module CalculaJacobiano
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