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Este trabalho trata de uma aplicação da Técnica da Transformada Integral

Generalizada para resolver uma classe de problemas de difusão tridimensional, não linear e

transiente. Os sistemas de coordenadas ortogonais assumidos foram o cartesiano e o cilíndrico e

os domínios analisados foram um paralelepípedo cartesiano e um setor de cilindro.:
Considerou­se condições de contorno de primeiro, segundo e terceiro tipos e efetuou­se uma

análise formal da classe de problemas envolvidos. Como aplicação dessa análise formal,

apresentou­se para os dois sistemas de coordenadas adotados, o problema de condução de calor

tridimensional não­linear e transiente, obtendo resultados para a distribuição de temperatura

através de um programa computacional implementado para simular o fenômeno difusivo no

paralelepípedo e no setor de cilindro circular. Os resultados obtidos foram comparados com
resultados disponíveis na literatura.

Palavras­chave: Difusão, não­linear, transformada integral, tridimensional, transiente.
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Abstract

This work is about applying the Generalized Integral Transform Technique to solve a

class of three­dimensional, non­linear unsteady state diffusion problems. The orthogonal

coordinate systems considered were the cartesian and the cylindrical, and the domains analyzed

were a cartesian parallelepiped and a cylindrical sector. It was considered boundary conditions of

first, second a third kind, and 1t was done a formal analysis of that class of diffusion problems in

order to solve them. As application for that analysis developed, 1t was presented for the two

coordinate systems the three­dimensional non­linear unsteady state heat conduction problem,

obtaining results for temperature distribution through the use of a computational program

implemented to simulate the diffusive phenomenon within a parallelepiped and a circular sector.

The obtained results were compared to those ones available in the open literature.

Keywords: Diffusion, non­linear, integral transform, three­dimensional, unsteady state.
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Capítulo 1

Introdução

Os processos de transferência de calor estão presentes em aplicações industriais e
tecnológicas. Mesmo na natureza, animais e plantas não sobrevivem sem os processos vitais de

transferência de calor que fazem parte de seu metabolismo. Assim, a transferência de calor

tornou­se, desde tempos remotos, um importante campo de pesquisa teórica e aplicada.
Fisicamente, o processo da transferência de calor pode ocorrer em regime

permanente ou transiente. As propriedades físicas do material podem ser homogêneas ou
heterogêneas. Este pode ser ainda isotrópico ou anisotrópico.

Matematicamente, o modelamento existente leva a equações diferenciais ordinárias

de primeira ou segunda ordem ou a equações diferenciais parciais de segunda ordem sobre

domínios bidimensionais ou tridimensionais. Tais equações podem ser lineares ou não lineares.

Uma hipótese muito utilizada na solução de problemas de difusão é considerar as

propriedades físicas da matéria como homogêneas e isotrópicas. Este modelamento físico leva a

um modelo matemático linear. Se as propriedades termodinâmicas variam consideravelmente no

domínio e ao longo do tempo, o modelo físico que admite tais propriedades constantes pode não

ser satisfatório. Em vista disso, torna­se necessário considerar a variação das propriedades

difusivas, em função de propriedades termodinâmicas. Este modelamento físico leva a um

equacionamento matemático não linear.

Em engenharia, muitos dos problemas reais de transferência de calor são

tridimensionais e transientes. Porém, dependendo das características geométricas e temporais do

problema em questão, pode­se considerá­lo unidimensional ou bidimensional e em regime
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permanente. São aproximações feitas com o objetivo de simplificar e diminuir o esforço
matemático e computacional, correndo­se o risco do modelo físico ficar muito distante da

realidade que se deseja investigar.

Pretende­se neste trabalho, estender a Técnica da Transformada Integral
Generalizada ­ TTIG, para resolver problemas de difusão não lineares, tridimensionais e

transientes, em coordenadas cartesianas e cilíndricas, sobre domínios na forma de

paralelepípedos cartesianos, cilindros maciços, cilindros ocos e setores de cilindros. As soluções

formais obtidas na fase de análise matemática das classes de problemas investigados foram
implementadas computacionalmente e resultados numéricos foram, então, obtidos.

Com o objetivo de generalizar a presente análise, considera­se no modelo físico os

efeitos tridimensionais e transientes, o que naturalmente torna o modelo matemático do problema

mais complexo. Acrescentando os efeitos tridimensionais, não lineares e transientes, tem­se um

modelo matemático constituído por equações diferenciais parciais não lineares, em três eixos do

espaço e no eixo do tempo.

1.1 ­ Revisão Bibliográfica

Os problemas de difusão são formulados por equações diferenciais parciais lineares

ou não­lineares. As técnicas analíticas tradicionais não abordam todos problemas. Soluções

aproximadas foram propostas através de métodos numéricos, como exemplo, o Método de
Elementos Finitos e o Método de Diferenças Finitas.

Técnicas de soluções híbridas analitico­numéricas têm sido desenvolvidas e

utilizadas em diversos trabalhos disponíveis na literatura. Nesse contexto destacam­se a Técnica

da Transformada Integral Clássica ­ TTIC e a Técnica da Transformada Integral Generalizada ­
TTIG.

A Técnica da Transformada Integral Clássica (Mikhailov e Ózisik, 1984), recebeu
um forte impulso depois da representação sistemática de sete classes diferentes de problemas
lineares no campo da difusão de calor e massa. A TTIC é uma extensão do método de separação
de variáveis, que trabalha com não­homogeneidades na equação ou nas condições de contorno,
em problemas lineares, não separáveis, em razão da presença dos termos fontes. É aplicada na
solução de problemas de difusão lineares, transientes ou permanentes, homogêneos ou não

homogêneos.
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A idéia básica da TTIC é, após a definição de um problema auxiliar de autovalor

mais apropriado, transformar a equação diferencial parcial original em um sistema de equações

diferenciais ordinárias infinito e desacoplado que pode ser prontamente resolvido.

Na aplicação da Técnica da Transformada Integral Clássica, os passos básicos a

serem seguidos (Cotta, 1993) são:

Encontrar o problema de autovalor associado, muitas vezes, por meio da separação de

variáveis, aplicado ao problema homogêneo;

Desenvolver o par transformada­inversa apropriado;

Aplicar a transformada na equação diferencial parcial, fazendo uso das condições de

contorno;

Resolver o sistema resultante de equações diferenciais ordinárias desacopladas;

Utilizar a fórmula da inversa estabelecida anteriormente para construção do potencial

original.

Porém, esta técnica é limitada, na obtenção de uma solução exata, caso não seja

possível transformar alguns do termos envolvidos em um determinado problema, mesmo quando
esses, são lineares, (Cotta, 1993). Assim, a Técnica da Transformada Integral Clássica é aplicada

somente em problemas lineares, em que todos os termos sejam transformáveis.
Na literatura, encontra­se diversas aplicações em transferência de calor e massa que

são representadas por modelos não lineares dos fenômenos de difusão, (Serfaty, 1997). Em geral,
a formulação matemática resultante não pode ser abordada por técnicas analíticas clássicas,

como a Técnica da Transformada Integral Clássica, principalmente em problemas
multidimensionais e transientes.

Embora extremamente útil nas aplicações apresentadas em Mikhailov e Ózisik,
(1984), a TTIC torna­se inviável na obtenção de uma solução analítica para o problema, quando
neste, aparecem termos não transformáveis.

Com o objetivo de aumentar a flexibilidade desta técnica, foi desenvolvida a Técnica
da Transformada Integral Generalizada, que consiste em transformar a equação diferencial

parcial original em um sistema infinito de equações diferenciais ordinárias acopladas, que é
truncado com uma ordem suficientemente grande e resolvido numericamente. Em seguida, faz­se

uso da fórmula de inversão para obter o potencial original.
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A TTIG é então utilizada para resolver, entre outros, problemas de difusão não

lineares e transientes, presentes nos processos da transferência de calor e massa. Desde o

trabalho pioneiro de Ozisik & Murray (1974), que tratava de coeficientes da condição de

contorno variáveis, diversas idéias têm surgido com o objetivo de estender o procedimento desta

técnica para problemas mais complexos. Assim a Técnica da Transformada Integral

Generalizada abrange problemas das seguintes categorias:

Problemas envolvendo equações com coeficientes variáveis;

Problemas envolvendo condição de contorno com coeficientes da variáveis;

Problemas com contornos móveis;

Problemas em que a complexidade está associada ao problema auxiliar;

Problemas não­lineares.

Para a aplicação da TTIG, os passos básicos são:

Escolher um problema auxiliar associado, evitando­se problemas computacionalmente

complexos;

Obter o par transformada­inversa apropriado;

Aplicar a transformada integral na equação diferencial parcial original, resultando em um
sistema de equações diferenciais ordinárias acoplado;

Resolver o sistema de equações diferenciais ordinárias acopladas, truncando­o com uma

ordem suficientemente grande para então resolvê­lo numericamente;

Utilizar a fórmula da inversa para construir o potencial original.

Cotta e Ózisik (1987), analisaram problemas de difusão com coeficientes

dependentes do tempo, obtendo soluções analíticas. Para isso, fizeram uso da TTIG, a fim de
evitar a dependência do tempo no problema de autovalor correspondente, sendo que foram
analisados três tipos de problemas, cada qual associando o tempo com um determinado
coeficiente. Estabeleceram­se soluções formais tridimensionais para casos gerais e, então,

soluções específicas unidimensionais foram sistematicamente obtidas.
Problemas difusivos bidimensionais em regime permanente e em escoamento

laminar em domínios irregulares foram resolvidos por Aparecido, Cotta e Ózisik (1989). Os
autores utilizaram a TTIG no desenvolvimento analítico das soluções. Como exemplo,
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apresentou­se uma aplicação em escoamento laminar plenamente desenvolvido no interior de

dutos triangulares com ângulo reto. A precisão das soluções numéricas foi examinada,

comparando­as com os resultados apresentados por Shah & London (1978).

A Técnica da Transformada Integral Generalizada foi utilizada por Cotta (1990), a
fim de obter a solução de problemas de difusão não­lineares, nos quais, as não­linearidades

estavam presente no termo fonte. Para ilustrar o caso, considerou­se a aplicação de um problema
transiente de condução de calor por radiação em aletas, sujeito a uma dissipação de calor não

linear. Os fluxos de calor e os perfis de temperatura foram obtidos para diferentes situações e
para várias ordens de truncamento e realizou­se também uma análise da convergência para

valores crescentes da ordem de truncamento e valores diferentes de tempo.
Serfaty e Cotta (1990) consideraram a não­linearidade no termo difusivo, enquanto a

equação e os termos fontes foram mantidos lineares. Naquele trabalho, considerou­se uma
formulação geral do problema multidimensional transiente e assim soluções formais foram

obtidas em termos do potencial transformado. Uma aplicação em condução de calor com

condutividade térmica dependente da temperatura foi proposta e, então, foram apresentados
resultados numéricos ilustrando a convergência para diferentes ordens de truncamento do

sistema de equações diferenciais ordinárias, EDO, infinito associado.

Vários tipos de problemas que podem ser resolvidos pela técnica da transformada

integral generalizada foram apresentados em Cotta (1993): problemas com coeficientes variáveis
na equação e nas condições de contorno, problemas com contornos móveis, problemas em

geometrias irregulares não transformáveis, problemas de autovalores multidimensionais não

separáveis, problemas acoplados, problemas de difusão não­linear, problemas do tipo

convectivo­difusivo, problemas de camada limite e equações de Navier­Stokes, em formato

bidimensional e simplificada.

Mikhailov e Cotta (1994) fizeram uso da técnica da transformada integral

generalizada com o objetivo de transformar problemas de autovalores descritos por equações

diferenciais parciais em problemas de autovalores algébricos, que podem ser resolvidos

utilizando códigos computacionais existentes na literatura. Os autores apresentaram uma

formulação para os operadores que freqiilentemente aparecem em fenômenos de difusão de calor

e massa. Para ilustrar o método, três exemplos foram considerados: problema de autovalores para
escoamento laminar no interior de um canal de placas paralelas; problemas de autovalores para

convecção forçada em dutos com a temperatura variando periodicamente e problemas de

autovalores para escoamento laminar no interior de dutos retangulares. Em ambos exemplos, o
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método mostrou­se preciso e eficiente, podendo ser aplicado em funções mais gerais e problemas
multidimensionais.

Aparecido (1997) utilizou a TTIG na elaboração de um trabalho cujo objetivo era

mostrar como escolher problemas de autovalores auxiliares para resolver problemas térmicos do

tipo convectivo­difusivo. Uma classe de problemas considerados foi matematicamente modelado

por uma equação diferencial parcial linear de segunda ordem, sujeita a condições de contorno

gerais de primeiro, segundo e terceiro tipo e condição inicial. Como exemplo, foi resolvido o

problema convectivo­difusivo de Graetz, usando dois tipos de problemas auxiliares de

autovalores, um com autofunções do tipo trigonométricas e o segundo com autofunções

hipergeométricas degeneradas. Os resultados computacionais obtidos pelo autor concordaram

muito bem com os apresentados na literatura.

A técnica da transformada integral generalizada foi utilizada por Dantas, Orlande e

Cotta (2002), para obter a solução de problemas de secagem bidimensional em coordenadas

cilíndricas. A modelagem física considerada pelos autores foi descrita pela equação linear de

Luikov e então, através da TTIG, as soluções foram obtidas e a convergência das séries de

soluções para tal problema foram examinadas para diferentes números de Biot. A solução para o

caso envolvendo superfície lateral adiabática mostrou­se de acordo com os resultados

unidimensionais previamente obtidos com a mesma técnica.

Problemas puramente difusivos modelados por equações diferenciais elípticas

lineares, definidos em domínios irregulares, ou seja, aqueles em que não se consegue encontrar

. um sistema de coordenadas ortogonais que coincidam com a geometria do problema, foram

resolvidos por Aparecido & Cotta (1987, 1990b), Aparecido, Cotta & Ozisik (1989), Cotta,
Leiroz & Aparecido (1992), e Aparecido, Vieira & Campos Silva (2000, 2001).

Problemas — convectivo­difusivo, — termicamente em desenvolvimento e
hidrodinamicamente desenvolvidos, são modelados matematicamente por equações diferenciais

parciais de segunda ordem, do tipo parabólico bidimensional ou tridimensional. Esses tipos de
problemas foram resolvidos utilizando a TTIG por Aparecido (1997); Aparecido & Cotta (1990a,
1990c, 1992); Aparecido & Ozisik (1996, 1998); Dias Júnior & Aparecido (1999); Lindquist e
Aparecido (1999, 2001) e Maia, Aparecido & Milanez (2000). Parte desses problemas foram
definidos sobre domínios irregulares e outra parte sobre domínios regulares. No trabalho de
Maia, Aparecido & Milanez (2000) o domínio elíptico original foi transformado em um domínio
regular, mediante uma transformação de coordenadas. No novo sistema de coordenadas o
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domínio tornou­se regular, mas o equacionamento ficou com coeficientes variáveis não

separáveis.

Alguns dos trabalhos mencionados no parágrafo anterior a respeito do escoamento

laminar em dutos retos de seção transversal regular ou irregular, bem como a transferência de

calor nesse tipo de tubo sob condições de contorno de primeiro, segundo e terceiro tipos, foram

apresentados por Aparecido (2001).

O problema de desenvolvimento simultâneo da velocidade e temperatura

(termicamente e hidrodinamicamente em desenvolvimento) também foi resolvido por

Campos Silva, Aparecido & Cotta (1992), utilizando a TTIG.

A TTIG também foi utilizada com sucesso na solução de problemas inversos de

convecção, termicamente em desenvolvimento, em dutos retos com seção transversal em forma ­­.

de setor circular por Aparecido & Ozisik, (1998, 1999a,b; 2001) e na solução de problemas
não­lineares unidimensionais de difusão térmica em sólidos, com mudança de fase na fronteira,

por Diniz & Aparecido (1990), Diniz et al. (1990), Diniz et al. (1992) e Diniz et al. (1993).
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Capítulo 2

Difusão não­linear transiente

em geometria cartesiana

A formulação matemática do problema de difusão tridimensional não linear

transiente no sistema de coordenadas cartesianas, utilizando a TTIG é desenvolvida a seguir.

2.1­ Formulação Matemática

Considere um problema de difusão tridimensional, não­linear, transiente, definido no

interior de um paralelepípedo cartesiano, incluindo efeitos não­lineares no termo difusivo de

acordo com a formulação matemática geral abaixo

w(9 2 TG, t)+LT(x,t)=P(x,t) (2.1)

onde x=(x,y,2)ER?,t>O, definido no domínio x, <Xx<X,, yo SYy<Y, zo ÉSZÉ$z,, com
condições inicial e de contorno, respectivamente, dadas por,

T(x,0) =f(x), xeERN e feCº

B,T(x,t) =0,x=(x=Xx,,y=Y,,z2=z2,) EN, t>O0

B T(x,t)=O0,x=(x=Xx,y=YX,z2=z2)JENR,t>O0
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nas quais os operadores L ,B, e B, são definidos como seguem,

L=­Ve[K(x, IVO ]+dCO); (2.3a)

B, = 0949) + Bo(xo) ; (2.36)
Xx=X,0

Bem) (2.30)

onde d(x) = dO (x) + dP (7) +d(2)+d'(X), wi) = wWICOWPG)WI(Z)Ww(x),W(x)>O,
P(x,t) são funções quadrado integráveis conhecidas e d(x), w(x) e P(x,t) e Cº.

As contribuições d (x)=d(x,y,2) e w (]N=w(x,y,2) são o termo fonte da

equação e o coeficiente do termo transiente, respectivamente, não transformáveis pela TTIC.

E assumido que o coeficiente não­linear K(x,T) é composto por um termo

dependente das coordenadas espaciais e outro dependente do potencial como apresentado abaixo

K(x,T)=K,(x)+ Kr(x,T), (2.4)

sendo K(x,T) > 0, K,(x) = Kº COOK (yKO (2) com Kº (x), KV (y, KO (2)>0.

Assim, substituindo a equação (2.4) na equação (2.3a), tem­se que,

L = Ve [K,) +K,(& DIVO)+d69 =—­Ve [K6)YO]­Ve[Kr DVYO]+de) (2.5)

Definindo­se,

Lg =­Ve [K,G)VI]+ dO CI +dO (7) +dO(2)+d'() e Li =­Ve[Kr(x,D)VO)),

a equação (2.5) pode ser reescrita como L=L, +Lr..

O operador gradiente, em coordenadas cartesianas, é definido como segue

vo=120,1720,7220.
dx “dy  d&
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2.2 — Problema Auxiliar de Autovalor

Como mencionado anteriormente, a aplicação da TTIG requer a definição de um

problema auxiliar de autovalor para transformação das equações governantes.

Os problemas auxiliares de autovalores associados às direções x,y ez são expressos

respectivamente por:

LOPO (x) + [9WI) dO COESO (x)=0, i=1,2,3,...,00; (2.6a)

LOPOOQ)+) w 9) ­dM GE ÇI=0, m=1,2,3,...,0; (2.6b)

LOPO (9) +45) w (2) ­dOONÇ(2)=0, p=12,3,...,0, (2.60)

no qual, Fen são as autofunções e os autovalores para cada direção, respectivamente, e os

operadores LO, LM e LM são dados por

O || :—­| para xy<X<X];

emo O para yg <Y<Y,
=>Elxºe)| para z1Q <z<Z,.
As respectivas condições de contorno são descritas por,

voa(xo)PO(x9) + BO (JO)o
(x)

a (x EO x) + BO (xQEo)
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d (y)aGEO39) + BO (4)so

O)afGEQI) + BM gn

Tv?al (29) (29) +BP (z2) O2 O

(2)dPO (2)af (z,)PÍ (2) + BP (21) SS

nas quais os o, e Br, k=0;1l pertencem ao conjunto dos números reais e locy| + Br | *0.

2.3 ­— Transformação da Formulação do Problema

Nesta seção é apresentada a transformação do problema difusivo tridimensional

não­linear e transiente nos três eixos espaciais, através da Técnica da Transformada Integral

Generalizada, obtendo­se ao término de tal transformação, um sistema de equações diferenciais

ordinárias não­linear acoplado e infinito.

2.3.1 — Par Transformada­Inversa

Uma representação para a distribuição T(x,t) em termos das autofunções q (x)
pode ser postulada, (Ozisik & Mikhailov, 1984) como segue

T(x,1) = 3 B,(,2,07 (x)
i=]
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Multiplicando a equação (2.8) por [w] CIFM CJ] e integrando­a sobre o domínio
[X9,X]], tem­se

k woXP (x)T(x,t) dx = >Yy B;(Y,2Z,t) f wo KIFM (XX) PO Co dx. (2.9)
i=l “o

Utilizando a propriedade de ortonormalidade das autofunções (ver Apêndice B),

O iu:=
(2.10)Fw COPO COP (x) dx = 8, = |L, i=j

a equação (2.9) pode ser reescrita como

f WI XP XOTE!) dx = > BO, 2,16; =B;,2t).
o i=l

Seja T(y,2,0) = f. wo (x) (x)T(x, t) dx, então

TM(y,2,0)=X"8;B(Y,2,0) =Bj(Y,2,0) STO (y,2,0) =B;(,2,t).
i=]

Logo, pode­se definir um par transformada­inversa para o eixo x como segue,

Ty,z,t) = [ºwe) (XX) GITEKY, z,t0) dx (transformada) (2.12a)
xo

T(x,y,2,t) = Y>»TM (XY,Z, [3X sf (x) (inversa) (2.12b)
jel

Para obter um par transformada­inversa referente ao eixo y, considera­se também

uma representação para a distribuição transformada TT (9,2, t) em termos das autofunções

FO OQ),

TM G,2,0=X Bi (2 0LO O)
m=!
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e segue analogamente ao processo apresentado para o eixo x. Com isso, um par transformada­

inversa para o eixo y pode ser expresso por

TN(z,t)= ff. wIPINGO (y,2,0 dy (transformada) (2.14a)
o

TO ,2,0=>TO(z,0TP(y) (inversa) (2.14b)
n=1l

Portanto, semelhante ao eixo x e y, um par transformada­inversa par o eixo z é

também obtido, a partir de uma representação para a distribuição transformada TI (2,t) em

termos das autofunções v” (z)

TN(Z,t)= > Bimp (EP (E),
p=!

e no final deste processo, tem­se o par transformada­inversa para o eixo z,

TON) (9) = [ w 2 (2) TV (2)TP (z,t) dz (transformada) (2.16a)
zoimp

Tn (ZU0=>FPEOTR(t (inversa) (2.16b)
q=1

Agora, é possível realizar a transformação do problema tridimensional desejado.

2.3.2 ­ Transformação do Problema para o Eixo x

Com o objetivo de resolver o problema de difusão tridimensional proposto,

multiplica­se a equação (2.1) por Fº(x) e a equação (2.6a) por KM Q)KP (TX),
resultando em
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vw 0 T(X,t) + POCILT(X,t)= PO OPS), 2.17)

KM ()K?(TX 0(LOTM (x) +[9)w") dO GEOCI 320. (218)

Somando as equações (2.17) e (2.18) e integrando­as em relação à direção x, sobre o

intervalo [x], X]] tem­se

ww (2) TZ fowroOw9(x) EMO (x)T(x, Ddx + SORO COLTTOdx —
­ KMKO(2)[* dO CIT TX, dx + KO KO EU [WIFI CITA, Nx =
= fº PM X)P(X, HNdx­ KO KO (z) f. TX, OLEO xodx — fº POIOLTAG, tdx. (2.19)

A resolução das integrais envolvidas na equação (2.19) é mostrada no Apêndice A.

Substituindo os resultados dessas integrais na equação (2.19), obtêm­se a equação (2.20), a

seguir

w PP Q)w(2)X A; (Y, 2) TM 0,2, t+ KO Q)KO (27 TO (9,2, +
J=l

+ kiO052,TONI, 2, d+ DB05 NC, a.0+|­KMOKPO oat)==!

=KO(2)X F; a E OZ 0a ds xP OS Fi — |xºo(2) —TO 2, 0)­po Oy ja

Zz x
— O anal x o) — xYE DT ,2, t)­dP(y)a [62 Ny,2,t) + Sa ROTA 029 |:

J=! j=l

+[Ri 5212)ISCAS D+ Pre tv. (2.20)
ja!

na qual

Az(y,2) = (“w" Cow COPM COLT (4) dx;

EV

es
1 2 3 4 5 6 7 unesp”, 13 14 15 16 17 18



dPOX) dE (x)e dx;
dx

Cj = (“dOCGIFOCIP KO dx;
o

D, = [0 (OP (dx ;HA
o

À j ,

Ej(y,2) = ("d"COFMOCIP Cdx ;
o

F; = KO GOO CIT EI dx ;

­
dPO GV"k;(y,2,TO)= WO CORA DI O ;

x

xo

R;(y,2,TO)= [K16, DF GOFM Cdx )

nas quais, TO é o termo dependente da temperatura transformado em relação ao eixo x.

2.3.3 ­ Transformação do Problema para o Eixo y

Uma vez obtido o par transformada­inversa para o elxo y, é possível transformar o

problema difusivo sobre o domínio [y,,yY]]. Para isso, a equação (2.20) foi multiplicada por

PM(y) e a equação (2.6b) por F;Kº (2)T (y,z,t) como apresentado a seguir

z

S O (x z x (xw" (YA;wiNy, 2H +KO KO (ant POGOTO 9,20+
jFl

+> Bi(,2,TOPOTO ,2,0+[1­ KPKO(a) CEPTO Q,2,0 +
ja! j=!
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+2(Y,2, TOPO OITO 3,2, = 25KOTõxr OZETO (3,2o):
J= j=

+ EKO QE O) 2x0TM 0,2 v)­DE, 2)EO TO (9,2,0)­
j=! j=l

S z F(x fo) e (x O = x­ > dO (D;jdO FOTO2,DENT Ra TD ST 29:
jel j=l

+ TO L|Ri04212)TZ,D+ FOR O, tv) (2.21)
|

F;K (2)T,º 3,2, OL EM Oy) + [RW 9) ­ dO GOD=0 (2.22)

Somando as equações (2.21) e (2.22) e integrando­as em relação à direção y , sobre o

intervalo [y,,yY]] tem­se

2, 0€ =x ; ' =vw (9) =>" [Aja GEN TO 6,2,0dy+KOUV ("KOGUT 6,2,00y+
j=l o f

+ > f. B; (Y, Z£, TO NA 9)TM (y, Z, t)dy + 2 ff k; (y, Z, TO NASA NT (Y, Z, t)dy +
j= j=

S

E (x z y (x+ 2 Cc;fr 0,208 ­K| [> Cc; KVOEA 3, 2,0dy +
J= IE

+FKO (a) [wo o) EM o) TO 4,2, 0dy =EK(2) [" dOQAPOQA TO (7,2, 0dy =
Yo Yo

­KO(9)DF, MEP OLPTP Z, t)­ SETO (Y,2Z, OLEO (y)ky +
S

y 2) (x No) (x+25 Sf, KOOPOL TO G 20602 [ESG IT OT 6, 2,06­
J IJ

” O­—(x) (x)Sd(OD; [2dGERTO6500542 feÉE
j=l

é

co fo mos, O =x " '*> fp OO RT) DT 20 fa + f. POGIPOZ,2,0dy, (223)
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A resolução das integrais presentes na equação (2.23) é mostrada no Apêndice A.

Substituindo os resultados dessas integrais na equação (2.23), obtêm­se a equação (2.24) dada

por

z SS O = x e FT(x
e

A(Xy) E (xwi "OLAim DT”(4) +K DUM S HaTo (40+ SBin(4 TNT (2,1) +
j.n=1 n=! j.n=1

+ >Y> K iimn (2, TM TO (z2,t) + Y C;Cmn TIM (2,1) = Kº (z) > C;Cm TO (z,t) +
j.n=1 j.n=1 jn=1

+FKº (2) (UI TIO (Z, D­EKO)NS O, TC,D=K(9) SEP, ­Qu]1­8,JI (&,+
n=1 j.n=!1

+ VD FHA,LOTO (2,0 XD Ejm ()T (2,0) ­ dO(2) VV DOTI (2,1) +
jn=! d.n=! J,n=|l

ooS

A (x e (x x e) — O =+ (WimTO) ­ Rim 2 TO EO (2,1) + De Sama CT) Tn 2.9 | +
j.n=! j.n=1

+ PR (2). (2.24)

na qual

Aim (2) = (A; WI OE OIE dy;

Ho = [KO GP OE 9)dy;

Bim (2,15) = ("BO 2, TO ES 9) FI 9)Ay;

kim (2TS) = [“kiO,2TO ES QE Oy;
o

Cro = [ES OEM 0;

Om = [dO E OEM 9)dy;
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derPra KOOEM

,
ny) APIO),
dy dyQua = [xP ST

Ejm(2)= ("E;O,9T8OF5)dy

Y

H

dO (y)
dy

TO), — TO np(y)Wiimn (2,T7 )= [8z,T. Er (y)
Yo

E)ENO ay.TX), TT (x)Rimn(2, TO) = [Ri 2 TO) ão à ;

Sim(2, TM) = ("Ri,2 TOJE O) EP (9).
nas quais, TC” é o termo dependente da temperatura, transformado em relação aos eixos x e y.

2.3.4 ­ Transformação do Problema para o Eixo z

Nesta etapa, o problema será transformado sobre o domínio [z,,7]]. Para isso,

multiplica­se a equação (2.24) por FP (2) e a equação (2.6c) por F Han LP (2), assim,
resulta a equação

S

z fo) (XxX FÃ x

­

z mm (XDAim EO" CONTO LTC E KO (a) PS Ha PO OT2,0 +
j.n=!l n=l

+ S Bin(2TO (TS (2,1) + 3 kiml2TO (a)T (a, D+ CCE,y­
d.n=l j.n=1 jn=1

­ SCH KO OVNNTO e,0+EKDUNVLIATÍANZ,0­E, J OKDEINDIOP21) =
j.n=! n=1
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= YE, [Pan= Qmn 1 = 8;)KO (2) E()TO(2,0)+ DF Hp POOLOTIO (2,1) —
d.n=! jn=l

— YEim (FO (TP (2,1) — dO(2) S'DjO mi POATO(2,1) +
j.n=! j,.n=!1

+ NANATI) ­Rima(2 TN HO DI (2, 1) +02 SimTO) —NG,>):
jn=1 j.n=!

+ PO (2)POO (2,1) (2.25)

F;Hnm Ti? (2, (LOPO (2) +[(1O) WI (2) ­ dOOP P(2))=0 (2.26)

Somando as equações (2.25) e (2.26) e integrando o resultado em relação à direção

z , sobre o intervalo [z,,Z,]], tem­se

—=>fAim Ow” IFP OIT (2, 0dz+(7)? SH, À KO(PP(DT (2,0dz+OA nz=) n=!

+ > f Bim (2,TI JP (a) TIO (2, t)dz+ >D f. kK ima (2, TO PO (TOO(2,0) dz +
j.n=!1 j,n=1

+ SC.C mo PO (TO (2,t)dz— YC,Hon f KO(2)(2) TO (2, t0)dz+
jn=1 j.n=l

+ F; (nf)? fKº (FP (TRDdz FE; 3 Om É KO (27 PO (2)TR” (2, t)dz +
n=|

+ F;H pm (NO)? ff w (2)E O (2) TS (2,0dz = F;H pm f dO (2)P O (2)T(2,0)dz =

= Y(1­ S;)F; [Pr — Qua] f' KO (2)F O (2) TIM (2,0dz+
d.n=!

+ DEE FO (2)LOTOO (2,0dz— 3 Sim FiH ma f TO (2, OL Pp? (2)dz —
jn=1 jn=1

­ ” Ff. E in (2)'P((2) TIP (2,tdz— YD;Om L dO (2)P O (2)TOO (2,0dz+
j.n=1 j.n=1

+> [Wim(2,É)= Rim(2.TeO (2) T0O (2, 0dz +
jd.n=]
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+ > f.RIO,imo (2TS)TIE,DJaz+ f. YO (2)PO” (2, t)dz (2.27)
j.n=1

A resolução das integrais presentes na equação (2.27) é mostrada no Apêndice A.

Substituindo os resultados dessas integrais na equação (2.27), obtêm­se a equação (2.28) dada

por

d
x xyz o

"limpa qe Ting(0 = (1)? HHTO (0 ­ DBimpa TEVE O
j.n,g=1 n,q=1 j.n,q9=1

co oo oo

­ 3 Kiimnpa (TS? TR (t)­ DI CjC mm Ca TIN (t)+ DI CiHm Hp TR 1 ­
j.n,9=! ingl j,n,a=|

imp imq inq— F;H nv (O) TIO (1) = E; (WO) DT HQ TOO (O +F; OD O ma H pa Tira in, (1)+
=] n,q=!

d.n,g9=1

Hm­;ômnSalon ­ Orq fio (t)­ DS Eju TO (t) = SD DjO nm! pa TO (1) +
3n,97! j,n,9=1

FT 099) )YT 092) (t) — > R imnpg (TS TOO (t) +uwmnpq ( jnq
:

|),n,q=

> [Sima É) Vimaça TESES(1)+ PO (1).

na qual

Aimnva = [AmOwOPLP(2)dz;;

H, = f KO (2)PO (2) PO (2)dz;

Bimnpa TS) = (Bina (2, TSYES (0) PI (2)dz;;
o

iimnpa (

Kimnpa (TOM) = [ki (2, TS) PP (OP(2);
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Cj = [PPE)(2)dz;

= á dO (2) PO (2) PO (2)dz;
()

TO=|KOGEP = Oo)
dr (7) PO (zq (2) dF, 2 1,1= [ KO (zL, E) dz dz

Esmoa = [EmOFFPdz;

Wijmnpag AS? ) = É Wiimn (2, TOE(2) TV (zXdz ;

Rimpa(To)= [Rim (2 TO)EP (2) E (2Xd;;

(2) n

&z Fo, (2)(E) = TO” (2)S jimn Tº dz
Sijmnpq

dPP (2) dPO (2) àVijmnpa (TS ) = É Siimn (2, TO ) dz dz

nas quais, TO é o termo dependente da temperatura transformado em relação aos eixos x, y
ez.

Definindo,

Bimnpa = Ci Hm H pg = Cm Cpa 1 = Eimapa = DiiO mapa *
imnpq imnpq mn* pq

+ (1­ô;F;(Pm —­ Qmn)Hpg + F;H mo A = 8;jô mn pq Op);
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Ciimnpa (TS )= Wijmnpa (TS)­ R;ymnpqA”)­ B;imnpq AS? )­ k;iimnpaq (A) +
+S TE)= Vimana (TE);imnpa ( ijmnpg (

D; =F;OmHpg ­ (nº HmHypgiimnpq

=
(82)E =F Ho Pq —F; (nf)? Hoitimmpq

=
(2)Fiimmpp = Fi Hmm (Pp Y ,

pode­se apresentar a equação (2.28) como segue

oo

TF (xyz) (xyz) Ty) T(> A iimnpg 7dtFo (t) == » Bimnpa Lis? (1) + yCiimnpg (T>Sá Jing7) (1) +
j.n,q=! j.n,q=1 j.n,q9=1

+ > DimnpagTe (t) + > EiimmpagTo (t)­ FiimmppTio (t) + Pia (t). (2.29)
n,q=|1

A equação (2.29) acima constitui um sistema não­linear de equações diferenciais

ordinárias de primeira ordem acopladas. Para que sua postulação fique completa é necessário
obter­se sua condição inicial. Isto pode ser efetuado, transformando a condição inicial original,

T(x,0) = f(x), x=(x,y,2) EN,

para os três eixos espaciais, tem­se

Zz NAw"  COw" y)w (2) PO KOF QE (2), y, 0)dxdydz =— Fm, Q.30)
2 “Yo “Xo

Ts (0)= |

na qual, fo*) é a distribuição do potencial inicial transformada nos eixos x, ye z.

2.4 — Truncamento da Expansão de Funções em Séries Finitas

O sistema descrito pela equação (2.29) possui um número infinito de equações

diferenciais ordinárias de primeira ordem acopladas, sujeito à condição inicial transformada,

dada pela equação (2.30). Para se obter resultados numéricos o sistema infinito (2.29) tem que

ser truncado em um número de equações como mostrado a seguir
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N.N, .N,; N..N,,N;
F092) (xyz) a (Xy2) VE (Xy2)imnpa S Ting (D= > Bimnpalina (O+ DD) Cima (TONI (1)+

).n,9= j.n,g9=1

iimnpq *T mn( Eiimmpa —ô Pq Fiimmpp )DiimnpaL fre? (1) + pa (t) (2.3 1 )
imp

sujeito à condição inicial

TESD(0)= FCM, i=1,2,...,N.; m=1,2.., Ny;imp y”

naqual N,, N,, N,, são as quantidades de termos na série truncada, escolhidos suficientemente
grandes para se obter a precisão desejada, respeitando os recursos computacionais disponíveis.

2.5 — Solução do Sistema Não­Linear

O sistema finito de equações diferenciais ordinárias de primeira ordem não

linear (2.31) pode ser resolvido usando subrotinas computacionais para problemas de valor
inicial, como a DIVPAG do Visual Numeric (1994), proporcionando a solução do sistema com

precisão pré­definida.
Uma vez obtida a solução do sistema, utiliza­se as fórmulas de inversão (2.16b),

(2.14b) e 2.12b), respectivamente para obter a distribuição de temperatura

N. Ny .N,T(x,y,2,0=" X PO CIP LO (TP 1.
i,m,p=1
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Capítulo 3

Difusão não­linear transiente

em geometria cilíndrica

Neste Capítulo, apresenta­se a formulação matemática do problema de difusão
tridimensional não linear transiente no sistema de coordenadas cilíndricas, utilizando a Técnica

da Transformada Integral Generalizada e uma aplicação em um problema de condução de calor
não­linear.

3.1 — Formulação Matemática

Considere um problema de difusão tridimensional, não linear, transiente, definido no

interior de um cilindro, incluíndo efeitos não lineares no termo difusivo de acordo com a

formulação matemática geral abaixo

W(X) 2 T(x,t) + LT(x,t) = P(x,t) 3.1)

onde x=(n,0,)ENR, t > O, definido no domínio x SX<SX, yYYSYSY, zoSZ<É$z,, com
condições inicial e de contorno dadas respectivamente por,

T(x,0) =f(x), xeNºefecº
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B,T(1,t) =0, x=(x=x,,Jy=)X,,2=29,) ER, t>O,

B T(x4,t)=0,x=(x=x,,y=),z=2)eERNR, t>O,

no qual os operadores L, B, e B, são definidos como seguem,

L = ­Ve[K(x, DY()]+d(x).

Ee)
Ox

x=X,

Bo = a(x)+Bo (xo) H)

B, sa ()+80)O ex (3.3c)

sendo d(x) = dO (1) + dO (89) +dO (2) +d'(X), wi) E wO(wow (Z)w (x), wW(xX)>O,

P(x,t) funções quadrado integráveis conhecidas e d(x), w(x) e P(x,t) e Cº.

Os contribuições d'(x) e w' (x), não transformáveis pela TTIG, são o termo fonte

da equação e o coeficiente do termo transiente, respectivamente, a saber, d*(x) = d(r,0,2) e

w (x) = w(r,0,2).

O coeficiente não­linear K(x,T) é composto por um termo dependente das

coordenadas espaciais e outro dependente do potencial, a saber,

K(x,T) = K,(x) HKr(1,T),

sendo K(x,T) > 0, K,(x) = KP (NnKO(9)Kº (2) e KO (1), KO (9), K(2)>O0.
Assim, após a substituição da equação (3.4) na equação (3.3a) obtém­se a equação

(3.5) mostrada abaixo,

L=­Ve ([K,(x) + Kr (x, DIV) H+ dO) == Ve [K]COVO]=VelK,6 DYO]+deyg 6.5)

Definindo agora os operadores L, e Ly como
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Lo =­V e [K,COVO]+ dO (1) + dO (9) + dO (2) +d* (x) e L, =­Ve[K,(1, YO],

pode­se reescrever a equação (3.5) como sendo a soma de L, e L,, ou seja, L=L, +Lr..

O operador Laplaciano, em coordenadas cilíndricas, é definido como segue

vetkvoIs [2(2)2(42)­2(4x2)]rj Or) OOVrõa/ Oz Oz

3.2 — Problema Auxiliar de Autovalor

Os problemas auxiliares de autovalores associados as direções r,0 e z são expressos

respectivamente por:

LOPO O+ wo(dO(OP (N=0, p=12,3...,0; (3.6a)

LO, (o)+) wi” (0) ­dº(O0)EP(0)=0, m=1,2,3,...,00; (3.6b)

LOPO (2) +[(1O) w (2) ­dO()JEO (2)=0, i=1,2,3,...,00, (3.6c)

nos quais, VP e 1 são as autofunções e os autovalores para cada direção, respectivamente, e os

operadores LL), Lº e LL são definidos como

1oLO 12 1x002O tz para ny <r <r;T | 1

LO = E ESIOES para 0, <O <O,;õo O

o
OzLP = |[kº oO para 79 <z<Z,.Oz.

As respectivas condições de contorno são descritas por:

BCplIS ­ FEIS ­ UNESP
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(O) (1) (1) dE (Oao (ro)'F,'(19)+Bo IOde 0,

TO

r=n

drO (o)a (0,) PO(09)+B6(09)SR =0O,
0=8,

dO (O)a (9) PO(0,) +BO (9,) ET =0,
o=0,

FO
dz

al?(2) (29) + BZZo:

dr?Oal (z,)FP (2) +BP 2)——— =0,

nas quais os a, e Br, k=0,1 pertencem ao conjunto dos números reais e la, |+|B,|=0.

3.3 — Transformação da Formulação do Problema

A transformação do problema difusivo tridimensional não­linear e transiente nos três

eixos espaciais para sistema de coordenadas cilíndricas é apresentada nesta seção. Para isso,
fez­se uso da Técnica da Transformada Integral Generalizada, obtendo ao final do processo, um

sistema de equações diferenciais ordinárias não­linear acoplado e infinito.

3.3.1 — Par Transformada­Inversa para o Eixo z

Considera­se uma representação para a distribuição T(xX%,t) em termos das

autofunções ,7º (Z), como segue
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T(x,0=X81(1,0,94 (2)
i=!

na qual, x =(r,0,2) e Rº.

Multiplicando a equação (3.8) por [w'” (2)FO (2)] e integrando o resultado sobre o
domínio [z,,2Z,], tem­se

fwO (2) PO ()T(X,0dz=X'B;(1,0,1) [w (EO (2)O (2) de.
o i=l *o

Utilizando a propriedade de ortonormalidade das autofunções ( ver Apêndice B) >

1i*])[w (FO (TO ()da=ôj = |o L is)

a equação (3.9) pode ser escrita como

LNETETRdz =3'B,(r,0,08; =B;(1,0,1).
i=1

Seja TO (1,0,t) = [|WO (2) PO(2)T(x,t)dz, então

Ti (1,0,0) = D/8;B;(1,0,t) =B;(1,0,t) & T(1,0,t) =B;(1,0,t).
i=1

Logo, tem­se o par transformada­inversa, expresso como segue

TO (1,0,t) = fWE (2)PO (7)T(r,0,2,t)dz (transformada) (3.12a)

T(1,0,2,t) = 3 TO (1,0,0 FP (2) (inversa) (3.12b)
j=!

BCpIS ­ FEIS ­ UNESP
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3.3.2 ­ Transformação do Problema para o Eixo z

Para resolver o problema de difusão não­linear tridimensional proposto, deve­se

eliminar a dependência dos três eixos espaciais, permanecendo somente a dependência do tempo.

Inicia­se a transformação do problema pelo eixo z e então multiplica­se a equação (3.1) por

FA (z) e a equação (3.6c) por KO (1)KO (O0)T(x,t), obtendo­se respectivamente:

w(x)YO (0) TG, t)+ PO (DLTOLt) = PO (2)POSt) 3.13)

KO (KO(9)T( 0 (LE(2)+?wP2)­dOON(2))=0 (3.14)

Somando as equações (3.13) e (3.14) e integrando a soma obtida em relação à

direção z, sobre o intervalo [2z,0,z]] tem­se

ww (0) fw"*(x)w9(2) FO (2)T(x,t)dz + f. PO(2)L1T(X,t)dz —

KO(KOO[169OEOTvaz­(nº [nºOTA,nz = [7Orandz­
—­ KO(nKO (o) f; T(x,0)LºPO (2Xdz — f; FP ()LTO, dz. 3.15)

A resolução das integrais presentes na equação (3.15) é análoga às desenvolvidas no

apêndice A, para o eixo x. Substituindo os resultados dessas integrais na equação (3.15), tem­se a

equação (3.16), a seguir

w (r)w(9)Y A;z(r, 0) TC,0,1)+ KO (NKO (ou) TO (n,0,t)+
j=!

+Xk;(6,0,T9YTO (1,6, D+XBi(60,T29)TO (1,0,0)+[1 ­K (KO (o) CT (1,0,0 =
j=|1 j=l =)

= > EKO(0)Zx 03TO n8, 0J+ DRKOO=x oTP (n,8, 0 ­
=! j=

T rÁ ­ ÔÕ [ad z O — zDE0)T(1,9,t) Sa (DA (O9)D;TO (r, o1+9 2 |Ru0,10) ET on):
al=!

SJ | =), O =(z) (2)2170 j do
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na qual,

Aj(1,0) = [“w"COwP (2)PO (0) PP (2) de;;

dr(|
HHk;(1,9,T9) =| ­ PO (DK, (X,T)

Zo

dPO (2) PO (2)
: dz:

dz
TO 2 [7Bi(r,0,T19)= [K1(x,T) dz;

Ri(1,0,T9) = ["Kr (x, DYO (2)'PÍº (2)dz;

Fj= f. KO (2)P (2) PO (2)dz;

C; = [10º(FOOT);

D; = [EOOdz;
zE;(1,0) = f 'dCOPO (2) PO (2)dz.

Zo

nas quais, TO é o termo dependente da temperatura, transformado no eixo z.

3.3.3 — Par Transformada­Inversa para o Eixo O

Para o potencial transformado TO (1,9,t), considere a representação em termos das

autofunções (9) (0), como segue,

TO (1,0, = Bi1,0FP (O)
m=|
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Multiplicando a equação (3.17) por [w” (6)(º (0)] e integrando o produto obtido
sobre o domínio [8,,0,] tem­se

fwe(0) (0)TO (1,9,0d0 = SB, (r1,t) fwe(6)(60) (6)do. G.18)
o m=!l o

Utilizando a propriedade de ortonormalidade das autofunções (ver Apêndice B),

0, menfiw(9)O (6) (0)dO = Sr ­|o
3,

l m=n

a equação (3.18) pode ser escrita como

[vw(9)O (9) TP (1,0,1)40 = >" Bin (1051 ­
0 m=1|

Seja T29 (1,1) = f"we (9)PO (9) TE (1,0,1)dO , então
o

Tr (nt) = 3 SmBin (1,0) =B, (1,0) S TE (1,1) = Bin (1,1).
m=|1l

Logo, tem­se o par transformada­inversa, expresso como segue

FEI t) = [wo (9)PO (6)TP (1,0,t)do (transformada) (3.20a)

1º (1,0,0) = > TE (r,1)P(º(0) (inversa) (3.20b)
n=1

3.3.4 ­ Transformação do Problema para o Eixo O

Uma vez obtido o par transformada­inversa para o eixo O, é possível transformar o

problema difusivo sobre o domínio [0,,0,]. Para isso, a equação (3.16) foi multiplicada por

PO(0) e a equação (3.6b) por F.K (N)T (1,0,t) como apresentado a seguir
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r

S Ô = z r z F(zw" (NX A;j(t,9)wW(0)FO(0)Ti"(10,1)+ KO (OK (OP) EP (0) (1,0,1)+
=

+ > B;(1,0,TO )P (9) TO(1,0,t) + l ­KKOC;P NONO (1,0,t) +
j=l j=l

+Xki(1,0,TOFO (0) TO (1,0,0)=)" ER OPS KO TP 60,9 +
j=l j=!

oo
r o) 0 o z o

e z+X FK TOA | KO 0 59,9 ­X Ej(r,0)FO (0)TO(r,0,t) ­
je!jF

e

r T(z
S O a (z O = z—> D;dO(0)dO (1)PDT: Nr0,0+ 3 OO |R6,0,F9) E 56,0 +

j=! =!

+ 2 YO (9) |? ; (1,0, TO) E NT (r,8, o + PO(09)PO (1,0,t) 321)
JJ

F;.KO (1) TO (1,0,0 (LOPO (6) +[(4)w(0) dO (09) PO (0))=0 (3.22)

As equações (3.21) e (3.22) são somadas e o resultado integrado em relação à direção

O, sobre o intervalo [8,,9,] como expresso a seguir

wo WÃ> Ç A; (1, 9)w (0) PO (0)TO (1,6, 0d0+KO (Mu)? f 'KO (9) pO (a) TO (r, 0, 1)do+
je o

oo 8 — (7 oo " = ”+ 2. [Bi 0, TONE (OT N(r,0,t)dO + 2. [NESTIA:NESN ALOE (1,0,t)de +
= j=

­ 9 =

r

« 9 T(z+XC; hr, FOSTP(r,0,0do­K [> C; hr, K O (69) (09)TO (1,0,t)dO +
j=l j=

+ F,KO (048) ("wO (9) (0)TO (5,0, 40 ­ EK(O) [dO9)(09)TO (r,0,10d0 =

= KO(r)Y' F; fº [é O (O)LOITONO,t) ­ 6 ,T (r,0, OLE (0) Jão +
ja! º

S o rnT(z ço T(z+ > F; INESWICN ZION T: '1,0,0d0 ­ 2, fa Ei (1 O)E ONT (r,0,t)de—
J= j|=
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—> D;dO (O) [ao(O)FI (O)TP (1,0, 0d0­+X" "PO OZ|R(1,9,19) TO (1,8, vos
ja! jo?

O fo se), O mz o, 7+ h, YO T |Rr.6.0T9) 2 "6,9 ao + kh, FO(O)P V(r,0,t0)do ; (3.23)

A resolução das integrais apresentadas na equação (3.23) são análogas às

desenvolvidas no apêndice A, para o eixo y da geometria cartesiana. Os resultados das integrais

foram substituídos na equação (3.23) resultando a equação (3.24),

w9 (8) DA jin OT(1,0 + KO (UU)SH12 1,0 + Bin (rt, TETE(1,0) +
j.n=1 n=l ).n=!

+ kim (1, TETE (n,t)+ > CC TE(rH­KO(OS CC TE (r,t) +mn * jo mn * jn
d.n=! j.n=!1 ).n=!

+FE;KO(OTE (6, 1) ­FE;KO OS On Ti (1,0 =KO O DE[Pr Qua 11 =­8;i)TE (1,1)+
= j.n=|1

+ YDFF;H na LOTIO (1,t) — > E jm (DT(1,0 = dO (1) DjOnn Ti (n1,t)+
jn=! j.n=1 d.n=1

co+ > [wWin 1,TE)­ Rima (E TENTEI (1,1) + >>Éimo (1,TE)=TO|Trj,n=! j.n=1

+ PE (nt). (3.24)

na qual,

Aim (0) = f"Az,0)w(0) (6)E( (0)dO;

Hr = [KO(Or (0)0)ao;

Bim (1,18) = ("By (5,0,T0 41(0) (0)dO ;

Kim (1, TE) = [Pk (5,0,TO(0 (O) 41 (0)dO;

Cr = [EO(0) (0) dO;mn Bo m n
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On = [aOESP (Of (0)do;

dFr (0) APR (O)4g.
do de

'Qu = KO)

arco
Pr = KO(9)VOP(omn (0)Pr (0) — >

8,

Ejm (1)= (["Ej(r,6)P(O (6) (0)dO ;ijjmn oa m n ,

a a d'O (9) |"Wima (1,T3) = [Ruc.0,79OS|
8o

dP (0) dO (O)
do doRiimn (1,15) = hei (r, 0, TO) do;

Sim(r, TE) = ['Rj0,0,T29 YE(0)4/1 (0),
nas quais, TC é o termo dependente da temperatura, transformado nos eixos z e O.

3.3.5 — Par Transformada­Inversa para o Eixo r

Uma representação em termos das autofunções FP O) para o potencial
(20)transformado T? (r,t) pode ser considerada da seguinte forma

Te (t6,H0= 3 Bins (FP O) (3.25)
p=!

A equação (3.25) é então multiplicada por [1 w") (TP (r)] e o produto resultante é
integrado sobre o domínio [r1,r,], obtendo a equação (3.26),

FS
AVANAY

1 2 3 4 5 6 7 unesp”, 12 13 14 15 16 17 18



WO (e O (ECO (1,0dr= SB. (O [rw DPI OF dr.[rw OP OT o 0d bm (0 [1 (FL (EF (dr
A propriedade de ortonormalidade das autofunções (ver Apêndice B),

0, p*qMW OP OP O(pdr=68, =firw FD OT (Ddr = dy,
l, P=4q9

é aplicada na equação (3.26) podendo então essa mesma equação ser reescrita como

f rw" (1) PO (ÉS(r,t)dr = y» Bimp (8pq *
To

­

imq

ns T no

Fazendo T2º (1) = fsfw(PO (1)TE (r, dr, então

ERON (207)zTira ' (1) = DS paBimp (1) = Bima (1) > Timp i (1) = Bimp (r,t),
p=!

e assim, o par transformada­inversa é expresso como segue

imp mTt) = frwO(1) (1) TO (r, t)dr (transformada) (3.28a)

TE (1,1) = POOT1 (inversa) (3.28)
imq

q4=1

3.3.6 ­ Transformação do Problema para o Eixo r

O próximo passo é transformar o problema sobre o domínio [r],r,]. Assim sendo, a

equação (3.24) deve ser multiplicada por rr) (1) e a equação (3.6a) por rFE.H nm 129 (r,t),
obtendo então as equações (3.29) e (3.30) abaixo
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YA imo (E) w (E) (1) —TE (1,0 + KO (MUY IH re O OT 1,1) +
j.n=! n=]

+ > Bim (1, TP) rP O (NTE(1,1) + > kim (1, TS) rp O (TREO (nr, +
j.n=1 j,n=1

+ SC re DT q, t)­ YC,;Hr KO (OP O 0TE 1, +
j.n=1 j.n=1

+ F;KO (ny? PO OTEO (1, —F,; >YX OnarKO (TOTO rt) =

==XF[Pr= Qra 1! =ô,)rKO(OP (TE (r,0+ VFHh r PO (LOTES(,t)
j,n=1 d,n=1

E jm (1) PIN (NTE (1,0) XD D;Onn rdO (1) PO OTA (1,1) +
d.n=1|1 d.n=!

+ XY [W ima (1, T$º)­ Rima (1, FE) op O TE n,) +
j.n=1

rosimo (£r, TED)TO,D|+reorso (r,t) (3.29)
j.n=º

rtF;H mmLis(1, OCL PI (1) +[() wI (9) dO (OJPÍO(NI =0 (3.30)mm “im

As equações (3.29) e (3.30) foram somadas e integradas em relação à direção r, sobre

o intervalo [r,,r] como apresentado a seguir

—>f'Aim (O WO PATAS 6 Ddr + (5º Hm ÍTR OE OT 16, 0dr+À in=| n=

+ > f' Bim (1, TE) e PIO (9) TREO (r,dr+ > f: K ima (1, TE) e PO (TE (1, 0dr +
j.n=1 j,n=1

+ ” C,iCmo POTEr,0dr— > C.Bon r KO (e O (TE (r,0dr +
jd.n=! d.n=!

+ FE. (nO)? f.KO (nr TE ,Ddr=FE XD Or, f,TKO (PO (TE (r, 0dr+
n=!1

+F;H (nO)? f,tw (PO TE r,0dr= FB om | 'rdO (or nTEN (r,t0dr=To
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1 8)F[Pr = Qm 1f KO OF OT 1,04 +

+ YFH,|ePO (OLOTEO (r,0dr— S 6,5 F.H,n [TR OLORO (Ddr —Yu" mn" i
j.n=1 j.n=1

­> E jm (1) 1 PO (1) TREO (r,tdr— SD;O mn f rd O (rr O (0) TE (r,0dr +d.n=!

+ >, flw im (1, TS) Rim 1, TE) Je O (0) FEO (r, de +
d.n=|!

+>/fEPsima(1,TE)=ZTE 9 fr + [ren PE e Dar (3.31)
j.n=1

O desenvolvimento analítico das integrais da equação (3.31) é semelhante aos

apresentados no apêndice A, para o eixo z da geometria cartesiana, acrescentando o termo r em

cada integral. Assim, substituindo os respectivos resultados na equação (3.31) obtêm­se a

equação (3.32) dada por

d=
na=! j.n,g=!

­ DS lima (TST (O ­ > C;CmC TO (1) + SD CiHm HT (O ­Pq *jnq jnq
j,n,9=! j.n,9=1 j.n,9=1

— F;Hno (619)? TP (1) F; (BD)?>,FOREX O x, HT (1)+imp Inq
n,q=1|

+ Fi Hmm XT pa Tica (+ > A­8,)F; [Pr ­Qm IH,a TO (+
q=! j,n,9=1

(z8r) (z8r)
S

(zÔr)+ DE 0­8 ãoSima lotpa = Opa IT (t)­ DA (Hy­ DIDjOm! pa Tira (t)+
j.n,g=1 j,n,9=1 j.n,g=!|

+ XD Wing TENTOO = SD Rima TENTO(O+
jn,g=1 jn,g=!

+ > [Sims (TE) Vimona(Ton) | FE (6) + PESO (H).
j.n,9=!
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A ipa E SA im (Ow OP (OF (dr;

H, = frK O ar O Dr;

B imnpa (TS) = f Bim (1, TE)r PO OF O Ddr;

Kimoa (ES)= [kim 1 TSP) EO (OE (1)dr;

Cr = fire POr 0d;

Ja = [14 EO (EO (Ddr ;

aro
—

(1) (r)ap =|rP, (DK (1) de ;

"o

dO(1) dl PO(O) deMi (1)= K ;O pa f, (1) dr dr

Esimopa = Í Ema COPO (ELO (19d ;

W TE) = Wim (1,TE)(EO (Ddr;
o

imnpq (

R ijmnpa (TS) = [Rim (1,15 )r eso (1)YÍO (r)dr ,

(1) n

dA]
S

dr
;

m(z (zoimnpa CEE) = ro (1)S;imn (1, TÊ »
"o

dPO (9) dir PO O) deY
dr dr

T (20 n T(z0)imnpa CT 6 = f Sima (1, T3 ) ,
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nas quais, TSº” é o termo dependente da temperatura, transformado para as coordenadas
7,0 er.

Para escrever a equação (3.32) em uma forma mais compacta, definiu­se os
coeficientes como sendo

*

Biimnpag =C;[HhHh 7 pq 1 = Eiimnpa 7 D;O mn pq +

+(1­ ô; F; (Pmn = Qm Hr + FiH mo d­ Ô;jômn (pq ­ O pg) ;

Cijmnpg Wiimnpa AL iimnpq TS ijmnpq ag ijmnpq A
+S.. 201)iimnpa (To IV; TE),ijmnpg C

Diimnpa = F;Om Hp, ­ (nu?) HrnHrg

iimmpqg = Eji mm” Pq

Fiimmpp 7= F,i Hmm (nu)? ,

e então, a equação (3.32) é escrita novamente, como apresentada a seguir

oo

Tr(zOr) (zOr) TT (zOr) A (zOr)> A ijmnpg dtFe (1)= > Bina TE, (t) + SD Cima (Txo Ying (1) +
,n,9=1 j.n,9=1 j.n,q=1

+XD, 00 +D0E, TEINH= FE LE (1 + PE), (3.33)iimnpq “inq liimmpaq “imq Fimmpp imp imp
n,q=1

A equação acima é um sistema acoplado de equações diferenciais ordinárias de

primeira ordem não linear. Para que sua postulação fique completa é necessário obter a condição

inicial. Isto pode ser efetuado, transformando a condição inicial original

T(x,0) = f(x), x =(r,0,2) e Nº.

Logo, tem­se para os três elxos espaciais

Tn (0) =[" f Frw Ow(9)w9(9) PO (PO (0) EO (DFKXdzdodr= 17. (3.34)imp imp
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3.4 — Truncamento da Expansão de Funções em Séries Finitas

O sistema descrito pela equação (3.33) possui um número infinito de equações

diferenciais ordinárias de primeira ordem acopladas, sujeito a condição inicial transformada,

dada pela equação (3.34). Para obter resultados numéricos o sistema não­linear e infinito de

equações diferenciais ordinárias (3.33) deve ser truncado em uma ordem suficientemente grande

como mostrado a seguir

N,7.No,N N,,No,N
Tn) T(zÔr) m(zOr) vr(zOr)imnpq <Tina (1) == 2 Bimopa (t) + > “Cimara (T YTjina (1) +

j.n,q9=1 j.n,9=1

TO") pô) (3.35)liimmpq pa” limmpp ) jnq (t) + imp (t)õ; [D,iimnpq + mn E; — nf,

jn,g=l

sujeito à condição inicial

Tg=f2, j=1,2,...,N,; m=1,2,...,N69”; p=12,..., Ni, (3.36)Timp imp

na qual N,, N,, N,, são as quantidades de termos na série truncada, escolhidos suficientemente

grandes para se obter a precisão desejada, respeitando os recursos computacionais disponíveis.

3.5 — Solução do Sistema Não Linear

O sistema finito de equações diferenciais ordinárias de primeira ordem não linear

(3.35) pode ser resolvido usando subrotinas computacionais para problemas de valor inicial,
como a DIVPAG do IMSL, (1994) proporcionando a solução do sistema com precisão.

Uma vez que a solução do sistema seja encontrada, utiliza­se as fórmulas de inversão
(3.12b), (3.20b) e (3.28b), respectivamente, para obter a distribuição de temperatura

N,.No,N

T(r,0,2,t) = > POE(O)TE 1.
i,m,p=1
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Capítulo 4

Aplicação em Coordenadas
Cartesianas: Resfriamento de

Paralelepípedo

Como aplicação da formulação apresentada no Capítulo 2, será analisado neste

Capítulo, um exemplo da equação da difusão do calor em um meio sólido.

Segundo Incropera (1992), o objetivo mais importante numa análise de condução é o

de determinar a distribuição de temperatura num meio, resultante das condições impostas às suas

fronteiras. Num sólido, o conhecimento da distribuição de temperatura pode ser usado para o
Julgamento da integridade estrutural através da determinação de tensões, das expansões e das

deflexões térmicas. A distribuição de temperatura também pode ser usada para se otimizar a
espessura de um material isolante ou para determinar a compatibilidade entre revestimentos ou

adesivos especiais e o material.

4.1 — Análise Matemática

Considera­se o problema de condução de calor transiente no interior de um material

isotrópico com condutividade térmica dependente da temperatura. Para tal fenômeno, a

formulação matemática é dada por
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IS ch = Ve [K(T(X,y,2,))VT(x,y,2,)]
definido parao domínio, 0<x</.,0<y<l,,0<z<lL,, t>O.

Na equação (4.1), todas variáveis e parâmetros são adimensionais e as relações entre

eles e suas dimensões são expressos pela formulação seguinte

T'(X,Y,Z,0­TE &S TW,y,z, t)=TL+(To­To)T(X,y,x,t), (429)
o th

T(X,y,X%,D =

+*.2

*2PL)t 470)
k ref

[ER TT [ER TNT
Kit = : =—

* , K[T(x,yz,0]=
KIT (XY, z,t)]

EC dT* T. = To k ref
o

L' =max(l', 1,7), 1,=h, =, |. DS 1 =,UV, 1, =! L, 1 =/LLV (42h­D)x>*y9'z y ­

O tempo adimensional (!) é também conhecido na literatura como número de

Fourier, Fo, assim Fo=st=at NL.
As condições inicial e de contorno para a equação (4.1) são respectivamente dadas

T(x,y,2,0) =f(x,y,2)=1, — O0O<Sx</,,0Sy<sl,,0<z<]! (4.3a)

OT(x, Yy,Z,t)
Oy

=, (4.3b)

TU,,X,2,0) =0, T(X,/,,2,0) =0, T(X,y,,,t)=0, t>O, (4.30)

As condições anteriores são as expressões, para esta aplicação, das

equações (2.2a,b,c) da formulação geral apresentada no Capítulo 2.

FS
AVANAY

2 3 4 5 6 7 unesp”, 12 13 14 15 16 17 18



A condutividade térmica é representada por uma função não­linear da temperatura,

como segue

K(T(x,y,2,t)) = a + bT(X,y,2,t) + cT? (X,Y,Z,t), (4.4)

onde os parâmetros a, b e c são dependentes da condutividade do material para uma dada faixa

de temperatura. Esta aproximação é boa porque alguns materiais tem condutividade térmica

quase constante em um determinado intervalo de temperatura, outros tem condutividade térmica

variando linearmente com a temperatura, e alguns materiais com variação mais geral, podem ter

a condutividade térmica aproximada através de um polinômio de segunda ordem. De fato, esta

relação entre condutividade térmica e temperatura pode ser feita usando qualquer função
satisfatória.

Substituindo­se a equação (4.4) em (4.1) obtém­se

TOY DD 72 T,Y,2, D+bBVe[TCKY,2 OVTG Y, 2 DI+oVA TX, 2, OVTOY,20] (4.5)

No caso particular bh = c = O, a equação (4.5) terá somente o primeiro termo do
membro da direita, pois os outros dois se anularão e o problema difusivo não­linear se torna
linear.

Comparando a equação (4.5) com a equação (2.1), observa­se que os termos,

KM ()=KP(y=K(D=a";

K1(x,T) =bT(x,t)+cTº (x,t);

P(x,0) =d'(1) = dO(x) =dM(y)=dO(2)=0;
wix) = w(y)=w(z2)=w (x)=1,sendo x=(x,y,2).

Os operadores L, e L7 em coordenadas cartesianas são:

Li =­V ­[Kº CIKO (yKO (2) ]+dO <)+dO9)+dO(2)+d'(X,y,2);

L, =­V­[K1C,y,2, DYO];

Nesta aplicação estes operadores tem a seguinte forma:
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L, =­V­lavOO];

L7 =­V[6T(X,y,2,t) +eTº(X,y,2,0]V());

4.2 — Problema Auxiliar de Autovalor

Os problemas de autovalores auxiliares e suas condições de contorno para os eixos x,

y e z são escolhidos em conformidade com Aparecido (1997) e são expressos por

dra i O +
"

(UM EPO)=0, O<x<l,,
x

dEO(x)
=,

dx
x=0

POX=,)=0;

+)ER O)O,a dºPM(y)
dy?

Fr=L,)=0;

dºrO (7a. p ()
dz?. +(nºEP(2)=0O,

(2)/7— no.WFO(z=1,)=0;
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As soluções dos problemas (4.6), (4.7) e (4.8), sujeitas as condições de contorno

(4.6a,b), (4.7a,b) e (4.8a,b) para os três eixos espaciais são efetuadas e portanto são obtidas as

autofunções normalizadas Fº, PM ei, as autoconstantes B(*, BM e BO), bem como os
autovalores nº ,u” e n?. Estas entidades matemáticas são apresentadas a seguir:

x x
2 x 2­Dr609= BM cos(yvi”x),Bi =|­2, nº =aa, osE isL2çe
x x

21 dé '
y

2 2m­DnxPO)=BXcostyiyBr = nO = CmDT vs mM Em meL2,..,6
y

(2) (2) (2) (2)
(2)

Fá z z DoTp (9) =B, costry 2) Br = 1º? 21 Tp Ee,
rÁ rá

4.3 — Transformada Integral Generalizada

2 nº = Cp­Da 16 & PP no 2,...,00

(4.9b)

A Técnica da Transformada Integral Generalizada aplicada na solução da equação

diferencial parcial (4.1) transforma o problema investigado em um sistema infinito acoplado de
equações diferenciais ordinárias não­lineares de primeira ordem, o qual é truncado e resolvido

numericamente. Através da fórmula de inversão que esta técnica proporciona é possível
reconstruir o potencia! original.

O par transformada­inversa associado aos três eixos é constituído seguindo a teoria

da Transformada Integral Generalizada, (Cotta, 1993), e é expresso pelas seguintes equações,

T(x,y,2,t)= 30 (x) O (9) O (2) (y)
i,m,p=1

Tp = [e co O PP ETR Y,2,0 dxdyda, im,p=1,2,...,,020 (4.108)Timp

(4.10b)

O termo T significa a transformação da variável dependente para os eixos x, y e
imp

z com respeito às autofunções VW,TM e TO , respectivamente.
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De acordo com o apresentado na seção 2.3 do Capítulo 2, para transformar a equação

diferencial parcial original (4.5) multiplica­se esta equação pelas respectivas autofunções; os

problemas de autovalores foram multiplicados por T(x,y,z,t); as equações resultantes foram

somadas e integradas sobre todo o domínio. Assim, um sistema de equações diferenciais

ordinárias acoplado é obtido e dado por

dT IO)OToimp +47 DIA jinnpg * Bitmopa To CONTO(O, — im, p=1,2,...,00
j.n,q=!

onde o vetor T (1) contém todos os termos infinitos, transformados para i,m,p =1,2,...,co

To) LT 116 fi Tiso Ton Tao Daznndoss Aim Dia Dido aan Dan Dooz­­)TM (411)

A equação (4.11) é um sistema não­linear de equações diferenciais ordinárias de
primeira ordem acopladas. Para que sua postulação fique completa é necessário prover uma

condição inicial. Isto pode ser efetuado, transformando a condição inicial original (4.3a). Logo
tem­se,

TP (0) = f f. [EO COP O) (Ddxdyde = FO com i,m,p=1,2,...,00. (4.11)imp imp

Os coeficientes na equação (4.11) são resultantes da transformação dos termos

lineares e não­lineares da equação (4.5) e são representados por

*

A; = PB, +Ô;D; +0.0,,, E. +O.O0,, O. E.
imnpq imnpq imnpq 1jº mn Fijmnpg jºmn*pq iimnpq > (4.110)

Biimnpa (Éoo (1)) = AR jiranpa (Too ()) + Ciimnpa Too (£)) + Viimnpa To (1)Y> (4.11d)

e os coeficientes envolvidos na equação (4.11c) são expressos por:

Bimnpa = A S;)Fi Qu Hpa = Fi HmmO6 A8jôm); (4.118)

D; = (uy HmHrpag: Eiimmpa = un)” F;Hh,: Fiimmpp =(nO)F; Homo (4.11f­h)iimnpq
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ny) ER),
dy dy

dPO (2)POa (2) dA, 17: (4.11i,))
dz dzQua = [KT y On = [KO

F; = [KO CFM CFM CO Ham = PRO QEDP OO O; (411)

Hy = [KO(FP)(2)dz.

Após realização das integrações anteriores tem­se

F; = Ôis Hm = ô mai H,, ­ pas Orq ­ nur: Q mn = ui ui S mn * (4.11n­s)

Os coeficientes da equação (4.11d) devem ser obtidos numericamente devido as não

linearidades. Suas expressões matemáticas são dadas por

R lmnpq (TS) =b YX X iimnpaade Lapo (t) +c > X iimnpgabeder Tg? (VT? (t) ; (4. 12a)
a,b,c=1 a,b,c,d,e,f=|1

o o

T — T (xyz) Sa (xyz) .Biimnpa (TS? ) =b > iimnpaabe Tabe (t) +Cc > Yiimnpgabedes Tape” (Fies (1) , (4.12b)
a,b,c=] a,b,e,d,e,f=1

oo oo

Vijmnpag (TS? ) =b > Z imnpaabe Taba (t) +C > Ziimnpaabeder Lapa (VT(t) ; (4. 12c)
a,b,c=|1 a,b,ce,d,e,f=!|

nas quais,

dPOy)PO)
dy dy

e, el, xvz zXimapaate = [' [/ [PECICO ri (2) dxdydz;; (4.12d)

PP) PO)
dy dy

x ly ax xyz x
d

zXijimnpgabedf = | f f PE (x) PI (x): (x) Fi? (z)dxdydz; (4.12e)

FPA dPMO (X) PO (x)Yimopaste = [' [ [ERP CA A RO (9) 59) (2) dxdydz ; (4.12)

x o doa aa, TECO de(x) :Yiimnpgabe&r = f f h PO oe e) " Ad PO (y) Fi? (2)dxdydz; (4.128)
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ko dez x dVO (2)dPO(2)Limopaete= [1 [PERO COL CPRA A dxdyda;; (4.12h)

ho o” ” x dPP(2)dFÍº(2)Zimopasvees= [* [º [ELO COPE COP COPOS) mm dxdydz, (4.121)

FI)= PO GIF CO;FL)= PO EM); PA (2) = TO 2)TP); (4.123)

FL (x) = YOCOPO7) PO (2); PIO x) = YO COF (y) FO (2). (4.12m,n)Five

4.4 — Truncamento da Expansão de Funções em Séries Finitas

A equação (4.11) é a versão, para esta aplicação, do sistema apresentado pela

equação (2.29) do Capítulo 2. Logo, como descrito naquela seção, o sistema (4.11) possui um

número infinito de equações diferenciais ordinárias de primeira ordem sujeito à condição inicial

transformada, dada pela equação (4.11b) e para obter resultados numéricos o sistema infinito

(4.11) deve ser truncado em uma ordem finita suficientemente grande de acordo com a precisão

desejada ou respeitando os recursos computacionais disponíveis. Deste modo, truncando a

. expansão x para um N,, a expansão y para um N, e a expansão z para um N, número de termos,

tem­se o sistema para um total de (N,N,N,) equações diferenciais ordinárias, como segue

dON.N,,N,a So [Aja t BimaTODO, fivm, pr = (12... No 2o, N12.4 NA 4:13)
dt jnq

sujeito a condição inicial

TIO) =FEMM, firm, pr=(1,2., Nyi1,2., Nyi1,2.., NJ. (4.13a)
mp imp

A equação (4.13) é um sistema finito de equações diferenciais ordinárias de primeira

ordem não­lineares e pode ser escrito na forma matricial, como dado a seguir
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E=[A + B(T(O)ITO), (4.13b)

onde A é a matriz dos coeficientes linearesA e B(T(t)) a matriz dos coeficientes não­ijmnpq

lineares Bin (T(1)). O vetor Tm é o vetor T,(t) truncado, como comentado
anteriormente, e é expresso por

mão OO ” PN ” ” ” ” ” TT(O=[T pp T125: + Bino T219 1229 Dong Tino Tinyãoes lino Dyno cos InxNyp INN" INxNyNZ] p

4.5 — Solução do Sistema Não Linear

Para resolver o sistema finito não­linear de equações diferenciais ordinárias (4.13)

foi implementado um programa em Fortran 90/95 que simula a difusão tridimensional! não­linear

transiente em corpos com geometria cartesiana. Neste programa a subrotina DIVPAG do

IMSL (1994) foi usada com precisão e = 10º, para resolver o sistema de equações diferenciais.
Uma vez que a solução do sistema foi encontrada, a fórmula de inversão (4.10b),

depois da série truncada é usada para obter a distribuição de temperatura.

Nx.N,.N,
T(x,y1,240= XY FOPCOFD EPPATI.

i,m,p=1

4.6 — Resultados e Discussão

Neste trabalho, foi considerado um paralelepípedo cartesiano (cubo), com

comprimento unitário em cada direção, x, y ez, l,=/1],y=1,=1eos materiais analisados foram o
Chumbo, o Aço Inoxidável Aisi 304 e o Paládio. Todos os materiais sofreram um processo de

resfriamento de uma temperatura inicial Ty até uma temperatura final T? de acordo com a

Tabela 4.1. As ordens usadas nos truncamentos das séries foram de 5, 7 e 10 termos para cada

direção, resultando em sistemas diferenciais com 125, 343 e 1000 equações diferenciais,

respectivamente.
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Tabela 4.1 — Intervalos adotados no resfriamento do Paralelepípedo.
TEMPERATURA INICIAL |TEMPERATURA FINAL

MATERIAL + +Ty (K) To (K)

Chumbo 600 300

Aço Aisi 304 1200 400

Paládio 1000 100

As condições de contorno adotadas na formulação dessa aplicação são de

temperatura prescrita igual a zero na superfície do cubo. Por conveniência, o sistema de

coordenadas cartesianas foi adotado com a origem coincidindo com o centro geométrico do

paralelepípedo, já que o problema satisfaz a condição de simetria. Para uma análise detalhada da

distribuição de temperatura no seu interior, o paralelepípedo foi seccionado nos três planos,

resultando em oito paralelepípedos idênticos, um dos quais foi analisado.

As condutividades térmicas na forma dimensional, k (T'), dos materiais foram

obtidas dos dados experimentais disponíveis em Incropera & Witt (1992). A Figura 4.1 ilustra a

condutividade térmica na forma dimensional dos três materiais adotados para os intervalos de

temperatura mostrados na Tabela 4.1.

—— Chumbo

—*%— Aço Aisi 304
—— Paládio

tes A

C
o

n
d
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tiv

id
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d
e

té
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W
im

x
K

T y T My T , T " VT " T TR " T " T T Tr T M T

100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 1100 1200

Temperatura, K

Figura 4.1: Condutividade térmica em função da temperatura

A equação (4.2) foi utilizada para calcular as respectivas condutividades térmicas de
A .

*
E r e . r .referência k.; e então, através da equação (4.2g) obteve­se as condutividades térmicas na forma
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adimensional, K(T). Na Tabela 4.2 são apresentadas as expressões de K(T) e os valores de
*

.kKrs para cada material.

Tabela 4.2 — Condutividade térmica para os materiais analisados

CONDUTIVIDADE TÉRMICA
MATERIAIS ker K(T)=a+bT K(T)=a+bT+0cT?

Chumbo 33,41 1,061 — 0,122T ­

Aço Aisi 304 22,42 0,756 + 0,489T ­

Paládio 79,91 0,890 + 0,253T 0,932 — 0,110T + 0,370Tº?

Para os casos mostrados na Tabela 4.2, o tempo de processamento para se obter a

solução do sistema finito não­linear (4.13) aumenta significativamente em conseqiiência do
cálculo repetido dos coeficientes dependentes da temperatura. Com o objetivo de reduzir este
tempo, as matrizes A e B, da equação (4.13b), foram calculadas na forma de matrizes de banda,
uma vez que os elementos das matrizes que estão fora da banda são assumidos como nulos. Caso

se aumente a largura de banda, a aproximação para a solução melhora, porém, o tempo
computacional também aumenta. A largura da banda adotada para matrizes foi 11, sendo que,
para o material Paládio, analisou­se a influência de largura da banda e então, os valores

utilizados foram 1,3, 5,11,21,41,101 e 201.

Para o caso b = c = 0, como já dito anteriormente, a equação (4.5) torna­se linear,

dependendo apenas do parâmetro a e então, três maneiras foram adotadas para analisar o
problema linear gerado: a primeira consiste em tomar a condutividade térmica igual ao valor

PARE
* .médio kr; e assim, K(T)=k".;/krx=1 e as outras duas foram tomadas como sendo

K(T) = kh /Krg 1 e K(T) = kh, /Krg *1, onde kn, =k'(Ti,,) e kt, =k (Ti) são osmin min

respectivos valores da condutividade nas temperaturas máximas e mínimas, de acordo com a

Tabela 4.1 e os valores de k/.; estão na Tabela 4.2. Na Tabela 4.3 apresenta­se os valores de
K(T) que foram utilizados para esta análise.
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Tabela 4.3 — Condutividade térmica para os materiais analisados, caso K(T) = a

MATERIAIS
CONDUTIVIDADE TÉRMICA, K(T)

K(T) =k min IkKres K(T) = kit IkKres =] K(T) =k*,,/k *

ref

Chumbo 0,940 1 1,062

Aço Aisi 304 0,741 1 1,249

Paládio 0,958 | 1,179

Na seqiência, serão apresentados as análises realizadas com os diferentes materiais

para K(T)=a, K(T)=a+bT e K(D)=a+bT+cT?.

4.6.1 ­ Resultados para os diferentes materiais com K(T)=a

Nas Figura42 ­ 44 são apresentadas as distribuições de temperaturas

máxima (T,,,) e média (Tre), em função do número de Fourier, Fo, para K(T) =a e para as

três ordens de truncamento analisadas. Como esperado, as curvas que apresentam oO

comportamento da temperatura se aproximam mais rapidamente de zero para os casos em que a
condutividade térmica é maior.

Pode­se observar que, apesar das distribuições de temperatura estarem visualmente

próximas, os resultados obtidos em um determinado tempo Fo são distintos em todos os casos

investigados. A condutividade térmica do Chumbo no intervalo de temperatura adotado possui

um comportamento quase constante.

Analisou­se o caso para o qual a ordem de truncamento é 10, no instante Fo = 0,2.

Tem­se para o caso K(T) = 0,940, a temperatura máxima Tmax = 0,501 e para K(T) =1,062, a

temperatura Tmax = 0,422. Isto determina uma diferença da ordem de 18% em relação ao menor

valor. Analisando os resultados obtidos para a temperatura média, a diferença é maior, da ordem

de 20%. Uma outra questão é observar o tempo que leva para a temperatura atingir, por exemplo,

um décimo de seu valor inicial. Logo, para a temperatura máxima atingir Trax = 0,1 quando

calculada utilizando K(T) =0,940 tem­se Foz 0,44 e quando calculada para K(T) =1,062
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tem­se Fo =0,38, acarretando em uma diferença de aproximadamente 16% com relação ao

menor valor. Analogamente, para Tmedia= 0,1 obtém­se uma diferença de aproximadamente

20%. Para este material, nos casos que as ordens de truncamento são iguais a 5 e 7 termos na

série, os resultados comportam­se de maneira semelhante.

Chumbo Chumbo

N =N =N =S c=1x105 N=N=N=5S;g=e1x105
x y z x y z

—e— K(T) = a = 0,940 à —s— K(T) = a = 0,940
—e—KiT)=a=! —e—K(D)=za=]
——a— K(T) = a = 1,062 —a— K(T) = a = 1,062

(a) (b)
Figura 4,2: Distribuição da temperatura máxima (a) e da temperatura média (b), em função do

número de Fourier, para o Chumbo.

Chumbo À

Chumbo

NEN =N=TesIx10S N=N=N=7T;ecaeIx105y z
x y 2—e— K(T) = a = 0,940 3 —e— K(T) = a = 0,940

—e—K(T)=a=] —e—K(T)=a=]l—a K(T) = a = 1,062 —a— K(T)=a=1,062

T

0,4
Fo

Fo

(a) (b)
Figura 4.3: Distribuição da temperatura máxima (a) e da temperatura média (b), em função do

número de Fourier, para o Chumbo.
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Chumbo Chumbo
;

NENN,=10;021x105 NEN AN =10;021x10
—e— K(T) = a = 0,940 —a— K(T)=a=0,940
—e—K(T)=a=1 —e—Ki(T)=a=]1
—a— K(T) = a = 1,062 —a— K(T)=a= 1,062

Fo Fo

(a) (b)
Figura 4.4: Distribuição da temperatura máxima (a) e da temperatura média (b) em função do

número de Fourier, para o Chumbo.

Nas Figuras 4.5 ­ 4.7 são apresentadas as distribuições de temperaturas no sólido,

para Fo = 0,02; 0,18 e 0,5, respectivamente, com condutividade térmica dada por uma função

constante K(T)=1 e N, = N, = N, =10.

Figura 4.5: Distribuição de temperatura no paralelepípedo para K(T) =1 em função dos eixos do

espaço, para Fo = 0,02, material Chumbo.
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Figura 4.6: Distribuição de temperatura no paralelepípedo para K(T) =1 em função dos eixos do
espaço, para Fo = 0,18, material Chumbo.

Figura 4.7: Distribuição de temperatura no paralelepípedo para K(T) =1 em função dos eixos do

espaço, para Fo = 0,5, material Chumbo.
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Aço Inoxidável Aisi 304

Analisou­se a distribuição de temperatura no paralelepípedo de aço inoxidável

Aisi 304 no mesmo instante de tempo Fo = 0,2. Tem­se para K(T) = 0,741, uma temperatura

Trax = 0,652 e para K(T) =1,249, a temperatura T,,, =0,322 acarretando uma diferença de

temperatura da ordem de 100% em relação ao menor valor. Para a temperatura média, essa

diferença é superior a 100%. O tempo que o paralelepípedo gasta para resfriar até uma

temperatura T,,, = 0,1 é de aproximadamente Fo = 0,54 para K(T) = 0,741 e quando calculada

para K(T)=1,249, o tempo é de Fo=z=0,32 levando a uma diferença superior a 60%

relativamente ao menor valor. Com respeito à temperatura média, essa diferença é da ordem de
70%.

Nas Figuras4.8­4.l10 são apresentadas as distribuições de temperaturas

máxima (T ,, ) e média (Treã,) em função do número de Fourier, Fo, para K(T) = a , segundo

os três modelamentos de condutividade térmica constante, conforme a Tabela 4.3. Utilizou­se

N, =N,=N,=5,7e10 produzindo sistemas não­lineares de 125, 343 e 100 equações

diferenciais ordinárias, respectivamente.

Aço Aisi 304
'

Aço Aisi 304

N,=N,=N,=5;e=1x10º N,=N,=N,=5e=Ix10º
—e— K(T) = a = 0,741 ) —— K(T)=a=0,741—e—KiN)=a=| —e—K(T)=a=!
—a— K(T)=a=1,249 —a—K(T)=a=1,249

T

0,4

Fo

(a) (b)
Figura 4.8: Distribuição da temperatura máxima (a) e da temperatura média (b), em função do

número de Fourier, para o Aço Inoxidável Aisi 304.
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Aço Aisi 304

NENANSTESIR IO
——K(D)=a=
—e—K(D=a=
—e—K(N=a=

Aço Aisi 304

N,eN,2N,27;e=1x100
0,741 —e— K(T)=a=0,741

1 —e—­K(T)=za=1

1,249 —a—K(T)=a=1,249

O)
Figura 4.9: Distribuição da temperatura máxima (a) e da temperatura média (b), em função do

número de Fourier, para o Aço Inoxidável Aisi 304.

Aço Aisi 304

—e—K(TD)=a=|]

Fo

(a)

NeN,2N,210;,0=1x10º NEN2N=10:821x100
—e— K(T)=a=0,74] ; —e— K(T)=a=0,4]
—e— K(T)=a=1,249 —a— K(T)=a=1,249

Aço Aisi 304

—e—K(D=za=|1

Fo

(b)
Figura 4.10: Distribuição da temperatura máxima (a) e da temperatura média (b), como função

do número de Fourier, para o Aço Inoxidável Aisi 304.

Os resultados para as diferentes ordens de expansão são muito próximos, conforme
pode ser observado nas Figuras 4.8 ­ 4.10.

As distribuições de temperatura em relação ao sistema de coordenadas tridimensional

para Fo = 0,02; 0,18 e 0,5 para este material (aço Aisi 304), são semelhantes às apresentadas nas

Figuras 4.5 — 4.7, pois em todos estes casos, apresentam­se distribuições de temperatura para a

condutividade térmica expressa por uma função constante igual à unidade, isto éK(T) =1 para

N, =N, =N, =10.
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e Paládio

O processo de transferência de calor no paralelepípedo também foi analisado tendo
como material o Paládio, no mesmo instante de tempo Fo = 0,2. Para K(T) = 0,958 obtém­se

uma temperatura máxima T ,, = 0,489, para K(T) =1,179, tem­se T,,, =0,357 o que dá uma

diferença superior a 30%. Já para a temperatura média tem­se uma diferença da ordem de 40%.

Agora, para que a temperatura máxima do paralelepípedo atinja o valor de 0,1 com
K(T) = 0,958, o tempo necessário é de aproximadamente 0,42 e Fo = 0,34 para K(T) =1,179,

levando a uma diferença superior a 20%. Para que Tregia = 0,1, a diferença também se encontra

na faixa de 20%. As Figuras 4.11 ­ 4.13 ilustram as distribuições de temperaturas máxima e

média em função do número de Fourier, segundo as três maneiras de obter K(T) = a.

Paládio Paládio

NAN =N,=5c=1x10º N,EN2N,=5esIx10º
—se— K(T) = a = 0,958 —— K(T)= a =0,958
—e—K(N=a=1 —e—K(D=a=1

—a— K(T)=a=1,179 —a— K(T)=a=1179

Fo

(a) (o)
Figura 4.11: Distribuição da temperatura máxima (a) e da temperatura média (b), em função do

número de Fourier, para o Paládio.
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Paládio
'

Paládio

Nç=N=N27;emtx10º NEN2N27Tes1x10º
—s— K(T) = a = 0,958 —— K(T) = a =0,958
—e—KiT)=a=l —e—K(T)=a=|
—a— K(T)=a=1,179 —a— K(T)=a=1,179

Fo

(a)
Figura 4.12: Distribuição da temperatura máxima (a) e da temperatura média (b), como função

Fo

do número de Fourier, para o Paládio.

Paládio ' Paládio

NEN=N=10,0=1x10º NEN EN,2106 821x10º
—e— K(T) = a = 0,958 É

—e— K(T)=a = 0,958
—e—KiND=a=|1 —e—­K(D=a=1

—a— K(T) = a = 1,179 —á— K(T)=0a=1,179

Fo Fo

(a) (b)
Figura 4.13: Distribuição da temperatura máxima (a) e da temperatura média (b), como função

do número de Fourier, para o Paládio.

Neste caso, também as distribuições de temperaturas em função dos eixos do espaço

tridimensional, para Fo = 0,02; 0,18 e 0,5 são iguais àquelas apresentadas nas Figuras 4.5 ­ 4.7,

pois nestes casos, trata­se da distribuição de temperatura para a condutividade térmica expressa

por uma função constante K(T) =].

Pode observar pelos resultados já apresentados, que a distribuição de temperatura

varia rapidamente no início do processo de transferência de calor apresentando grandes

gradientes. Posteriormente, a rapidez do processo diminui, e então passa a ter uma tendência

assintótica na direção da temperatura final, com gradientes tendendo a zero. Como a temperatura

adimensional inicial é igual à unidade e as condições de contorno são de simetria e temperatura

prescrita na parede igual a zero, então a distribuição tridimensional da temperatura apresenta
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superfícies isotérmicas de menores valores da temperatura mais próximas da superfície do
volume, e superfícies isotérmicas de maiores valores da temperatura localizadas próximas às
superfícies isoladas.

Observando­se as Figuras 4.4, 4.10 e 4.13 apresentadas para os diferentes materiais
pode­se notar que para o Chumbo, as curvas das distribuições de temperatura estão mais
próximas do que àquelas apresentadas para o caso do aço Aisi 304 e Paládio. Isso ocorre devido
à influência do intervalo de temperatura adotado para analisar o fenômeno, bem como da
inclinação média da curva da condutividade térmica em função da temperatura. Quanto maior o
intervalo e quanto maior a inclinação média da curva da condutividade térmica maior será a

distância entre aqueles resultados provenientes dos três diferentes modelos adotados para se
estabelecer a condutividade térmica constante. No caso do Chumbo, o intervalo é pequeno

(Tabela 4.1) e então, os valores das temperaturas máximas e mínima estão próximos, enquanto
que, para o Aço Inoxidável Aisi 304, os valores das temperaturas estão mais distantes. O mesmo

comportamento pode ser observado quando se compara todas as outras combinações possíveis

para os três materiais. Note que, para o material Paládio, as curvas da distribuição de

temperaturas para K(T)=0,958 e K(T)=1 se aproximam mais do que às curvas para

K(T) =1,179. Isso também pode ser explicado observando a Figura4.1, uma vez que a
temperatura mínima está próxima da temperatura média, consequentemente, a condutividade

*r . ro *
r ro e... r . An .

*

térmica mínima, k (Tri), está próxima da condutividade térmica de referência, k.r­

4.6.2 ­ Resultados para os diferentes materiais com K(T)=a+bT

Para o problema não­linear difusivo, analisou­se também o processo de resfriamento

do paralelepípedo para os diferentes materiais, com respeito às condutividades térmicas

apresentadas na Tabela 4.2. São apresentados na sequência, os resultados para o caso em que a

condutividade térmica varia linearmente com a temperatura, K(T) =a +bT, bx0O. A largura de

banda, para este caso é igual a 21.

Chumbo

Nas Figura 4.14(a, b) e 4.15 apresenta­se a distribuição da temperatura máxima e

média em função do número de Fourier para as três ordens de truncamento mencionadas para o
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Chumbo. Observa­se em ambas as figuras que para um mesmo Fourier, os valores das
temperaturas máximas e médias variam muito pouco, sendo muito difícil notar essa diferença
visualmente. A fim de mostrar claramente a pequena diferença entre as temperaturas, para os

diferentes valores da ordem de truncamento, plotou­se as quatro curvas apresentadas na
Figura 4.16 que representa a diferença, em módulo, das temperaturas máximas e médias.

Chumbo Chumbo

N,=N,=N,=5 N,2N,=N,=7
K(T)= 1,061 ­ 0,122T t

K(T)= 1,061 ­ 0,122T
e= 1x 10º; largurada banda =21 c£=1x10%; largurada banda =21
—— Temperatura máxima —+— Temperatura máxima
—+— Temperatura média à —— Temperatura média=

)
E

S 1.

Te
m

pe
ra

tu
ra

E
)

= 1

Fo

O)
Figura 4.14: Distribuição da temperatura máxima e média em função do número de Fourier para

o chumbo com (a), N,=N,=N,=5, e (D), N,=N,=N,=7, material
Chumbo.

Chumbo

N,=N,=N,=10 e=1x 10º: largura da banda =21
( 1 —s— mod (Tmax (10 ­ 7)K(T)= 1.061 ­ 0,122T —á— mod max 10.5)

ce=1x 10; largurada banda =2! —e mod (Tmédia(10 ­ 7))
—+— Temperatura máxima —e— mod (Tmédia (10 ­ 5))
—e— Temperaturamédia

Chumbo
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Figura 4.15: Distribuição da temperatura Figura 4.16: Diferença da distribuição das
máxima e da temperatura média em função do temperaturas máxima e média em função do
número de Fourier para o chumbo com número de Fourier parao chumbo.
N, =N,=N,=10.

Como esperado, observa­se na Figura 4.16, quanto maior for a quantidade de

informação, as curvas tendem a permanecer mais próximas e então verifica­se uma tendência à

convergência, na medida que o valor da ordem de truncamento aumenta.
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Na Figura 4.17 apresenta­se uma comparação dos resultados obtidos através do

equacionamento não­linear (condutividade térmica linear com a temperatura) com aqueles

obtidos utilizando o equacionamento linear (condutividade térmica constante). Observa­se na

Figura 4.4 para o problema linear, que dos três casos analisados para a condutividade térmica, os
dois que mais se aproximam dos resultados do caso não­linear são aqueles correspondentes a
K(T)=1 e K(T) =1,062. Este fato deve­se também ao intervalo de temperatura adotado, como

já dito anteriormente, o intervalo para este material é pequeno (Tabela 4.1), o que leva a
temperaturas máximas e mínimas próximas.

Chumbo Chumbo

Largura da banda = 21 1 Largura da banda = 21
NEN,=N,=10

' NENENE10
ce=1x10 cestx105
—e—K(T)=a=] —e—KT)=a=1—A— K(T)=1,061 ­0,122T Y —A— K(T) =1,061 ­0,122T

Fo

(b)
Figura 4.17: Distribuição da temperatura máxima (a) e da temperatura média (b) em função do

número de Fourier para a condutividade térmica constante e linear com a
temperatura, material Chumbo.

Nas Figuras 4.18 ­ 4.20 ilustrou­se a distribuição de temperatura em função dos eixos
do espaço, para os tempos adimensionais Fo = 0,02; 0,18 e 0,5 com condutividade térmica
K(T) =1,061­0,122T.
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Figura 4.18: Distribuição de temperatura no paralelepípedo em função dos eixos do espaço para
Fo = 0,02, material Chumbo.

Figura 4.19: Distribuição de temperatura no paralelepípedo em função dos eixos do espaço para
Fo = 0,18, material chumbo.
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Figura 4.20: Distribuição de temperatura no paralelepípedo em função dos eixos do espaço para
Fo = 0,5, material chumbo.

Aço Inoxidável Aisi 304

A seguir serão apresentados os resultados obtidos para o material Aço Inoxidável

Aisi 304. Nota­se que as distribuições de temperatura seguem as mesmas tendências observadas

para o chumbo.

Nas Figuras 4.21 — 4.23 pode­se observar pequenos picos no início das curvas que

representam as distribuições de temperatura máxima. Isso acontece pois para tempos

adimensionais próximos de zero, existe uma insuficiência de autovalores necessários para obter o

processo adequado de convergência. Ao se aumentar a quantidade de termos na série a precisão

irá melhorar, no entanto sempre haverá um valor suficientemente pequeno do tempo para o qual

um número fixo de termos na série será insuficiente. Em termos práticos a quantidade total de

termos utilizados é dependente da capacidade computacional disponível em termos de memória e

tempo de processamento.
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Aço Áisi 304 ' Aço Aisi 304
N,=N,=N,=5 NeN,2N,27
K(T) = 0,756 + 0,489T

'

K(T) =0,756 + 0,489T

e=1 x 10º; largura da banda =21 e=1x 10; largurada banda =21
—+«— Temperatura máxima —+— Temperatura máxima
—— Temperatura média —à— Temperatura média

Te
m

pe
ra

tu
ra

Fo

(b)
Figura 4.21: Distribuição da temperatura máxima e da temperatura média em função do número

de Fourier para o Aço Aisi 304 com (a) N,=N,=N,=5 «e
(b) N, =N, =N, =7.

Aço Aisi 304 Aço Aisi 304

N,=N,=N,=10 e=1x 10%; largurada banda =21
K(T) = 0,756 + 0,489T —s— mod (Tmax (10­7))

F —a— mod (Tmax (10­5e=1x10% largura da banda = 21 —e mod (média (10­7)
*— Temperatura máxima —— mod (Tmédia (10 ­ 5))

—e— Temperaturamédia

m kh 1
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Figura 4.22: Distribuição das temperaturas Figura 4.23: Diferença da distribuição das
máxima e média em função do n.º de Fourier, temperaturas máxima e média em função do
Aço Aisi 304 com N, = N, = N, =10. número de Fourier para o Aço Aisi 304.

Também comparam­se os resultados obtidos através do equacionamento não­linear

com aqueles obtidos utilizando o equacionamento linear para o aço Aisi 304, conforme

apresentado na Figura 4.24. Observa­se na Figura 4.10 para o problema linear, que os dois que

mais se aproximam dos resultados do caso não­linear são aqueles correspondentes a

K(T)=0,741 e K(T)=1. Os resultados com menor concordância são os correspondentes a

K(T) =1,249. Note que, para K(T) =1 tem­se uma aproximação razoável, pois trata­se de uma

distribuição de temperatura correspondente à condutividade térmica média.
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Aço Aisi 304 Aço Aisi 304

e=1x10º
1 e=1x10

N,=N,=N,=10 : N,=N,=N,=10
Largura da banda = 21

]

Largura da banda = 21
—s—K(T)=a=]1 —e—K(T)=a=]1

—&— K(T) = 0,756 + 0,489T ó —A— K(T) = 0,756 + 0,489T

—

Fo Fo

(a) (b)
Figura 4.24: Distribuição da temperatura máxima (a) e da temperatura média (b) em função do

número de Fourier para a condutividade térmica constante e linear com a

temperatura, material Aço Inoxidável Aisi 304.

Nas Figuras 4.25 ­4.27 tem­se a distribuição de temperatura para os tempos

adimensionais Fo = 0,02; 0,18 e 0,5 com condutividade térmica do material expressa por uma

função linear dependente da temperatura, K(T) = 0,756+0,489T.

Figura 4.25: Distribuição de temperatura no paralelepípedo em função dos eixos do espaço para
Fo = 0,02, material Aço Inoxidável Aisi 304.

EV
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 unesp”, 12 13 14 15 16 17 18



Figura 4.26: Distribuição de temperatura no paralelepípedo em função dos eixos do espaço para
Fo = 0,18, material Aço Inoxidável Aisi 304.

Figura 4.27: Distribuição de temperatura no paralelepípedo em função dos eixos do espaço para
Fo = 0,5, material Aço Inoxidável Aisi 304.

Na Figura4.28 apresenta­se a diferença da distribuição de temperatura

tridimensional entre os materiais Aço Inoxidável Aisi 304 e Chumbo em um dado instante

Fo = 0,5. Pode­se observar que os valores das isotérmicas são positivos e isso significa que o
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processo de resfriamento no paralelepípedo em Aço Aisi 304 acontece mais lentamente, em

termos adimensionais, do que no Chumbo.

Figura 4.28: Diferença da distribuição de temperatura adimensional no paralelepípedo em função

dos eixos do espaço para Fo = 0,5, entre os materiais Aço Inoxidável Aisi 304 e
Chumbo.

Conforme observado nas figuras anteriores, que ilustram as diferenças de
temperaturas para o Aço Inoxidável Aisi 304, pode­se reafirmar a semelhança no comportamento

das distribuições de temperaturas entre o Aisi 304 e o Chumbo, embora com valores distintos.

Paládio

A seguir serão apresentados os resultados obtidos para o material Paládio. Nota­se

que as distribuições de temperaturas seguem as mesmas tendências qualitativas daquelas
observadas para o chumbo e o Aço Inoxidável Aisi 304, como pode ser observado nas
Figuras 4.29 a 4.31.
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Paládio Paládio

N,=N,=N,=5 Nç2N,2N,=7
K(T) = 0,890 + 0,253T

Y

K(T) = 0,890 + 0,253T

c=1x 10; largura da banda =21 e=1x 10º; largurada banda =21
—e— Temperatura máxima —s— Temperatura máxima
—a— Temperatura média ­—— Temperatura média

Fo

(Db)
Figura 4.29: Distribuição da temperatura máxima e da temperatura média em função do número

de Fourier para o Paládio com (a) N, = N, = N, =5 e(b) N, =N, =N, = 7.

Paládio Paládio

N,2N,=N,=10 e=1x 10º; largura da banda = 21
K(T) = 0,890 + 0,253T —— mod (Tmax (10­ 7))

P
—a— mod (Tmax(10 ­5))£=1x 10º; largurada banda =21 mod média (109)

—— Temperatura máxima —— mod (Tmédia(10 ­ 5))
—+— Temperaturamédiaes EM 1
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Figura 4.30: Distribuição da temperatura Figura 4.31: Diferença da distribuição das
máxima e da temperatura média em função do temperaturas máxima e média em função do
número de Fourier para o Paládio com número de Fourier para o Paládio.
N, =N,=N, =10.

Nas Figuras 4.32 ­ 4.34 apresentou­se a distribuição de temperatura para os tempos

adimensionais Fo = 0,02; 0,18 e 0,5 com condutividade térmica do material expressa por uma

função linear dependente da temperatura, K(T) = 0,890 +0,253T.
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Figura 4.32: Distribuição de temperatura no paralelepípedo em função dos eixos do espaço para
Fo = 0,02, material Paládio.

Figura 4.33: Distribuição de temperatura no paralelepípedo em função dos eixos do espaço para
Fo = 0,18, material Paládio.
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Figura 4.34: Distribuição de temperatura no paralelepípedo em função dos eixos do espaço para
Fo = 0,5, material Paládio.

Semelhante à Figura 4.28, apresenta­se na Figura 4.35 a diferença da distribuição de
temperatura tridimensional entre os materiais Paládio e Aço Inoxidável Aisi 304 em um dado
instante, Fo = 0,5. Neste caso, pode­se observar que os valores das isotérmicas são negativos e

significando que o processo de resfriamento no paralelepípedo de Paládio é mais lento, em
termos adimensionais, do que o de Aço Inoxidável Aisi 304, porém com valores muito próximos.
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Figura 4.35: Diferença da distribuição de temperatura adimensional no paralelepípedo em função

dos eixos do espaço para Fo = 0,5, entre os materiais Paládio e Aço Inoxidável Aisi 304.

Conforme observado nas figuras anteriores, que ilustram as diferenças de

temperaturas para o Paládio, pode­se reafirmar a semelhança no comportamento das

distribuições de temperaturas entre este material, Aço Aisi 304 e o Chumbo.

4.6.3 ­ Resultados para os diferentes materiais com K(T)=a+bT+cT?

A condutividade térmica do Paládio é representada também através de uma função

de segunda ordem, K(T) = 0,932 ­0,110T + 0,370Tº, de acordo com a Tabela 4.1. A distribuição

das temperaturas máximas e média são apresentadas na Figuras 4.36.

Apesar da condutividade térmica variar de acordo com um polinômio de segundo

grau, as distribuições de temperatura se comportam de maneira semelhante ao caso

K(T) =a+bT, mostrado anteriormente.
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Paládio ó Paládio

N=NJ=N,=5 N,EN,2N,=7
K(T) =0,932­0,110T + 0,370T' K(T) =0,932 ­0,110T + 0,370T”
e=1x 10”; largurada banda =21 e=1x10%;largura da banda =21
—s— Temperatura máxima —— Temperatura máxima

— — Temperatura média —— Temperatura média

Figura 4.36: Distribuição da temperatura máxima e da temperatura média em função do número

de Fourier, para o Paládio, com (a) N, =N, = N, =5 e(b) N, =N, =N,=7.

A Figura 4.37 apresenta uma comparação dos resultados obtidos através do

equacionamento não­linear com aqueles obtidos utilizando o equacionamento linear. Observa­se
na Figura 2.12 para o problema linear, que dos três casos analisados para a condutividade

térmica, os dois que mais se aproximam dos casos não­lineares são aqueles correspondentes a

K(T)=1 e K(T)=0,958. Para K(T) =1 os resultados tendem a ter boa aproximação com os

resultados obtidos para K(T) = 0,890 +0,253T e K(T) =0,932­0,110T + 0,370T?.

Paládio '

Paládio

e=1x10º e=1x10º
N,=N,=N,=7 Y N,=N,=N,27
Largurada banda=2] Largura da banda= 21
—o—Ki(T)=a=| —e—K(T)=a=1
—O— K(T) = 0,890 + 0,253T à —Oo— K(T) = 0,890 + 0,253T
—m— K(T) = 0,932 ­ 0,110T + 0,370T” : —x— K(T) = 0,932 ­ 0,110T + 0,370T?

04

Fo

(a)
Figura 4,37: Distribuição da (a) temperatura máxima e da (b) temperatura média em função do

número de Fourier para a condutividade térmica constante, linear e quadrática com
a temperatura.
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Nas Figuras 4.38 ­ 4.40 são apresentadas as distribuições de temperatura para os
tempos adimensionais Fo = 0,02; 0,18 e 0,5 em função dos eixos tridimensionais, com
condutividade térmica do material expressa pela função K(T) = 0,932­0,110T + 0,3 70T?.

Figura 4.38: Distribuição de temperatura no paralelepípedo em função dos eixos do espaço para
Fo = 0,02, material Paládio.

Figura 4.39: Distribuição de temperatura no paralelepípedo em função dos eixos do espaço para
Fo = 0,18, material Paládio.
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= 0.6
02 CY

0

Figura 4.40: Distribuição de temperatura no paralelepípedo em função dos eixos do espaço para
Fo = 0,5, material Paládio.

As Figuras 4.41 e 4.42 mostram o comportamento em módulo da distribuição de

temperatura máxima e média, respectivamente, para N, = N, = N, =5, com valores da largura
da banda iguais a 1, 3, 5, 11, 21, 41, 101 e 201. Os resultados apresentados nas referidas figuras

permitem avaliar a influência da largura da banda sobre os resultados obtidos para o caso

não­linear onde a condutividade térmica foi modelada como uma função quadrática da

temperatura K(T) =0,932­0,110T +0,370T?.
Utilizou­se como referência o valor da largura da banda igual a 201 e então foi

computado o módulo da diferença das temperaturas, obtendo as curvas mostradas nas

Figuras 4.41 e 4.42. Observa­se nitidamente que para menores valores da largura de banda, a

distribuição de temperatura recebe menor influência da largura de banda fixada. Isso ocorre

devido à quantidade de informação presente nos dados para larguras de bandas menores serem

próximas dos valores dos dados da diagonal principal, que por sua vez, predominam no
fenômeno.

O contrario pode ser observado quando o valor da largura de banda aumenta pois o

módulo da diferença vai tendendo a zero e assim, a diferença das distribuições de temperatura

vão se aproximando e uma tendência à convergência começa a ser notada. Com isso, quanto

maior o valor da largura de banda, melhor será a acurácia dos resultados, porém acoplado a este
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fato, está o tempo computacional, que sofre um aumento muito grande no processo de cômputo

dos coeficientes dependentes da temperatura presentes no sistema não­linear.

Paládio

NEN=N=5; e=1 x 10
—— mod (Tmax (201 ­ 1))
—&— mod (Tmax (201 ­ 3))
—e— mod (Tmax (20! ­ 5))
—y— mod (Tmax (201 ­ 11))
—€— mod (Tmax (201 ­ 21))
—e— mod (Tmax (201 ­ 41))
—e— mod (Tmax (201 ­ 101))
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Figura 4.41: Diferença da distribuição da temperaturas máxima em função do número de Fourier
para os valores de largura da banda iguais a 1, 3, 5, 11, 21, 41, 101 e 201.

Paládio

N,=N,=N,=5; es1x105
—e— mod (Tmedia (201 ­ 1))
—y— mod (Tmedia (201 ­ 3))
—&— mod fTmedia (201 ­ 5))
—e— mod (Tmedia (201 ­ 11))
—— mod (Tmedia (201 ­ 21))

­ —+— mod (Tmedia (201 ­ 41))YE —e— mod (Tmedia (201 ­ 101)
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Figura 4.42: Diferença da distribuição da temperaturas média em função do número de Fourier
para os valores de largura da banda iguais a 1,3, 5, 11, 21,41, 101 e 201.
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4.7 ­ Comparação dos resultados com os apresentados na literatura

Serfaty (1997) utilizou a Técnica da Transformada Integral Generalizada para obter a

solução de problemas de condução não­linear com propriedades térmicas dependendo da
temperatura. A condutividade térmica, em seu trabalho, foi assumida variando linearmente com a

temperatura, K(T) =1+6T, para valores de b= 0,1 e 0,5 e para o intervalo de tempo de 0a 1. A

seguir será apresentado uma comparação dos resultados obtidos no presente trabalho com os
dados contidos na literatura.

Na Figura 4.43 é apresentado uma comparação da distribuição de temperatura em z

com os dados de Serfaty (1997), para a posição x = 0,1 e alguns valores de y. O tempo
adimensional adotado foi Fo = 0,05 e b= 0,1. Pode­se observar uma boa concordância entre os

resultados apresentados. Pode­se verificar, por exemplo, que no presente trabalho, o valor da

temperatura no ponto (x,Yy,z) =(0,1; 0,1; 0,5) é T=0,8634 e para os resultados apresentados por

Serfaty (1997), T =0,8648 o que determina um diferença da ordem de 10?

x=0,1
Fo=0,05
K(T)=1+0,1T
À = Presente Trabalho

B = Serfaty (1997)

Te
m

pe
ra

tu
ra

Figura 4.43: Comportamento da temperatura para Fo = 0,05, com b=0,1 e x=0,1.

As curvas da Figura 4.44 possuem comportamento semelhante ao apresentado na

Figura 4.43, neste caso, x = 0,3, e então y variou de acordo com os valores apresentados na

legenda. Logo afirma­se novamente que para o dado Fo = 0,05 os resultados concordam muito

bem com os apresentados por Serfaty, (1997).
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x=0,3
Fo =0,05

K(T)=1+01T
A = Presente Trabalho

B = Serfaty (1997)

Z

Figura 4.44: Comportamento da temperatura para Fo = 0,05, com b=0,1 ex=0,3.

A seguir são apresentados alguns resultados, para posições x =0,1 e 0,3, Fo=0,1 e

0,5 que também concordam bem com os dados de Serfaty (1997), Figuras 4.45 — 4.48.
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x=0)]
Fo=0,!
K(T)=1+01T
A = Presente Trabalho

B = Serfaty (1997)

Figura 4.45: Comportamento da temperatura para Fo = 0,1, com b= 0,1 ex=0,1.
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x=0,3
Fo=0,1
K(T)=1+0,1T
A = Presente Trabalho

B = Serfaty (1997)
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x=0,)
Fo=0,5
K(T)=1+0,1T
A = Presente Trabalho

B = Serfaty (1997)

Figura 4.47: Comportamento da temperatura para Fo = 0,5, com b= 0,1 ex=0,1.
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x=0,3
Fo=0,5
K(T)=1+0,1T
A = Presente Trabalho

B = Serfaty (1997)
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Figura 4.48: Comportamento da temperatura para Fo = 0,5, com b=0,1 ex=0,3.

Conforme observado nas Figuras 4.45 — 4.48 pode­se reafirmar a boa concordância

dos resultados do presente trabalho quando comparados com os dados de Serfaty (1997).

Agora, são apresentados os resultados do presente trabalho para b = 0,5 e os tempos

de Fourier, Fo = 0,05; 0,1 e 0,5.

A Figura 4.49 apresenta uma comparação da distribuição de temperatura em z com

os dados de Serfaty (1997), para a posição x = 0,1 e alguns de y, para Fo = 0,05. Verifica­se, no

presente trabalho, que o valor da temperatura, por exemplo, no ponto (x,y,z) =(0,1; 0,1; 0,5) é

T=0,8132 e para os resultados apresentados por Serfaty (1997), T=0,8168 o que determina

uma diferença da ordem de 0,4%. Porém, para (x,y,2z)=(0,1; 0,1; 0,3), no presente trabalho,

T =0,9525 e no trabalho de Serfaty (1997), T=0,9119 o que acarreta uma diferença da ordem

de 4% relativo ao menor valor. Já para a posição (x,y,z) =(0,1; 0,1; 0,7), neste trabalho,

T =0,5433 e nos dados de Serfaty (1997), T=0,6095 que determina uma diferença da ordem

de 12% relativamente ao menor valor.

Esta diferença deve­se a diferentes procedimentos na escolha dos termos que seriam

retidos e descartados da série. Para uma mesma quantidade de termos, Serfaty (1997) se

preocupou em verificar as combinações, nas quais os resultados, em caráter numérico, seriam

mais significativos, enquanto neste trabalho, variou­se as expansões até um certo número de

termos, previamente definidos sem efetuar uma verificação iterativa da contribuição efetiva de

cada um. Efetivamente, a maioria dos termos importantes estão presentes nos dois processos de

escolha, no entanto o processo de Serfaty (1997) é mais otimizado, mas possui um custo
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computacional também maior. Também utilizou­se no presente trabalho, o conceito de largura de

banda, que também introduz algum erro adicional no algoritmo de cômputo, apesar de

influenciar pouco nos resultados, conforme apresentado anteriormente.

x=0,)]
Fo=0,05

K(T)=1+0,5T
A = Presente Trabalho

B = Serfaty (1997)
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ra

Figura 4.49: Comportamento da temperatura para Fo = 0,05, com b=0,5 e x=0,1.

As curvas na Figura 4.50 possuem um comportamento semelhante ao apresentado na

Figura 4.49, neste caso, x = 0,3 e então, y variou de acordo com os valores apresentados na

legenda.

x=0,3
Fo=0,05
K(T)=1+0,5T
A = Presente Trabalho

B = Serfaty (1997)
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Figura 4.50: Comportamento da temperatura para Fo = 0,05, com b =0,5 e x = 0,3.
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A seguir serão apresentados alguns resultados, para posições x =0,1 e 0,3, Fo=0,l e

0,5, Figuras 4.51 —4.54. Pode­se notar que conforme se aproxima da superfície do
paralelepípedo (y,z —> 1) a concordância com os resultados de Serfaty (1997) melhora, para

resultados mais no interior do volume (y, z — 0) os resultados pioram, ligeiramente.
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x=0,

Fo=0,1
K(T)=1+0,5T
A = Presente Trabalho

B = Serfaty (1997)

Te
m

pe
ra

tu
ra

x=0,3
Fo=0,!
K(T)=1+0,5T
A = Presente Trabalho

B = Serfaty (1997)

Figura 4.52: Comportamento da temperatura para Fo = 0,1, com b=0,5 e x=0,3.
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x=0,1
Fo=0,5

K(T)=1+0,5T
A = Presente Trabalho

B = Serfaty (1997)
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Figura 4.53: Comportamento da temperatura para Fo = 0,5, com b=0,5e€ x=O0,1.

x=0,3
Fo=0,5
K(T)=1+0,5T
A = Presente Trabalho

B = Serfaty (1997)
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Figura 4.54: Comportamento da temperatura para Fo = 0,3, com b =0,5 e x = 0,3.

Pode­se observar que os dados apresentados em todas as figuras concordam melhor

com os resultados de Serfaty (1997), para números de Fourier nas extremidades do intervalo

[0,1] do que para instantes intermediários.
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Capítulo 5

Aplicação em coordenadas
cilíndricas: Resfriamento de

um setor de cilindro

Como exemplo da formulação matemática desenvolvida no Capítulo 3, será

apresentado a seguir, uma aplicação da equação da difusão do calor no sistema de coordenadas
cilíndricas.

5.1 ­ Análise Matemática

Considera­se o problema de condução de calor transiente no interior de um material

isotrópico com condutividade térmica dependente da temperatura. Para tal fenômeno, a
formulação matemática é dada por

oT(r1,0,2,t) 10 Seo),Ot ro fójs)É K(T(r,0,2,t)) oT(r,0,2,1)| 1 ôsmE| Ka,0,2,))r

(5.1)o AT(1,0,2,t)+[Ka0,2,0)==|
no qual, O <ry <r <rn, 0<0 <90, <2n, 0 <z<l,, t>O.
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Na equação (5.1), todas variáveis e parâmetros são adimensionais e as relações entre

eles e suas dimensões são expressas pela formulação seguinte

T'(1,0,2 ,t)­TLNr &S T(1,82z,t)=T,+(To­Ty)T(91,0,2,0), (5.2a)
To ­T.

T(r,0,2,t) =

*.2

ae, ­ EA (5.2b­d)
ref

To * * ” T> * "* *:k (TT IR UT)aT NA A a

To = To k ref

l | . . . ;

Tv l. É Ss l=lL, l,=/.L (5.2g­i)r r

As condições inicial e de contorno para a equação (5.1) são, respectivamente, dadas

T(r,0,2,0) =f(r,0,2)=1, — OSsn<r<rn,0<0<0,<2n,0<z<lL,, (5.3a)

T(r8,2,0  =0o, TEOSZIDI q FAZ 9 150, (5.3b­d)
r=h so dz

8=0 z=0

T(r,0,2,t)=0, T(r,07,2,t)=0, T(r,0,1,,0)=0, t>O. (5.3e­p9)

A relação entre a condutividade térmica e a temperatura foi modelada usando um

polinômio de primeira ordem, como segue

K(T(r,0,2,t)) = a + bT(r,0,2,t),

onde os parâmetros a e b são dependentes da condutividade do material utilizado.

Substituindo a equação (5.4) em (5.1) obtêm­se

O ro or r? ão? õz?OT(1,0,2,t) aôÉ arand),1Pad TAS,
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12 IIOZY |,1 OT6OZH]|, o AT(7,0,2,t)eia eos E» EO E náo» O | >
No caso particular b = O, o segundo termo do membro direito da equação (5.5) se

anula e o problema difusivo não­linear e transiente se torna linear.

Comparando a equação (5.5) com a equação (3.1), observa­se que os termos,

KO (n=KO(9)=KO()=a",;

K+7 (r,0,2,1) = bT(r,0,2,t);

P(r,0,2,t)=0O; d'(r,0,2)=O0;

dO(9) =(nf9/7)º; dO(0) =dO(7)=0;

wI(n=wI6)=wI(2)=1; w(1,09,2)=].

Os operadores L, e L7 em coordenadas cilíndricas são:

Ly, ==Ve[KO (KO (9)KO (2)V()]+dO (N+dO(0)+dO(2)+d'(1,0,2);

L7 =­Ve[K,(1,0,2, YO);

Nesta aplicação esses operadores tem a seguinte forma:

Li =­Ve [YO];

L, =­—V e [bT(r,0,2,t)V()].

As geometrias que podem ser analisados nesta aplicação são da forma de cilindros,

setor de cilindro circular, setor de coroa e coroa circular. A definição dos domínios para essas

geometrias estão apresentadas na tabela abaixo.
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Tabela 5.1 — Geometrias para o problema difusivo em coordenadas cilíndricas

Geometria Domínio

Cilindro maciço O=r,<r<rn,0<9<0,=2n,0<z<l,

Setor de cilindro circular O=r, <r<n, 0<8<0,<2n,0<z<l,

Setor de coroa circular O<r, <r<n, 0<O0<O0,<2n,0<z<l,

Coroa circular 0O<r, <r<rn,0<0<0,=2n,0<z<l,

Nesta aplicação, considerou­se o domínio na forma de setor de cilindro circular para

resolver o problema de condução de calor transiente dado pela equação (5.5). As condições
inicial e de contorno nesta geometria são

T(r,0,2,0)= f(1,0,2) =], O=rn<r<n,0<0<O, . O<z<l,, t=0 (5.6a)

T(19,0,2,0)=0, ATr6O0ZtH o T6SZI o 150, (5.6b­d)
oo 9=0 Oz 7=0

T(r,0,2,t)=0, T(r,0,,2,t)=0, T(r,0,4,,t0)=0, t>O. (5.6e€­g)

5,2 — Problema Auxiliar de Autovalor

Os problemas de autovalores auxiliares (para aplicação da TTIG) e suas condições de
contorno para os eixos r, 8 e z são escolhidos em conformidade com Aparecido (1997) e
expressos por

adz)
dz?

r(APYINO DSO, O<z<l

d'O (z) =0, WO(z=1,)=0;
dz
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2 (8)av) Fm (O)Tm O) , (10249 (9) =0, 0<90<O0,=2;
de 2

d'PP (O) =0, YO(Q=0,)=0;
8=0

(1)an tá)EO(es ­ fes).)muro =o,=0, O=

drO (rdO) WO(rsn)=0.

As soluções dos problemas (5.7a), (5.8a) e (5.9a), sujeito às condições de contorno

(5.7b,0), (5.8b,c) e (5.9b,c) para os três eixos espaciais, são efetuadas e, assim obtidas as

autofunções normalizadas q TO e TO , as autoconstantes BÍº, BO e BO, bem como os
autovalores nº, no e no. Estas entidades matemáticas são representadas a seguir:

PO(7) = BOcostrz), BO = í, po PEDE, 1º = CETSTR0; (5.10a­d)
az z

2m­1 O4 (9) = BO cosç( (Po), BR =| po FEM, Ve = Te m=1,2..,0% (5.11a­d)
0 0

(1)

FM =BRJ 090, BR= ! YO=Er, pal2,.
|Es 09Dr

e os autovalores vês obtidos numericamente, são as raízes positivas de Jo8) =0,
m
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5.3 — Transformada Integral Generalizada

Como apresentado na seção anterior, a equação diferencial parcial (5.5) é

transformada em um sistema infinito acoplado de equações diferenciais ordinárias não­lineares

de primeira ordem através da Técnica da Transformada Integral Generalizada. Esse sistema

infinito deve ser truncado para que seja possível resolvê­lo numericamente e com a fórmula de

Inversão que esta técnica proporciona é possível reconstruir o potencial original.
O par transformada­inversa associado aos três eixos espaciais é constituído de acordo

com a teoria da Transformada Integral Generalizada, (Cotta, 1993), e é expresso pelas seguintes

equações,

impTRI = L Ç [rr a) ei (e) E DT 0,2, 0 drdOdz, i,m,p=1,2,...,00 (5.13a)

T(r,0,2,t)= Yo(2) PP (O) OTRO (1) (5.13b)imp
i,m,p=|1

Como já dito na aplicação do Capítulo 4, o termo T.2* significa a transformação daimp 8

variável dependente em relação aos eixos r, 8 e z com respeito as autofunções W(”), pv? e ww,
respectivamente.

Para transformar a equação diferencial parcial original (5.5) é necessário

multiplicá­la pelas suas respectivas autofunções e as equações dos problemas de autovalores,

multiplicadas por T(r,0,2,t). Assim, as equações resultantes são somadas e em seguida,

integradas sobre todo o domínio. Assim, o sistema de equações diferenciais ordinárias acopladas

é obtido e dado por

O

= 2iimnpg Bimnpa (Too OIT (1), l, m,p = 1,2,...,0
n,q=]!

onde o vetor T , (1) contém todos os infinitos termos transformados para i,m,p=1,2,...,co

TO =p Tia Tizd Diop Taz Das or Diz Tarzan. Do Doar Dos» Daag­­ 5­1 (1)  (5.14b)
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E necessário prover uma condição inicial para o sistema não­linear acoplado de

primeira ordem dado pela equação (5.14a). Isto pode ser realizado com a transformação da

o Tr ] .Tenio)= [ f* Pre ar ee ndrdoda = ES com im,p=1,2,...,00. (5.140)imp imp

Os coeficientes da equação (5.14a) resultam da transformação dos termos lineares e

não lineares da equação (5.5) e são expressos por

*

mapa + SiS mn Eiimmpa + SiiômnS pq F,limnpq 1º mn Yiimmpq UI" mn*Y pg iimmpp *A Bina +; D (5.14d)imnpg 7

Biimnpa (Too (1)) = SR jimnpa Too (O) + Cijmnpa CToo ()) + Vimnpa To (1)))­ (5.14e)

Os coeficientes envolvidos nas equações (5.14d) são definidos a seguir:

Bi =­(1­8;)F;Qnm Hp — Fi Hm 1 3;jômn JO pgs (5.140imnpq O

D = (nº)? HH ; E;immpa = (nf) Fi, Fiimmpp = (UP FiHmamo (5.14g­1)iimnpq pq

sendo que estes coeficientes são descritos pelas seguintes expressões:

Fr = [KO TO ATO dz; Ha = [KO(O)(0)(0); (5.143)

der (O) APDOag. dPO (9 diePO()]
—

['R OO .e A ;o=['K (Dn Pqfr; 5.141,m
dr dr

( )Qm = (KO)

H,, = fx(DPM E (Ddr, (5.14n)

nas quais, Kº (2) = KO(9) = KO (n=a".
Para esta aplicação, tem­se

— V3s — 23 . — 21/3,,(8),,(8)F;=a ô;; Hm =4a mn Qmn =4 YOPY Sms
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E Ongs H,, foram calculados numericamente.
E os coeficientes da equação (5.148) também foram obtidos numericamente e suas

expressões matemáticas são dadas por

a alÉiS) T| OR jimnpg (T ”)= b DX impaabeTO (t);,
a,b,c=1

zo zO
.B jimnpa (Té = b > Yiimnpgabe Lago) (t) ,

a,b,c=|1

zo zoViimnpa (Té ”)= b >Ziimnpgade Lato) (1) ,
a,b,c=1

nos quais,

— fº Po fa ON, Wu (2) so dPD(O) vmXiimnpaste = |, f [E (xYF; (zz) do P,a (r)drdOdz;
; CEI (2) dE (2)' (20) (x i (9) (1)Yimapaane= [1º (O fe Io Pim(O)'PS9 (1) drdOdz;abc

dPO (9) d[rrO (1)]fr (AZiimnpgabe = h fp À PE (xFP (zro (0) : P drdedz ;
dr dr

FeX) = PO(2)O)(1); PE CO = PP (9) PO O)F (O);abc

PP (2) = POOF(2); Fm (0) = FR(O) (O); 520sr(DEDO.

5.4 — Truncamento da Expansão de Funções em Séries Finitas

(5.15a)

(5.15b)

(5.150)

(5.15d)

(5.15e€)

(5.159

(5.15g­h)

(5.15i­k)

O sistema descrito pela equação (5.14a) possui um número infinito de equações

diferenciais ordinárias de primeira ordem sujeito à condição inicial transformada, equação

(5.140). Deste modo, truncando a expansão z em N, termos, a expansão 9 em N,Ê termos e a
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expansão r em N, termos, o número total de termos será N,N,N,, implicando no sistema de

equações diferenciais ordinárias, que segue

Timo (O) N, Nº. N,imp47
dt (Aijmnpo+ BiâmnpelÉ ONT, fim, pr=(12,..., N312..., NoiL2..., N) (5.169)

j.n,q9=1

sujeito à condição inicial

TMO=f7M  fimpl=(12..Ns Le. Ny 12.2, N) (5.16b)imp imp»

A equação (5.16a) é um sistema finito de equações diferenciais não­lineares e pode ser
escrito na forma matricial, como mostrado a seguir

TO 144 BUTONTO, (5.170)

onde A é a matriz dos coeficientes linearesA. e B(T(MW) a matriz dos coeficientesijmnpq

não­lineares Bin (T“(t)). O vetor T(t) é o vetor T.(t) truncado na ordem N,, No e N,
como comentado anteriormente, eé expresso como

— mm ” mo ” ” ” ” ” — ” — TTO=[T ns T125T IN Ti215 T1223­­ Ton s++ss Tings Tinçaress Tin,n, E NAN 9­++s TnznQ TNeNÇ2 sº 5 TN2NQN, ]

Assim, a fórmula de inversão (5.13b) depois de truncada, é usada para obter a

distribuição de temperatura

N;7, No, N,
T(r6,0,2,0)=/"> FOEGrPor o.

i,m,p=1

5.5 ­ Resultados e Discussão

Foi considerado no presente trabalho um setor de cilindro circular, com comprimento
unitário para as direções r e z, /, =. = 1. O material analisado é o aço inoxidável Aisi 304 que é

submetido a um processo de resfriamento de uma temperatura inicial Ty =1200K até a
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temperatura de T? = 400K. A ordem de truncamento na série foi fixada em 5 termos para cada

direção, isto é, N. = Ny = N, =5 o que resulta em um sistema de 125 equações diferenciais.

O sistema finito não­linear de equações diferenciais ordinárias (5.17) foi resolvido
através de um programa implementado em Fortran 90/95 que simula a difusão tridimensional

não linear transiente para um corpo com o formato de um setor de cilindro circular. Neste

programa a subrotina DIVPAG do IMSL (1994) foi usada para resolver o sistema diferencial de

equações. A precisão da subrotina foi fixada em e=10"*.
A condutividade térmica dimensional do Aço Aisi 304 foi obtida a partir dos dados

experimentais disponíveis em Incropera & Witt (1992), para o intervalo de temperatura de 400K
a 1200K e é expressa por

k (T)=11,47+0,013T", [T']=K, [kK']=W/(mxKk).

Após a obtenção desse polinômio de primeira ordem, utilizou­se a equação (5.2€)
e. , . A . * . +para calcular uma condutividade térmica de referência k..; que possui valor igual a

22,42 WimxKk) e então, através da equação (5.21) obteve­se a condutividade térmica
adimensional

K(T) =0,756 + 0,489T.

Para este caso, o tempo computacional necessário para se obter a solução, aumenta

significativamente devido ao cômputo repetido dos coeficientes dependentes da temperatura.

Para reduzir o tempo de processamento, as matrizes A e B, presentes na equação (5.17), foram

computadas na forma de matrizes banda, sendo que os elementos das matrizes que estejam fora

da banda são desprezados. Quando o tamanho da banda aumenta a aproximação para a solução é

melhor mas também aumenta o custo computacional. Os valores adotados para a largura da

banda, neste caso, foram 1, 3 e 11.

Para o caso linear (b = O), adotou­se três maneiras para analisar o problema linear

gerado: a primeira consiste em tomar a condutividade térmica igual ao valor médio kr; e

portanto K(T) = k*.; / kr; =1; as outras duas consistem em tomar K(T)=k",,/krh,=0,741 e

K(T)=k",, /Krg =1,249, onde kh,=k (Ti) e kh =k (Th,) São os valores damax m
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condutividade térmica nas temperaturas máxima e mínima, respectivamente. Para este caso,
* *Tmin =400K e Tr, =1200K.

Na Figura 5.1, são apresentadas as distribuições de temperatura máxima (T,,.,) €

temperatura média (Tre), respectivamente, como função do tempo adimensional, Fo. Como

esperado, observa­se que as curvas da temperatura tendem para zero, mais rapidamente nos casos

em que a condutividade térmica é maior.

É importante observar que, apesar das distribuições de temperatura estarem
próximas, os resultados obtidos, para um dado instante Fo, se diferenciam bastante para os três
casos analisados. Para Fo = 0,1 obteve­se para o caso K(T) = 0,741, a temperatura Tmax = 0,490,

e para K(T) =1,249, a temperatura Tmãx = 0,209. Isto equivale a uma diferença superior a 100%

relativamente ao menor valor. Com respeito aos resultados obtidos para a temperatura média, a
diferença é maior, da ordem de 200%. Uma outra observação sobre este mesmo efeito pode ser
percebida ao analisar­se o tempo necessário para a temperatura adimensional atingir, por
exemplo, um décimo de seu valor inicial. Então para a temperatura máxima atingir Tmax = 0,1

quando calculada utilizando K(T)=0,741 tem­se Foz0,23 e quando calculada para

K(T) =1,249 tem­se Fo = 0,14, o que dá uma diferença de aproximadamente 60% relativamente

ao menor valor. De maneira semelhante, para Tmédia=0,l tem­se uma diferença de
aproximadamente 70%.

Aço Aisi 304 Aço Aisi 304

N=N,2N,=5; e=1x10º N=N,=N,=5; cs 1x10º
—e— K(T)=a=0,741 —a—K(T)=a=074
—e—K(ND=a=]l '

—e—­K(T)=a=]1
—a— K(T) =a=1,249 1

—a— K(T)=a=1,249

Fo

(b)
Figura 5.1: Distribuição das temperaturas máxima (a) e média (b), respectivamente, em função

do número de Fourier, Fo.
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Nas Figuras 5.2, 5.3 e 5.4 são apresentadas as distribuições de temperaturas em

relação aos eixos do espaço tridimensional para os tempos adimensionais Fo = 0,02; 0,08 e 0,25

com condutividade térmica representada por uma função constante, K(T)=1. Os resultados

apresentados até o momento mostram que a distribuição de temperatura varia muito rapidamente

no início do processo de transferência de calor apresentando grandes gradientes de temperatura,

posteriormente a rapidez deste processo diminui, e por fim passa a ter uma tendência assintótica
na direção da temperatura ambiente, com gradientes tendendo a zero. Como a temperatura

adimensional inicial é igual à unidade e as condições de contorno são do tipo termicamente
isolado (ou simetria) e temperatura prescrita igual a zero, então a distribuição espacial da
temperatura apresenta superfícies isotérmicas para menores valores da temperatura mais
próximas da superfície do volume, e superfícies isotérmicas localizadas no interior do corpo e
próximas de superfícies isoladas para maiores valores da temperatura.

Figura 5.2: Distribuição de temperatura no setor de cilindro para K(T)=1 em função dos eixos
do espaço, para Fo = 0,02.
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Figura 5.3: Distribuição de temperatura no setor de cilindro para K(T) =1 em função dos eixos

do espaço, para Fo = 0,08.

Figura 5.4: Distribuição de temperatura no setor de cilindro para K(T) =1 em função dos eixos

do espaço, para Fo = 0,25.
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Na Figura 5.5, apresentam­se resultados que permitem avaliar a influência da largura

da banda sobre os resultados obtidos para o caso não linear onde a condutividade térmica foi
modelada como uma função linear da temperatura, K(T) =a + bT , para o aço Aisi 304. Por

inspeção na Figura 5.5 percebe­se que a influência da largura de banda sobre os resultados para

as temperaturas máxima e média é bem pequena, tanto que é difícil distinguir­se visualmente

uma curva da outra. Utilizou­se larguras de banda iguais a 1, 3 e 11. No caso da largura de banda

igual a 1 considerou­se apenas a diagonal principal das matrizes A e B, nos outros dois casos

considerou­se a diagonal principal e algumas subdiagonais inferiores e superiores. Quanto maior
a largura de banda maior será a acurácia dos resultados, no entanto também será maior o custo

computacional.

Na Figura 5.6 é ilustrada a distribuição de temperatura máxima e média para os casos

em que a condutividade térmica é constante, K(T)=a e K(T)=a+bT, bx=0. Percebe­se na

Figura 5.6 que os resultados obtidos através da solução de uma equação diferencial parcial linear
(condutividade térmica constante) e os obtidos através da solução de uma equação diferencial

parcial não­linear (condutividade térmica variável linearmente com a temperatura) são distintos.
Logo após o início do processo, os resultados são bastante próximos em consequência de que o

problema enfocado ser de valor inicial. Com a evolução temporal, em conseqiiência da diferença
do modelamento constante ou variável da condutividade térmica, os valores previstos para a
distribuição de temperatura tornam­se diferentes. Esta diferenciação reflete­se nos valores

apresentados graficamente para as temperaturas máxima e média. Para Fo =0,1 a temperatura
máxima apresenta uma diferença aproximada de 30%, relativamente ao menor valor; e uma

diferença aproximada de 50% para a temperatura média. Para que a temperatura máxima ou
média atinja um valor Tmáx Ou Tmea=0,l o tempo previsto para as soluções baseadas em
diferentes modelamentos, linear ou não­linear, apresentam diferenças temporais em torno de
20%, relativamente ao menor valor, para ambos os casos. Diferença dos resultados, 30% para
Tmax € 50% para Tmea, Obtidos utilizando o modelamento com condutividade variável e os

obtidos utilizando condutividade constante (k = ks ), são bem menores do que a diferença dos

resultados obtida utilizando apenas modelamento com condutividades constantes (k=Kk“,, €

k =k”;, ), 100% para Tmax € 200% para Tmea, conforme mencionado acima.

Comparando­se os resultados obtidos com o equacionamento não­linear, Figura 5.6,

com aqueles obtidos com equacionamento linear, Figura 5.1, percebe­se que dos três casos de
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equacionamento linear os dois que mais se aproximam dos resultados do caso não linear são

aqueles correspondente a K(T) =1 e K(T) = 0,749. Os resultados com menor concordância são

os correspondentes a K(T)=1,249. Para K(T)=1 os resultados tendem a ter uma boa

aproximação com os resultados obtidos para K(T) =a +bT pois K(T)=1 representa um valor

médio que em geral tende a produzir resultados com uma aproximação razoável. Para

K(T)=0,749 tem­se também uma aproximação razoável, uma vez que no processo de

transferência de calor as regiões que dominam o fenômeno são aquelas com grandes gradientes,

ou seja regiões próximas à parede do volume, e neste locais a temperatura adimensional está

próxima de zero e K(T)=a+bT tende a K(T)=a, ou seja K(T)=0,756 que é um valor

bastante próximo a K(T) = 0,749.

Aço Aisi 304 '

Aço Aisi 304
N,=N,=N,=5;e=Lx 10º
K(T) = 0.756 + 0,489T
—— largurada banda = |
—e— largurada banda = 3
—— largurada banda = 11

N,2N,=N,=5;e=1x10º
K(T)= 0,756 + 0,489T
—— largurada banda = |
— — largurada banda = 3
—— largurada banda = 11

Fo

(b)
Figura 5.5: Distribuição de temperatura máxima (a) e temperatura média (b) em função do

número de Fourier, Fo.

Aço Aisi 304 Aço Aisi 304

N,=N,=N,=5; e=1x10º N,2N,2N,=5;es 1x10º
Largura da banda = 11 Largurada banda = |!
—e—K(D=1 —e—K(D)=]
—e— K(T) =0,756 + 0,489T —e— K(T) =0,756 + 0,489T

T

02

FoFo

(a)
:

(b)
Figura 5.6: Distribuição das temperaturas máxima (a) e média (b) em função do número de

Fourier para a condutividade térmica constante e variável com a temperatura.
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Nas Figuras 5.7, 5.8 e 5.9 apresentam­se os resultados obtidos para a distribuição

tridimensional de temperatura para os tempos adimensionais Fo = 0,02; 0,08 e 0,25;
respectivamente, com condutividade térmica expressa por uma função linear dependente da

temperatura e valor da largura de banda igual a 11. Como apresentado na Figura 5.6 os

resultados para o equacionamento não­linear são próximos porém distintos daqueles obtidos com

equacionamento linear. Assim, nas Figuras 5.7­5.9 são apresentadas a evolução da distribuição

de temperatura para o caso não­linear sendo semelhantes àquelas obtidas para o caso linear,

Figuras 5.2­5.4.

Figura 5.7: Distribuição de temperatura tridimensional no setor de cilindro para
equacionamento não linear e Fo = 0,02.
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0.8 0.6 04 05
x

Figura 5.8: Distribuição de temperatura tridimensional no setor de cilindro para o

equacionamento não linear e Fo = 0,08.

0.8 0:6 04 TPRRAT
x

Figura 5.9: Distribuição de temperatura tridimensional no setor de cilindro para o
equacionamento não linear e Fo = 0,25.
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Capítulo 6

Conclusões e sugestões

para trabalhos futuros

Do procedimento apresentado entende­se que a Técnica da Transformada Integral

Generalizada é uma ferramenta eficaz na obtenção de resultados para problemas de difusão

tridimensionais, não­lineares e transientes, definidos em sistemas de coordenadas cartesianas e

cilíndricas.

Neste trabalho considerou­se corpos com formato de paralelepípedo e setor de

cilindro circular, e então, analisou­se o processo de resfriamento em um dado intervalo de

temperatura. Os materiais considerados foram o Chumbo, o Aço Aisi 304 e o Paládio.

Foram considerados três modelamentos para a condutividade térmica dos materiais:
um com a condutividade térmica constante, outro com a condutividade térmica variável

linearmente com a temperatura e o último, variando de acordo com um polinômio de segundo

grau dependente da temperatura. Para o equacionamento linear utilizou­se três diferentes

estratégias para se definir um valor constante da condutividade térmica. Uma que utilizava um
valor médio e outras duas que utilizaram o maior e o menor valor. O equacionamento linear

produz melhores resultados quando se considera um valor médio para a condutividade térmica.

Para os materiais estudados, o equacionamento não linear com modelamento linear para a
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condutividade térmica produz resultados bem aproximados daqueles obtidos usando a

formulação quadrática, com um custo computacional bem mais reduzido.
Os equacionamentos linear e não­linear foram resolvidos utilizando­se a Técnica da

Transformada Integral Generalizada (TTIG) a qual propiciou a transformação da equação
diferencial parcial transiente tridimensional original em um sistema infinito de equações
diferenciais ordinárias. Para efeito computacional, este equacionamento foi truncado em um
número finito de termos. Para o caso linear o sistema de equações diferenciais final é

desacoplado e pode ser resolvido inclusive manualmente, sendo que o custo computacional em
termos de memória e tempo de processamento é baixo. Para o caso não­linear o sistema de

equações diferenciais ordinárias é acoplado e não­linear, tendo sido resolvido usando rotinas do

IMSL, e o custo computacional é alto, principalmente quando a geometria é em coordenadas

cilíndricas, por que as rotinas disponíveis para o cômputo das funções de Bessel envolvidas são

bem mais lentas do que as rotinas para o cômputo de funções trigonométricas que aparecem no
caso cartesiano.

Os resultados obtidos apresentam um comportamento no qual a distribuição

tridimensional de temperatura evolui rapidamente do valor inicial, igual à unidade, para valores

menores em uma queda exponencial com altos fluxos de calor (gradientes de temperatura). Com

a evolução do processo de transferência de calor os fluxos tornam­se menores e por fim tendem a
zero quando a temperatura adimensional tende ao valor final, igual a zero.

Quando o problema de condução é analisado na geometria cartesiana, a distribuição

de temperatura no paralelepípedo se comporta de maneira semelhante para os diferentes

materiais. O intervalo de temperatura adotado para os materiais influencia diretamente no

comportamento da temperatura. Outros dois fatores que também foram investigados foram a

influencia da largura da banda e da ordem de truncamento do sistema não­linear, sobre a

acurácia final dos resultados. Conforme aumentam­se esses parâmetros a acurácia dos resultados

melhora, entretanto, o tempo computacional também sofre um aumento significativo.

O custo computacional para obter soluções do fenômeno difusivo em coordenadas

cilíndricas é bem maior que no caso cartesiano. Um fator que contribui para esse aumento é o

cômputo das integrais que envolvem as funções de Bessel, uma vez que elas são obtidas
0

repetidamente durante todo o processo computacional.

Os resultados deste trabalho, quando comparados com os apresentados por

Serfaty (1997), mostraram­se em boa concordância, principalmente para números de Fourier no

início e do final do processo de transferência de calor.
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Com o objetivo de dar continuidade ao presente trabalho, apresenta­se as seguintes

sugestões para trabalhos futuros:

e — Desenvolver algoritmos para implementação computacional que tornem o cômputo de
soluções para fenômenos tridimensionais, não­lineares e transientes, mais baratos

computacionalmente;

º Utilizar a transformada de Kirchhoff para linearizar o equacionamento não­linear

apresentado pelo problema difusivo analisado; e por conseguinte facilitar a implementação e

diminuir o custo computacional;

e — Construirnovose mais rápidos algoritmos para o cômputo das funções de Bessel;
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Apêndice A

Integrais na
transformação das geometrias

cartesianas e cilíndricas

No Capítulo 2 foi discutido o problema difusivo não­linear transiente na geometria

cartesiana. Neste Apêndice, apresenta­se a resolução das integrais envolvidas no processo de
transformação do problema para o sistema de coordenadas cartesianas e cilíndricas. No

Capítulo 3, as integrais presentes nas equações (3.15), (3.23) e (3.31), referentes aos eixos z, O e

r, respectivamente, são semelhantes às respectivas integrais das equações (2.19), (2.23) e 2.27),

nos eixos x, y e z. A diferença está nas variáveis, onde escreve­se x, yez no sistema de

coordenadas cartesianas, em coordenadas cilíndricas será z, O e r, respectivamente.

Para resolver as integrais apresentadas nas equações mencionadas, é necessário

utilizar os pares transformada­inversa referente ao sistema de coordenadas em questão. Estes

pares foram obtidos no decorrer do processo de transformação mostrado em ambos os Capítulos.

Apresenta­se em seguida, os pares transformada­inversa para cada eixo no sistema de

coordenadas cartesianas. No caso da geometria cilíndrica, os pares para a transformação em z e O

são semelhantes aos dos eixos x e y, respectivamente com respeito ao comentário realizado no

parágrafo anterior. Para o par transformada­inversa do eixo r da geometria cilíndrica, se tornar

semelhante ao do eixo z, é necessário acrescentar um termo r* nas equações (2.12a), (2.14a) e

(2.168). No caso da geometria cartesiana, o expoente s do termo r é igual a O, recuperando a
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forma original dessas equações e no caso do sistema de coordenadas cilíndricas, o termo s

assume valor igual a 1.

Logo, os pares da transformação do sistema de coordenadas cartesianas nos eixos

x, y € Z, São, respectivamente , apresentados a seguir.

TO (y,2,t) = fw (x) PO OTEKSY,2,dx (transformada) (2.12a)

T(X,7,2,0) = TO (7,2, 097 (x) (inversa) (2.12b)
j|l

TN(z,t)= f wD g)PO QTO (,2,0 dy (transformada) (2.142)
Yo

oo

TO (y,2,t) = >TM (Z,0OFMO O) (inversa) (2.14b)

impTI (p= fr“WO(2) PO (2)TO (2,0dz (transformada) (2.16a)

TN (z,t)=o(DT (1) (inversa) (2.16b)

O, para geometria cartesiana

l, para geometria cilíndricanaqual s |
Agora, mostraremos a resolução das integrais envolvidas na equação (2.19).

[w" Cow" COF CITA Hdx = 'W'COw"CIP CID PMCÃO(9,2,00x =
o o j=l

[WCW COF CIP CT (4,2, 0dx = > [CW COwW" COLO COPO CIT (y,2,0dx=
o j=l jAl à)

=> TO 3,2, (*w"COIWw9 (EP OEM (x) dx :
FF º

Seja A;(y,2) = [W'eow" COP COP 0 dx, logo

FS
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fw(x)w"O(XP GOT,dx=SA, DT 9,2, ,
|!

(no)? f wº (PO (TX dx=(1) TO (y,2,t)

Como, L = 2X oq com x, SXx <x,, então
(x)LOOP (x)= fe(x) A” |

Portanto,

KIKO(9) (TG LEO Cdx = KN(IKP(2)("TA0) ÉEseo)E bx (4.3)
O operador L, é definido como,

Ly ==V e [K,COVO]+ dO0) + dO9)+dO(2) +d'(X),

no qual Ky(x) = Kº (x)K (yKO (2).

Logo,

L,T(x,t)=­de RO COKMOKO (e2) EEo |.| KO OKV OK E2a2.
O | ee a 2, PT,a2 CIK(y)K (2) E

E então,

[EMOCOL TA, dx = KM KO 9) [EMO 0) > [x Ea)Are) la ­XxX

a
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x z x OT, t) tr (XxX x 2) z OTIS)­ [KCOK DEZaoa Ex [ KOCGOKMOHK 92X e x
+ ("EMO COMOECIT(X,0dx +[d(7) + dO (2)] [EO COTASNE +
+ [[dº COPO CIT, dx |

o

Subtraindo (A.3) e (A.4) obtemos,

­KPIKP(2) TE, DLMOEO (O)dx = [PMCOL TG, Ddx =
o xo

ROMA fr nd on PH Mara fun 9 en TO)K”()K O [Te2 CO loko GIRA (O)Eu OZ x+
x z x fo) OT li (x x [ 7+ [KO COKP GH 9a x E be [KO GOKO IH o Z|K TE bx

­ f PO x)dO EIT(X, HNdx­[dO (7) +dO (2)] ["PM ITA, Udx­ | 'd COPO CITK, dx =

=K(K(2) (* fxOIaKe2)eo ­TG) 2SsPeFla+
1 z x O OT 117 & x 7+ fKº COKP (ag 9 xo TE lx fKO COOK 02[«abx

­ [PMEd (x) TX, dx [dO (7) +d9 (2)] ["PO XITE Ydx ['dCOPO OT, dx.
(0 0 (

Assim, devido a ortogonalidade das autofunções (ver Apêndice B),

­ KO (KO (z) [Ta, LOPO (x)dx — [ FO XOILITE,0dx =
o o

+ [KO COKP DEco E rm xs Ç KMCKMAN CI ZKOTE bx
­ [ POxd(x)T(X, dx ­ [dO (7) + dONf PO (x)T(X,t)dx —

­ ÍdCOPMO COTK, Ddx.
o

As integrais envolvidas na equação (A.5) são desenvolvidas a seguir:

a
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[XKOCORO IS Ko EE Jax =o Oy Oy

=K)1x[KOcoMES&x|­Ke ko? [KI cota Dex =
=KO(2)X KO)[KV COF CID EM CT (2,va|­y L j=l

= KO) KM) LS FO ,2,0 [KO COPO COEP (6) dx :Oy Oy | o

Seja F; = [KO OPS COP codx , logo
“o

[KIKA E | KT lx = SEK EEEE) (4.6)o O Oy = o

[KO GOKMN EM CDÉKO (zE)Ares lx =
=K 62Se2)[ROCa&x|­KO KAOS [1Kº Cost como: dex)=

0
z ro) Ad x x ­ x F(X­xPOZ |ORX x); 002 eoT; nave):

— KM (y) >[om3 Ty, Z, nO KMF CONS CO |Z jz |

Como F,; = [KO EGOPMO COP Cdx , então
Adi)

lp (x x fo) z OT (x,t) ç fo) F O = xf KM OK EXTE DrOZ E) (A.7)

SCOM ROTA, dx = [dO COPO COD PO CT (3,2, t)dx =
j=!1
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= [Dad COTO CON CIT y,2,1)0x = 2)2 [9º COCO coTO, 2 Ddx =je! º

=>) 199,20 [dO COPO COLT (4) dx.
o

Seja C; = fdO IEXFX)dx , logo,
o

9 COM CIT(,1) dx = S CT (3,2,)
j=!

[99) +dO (2)] [EMO GOT, 0)dx = [dO(9) +dO (2)] (* POIS FOCITO(9,2,00x =
o 0 j=!

= [096)+d2] [DO Co CÍ GC, 2, vd =[d9) + IT G:2:0 [18 CO 9x.
j=l jel

o

Seja D; = [E PM code , então
0

[d (7) +4d (2)] ("FM CITA, DAX=3609)+dO (DÃO 3,21)
j=!

dE EITA DR = [16ºEIS PO CT ,2, 06x =
o 0 je!

[2COF EOFOP COTO (7,2, dx = STO (9,2, nf d* COIFPMO CIFT Cdx=!

Seja E;(y,2) = [19 COM CO FM Co dx , logo

f.'d'COPO XOTE, dx= SN Es(y, TO (9,2, o
j=)

Como L, =­Ve[K1(x, T)V()], então L1T(X,t) =­V e [K7 (x, TIVT(X,t)].

a
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Logo,

LTa)=­a [kra DEE 1 E xax DT)o ­era DE |.
E assim,

[EMO COL TG, Dx ­ ­ [rc A xr) TE dx —o Ox Ox

" fMS KraFo lx ­ f PM (x) —EN|1 (x,T) oT(X,SE lx
Como T(x,t) = FMX)TM(3,2,t), então

j=l

­ oro F(x)[EM COLTAE NX = (Seo=[sano O 2,­o o ­”

o” co O ,Slr& DE 9TE hefc,2 Jsani0ãDEE=|Y

oa oo Fito) ,­ [90alvarohesaKr (x DE GOADa­po

: oKe DEP CO)AoDE =27 [77ÁxiantPoa)——AJ=l

T(x)| oT (y,2,t)õ; [SK DES CO co as ­
[TO (X,2,t)

Oz [ K (x DE Conf Cod :
Utilizando integração por partes na equação (A.11) obtém­se,

XI (x) VETO (x dPO (x) !fi EM GOLATEDdx = 39 TM (y,2,0 ­ FPOK1 (4T)—, +
o jel x

xo

a
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e
1 dE x aro Ce OT »+ TZ)[lanS ”. sobAo2) [Kr6 DS COCodx|­H .

2 Oz

co (x)Ô Ea“ek + (XYET)

" CI (x)
K;(y,2,TO)= FM CIKT (DA ;x

dx dx

" dPOIGXO) qe)B;(y,2,TO) = Rx50n ; | ). : x) dx;

Ri(y,2,T8)= ("K1C6TPI COF (x)dx,,

sendo que TO é o termo dependente da temperatura, transformado em relação ao eixo x.
Assim,

É FO COLT, dx =X” [K i(Y,2, TO )+B;(Y, 2,190) O, z,t)+
o jel

OT (y,2,t)OT2 3 (2H) So ”

—I IR. (y,2, TO) —|, A.12|E 3,2 To) > (A.12)— R;(y, z,TO EA27 0 212)
Na sequência, são apresentadas as resoluções das integrais envolvidas na equação

(2.23) referentes ao eixo y.

Nesta etapa, utilizaremos o par transformada­inversa dado pelas equações (2.20a,b).

Assim,

[a 2) (IE TO 6,2, 0dy= ['Ag6, WO ED ODE YIN(e, Ddy =
n=1!

1 (2,06y [Ag WO QE OQ) EM dy
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Seja Ajm (2) = fAjG,2)W (y)PE (IE(9)dy , logo
[

AjQ,2)WI9 EO TO 9,2,0dy = > A jim (DT (2,t) (A.13)
o =|

J

— Y
o

Ef KM(POÇ)TO (y,2,0dy = ff KOTO) TORTO (2,tdy =
n=1l

=D TM (49 [KOQEIEP (0)dy.
n=l

Seja Hmm = [KO GIPO)()dy, então

[RO QOPM OTO 4,206 = An Th 2 (4.14)
n=|

f B;(y,2, TO EMO (TM (y,2,0dy = f Bj (Y,2, TOPO (y)D POTO (2,t0dy =
o n=1

= > TM Lv [BO2 TOO OEM 0)
n=l

Seja Bin (2, TS”) = [“"By(y,2,TOPSEI (9)dy,, assim

f'Bj(Y,2, TO EMO (TM (y,2,0dy =X Bin (2 TOO NVTIO (2,t) (A.15)
o n=1

[0,2 TOP TM 9, 2,0dy =[ki2 TONE OD EMTP(2,0dy =
o n=])

= 3 TM GE) (ki 2 TO E O) MM O0dy
n=|!

Seja kim (2, TS”) = [("k;O,2,TO) O) PM(3)dy , logo

ES
AVAVAY
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[ki 2 TONE OT 42,00 = 3) kim (2 15 (20 (A.16)
n=!

[ESOT0,2dy= [ED ODMOT E 0dy=2 Tr e 0 ("FMoo)áy.
o o n=! n=! 9

Seja Cy, = f PO FD (y)dy, então
o

[EOT0,206 3 Cn Ti (41) (A.17)
n=!

FPRO QE TM0,206 = [KO QO9FP OD TITS (2,0dy =
n=1|1

Ti (9 KO OF OT O.

1

Como Hp, = [KM GEP OEM 9)dy,, assim

[KO OPS OTTO 7,206 =D Ha Tn (4) (A.18)
n=|l

[wOAE O TO G,2 06y = Tr E) (A.19)

[FaEPOITO G,2,06 = [dO TP OL FMM OTe Ddy =
o n=)

= [a FP OS PMG)ITI (2,tdy .
n=1l

Seja Om = f dO (PO QTO (7)dy , logo

[a EDP OT 0,206=2 On Tr Et)
o n=!

EV
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Como, L” = a |O| com y, <y <y,, então

dy

fo(TO)
=

(») TT(2, :
Portanto,

Fx 0 TT 3,2)[ED OLPTMP 0,206 = [ED QOZ] KO = o =' º õy Oy

O) ATO)" SM (» o ) OF, OIT; (2t) ­ = OX) o) 9) or» |=> [ SE () Ev dy 2h Gy[ Oz KM2a> dy.
Utilizando integração por partes na equação anterior, tem­se:

dp OG)"
[e oOLVTS 0,2,0dy =>!O GOLD OKO NAo y

SEO) mg PO ERO)|,2 eofir (y) do do

Sejam,

dP OG)”
dy

HPra = KOF O)
Yo

Sta PR Dq,dym = f KO (y)

Logo,

[E OL TP o.2 08,1 6,50040Gay=lb­Qua/A­8T8(&N (A21)
n=l

PRO QEOLOTO6,2, 0d = LO [KO QE TM 7,2 00 =

EV
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=10 (KO EO ID EO TM (2, Ddy= LODTO1) [KO IE OE 9)dy ­
n=|

Como, H,, = f KM” (y)y FO QTO (y)dy, então

[KO OEQOLOTM9,2, 0dy = SH LO TO (2,1)
n=!

[EO DF A 6,206 = (EO,IPOFO DTM e, 0dy =
n=1

Ti (&.0 ("E O, 2) FM FM (4)4y .
n=l!l

Seja En (2) = [E;(y,2) FS (Y)FI (y)dy, assim

[Ei FMTM0,200 = 3 EjmOT (4,1) (A.23)
n=1

apo VÃO»fFOIAlRO2T2TG:an ay=Cfe : De Ely
To (2.9 [Men2 R,0,2 TR) 20Emo &

Usando integração por partes na equação (A.23), tem­se:

fo x xLEO|* i(9,2,T2)—7 62va ­=o Oy

O Se derO)EOv,2,ÉTO) (Y) 2dyE,eso 2, To ping En O)
Sejam,

FS
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dPO GG)
dy

2Wiimn (2, TM )= É i (DZTOPO)
Yo

dE) IF)
dy dyRim(2TO)= (Rj,2,T2)

Assim,

[4902SRT) 0:20 ar =S ACINZMWimn(2 TO) Rim(2, TO) (A.24)
! ­ ­­ ou To»[iso A Roz TD 2 0:50 by­SO,Anoquo a DSE 1

9 AZ)xy=>FIJreatnoãRSESE Í,Rea O os
Seja, Sim (2, TO) = f R;(y,2, TOPO (y)F” (3)dy, logo

O ” O­— 2 O o O­—[e ) R TOMO (x) = > TO” TO Ao m (y) 3 | Ú (y,Ll ) 3 T, (y, Z, vky= ­ 3 [Sim ão ) 3 jin (2, p ( 25)
Agora, serão apresentados o desenvolvimentos das integrais referentes ao eixo z.

Para isso, utilizaremos as equações (2.16a,b). Portanto,

To) (Hdz =—[Aim Or WO (2) (TM & 0de = É Aim O!OT OL Te“
oo

= TO) f A jim (2) 1º WO (2) PO (2) PO (2)dz..
qg=!

Seja A jmnpg = [Aim(rw(2)PO (2)'PO (D)dz, assim

f Aim (2)1'w? (2)DT”, t)dz = DE Aimna TA (t)

EV
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[[ PRO (2)OTIS (2,06 = (º PRO (999 (9))) PO(TS (0dz =inq
o q=]

inq=>TO PKO (29 (2) PO (2) dz.
q=1 º

Seja H,, = É rºKO (2)PO (2) PO (2)dz, logo

É KO(TO()TS (2, dz = >HT? (t)
o

q=]

[Bim (2 ÉS) 1º EO (9(2,0dz= [Bin (2TO)PO (9)D PO (TOO(dz =
o

q=1

JNq= > TO) (4) f Bim (2,TS Jr E O (2) PO (2)dz.
q=

Seja Bimnpa (TI) = á Bim (2, TS”) rº PO (2) PP? (2)dz , então
o

f Bim (2, TS) 1º PO (2) TOO (2, 0dz = XD Bim TIOJT (1) (A.28)
q=!

f Kim (2, TO) rº PO (2) TI (2,0) dz = f Kim (2, TM) PO (2)9º PO (TOM (t0)dz =
q=!

= TiOf kim E TO) TP(2) (2)dz
q=1

Seja k;mnpa (TI) = f Kim (2, TS) rº PO (2) PO (2)dz, assim

[kim (2 TS) EP TO(2,002 = 3 King ToNIOO) (A.29)
g=!

oo

fá po DTM”, t)dz= [ Sb ANA CA DIAS Sh (ITS (Ndz=3"TS)[PPP (PO (2)dz.
q=! q=! º

FS
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Seja Cr, = f rt PO (2)P8O (2)dz, logo

f POTS(2,0dz= > CT (1)

fKO(9) PO (2) TOO (2, 0dz = frKoPOLPO (2)T0% (1)dz =JNq

= > TS)[ KO (2)P O (2) PO (2)dz .
q=!1

Como H,, = f rºKO (2)P (2) PO (z)dz, portanto

P9 “JnNq[PROOP EOTM e,0dz =XHT(1)
o g=l

frKO (7) PO (2)T0O (2,t)dz = [ rKO (LP (fez
­=:se ()FÍ(2) (2)TO (DT(t)dz.

q=!

Como H,, = LL rº KO (2)PP (2) FM(2)dz, assim

fKO (2) EO (TOO x5,0dz = HT(1)
[E|

[1 WwPP(TM(2, 0dz= TM (1)
o

[+dO (2)P O(ZT (2,t)dz= L*Pao TP (DT RP Dee =
2!ma to ("rdO (7) O (2) PO (2)dz .

FS
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OpQ = f Ke (z)

Seja J,, = [ rd? (2)? (2) VÍ? (z)dz, então

pq “imq[[ dO EPPOT4,06 = DI QT(1)
o

q=l

Como, LP=í[xº o& com z, <z<z,, então

Oz
­­ 6)ETC) = 2) (7 OT” (z,")

Portanto,

o

! sw (2) (2) T (xy) !  sywW(z) fo) (2) OT” (z,9

co (z) xyz) z)­> | re (2) =2Ke2 DS frisos “POLO|
ql o õz

Usando integração por partes na equação anterior, tem­se

| > FE)f PY(LOTE (2,0) dz = > TO) (t) KO (2)P O (z) a
q

e dPO (2)d[rºPO (2)]
TOMO ! (2) q pLTr (1 L, É (2) dz dz

dz

Sejam,

dFPP (z2) |a, =| PK QYP()<<o ;

dO (2) d[rºPO (2)] de
dz dz

FS
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Logo,

! z z)F(x
<

LL rep aU TI eDdr s 30­85 na laço con TR (0
q=

[[ PEjm OP TM (2,0dz = (* PE jm OP>PO (TIO (t)dz =
oo

TinaTaOf Em EE 2) EL (2)e ­

Seja Emnpa = f Ejm OF PO (2)dz. Com isso,

LEimn (2)T]º DTML dz = > E iimnpa Lina (t)

[ Wim (24 TO) PP TO (2,0dz= f Wim (2, TE)EOQTO(2)T0 (dz =
q=!

=>TO)f Wiimn (2, TS) rº PO (2) PO (2)Xdz .
qg=!

Seja Wiimnpg (TM) = [ Wiimn (2, TM) E(2) (zXdz, assim

É Wim 2TP)1º E(TI (2, 0dZ =D WinnpaTVI(O
ql

[Rim TS) OTe 0da= [Rim2TO)ECON AICTina (dz=
=>" TOO) f: R ima (2, TS) 1º EP O (2)EO (2)dz.

q=1

Seja Rimnpg (TM) = É R iimn (2, TSM) rr? (2) Fº (z)Xdz, então

EV
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E vã— DT) PE Sima (ZFT DO)O) ­[Simn(2 TO)

Viimnpa (TS) = f S jmn (2, TO” )

[Rim ETS)1 EP(OT(2,0dz => RimaENVIO(1)
q=1

aro»

co

TF (xyz S z
O nr (x Oi” (2)TMsenao (2,TM)— = dz

q=1
Oz

Utilizando integração por partes na equação anterior, tem­se

TO)Ras al:ima (2at TE aa
—­

dz

Sejam,

— =. PEFP(z)S jimnpq (TM) = | o AA (2)Siimn (z, TS )o ,
zo

dP(2)drPP (2)à
dz dz

Assim,

(A.38)

TeabeENO x Tn > Sn O ne OF(TS

dFP(2) d[ÉPP (2) de
dz

[18ºa Sm TE(0 ie= 5 nal) ­ Vime VÍ (439)
o ql
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Apêndice B

Problema de Sturm­Liouville

Segundo Zayed (1996), os núcleos de muitas transformações integrais são soluções

das equações diferenciais de Sturm­Liouville. Visto que a teoria espectral dos problemas de

valores de contorno de Sturm­Luoville está muito bem desenvolvida, é natural usá­los para

estudar muitas transformações de funções de um modo unificado. Chama­se de par de Sturm­

Liouville, a transformada e sua forma inversa.

Os problemas de Sturm­Liouville (Honig, 1978) aparecem naturalmente quando se

aplica o método de separação de variáveis ao estudo de certas equações diferenciais parciais

lineares de segunda ordem.

Considere o operador diferencial linear de segunda ordem,

L,[y] =­(pC)y ) +q0)y ­ AMO)Y, asx<b (B.1)

onde peC(fa,b]), reC([a,b]), qe C([a, bl,RN)com p(x),r(x)> O para x e a, b] e sujeito às
condições de contorno dadas por,

F[y]=a,y(a)+ay(a),

F,[y]=Boy(b)+ By (Db),

onde a, ,a ,Bo,B, ER, com la, |+Jajj=0 e |Bol+|B|zO0.
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O problema de Sturm­Liouville consiste em achar uma função y(x) solução do

sistema

L,lyl&)=f(x) para xefa,bl, (B.4)

F[y]=0, F,[y]=0. (B.5)

Os exemplos mais comuns de condições de contorno são

yY(a)=X(b=0 e y(a)=y(b)=0O,

ou combinações lineares destas.

Diz­se que À é um autovalor do sistema (B.4) com respeito as equações (B.5) ou do

problema de Sturm­Liouville se a equação homogênea

L,[31=0,

isto é, Lo [y]=Ar(x)y ou ainda,

—(PCX)y) +qC)y =M(x)y

tem uma solução y(x)*x0 que satisfaz as condições de contorno (B.5). A solução y(x)chama­

— se, então, autofunção (correspondente ao autovalor 4).

Seja L[y]=­(p(x)y) +q(x)y em [a,b]. Dados u,veC([a,b]), então vale a
identidade de Lagrange

[GL] ­ u LvDdx = Mfu, vI(b) ­Mu, vl(a),,

onde Mf[u, vl(x) = ­pCx)[u (v) v(x)­ u(x)v (x)].
A demonstração desta identidade encontra­se em Honig, (1978).

Suponha­se que y,,y, El (2) (fa,b]) satisfaçam as condições de contorno (B.5),
então

MIy1,y21(a)=M[y,,y21(b)=0,
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assim, para o operador diferencial L[y], tem­se,

[GUNI, L[y, Ddx =0,

ou seja, a identidade de Lagrange se reduzirá a zero.

O produto interno (u, v) de duas funções u e v no intervalo [a, b] é dado por:

(u,v) = Lu vo dx.
E assim, a equação (B.8) pode ser rescrita como

YLLIY2D­(2, LD, D=0. (B.10)

Segue algumas implicações da equação (B.10) para o problema de valores de
contorno de Sturm­Liouville.

1­ Todos os autovalores do problema de Sturm­Liouville são reais.

2­ Autofunções do problema de Sturm­Liouville correspondentes a autovalores distintos

são ortogonais relativamente a r, isto é, se

LIy, ]=24r(x)y, e LIy, ]=ur(x)y,,

com A * u, então

[r60y,CI GOI dx =0. (B.12)

3­ Os autovalores do problema de Sturm­Liouville são todos simples, isto é, a cada

autovalor corresponde somente uma autofunção linearmente independente. Também, os

autovalores formam um conjunto enumerável e A, —co quando n—co.

A demonstração dos três resultados anteriores, encontram­se em Honig (1978).

Segundo Aparecido (1986), associado ao autovalor A, está uma autofunção

correspondente y,, determinada a menos de uma constante multiplicativa. Frequentemente, é

conveniente escolher a constante arbitrária que multiplica cada autofunção de modo a satisfazer a

condição
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[76032 COdx =], n=1,2,... (B.13)

A equação (B.13) é denominada condição de normalização e diz­se que as
autofunções que satisfazem esta condição são normalizadas. Neste caso, diz­se que as
autofunções formam um conjunto ortonormal (em relação à função peso r(x)), posto que elas
satisfazem automaticamente a relação de ortogonalidade (B.12). Às vezes, é útil combinar as

equações (B.11) e (B.13) em uma única equação. Com isto, introduz­se o símbolo Sh,
conhecido como delta de Kronecker e definido por

O se mzn,
Sm = | (B.14)

se m=n.

E então, utiliza­se o delta de Kronecker para escrever as equações (B.12) e (B.13) na
forma

[ rey COY Cdx =, ­ (B.15)

Suponha­se que dada uma função f(x), satisfazendo as condições adequadas, possa

ser expandida em uma série infinita de autofunções do problema de Sturm­Liouville. Assim,

f(x) =X cny,(X), (B.16)
n=!l

onde as y, (x) satisfazem as equações (B.5) e (B.6) e também a condição de ortogonalidade

(B.15). Para obter os coeficientes c,, multiplica­se a equação (B.16) por r(x)y (x) e integra­se

sobre o domínio [a,b], Considerando­se que a série possa ser integrada termo a termo, obtém­se

ÉrCofcoyndx =X e, [Coyn CY, COX=3 0 Spa ­ (B.17)
n=1l n=!

Logo, com a definição do delta de Kronecker, tem­se,

em = [rCOfCIY Cdx, m=L2,... (B.18)

E com isso, determinou­se formalmente os coeficientes envolvidos na série (B.16).
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Apêndice C

Problema de autovalor em

coordenadas cartesianas

Neste Apêndice encontra­se a resolução dos problemas de autovalores apresentados

no Capítulo 4.

Os problemas auxiliares de autovalores e suas condições de contorno para os eixos x,
y e z são dados respectivamente por

2w (x)a dºP,; O+(nOEM (x)=O,
dx

dPO(x) = 0,
dx

x=0

POX=L)=0;

aU dE (y)O +(n)EM )=O,
dy

PRQ=L,)=0;
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d* PO (7)
a" p

dz? +(nP)WO (2)=0, O<z<l,; (C.7)

dPP” (z)
im

(C.8)
z=0

(z — =.Pl (z=1,)=0; (C.9)

Neste apêndice desenvolveu­se somente a resolução do problema de autovalor no

eixo x, uma vez que a resolução dos problemas para os eixos y e z são idênticas à do eixo x .
A equação (C.1) pode ser escrita da seguinte forma,

dº PM (x)
dx”

nº+17) EM) =0, 51º6
a

oO<x<l,: (C.10)

O problema (C.10) é uma equação homogênea com coeficientes constantes e

suponhamos que a solução seja dada por

FOI =",

e então, a equação característica do problema (C.1) é

nn +(709)? =0. (C.10a)

A solução da equação (C.10) é um par de raízes complexas conjugadas não repetidas,

a saber,

x *A=+ Yº ii,

e assim, a solução do problema (C.1) é dada em termos das funções seno e coseno, ou seja,

PM (x) =e"(Asenbx + Bcosbx). (C.11)
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Como a=0 e b= +40, pode­se reescrever a equação (C.11), obtendo

PO (x) =(Asenyx+Bcosy'x). (C.12)

Utiliza­se então as condições de contorno (C.2) e (C.3) na equação (C.12), e obtêm

PO (x)=B;cosT x),

onde

2,[EPco] =12 BM)º f' costosa mt cana 2,avi”

uma vez que sen 27(*/, =0.
Portanto, as soluções dos problemas (C.1), (C.4) e (C.7) para os três eixos espaciais

são descritas por:

x
2 21­DrPO (x) = BO costy x), BO = 7, nf EATA 11º =e, i=1,2,..
x x

2m­109) =B8) cost 1), BO) = [2, ui = CODIGOO a mel (CI)
y y

(2)
z z rá rÁ 2

z
2 1 T z HpwiPes BS  cos(y(; 7), BO = 7 pn? = (E) a" = "—P—  p=1,2,...,00. (C.15)

z rÁ
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Apêndice D

Problema de autovalor em

coordenadas cilíndricas

Neste Apêndice encontra­se a resolução dos problemas de autovalores apresentados

no Capítulo 5.

Os três problemas de autovalores e suas condições de contorno em coordenadas

cilíndricas, para os eixos z, O e r são respectivamente:

al. dO(2) +(pPYO(7)=0, O<z<l,;
d 2 ! 1 z

z=0

FO (z=1,)=0;

+(7OPYrP(9)=0O, 0<0<0,=Z:de?

Fá (O=0,)=0O;
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(rn)alia (EO o (osEp =o, O<rens = (DT)
(1)dE, '(r)
—

(D.8)
r=0

VÍ (r=n)=0O; (D.9)

Os problemas (D.1) e (D.4) são equações homogêneas com coeficientes constantes,

idênticas ao problema (C.1), analisado no apêndice C. Assim suas soluções são também são
expressas em termos das funções seno e coseno.

Portanto, as soluções dos problemas (D.1) e (D.4) para os eixos z e O,
respectivamente são dadas por

2 (a)  A­Dr 16 (2) nº
z z

PO(7) = BOcostPz), BO= i=1,2,...,00

2 2m­1 o2 no É JM 6 & Hm9) (à) — Ro) o) (8)— m=12..,056/ (DID)

A equação (D.7) pode ser escrita da seguinte forma,

Em ,
dr ao aU

dr (o), + (O)a 2)EO­ToeFO =0, 70 = Pp 0 Em O<r<n; (D.l2)
sujeita às condições de contorno dadas pelas equações (D.8) e (D.9).

O problema (D.12) é uma equação diferencial linear de segunda ordem com

coeficientes variáveis, denominada equação diferencial de Bessel de ordem 70, e suas soluções,

Joq r)eY«.go6 r), são as funções de Bessel de ordem y“ de primeiro e segundo tipo,
respectivamente, que são obtidas fazendo uso de séries de potências (Arpaci, 1966).

A solução é
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5(1) =BJ6 (16) 1) + DY6 (141).

Na Equação (D.12a),

(1), /[agemE (vp(r) k
r)= 1Jo No ) LC ) DEo +D

2 eosYU,o) 6 r)­Jo q r)
seny (On '

()Yo) (p

(1) 2a)OOp 1
Jo : :Sof)>DOES OD.15)

A função presente no denominador das Equações (D.13) e (D.15), é conhecida como
função Gamma, e é definida como

T(n+1)=nl(n)=n!, T1)=0!=]

para inteiros, e na forma

TOR OIrOR =D =7/sentyh,,

para números fracionários.

Se 709 não é um inteiro, Jo (75 r) e Jo0 r) são soluções independentes da
Equação (D.7), mas se 710) é um inteiro, n, então

Ja ND=CDI,OP.
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Para obter uma segunda solução da Equação (D.7) a qual é valida para todos os

valores de 109 , à Equação (D.14) é então definida como

imYo5N>X08),1

onde

(1) (O)nº,posa!ahiQn­DiaSS[791)[2
O r/T/ 2)2k

k'(n+k)!
,+ 3 CD 90 + ok + nm) 12?

k=0

no qual
k0) =>", Q(0)=0 e n=0,5772...

As condições de contorno (D.8) e (D.9) quando aplicadas na equação (D.12)

obtém­se, (Ozisik, 1980):

90) = Bono (16 1)

(1)
1

:BO = , com 159 = Fo. i=1,2,...,00.
a/ ftu25 00 DIA
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Apêndice E

Funções de classe CY

Os conceitos aqui apresentados podem ser obtidos em (Lima, 1970 e 1976;

Aparecido, 1994).

Seja XCNº e xXE(X,X9,..,XJEX.

Definição 1: Uma aplicação f:X—> RN diz­se contínua no ponto ae X quando é

possível tornar f(x), arbitrariamente próximo de f(a) desde que se tome x suficientemente

próximo de a.

Definição 2: Diz­se que f:X—>%R é uma aplicação de classe C* ou k vezes

continuamente diferenciável, e escreve­se f(x) e C* , quando todas as derivadas parciais

8º f(x)
|

Ox Mox, P) ee Ox ?
m=0,1,:­.,0; p=0,1,­.,0; q=0,1,­­.,0; m+p+g=a<k

existem e são contínuas em X. Então, Cº indicará o conjunto das aplicações contínuas.

Definição 3: A classe das aplicações infinitamente diferenciáveis, C”, é a interseção

de todas as classes CÉ; istoé Cº =C'NCNCn... Assim f(x) e C” se, e somente se,

possuir derivadas de todas as ordens em cada ponto de X.
É claro que

Cree CteCMPescoleeo,
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Tabela A­1: Distribuição de temperatura adimensional no paralelepípedo
K(T) =0,932­0,110T + 0,370T? ­:­ Fo =0,02
Material: Paládio ­:­ Largura de banda: 21

TEMPERATURA

Posição Número de Termos

y z 125 343

0,1

0,1
0,3
0,5
0,7
0,9

1,0054240
1,0049630
0,9863572
0,8179834
0,3302775

1,0087540
1,0095060
0,9900100
0,8209227
0,3313794

0,3
0,5
0,7
0,9

1,0075160
0,9890702
0,8219995
0,3328898

1,0066580
0,9871831
0,8194392
0,3315113

0,5
0,7
0,9

0,9678116
0,8059940
0,3278384

0,9629649
0,8007045
0,3251764

0,7
0,9

0,6697489
0,2733619

0,6749355
0,2752437

0,9 0,1125808 0,1162028
0,3
0,5
0,7
0,9

1,0068490
0,9884920
0,8219118
0,3330892

1,0063670
0,9869825
0,8196314
0,3317951

0,5
0,7
0,9

0,9673314
0,8059615
0,3280680

0,9628774
0,8009659
0,3255101

0,7
0,9

0,6700574
0,2736496

0,6753937
0,2756099

0,9 0,1128005 0,1163745
0,5
0,7
0,9

0,9514530
0,7929031
0,3227394

0,9469050
0,7878630
0,3201668

0,7
0,9

0,6593927
0,2693999

0,6647755
0,2713114

0,9 0,1110555 0,1146927
0,7
0,9

0,5648317
0,2300003

0,5695311
0,2317388

0,9 0,0948304 0,0980706
0,9 0,0402483 0,0418239
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Tabela A­2: Distribuição de temperatura adimensional no paralelepípedo
K(T) = 0,932 ­ 0,110T + 0,370T? ­:­ Fo=0,18
Material: Paládio ­:­ Largura de banda: 21

TEMPERATURA

Posição Número de Termos

y Zz 125 343

0,1

0,1 | 0,5303405
0,3 | 0,4777696
0,5 | 0,3786642
0,7 | 0,2433765
0,9 | 0,0842133

0,5310303
0,4784488
0,3792470
0,2437628
0,0843942

0,3 | 0,4308557
0,5 | 0,3421153
0,7 | 0,2202144
0,9 | 0,0762423

0,4319699
0,3430482
0,2208193
0,0764919

0,5 | 0,2725546
0,7 | 0,1758778
0,9 | 0,0609322

0,2734007
0,1764105
0,0611759

0,7 | 0,1138300
0,9 | 0,0394812

0,1140062
0,0395740

0,9 | 0,0136828 0,0136957
0,3 | 0,3913840
0,5 | 0,3107352
0,7 / 0,2000153
0,9 | 0,0692303

0,3924474
0,3116168
0,2005749
0,0694885

0,5 | 0,2475575
0,7 | 0,1597118
0,9 | 0,0553543

0,2483476
0,1602329
0,0555549

0,7 | 0,1033950
0,9 | 0,0358291

0,1035455
0,0359397

0,9 | 0,0124522 0,0124491
0,5 | 0,1985850
0,7 | 0,1281497
0,9 | 0,0443679

0,1992723
0,1285596
0,0445802

0,7 / 0,0828970
0,9 | 0,0287818

0,0830719
0,0288345

0,9 | 0,0099390 0,0099753
0,7 | 0,0538386
0,9 | 0,0186199

0,0539128
0,0187121

0,9 | 0,0065097 0,0064757
0,9 | 0,0021989 0,0022533
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Tabela A­3: Distribuição de temperatura adimensional no paralelepípedo

K(T) = 0,932 ­ 0,110T + 0,370T? ­:­ Fo=0,5
Material: Paládio ­:­ Largura de banda: 21

TEMPERATURA

Posição Número de Termos

y VÁ 125 343

0,1

0,1
0,3
0,5
0,7
0,9

0,0601171
0,0542556
0,0430923
0,0276975
0,0095545

0,0601766
0,0543141]
0,0431338
0,0277249
0,0095675

0,3
0,5
0,7
0,9

0,0489630
0,0388861
0,0249915
0,0086200

0,0490118
0,0389357
0,0250208
0,0086240

0,5
0,7
0,9

0,0308814
0,0198437
0,0068433

0,0309136
0,0198657
0,0068562

0,7
0,9

0,0127501
0,0043961

0,0127617
0,0044017

0,9 0,0015156 0,0015110
0,3
0,5
0,7
0,9

0,0441711
0,0350805
0,0225456
0,0077765

0,0442371
0,0351095
0,0225688
0,0077996

0,5
0,7
0,9

0,0278590
0,0179018
0,0061734

0,0278995
0,0179239
0,0061712

0,7
0,9

0,0115022
0,0039661

0,0115133
0,0039679

0,9 0,0013671] 0,0013807
0,5
0,7
0,9

0,0221101
0,0142073
0,0048997

0,0221300
0,0142225
0,0049127

0,7
0,9

0,0091288
0,0031473

0,0091368
0,0031523

0,9 0,0010853 0,0010771
0,7
0,9

0,0058609
0,0020212

0,0058665
0,0020233

0,9 0,0006964 0,0006953
0,9 0,0002404 0,0002514
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Tabela A­4: Distribuição de temperatura adimensional no setor de cilindro circular

Material: Aço inoxidável Aisi 304 ­:­ Largura de banda: 11

K(T) = 0,756 + 0,489T ­:­ Fo =0,02

TEMPERATURA

5

Posição Número de
Termos

y 125

0,1570796

0,3400013
0,3399773
0,3335949
0,2831478
0,1199489

0,3141593
0,3279757
0,3218013
0,2731433
0,1157139

0,5497787
0,2898039
0,2459968
0,1042210

0,7068583 0,2202272
0,0933090

0,9424778 0,0725682

0,3141593
0,8446629
0,8297120
0,7089689
0,3027194

0,5497787
0,7746722
0,6620381]
0,2826703

0,7068583 0,6114221
0,2610830

0,9424778 0,2136142
0,5497787 0,9634232

0,8268509
0,3550241]

0,7068583 0,7978014
0,3425160

0,9424778 0,3032667
0,7068583 0,6924639

0,2964295
0,9424778 0,2791035
0,9424778 0,1017824

6
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Tabela A­5: Distribuição de temperatura adimensional no setor de cilindro circular

Material: Aço inoxidável Aisi 304 ­:­ Largura de banda: 11

K(T) = 0,756 + 0,489T ­:­ Fo =0,08

TEMPERATURA

Posição Número de Termos

y Z 125

0,1 0,1645896
0,3 0,1559304

0,1570796 | 0,5 0,1337663
0,7 0,0926790
0,9 0,0334458
0,3 0,1501758

0,3141593 | 0,5 0,1288286
0,7 0,0892572
0,9 0,0322108
0,5 0,1155500

0,5497787 | 0,7 0,0800557
0,9 0,0288898

0,7068583 | 0,7 0,0714218
0,9 0,0257738

0,9424778 | 0,9 0,0199339
0,3 0,4051710

0,3141593 | 0,5 0,3478995
0,7 0,2412664
0,9 0,0871293
0,5 0,3132579

0,5497787 | 0,7 0,2172108
0,9 0,0784228

0,7068583 | 0,7 0,1943926
0,9 0,0701721

0,9424778 | 0,9 0,0545371
0,5497787 | 0,5 0,3788815

0,7 0,2627605
0,9 0,0948851

0,7068583 | 0,7 0,2365664
0,9 0,0854050

0,9424778 | 0,9 0,0669519
0,7068583 | 0,7 0,1745286

0,9 0,0629388
0,9424778 | 0,9 0,0498630
0,9424778 | 0,9 0,0167113
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Tabela A­6: Distribuição de temperatura adimensional no setor de cilindro circular

Material: Aço inoxidável Aisi 304 ­:­ Largura de banda: 11

K(T) = 0,756 + 0,489T ­:­ Fo=0,25

TEMPERATURA

5

Posição Número de Termos

y 125

0,1570796

0,0166425
0,0150680
0,0120280
0,0077674
0,0026861

0,3141593
0,0145089
0,0115818
0,0074792
0,0025864

0,5497787
0,0103829
0,0067050
0,0023187

0,7068583 0,0059795
0,0020678

0,9424778 0,9000000

0,3141593
0,0375395
0,0299647
0,0193523
0,0066906

0,5497787
0,0268560
0,0173426
0,0059977

0,7068583 0,0154613
0,0053484

0,9424778 0,0041306
0,5497787 0,0320715

0,0207113
0,0071619

0,7068583 0,0184585
0,0063822

0,9424778 0,0049290
0,7068583 0,0130783

0,0045240
0,9424778 0,0037543
0,9424778 0,0013195
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Segue abaixo, as subrotinas fnc e fncj necessárias no cômputo do jacobiano da matriz

do sistema não­linear, desenvolvidas no contexto do programa que simula difusão tridimensional
não linear transiente.

'Modulo para cálculo das subrotinas FCN e FCNJ chamadas pelo IMSL
!Data: 27/11/2002
"Local: Ilha Solteira

!'Programador: Odacir Almeida Neves

module CalculaJacobiano

implicit none

contains

PELEAIII TATI ENTAO TEITII TINTA IIAAAATAO
subroutine fen(n total,t,y,grady)
!'subrotina para cálculo do gradiente da função dependente
'Data: 27/11/2002
'Local: Ilha Solteira

!Programador: Odacir Almeida Neves

use data type
use constants

use DadosBasicos, only : nx, ny, nz, b, c, Lx, Ly, Lz
use DadosABijmnpa, only : Aijmnpq, Bijmnpq
use AutValsMod, only : AutValsModx, AutValsMody, AutValsModz

implicit none

integer(long), intent(in) :: ntotal

integer(long) :: iconta, jconta, 1, j,mM, n, p, q
integer(long) :: al, bl, c1, dl, el, fl, rstSoma, defSoma

real(double), intent(in) :: t

real(double) :: auxt, aux, aux. root, somab,somac
real(double), save :: norma antiga, norma nova, norma diferenca

real(double) :: Apqt, Bmns, Cijr
real(double) :: Lpqt, Gmns, Hijr

real(double) :: Dcfpqa, Ebemn, Fadij
real(double) :: Mcfpa, Ibemn, Jadij

real(double) :: AutValij mais, AutValij menos
real(double) :: AutValmn mais, AutValmn menos

EV
AVAVAY

cm 1 2 3 4 5 6 7 unesp”, 12 13 14 15 16 17 18



real(double) ::

real(double) ::
real(double) ::
real(double) ::

real(double) ::
real(double) ::

real(double) ::
real(double) ::

real(double) ::
real(double) ::

real(double)

AutVal pqmais, AutVal pq menos

AutValij vezes
AutValmn vezes
AutVal pqvezes

AutValij mais a mais,AutValij mais a menos
AutValij menos a mais, AutVal ij menos a menos

AutValmn mais b mais,AutValmn mais b menos
AutValmn menos b mais, AutVal mn menos b menos

AutVal pq maisc mais, AutVal pq mais cmenos
AutVal pq menosc mais, AutVal pq menosc menos

:: y2 rst def Soma

real(double), dimension(iEight) :: d, e, f, il,j,mm

real(double), dimension(nx*ny*nz), intent(in) :: y
real(double), dimension(nx*ny*nz), intent(out) :: grad y

aux t=t
aux = rEight/(Lx*Ly*Lz)
aux root = dsqrt(aux)

man

norma antiga = norma nova

Aijmnpq = rZero

ICONTA=0

do i: DO IFiOne,nx
dom : DO M=iOne,ny

do p: do p= iOne, nz
ICONTA=ICONTA + iOne
JCONTA = iZero

doj : DO J=iOne,nx
AutValij mais = AutValsModx(i) + AutValsModx())
AutValij menos = AutValsModx(i) ­ AutValsModx(J)
AutValij vezes = AutValsModx(i) * AutValsModx(j)

do n: DO N=iOne,ny
AutValmn mais = AutValsMody(m)+ AutValsMody(n)
AutValmn menos = AutValsMody(m) ­ AutValsMody(n)
AutValmn vezes = AutValsMody(m) * AutValsMody(n)

do q:doq=iOne, nz
JCONTA = JCONTA + iOne

AutVal pq mais = AutValsModz(p) + AutValsMod2z(q)
AutVal pq menos = AutValsModz(p) ­ AutValsMod7(q)
AutVal pqvezes = AutValsModz(p) * AutValsModz(q)

somab = Rzero
somac =rZero
rstSoma = iZero

do a:doal = iOne, nx
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if CHijr : if(b /= rZero) then

AutValij mais a mais= rOne/(AutValsModx(al) + AutValij mais)
AutValij mais a menos = rOne/(AutValsMod x(al)­ AutValij mais)
AutValij menos a mais = rOne/(AutValsModx(al)+ AutValij menos)
AutValij menos a menos = rOne/(AutValsMod x(al)­ AutValij menos)

Cijr = (AutValij mais a mais + &
AutValij mais a menos ­ &
AutValij menos a mais ­ &
AutVal ij menos amenos)/rFour

if(((1 +) + alViTwo)*iTwo /= (1 +j+al)) Cijir=­Cijr

Hijr = (­AutValij mais a mais ­ &
AutValij mais a menos ­ &
AutValij menos a mais ­ &
AutVal ij menos amenos)/rFour

if(((1 +) + al/iTwo)*iTwo /=(i +j+al)) Hijr=­Hijr

end if if CHijr

do b:dobl = iOne, ny

if BGmns : if(b /= rZero) then

AutValmn mais b mais = rOne/(AutValsModvy(bl) + AutValmn mais)
AutValmn mais b menos = rOne/(AutValsMody(bl) ­ AutValmn mais)
AutValmn menos b mais = rOne/(AutValsMody(bl) + AutValmn menos)
AutValmn menos b menos = rOne/(AutValsMody(bl)­AutValmn menos)

Bmns = (­AutValmn mais b mais­ &
AutValmn mais b menos ­ &
AutValmn menos b mais­ &

AutVal mn menos bmenos)/rFour

if(((m + n + b1/ITwo)*iTwo /= (m + n + bl) Bmns = ­Bmns

Gmns = (AutValmn mais b mais + &
AutValmn mais b menos ­ &
AutValmn menos b mais ­ &
AutVal mn menos bmenos)/rFour

if(((m + n + bl/iTwo)*iTwo /= (m + n + bl)) Gmns = ­Gmns

end ifif BGmns

do c: docl = iOne, nz
rstSoma = rstSoma + iOne

if ALpqt: if(b /= rZero) then

AutValpq mais c mais = rOne/(AutValsMod2z(cl) + AutValpq mais)
AutVal pq maisc menos = rOne/(AutValsModz(c1) ­ AutVal pq mais)
AutValpq menos c mais = rOne/(AutValsModz(cl) + AutValpq menos)
AutVal pq menosc menos = rOne/(AutValsModz(cl) ­ AutVal pq menos)
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Apaqt = (AutVal pq maisc mais+ &
AutVal pq maisc menos ­ &
AutVal pq menosc mais ­ &
AutVal pq menos cmenos)/rFour

if(((p + q + c1)/iTwo)*iTwo /= (p + q + c1)) Apqt = ­Apqt

Lpqt = (­AutVal pq maisc mais ­ &
AutVal pq mais cmenos ­ &
AutVal pq menosc mais ­ &
AutVal pq menos cmenos)/rFour

if(((p + q + c1/iTwo)*iTwo /= (p + q + c1)) Lpat = ­Lpat

soma b=soma b+ &
(AutVal mnvezes*Apqt*Bmns*Cijr + &
AutVal ij vezes*Apqt*Gmns*Hijr + &
AutVal pqvezes*Lpqgt*Gmns*Cijr) * y(rstSoma)

end ifif ALpat

Início do if (c /= Zero)...
ifFladij : if(c /= rZero) then

defSoma = iZero

dod : do dl = iOne, nx

f(iOne) = rZero

ifí(al + dl ­ i ­ ) == iZero) then
f(iTwo) = Lx

else

f(iTwo) = rZero
end if

ifí(al + dl +i­j­iOne) == iZero) then
f(iThree) = Lx

else

f(iThree) = rZero
end if

ifí(al + dl ­ i +j­iOne) == iZero) then
f(iFour) = Lx

else
f(iFour) = rZero

end if

ifí(al ­ dl + i +j­ iOne) == iZero) then
f(iFfive) = Lx

else
f(iFive) = rZero

end if

ifí(al ­ d1 ­ i ­j + iOne) == iZero) then
f(iSsix) = Lx

else

f(iSix) = rZero
end if

ifí(al ­ d1 + i ­ ) == iZero) then
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f(iSeven) = Lx
else

f(iSeven) = rZero
end if

ifí(al ­ d1 ­ | +) == iZero) then
f(iEight) = Lx

else

f(IEight) = rZero
end if

Fadij = sum(f(:))/rEight

ifí(al + dl +i­j­iOne) == iZero) then
JIGIOne) = Lx

else

J)(iOne) = rZero
end if

ifí(al + dl ­ i +j ­ iOne) == iZero) then
JiGTwo) = Lx

else

JGTwo) = rZero
end if

JJGThree) = rZero

ifí(al + dl ­ 1 ­j]) == iZero) then
IGFour) = Lx

else

JiGiFour) = rZero
end if

ifí(al ­ dl + i ­ jà)== iZero) then
JjGiFive) = Lx

else

JIGFive) = rZero
end if

ifí(al ­ dl ­ | + ]) == iZero) then
JGSix) = Lx

else

JJGSIX) = rZero
end if

ifí(al ­ dl +i +j­ iOne) == iZero) then
JiliSeven) = Lx

else

Ji(iSeven) = rZero
end if

ifí(al ­ d1 ­ | ­ j| + iOne) == iZero) then
JGEight) = Lx

else

JIGEight) = rZero
end if

Jadij) = (IJGiOne) + jj(iTwo) + jj(iFive) + jjGiSix) ­ &
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JiGiThree) ­ jj(iFour) ­ jj(iSeven) ­ jj(iEight))/rEight

If((bl +el +m­n­iOne) == iZero) then
e(iOne) = Ly

else

e(iOne) = rZero
end if

If((bl +el ­ m + n­ iOne) == iZero) then
e(iTwo) = Ly

else

e(iTwo) = rZero
end if

e(iThree) = rZero

ifí(bl +el ­m ­ n)== iZero) then
e(iFour) = Ly

else

e(iFour) = rZero
end if

if((bl ­ el +m ­ n) == iZero) then
e(iFive) = Ly

else

e(iFive) = rZero
end if

If((bl ­ el ­m + n) == iZero) then
e(iSix) = Ly

else

e(iSix) = rZero
end if

if((bl ­ el + m + n­ iOne) == iZero) then
efiSeven) = Ly

else

e(iSeven) = rZero
end if

if((bl ­ el ­ m ­ n­+ iOne) == iZero) then
e(iEight) = Ly

else
e(iEight) = rZero

end if

Ebemn = (e(iOne) + e(iTwo) + e(iFive) + e(iSix) ­ &
e(iThree) ­ e(iFour) ­ ef(iSeven) ­ e(iEight))/rEight

li(iOne) = rZero

If((bl +el ­m ­ n)== iZero) then
ii(iTwo) = Ly

else

ii(iTwo) = rZero

2 3 4 5 6 7
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end if

if((bl +el +m­n­iOne)==iZero) then
ii(iThree) = Ly

else

iiliThree) = rZero
end if

If((bl +el ­m + n ­ IOne) == iZero) then
liliFour) = Ly

else

li(iFour) = rZero
end if

if((bl ­ el +m + n­1One) == iZero) then
lififive) = Ly

else

li(iFive) = rZero
end if

If((b1 ­ el ­ m ­ n + iOne) == iZero) then
I(ISix) = Ly

else

II(ÍISix) = rZero
end if

if((bl ­ el +m­n)==iZero) then
ii(iSeven) = Ly

else

lilfiSeven) = rZero
end if

if((bl ­ el ­m + n) == iZero) then
IifiEight) = Ly

else

iiGiEight) = rZero
end if

Ibemn = sum(ii(:))/rEight

dof: do fl = iOne, nz

defSoma = defSoma + iOne
d(iOne) = rZero

ifí(cl + fl ­ p­ q)== iZero) then
d(iTwo) = Lz

else

d(iTwo) = rZero
end if

ifí(cl + f] + p­ q­iOne) == iZero) then
d(iThree) = Lz

else

d(iThree) = rZero
end if

ifí(ocl + fl ­ p+ q­ iOne) == iZero) then
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d(iFour) = Lz
else

d(iFour) = rZero
end if

ifí(cl ­ fl + p + q­iOne) == iZero) then
d(iFive) = Lz

else

d(iFive) = rZero
end if

ifí(ol ­ fl ­ p­ q+ iOne) == iZero) then
d(iSix) = Lz

else

d(1Six) = rZero
end if

ifí(cl ­ fl + p­ q) == iZero) then
d(iSeven) = Lz

else
d(iSeven) = rZero

end if

ifí(c1 ­ fl ­ p+ q) == iZero) then
d(iEight) = Lz

else

d(iEight) = rZero
end if

Dcefpq = sum(d(:))/rEight

ifí(cl + f1 + p­ q­ iOne) == iZero) then
mm(iOne) = Lz

else

mm(iOne) = rZero
endiif

ifí(cl + fl ­ p+ q­ iOne) == iZero) then
mm(iTwo) = Lz

else

mm(iTwo) = rZero
end if

mm(iThree) = rZero

ifí(cl + fl ­ p­ q) == iZero) then
mmí(iFour) = Lz

else
mm(iFour) = rZero

end if

ifí(ol ­ f1 + p­ q)== iZero) then
mm(iFive) = Lz

else

mmí(iFive) = rZero
end if

ifí(cl ­ f1 ­ p+ q) == iZero) then
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mmMm(iSix) = Lz
else

mm(iSix) = rZero
end if

ifí(cl ­ fl +p + q­iOne) == iZero) then
mm(iSeven) = Lz

else

mm(iSeven) = rZero
end if

ifí(cl ­ fl ­ p­ q + iOne) == iZero) then
mm(iEight) = Lz

else

mMmM(IEight) = rZero
end if

Mcfpqa = (mm(iOne) + mm(iTwo) + mm(iFive) + mm(iSix)­ &
mm(iThree) ­ mm(iFour) ­ mm(iSeven) ­ mm(iEight))/rEight

y2 rst def Soma = y(rstSoma)*y(defSoma)

soma c=soma c+&
(AutVal mnvezes*Dcfpq*Ebemn*Fadij + &
AutVal ij vezes*Dcfpa*Ibemn*Jadij + &
AutVal pq vezes*Mcfpq*Ibemn*Fadij) * y2 rst def Soma

end do dof
end do do e

end do do d

end ifif FlJadij
end do do c

end do dob
end do do a

Aijmnpaq(iconta,jconta) = aux*(b*aux root*soma b+ &
c*aux*somac)

end do do q
end do do n

end do do j
end do do p

end do do m
end do doi
nam

write(*,*)
write(*,*)
write(*,*)
write(*,*)

do i = iOne, ntotal
Aijmnpa(i,i) = Bijmnpa(i) ­ Aijmnpa(i,i)

if(1.1t 10) then
write(*,*)i, Aijmnpa(Li), Bijmnpa(i)
end if
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end do

norma nova =rZero
do i = iOne, ntotal

grad y(i) = sum(Aijmnpa(i,:)*y(:))

norma nova = norma nova + sum(Aijmnpq(1,:)*Aijmnpa(i,:))
end do

norma diferenca = norma nova ­ norma antiga
write(*,*)'Normas...,normaantiga, norma nova, norma diferenca, t

return

end subroutine fen

POTRO ETIAEIOIANONTENTIRANO EITINIOIININTINADENTTES!
subroutine fenj(n total,t,y, jacob)
!subrotina para cálculo do jacobiano do sistema de EDOs
!Data: 27/11/2002
!Local: Ilha Solteira

!Programador: Odacir Almeida Neves

use data type
use constants

use DadosBasicos, only : nx, ny, nz
use DadosABijmnpaq, only : Aijmnpq

implicit none

integer(long), intent(in) :: ntotal
real(double), intent(in) :: t

real(double) :: auxt

real(double), dimension(nx*ny*nz), intent(in) :: y
real(double), dimension(nx*ny*nz,nx*ny*nz), intent(out) :: jacob

integer(long) :: i aux

i aux=n total !Justto avoid warnings.

aux t=t Just to avoid warnings.
aux t=jacob(IiOne,iOne) !Just to avoid warnings.
aux t=y(iOne) !Just to avoid warnings.

!jacob = Aijmnpq

write(*,*) 'Não deveria estar passando por aqui (sub FONJ)!!!'
pause

return

end subroutine fenj

end module CalculaJacobiano
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