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PD = ρ+ c(dT − dt) + Tr + εP '��()

Φ = ρ+ c(dT − dt) + Tr +Nλ+ εΦ '���)
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���
 α0 
 β0 � ���� ���/

∇0li = σ
λ0√
(ri)

, (i = 1, · · · , n) ,��0-

���
/ λ0/ ���1�
��� �
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�����
���
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σ/ �
��
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���
�� �	�
������2
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σ̂2
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�+����2

P / ����
. ��� �
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 !��"����� �� 
��#��
��������� λ0 $ ��������� ��� ���� 
�� 
%���� �� !��������#

���� α0 � β0& �� ��� ���������'�� 
����� ����(���& �	�	

λ0 = Zα0
2
− θ−1β0

)�	�*

�
��� Zα0
2
� $ �� ����� ��%���� �� 
%��� �� ��+
���"
��� α0,

θ−1β0
� $ ��� -�
'�� �� !������������ �
����� �� ���������'�� 
����� ����(���	

������ �	.� /��"������ �� 
��#��
���������

�	
�� 
� ����� (1− β0) ����� 
� ������������ (α0)

α0 = 0, 01% α0 = 0, 10% α0 = 1% α0 = 5%

�0% �&1. �&.2 .&�3 
&24

10% �&�
 �&3. �&
0 .&�3

30% �&1� �&
� �&�. .&30

20% �&
1 �&�1 �&34 �&.�

2�% �&�� �&2� �&.. �&4


22% 4&.. �&4. �&20 �&.2

22&20% 4&23 4&�3 �&41 �&0�

����������
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"�
 �����	�� #�� � ����� �� ��	�� (1 − β0) 	�$� ���	����� ���� ��%�	 �	 ��	��	!

&��� �	 ����
	 �� 	
��
�����
�� '���� �����	��	 α � α0� ���� � ��	�� ���%�� � � ��	��

����� �����	�
� ��	����
�������!

(������ )������	 *+,-./� ���� 0+12� ���� ��������� � ��������� �� �
�3�������
�����

	�%���� #�� β � β0 	
� ���	�����	� �4
	��� ��
	 ������
�����	5

+! ��������� � ��������� �� �
�3�������
���� ��
�
���	
���� λ0 ���� �#���
� 6!+�

�����7	 �� �	��� � �� α0 � β0 � �		
�� �%��� � ��������� �� �
�3�������
����

����
�
���	
���� ���� �#���
� α0 = δ208 �

.! �������� � ����� �� 	
��
�����
� ����
�
���	
���� α ���� λ0 = λ(α, β0, r)!

9 ����� ��� ��
�� ���������
� ���� � ��	�� 7 � 	����
� �� α0! (������ 0+�2� �

����� �	��� ���� � ������
� �� ��	�� 7 �� 80% � �� 0, 1% ���� α0! :�� �		�	 ������	

�����������	 ���� � ������
� �� ��	�� � ����� �� 	
��
�����
�� ��	�����; �� �� ����3

����� �� �
�3�������
���� ������! ������ ����� � ������
� �� ��	�� � ����� � �����

�� 	
��
�����
�� ��
�� 	��; � ����� ���������� ���� � ��������� �� �
�3�������
����!

<		
�� �����	 ����	 ���		�
��	 �����
�� �
� 	�� ����������	!

:��'���� �	 ��������
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� ��� ������� �	 ����
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���%7� ��� ����! =�	�� '����� �	 ����
	 �����������	 �� 80% ���� � ������
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��	�� � 0, 1% ���� ����� �� 	
��
�����
�� �
� ���	���
�
� �������� ����;��
	 ����	 ��	

�%	�����>�	� � #�� ���� �	 �	�;�
�	 � ��
�
����� ������	 ���� ������
� �� ��	�� �� 80%

� 5% ���� � ����� �� 	
��
�����
�!

����� ����
�����
�� ������


<�?	 ���
��� � �����%
�
���� 
������ � ��������� � ���� ���
�� #�� ���� 	�� ��3

������� ���� ��	�� ��	 �%	�����>�	� �#���
� 6!+� �����3	� ����		;�
� 	�%�� ���� �	

���������	 ��	������
� � �		�	 ����	! <		
�� � �����%
�
���� �4����� 7 ����
�� ����

� #����
���� �� #�� � ����� ���� ���������� �� �%	�����
� ���� 
�@����
�� �� �;�����

��	 ����������	 ��	 �����	!

< �	�
���
�� ��	 ����������	 ��	 �����	� ��� %�	� �� �$�	������� �� �%	�����>�	

�� �7���� �����7��
��� 7 '�����
�� ���5

X = −(ATPA)−1ATPL *6!6/

���������� 	
 ��
���
 �� ��������� �� �������� ��� ��� ������������� �� ����������� �� ��������

������ �
 !�������� ��"��� #� �$
 %�"������� &�������� '����������
 (��������� �� #�� )������� 
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A� �	
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 �	� �����	�	� �	� ���	���� �� ������	��� �� ���	��� �� �������
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P � �	
��
 ��� ����� �	� ������	�����

L� ��
�� �	 ��������	 ��
�� � ��
�� ��� �	����� �	����	��� � � ��
�� ��� �	����� ������

�	����

 ������ ��� 	� ���	���� ���
��!	� ����� ��� ��� ���	� ��
��
	��� "∇0li#$ ����������

�� 	 ���	��� ���
	 ����	�

X = −(ATPA)−1ATP (L− li∇0li) "%�&$

X = −(ATPA)−1ATPL+ (ATPA)−1.ATP (li∇0li) "%�'$

�����

li� ����������� 	 ��(���	 �����	 �� ��	 �	
��
 ����
��	�� nxn�

)��
	�
�# 	 ��*�+���	 ��� ����� ���������� ��� ��
��
	��� ∇0li �	 ��
��	��� �	�

�������	�	� ( �	�	 ����

∇X = (ATPA)−1ATP (li∇0li) "%��$

��� �����	
 �
�
������ �
 �
���
����

,� 	����� ��� -./ � 0!�
	��1�2� �
 	�� "345�� 	��� -3'/$ �� �	�6��
��� �� ���

����	���� ����� ��� ��
���� �� ��	 ������ ������	���
� ( ���!����� d(u, v, w)� 7

������ �� ������	���
� ���� ��� ��
��	 	8��
	��� �� ��������	�� ������ �� ������	�

��� �� ������ �� ������	���
� ��
�����	�� ���� ���
�� ������
��# �������� ���	���

%�5� )��
	�
�# � ������ ������	���
��������	��� ( �	���

d(x, y, z, t− t0) = B(x, y, z)e+ a "%�5$

�����

d� ��
�� �	� ��������
�� �� ������	���
� �� �� ���
� (x, y, z) �� 
���� t ���

���	��� � t0�

B� ����������� 	 �	
��
 �	� �����	�	� �	���	�� ��� �����9���� ��� ���	��� �� ��������

�� ���
� �� ������	����

a� ��
�� ��� ���:����
�� �� ���
� 	�	���	��� � e� � ��
�� �	� �������
	� "�	�6��
���

�� ������	���$�

���������	
�� 
�� �� �� ���� ��� �� �� ������� �� ��� 	����� �����	�	 �� �������� ��������	

�	�� ����� ���		��  ������� 	�����	� !������"��	��	� #$� ""� %#$&'()
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E =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∂u

∂x

∂u

∂y

∂u

∂z
∂v

∂x

∂v

∂y

∂v

∂z
∂w

∂x

∂w

∂y

∂v

∂z

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦

%��&'

� 
����� ( ���� ��� ��	�����
� �� ��
��� ���� 
�������� �� ���)
��	� (ε) � ��
��


�
�����)
��	� (ω)�

E = ε+ ω %��!*'

E =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∂u

∂x
1
2
(
∂u

∂y
+

∂v

∂x
) 1

2
(
∂u

∂z
+

∂w

∂x
1
2
(
∂u

∂y
+

∂v

∂x
)

∂v

∂y
1/2(

∂v

∂z
+

∂w

∂y
)

1
2
(
∂u

∂z
+

∂w

∂x
1
2
(
∂v

∂z
+

∂w

∂y
)

∂v

∂z

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦
+

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1
2
(
∂u

∂y
− ∂v

∂x
) 1

2
(
∂u

∂z
− ∂w

∂x
1
2
(
∂u

∂y
− ∂v

∂x
) 0 1/2(

∂v

∂z
− ∂w

∂y
)

1
2
(
∂u

∂z
− ∂w

∂x
1
2
(
∂v

∂z
− ∂w

∂y
) 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦

%��!!'

�����

ε� ��������

 � 	��
�+
���
� ���� %������
��� ���
', �

ω ��������

 � ��$��� �� 	��
�+
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��� �� 	���� ��$���'�

-�$����  !.#� 
 ������� �� ������ �� ������
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� �����
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 ������� ��
�����
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���	 ��

����� � ���	
� �����
������ ����� ����	
� ���� 
��� �� ������ di(u, v, w)� �

����� ���� ��� ��
������� �� ���	
� �� ���� 
���������� �����

u = u(x, y, z) = Bu(x, y, z, t− t0)e,

v = v(x, y, z) = Bv(x, y, z, t− t0)e,

w = w(x, y, z) = Bw(x, y, z, t− t0)e.
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������������� ����� ����	 �� 
��� ���!�"�!�� �� ��!��!�� #���� ���� � 
��� ��!$

�!����!�����

u = u(x, y, z) = a0 + a1(x− x0) + a2(y − y0) + a3(z − z0),

v = v(x, y, z) = b0 + b1(x− x0) + b2(y − y0) + b3(z − z0),

w = w(x, y, z) = c0 + c1(x− x0) + c2(y − y0) + c3(z − z0).
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�����

�x0�y0�z0�� �
� 
���������� �� ����� ����!����� 
���
���� � �x�y�z�� ��� �
� �� 
���$
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!������ ����
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��� ����*!��	 �� �� ������ �� �����$

��	
��

a1 = ∂u/∂x, a2 = ∂u/∂y, a3 = ∂u/∂z,

b1 = ∂v/∂x, b2 = ∂v/∂y, b3 = ∂v/∂z,

c1 = ∂w/∂x, c2 = ∂w/∂yec3 = ∂w/∂z.

������

(� 
��)
!����� a0� b0 � c0 �
� �� ���	
� ��� 
���������� �� ����� ����!�����

a0 = u(x0, y0, z0)� b0 = v(x0, y0, z0) � c0 = w(x0, y0, z0)�

+ �'���	
� ��� 
���������� �� ���	
� �����
������ , ��
������� ���� 
������	
�

��� 
���������� ����� ���� ,��
���

u = u(x, y, z) = x2 − x1;

v = v(x, y, z) = y2 − y1;

w = w(x, y, z) = z2 − z1.
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⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

u(x1, y1, z1) = a0 +a1(x1 − x0) + a2(y1 − y0) +a3(z1 − z0)

v(x1, y1, z1) = b0 +b1(x1 − x0) + b2(y1 − y0) +b3(z1 − z0)

w(x1, y1, z1) = c0 +c1(x1 − x0) + c2(y1 − y0) +c3(z1 − z0)

���

u(xn, yn, zn) = a0 +a1(xn − x0) + a2(yn − y0) +a3(zn − z0)

v(xn, yn, zn) = b0 +b1(xn − x0) + b2(yn − y0) +b3(zn − z0)

w(xn, yn, zn) = c0 +c1(xn − x0) + c2(yn − y0) +c3(zn − z0)
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⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

u(x1, y1, z1)

v(x1, y1, z1)

w(x1, y1, z1)
���

u(xn, yn, zn)

v(xn, yn, zn)

w(xn, yn, zn)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

(x1 − x0) (y1 − y0) (z1 − z0) 0 0 0

0 0 0 (x1 − x0) (y1 − y0) (z1 − z0)

0 0 0 0 0 0
���

���
���

���
���

���

(xn − x0) (yn − y0) (zn − z0) 0 0 0

0 0 0 (xn − x0) (yn − y0) (zn − z0)

0 0 0 0 0 0

0 0 0

0 0 0

(x1 − x0) (y1 − y0) (z1 − z0)
���

���
���

0 0 0

0 0 0

(xn − x0) (yn − y0) (zn − z0)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a1

a2

a3

b1

b2

b3

c1

c2

c3

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

+

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a0

b0

c0

a0

b0

c0

a0

b0

c0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
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E = (BTPB)−1BTPd ����&�
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∇X = (ATPA)−1ATP (li∇0l) ����� 

!����� ���� �� �
�	
 Pi� 
�	"���� �� �	�
� �
 �	
�
���	��
 ������
 ���
 ���
�

�� ��#���	� $
���%

∇Xi =

⎡
⎢⎣
ui

vi

wi

⎤
⎥⎦ ����& 


���% ui� vi � wi �

 �� �
��
���	�� �
 ����
�����	
 ���
��
�	� �
� 	�'� ��(
��

)���
 � $���

 ����
�����	
 ���� �
�
 �� ��	
�% �Xi(ui, vi, wi)� � ������ �
��

��� ���
��
�	� �� $���

 �� ���� �
��
���	��%

ui = u(x, y, z),

vi = v(x, y, z),

wi = w(x, y, z).
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ui = u(x, y, z) = a0 +
∂ui

∂x
(Xj −Xi) +

∂ui

∂y
(Yj − Yi) +

∂ui

∂z
(Zj − Zi),

vi = v(x, y, z) = b0 +
∂vi
∂x

(Xj −Xi) +
∂vi
∂y

(Yj − Yi) +
∂vi
∂z

(Zj − Zi),

wi = w(x, y, z) = c0 +
∂wi

∂x
(Xj −Xi) +

∂wi

∂y
(Yj − Yi) +

∂wi

∂z
(Zj − Zi).
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��� (Xi, Yi, Zi) �

 �

�������� �
 �
�	
 �� ��	������ Pi� �
���	��
 � (Xj, Yj, Zj)� ���

�

 �� �
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�	
 Pj� �
���	��
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� ��� 
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ui = K

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

a0
∂ui

∂x
∂ui

∂y
∂ui

∂z

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦
,

vi = K

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

b0
∂vi
∂x
∂vi
∂y
∂vi
∂z

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦
,

wi = K

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

c0
∂wi

∂x
∂wi

∂y
∂wi

∂z

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦
.

������

��	
� K = [1, (X −Xi), (Y − Yi), (Z − Zi)]�

�
 
�����

 ��	
� 

� �

����	�
 ��� � ����

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

a0
∂ui

∂x
∂ui

∂y
∂ui

∂z

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦
= (KTK)−1KTui = Nui

ui,

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

b0
∂vi
∂x
∂vi
∂y
∂vi
∂z

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦
= (KTK)−1KTvi = Nvivi,

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

c0
∂wi

∂x
∂wi

∂y
∂wi

∂z

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦
= (KTK)−1KTwi = Nwi

wi.
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Ei =

⎡
⎢⎣

∂u
∂x

∂u
∂y

∂u
∂z

∂v
∂x

∂v
∂y

∂v
∂z

∂w
∂x

∂w
∂y

∂v
∂z

⎤
⎥⎦ =

⎡
⎢⎣
Nui

0 0

0 Nvi 0

0 0 Nwi

⎤
⎥⎦

⎡
⎢⎣
ui

vi

wi

⎤
⎥⎦ ����'�
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Ei = T∇Xi ����� 
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Ei = T (ATPA)−1ATP (li∇0l) ����$ 
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⎡
⎢⎣
dui

dvi
dwi

⎤
⎥⎦ =

⎡
⎢⎣

∂u
∂x

∂u
∂y

∂u
∂z

∂v
∂x

∂v
∂y

∂v
∂z

∂w
∂x

∂w
∂y

∂v
∂z

⎤
⎥⎦

⎡
⎢⎣
Xi −X0

Yi − Y0

Zi − Z0

⎤
⎥⎦ ����4 
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Di =
√

d2ui
+ d2vi + d2wi
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σ2
x
′ = 0, 5(σx + σy) + 0, 5M

σ2
y
′ = 0, 5(σ2

x + σ2
y)− 0, 5M

M =
√
4σ2

xy + (σ2
x + σ2

y)
2
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� σ2
x
′ 
 σ2

y
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a =
√

σ2
x
′

b =
√

σ2
y
′
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� �
� ���
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� σ2
x
′ � σ2

y
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 ��
� K� �
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���� χ2
2g.l K =

√
χ2
2g.l
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a95% = Kσ2
x
′ = 2, 45σ2

x
′

b95% = Kσ2
y
′ = 2, 45σ2

y
′

����)�

,��� 
���� 
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 �� σh�
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0 �
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1��
�� �
� ��  ��
� �� ������-
 �� ��
0 �������� �� ��� 2�
�

2������
 �� �� /��� �� 	
������� χ2
(1g.l)� ,
�����
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h95% =
√

χ2
(1g.l)σh = 1, 96σh ������
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δi =
√

a295% + b295% + h2
95% ������
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�� 
������ �� �������� ������� �
�
��
��

���� ����� ���	�
��

��
 ��� ��� ��� ��� 	
� 	
� �
� ��� �
� ��� ��� �� %

���� − − − − − − − − − − − − −
���� − − − − − − − − − − − − −
����� 75%

���� − − − − 0%

���� 100%

���� 91, 67%

���� 91, 67%

���� − 81, 82%

���� !"#$%& ���� '%( )��"*(!")" +% �,� �� )� ���-" � ��
� "*(!")" �� �����

��.�+)"& �%�/�*% �$% �%�/�*% R = 73, 36

������ ���	
 ��
���� �� �������� ������� ����

�+%� ����� �%�/�*�0

	�� ��� ��� ��� ��� 	
� 	
� �
� ��� �
� ��� ��� �� %

���� 100%

���� 100%

���� 100%

���� 75%

��.�+)"& �%�/�*% �$% �%�/�*% R = 93, 75

������ ����
 ��
���� �� �������� ������� ����

�+%� ����� �%�/�*�0

	�� ��� ��� ��� ��� 	
� 	
� �
� ��� �
� ��� ��� �� %

���� − − − 55, 55%

���� − − − 22, 22%

���� 100%

���� − 90, 91%

��.�+)"& �%�/�*% �$% �%�/�*% R = 67, 17
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��
 ��� ��� ��� ��� ��
 ��� ��� ��� ��� 
�� ��� �� %

���� − 100%

���� 100%

�� � 91, 67%

��  91, 67%

��!��"#$ ���	�
� 
%� ���	�
� R = 95, 83
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(��� *���!�� +

���� �('�������� �� ������ �	
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!��� �� '���'�' �� ����� ('��������"�� ��� ��������	 
����� �� �������� �� ����� �� �����

�� "��-����� (��� "�����#"�' ��� ������� "��� ��� ����� ����!��� �� �"�'�� "�� �

�������� ��� (�'.�,�� ��!�,�� ������' (�'� (���)!��� �&����� ���������"�� %�� (����
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