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Resumo

Nesta dissertacao, estudamos recorréncias lineares, com énfase tanto nos casos homo-
géneos quanto nos nao homogéneos. Nosso objetivo principal é apresentar e demonstrar
teoremas que facilitam a resolucao dessas recorréncias, evitando abordagens puramente
por inspecao. A andlise abrange recorréncias lineares de primeira e segunda ordem. Ao
longo do trabalho, destacamos também diversas sequéncias classicas definidas por recor-
réncia, como as sequéncias de Fibonacci, Lucas, Pell e a sequéncia associada ao problema
da Torre de Hanéi, ilustrando a aplicacao dos métodos desenvolvidos. Além disso, realiza-
mos uma analise comparativa entre recorréncias e equagoes diferenciais ordinarias lineares
de coeficientes constantes, destacando a equivaléncia de seus operadores e equagoes ca-
racteristicas. Nesse sentido, a dissertacao oferece nao apenas ferramentas para resolver
recorréncias lineares, mas também uma compreensao integrada de sua estrutura e relacao
com a teoria das equacoes diferenciais.

Palavras-chave: Recorréncias Lineares. Sequéncias Recorrentes. Sequéncias de Fibo-
nacci Generalizadas. Torre de Handi. Equacgoes Diferenciais Ordinarias Lineares.



Abstract

In this master’s thesis, we study linear recurrences, focusing on both homogeneous
and non-homogeneous cases. The primary objective is to present and prove theorems
that facilitate the resolution of such recurrences, avoiding approaches based purely on
inspection. The analysis covers linear recurrences of first and second order. Throughout
the work, we also highlight several classical sequences defined by recurrences, such as
the Fibonacci, Lucas, Pell sequences, and the sequence associated with the Tower of
Hanoi problem, illustrating the application of the developed methods. Moreover, we
conduct a comparative analysis between linear recurrences and linear ordinary differential
equations with constant coefficients, emphasizing the equivalence of their operators and
characteristic equations. In this sense, the thesis not only provides tools for solving
linear recurrences but also offers an integrated understanding of their structure and their
relationship with the theory of differential equations.

Keywords: Linear Recurrences. Recursive Sequences. Generalized Fibonacci Sequences.
Tower of Hanoi. Linear Ordinary Differential Equations.
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1 Introducao

As relagoes de recorréncia aparecem em diversos contextos, como em problemas de
contagem, algoritmos iterativos, métodos numéricos e aplicacbes combinatorias. A ideia
basica é que cada termo de uma sequéncia ¢ obtido a partir de termos anteriores, segundo
alguma regra previamente estabelecida. Fixado um ntmero natural k, dizemos que uma
sequéncia (a,) satisfaz uma relacao de recorréncia de ordem k quando existe uma for-
mula que permite calcular cada termo a,, para n > k + 1, usando apenas os k termos
anteriores: a, é expresso em termos de a,_1,a,_2,...,a,_} €, possivelmente, do préprio
n. A sequéncia (a,) é entdo chamada de sequéncia definida por recorréncia, e os valores
ai,...,a sao os valores iniciais, que determinam completamente todos os demais termos.

Um exemplo classico é a sequéncia de Fibonacci, definida por

=1,
=1,
F,=F, 1+ F,_o, paran>3.
Note que, para determinar F,, é necessario conhecer os valores dos dois termos anteriores
Fn—l € Fn—2-
Além de Fibonacci, existem outras sequéncias definidas por recorréncia que desempe-

nham papéis relevantes na matematica. A sequéncia de Lucas, por exemplo, satisfaz a
mesma recorréncia de Fibonacci, mas com condigdes iniciais diferentes:

L1 = 1,

Ly =3,

L,=1L, 1+ L, 5, paran>3.
Outro exemplo importante é a sequéncia de Pell, definida por

P1 = 1,

P2 - 2,

P,=2P, 1+ P, 5, paran> 3.

Recorréncias também aparecem em problemas classicos, como o da Torre de Handi, no
qual se mostra que o niimero minimo de movimentos necessarios para resolver o problema

com n discos é dado por
T,=2T,1+1, comT; =1.

13



Introducao 14

Esses exemplos ilustram como sequéncias de recorréncia modelam situacoes reais e
abstratas, além de motivarem técnicas gerais para solucao e analise, que serao discutidas
ao longo deste texto.

Relagoes de recorréncia aparecem em diversos campos: em problemas de contagem e
combinatoéria; em algoritmos iterativos de aproximacao numérica; em analise de comple-
xidade computacional, onde descrevem o nimero de operagdes necessarias para resolver
um problema; e em processos de geracao combinatoéria, nos quais estruturas mais com-
plexas sao construidas de forma incremental. Em particular, em ciéncia da computacao,
é comum que o nimero de passos de um algoritmo seja descrito por uma sequéncia (a,,),
onde n representa o tamanho da entrada do problema. Determinar uma formula explicita
para a,, quando possivel, permite nao apenas calcular o tempo de execugao do algoritmo
para valores elevados de n, mas também comparar o desempenho de diferentes métodos
que resolvem um mesmo problema.

Assim, estudar relagoes de recorréncia nao significa apenas aprender a gerar uma
sequéncia termo a termo, mas principalmente encontrar métodos que permitam expressar
o termo geral a,, diretamente em funcao de n. Essa passagem do dominio recursivo para
uma foérmula explicita é fundamental tanto para aplicagoes tedricas quanto praticas, e
constitui um dos temas principais desenvolvidos nesta dissertacao.

Nessa dissertacao, o nosso foco serd estudar recorréncias lineares, que sao aquelas em
que cada termo da sequéncia aparece de forma linear na relagdo que o define. Em outras
palavras, a,, depende de combinagoes lineares dos termos anteriores e, eventualmente, de
uma funcao de n. Esse tipo de recorréncia é particularmente importante porque admite
métodos gerais de resolugao, que permitem obter féormulas explicitas para os termos da
sequéncia ou, ao menos, expressoes fechadas que descrevem seu comportamento. Foca-
remos em recorréncias lineares de primeira e de segunda ordem, que dependem de um
termo ou dois termos anteriores.

Apesar de que muitas recorréncias possam ser resolvidas por inspegao (isto é, ex-
plorando a relagdo por alguns passos até que surja um padrao evidente), vamos abordar
métodos de solucao que independem completamente da adivinhagao de padroes. Os resul-
tados que apresentaremos possuem grande semelhanca com técnicas conhecidas da teoria
de equacoes diferenciais ordindrias lineares com coeficientes constantes. Isso ocorre por-
que, em ambos os contextos, a estrutura linear permite decompor o problema em duas
partes: uma equacao homogénea associada, cuja solugao descreve o comportamento basico
do sistema, e uma solugao particular, que transmite o efeito dos termos nao homogéneos.
Assim, as ideias fundamentais aparecem de forma analoga nos dois cenarios, ainda que
aplicadas em contextos matematicos diferentes.

Podemos fazer uma analogia na forma de solucionar recorréncias lineares com coefi-
cientes constantes com equacoes diferenciais ordinarias com coeficientes constantes. Em
ambos os contextos lidamos com operadores lineares e com solugoes que emergem de uma
equagao algébrica associada (a equagdo caracteristica).

No caso continuo, uma EDO! linear de ordem k com coeficientes constantes relaciona,
uma funcao y(t) as suas derivadas por meio de uma expressao da forma

. :
dy
a; — = J(1).
> o G = f10)
O operador fundamental é o diferencial D = %. A funcao que apresenta o compor-

tamento estrutural mais simples sob a agado de D é a exponencial €™, pois D(e"") = re.

'Equacdo diferencial ordinaria.
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Por essa razao, ao buscar solugoes da equacao homogénea associada, supomos y(t) = e".
Por outro lado, no caso discreto, uma recorréncia linear de ordem k com coeficientes
constantes é dada por

k
Z Cinyi = g(n).
i=0

O papel do operador diferencial é desempenhado pelo operador de deslocamento FE,
definido por Ea,, = a, e, mais geralmente, E'a, = a,,;. A sequéncia mais naturalmente
adaptada & agao desse operador é a progressio geométrica r", pois E(r") = r"tt = ..

A proximidade estrutural entre EDOs e recorréncias torna-se mais evidente quando ob-
servamos o papel das equagoes caracteristicas. Consideremos apenas os casos homogéneos
(com f(t) =0 no caso das EDOs e g(n) = 0 no caso das recorréncias).

1. EDO homogénea (ordem k): Supondo y(t) = e, temos

aprte™ 4+ ap_yr* e o b agre™ + age’ = 0.

Como e # 0, obtemos a equagao caracteristica

k k—1
agr” + ag_17 +---+ar+ag=0.

2. Recorréncia homogénea (ordem k): Supondo a,, = r", obtemos
™ e TR e T g™ = 0.
Dividindo por r™ # 0, chegamos a equagao caracteristica

k k-1
cpr” + Cp_1T +---+cr+c=0.

Esse paralelismo deixa claro que a estrutura algébrica que subjaz as EDOs e recorrén-
cias lineares sao similares.

No caso das EDOs lineares homogéneas de segunda ordem com coeficientes constantes,
podemos escrevé-las na forma ay” + by’ + cy = 0, onde a,b,c € R e a # 0. A equagao
caracteristica associada é ar® + br + ¢ = 0. Se essa equacao possui raizes 71 e ry (reais ou
complexas), entao a solugao geral da EDO é

( ) C’le”t -+ C’ge”t, Se 7£ T,
y(t) =
Cre™ + Cote™, sery =1y =r.

O fator ¢t no segundo caso surge porque, quando ha multiplicidade maior que um
na raiz, a simples repeticao de e nao fornece duas solu¢oes linearmente independentes.
Entao é necessario introduzir uma segunda solu¢ao que nao seja miltipla da primeira, o
que leva naturalmente a te™.

Em ambos os casos, os termos que aparecem na solucao geral formam o que se chama
de conjunto fundamental de solugoes: um par de solugoes da equagao homogénea que
é linearmente independente. FEsse conjunto é fundamental no sentido de que qualquer
solugao da EDO homogénea pode ser escrita como combinagao linear dessas duas solugoes.

De forma andloga, para uma recorréncia linear homogénea de ordem dois com coefici-
entes constantes, podemos escrevé-la na forma a, 2+ pa,1+qa, =0, onde p,q € R com
q # 0. A equacio caracteristica associada é r? + pr + ¢ = 0, cujas raizes denotaremos por
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r1 e ro. Assim como no caso continuo, a forma das solu¢des depende da natureza dessas
raizes.
A solucao geral é dada por

Cirl+Cyrd,  sery #ry,
ay, =
Cir"+Conr™, serp=ry=r.

No segundo caso, temos uma raiz com multiplicidade maior que um, a simples repeticao
de 7™ nao fornece duas solugoes linearmente independentes; por isso surge o termo nr”,
que desempenha o papel da segunda solucao independente.

Assim como nas EDOs, as solugoes que aparecem nessas expressoes formam um con-
junto fundamental de soluc¢oes da recorréncia: duas solugoes linearmente independentes
que geram todas as demais solucoes da relagao homogénea. Em outras palavras, qualquer
sequéncia que satisfaca a recorréncia pode ser escrita como combinacao linear dessas duas
sequéncias basicas.

Para o caso ndo homogéneo, tanto nas EDOs lineares com coeficientes constantes
quanto nas recorréncias lineares com coeficientes constantes, a solucao geral é sempre dada
pela soma de dois componentes: a solucao geral da equagao (ou recorréncia) homogénea
associada e uma solugao particular da nao homogénea.

Ao longo deste texto, o leitor notara diversas semelhancas entre os métodos de re-
solugao utilizados para recorréncias lineares e aqueles empregados na teoria de equacoes
diferenciais ordinarias. Entretanto, o objetivo desta dissertacao ¢ desenvolver e justificar
cada resultado de maneira autonoma, estabelecendo uma teoria completa para recorrén-
cias lineares de primeira e segunda ordem.

Nesse sentido, esta dissertacao foi estruturada da seguinte forma. No segundo capitulo,
estudaremos conceitos preliminares e fundamentais para o desenvolvimento do trabalho,
definindo sequéncias finitas e infinitas, além de definir e trazer alguns resultados sobre
progressoes aritméticas e geométricas (para a redagao deste capitulo, consultamos [1], [2],
[3] e [4]). No terceiro capitulo, definiremos relagoes de recorréncia e exploraremos sua
classificagao, definiremos as sequéncias de recorréncia e apresentaremos exemplos famo-
sos e, por fim, definiremos e exploraremos a resolucao de relagoes de recorréncia (para a
redacdo deste capitulo, consultamos [2], [3], [5], [6], [7], [8], [9], [10] e [11]). No quarto
capitulo, nos aprofundaremos no estudo de recorréncias lineares de primeira ordem, apre-
sentando e aplicando uma substituicao que simplifica a resolugdo do caso nao homogéneo
(para a redagao deste capitulo, consultamos [12], [13] e [14]). No quinto capitulo, segui-
remos para o estudo de recorréncias lineares de segunda ordem, apresentando a equagcao
caracteristica e a utilizagdo de suas raizes para a resolu¢ao do caso homogéneo e, ainda,
trazendo resultados que auxiliam na resolu¢ao do caso nao homogéneo e explorando di-
versos exemplos (para a redagao deste capitulo, consultamos [12], [15], [16], [17], [18], [19],
[20] e [21]). Ademais, foi redigido um capitulo com as consideragoes finais e um apéndice
sobre o principio da inducao finita.



2 Sequéncias

2.1 Sequéncias finitas e infinitas

Definicao 2.1. Considere I, = {1,--- ,k} C N. Uma sequéncia finita de niimeros reais
¢ uma funcao a : I, — R, que associa cada elemento n € I, a um namero real a,. Por
sua vez, uma sequéncia infinita de niimeros reais é uma funcao a : N — R, que associa
cada natural n a um numero real a,,.

As sequéncias de nimeros reais, conforme estabelecidas na Defini¢ao 2.1, sdo geral-
mente denotadas por (a,). Em casos em que se deseja apresentar explicitamente todos os
termos, pode-se utilizar uma notagao enumerativa, como (ay, as, ag, a4) para uma sequén-
cia finita com 4 elementos, ou (ay, as, ag, . ..) para uma sequéncia infinita. Além disso, é
possivel explicitar o conjunto de indices, empregando notagoes como (a,):_; para sequén-
cias finitas ou (a,)n,en para sequéncias infinitas.

Existem diferentes formas de descrever uma sequéncia. Uma das formas mais diretas é
a partir de um termo geral, ou seja, uma expressao que permite calcular qualquer termo
da sequéncia diretamente, apenas substituindo o valor de n. Por exemplo, se quisermos

uma sequéncia onde cada termo é o quadrado do seu indice, podemos escrever:
an = n.

Em outra notacio, essa é a sequéncia (n?),ey = (1,4,9,16,---).

Uma outra forma ¢é definir a sequéncia por uma relagao de recorréncia, que é uma
regra que liga cada termo aos anteriores. Nesse caso, para descobrir um termo, precisamos
conhecer alguns que vieram antes. Por exemplo, considere a sequéncia definida como:

a; € R fixado, a, = 3a,_1+ 1 paran > 2.
Se comegarmos com a; = 2, temos:
a,=3-24+1=7 a3=3-7+1=22, a;=3-22+1=67,

e assim por diante. Essa, portanto, é a sequéncia (3,7,22,67,---).

Em alguns casos convém considerar sequéncias infinitas de nimeros reais como fungoes
a: X CR — R, onde X é um conjunto enumeravel infinito, que associa cada n € X a
um numero real a,. Por exemplo, considere uma sequéncia definida pela recorréncia

ap = az + 1,
~ . no
nesse caso, nao faz sentido tomar n € {2,3,4,5,---}, uma vez que 5 nao pertence a

n 5
esse conjunto quando n é impar, por exemplo, se n = 5, entao 5 =5 ¢ {2,3,4,5,--- }.

17
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, ~ . .no
Também n nao deve ser tomado no conjunto {2,4,6,8,-- -}, pois 5 ndo pertence a esse

. ~ 7/ / ~ n
conjunto quando n nao é o dobro de um nimero par, por exemplo, se n = 6, entao — = 5=
3¢ {2,4,6,8,---}. Essa recorréncia, no entanto, faz sentido para n € {2! 2% 23 24 ...}

Se desejarmos, podemos reescrever a mesma recorréncia para k € N da seguinte forma;

Aok = Ugk—1 + 1.

2.2 Progressoes aritméticas e geométricas

Entre as sequéncias de niimeros reais definidas por uma recorréncia, podemos destacar
dois tipos muito conhecidos: as progressoes aritméticas e as progressoes geométri-
cas.

Defini¢ao 2.2. Uma sequéncia (a,) é chamada de progressao aritmética (P.A.) se
existe uma constante real r, chamada de razao, tal que

Gni1 = G, +7 para todon > 1.

Nessa situagao, cada termo da sequéncia é obtido somando-se a razao r ao termo
anterior. Se a progressao aritmética inicia em aq, entao seus termos podem ser escritos
explicitamente como:

ay, a1 +r, ay+2r, a; +3r, ...

Defini¢ao 2.3. Uma sequéncia (a,) é chamada de progressdo geométrica (P.G.) se
existe uma constante real ¢, chamada de razao, tal que

Gp+1 = an - q para todon > 1.

Nessa situagao, cada termo da sequéncia é obtido multiplicando-se o termo anterior
pela razao ¢q. Se a progressao geométrica inicia em a;, entdo seus termos podem ser
escritos explicitamente como:

2 3
a1, a4, a1q-, aiq-, ...

A partir deste ponto, demonstraremos alguns resultados através do método da indu-
¢ao finita. O leitor pode consultar o Apéndice A para conhecer melhor o método, caso
necessario.

Teorema 2.4. Se (a,) € uma progressio aritmética com termo inicial a; e razio r, entdo
o termo geral é dado por:
a, =a; + (n—1)r.

Demonstragcio. Vamos demonstrar a férmula por indu¢ao em n € N.

i) Para n =1, temos:
ap =a1+ (1 —1)r =ay,

o que é verdadeiro.
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ii) (H.I.') Suponha que a féormula ¢ vélida para n = k, ou seja, que:
ap = a1+ (k—1)r.
iii) Vamos verificar para n = k + 1. Pela defini¢do de progressao aritmética, temos:
Q1 = A + 7.
Pela hipotese de inducao:
g1 = (ar+(k—=Dr)+r=a+kr=a;+ ((k+1)—1)r,
que é exatamente a férmula desejada para n = k + 1.

Por inducao, a formula vale para todo n € N. [ |

Teorema 2.5. Para uma P.A., € possivel notar que sempre teremos a, = ax + (n — k)r,
para todo k,n € N com k < n.

Demonstragio. Pelo Teorema 2.4 podemos escrever a,, = a;+(n—1)r e a = a1+ (k—1)r.
Assim, para todo k,n € N com k < n:

ag+n—kr=a+k-1)r+n—kr=a+k—-1+n—FKr=a+ (n—1)r =a,.
|

Teorema 2.6. Se (a,) é uma progressao geométrica com termo inicial a; e razao q, entdo
o termo geral é dado por:

Demonstrag¢do. Vamos demonstrar a férmula por indugao em n € N.

i) Para n =1, temos:
1-1

a; =aj - q :al-qozal-lzal,
o que é verdadeiro.
ii) (H.I.) Suponha que a férmula é valida para n = k, ou seja, que:

k—1
a = ay - q .

iii) Vamos verificar para n = k + 1. Pela defini¢gdo de progressao geométrica, temos:
A1 = A - 4.
Pela hipotese de inducao:
Q1 = (Ch . qk—1> qg=a - qk —a _q(k+1)—1’
que é exatamente a férmula desejada para n =k + 1.

Por inducao, a formula vale para todo n € N. [ |

'Hipétese de inducio.
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Teorema 2.7. Para uma P.G., é possivel notar que sempre teremos a, = ay - ¢"~*, para
todo k € N com k < n.

1

Demonstracio. Pelo Teorema 2.6 podemos escrever a, = a; -¢" ' e aj, = a1 - ¢*~!. Assim,

para todo k € N com k < n:

-k _ k—1 -k _ k—14+n—k __ —1
ag-q" " =a1-¢" ¢ " =ar1-¢ " =a-¢"

Q.
[ |

A seguir vamos discutir sobre a soma dos n primeiros termos de uma P.A. e de uma
P.G. Primeiramente, vale uma observagao interessante.
Como provaremos no préximo teorema, a soma dos n primeiros termos de uma P.A.
(ay) é dada por
(a1 + ap)n
2 Y
ou seja,

n(2a; + (n —1)r)
5 .

Este resultado foi primeiramente descoberto por Carl Friedrich Gauss (1777-1855)
(Figura 2.1).

Figura 2.1: Carl Friedrich Gauss
Fonte: MacTutor History of Mathematics Archive [3].

Segundo Boyer e Merzbach [4], um dia, para ocupar a classe, o professor de ensino
infantil da turma de Gauss mandou que os alunos somassem todos os nimeros de um a
cem, com instrugoes para que cada um colocasse sua ardésia? sobre a mesa logo que com-
pletasse a tarefa. Quase imediatamente, Gauss colocou sua ardésia sobre a mesa, dizendo,
“Ai esta”; o professor olhou para ele com pouco caso enquanto os outros trabalhavam di-
ligentemente. Quando o instrutor finalmente olhou os resultados, a ardésia de Gauss era
a unica com a resposta correta, 5050, sem outro calculo. O menino de dez anos evidente-

mente calculara mentalmente a soma da progressao aritmética 1+ 2+ 3+ ... + 99 + 100,

. , nin+1
presumivelmente pela formula g

2Rocha metamérfica compacta, de granulacdo fina e cor escura, aplicada no revestimento de casas e
que, antigamente, era usada para escrever nas escolas.
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Teorema 2.8. Seja (a,) uma progressio aritmética com termo inicial a e razao r. A
soma dos n primeiros termos, denotada por S, é dada por:

Sp = g(2a1 +(n—1)r).
Demonstragcio. Vamos demonstrar a férmula por indugao em n € N.

i) Para n =1, temos:
Sl = aj.

Substituindo n = 1 na férmula:
1 1
Sl = 5(2(11 + (1 - ].)T) = 5(26“) = aq,

0 que garante a procedéncia para n = 1.

ii) (H.I.) Suponha que a férmula é valida para n = k, ou seja, que:
k
Sk = 5(2&1 + (]i] - 1)7”)

iii) Vamos verificar para n = k + 1. Temos:
Sk+1 = Sk + g1

Pela hipotese de indugao e pela formula do termo geral da P.A.:

k
Skt1 = 5(2a1 + (k—1)r) + (a1 + kr)

2 k(k—1
= k’&1‘|‘2( )T—f—al—i-kr
2(k + 1)ay + k*r — kr + 2kr
2
_ 2(k+1)ay + K*r+ kr

a 2

Portanto,

(k+1)
2
O que é exatamente a férmula desejada para n =k + 1.

Skt1 = (2ay + kr).

Por indugao, a férmula vale para todo n € N. |

O proximo resultado nos traz uma férmula para a soma dos n primeiros termos de
uma P.G.

Teorema 2.9. Seja (a,) uma progressao geométrica com termo inicial a1 e razdao q # 1.
A soma dos n primeiros termos, denotada por S,, ¢ dada por:

1—qg"
Sn:CLl(l_qq)
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Demonstragcao. Vamos demonstrar a férmula por inducao em n € N.

i) Para n =1, temos:
Sl = aj.

Substituindo n = 1 na férmula:

o que é verdadeiro.

ii) (H.I.) Suponha que a férmula é valida para n = k, ou seja, que:

1— k
Sk:(Il(l_(Iq)

iii) Vamos verificar para n = k + 1. Temos:

Sky1 = Sk + Qg1

Pela hipotese de indugao e pela formula do termo geral da P.G.:

Sk+1_a1<1_ >+a1q
1— k
:CL1< q +qk>
1—gq
<1—qk+q’“(1 Q)>
:al
l—gq
1_qk+qk_qk+1
:al
( l—gq )

Assim,

1— k+1
Sk—l—l = (q) .
1—gq

O que é exatamente a férmula desejada para n = k + 1.

Por indugao, a férmula vale para todo n € N. |

Com isso encerramos este capitulo. No proximo discutiremos as relagoes de recorréncia.



3 Relacoes e sequéncias de
recorréncia

3.1 Definicao e classificagao

Definigao 3.1. Fixemos um nimero natural k. Uma relagao de recorréncia de ordem
k, correspondente a uma sequéncia de nimeros (a,), ¢ uma equacao da forma

an = PN, ap_1,0p_2,..c;an_g)+ f(n); n>k+1, neN

onde ¢ : N x R¥ — R é uma funcio de k + 1 varidveise f: {n e N:n>k+1} - R é
uma funcao de uma variavel.

A sequéncia (a,) é denominada sequéncia de recorréncia.

Os primeiros k nimeros aq, - - - , a; da sequéncia sao chamados de valores iniciais.

Quando f(n) = 0, dizemos que a relagdo é homogénea. Caso contrario, dizemos que
¢ nao homogénea.
Ainda, dizemos que a relacao é linear quando pode ser expressa como:

5nan + /Bn—lan—l + Bn—Qan—2 + -+ 5n—kan—k = f(n)a

em que 3;, para i € {n —k,--- ,n}, sdo constantes ou fung¢oes que dependem de n.

No capitulo anterior, ja haviamos estudado progressoes aritméticas e progressoes ge-
ométricas. Esses tipos de sequéncias sdo definidas por relagoes de recorréncia lineares de
primeira ordem, a saber, a, = a,_1 + 1 € a, = a,_1 - ¢, respectivamente, onde r e ¢ sao
constantes reais.

Vejamos alguns outros exemplos de relagoes de recorréncia e como classifica-las.

Exemplo 3.2.
Ap = NAp—1

¢ linear, homogénea e de primeira ordem.

Exemplo 3.3.

2
anp = 3Ap_1 — N

é linear, ndo homogénea e de primeira ordem.

Exemplo 3.4.
Ap = an_l

é nao linear, homogénea e de primeira ordem.

23
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Exemplo 3.5.
Ap = Qp—1 " Ap—2 — N

¢ nao linear, ndo homogénea e de segunda ordem.

Exemplo 3.6.
n = an_1 + a5 5+ a)

é nao linear, homogénea e de terceira ordem.

Exemplo 3.7.
Gy = Up_1 — 20p—9 + 3Ap_3 — 4ap_y + 5 - 2"

é linear, ndo homogénea e de quarta ordem.

Exemplo 3.8.
Qp = Ap—1 " Qp—2 — Qp—3 * Ap—4 * Qp—5

é nao linear, homogénea e de quinta ordem.

E importante ressaltar a diferenca entre relacao de recorréncia e sequéncia de re-
corréncia. Uma mesma relagdo de recorréncia pode produzir diferentes sequéncias de
recorréncia.

Exemplo 3.9. Considere a recorréncia a,, = n - a,_1, apresentada no Exemplo 3.2.
Calculemos os primeiros 6 termos para diferentes valores iniciais a;.

e Caso 1:
a = 1;

as=2-a1=2-1=2;
a3 =3 -a, =3 -2 =0;
as=4-a3=4-6=24;
as =9-a4 =524 =120;
ag =06 a5 =6-120 = 720.

Ou seja, a sequéncia gerada é:

(1,2,6,24,120,720,- - - ).
o Caso 2:

a = 2;
as=2-a1=2-2=4;
az3=3-a,=3-4=12;
ay =4 a3 =4-12 =48;
as =5-ay =548 = 240;
ag = 6 - a5 = 6 - 240 = 1440.

Ou seja, a sequéncia gerada é:

(2, 4,12, 48,240, 1440, - - - ).
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« Caso 3:
a1:3;
a2:2-a1:2-3:6;
a3:3-a2:3-6:18;
a4:4a3:418:72,
as =95-a4 =572 = 360;
ag =6 a5 = 6360 = 2160.

Ou seja, a sequéncia gerada é:

(3,6,18,72,360,2160, - ).

Todas as sequéncias aqui mencionadas obedecem a mesma relacdo de recorréncia,
embora sejam sequéncias diferentes. Isso ocorre porque as sequéncias dependem também
dos valores iniciais que, nesse caso, sdo distintos. Uma vez fixadas as condigoes iniciais,
temos uma sequéncia unica bem estabelecida.

Existem, inclusive, exemplos bastante conhecidos de sequéncias distintas obedecendo a
mesma relagdo de recorréncia, como as sequéncias de Fibonacci e de Lucas, como veremos
na se¢ao a seguir.

3.2 Exemplos famosos

Nesta secao, iniciaremos o estudo de algumas das sequéncias de recorréncia mais co-
nhecidas da historia da Matematica: a de Fibonacci, a de Lucas, a de Pell e a associada
a Torre de Handi.

Exemplo 3.10 (Sequéncia de Fibonacci). O matematico Leonardo Fibonacci (1170-1250)
(Figura 3.1), também conhecido como Leonardo de Pisa, é um dos mais conhecidos nomes
quando se trata de relagoes de recorréncia [6].

Figura 3.1: Leonardo Fibonacci
Fonte: MacTutor History of Mathematics Archive [3].

Em um de seus livros mais famosos, o Liber Abaci, introduziu um problema com a
situacao a seguir.
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H&4 um casal de coelhos em um recinto no primeiro dia de janeiro. Este casal ira
reproduzir outro casal de coelhos no primeiro dia de fevereiro e a cada primeiro dia dos
meses seguintes. Cada novo casal ird amadurecer em um més e, no inicio do terceiro més
de vida, assim como nos meses subsequentes, ira reproduzir um casal. Ou seja, o casal
nascido no dia 1° de fevereiro estard apto a reproducgao no dia 1° de marco, e reproduzird
um novo casal, efetivamente, em 1° de abril, em 1° de maio, em 1° de junho, e assim por
diante.

Denotemos por A cada casal adulto (aptos a reproduzir) e por B cada casal bebé
(inaptos a reproduzir).

A Figura 3.2 nos mostra, de forma mais didatica, os quatro primeiros meses de um
casal adulto, més ap6s més, bem como o que se sucede, como a evolugao dos casais gerados
a partir desse primeiro.

3°més
2°més .
B2}
1°més ™.
p2
A B -
N

B.
.
N A /
J

Figura 3.2: Esquema de nascimento de coelhos.
Fonte: Cruz [7], 2023.

A Tabela 3.1 traz o nimero de casais de cada tipo, A e B, além do nimero total de
casais, a cada més, a partir de janeiro, durante um ano.



Exemplos famosos 27

Més | Numero de casais A | Numero de casais B | Numero total de casais
Janeiro 1 0 1
Fevereiro 1 1 2
Marco 2 1 3
Abril 3 2 5
Maio 5 3 8
Junho 8 5 13
Julho 13 8 21
Agosto 21 13 34
Setembro 34 21 55
Outubro 55 34 89
Novembro 89 55 144
Dezembro 144 &9 233
Janeiro/Ano 2 233 144 377

Tabela 3.1: Numero de casais de coelhos.

A sequéncia de Fibonacci, a principio, considerando n > 1, se da conforme a coluna
do niimero de casais A, ou seja,

(1,1,2,3,5,8,13,21,34,55, - - - ).

Com alguma observagao, é possivel perceber que podemos obter a sequéncia anterior
a partir da relacao de recorréncia a,, = a,,_1 + a,,_2, paran > 3, com a; = 1 e ay = 1.

Exemplo 3.11 (Sequéncia de Lucas). Um dos grandes responsaveis por estudar e difun-
dir a sequéncia de Fibonacci e sua lei de recorréncia foi o matematico francés Francois
Edouard Anatole Lucas (1842-1891) (Figura 3.3), mais conhecido como Edouard Lucas.
Ele estudou com dedicagao a sequéncia de Fibonacci, a qual nomeou e, além disso, estudou
também a sequéncia que, posteriormente, levaria seu nome [6].

Figura 3.3: Edouard Lucas
Fonte: MacTutor History of Mathematics Archive [3].

A sequéncia de Lucas segue a mesma relagao de recorréncia da sequéncia de Fibonacci,

porém, com termos iniciais a; =1 e ay = 3.
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Desta forma, o que obtemos ¢ a seguinte sequéncia:
(1,3,4,7,11,18,29,47,76, - - - ).

A sequéncia de Lucas estd profundamente ligada a sequéncia de Fibonacci e suas
relagoes sao motivos de estudo, frequentemente. Como veremos no Exemplo 5.10, a
escolha de seus valores iniciais tornam sua versao da Formula de Binet mais simples que
a de Fibonacci, o que a torna ainda mais notéavel [8].

Exemplo 3.12 (Sequéncia de Pell). Outra sequéncia famosa, também definida por uma
relacdo de recorréncia, é a sequéncia de Pell, cujo nome é atribuido ao matematico inglés
John Pell (1611-1685) (Figura 3.4). B dificil afirmar quais as contribuicoes genuinas de
Pell, devido ao pequeno nimero de publicagoes de sua autoria, mas nao é complicado
perceber que ele foi um matematico respeitado a sua época. De todo modo, entende-se
que seu nome foi associado a sequéncia devido ao fato de que os niimeros derivados dessa
sequéncia sao conhecidos como parte da escada de Theon, um algoritmo antigo para criar
aproximacoes sucessivas para v/2, e que possui relacio com a equacio de Pell, cujo nome
pode ter surgido de uma confusdo do matematico Leonhard Paul Euler (1707-1783) [9].

Figura 3.4: John Pell
Fonte: MacTutor History of Mathematics Archive [3].

A sequéncia de Pell tem como termos iniciais a; = 1 e ay = 2. Entretanto, é definida
pela relacao de recorréncia a,, = 2 - a,_1 + a,_2, 0 que nos leva a sequéncia

(1,2,5,12,29, 70,169, 408,985, . . .).

Exemplo 3.13. Curiosamente, o matematico que da nome a sequéncia de Lucas é o
responsavel pela inven¢ao de um dos jogos mais conhecidos no meio matematico, a Torre
de Handi (Figura 3.5), jogo inspirado por uma lenda hindu.
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1 )

Figura 3.5: Configuracao inicial dos discos no jogo da Torre de Hanoi
Fonte: Lehman, Leighton, Meyer [10], 2017.

De acordo com a lenda, em um templo na cidade de Handi, capital do Vietna, haveria
uma placa de bronze sobre a qual estariam fixadas trés hastes de diamante. Encaixados
em uma dessas hastes, o deus Brama (deus da criacdo, no hinduismo), enquanto criava
o mundo, teria encaixado 64 discos de ouro, cada um de um tamanho, de modo que os
discos ficassem sobre a placa de bronze de forma decrescente, da base até o topo.

Aos monges do templo estaria atribuido o trabalho de mover os 64 discos para uma
das outras duas hastes, com as seguintes restrigoes:

e S6 seria permitido mover, de uma haste para outra, o disco da posi¢ao mais elevada
na haste;

» (Cada disco s6 poderia ser colocado sobre um disco maior que ele.

Ao término do trabalho, o mundo acabaria.

Com isso, surge uma questao: qual é nimero minimo de movimentos necessarios para
finalizar o jogo?

Com 1 disco, a resposta é imediata. Um movimento. 77 = 1.

Com 2 discos, trés movimentos. Ty = 3.

Com 3 discos, como mostra a Figura 3.6, sdo necessarios 7 movimentos. T3 = 7.
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Figura 3.6: Solucao de 7 movimentos para o jogo da Torre de Hanéi com 3 discos
Fonte: Lehman, Leighton, Meyer [10], 2017.

Para facilitar a escrita, denotaremos a primeira haste (na qual estao os discos, inicial-
mente) por A e as outras duas por B e C, respectivamente.

Seja T,, o nimero minimo de movimentos para finalizar um jogo com n discos, por
exemplo, para mover os discos da haste A para a haste C.

A principio, é necessario liberar o disco maior, ou seja, mover todos os n — 1 discos
menores para a haste B, o que equivale a finalizar o jogo para n — 1 discos, ou seja, sdo
necessarios T;,_; movimentos.

Em seguida, podemos mover o disco maior para a haste C', com um tnico movimento.

Por fim, basta mover os n — 1 discos menores para cima do maior, agora na haste C,
realizando T),_; movimentos, novamente.

Somados 0os movimentos, temos a seguinte recorréncia:

I, =17, 1+14+1T,1 =27, 1 +1.
Portanto, a sequéncia (T},),en é dada por
Th'=1 e T,=2T,1+1, n>2.
Note que, nos trés primeiros casos, a recorréncia corrobora o que haviamos assertado:

T1 = 1,
Ty =215 1 +1=2T1+1=2-1+1=2+4+1=3;
No Exemplo 4.4 determinaremos o niimero minimo de movimentos necessarios para

finalizar o jogo com 64 discos e descobriremos se devemos ou nao nos preocupar com o
fim do mundo.



Resolvendo relagoes de recorréncia 31

3.3 Resolvendo relagoes de recorréncia

Resolver uma relagao de recorréncia é encontrar uma expressao que forneca cada termo
a, das sequéncias geradas por ela, em funcao de n, nao dos termos anteriores desconhecidos
[11]. Tal expressao é chamada solugao da recorréncia.

Iniciaremos nossa exploragao, provando que combinacoes lineares de solugoes de re-
corréncias lineares homogéneas, também sao solugoes.

Teorema 3.14. Qualquer combinagao linear de solugcoes de uma recorréncia linear homo-
génea ¢ também uma solucao. Em outras palavras, se x,, ey, sdo solucoes da recorréncia
de ordem k

Bnan + ﬁnflanfl + -+ ankanfk = 07

entao ayx, + asy, também o €, para quaisquer oy, s € R.

Demonstragdo. Sendo x,, e y, solugdes da recorréncia, podemos escrever

ﬁnxn + 5n71xn71 + - ﬁnkanfk =0

e
Bnyn + Bn—lyn—l + -+ 5n—kyn—k = 0.
Dessa forma,
Bu(a12, + agyn) + Bor(an 1+ yn 1) + -+ Buk(1ZTn g + QoY) =
6nalxn + Bna2yn + Bn—lalxn—l + Bn—lCVQyn—l + e+ 5n—kCV1$n—k + Bn—ka2yn—k =
(651 (5711771 + Bn—lxn—l + -+ Bn—kxn—k> + a2(6nyn + Bn—lyn—l + -+ Bn—kyn—k) =
a;-0+a-0=0+0=0,
o que significa que ayx, + asy, ¢é solugdo, para quaisquer aq, as € R. [ |

Ha varios métodos para solucionar uma relagao de recorréncia e para cada relagao pode
haver uma forma que parega mais apropriada. Em alguns casos, é possivel identificar um
padrao na sequéncia gerada pela recorréncia por meio de uma analise inicial, que pode
envolver a observagao de seus primeiros termos, uma interpretacdo geométrica ou outra
forma exploratoria. Com isso, podemos dar um palpite para sua solucdo e, apods, provar
a sua validade. A este método chamamos “inspecao”.

A seguir, veremos alguns exemplos de solugao por inspecao.

Exemplo 3.15. Solucionaremos a relag¢ao a,, = a,_1 +n + 1 com termo inicial a; = 3.
Vamos iniciar expandindo a nossa recorréncia

Ap = Qp_1+n+1
=ap o+ n—1)+14n+1
=apo+(n—1)+n+2
=a,3+n—2)+14+(n—-1)+n+2
=a,3+n—2)+(n—1)+n+3

=aprt+n—k+1)+n—k+2)+---+(n—-1)+n+k.
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Tomando k = n — 1, essa inspegao revela o padrao:
an=a1+n—n+1+)+n—-—n+14+2)+---+n—-1)4+n+n-1,
ou seja,
an=34+24+3+---+(n—1)+n)+n-1
=2+ (1+2+3+--+(n—-1)+n)+n-1
=1+(1+2+3+--+(n—=1)+n)+n
1
=1+ n(n; ) +n
240’ +n+2n
B 2
B n?+3n + 2
2 Y
o que resolve a recorréncia pretendida.
243 2
Provemos, por inducao finita sobre n, que a, = n+2n+’ Vn € N.
i) Paran =1,
12+3-1+2 1+3+2 6
2 2 2
A base é vilida.
k? + 3k +2
ii) (H.I.) Suponhamos que valha para n = k, ou seja, a, = +2+
E4+1)24+3k+1)+2
iii) Provemos, usando a hipétese de indugdo, que axy; = (k+ 17+ 2( 1)+ , ou
: k* + 5k + 6
seja, que appy = ————

a1 =ar +(E+1)+1
:ak+k+2

k? + 3k + 2
=T ke
K43k +2+2k+4
B 2
K45k 46
N 2

Por indugao, segue o resultado.

Exemplo 3.16. Vamos resolver a relacao de recorréncia a,, = ”7_2 “Qp_1 + % com termo

inicial a; = 1.
Podemos notar que:

99 2 0
a2—<2)-a2_1—|—2:2 a+1=0-14+1=1;
G—a) L2 b2 12 12 3
a3 = - s Ag_ — = — - Q —_ = — _——= - —_ = = = N
s 3 31 3 ?T373 333 3 7
_<4_ﬁ L2.2 1 11 11 2
U=\"y )Ty Ty BTy Ty 2 273 92 &
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Um palpite plausivel seria a,, =1 ,¥n € N.
Provemos, por inducao finita sobre n, que a, = 1, Vn € N.

i) Paran =1, a; = 1, o que ja vimos ser verdade.
ii) (H.I.) Suponhamos que valha para n = k, ou seja, a, = 1.

iii) Provemos, usando a hipétese de indugao, que ag; = 1:

I (GRS VEr AU T € A DR S S
kL k41 T \k+1 - o

Por indugao, segue o resultado.

Exemplo 3.17. Considere a relacao de recorréncia a,, = n - a,_1; com a; = 1.
Calculando os primeiros termos:

a =1,

as =2 a1 =2,
as =3 -ay =06,
ay =4 - a3 = 24,
as =5 -ay = 120,
ag =6 - a5 = 720.

Observamos que esses valores coincidem com os fatoriais dos respectivos indices. As-
sim, conjecturamos que:

a, =n!, VnéeN.

Provemos, por inducao finita sobre n, que a,, = n!, Vn € N.
i) Paran =1, temos a; = 1 = 1!, o que é verdadeiro.
ii) (H.I.) Suponhamos que a afirmagao seja vilida para n = k, ou seja, que aj = k.

iii) Provemos, usando a hipdtese de indugao, que ag1 = (kK + 1)

Logo, pelo principio da indugao finita, concluimos que a,, = n!,Vn € N.
Exemplo 3.18. Consideramos a relagao de recorréncia dada por a, = 4a,_1 — 4a,_»,
coma; =1eay=4.

Vamos calcular os primeiros termos da sequéncia, a fim de identificar um padrao.
Considerando os valores iniciais a; = 1 e as = 4 e aplicando a recorréncia:

as=4as —4a1=4-4—4-1=16—4 =12,

ay =4a3 —4a; =4-12—4-4 =48 — 16 = 32,

as = 4ays —4a3 =4-32 —4-12 = 128 — 48 = 80,

ag = 4as —4ay, =4-80 —4-32 =320 — 128 = 192,

a7 = 4ag —4as = 4-192 — 4 - 80 = 768 — 320 = 448,
ag = 4ar; —4dag =4 - 448 — 4 - 192 = 1792 — 768 = 1024.
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Observe que os primeiros termos da sequéncia sao:
ap = 1, ag = 4, as = 12, Ay = 32, as = 80, ag = 192, ar = 448, ag = 1024.

Buscando um padrao, observamos que se dividirmos os termos por poténcias de 2, da
seguinte forma:

3]

2"

a _4_y

2L 9

as 12

_— = — = 3

22 4 ’

w32

2 8

Qs 80

_—= = 5

24 7 16 ’

as 192 o

25 32

a; 448 .

26 64

as 1024 .

27 128
percebemos que os termos 2:: correspondem a n. Portanto, podemos conjecturar que a

férmula para a,, é:
an =mn-2""1.

Provemos entdo, por inducéo finita sobre n, que a,, = n - 2", ¥n € N.

i) Para n =1, temos:
ap=1 e 1-2171=1.20=1.

A base é véalida.

ii) (H.I.) Suponhamos que valha para n < k, dessa forma, valem a, = k-2F1 e
ap_1 = (/{Z — 1) . 2k=2

iii) Provemos, usando a hipétese de inducdo, que a1, = (k + 1) - 2%

ag1 = 4ap — dagp_y
=4 k-2 4 (k—1)- 282
C4-k-28 4 (k—1)-2"
2 4
=2 k-2F —(k—1)-2F
=2 k—k+1)-2
= (k+1)-2"

Logo, a férmula é valida para k + 1.

Pelo principio da inducao, a férmula a,, = n - 2"~ é valida para todo n € N.
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Exemplo 3.19. Solucionaremos a relagao a,, = a,_1 + 3n + 2, com a; = 1.
Calculemos os primeiros termos da sequéncia, a fim de identificar um padrao.

a =1,

s =a1+3-24+2=1464+2=1+8=9,
ag=azy+3-3+2=94+9+2=9+11 = 20,
ag=a3+3-44+2=20+12+2 =20+ 14 = 34,
as =as+3-5+2=34+15+2 =34+ 17 =51,
ag=a5+3-6+2=51+184+2=51+20="71.

Observe que, a partir de n = 2, 0 que temos é o termo anterior somado aos termos
da sequéncia (b,) = (8,11, 14,17, 20, ...), respectivamente. Podemos escrever da seguinte
forma:

a; =1,

as=1+8=09,

az =1+ 8+ 11 = 20,

ay =14+8+11+ 14 = 34,

as =1+8+ 11+ 14+ 17 = 51,
ag=1+8+11+14+17+20 = T71.

Assim, podemos escrever que a,, = 1+5,_1, em que S,,_; é a soma dos n— 1 primeiros
termos da sequéncia (b,,), que é uma P.A. de razdo r = 3 e primeiro termo b; = 8.
O termo geral de (b,) é

b,=8+3(n—1)=8+3n—-3=3n+5,
e a soma de seus n primeiros termos é

5 - (b1 +by)n  (8+@Bn+5)n  (3n+13)n _ 3n®+13n
" 2 B 2 B 2 B 2

Desenvolvendo a,,, temos

3(n—124+13(n—1) 3n’+7Tn—-8 3n* Tn

=1 2 2 > T3
. . . . n?  n
Provemos entao, por inducao finita sobre n, que a,, = > + 5 4 para todo n € N.
i) Para n =1, temos:
3 7 10
—+-—4d=——-4=5-4=1=a;.
273 2 ° “
. . 3k* Tk
ii) (H.I.) Suponhamos que valha para n = k, ou seja, que vale a = — + — — 4.

2 2
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3(k+1)?*  7(k+1)

iii) Provemos, usando a hipdtese de indugao, que a1 = 5 + 5 4, ou
_ 3k? 13k 41
seja, que = — + — .
Ja, qU€ Ag41 5 5
Da recorréncia, podemos escrever aiy1 = a, + 3(k + 1) + 2. Desenvolvendo, vem
que:
3k? Tk 3k? 13k
psr = ap +3(k+1)+2 2 Sty A3k 2= 4L
NS, , 3n* o
Pelo principio da indugao, a formula a,, = - + o> 4 ¢é valida para todo n € N.

Exemplo 3.20. Consideremos, agora, um tipo diferente de recorréncia, que define a,, em
termos de az:
ap = az + 3.

Note que nado faz sentido tomar n em {2,3,4,5,...}, pois § nao pertence a esse

conjunto, quando n é impar.

Isso pode nos levar a pensar em tomar n par, ou seja, em {2,4,6,8, ...}, mas também
nao faz sentido, pois § nao pertence a esse conjunto quando n nao ¢ o dobro de um nimero
par.

A recorréncia faz sentido se tomarmos n em {2,4,8,16,...} ou, de outra forma,
{21,2%2 23 2% ... }. Podemos, entdo, reescrever a recorréncia da seguinte forma:

Aok = Ugk—1 —+ 3,

para k € {1,2,3,4,...}.

H4 infinitas sequéncias que satisfazem essa recorréncia. Para cada valor inicial a; ou
as hé uma Unica sequéncia que satisfaz a recorréncia. Por exemplo, para a; = ap = 7,
temos:

ap =ag =17,

Ay = Q1 = ag +3 =74 3 = 10,
a4 = Q92 = a1 +3 =10+ 3 = 13,
ag = Q93 = a2 +3 = 13 + 3 = 16,
Q1 = Gt = a93 +3 =16+ 3 = 19.

Observe que:

Aok = A9gk-1 +3
=aor-2+3+3
— Gys 434343

= Qo+ + 3k
= 90 + 3l€
=7+ 3k

Provemos entdo, por inducao finita sobre k, que ay = 7+ 3k,Vk € {0,1,2,3,4,... }.
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i) Parak=0,7+3-0=7+0=7 = ag.
ii) (H.I.) Suponhamos que valha para k = k', ou seja, que vale auw = 7+ 3K’
iii) Provemos, usando a hipétese de indugdo, que a1 = 7+ 3(k' + 1), ou seja, que
agw+1 = 10 + 3K
Da recorréncia, podemos escrever a.w 11 = @y + 3. Desenvolvendo, temos:

HI

Ugwi41 = Ao +3 = T+ 3K +3 =10+ 3k'.

Pelo principio da inducdo, a,x = 7 + 3k vale para todo k € {0,1,2,3,4,...}.
Como k = log, n, pois n = 2F, temos:

an, =7+ 3logyn,
para todo n € {2°,21,22 24 ... }.

Exemplo 3.21. Consideremos a sequéncia definida em {2°, 21,22 23 24 ...} pela lei:

a, =1,sen=1
ap =2az +Tn+2,sen€ {2122 23 24 .}

Como no Exemplo 3.20, a recorréncia faz sentido para n € {2',22 23 24 ...} pois
para tais valores de n, temos % € {2°0,2',22, 23 2* .}, Escrevendo 2* no lugar de n,
podemos reescrever a recorréncia da seguinte forma:

Qo = 2a96-1 + 7 - 28 4+ 2,
para k € {1,2,3,4,...}.

Ao abrirmos a expressao da recorréncia, temos:
gk = 2age—1 + 7 - 2% + 2
= 2(2a95—2 +7-28"1 4 2) + 725 42
= 22ag 2+ 728422472842
= 22gk2+7-2-2F 42242
=22(2a9es +7-2"2+2) +7-2.2F + 22 42
= Bages+7-28 423 47.2. 2842249
= k3 +7-3-2F 423422 42

k
= 2 agin + TK2" + 2’

i=1

k
= 2 ag + TK2" + )2

i=1

k
= 2%ay + Tk2V + )2

i=1

k
=25 + TR2" + "2

i=1
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k.
Note que Y 2' é a soma dos primeiros k termos de uma P.G. de termo inicial 2 e razao
i=1
2, que se da da seguinte forma:

k
Y 2= 2o 222 gy,
, 21 1

Assim,
Qo = 28 4 TE2F 4281 2 =9k L 7ok 4 2. 98 2 =7k2F 4 3.2F — 2.

Provemos entdo, por inducdo finita sobre k, que ag = 7k2F + 3 - 2% — 2. para todo
ke{0,1,2,3,4,...}.

i) Para k =0, 7-0-2843.20-2=3.1-2=3-2=1= ayw.
ii) (H.I.) Suponhamos que valha para k = k', ou seja, que vale au = 7k'2¥ 4+ 3.2 —2.
iii) Provemos, usando a hipétese de inducdo, que agw.i = T(k' + 1)28+1 4 3. 2K+ _ 9,
ou seja, que Agi/+1 = 2(7k/2k/ +10- 2% — 1).

A . /
Da recorréncia, podemos escrever dow i1 = 2aq0 +7-2F 7142, Desenvolvendo, temos:

opry1 = 2a + 72841 42
L o(7k'2F 3. 2F —2) 4 7. 2M+1 2
= TEOFFL 3. Rl gy 7 9 0
= TE'2F+ 110 2K — 9
= 2(7K'2¥ +10- 2% —1).

Pelo principio da inducio, as = 7k2F+3-2% —2 vale para todo k € {0,1,2,3,4,... }.

Como k = log, n, pois n = 2%, temos:

a, = Tnlogyn + 3n — 2,

para todo n € {2°, 21,22 24 ... }.

Embora a inspec¢ao direta seja uma ferramenta 1til e, por vezes, suficiente para resolver
certas recorréncias, especialmente as de baixa complexidade, ela nao se mostra eficaz em
casos mais elaborados. Por isso, a partir do préoximo capitulo, exploraremos métodos
mais sistematicos e abrangentes, com base em teoremas e técnicas consolidadas, capazes
de lidar com uma variedade maior de relacdes de recorréncia — sejam elas lineares ou
nao, homogéneas ou nao.



4 Recorréncias lineares de primeira
ordem

A maior parte das recorréncias apresentadas até aqui pdde ser resolvida por inspegao
direta: identificamos um padrao para os termos, propusemos uma conjectura para a, e,
por fim, verificamos que tal expressao satisfazia a relacao de recorréncia. Esse procedi-
mento funciona bem em diversos casos, mas tem limitagoes. Algumas recorréncias nao
exibem padrao simples nos primeiros termos, de modo que uma solucao dificilmente pode
ser adivinhada.

Considere, por exemplo, a recorréncia linear nao homogénea

1 n
pt1 = (1 + ) an + —.
n 2"

A primeira vista, trata-se de uma relagdo de primeira ordem e parece acessivel ao
método de abrir a recorréncia sucessivas vezes. Iniciando a expansao, obtemos:

—_
+

(3 (1) er (15) 53]
;wi)(”i)aﬁ(l%)(l%)

—
+

1
< 2) 22 2
:<1+1)K1+1)a1+1]+1

2 1 2] "2
:<1+1) (1—1—1 a1—|—(1+1>1+1
2 2)2 "2
1 3
o= (1) et g
1 3
=(1+3) %
1
(1+3)
1
+ (143

Vamos tentar inferir um padrao para o termo geral a,. A parte que acompanha a; é
n—1

facil de identificar e pode ser escrita como H (1 + k) = n. O obstaculo é identificar um
k=1

39



Casos simples de recorréncias homogéneas e nao homogéneas 40

padrao para o restante. Nao que nao seja possivel, porém o leitor ha de concordar que o
padrao nao esta aparente.

Esse caso ilustra que, mesmo em recorréncias lineares, o método de inspecao pode nao
ser suficiente. Surge, entao, a necessidade de técnicas gerais para encontrar solugoes.

4.1 Casos simples de recorréncias homogéneas e nao
homogéneas

Uma recorréncia linear de primeira ordem pode ser homogénea ou nao homogénea.
Quando ¢ homogénea, pode ser escrita como

Qpy1 = f(n> *Ap,

onde f: N — R é uma func¢do definida no conjunto de indices da sequéncia e, para cada
n, tanto a,, quanto f(n) sdo nao nulos.
Resolver uma recorréncia desse tipo ¢ tarefa simples. Observe que, dado a; € R:

a2:f(1)‘a17
az = f(2) - as,

ay, : f(n—=1)-a,_,
Anp+1 = f(n) * Qp,
o que implica:
i1 = a1 f(1)- f(2) - f(n—1)- f(n),

ou seja,
n
ap4+1 = A1 H f(Z)
i=1

Quando a recorréncia linear de primeira ordem é nao homogeénea, ela pode ser escrita
como

tny1 = f(n) - an +g(n),

onde f,g: N — R sao func¢oes definidas no conjunto de indices da sequéncia e, para cada
n, os valores a,, f(n) e g(n) sdo nao nulos.
O caso particular onde f(n) =1 é de facil andlise. Dado a; € R:

as = ay + g(1),
as = as + g(2),

Ay = Ap_1 + g(n - 1)7
Qpt1 = Qp + g(n)v
o que implica:
ant1=g(n)+gn—1)+---+¢g(2) + g(1) + a1,

ou seja,

Qpt1 = Q1 + ZQ(Z)
i=1
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4.2 Simplificacao de recorréncias nao homogéneas por
substituicao

Motivados pela exposicao anterior, apresentaremos o préoximo teorema, que garante
que qualquer recorréncia linear ndo homogénea a, 1 = f(n) - a, + g(n), com uma subs-
tituicdo adequada, pode ser transformada em uma recorréncia, ainda nao homogénea,
mas da forma b,11 = b, + h(n), que vimos ser simples de resolver, onde h é uma fungao
definida no conjunto de indices da sequéncia.

Teorema 4.1. Se x,, € uma solug¢io nao nula de a,y1 = f(n) - a,, com f(n) # 0, entdo
a substituicao a, = x, - b, transforma a recorréncia

anp1 = f(n)-a, + g(n)

em
bn+1 = bn +

Demonstrag¢io. Ao substituirmos a,, = x, - b, em a,41 = f(n) - a, + g(n), temos:

Tpt1 - anrl = f(n) Ty by + g(n)

Mas z,, é solucao de a, 41 = f(n) - a,, o que implica que x, .1 = f(n) - x, e, entao

ou seja,

anrl = bn +

Vejamos algumas aplicacoes do teorema anterior.

Exemplo 4.2. Considere a,,.1 = 2a,, + 2", onde a; = 1.

Claramente a,,1 = 2a, ¢é a relacdo de recorréncia de uma P.G. de razao 2 e, pelo
Teorema 2.6, x, = x; - 2! é uma solucdo para ela. Assim sendo, pelo Teorema 3.14
z, = 2" também o é.

Pelo Teorema 4.1, com a substituicdo a, = 2"~! - b, vem que:

2" 2"

byot = by 4+ —— =
+ oo 9

Mas a relagao de recorréncia b, 11 = b, +1 caracteriza uma P.A. de razdo 1, cujo termo
geral é
by=bi+(n—1)-1=by+n—1.

_ ~ aj ay a1 .
Como a, = 2" ' -b,ea; =1, entdo by = — = = — =a; = 1 e, com isso,

21-1 20 ]
b,=14+n—1=n.
Por fim, a, = 2" - n.
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Exemplo 4.3. Resolveremos a recorréncia a, 1 = ¢ - a, + ¢2, com ¢y, ¢ € R constantes
ec ¢{0,1}.
A recorréncia a,,, = c1 - a, caracteriza uma PG de razao c¢;. Por isso, x, = xlc?_l é
uma solucdo. E sendo assim, pelo Teorema 3.14, temos que x,, = ¢! também o é.
Fazendo a substituicdo a, = ¢{~ ' - b,, pelo Teorema 4.1 obtemos:

c c
bn+1 = b, + 2n—1 = b, + %
c1-C] cf
Observe que:
c c
by =bi+ = = b+ =
Cl Cl
c c c
b3:b2+%:b1+£+%;
ci o

o ¢ c " ¢ LV R
bn+1=bl+2+§+---+i=bl+2f=b1+c22<) .

n i
Mas > (i) é a soma dos n primeiros termos de uma PG de razao é e primeiro
=1

termo também é Do Teorema 2.9, vem que:

S - ()2 (-8 G-ty

i=1 o

cl—1
bpt1 =0 it S
+1 1+ ¢ <c’f(cl — 1)>

Desfazendo a substituicao, fazendo b, = <21, obtemos:
1

(i1 aq cf—1 Co (c’f—l)
==+l =a+— :
a %@@—D) e\ -1

Por fim, uma solucgao seréa:

Dai,

(pi1 = a1cf +c (C7f_1>
n+1 — W1tq 2 ¢ — 1 .

Exemplo 4.4. Voltemos a estudar a Torre de Han6i. Vamos solucionar a recorréncia
apresentada no Exemplo 3.13, ou seja, T,, = 21,,_1 + 1, com T} = 1.

A equacao T, = 2T,,_; representa uma recorréncia de P.G. de razao 2. Assim, x, =
Ty - 2! ¢ uma solucdo e, pelo Teorema 3.14, x,, = 2"~ ! também o é.

Fazendo a substituicao T, = 2" 'W,,, pelo Teorema 4.1 obtemos:

1 1

Whr =Wyt =W, + —.
“ Ty o

Note que:
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1
W2=W1+§;
1 1 1
Wi =Wy+ — =Wy + =+ —;
3 2+22 1+2+227
1 1 1 1 LNVARN
Wn :W — J— “ e 7:W 7:W ().
n=Witst+g+tn 1+;2Z 1+;2

n i
Pode-se observar que Y (%) é a soma dos n primeiros termos de uma P.G. de razao
i=1

e primeiro termo %
Do Teorema 2.9, temos que:

1
2

" (1)7;_1(1—(;)”)_1(1_21") 1 2n -1
—=\2) 2\ 1-L ) 2\ L )7 o om
Assim, .
Wn+1:W1+22;1.

Desfazendo a substituicao, fazendo W,, = 2{—21, vem que:

Tn+1_5+2n—1_1+2”—1_2:+2"—1 R |
on 20 o o om on on o

Portanto, uma solugdo para a recorréncia sera:
_ on+l1
Ty =2""7 =1,

ou ainda,
T,=2"—1.

Para responder a pergunta da lenda da Torre de Handi, facamos n = 64. Assim:
Tes = 2% — 1 = 18 446 744 073 709 551 615.

Portanto, para finalizar o jogo com 64 discos, sao necessarios 18 446 744 073 709 551 615
movimentos, no minimo.

Curiosamente, se os monges realizassem um movimento por segundo, sem parar, leva-
riam mais de 5 trilhdes de anos para finalizar sua tarefa, enquanto que a idade estimada
do Universo é de menos de 14 bilhdes de anos. Podemos respirar aliviados, pois ainda
que a lenda retratasse a realidade, nao precisariamos nos preocupar com o fim do mundo.
Estariamos mortos muito tempo antes que isso acontecesse.

Exemplo 4.5. Considere a recorréncia a,+1; = (n + 1)a, + n, onde a; = 1.
Uma solucao para a, = na,_1 ¢ xr, = n!, como visto no Exemplo 3.17. Fazendo a
substituicao a, = n!-b,, temos, pelo Teorema 3.14:

(n+ Dpr=Mm+1)-n!-b, +n,



Simplificacao de recorréncias nao homogéneas por substitui¢ao 44

ou seja,
n n n+1-1 1 1
bp1=bp+—"7"—-=bp+——=bp+——=bp+ — — ——.
R P s e R o TR P s TR B P

Note que:
1 1
b2 = bl + ﬂ - 5
1 1 1 1 1 1 1 1
T TR R I A TR
1 1 1 1 1 1 1 1
T TR T R TRk R TR
1 1 1
Desfazendo a substituicao, fazendo b, = 7%, temos:
n 1 1 1 2n!—1
R P S P P
n! 1! n! n! n! n!

Portanto,
a, =2n! —1,

é uma solugao para a recorréncia.
Exemplo 4.6. Considere a recorréncia (n + 1)a,+1 + na, = 2n — 3, com a; = 1.

Estudemos (n+ 1)a,+1 + na, = 0, ou seja, a,+1 = | — :L_ 1) ay,, onde a; = 1. Assim:
n

|
~——
I
|
N | —

Q
)
I

|
DN | —

I
U s o | N =
Il

Q
Iy
I

)
w
Il
e N Y N
|
~ "
AN W=/ =

)
ar = — —_— — —
5 4 57
-1 n+1
n
(-1
Nesse caso, podemos conjecturar, observando o padrao anterior, que a,, = ———.
n

Provemos esse fato via inducao finita:

_1)\2
i) Para n =1, temos (=1 =1 = ay, o que é verdadeiro.

-1 k+1
ii) (HI) Suponha que a férmula vale para n = k, isto é, aj = )
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iii) Provemos que vale para n = k + 1.

(. k HI k (_1)k_(_1)(k+1)+1
LT\ T ) K+l k& k+1

(_1 n+1

Assim, temos que a sequéncia (a,) é, de fato, dada por a, = , considerando

(n+ 1)ap+1 +na, =0 com a; = 1.
Agora, para resolver a nao homogénea, pelo Teorema 4.1, temos que, usando a subs-

-1 n+1
tituicao a, = ibn:
n
(_1)n+2 _1)n+1 n n

— by = by + (—1)"(2n — 3).

(=1)°

b1.

Busquemos uma solugao, por inspegao, de b, = b, + (—=1)"(2n — 3) com b; = 1.
Considere bj 1 = b; + (=1)/(2j — 3), entdo bj;; — b; = (=1)7(2j — 3). Somando para j
variando de 1 até n — 1, em ambos os lados:

Como a; = 1, segue que by = 1, pois a; =

n—1 n—1
S by — by = > (—1)7(2) - 3).
7j=1 j=1

A soma do lado esquerdo resulta em b,, — by, entao:

n—1 n—1
by =bi+ > (=1)(2j —3) =1+ > (-1)/(2j — 3).
Jj=1 7j=1

Por fim, segue que a solugao procurada neste exemplo fica

ap = ( 1)n+1 (1—1—2 2]—3)

Exemplo 4.7. Seja a recorréncia a, 1 — na, = (n+ 1)!, com a; = 1.

Podemos reescrever a equacao como a,.1 = na, + (n+ 1)!. Uma solugdo para a, 1 =
na, é r, = (n— 1)L

De fato:

i) Paran = 1:
1-1D=0=1=a,

o que é verdadeiro.
ii) (H.I.) Suponhamos que valha para n = k, ou seja, que vale a = (k — 1)!.

iii) Provemos, usando a hipétese de inducao, que valha para n = k + 1, ou seja, que
vale a1 = kl:
a1 = kap, "= k(k — 1)1 = k.
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Portanto, pelo principio da indugdo, z, = (n — 1)! é uma solugdo para a,.; = na,,
n €N
Fazendo a,, = (n — 1)! - b,, temos, pelo Teorema 3.14:
b, = n(n — )b, + (n + 1)1,
ou seja,
(n+1)!

=b,+n+1.
n!

bn+1 == bn +
Observe:

by=b+1+1=1+2;
by=by+3+1=1+2+3+4;

bpy=1+2+34+4+ --+n.

Veja que b, é exatamente a soma dos n primeiros termos da P.A. de primeiro termo 1
e razao 1, ou seja, pelo Teorema 2.8:

B = (n+1)-n
" 2
Desfazendo a substituicao, ou seja, b, = ﬁ, vem que:
ap,  (n+1)-n
(n—1)! 2

Portanto,
n+1)-n-(n—=1)! (n+1)!

an: =

2 2

é uma solugao para a recorréncia.

Para finalizar esse capitulo, vamos solucionar o exemplo que introduzimos no inicio

dele.

Exemplo 4.8. Considere a relagdo de recorréncia

1 n
anH:(l—l—)an—l—, n>1,
n AL

com a; = 1.

1
Estudemos a,,1 = (1 + ) an = ian, com a; = 1. Escrevendo os primeiros
n n
termos:

2

a9 — I . ]. = 2,
3 3

a3—§a2:§-2:3,
4 4

a4—§a3:§'3:4,

Conjecturamos que a,, = n. Provemos por inducao finita sobre n que essa férmula vale
para todo n > 1.



Simplificacao de recorréncias nao homogéneas por substitui¢ao A7

i) Para n =1 temos a; = 1, entdo obviamente a férmula é vélida.
ii) (H.I.) Suponha que a féormula vale para n = k, isto ¢, a, = k.
iii) Provemos que vale para n =k + 1.

E+1 kE+1
Ak+1 = _IL_CLkH:I_I:k’:(k—i‘l)

Portanto a,, = n para todo n > 1. Para resolver a ndo homogénea, pelo Teorema 4.1,
fazemos a substituicao a,, = nb,. Substituindo na recorréncia original,

1 n
(”+1w“4:<1+n>m%)+W1
= (n + l)bn + £>
2n
de onde
b bt "
n+1 n (TL + ]_)Qn .
Assim, b, 1 — b, = (+n1)2 Somando essa igualdade para £k = 1,2,...,n — 1
n n
(telescopia discretal), obtemos
n—1 k’
b, = b1 +
' gﬂk+n%

Como a; =1ea; =1-by, segue by = 1. Portanto

n—1 ]C
bp=1+3 .
kz::l (k+1)2k

Finalmente, voltando a variavel original a,, = nb,,, obtemos a solugao explicita

n—1 k >
a, =n|1+ —_—, n > 1.
(S

Assim, finalizamos este capitulo. No préximo vamos apresentar as recorréncias lineares
de segunda ordem homogéneas e nao homogéneas.

IExpressao somatoéria na qual os termos se cancelam sucessivamente, de modo que a soma total reduz-
se apenas aos primeiros e ultimos termos da sucessao.



5 Recorréncias lineares de segunda
ordem

5.1 Homogéneas

A principio, trataremos de relagoes de recorréncia lineares homogéneas de segunda
ordem, com coeficientes constantes, ou seja, recorréncias da forma:

Any2 + Pany1 + qa, = 07 (51)

com p e q constantes reais, q # 0.

Solucionando relagoes de recorréncia lineares homogéneas de primeira ordem do tipo
a, = qa,_1, vimos que a solucao geral é a,, = ag - ¢"*, o que significa que a,, = ¢" também
¢ uma solugao.

E possivel inferir que, para a recorréncia da Equagao (5.1), tenhamos também solugbes
da forma

ay =1".

De fato, fazendo a, = r™ na Equacao (5.1):
rn+2 —|—an+1 + q,,,n — O,

ou ainda,
r"(r* +pr+q) =0,

o que ocorre quando r = 0 ou quando
24+ pr+q=0. (5.2)

A Equacdo (5.2) é chamada equagao caracteristica da recorréncia da Equagao (5.1)
e suas raizes sdo chamadas raizes caracteristicas da Equagao (5.1).

O leitor familiarizado com a teoria das EDOs, deve ter reparado que a Equagao (5.2)
¢ a mesma equacao caracteristica da EDO linear homogénea de coeficientes constantes

Y +py' + qy = 0. (5.3)

E conhecido, nesse contexto, que sendo 1 e ry rajzes da equacdo caracteristica, se
r1 # 1o, a solugao geral da Equacao (5.3) fica y(t) = Cre™ + Che™!, e caso r1 = 13, a
solugao geral fica y(t) = Che™"+ Cote™. Isso ocorre porque a solugdo geral da homogénea
¢ uma combinacao linear de duas solucoes linearmente independentes da homogénea.
Em outras palavras, qualquer solucao da EDO homogénea pode ser escrita na forma da
solucao geral, escolhendo-se as constantes adequadamente. Os dois teoremas seguintes,
estabelecem um resultado analogo a este no contexto de recorréncias.

48
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Teorema 5.1. Se as raizes complezas de r* +pr+q =0 sdo r| e ry, entdo uma solugao
da recorréncia ap4o + pani1 +qa, =0 é

a) T, = Ciry + Cory;
b) x, = Cir + Conrl, para ry =1y =&
quaisquer que sejam C7 e Cs.
Demonstracao.
a) Substituindo a,, = Cr} + Cory em a9 + pani1 + qa,, obtemos:

Ciri ™ + Cﬂ”?” + p(Cyrth + 027’3+1) +q(Crr} + Cory) =
Cur ™ + Cory ™ 4 pCuir{ ™ + pCor ™ + qCrrf + qCor’y =
Cyri(r} + pri+ q) 4 Cory (r + pra + q) =

Cyr? 04 Cory -0 =0+0=0.

b) Ser; =1y =¢, entdo { = —L.

Com efeito, se as raizes sdo iguais, o discriminante p* —4q de r2 +pr 4+ ¢ = 0 é nulo,
ou seja, sua raiz ¢

§

= (5.4)

_pEVPP—4g _ —pEVO_ —pE0_ p
2 2 2 2

Substituindo a,, = C1&™ + Con&™ em a,y2 + pay+1 + qa,, obtemos:

CLE™ 4 Cofn + €™ 4 p(GE™ + Cofn + DE™) + g(GE" + Cone™) =
01€n+2 + an§n+2 + 202£n+2 +p01§"+1 + pC’gnf"H +p025"+1 + qué“” — C]OQ?’L&’” —

CLE™(E2 + p€ 4 q) + Con€™ (€2 + p€ + q) + Co&™ (26 + p) Equagdo (5.4)
Cl€n0+02n520+02£n+10:O+O+O:O
[

Teorema 5.2. Se as raizes complexas de r* + pr +q = 0 sdo r, e ry, entdo todas as
solugoes da recorréncia 1o + pa,i1 + qa, = 0 sao da forma

a) x, = C1r} + Corl, para r1 # r9;
b) x, = Cir + Conrl, para ry =19 =&;
com C1 e Cy constantes.

Demonstracao.

a) Seja y, uma solucdo qualquer de a, 2 + pa,1 + ga, = 0.

Determinemos constantes C e Cy que solucionem o seguinte sistema de equagcoes:

Ciry + Corg = 3
Cl’f‘% + 027“% = Y2
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ou seja,
) = T2Y1 — Y2 0 Cy = — "Y1 — Y2 ’
7’1(7’2—7’1) 7”2(7’2—7”1)
o que é possivel, pois 71 # 0, ro # 0 e r; # ro.
Afirmamos que y,, = Cyr} + Cory para todo n natural.

De fato, seja z, = y, — Cir} — Cory. Mostraremos que z, = 0 para todo n. Observe
que:

Zn+2 + PZn+1 + qzn
= Ypyo — O = Cory ™ + pyi1 — pCiri ™t — pCory ™ + qy,, — g1} — qCory
= Yn+2 T PYn+1 + qQYn — 017”?(7“% +pri+q) — 027”3(7"3 + pra + q).

Mas Yn é SOlugéO de Qp42 +pan+1 + qan = O> ou seja, Yn+2 +pyn+1 + qYn = 0.

Além disso, 7, e ro sdo raizes de 72 + pr +q = 0, ou seja, ¥ +pry +q¢ = 0 e
734+ pro+q = 0.

Assim,

Zn+2+pzn+1—i—qzn:O—Clr?~0—027’§~0:0—0—020.

Dessa forma, z, 12+p2pi1+qz, = 0. Também, como C1r1+Cyry = y; € C1172+Cyrs =
Yo com z, =y, — C1r} — Cory, temos 23 = 23 = 0, o que implica 2z, = 0 para todo
n.

Seja y, uma solucao qualquer de a, o + pa,i1 + qa, = 0.

Determinemos constantes C e Cy que solucionem o seguinte sistema de equagcoes:

Ci§+ O =y
C1&% + 20582 =y

ou seja,
2851 — Yo Y2 — &y
Cy = T e Cy = Tu
o que é possivel, pois £ # 0.
Afirmamos que y,, = C1£" 4+ Con&™ para todo n natural.

De fato, seja z,, = y,, —C1£" — Cyné™. Mostraremos que 2, = 0 para todo n. Observe
que:

Zn+2 + PZn+1 + qzn
= Ynt2 + PYnt1 + @Y — C1€"(E + p€ + q) — Con&™ (&% + p€ + q) — Co2™ (26 + p).

Mas Yn é SOlugéO de An42 +pan+1 + qan = 07 ou seja, Yn+2 +pyn+1 + qYn = 0.

Além disso, £ é raiz tnica de 72 + pr 4+ ¢ = 0, o que implica &% + p€ + ¢ = 0, que
traz ainda o fato, mostrado na Equacdo (5.4), de que, neste caso, { = —§, ou seja,
26+p=0.
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Assim,

Zngo + Pongr + Qe =0 —C1E™ -0 — Con€™ -0 — Co™.0=0-0-0—-0=0.

Dessa forma, 2,494+ pznt1+qz, = 0. Também, como C1£+Coé = 1 e C162+205,6% =
Yo com z, = 1y, — C1&" — Coné™, temos z; = 2o = 0, 0 que implica z, = 0 para todo
n.

De maneira analoga ao que ocorre na teoria das equagoes diferenciais ordinarias, as
duas solucoes linearmente independentes da recorréncia linear homogénea de segunda
ordem que geram a solugao geral constituem o chamado conjunto fundamental de
solugoes. De acordo com o Teorema 5.2, quando as raizes caracteristicas sao distintas,
isto é, 11 # 19, esse conjunto é dado por {r}, ri}. J& no caso de raiz dupla, r; = r9, 0
conjunto fundamental de solugoes é {rf, nri}.

Observagao 5.3. Consideremos, agora, um subcaso do item a) do Teorema 5.2: 0 caso
em que as raizes r; e ry sdo conjugadas' complexas, mas nao reais.
Podemos escrever as raizes em sua forma exponencial:

7.0 I
ry =ke” ery=ke ",

para algum ndimero real k e algum angulo 6 € ]0, [, em particular, com sen § # 0.
Ou ainda, na forma polar:

r1 = k(cosf + isenf) e ro = k(cos@ — isenf),
Assim, a solucao apresentada no item a) do Teorema 5.2 pode ser escrita como:
T, = C1k"e™ 4 Cokme ™ = k" (Cet™ 4 Che™ ).
Usando a identidade de Euler, "™ = cos(nf) + i sen(nf), temos:

xn, = k"[C}(cos(nd) + isen(nd)) + Cy(cos(—nb) + i sen(—nb))]
= k"[C1(cos(nd) + isen(nh)) + Cy(cos(nb) — isen(nb))]
= k"[(Cy + Cy) cos(nb) + i(Cy — Cy) sen(nh)).

Como vimos na Secao 2.1 do Capitulo 2, podemos considerar sequéncias como fungoes
com dominios nao necessariamente naturais, mas enumeraveis infinitos, que associam cada
ponto no dominio a um ntmero real. A seguir, é conveniente que consideremos o dominio
dos naturais incluindo o zero, ou seja, {0} UN.

Dados valores iniciais ag, a; € R, temos:

ag = (Cy + Cy) cos(0) 4 i(Cy — Cy) sen(0) = Cy + Cy (5.5)

a; = k[(Cy + C2) cos(0) + i(Cy — Cy) sen(8)]. (5.6)

1O conjugado do niimero complexo z = a +bi é o niimero complexo que possui parte real igual e parte
imaginaria oposta a de z, ou seja, a — bi. Denotamos o conjugado de z por Z.
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Da Equagao (5.5), temos que Cy 4+ Cy é real, pois é igual a ag, o que significa que
m(Cp) = —Im(Cy), onde Im(C) indica a parte imaginaria do nimero complexo C.

Da Equagao (5.6), deduzimos que i(C7 — C3) também é real, visto que a;,k € R e
senf # 0. Sendo C e C5 complexos, podemos escrever Cy = x + yi e Cy = z + ti, para
x,y,z,t € R. Assim,

Ci—Cy=(r+4yi)—(z4+ti)=c—z+yi—ti=x—2z2+i(y — ).

Mas como i(C; — Cy) é real, entdao x — z = 0, ou seja, x = z, o que implica que
Re(C1) = Re(Cy), onde Re(C') indica a parte real do nimero complexo C.

Das duas conclusoes vem que C; = Cy, ou seja, C1 =z +yi e Cy = x — yi.

Com isso, podemos desenvolver a solucao geral:

= k"[(Cy 4 Cy) cos(nd) + i(Cy — Cy) sen(nb)]
= k"[(z 4+ yi + 2 — yi) cos(nf) +i(z + yi — x + yi) sen(nf)]
= k"[2x cos(nf) + i(2yi) sen(nd)]

= k™[22 cos(nf) + 2yi* sen(nd)]

= k"[2x cos(nf) — 2y sen(nh)].

Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 5.4. A recorréncia a, o + 5a, 1 + 6a, = 0 possui equagao caracteristica r? +
5r + 6 = 0 com duas raizes reais, r1 = —3 e ry = —2.
Assim, pelo Teorema 5.2, todas as solugdes da recorréncia sao da forma

Ty = Cl<—3)n + 02(_2)717

com C e Cy constantes. Apenas para uma rapida comparagdo, observe que a equagao
caracteristica dessa recorréncia coincide com a da equagao diferencial ordinéria y” 4 5y’ +
6y = 0. Nesse caso, todas as solucoes da EDO sao da forma

y(t) — 0167315 4 C2€3t’

com C e (5 constantes, uma vez que a equagao caracteristica associada possui duas raizes
reais e distintas, garantindo a existéncia de duas solucoes linearmente independentes da
forma exponencial.

Exemplo 5.5. A recorréncia a,s + 6a,,1 + 9a, = 0 possui equacdo caracteristica r? +
67 + 9 = 0 com raiz Unica, £ = —3.
Assim, pelo Teorema 5.2, todas as solugoes da recorréncia sao da forma

x, = C1(=3)" + Cyn(-3)",

com C7 e (5 constantes. Para efeito de comparagao, note que a equagao caracteristica
dessa recorréncia coincide com a da equacao diferencial ordinéria linear homogénea y” +
6y’ + 9y = 0. Nesse caso, todas as solucoes da EDO sao dadas por

y(t) = Cre ™ + Cote™,

com (4 e Cy constantes, uma vez que a equacgao caracteristica associada possui uma raiz
real de multiplicidade dois. Nessa situacao, a simples repeticao da solugdo exponencial
nao fornece duas solugoes linearmente independentes, sendo necessario introduzir o fator
t para obter um conjunto fundamental de solugdes, assim como foi feito ao introduzir o
fator n para obter um conjunto fundamental de solugoes da recorréncia.
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Exemplo 5.6. A recorréncia a, o + 2a,,1 + 2a, = 0 possui equacdo caracteristica r? +
. . D) . 3m
2r + 2 = 0 com duas raizes complexas, r| = —1 — i = V2e T ey = —1 41 =+/2e"7T .
Assim, pelo Teorema 5.2, todas as solucoes da recorréncia sao da forma

x, = C4 (\/ﬁe_i%ﬂy + (Y ( 26i37ﬂ)n,

com C4 e Cy constantes complexas e conjugadas.
Ou ainda, pela Observacgao 5.3, podemos reescrever x,, como:

T, = (V2)" {Qx Cos (n?) — 2y sen <n3;rﬂ :

Para efeito de comparagao, observe que a equacgado caracteristica dessa recorréncia
coincide com a da equagao diferencial ordinaria linear homogénea " + 2y’ + 2y = 0. Nesse
caso, todas as solucdes da EDO sao da forma

y(t) = Crel 1 4 Cpel 141,

Todavia, podemos reescrever essa solucao em termos de fungoes reais. Usando a
formula de Euler ¢ = cos @ + isen 6, temos

eIt — et — o7 (cost —isent)
eI — o7teit — ¢! (cost 4 isent).
Substituindo na solugao geral:
y(t) = Cre*(cost—isent)+Coe "(cost+isent) = e [(C) + Cy) cost +i(Cy — Cy) sent].
Definindo constantes reais A = C; + Cy e B = i(Cy — (), obtemos a forma real
y(t) =e " (Acost+ Bsent),
que é equivalente a combinacao linear de duas solucoes linearmente independentes reais.

A partir do préximo exemplo, focaremos apenas nas solugoes das recorréncias homo-
géneas, deixando as analogias com EDOs de lado.

Exemplo 5.7. Considere a recorréncia a, o + Ha,1+1 + 6a, =0, com a; = —6 e ay = 12.
Pelo Exemplo 5.4, temos que todas as solugdes desta recorréncia sao da forma

o = CL(—3)" + Cy(—2)".

Paran =1, —6 = C;(=3)! + Cy(—2)' = —3C, — 20%.
Para n =2, 12 = C1(=3)% + C5(—2)? = 9C; + 4C,.
Temos o seguinte sistema:
3C, +2C5, =6
9C, 4+ 4Cy = 12,
que nos leva a C; =0e Cy = 3.

Portanto,
T, =3-(—2)".
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Exemplo 5.8. Encontremos a formula para a sequéncia de Pell. Em outras palavras,
resolvamos a recorréncia a,,1s = 2 - a,11 + a, para a; = 1 e as = 2. Podemos reescrever a
recorréncia como G, — 20,41 — @, = 0.

Sua equacdo caracteristica, 72 — 2r — 1 = 0, possui duas raizes reais, r; = 1 — /2 ¢
o = 1 + \/5

Assim, pelo Teorema 5.2, todas as solugoes da recorréncia sao da forma:

Paran =1, 1= C;(1 —v2) + Co(1 ++2).
Paran =2, 2 = C1(1 — v2)? 4+ Cy(1 + V/2)2.

Temos o seguinte sistema:

Ci(1— \/5) +Co(1 + \/5) =1
Ci(1 —v/2)2+ Cy(1 +V2)? = 2,

que nos leva a (] = —% e (y = %.

Assim,
T, = —\f(l —V2)" + \f(l +V2)".

O exemplo a seguir é um dos mais interessantes deste trabalho, pois nos da a férmula
para a sequéncia de Fibonacci, conhecida como féormula de Binet.

Exemplo 5.9 (Férmula de Binet - Sequéncia de Fibonacci). Encontremos a férmula para
a sequéncia de Fibonacci. Em outras palavras, resolvamos a recorréncia a, 1o = G,i1+ ap,
paraa; =1eay = 1.

Antes, vamos resolver a recorréncia para quaisquer valores iniciais. Podemos reescrever
a recorréncia como a1 — apt1 — Ay = 0.

Sua equacdo caracteristica, r> —r — 1 = 0, possui duas raizes reais, r, = 1’2\/5 e
To = 1+—2*/5 Observamos que ry = % é o famoso nimero de ouro [21].

Assim, pelo Teorema 5.2, todas as solugoes da recorréncia sao da forma:

xn:cl<1_\/g>n+02<1+‘/g>n.

2 2

Agora, apliquemos as condigoes iniciais da sequéncia de Fibonacci.
Paran=1,1=Cy (155) + Gy (155).

Paran=2,1=C; (%)2 + Oy (1+T‘/5)2

Temos o seguinte sistema:
01 (55) 4.0y () =1
Cy (1,\f)2 1+ O, (1+\/5)2 =1,

S

ot

2 2

que nos leva a C] = —% e Cy = %
Assim,
L (1=vB\" 1 (14+V5Y
2 NAUP '

Desta forma, a férmula de Binet deixa explicita a presenga do ndmero de ouro na
sequéncia de Fibonacci.

Ty = —
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Exemplo 5.10 (Férmula de Binet - Sequéncia de Lucas). Encontremos a férmula para a
sequéncia de Lucas. Em outras palavras, resolvamos a recorréncia a, 1o = a,+1 + a,, para
ar=1eay =3.

Note que ja encontramos a solucao geral para esta recorréncia, no Exemplo 5.9. Por-

tanto, basta aplicarmos as condicoes iniciais da sequéncia de Lucas.
Paran=1,1=C, (1_2\/5) + Cy (H—Z‘/g) .

Paran=2,3=C, (1_27‘/5)2 + Yy (HT\/E)Q

Temos o seguinte sistema:
C1(152) + G2 (157) =1
O (55) + 0 (5) =3,

2

ot

que nos levaa C; =1e Cy = 1.

Assim,
(1—\/3>" <1+x/5>"
Ty = 7 + 7 .

Observamos que, assim como na sequéncia de Fibonacci, a sequéncia de Lucas esta
diretamente relacionada ao niimero de ouro.

5.2 Nao homogéneas

Agora, trataremos de relagoes de recorréncia lineares nao homogéneas de segunda
ordem, com coeficientes constantes, ou seja, recorréncias da forma:

Unta + Pans1 + qa, = f(n), (5.7)
com p e ¢ constantes, ¢ # 0 e f(n) # 0.

Teorema 5.11. Se x,, € uma solucao particular da recorréncia

(p+2 + Plpt1 + qan = f(n)7

com p e q constantes, ¢ # 0 e f(n) # 0, entdo a substitui¢io a, = x, + b, transforma a
recorréncia em
bn+2 + panrl + qbn =0.

Demonstragao. Substituindo a,, por x, + b, na recorréncia, obtemos

Tn+2 + bn+2 + PTn4+1 + pbn+1 + qTn + qbn - f( -

Tn42 + bn+2 + p(xn+1 + bn—l—l) + Q(xn + bn) = f(’l’L) -
n)
Tpio + PTpy1 + qTy + bn+2 + pbn+1 + qbn = f(n>
Mas %42 + prpi1 + qr, = f(n), por hipdtese. Logo,

f(n) + bn+2 +pbn+1 + qbn = f(n) =
bnt2 + Pbny1 + qb, = 0.
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Observacao 5.12. Com o Teorema 5.11, temos que a solugao geral de uma relagdo de
recorréncia linear nao homogénea de segunda ordem ¢ a soma de uma de suas solugoes
particulares com a solucao geral da homogénea associada. Mantendo as notac¢oes do
Teorema 5.11, sendo x,, uma solugao particular da recorréncia

Anta + Pans1 + qa, = f(n)

e b, a solucao geral de
Ant2 + Pant1 + qa, = 0,

entao, a solugao geral da recorréncia ¢ dada por
ap = Ty, + by,

O leitor que conhece a teoria de equacoes diferenciais sabe que a mesma propriedade
ocorre com equagoes diferenciais ordindrias lineares nao homogéneas. De fato, se consi-
derarmos uma EDO linear de segunda ordem com coeficientes constantes

Y +py +qy = g(t),

uma soluc@o particular y,(t) dessa equacao ndo homogénea pode ser somada a solucao
geral y,,(t) da equagdo homogénea associada

Yy +py +qy=0,

de modo que a solu¢ao geral da EDO nao homogénea seja

y(t) = yn(t) + yp(t).

O raciocinio é exatamente andlogo ao fornecido pelo Teorema 5.11, qualquer solugao
da equagao nao homogénea pode ser escrita como a soma de uma solugao particular e a
solucao geral da homogénea. Assim, tanto para EDOs quanto para recorréncias lineares, a
estrutura da solugao geral se mantém, sendo sempre composta por uma parte formada pela
solucao geral da homogénea e uma parte por uma solucao particular da nao homogénea.

A partir deste ponto, discutiremos resultados relativos a obtencao de solugoes particu-
lares para recorréncias lineares nao homogéneas, uma vez que tais solugoes sao essenciais
para construir a solugao geral.

Teorema 5.13. Sejam p, q e ¢ constantes reais com q # 0. Uma solucao particular da
recorréncia nao homogénea
Qpt2 + Paptr + qan, = ¢

¢ de uma das sequintes formas, para algum A constante.
a) A, se 1 nao € raiz caracteristica da homogénea associada;

b) An™, se 1 é uma raiz caracteristica da homogénea associada, com multiplicidade m,
onde m € {1,2}.

Demonstracao.
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a) Se 1 nao é raiz caracteristica da homogénea associada, entdo 1+ p + g # 0.
Vejamos se é possivel encontrar uma constante A que seja solu¢do da recorréncia.

Substituindo A na recorréncia, temos:

A+pA+gA=c =

Al+p+q)=c =
¢

T ltptq

Pela hipdtese, 1 + p + g # 0. Portanto, é possivel encontrar uma constante A que
seja solucao da recorréncia.

b) Se 1 é uma raiz caracteristica da homogénea associada, sabemos que 1+ p+ ¢ =0,
que implica ¢ = —p — 1. Mas além disso, temos dois casos possiveis:

e Casol: m=1.
Neste caso?, 1 é raiz de f(r) = r? + pr + ¢ com multiplicidade 1, o que implica
(1) #0. Como f'(1) =2+ p, entdo p # —2.
Vejamos se é possivel encontrar uma constante A tal que An seja solucao da
recorréncia.

Substituindo An na recorréncia, temos:

An+2)+pAn+1)+gAn=c =
An+2A 4+ pAn+ pA+ qgAn = ¢ =
An(l+p+q)+A(p+2) =c

Como 1+p+q =0,

C
p+2

Ap+2)=c — A=

Como p nao pode assumir o valor —2, entdao p+ 2 # 0 e, portanto, a expressao
acima esta bem definida.

Portanto, é possivel encontrar uma constante A tal que An seja solugao da
recorréncia.

e Caso 2: m =2.
Neste caso®, 1 é raiz de f(r) = r? + pr + ¢ com multiplicidade 2, o que implica
f'(1) =0. Como f'(1) =2+ p, entdo p = —2.
Assim, 1+ p+q=1—24+q=q—1=0, o que implica em ¢ = 1, facilitando
a escrita da recorréncia, que passa a ser:

Apto — 20p+1 + @y = C.

Vejamos se é possivel encontrar uma constante A tal que An? seja solucao da
recorréncia.

20 leitor pode consultar o Lema 9.18, na péagina 212, do livro [18].
30 leitor pode consultar o Lema 9.18, na pagina 212, do livro [18].
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Substituindo An? no primeiro membro da recorréncia e fazendo os devidos
agrupamentos, temos:

An+2)? =24(n+ 1>+ An* = ¢ =

AM?* +4n+4) —24(n* +2n+ 1) + An® = c =
An? + 4An +4A — 2An? — 4An — 2A + An? = ¢ —

2A = C —
c
A=—.
2
Portanto, é possivel encontrar uma constante A tal que An? seja solucao da
recorréncia.
Analisados todos os casos, esta concluida a prova. [ |

Observacao 5.14. Na pratica, costuma-se substituir diretamente a forma proposta da
solucao particular na recorréncia para determinar o coeficiente A. No entanto, também ¢é
possivel utilizar férmulas diretas, como as que foram encontradas durante a demonstracao
do Teorema 5.13, desde que suas condig¢oes sejam atendidas. Sao elas:

C ~ . /oy N .
o A= ———— se 1 nao é raiz caracteristica da homogénea associada;
I+p+gqg
c L. s . ~ .
« A= Y se 1 é raiz caracteristica simples da homogénea associada;
p

C 7z . ’ . A .
« A= 2 se 1 é raiz caracteristica dupla da homogénea associada.

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 5.15. A recorréncia a,, 1 —5a, 1+ 6a, = 7 possui homogénea associada a,, o —
5an.1 + 6a, = 0, cuja equacao caracteristica r? — 5r + 6 = 0 tem raizes r; = 2 e ro = 3.
Assim, a solugao geral da homogénea associada é b, = C12" + Cy3™.

Agora, vamos procurar uma solucao particular para a recorréncia. Como 1 néao é raiz
caracteristica da homogénea associada, sabemos que ha uma solucao particular da forma

A, comA=—°"
1+p+gq
Neste caso, para p = —5,¢=6 e c =7, temos
B 7 7
1-5+6 2

Assim, a solucao geral da recorréncia é

7
Ay = 5 —+ Cl2n -+ CQ?)”

Exemplo 5.16. A recorréncia a, 19— 3a, 1+ 2a,, = 4 possui homogénea associada a,, o —
3an41 + 2a, = 0, cuja equacdo caracterfstica r2 — 3r + 2 = 0 tem raizes r, = 1 e ro = 2.
Assim, a solugao geral da homogénea associada é b, = C} + C52".

Agora, vamos procurar uma solugao particular para a recorréncia. Como 1 é raiz
caracteristica da homogénea associada, com multiplicidade 1, sabemos que h& uma solucao

particular da forma An, com A = ——.
p+2
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Neste caso, para p = —3 e ¢ = 4, temos

4

A: pum
342

—4.

Assim, a solugao geral da recorréncia é
Ay = —4n + Cl + Cg2n.

Exemplo 5.17. A recorréncia a,.s — 2a,+1 + a, = —1 possui homogénea associada
Ungo — 2n41 + a, = 0, cuja equacdo caracteristica r? — 2r + 1 = 0 tem raiz dupla igual a
1. Assim, a solugao geral da homogénea associada é b, = Cy 4+ Con.

Agora, vamos procurar uma solugao particular para a recorréncia. Como 1 é raiz
caracteristica da homogénea associada, com multiplicidade 2, sabemos que ha uma solucao

particular da forma An?, com A = 7

Neste caso, para ¢ = —1, temos

A==
2

Assim, a solugdo geral da recorréncia é
n2
ap = —? + Ol + an.

Teorema 5.18. Sejam p, q e ¢ constantes reais com q # 0. Uma solucdo particular da
recorréncia nao homogénea
(p+2 + PApt1 + qan = CN

¢ de uma das sequintes formas, para algumas constantes A e B.

a) A+ Bn, se 1 ndo é raiz caracteristica da homogénea associada;
b) An™ + Bn™! se 1 é uma raiz caracteristica da homogénea associada, com multi-
plicidade m, onde m € {1,2}.
Demonstracao.

a) Se 1 nao é raiz caracteristica da homogénea associada, entdo 1+ p + g # 0.

Vejamos se é possivel encontrar A e B constantes tais que A + Bn seja solucao da
recorréncia.

Substituindo A + Bn no primeiro membro da recorréncia, temos:
A+B(n+2)+pA+Bn+1))+q(A+ Bn) =

A+ Bn+2B+pA+pBn+pB+qA+ gBn =
A(l4+p+q)+B(p+2)+ Bn(l+p+q).

Mas isso € igual a cn, entao:

Al+p+q)+B(p+2)=0
B(l+p+q)=c.

Da segunda equagao,
c

T ltptq
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Substituindo na primeira:

cpt2) o g __t2)

Al +p+q)+——"T = B
R A 1+p+q)?

Pela hipotese, 1 + p + ¢ # 0. Portanto, é possivel encontrar A e B constantes tais
que A + Bn seja solucao da recorréncia.

b) Se 1 é uma raiz caracteristica da homogénea associada, sabemos que 1+ p+ ¢ =0,
que implica ¢ = —p — 1. Mas além disso, temos dois casos possiveis:

e Caso 1: m=1.
Neste caso?, 1 é raiz de f(r) = r? + pr + ¢ com multiplicidade 1, o que implica
f'(1) #0. Como f'(1) =2+ p, entdo p # —2.
Vejamos se é possivel encontrar A e B constantes tais que An+Bn? seja soluciao
da recorréncia.

Fazendo a substituicdo a,, = An 4+ Bn?, temos:

any1 = A(n+1) + B(n + 1)?
=An+ A+ B(n*+2n+1)
=An+ A+ Bn*+2Bn+ B
= A+ B+n(A+2B) + Bn?

Unya = A(n +2) + B(n + 2)?
= An +2A + B(n® + 4n + 4)
= An +2A+ Bn® +4Bn + 4B
= 2A +4B +n(A+4B) + Bn?

Substituindo An+ Bn? no primeiro membro da recorréncia e fazendo os devidos
agrupamentos, temos:

Alp+2)+ B(p+4) +n[A(l +p+q) + 2B(p +2)] + Bn*(1 + p+ q).
Da hipétese, 1 +p+ ¢ = 0. Assim:
Alp+2)+ B(p+4) +n2B(p + 2)].
Mas isso ¢ igual a cn, entao:

Alp+2)+B(p+4)=0
2B(p+2) =c.

Da segunda equacao,
c

2(p+2)

40 leitor pode consultar o Lema 9.18, na pagina 212, do livro [18].
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Substituindo na primeira:

c(p+4) c(p+4)
Ap+2)+ ——==0 = A= —7——.
(p+2) 2(p+2) 2(p+2)?
Note que, se p + 2 = 0, temos problemas, mas isso s6 acontece se p = —2, o

que é impossivel, como vimos.
Portanto, é possivel encontrar A e B constantes tais que An+ Bn? seja solucdo
da recorréncia.

e Caso 2: m = 2.
Neste caso®, 1 é raiz de f(r) = r> + pr + ¢ com multiplicidade 2, o que implica
f'(1) =0. Como f'(1) =2+ p, entdo p = —2.
Assim, 1+ p+q=1—2+q=q—1=0, o que implica em ¢ = 1, facilitando
a escrita da recorréncia, que passa a ser:

Gpio — 20p41 + an = CN.

Vejamos se é possivel encontrar A e B constantes tais que An? 4+ Bn? seja
solugao da recorréncia.

Fazendo a substituicao a,, = An? + Bn?, temos:

i1 = Aln+1)*>+ B(n + 1)*
=Am*+2n+ 1)+ Bn*+3n* +3n+1)
= An® +2An+ A+ Bn® +3Bn* +3Bn+ B
= A+ B+n(24+3B) +n*(A+3B) + Bn®

Unra = A(n+2)*+ B(n +2)*
= A(n* +4n +4) + B(n® + 6n* + 12n + 8)
= An® + 4An + 4A + Bn® 4+ 6Bn* + 12Bn + 8B
= 4A + 8B + n(4A+ 12B) + n*(A + 6B) + Bn®.

Substituindo An? + Bn? no primeiro membro da recorréncia, que agora escre-
Vemos a,1o — 20,11 + a,, € fazendo os devidos agrupamentos, temos:

2A+ 6B + 6Bn.
Mas isso ¢ igual a cn, entao:
2A4+6B=0
68 = c.

Assim, na primeira equacao,

A+ e=0 = A:—g.

50 leitor pode consultar o Lema 9.18, na pagina 212, do livro [18].
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E na segunda,
B=-.
6
Portanto, é possivel encontrar A e B constantes tais que An?+ Bn? seja solucao
da recorréncia.

Analisados todos os casos, esta concluida a prova. [ |

Observacao 5.19. Na pratica, costuma-se substituir diretamente a forma proposta da
solucao particular na recorréncia para determinar os coeficientes A e B. No entanto,
também é possivel utilizar férmulas diretas, como as que foram encontradas durante a
demonstracao do Teorema 5.18, desde que suas condig¢oes sejam atendidas. Sao elas:

c(p+2 c .
« A= —@7)2 e B = —— se 1 nao ¢ raiz caracteristica da homogénea
(1+p+q) l+p+g
associada;
c 4 c
« A= —M e B= ———, se 1 ¢ raiz caracteristica simples da homogénea
2(p+2)? 2(p + 2)
associada;
c c
« A= —3 e B= 6’ se 1 é raiz caracteristica dupla da homogénea associada.

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 5.20. A recorréncia a,io2 — 5a,+1 + 6a,, = —4n possui homogénea associada
Apto — Dani1 + 6a, = 0, cuja equacio caracteristica r? — 5r +6 = 0 tem raizes r; = 2 e
r9 = 3. Assim, a solugao geral da homogénea associada é b, = C12" + C53™.

Agora, vamos procurar uma solugdo particular para a recorréncia. Como 1 nao é raiz
caracteristica da homogénea associada, sabemos que ha uma solucao particular da forma

2
A+ Bn, comA:—&e N —
(1+p+q)? l+p+gq
Neste caso, para p = —5, ¢ =6 e ¢ = —4, temos
_ (B2 ()
A= = =-3
(1-5+4+6)2 22
¢ 4
B= — - _
1-5+6

Assim, a solugao geral da recorréncia é
a, = —3 — 2n + C12" + (L,3".

Exemplo 5.21. A recorréncia a,,o — 3a,.+1 + 2a, = 5n possui homogénea associada
Upgo — 3ani1 + 2a, = 0, cuja equacio caracteristica r* — 3r +2 = 0 tem raizes r; = 1 e
ro = 2. Assim, a solugao geral da homogénea associada é b, = C + C52".

Agora, vamos procurar uma solugdo particular para a recorréncia. Como 1 é raiz

caracteristica da homogénea associada, com multiplicidade 1, sabemos que h& uma solucao

. c(p+4) c
articular da forma An + Bn?, com A= ———">-eB=———.
P 2(p+2)2 2(p+2)
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Neste caso, para p = —3 e ¢ = 5, temos

5(-3+4)  5-1 5
2(—3+2)2 2-(-1)2 2

B 5 5
C2(=3+42) 2
Assim, a solugao geral da recorréncia é
5 D 4
a, = —=n — =n°+ C] + Cy2".
5 5 1 2
Exemplo 5.22. A recorréncia a, s — 2a,.1 + a, = 2n possui homogénea associada

Unto — 2n41 + a, = 0, cuja equacdo caracteristica r? — 2r + 1 = 0 tem raiz dupla igual a
1. Assim, a solucao geral da homogénea associada é b, = Cy 4+ Can.

Agora, vamos procurar uma solugdo particular para a recorréncia. Como 1 é raiz
caracteristica da homogénea associada, com multiplicidade 2, sabemos que ha uma solucao

particular da forma An? 4 Bn?, com A = —g e B= g
Neste caso, para ¢ = 2, temos
2
A=—Z-
2
¢ 2 1
B=2=_.
6 3

Assim, a solugao geral da recorréncia é

, 1
anp = —N +?+01+an.
Teorema 5.23. Sejam p, q e ¢ constantes reais com q # 0 e r constante complexa. Uma
solugao particular da recorréncia nao homogénea
Gpao + Pans1 + qa, = cr™
¢ de uma das sequintes formas, para algum A constante.

a) Ar™, se r ndo é raiz caracteristica da homogénea associada;

b) An™r"™, se r € uma raiz caracteristica da homogénea associada, com multiplicidade
m, onde m € {1,2}.

Demonstragdo. Note que ¢, # 0, pois cr™ # 0, visto que a recorréncia é ndo homogénea.

a) Se r nio é raiz caracteristica da homogénea associada, entao 2 + pr + q # 0.
Vejamos se é possivel encontrar A constante tal que Ar™ seja solugdo da recorréncia.

Substituindo Ar™ na recorréncia, temos:

Ar™t2 4 pArtt 4 qArt = o =

Ar'(r* 4 pr +q) = " =
C

r24pr+q
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Ar™t2 4 pArmtt 4 qArt = o™ =

Ar'(r* 4 pr +q) = " =
&
r24+pr+q

Se 72 + pr + ¢ fosse nulo, teriamos problemas no denominador de A, mas a hipdtese
nos garante que isso nao pode acontecer.

Portanto, é possivel encontrar A constante tal que Ar™ seja solucao da recorréncia.

b) Ser é uma raiz caracteristica da homogénea associada, sabemos que 72+ pr+¢q = 0.
Mas além disso, temos dois casos possiveis:

e Casol: m=1.
Neste caso®, r é raiz de f(r) = r? + pr + ¢ com multiplicidade 1, o que implica
f'(r) #0. Como f'(r) = 2r + p, entdo 2r + p # 0.

Vejamos se é possivel encontrar A constante tal que Anr™ seja solucao da
recorréncia.

Substituindo Anr™ na recorréncia, temos:
A+ 2)r"2 4 pA(n + Dr"t 4 gAnr" = " =
Ar® ((n +2)r% 4 pr(n+1) + qn) =" =
Ar? +2r° +prn+pr+qn) =c =
A (n(r2 +pr+q)+r2r+ p)) =c.

Mas pela hipétese, r2 + pr +q = 0. Assim,
c

Ar(2 = A= ——.
r(2r+p)=c = T

Por fim, como r # 0 e 2r + p # 0, é possivel encontrar A constante tal que
Anr™ seja solucao da recorréncia.

e Caso 2: m = 2.

Neste caso’, r é raiz de f(r) = r? + pr + ¢ com multiplicidade 2, o que implica

f'(r)=0. Como f'(r) =2r + p, entdo 2r + p = 0.
Vejamos se é possivel encontrar A constante tal que An?r™ seja solucdo da
recorréncia.

Substituindo An?r™ na recorréncia, temos:
A(n + 22" 4+ pA(n + 12" + gAR*r" = o =
Ar” ((n +2)%r* +pr(n+1)* + an) =" =
A( +4n+4r” +pr(n® + 20+ 1) + qn’) = ¢ =
A (r2n2 +4r®n + 4 4 pro® + 2prn + pr+ C]n2) =c =
A (n2(7"2 +pr +q) + 2rn(2r + p) + 4r? + pr) =c.

60 leitor pode consultar o Lema 9.18, na pdgina 212, do livro [18].
70 leitor pode consultar o Lema 9.18, na pagina 212, do livro [18].
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Mas 72 +pr+q=0¢e2r +p=0. Assim:

c
Adrl +pr)=c —= A= ———.
( pr) 4r? + pr

Podemos simplificar ainda mais, pois p = —2r. Desse modo,

c c
A: —_— = —
4r2 — 2r2  2p2’

o que é plenamente possivel, visto que r # 0, ou seja, podemos encontrar A
constante tal que An?r™ seja solucao da recorréncia.

Analisados todos os casos, estd concluida a prova. [ |

Observacao 5.24. Na pratica, costuma-se substituir diretamente a forma proposta da
solucao particular na recorréncia para determinar o coeficiente A. No entanto, também é
possivel utilizar féormulas diretas, como as que foram encontradas durante a demonstracao
do Teorema 5.23, desde que suas condigoes sejam atendidas. Sao elas:

A= ————, Se r nao ¢ raiz caracteristica da homogénea associada;
e+ pr+q

Cc

o« A= ———— ser éraiz caracteristica simples da homogénea associada;
r(2r + p)
C PR .y ~ .
« A= 2,27 se r é raiz caracteristica dupla da homogénea associada.
r

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 5.25. A recorréncia a, s + a,41 — 2a, = 7 - 5" possui homogénea associada
Unyo + apy1 — 2a, = 0, cuja equacao caracteristica r? +r — 2 = 0 tem raizes 1, = 1 e
ro = —2. Assim, a solugao geral da homogénea associada é b, = C7 + Cy(—2)".

Agora, vamos procurar uma solu¢do particular para a recorréncia. Como 5 nao é raiz
caracteristica da horgogénea associada, sabemos que ha uma solucao particular da forma

Ar' com A= ———.

re+pr—+q

Neste caso, parap=1,qg=—2,c=Ter =5, temos
7 7 1

A= —— = — = —,
524+41-5—-2 28 4
Assim, a solugao geral da recorréncia é

57’L
Ay = Z + 01 + 02(_2)n
Exemplo 5.26. A recorréncia a, 2 + 3a,41 + 2a, = 6(—1)" possui homogénea associada,
Ango + 31 + 2a, = 0, cuja equacdo caracteristica 72 + 3r +2 = 0 tem raizes 1, = —1 e
ro = —2. Assim, a solugdo geral da homogénea associada é b, = C1(—1)" + Cy(—2)".
Agora, vamos procurar uma solucdo particular para a recorréncia. Como —1 é raiz
caracteristica da homogénea associada, COéIl multiplicidade 1, sabemos que ha uma solu¢ao

particular da forma Anr™ com A = ————.
r(2r +p)



Nao homogéneas 66

Neste caso, parap=3,qg=2,c=6er = —1, temos
6
A= = —6.
(=D2(=1) +3)

Assim, a solugao geral da recorréncia é

a, = —6n(—1)" 4+ C1(=1)" 4+ Co(—-2)".

Exemplo 5.27. A recorréncia a,,o — 6a,.1 + 9a, = 10 - 3" possui homogénea associada
Ango — 6ap41 + 9a, = 0, cuja equacio caracteristica 7> — 6r +9 = 0 tem raiz dupla igual
a 3. Assim, a solucao geral da homogénea associada é b, = C13" + Cyn3™.

Agora, vamos procurar uma solugao particular para a recorréncia. Como 3 é raiz
caracteristica da homogénea associada, (C:om multiplicidade 2, sabemos que ha uma solu¢ao

particular da forma An%r", com A = —

22’
Neste caso, para p = —6,¢ =9, c =10 e r = 3, temos
g 10 5
2:32 9

Assim, a solugao geral da recorréncia é
) 29n n n
Ap = §n 3"+ C13" + Con3™.

Teorema 5.28 (Principio da Superposi¢ao). Sejam p e q constantes reais. Se x, é uma
solugdo de

(nt2 + Pani1 + qan = f(n)
€ Yn € uma solucao de
(p42 + Papt1 + qay = g(n)>
entdo, para as constantes A e B, Az, + By, ¢ uma solugcdo de
Ant2 + Pany1 + qa, = Af(n) + Bg(n).
Demonstracdo. De fato, substituindo a,, por Ax,, + By,, em a,, 2+ pa, 1+ qa,, obtemos:
A«Tn+2 + Byn+2 + p(AIn—H + Byn—i—l) + Q(Axn + Byn) =
A$n+2 + Byn+2 + prnJrl + pByn+1 + qun =+ qun =

A(xn—i—Q + PTpy1 + qxn) + B<yn+2 + PYn+1 + qyn) =
Af(n) + Bg(n),

o que ¢é verdade, pois da hipotese vem que

Tpi2 + PTpy1 + qr, = f(n)

Yni2 + DYns1 + qUn = g(n).

Portanto, para as constantes A e B, Az, + By, é uma solu¢ao de

Qny2 + Papt1 + qay, = Af(n) + Bg(n)
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O Teorema 5.28 ilustra o chamado principio da superposicao, que ¢é valido nao apenas
para recorréncias lineares de segunda ordem, mas também para equacoes diferenciais
lineares de segunda ordem com coeficientes constantes. Em outras palavras, se y;(t) e
y2(t) sao solugoes de

V' +py +qu=ft) e y'+py+qy=g(),

respectivamente, entdo qualquer combinagao linear Ay, (t) + Bya(t), com constantes A e
B, é solucao da equacao
y'+py +aqy=Af(t) + By(?).
Esse paralelo decorre diretamente da linearidade dos operadores diferencial e desloca-

mento, apresentados na Introducao desta dissertacao. Vejamos um exemplo de aplicagdo
do Teorema 5.28.

Exemplo 5.29. Encontremos a solucao geral da recorréncia a,, .o —5a,11+6a, = 7+5-3™.
Como vimos no Exemplo 5.15:

e A solucgao geral para a recorréncia homogénea associada a, o — ba,1 + 6a, =0 é
bn = 01271 + 02371;
o Uma solugao particular para a recorréncia a,,o — da,i1 + 6a, =7 é

T, = —.

2

Agora, busquemos uma solucgao particular para a, s — 5a,+1 + 6a, = 5-3". Como 3
¢ raiz caracteristica da homogénea associada, com multiplicidade 1, sabemos que ha uma
c

solugao particular da forma Anr™, com A =

r(2r +p)’

Neste caso, para p = —5, ¢ =6 e ¢ = 5, temos
A=__ 00
3(2-3-5) 3

5
Assim, obtemos a solucao particular y, = gnS”, para a,is — ba,y1 + 6a, =5-3"

Portanto, pelo Teorema 5.28, x, + ¥y, € solucao particular de a, o — da,1 + 6a, =
7+5-3"

Por fim, sua solugao geral é

7 5
p = Tp + Yp + b, = 5 —|—§n3"—|—C'12"+C'23".



6 Consideracoes Finais

Em suma, nesta dissertagao nos propusemos a explorar relagoes de recorréncias lineares
de primeira e de segunda ordem, enunciando e demonstrando resultados que facilitam sua
resolucao, além de apresentar e justificar sua similaridade com as equagoes diferenciais
ordinarias, por meio de investigacoes conceituais e exemplos detalhados.

Iniciamos o texto trazendo defini¢oes e teoremas sobre sequéncias, em especial, sobre
progressoes aritméticas e geométricas, contetidos bem conhecidos, mas essenciais para a
continuidade do trabalho. Em seguida, entramos, de fato, no assunto principal, definindo
e classificando as relagoes de recorréncia, exibindo diversos exemplos, incluindo exemplos
famosos como as sequéncias de Fibonacci, Lucas e Pell, além de uma recorréncia advinda
do estudo do jogo da Torre de Handi. Logo apds estes primeiros exemplos, tratamos da
resolucao de relagoes de recorréncia, trazendo o seu conceito, demonstrando um resultado
sobre as solucoes de uma recorréncia linear homogeénea e expondo exemplos de resolucao
pelo método da inspecao.

Mais adiante, nos deparamos com um caso em que o método da inspe¢ao parecia nao
entregar uma saida tao satisfatéria, o que nos motivou a buscar meios mais concretos de
resolver relagoes de recorréncia, a comecar pelas de primeira ordem, em particular as nao
homogéneas, para as quais expusemos uma substituicao que, via de regra, facilita a reso-
lucao deste tipo de recorréncia, o que mostramos ao longo de diversos exemplos, incluindo
0 que se mostrara complexo por meio de inspecao. Por fim, discutimos a resolucao de
recorréncias lineares de segunda ordem, a comecar pelas homogéneas, onde a semelhanca
com o estudo de EDOs se tornou evidente, pois chegamos a equacao caracteristica e, a
partir dai, surgiram resultados analogos aos do contexto das equagoes diferenciais ordina-
rias, os quais enunciamos, demonstramos e exemplificamos para as recorréncias lineares
de segunda ordem, tanto homogéneas como nao homogéneas.

Cabe destacar a forma como os contetidos foram abordados, trazendo demonstragoes
completas e exemplos para os resultados enunciados, a fim de evitar lacunas no desen-
volvimento do trabalho, além das correlacao apontadas com o contexto das EDOs. Para
finalizar, é importante notar que recorréncias raramente recebem um tratamento apro-
fundado nas disciplinas usuais dos cursos de graduacao. Nesse contexto, este texto se
apresenta como uma fonte de consulta para estudantes curiosos, servindo também como
base para possiveis projetos de iniciacao cientifica ou para estudos independentes intro-
dutoérios sobre o tema.
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A Apéndice: Principio da Inducao
Finita

Neste apéndice, vamos explorar o Principio da Indugao Finita, uma ferramenta im-
portante para a prova de proposi¢oes envolvendo os niimeros naturais. Para isso, come-
caremos com algumas defini¢oes fundamentais e um axioma essencial para a construcao
da indugao. Nossa principal referencia seréd a dissertagao [22].

A.1 Conceitos basicos

A primeira definicdo importante é a de um conjunto indutivo.

Definicao A.1. Um conjunto X C N é considerado indutivo se ele possui a seguinte
propriedade: se um nimero natural n pertence a X, entao seu sucessor, n + 1, também
deve estar em X.

Em outras palavras, um conjunto ¢ indutivo se, ao incluir um nimero, ele automati-
camente inclui todos os seus sucessores.

Observacao A.2. Se X é um conjunto indutivo que contém o nimero natural a, entao
X contém todos os nimeros naturais que sao maiores do que a.

Agora, introduzimos o Azioma da Inducao, que é o pilar da inducgao finita.

Axioma A.3. Dado um conjunto X C N que seja indutivo e contenha o nimero 1, entao
X deve ser igual ao conjunto dos nimeros naturais N.

Esse axioma garante que, se um conjunto contém 1 e é indutivo, ele contém todos
0os nimeros naturais, uma vez que podemos construir todos os naturais a partir de 1
utilizando a operacao de sucessor.

Antes de enunciarmos o Principio da Inducao Finita, é necessario entender o que cha-
mamos de uma proposicio em N. Trata-se de uma afirmacao que pode ser verdadeira ou
falsa dependendo de um niimero natural n. Pode-se usar a notagdo P(n) para representar
uma proposicao que depende de n.

A.2 O Principio da Inducao Finita

Primeiramente, vejamos uma versao simplificada.

Teorema A .4 (Principio da Indugao Finita - Primeira Versao). Se P(n) é uma proposi¢io
associada ao numero natural n, e se satisfaz as sequintes condigoes:
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1. P(1) € verdadeira;
2. Para qualquer n > 1, se P(n) verdadeira, implicar P(n + 1) também verdadeira;
entao P(n) € verdadeira para todo n € N.

Demonstracio. Vamos provar utilizando a definicdo de conjunto indutivo. Seja X o
conjunto dos nimeros naturais para os quais a proposicao P(n) é verdadeira, ou seja,

X ={n e N| P(n) é verdadeira}.
1. Sabemos que P(1) é verdadeira (pela primeira condi¢ao).

2. Também sabemos que se P(n) é verdadeira, entdo P(n + 1) também ¢é verdadeira,
para n > 1 (pela segunda condigdo).

Isso significa que X é um conjunto indutivo que contém 1. Pelo Axioma da Indugao,
concluimos que X = N, ou seja, P(n) é verdadeira para todo n € N. [ |

Em algumas situagoes, pode ser necessaria uma versao mais completa da inducao
finita. Suponhamos que a proposicdo P(n) seja verdadeira a partir de um certo valor
a € N. Nesse caso, podemos adaptar o principio da inducao para se aplicar a niimeros
naturais maiores ou iguais a a.

Teorema A.5 (Indugdo Finita - Versao Geral). Se P(n) é uma proposicao que satisfaz
as sequintes condigoes:

1. P(a) é verdadeira para algum a € N;

2. Para todo n > a, se P(k) é verdadeira para todos os k tais que a < k < n, entdo
P(n+ 1) também € verdadeira;

entao P(n) € verdadeira para todo n > a.

Demonstragio. Definimos X = {n € N | P(n) é verdadeira}. Sabemos que a € X e que
X ¢ indutivo. Portanto, pela Observagao A.2, P(n) é verdadeira para todo n > a. |



