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RESUMO

Este trabalho aborda a simulacdo de problemas que envolvem contato mecéanico,
utilizando uma nova técnica de acoplamento de malhas independentes de elementos finitos.
Esta técnica se baseia no uso de elementos finitos especiais denominados elementos finitos de
acoplamento, que compartilham nés de malhas independentes. A técnica é capaz de estabelecer
a interacdo entre duas malhas de elementos finitos, representando dois dominios diferentes, que
compartilham entre si uma ou mais de suas faces. No caso mais geral, devido a possiveis
diferencas nas dimensdes e naturezas dos dominios, as posi¢des dos nds na face de uma malha
podem ndo coincidir com as posi¢des dos nds da outra malha. As principais vantagens da
técnica proposta sdo: (i) ndo ha adicdo de graus de liberdade para a resolucdo do problema; (ii)
um acoplamento néo rigido pode ser considerado para descrever o comportamento nao linear
de interfaces similares aos modelos coesivos e (iii) malhas ndo compatibilizadas de quaisquer
dimensdes e quaisquer tipos de elementos finitos podem ser compatibilizadas. Como extensao
da utilizacdo da técnica, visa-se representar a interacdo entre duas pecas genéricas distintas,
demonstrando a capacidade da técnica em simular efeitos de contato, ou de perda de contato,
de forma coerente e precisa. Foram empregados modelos baseados na mecanica do dano
continuo para simular efeitos de atrito em uma formulagdo de acoplamento ndo rigido. Os
resultados obtidos neste trabalho demostram que a representacdo da interacdo entre partes de
um problema mediante esse método é bastante promissora e consegue representar os efeitos da

interacdo entre componentes estruturais.

PALAVRAS-CHAVE: Problemas de Contato, Malhas Ndo Conformes, Elementos Finitos de

Acoplamento, Mecénica do Dano.



ABSTRACT

This work deals with the numerical simulation of contact problems using a novel
technique for coupling non-matching finite element meshes. The technique is based on the use
of special finite element termed coupling finite element, which share nodes with non-matching
meshes. Thus, the interaction among two non-matching meshes, representing two different
subdomains of a problem can be described. In additional, this technique has demonstrated to be
highly versatile, since no additional degree of freedom is introduced to the problem; non-rigid
coupling can be considered to describe the nonlinear behavior among the subdomains and non-
matching meshes of any dimension and any type of finite elements can be coupled. In this work
the technique is applied to simulate the interaction among some parts of mechanical
components discretized initially in finite elements in a totally independent way, by
demonstrating its capability to represent contact problems or loss of adherence. A combined
constitutive model based on the damage mechanics theory is used for modeling the friction
effects using a non-rigid coupling procedure. The results demonstrated that the strategy applied
can represent the interaction among the parts of mechanical components, coherently and
accurately.

KEYWORDS: Contact problems, Non-Matching Meshes, Coupling Finite Elements, Damage
Mechanics.
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CAPITULO 1

1. INTRODUCAO

1.1. CONTEXTO E MOTIVACAO

Na engenharia estrutural, tem-se como objetivo geral garantir a integridade da estrutura
objeto de andlise, de forma que ela seja capaz de resistir aos esforcos decorrentes de suas
condigOes de trabalho. Para isso, com base nas teorias da mecanica estrutural, utilizam-se
métodos e ferramentas matematicas disponiveis para a analise desta estrutura. Um dos métodos
mais conhecidos para a analise estrutural é o Método dos Elementos Finitos (MEF), um método
numérico ja consagrado e que vem sendo aplicado para simular o comportamento mecéanico de

inimeros problemas de engenharia, como ilustrado na Figura 1.

Figura 1 - Discretizac¢éo da estrutura em elementos finitos (Alves Filho, 2000).

Sabe-se que a precisdo do metodo estd diretamente relacionada com o grau de
refinamento da malha de elementos finitos. No entanto, quanto maior o nimero de graus de
liberdade do problema, maior também a necessidade de recursos computacionais para sua
resolucgéo. Desta forma, solucdes alternativas ao refinamento da discretizagdo foram elaboradas.

A mais comum delas consiste na discretizacdo mais refinada somente nas regides de interesse



do problema, mantendo-se uma discretizacdo grosseira em regides adjacentes. Em
contrapartida, esta técnica pode implicar na presenca de elementos distorcidos
(Sellittoa et. al., 2011) na regido de transicdo entre as regides com malhas finas e grosseiras,
prejudicando a qualidade dos resultados obtidos, como se pode observar na Figura 2(a).
Alternativamente, esse tipo de problema também pode ser tratado atraves da discretizacdo dos
seus subdominios de forma totalmente independentes e posterior aplicacdo de uma técnica de
acoplamento de malhas ndo conformes, conforme ilustra a Figura 2(b). Nesta linha, destacam-
se atualmente a aplicacdo desse tipo de técnica em problemas com abordagens multiescala
(Unger et al., 2011; Lloberas-Valls et al., 2012; e Thirunavukkarasu e Guddati, 2012) e
multifisica (Dureisseix e Bavestrello, 2006; Hueber e Wohlmuth, 2009; Bazilevs et al., 2012; e
Peters et al., 2012).

(a) (b)

Figura 2 — Malha de elementos finitos: (a) discretizaco padrdo com malhas conformes e refinamento na
regido de interesse e (b) discretizacdo com malhas ndo conformes.

Diversos métodos de acoplamento tém sido propostos a fim de descrever de forma
precisa a interagdo entre interfaces de malhas ndo conformes (Haikal e Hjelmstad, 2010).
Dentre eles destacam-se: Multi-Point Constraint (MPC) (Unger et al., 2011); Mortar Method
(WohImuth, 2001; e Lamichhane e Wohlmuth, 2004); e Arlequin Method (Dhia, 1998; e Dhia
e Rateau, 2005). A primeira técnica consiste em obter os deslocamentos dos nds “soltos” da
malha local (refinada) na interface através da interpolacdo dos valores dos nds adjacentes da
malha global (grosseira). Nos outros dois métodos, a condi¢cdo de contorno é imposta através
de um campo de multiplicadores de Lagrange, os quais introduzem graus de liberdade
adicionais ao problema, e sdo usualmente classificados como abordagens duais. Outras
alternativas existentes, como o Penalty Method (Pantano e Averill, 2002; e Pantano e



Averill, 2007), Discontinuous Galerkin Methods (Arnold et al., 2002) e Nitsche Methods
(Nitsche, 1971), varidveis duais ndo sdo introduzidas ao problema, uma vez que a interface é
representada através de seu campo de deslocamento e, por este motivo, em contraste com 0s
métodos duais, esses métodos ndo estdo sujeitos a restricbes Ladyzhenskaya—Babuska—Brezzi
(LBB). Contudo, um pardmetro de estabilizagdo é necessario. Por fim, cabem destacar os
métodos baseados em elementos finitos de interface, os quais usualmente transformam
elementos finitos padrbes localizados nas interfaces ndo conformes, em elementos finitos
especiais para acoplar os subdominios inicialmente independentes (H.-G. Kim, 2002; e H.-G.
Kim, 2003).

Levando-se em consideracdo tais técnicas de acoplamento, pode-se também utiliza-las
para a representacdo do contato entre corpos, como o Penalty Method e o Lagrange Multiplier
Method (Sitzmann, Wikkner e Wohlmuth, 2015). Simplificadamente, o Penalty Method
considera que uma mola é gerada entre a superficie independente (master surface) e a regido
dependente (slave location), modelando o vetor de tensdo de contato (contact traction) como
uma funcdo dos deslocamentos através de uma constante de mola, quando a condicdo de
penetracdo é violada. Como vantagem desta abordagem, tem-se a ndo adicéo de varidveis ao
sistema, porém pode haver o mau condicionamento do sistema de matrizes para o contato
rigido. O Lagrange Multiplier Method, por sua vez, trata o vetor de tensdo de contato como
uma variavel extra com o beneficio de ser capaz de modelar arbitrariamente o contato rigido.
A desvantagem esta no maior custo computacional, uma vez que a solucdo do sistema de
equac0es se torna mais trabalhosa (Sitzmann, Wikkner e Wohlmuth, 2015), tendo de solucionar
um sistema de equac6es ampliado (saddle point system) com respeito aos deslocamentos e ao

vetor de tensdo de contato para toda interacdo da analise (iteracdo por Newton-Raphson).

Para o modelamento do contato entre corpos deformaveis e malhas ndo conformes, o
Lagrange Multiplier Method estd fortemente relacionado aos Mortar Methods (Bernardi,
Maday, Patera, 1994; e Belgacem, 1999). Encontra-se este método adaptado para problemas de
contato envolvendo pequenas deformacdes em Belgacem, Hild e Laborde (1998). Dentre os
Mortar Methods, o Dual Mortar Method (Wohimuth, 2011; e Wohlmuth, 2001) € um dos que
mais gera interesse nos ultimos anos, uma vez que ele aplica a condi¢do de ndo penetracéo de
forma consistente variacionalmente, sem o0 aumento do sistema de equagdes, pois 0
multiplicador de Lagrange é condensado no sistema global antes da iteracdo, sem prejudicar a

qualidade da solugéo.



Sabendo-se da necessidade de desenvolvimento de técnicas que facilitem o dia a dia na
engenharia, possibilitando que os modelos numéricos elaborados sejam cada vez mais simples
e precisos, esse trabalho aborda a simulagédo de problemas de engenharia envolvendo contato,
utilizando uma nova técnica de acoplamento de malhas independentes de elementos finitos,
recentemente desenvolvida por Bitencourt Jr. et al. (2015). As principais vantagens da técnica
proposta séo: (i) ndo ha adicdo de graus de liberdade para a resolucdo do problema; (ii) um
acoplamento nao rigido pode ser considerado para descrever o comportamento nao linear de
interfaces similares aos modelos coesivos; (iii) malhas originalmente ndo compatibilizadas de
quaisquer dimensdes e quaisquer tipos de elementos finitos podem ser compatibilizadas e (iv)
malhas sobrepostas e ndo sobrepostas podem ser consideradas. Em Bitencourt Jr. et al. (2015),
apresentam-se a validacdo e demonstracdo das vantagens e desvantagens da aplicacdo do
método em relacdo ao custo computacional, simplicidade de elaboracdo dos modelos de
elementos finitos, a melhora da qualidade dos elementos, entre outros, em comparacdo com
outros métodos existentes. Apresentam-se também exemplos 2D e 3D de malhas ndo conformes
para demonstrar a aplicabilidade da técnica proposta. Além disso, demonstra-se a capacidade
de representar a continuidade dos deslocamentos para o caso de acoplamentos rigidos e a
transferéncia das forgas de interagdo entre as interfaces ndo conformes, de acordo com o modelo
de interface escolhido, para casos de acoplamento ndo rigido. Na Figura 3, tem-se a ilustracdo
de um exemplo da compatibilizagio de malhas ndo conformes, apresentado por
Bitencourt Jr. et al. (2015).
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Figura 3 - Malhas de elementos finitos ndo conformes: (a) discretizacéo dos apoios e coluna em elementos
finitos de forma independente; e (b) acoplamento (compatibilizacdo) das malhas utilizando elementos

finitos de acoplamento (Bitencourt Jr. et al., 2015).

Neste trabalho, para a elaboracdo dos modelos a serem utilizados como exemplo,
primeiro utiliza-se um programa computacional de desenho CAD (Computer-Aided Design)
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para o desenvolvimento da geometria dos componentes do modelo estabelecendo as regides de
contato entre as partes, a fim de se entender os variados comportamentos fisicos que servirdo
de parametro para a modelagem do problema. Posteriormente, sdo elaborados os modelos em
elementos finitos de todos os componentes de forma independente, podendo-se utilizar tipos
diferentes de elementos e refinamentos de malha para cada dominio, de acordo com os objetivos
da andlise de cada subdominio. Para a construcdo desses modelos, utilizam-se programas
computacionais de pré-processamento: FEMAP with NX Nastran® e GiD®. Como processador,
sera utilizado um programa proprio, desenvolvido em MATLAB® pelo grupo de pesquisa em
Modelagem Computacional em Mecénica dos Sélidos da Faculdade de Engenharia de Bauru
(FEB) da Universidade Estadual Paulista (UNESP), coordenado pelo Prof. Dr. Osvaldo Luis
Manzoli. Também em MATLAB®, sdo gerados os elementos especiais responsaveis pela
compatibilizacdo das malhas. Os programas computacionais de pré-processamento (FEMAP
with NX Nastran®) e de desenho CAD foram gentilmente disponibilizados pela empresa NCE
(Ndcleo de Célculos Especiais) para a realizacao desse trabalho. Os programas computacionais
GiD® e MATLAB® tém licenca da Faculdade de Engenharia.

Como aplicagdo da técnica desenvolvida originalmente por Bitencourt Jr. et al. (2015),
aborda-se neste trabalho problemas mecéanicos praticos considerando os efeitos de contato, ou
de perda de contato, representando a interacdo entre pecas genéricas distintas, assim como o

fendmeno de atrito entre distintas regides.
1.2. OBJETIVOS

Este trabalho tem como objetivo geral estender a aplicabilidade do novo método de
compatibilizacdo de malhas de elementos finitos ndo conformes, a projetos mecanicos que

envolvam contato, usuais da industria e cotidiano da engenharia.

O objetivo especifico deste trabalho consiste no desenvolvimento de um modelo
constitutivo simples e robusto, baseado na mecénica do dano, para modelar, empregando
elementos de acoplamento, problemas mecéanicos de contato, com énfase em aplicacdes
envolvendo unides entre malhas ndo conformes. Objetiva-se validar 0 modelo mediante

analises de casos envolvendo comportamentos mecanicos praticos existentes.

Na técnica proposta, 0 contato é caracterizado como sendo uma particularidade do tipo
de acoplamento que é utilizado com relagéo a variagéo de solicitagdes na interface de contato

em uma mesma analise. Para solicitacbes de compressao, deve-se representar a resisténcia do



componente a penetracdo do outro, utilizando-se um acoplamento rigido para isso. Ao
contrério, para cargas de tracao, o contato deve ser capaz de representar a possibilidade de perda
de aderéncia, sem ou com resisténcia (se houver algum tipo de colagem entre 0s componentes)

a separacdo das partes.

Outro fator que influencia o comportamento mecanico na regido de contato é a
representacdo da presenca de forgas de resisténcia ao deslizamento relativo devido ao atrito
entre superficies. Portanto, 0 modelo de dano proposto deve modelar o comportamento de atrito,
no qual a tensdo cisalhante de resisténcia ao deslizamento tangencial a superficie de contato,
entre dois corpos, depende da tensdo normal atuante entre 0s componentes e o coeficiente de

atrito (estatico ou dindmico) entre suas superficies.
1.3. ESTRUTURA DA DISSERTAC}AO

Este trabalho esta estruturado em mais 6 capitulos, resumidos a seguir.

O Capitulo 2 introduz, de forma geral e simplificada, os fundamentos do Método dos
Elementos Finitos (MEF), necessarios para o entendimento da formulacdo da técnica de
acoplamento de malhas ndo conformes. Aspectos relevantes para a utilizacdo do MEF aplicados
a analise ndo linear de contato sdo apresentados, como o método de iteracdo de Newton-
Raphson. Ainda neste capitulo, faz-se mencdo a mecénica do contato, efeito que sera
considerado nos problemas desta dissertacdo. Os problemas de contato envolvem uma série de
fatores que influenciam em sua resolucdo, podendo tornéd-lo extremamente complexo.
Entretanto, no contexto deste trabalho, serdo abordados problemas no ambito elastico linear,
desconsiderando os fatores ndo relacionados com essa teoria. Descreve-se simplificadamente

0s tipos de contato, sem atrito, com atrito, conforme e ndo conforme.

No Capitulo 3, aborda-se a teoria da mecénica do dano, implementada junto a técnica
de acoplamento proposta para representar a interacdo entre os dominios e os esforcos
decorrentes do contato entre 0os componentes. Também € apresentado, resumidamente, o

algoritmo de integracdo implicito-explicito (IMPL-EX) utilizado.

O Capitulo 4 detalha a formulacdo da técnica utilizada, introduzindo a influéncia do
elemento de acoplamento no equacionamento da matriz de rigidez da estrutura. Apresenta-se a
formulacdo generalizada da técnica e os modelos constitutivos aplicaveis. Faz-se o
detalhamento do modelo de dano implementado a fim de representar o contato entre o0s
componentes e as forgas de atrito existentes devido ao contato.
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O Capitulo 5 contém exemplos para a representacdo da capacidade da técnica proposta,
apresentando os resultados obtidos para as condicdes criadas.

O Capitulo 6 apresenta as conclusdes obtidas do uso da técnica para a representacao do
contato mecanico. Também se encontra neste capitulo os trabalhos futuros que podem ser

desenvolvidos ap0s esta dissertacao.



CAPITULO 2

2. METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

2.1. FORMULACAO DO MEF

Segundo Alves Filho, (2000), para a solucdo analitica de problemas de engenharia,
lanca-se méo das técnicas classicas para a resolucdo de problemas, embasadas no estudo das
equacdes diferenciais, que descrevem o equilibrio da estrutura. Por exemplo, as solucdes
analiticas para analises de barras e vigas (Teoria de Vigas) podem ser encontradas em livros de
Resisténcia dos Materiais (Timonshenko, 1981) detalhadamente, enquanto que se pode
encontrar na Teoria Geral de Placas e Cascas (Timonshenko e Krieger, 1970) solucdes
desenvolvidas para diversas condi¢Oes de fixacdo e carregamento em 2D. Da mesma forma,
tem-se para o estudo dos sélidos deformaveis, a Teoria da Elasticidade (Timonshenko e
Goodier, 1951).

A questdo central que motiva o estudo do MEF esta no fato de que os métodos analiticos
classicos permitem o célculo dos deslocamentos, deformac@es e tensdes apenas em estruturas
com geometria e carregamentos simples. Para estruturas com forma arbitraria, a solucao
analitica frequentemente torna-se impossivel e o problema requer grandes e excessivas
simplificacGes, resultando em calculos pouco acurados (Alves Filho, 2000). Com base nisso, 0
MEF fornece um caminho alternativo para o calculo de deslocamentos, deformacGes e tensdes
de qualquer estrutura, independentemente de sua forma e condi¢do de contorno, a partir da

discretizagdo do dominio da estrutura em elementos com dimensdes finitas (elementos finitos).

Para isso, 0 método se assenta em algumas leis fundamentais que fornecem subsidios
para a obtencdo das relacfes matematicas que representam de forma discreta o conjunto. Um
componente estrutural em equilibrio deve satisfazer trés “leis” ou relagdes fundamentais, a

saber:



a) Equilibrio de Forcgas: considerando a condi¢do de equilibrio da estrutura, pode-se
aplicar as equacdes de equilibrio a cada um dos elementos finitos isolados e, da
mesma forma, se 0 elemento esta em equilibrio, parte dele também estara.

b) Compatibilidade de Deslocamentos: dois elementos finitos conectados em um
mesmo nd na condicdo indeformada da estrutura, devem se manter conectados no
mesmo nd na condigdo deformada, devido a condicdo de compatibilidade de
deslocamentos. Caso contrario, a estrutura estaria “abrindo-se” ou “interpenetrando-
se” nesse ponto. Dessa forma, impde-se a condicdo de compatibilidade de
deslocamentos para todos os nds do modelo, incluindo-se os pontos internos de
todos os elementos.

c) Leide Comportamento do Material: os elementos se deformam ao serem solicitados
e 0s esforgos externos sao transmitidos pelos elementos por esforcos internos. A lei
de comportamento do material rege a relagdo entre os esforgos internos e as
deformacgdes. Em grande parte das aplica¢cdes praticas, quando o nivel de esfor¢cos
ndo é muito elevado, as forcas internas crescem proporcionalmente as deformacoes.
Esta relacdo linear constitui a conhecida Lei de Hooke, que também leva em

consideracao a hipdtese de elasticidade do material.

Com a finalidade de revisar a formulacdo teérica do método dos elementos finitos, em
cima da qual elaborou-se a técnica de acoplamento apresentada em Bitencourt Jr. et al. (2015),
apresenta-se o desenvolvimento simplificado deste método (Zienkiewicz, 1971).

2.2. EQUACOES DO MEF

Segundo Zienkiewicz (1971), pode-se definir a funcdo de interpolacdo de
deslocamentos e posicdo adequada para o elemento, ou seja, que defina de forma Gnica o estado
de deslocamentos em todos os pontos dentro do elemento, em termos dos graus de liberdade
dos nos, permitindo, a partir dos deslocamentos nodais conhecidos, determinar o0s

deslocamentos dentro do elemento. Assim, para o dominio Q° de um elemento, pode-se

estabelecer a relacdo entre o campo de deslocamento em um ponto material X dentro do

elemento e os deslocamentos nodais D; (i=1, 2, ..., nn) como:
0(X) = X% N;(X)D; D

U(X)=ND 2)



onde nn é o nimero de no6s do elemento e N; (i=1, 2, ..., nn) sdo as fun¢des de forma do elemento
finito. A matriz funcdo de forma N retine as fungdes de forma e permite “passar” dos

deslocamentos nodais, reunidos no vetor D, para os deslocamentos dentro dos elementos U (X)

definindo-se a forma pela qual se estabelece a interpolacdo do campo de deslocamentos.
Para que a equacdo 1 seja valida € necessario que seja satisfeita a seguinte condicdo:
TNX) =1 &)

De forma similar as fungdes de forma, pode-se obter a correlacéo entre as deformacoes

dentro do elemento e os deslocamentos nodais:

£=BD €]

onde B é a matriz deslocamento-deformacdo, que permite correlacionar os deslocamentos
nodais com as deformacdes dentro dos elementos, definindo o modo pelo qual se estabelece o

campo de deformagdes no interior do elemento.

Na mesma linha de raciocinio, pode-se determinar as tensées a partir dos deslocamentos

nodais:

o0 =Ces=CBD 5)

onde C é a matriz de constantes elasticas.

As equacdes definidas permitem determinar os deslocamentos, as deformacdes, e as

tensdes dos elementos finitos.

Levando-se em consideracdo o equilibrio entre a forca interna e externa que age no

sistema, tem-se;
F=[ B"CBd,,D (6)
K= BTCBd,, (7)

O célculo da integral para obter a matriz de rigidez do elemento finito normalmente
apresenta grandes dificuldades do ponto de vista algébrico. Esse célculo é efetuado por
procedimento numérico e a qualidade dos resultados obtidos esta condicionada ao nimero de
pontos de integracdo utilizados nesse procedimento aproximado de célculo. Um dos
procedimentos numeéricos bastante importante é o método de Quadratura de Gauss, que otimiza

a posicdo dos pontos utilizados na definicdo dos valores da fungdo, bem como 0s pesos
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utilizados no somatorio para obtencao da integral. Os pontos escolhidos para avaliar as matrizes
participantes da somatoria para obtencdo da integral da matriz de rigidez sdo chamados pontos

de integracdo. Em particular para esse método, sdo chamados pontos de integracéo de Gauss.
2.3. ANALISE NAO LINEAR PELO METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

Quando se pode classificar um sistema como linear, implicitamente tem-se que ao
conhecer a rigidez da estrutura objeto de anélise, a relacdo forca e deslocamento ja estd
previamente definida. Em outras palavras, o grande responsavel pela hipétese do
comportamento linear da estrutura é a garantia de que a sua rigidez sempre se mantém inalterada
durante todo o processo de carregamento, independente dos deslocamentos. Se isso néo for
verdade, a linearidade nédo pode ser garantida, entrando-se entdo em regime néo linear. (Alves
Filho, 2012).

Na mecénica estrutural, um problema é ndo linear quando a rigidez da estrutura é
dependente do estagio do carregamento em que ela se encontra. Logo, deve-se entender 0s
motivos pelos quais a rigidez de uma estrutura pode variar, ou seja, quais parametros estao
relacionados com essa variacao. Sera dado énfase a abordagem da néo linearidade associada a
mudanca das condi¢6es de contorno, isto é, ao problema de contato.

2.3.1. NAO LINEARIDADE ASSOCIADA AS MUDANCAS DAS CONDICOES DE
CONTORNO: O PROBLEMA DE CONTATO

O problema de contato é caracterizado pela modificacdo nas condi¢bes de contorno
durante o processo de carregamento da carga. O procedimento numérico a ser introduzido em
um problema de néo linearidade e, em particular, o caso do contato entre partes, deve verificar,
de incrementos em incrementos de carga, se a condicdo de contato foi atingida para, a partir

dai, assumir a nova condicdo de contorno.

Utilizando-se a técnica de acoplamento proposta em Bitencourt Jr. et al. (2015), aborda-
se problemas em que a regido de contato ja esta pré-estabelecida e um modelo de dano ¢
utilizado para atualizar a rigidez da estrutura a partir da verificagdo da evolugéo do
deslocamento na interface de contato, em que se constata determinada condi¢do dentro do
calculo (dominios sobrepostos, por exemplo). Logicamente, deve-se entdo testar
sucessivamente se essa condicdo € ou ndo atingida, caracterizando-se um procedimento

iterativo e incremental.
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Assim, quando se inicia o processo de analise, 0 elemento EFA ja faz parte do modelo,
porém ele s6 comeca a trabalhar a partir do instante em que determinadas condi¢cdes s&o
atingidas. N&o se modifica a condicdo de contorno nesse caso, mas a rigidez do elemento ou
sua propriedade fisica, de tal sorte que o seu valor numérico proporcione deslocamento nulo

para a regido de interface.

Além disso, ainda h& a possibilidade de escorregamento entre partes, podendo-se
considerar forcas de atrito que dependem das forcas normais e do coeficiente de atrito. Para tal
representacdo, costuma-se efetuar a decomposicao dos vetores em componentes normais e

tangenciais a superficie de contorno.

2.3.1.1.CLASSIFICACAO DO CONTATO
2.3.1.1.1. CONTATO SEM ATRITO

De Sampaio (2009), caracteriza-se contato sem atrito como aquele em que 0s corpos
deslizam entre si sem que haja resisténcia na direcdo tangencial a superficie de contato. Desta
forma, a forca tangencial de contato sempre sera nula (Figura 4b) e o efeito do carregamento
externo na interface de contato sera somente de compressdo normal. Tal abordagem representa
um numero limitado de exemplos, sendo utilizada na representacdo de problemas envolvendo

superficies lisas e bem lubrificadas (Man, 1994), conforme ilustra a Figura 4a.

Corpo A

Corpo B
Lubrificante

Corpo B

(a) (b)

Figura 4 - Contato sem atrito: (a) contato com lubrificante e (b) forgas na superficie de contato
(Man, 1994).
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2.3.1.1.2. CONTATO COM ATRITO

Quando se trata de problemas de contato onde o efeito de atrito é considerado, tém-se
duas situacgdes:

e Contato entre superficies sem a ocorréncia de deslizamento tangencial (Stick — Figura
5a);

e Contato com deslizamento tangencial (Slip — Figura 5b).

Corpo A Corpo A

1< un t<pn

t=pun

t=un

Corpo B Corpo B

(a) (b)

Figura 5 - Contato com atrito: (a) stick e (b) slip (Man, 1994).

Na primeira hipdtese, onde ndo hd movimento relativo na interface dos corpos em
contato, o deslizamento tangencial é restringido pela acdo da forca resistente de atrito na
superficie, ou seja, a componente de for¢a tangencial a superficie proveniente das condicdes de
trabalho do conjunto € menor do que limite de atrito. No segundo caso, o limite de atrito é
atingido e, a partir de entdo, os sélidos passam a se movimentar relativamente. Desta forma, a
componente de forga tangencial a superficie assume o valor do limite de atrito, ndo podendo

haver forca tangente maior que este limite (Sampaio, 2009).

Tal forca tangencial pode ser definida, em ambos os casos, pela lei de atrito de Coulomb,
relativo a forca normal existente na interface e as caracteristicas de cada sélido (topologia,
rugosidade, entre outros). A simplicidade desta formulacdo faz com que esta lei seja
amplamente utilizada em modelos de contato (Man, 1994).

Em adicg&o as condigdes apresentadas, pode-se definir também condicdes de restri¢do de
atrito:
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e O atrito de Coulomb é uma funcao da velocidade e/ou pressao. Leis mais gerais de atrito
podem ser introduzidas;

e A tensdo tangencial trabalha no sentido oposto ao escorregamento;

e N&o ocorre escorregamento se a tensdo tangencial ndo atingir um maximo local e, se
ocorrer escorregamento, entdo ela atingiu o seu maximo. Tal valor maximo é definido

pelo produto da componente normal e uma constante de atrito (Wriggers, 2006).

2.3.1.1.3. CONTATO CONFORME

Nesta situacdo, o tamanho da area de contato independe do carregamento, estando
previamente ajustada num estado sem carga. Assim, ao final do ciclo a regido de contato sera a
mesma da inicial (Figura 6a). Sendo assim, o histérico de carregamento ndo tem grande

importancia na analise do problema, uma vez que a area permanece definida.

(a) (b)

Figura 6 — Tipos de contato: (a) conforme e (b) ndo conforme (Man, 1994).

2.3.1.1.4. CONTATO NAO CONFORME

Para casos em que 0 contato acontece em um ponto ou uma linha, classifica-se tal
interacdo como ndo conforme (Figura 6b). Tem-se como exemplo o contato entre duas esferas
ou dois cilindros, em que a superficie de contato entre os solidos ira se alterar com a aplicacéo
do carregamento, sendo importante para esta categoria de problemas o historico de

carregamento.
2.3.1.2. CONDICAO DE IMPENETRABILIDADE: KARUSH-KUHN-TUCKER

Em um modelo continuo néo € possivel que dois pontos ocupem a mesma posi¢cao no
espaco. Para diferentes e multiplos corpos, essa questdo reduz-se a colocacdo da condicdo de

gue nenhum ponto do contorno do primeiro corpo possa penetrar no outro corpo. Assim, 0
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problema completo de contato reduz-se a um problema de contorno, em que o sinal da distancia
de qualquer ponto do primeiro corpo seja ndo negativo em relacdo ao outro. As condigOes de

restricdo de contato podem ser colocadas da seguinte forma:

dn(i) 2 0 8
o, (1) <0 )
0 (D)dp (i) = 0 (10)

onde d,, € a distancia entre qualquer ponto do primeiro corpo em relacdo a qualquer ponto do

outro; e g,, € a tensdo normal de contato.

A equacdo 8 rege a condicdo que estabelece que ndo pode ocorrer penetragdo entre
corpos. A equagdo 9, por sua vez, estabelece a condi¢do em que a tenséo normal de contato
deve ser compressiva para que haja interacdo e, finalmente, a equacdo 10 como condicdo
complementar: se ndo ha contato, nenhuma compressao pode ocorrer ou, alternativamente, se
ndo ha compressdo, entdo a distancia deve ser positiva. Essas trés condi¢Bes juntas sdo
chamadas de condic¢des de Karush-Kuhn-Tucker.

2.3.1.3. PROCESSO INCREMENTAL E ITERATIVO DE SOLUCAO DAS EQUACOES DE
EQUILIBRIO

A ideia para se determinar a rigidez da estrutura para tal condi¢do na analise ndo linear
é basicamente a mesma para a andlise linear, porém neste caso a rigidez varia a medida que o
carregamento se manifesta. Sabe-se que a condicdo de equivaléncia entre os trabalhos externo
e interno constitui uma forma de se determinar a rigidez dos elementos e da estrutura. Nos casos
em que a formulacdo aproximada do método considera as forgas de contato, estas devem ser
contabilizadas no computo do trabalho das forcas que deformam a estrutura. As forcas de
contato sd@o mais uma classe dessas forcas, inseridas no conceito mais geral do trabalho. Deve-
se entdo, utilizar um processo incremental. Porém, como a rigidez da estrutura varia e ndo se
sabe no préximo trecho qual o seu valor, ndo ha a possibilidade de se utilizar a rigidez para
calcular os deslocamentos no préximo trecho, pois ela é desconhecida. Admite-se entdo que a
estrutura se desloca em um trecho seguinte, propondo uma tentativa para os deslocamentos. As
forcas internas associadas a essa condigéo deformada proposta devem ser consistentes com 0s
deslocamentos assumidos ou, do ponto de vista energetico, o trabalho interno deve ser igual ao
trabalho externo. Como a configuracéo proposta néo se verifica na primeira tentativa, deve-se
repetir diversas tentativas até que em uma delas o trabalho interno seja equivalente ao trabalho
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externo, utilizando-se entdo processos iterativos para a obtencao dos deslocamentos. Um desses
processos € o método de Newton-Raphson, utilizado nestas aplicacdes, que busca a
convergéncia através da aproximacao da trajetdria de equilibrio da estrutura por retas tangentes
a ela, para satisfazer a equacdo 11 de equilibrio global, segundo Souza Neto, Peric e, Owen
(2011):

fr D)~ f7 =0 1y
Em um estado definido pelo vetor de deslocamento global D;’f;;) , a iteragdo tipica (k)

do esquema de Newton-Raphson consiste em resolver o sistema linear de equacdes:

r&1 = —K,AD® (12)

para AD®) onde define-se o vetor residual r como:

rk-1 = fint(D(k—l)) _ %ﬁq (13)

n+1

e K, como a matriz de rigidez global tangente:

K. =] ,(B)'DBdv =

or
oD, | bk (14)

Com asolugdo D* do sistema linear da equacéo 14, aplica-se a correcdo de Newton para

o0 deslocamento global:

p¥ =p% V4 ap® (15)

n+1 n+1

Cada iteracdo do esquema de Newton-Raphson compreende a solucdo da versao
linearizada da equacdo de equilibrio incremental discretizada (equacdo 12) ou,

equivalentemente, a verséo discreta da equacgéo do trabalho virtual linearizada.

T(Dpy1) = f™(Dnsr) — fr55 =0 (16)
Computacionalmente, a equacdo 12 néo é resolvida determinando a inversa K;1, mas

sim se resolvendo o sistema linear correspondente.
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Figura 7 - Procedimento Incremental-Iterativo com o Método de Newton-Raphson (Souza Neto, Peric e,
Owen, 2011).

O método é esquematicamente ilustrado na figura 7. As iteragdes de Newton-Raphson

sdo repetidas m vezes, até que o critério de convergéncia (equacdo 17) seja satisfeito:

r)

TEARRY 17)

sl —
onde &,; € um residuo ou uma tolerancia de convergéncia de equilibrio suficientemente

pequena.

17



CAPITULO 3

3. MODELO DE DANO DISCRETO PARA INTERACAO ENTRE
SUPERFICIES

3.1. MODELO DE CONTATO

Um modelo constitutivo de dano discreto pode ser empregado para representar o contato

ou a perda de contato entre materiais.

A Figura 8 ilustra um esquema de representagdo bidimensional do contato entre dois
dominios, 2, e 2,. De acordo com esta figura, duas componentes de tensdo estabelecem as

condicGes de contato, de acordo com o deslocamento relativo desses dominios.

Na situacdo apresentada, pode ocorrer o contato entre esses dominios ou a perda dele.
No caso de contato, 0 modelo proposto deve garantir que ndo ocorra a penetracdo dos materiais,

enguanto que na perda de contato este modelo ndo deve impor restricdes.

O modelo proposto pode ser definido mediante uma variavel de dano escalar, d, a qual
sera empregada da seguinte forma:

()-a-af

——
g

} (18)

Qi

o

onde essa variavel assume os valores 0 ou 1, de acordo com as seguintes condicdes:

d {1 casoo >0 (19)

Ocasod <0

em que o e 6 Sao 0s vetores que armazenam as componentes (normais e tangenciais) do tensor

das tensdes nominal e efetivo, respectivamente, na superficie de contato.
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Figura 8 - Componentes de tensdo normal e tangencial de contato segundo o sistema de coordenadas locais

(n,s).
As componentes de tensdo efetivas podem ser calculadas em funcdo das componentes

de deslocamento relativo, como:

)

onde € é uma matriz diagonal que armazena constantes elasticas nas direcdes n e s, e [[u]] é
um vetor que contém as componentes do deslocamento relativo entre os dominios, segundo o

sistema de referéncia local (n, s) ilustrado na Figura 8.

Note que a componente elastica c,, pode assumir um valor elevado, desempenhando o
papel de uma variavel de penalizacdo do deslocamento relativo normal, impondo[[un]] =0,
para 0 caso de contato entre os materiais (compressdo). Entretanto, para representar uma
superficie sem atrito, sem impor resisténcia ao deslizamento relativo, a componente elastica c;

deve assumir um valor nulo (c; = 0).
3.2. MODELOS DE ATRITO DE COULOMB

Nesta secdo descreve-se 0 modelo de dano com atrito, adotando o modelo de atrito de
Coulomb. A equacdo de Coulomb é composta pelas parcelas de coeséo e atrito, a qual define

um limite de ruptura (reta de Coulomb), como ilustrado na Figura 9.
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Figura 9 - Modelo de atrito de Coulomb.
No contexto do modelo de Coulomb, o modelo constitutivo de dano com atrito é

representado pela seguinte relagéo constitutiva:

=1+ Fa-a)] @)

onde d, € [0,1] é uma variavel de dano escalar aplicada somente na componente de tensao

tangencial efetiva, 7. As tensdes efetivas sdo obtidas de forma similar a descrita na equagéo 20,

@ } @{HZ]]]]} @2)

(1]

porém, nesse caso, a componente elastica c¢; assume um valor diferente de zero (cg # 0).

O critério de degradacdo é expresso em termos das componentes de tensao tangencial e

normal, como:

¢ =7l —a{-0) = @(0) <0 (23)

onde @(o) = |t| — a(—0o) é a tensdo equivalente. O simbolo (-) representa a fungdo de
Macaulay, retornando o valor da expressdo quando positiva, e zero em caso contrario. Note que
0 segundo termo desta expressdo esta relacionado com a incorporacao do atrito a modelagem,
sendo a o coeficiente de atrito. Fazendo uma correspondéncia com o modelo de Coulomb, o
coeficiente de atrito escrito na equacdo 23, a, corresponde a tangente do angulo de atrito, ou
seja, a = tang¢. Neste caso, a coesdo € considerada nula (c = 0). A Figura 10 apresenta 0
critério de dano no espaco de tensdes, estabelecendo o dominio eléstico, @(o) < 0,

correspondendo a regido sobre a reta @ (o) = 0.
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Figura 10 - Critério de dano com atrito de Coulomb.
Dividindo a equagdo 23 por (1 —d;), e sabendo que 7 = (1 —d,)T e o =4 (ver
equacdo 21), o critério de degradacdo pode ser reescrito em termos das tensbes efetivas da

seguinte forma:
=Tl —a(—=a)—r=@(@G)-r=<0 (24)
onde r é uma variavel interna do tipo deformacdo, a qual pode ser expressa como:

__dza({-a)
T o1-d,

r

(25)

A partir da equacdo 25, a variavel de dano pode ser escrita em termos da variavel interna,

r e de a(—a), como:

T

d, = (26)

r+a(-6)

Para completar o modelo, escrevem-se as relagdes de Kuhn-Tucker, as quais definem as

condicdes de carga e descarga, ou seja,

Pp<0,7=0,79p=0 (27)
e a condicéo de consisténcia,

7¢ =0caso @ =0 (28)

a qual, em conjunto com a equacdo 27, fornece a seguinte lei de evolucdo explicita para a

variavel interna do tipo deformacao:

r = max|[®(a)] (29)

De acordo com a equagédo 29, r assume 0 maximo valor atingido por @(&) durante o

processo de carregamento.
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3.3. MODELO DE CONTATO COM ATRITO

A fim de representar o contato ou a perda de contato entre materiais levando em
consideracdo os efeitos provenientes do atrito, pode-se utilizar em conjunto os dois modelos
descritos anteriormente, nas subsecfes 3.1 e 3.2. Assim, a combinacéo desses dois modelos fica

descrita pela seguinte relacdo constitutiva:

(=la-wf+{a-a (30

Nesse caso, a varidvel d, é aplicada para degradar somente a componente de tensao
tangencial, enquanto a variavel d é utilizada para degradar todas as componentes do vetor de

tensoOes efetivas.

E importante observar que no caso de contato entre os materiais (em solicitacdo de
compressdo) a variavel de dano oriunda do primeiro modelo assume valor nulo (d = 0). Assim,
a relacdo constitutiva passa a ser governada pela variavel de dano proveniente do segundo
modelo, d,, que pode assumir valores diferentes de zero, de acordo com o critério de
degradacéo e a lei evolugao descritos nas Equagdes 26 e 29, respectivamente. No caso de uma
separaGao entre os materiais (em solicitacdes de tracdo), a variavel de dano d assume o valor
unitario (d = 1), reduzindo completamente as componentes de tensdo efetivas, permitindo

dessa forma uma separacdo sem restricdes entre 0s materiais.
3.4. ESQUEMA DE INTEGRAC;AO DO MODELO CONSTITUTIVO (IMPL-EX)

Oliver et al. (2006, 2008) propuseram um algoritmo de integracdo de modelos
constitutivos, denominado IMPL-EX, buscando obter a estabilidade oferecida pelos métodos

explicitos com a precisdo dos métodos implicitos.

O IMPL-EX consiste na utilizacdo dos métodos de integracdo implicito e explicito em
um mesmo passo de carregamento, compreendendo dois estagios de integracdo. No primeiro
estagio, calculam-se as variaveis internas de maneira implicita (variavel interna do tipo
deformacéo r,,,,(&,41) € a variavel interna do tipo tenséo q,,,1(€,+1)). NO segundo estagio,
obtém-se a variavel do tipo deformacéo (,..,) mediante uma extrapolacéo linear dessa variavel

calculada nos dois passos que antecedem o passo corrente (t,41), tp—1 € ty.

As principais vantagens do IMPL-EX sédo a garantia de convergéncia do modelo com

uma unica iteracdo e 0 menor custo computacional quando comparado ao algoritmo implicito.
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Contudo, o método viola a condicao de consisténcia e, consequentemente, os resultados
podem perder precisdo ou apresentar oscilaces. Oliver et al. (2008) afirmam que esses

problemas podem ser contornados adotando-se incrementos de carga pequenos.

A Tabela 1 apresenta o algoritmo de integracdo implicito-explicito para o modelo de

dano proposto, o qual pode ser obtido de forma fechada, para um procedimento incremental.

Tabela 1 - Algoritmo de integracdo implicito-explicito do modelo de contato proposto.

Paréametros de Entrada: C, ¢ r ., Ar,__,G

n+1* “(n) (n)’~ (n)

x 0 [ Unms) ]
Calcular as tensoes {_(”“)} - C”O] [ “]
. T(n+1) ﬂ?i/ [uS ]
efetivas T C (n+1)
n —_— ———

[[u]](n+1)

Pamr1) = |Gn+n| — A=) — Ty = (@) (1) — Ty < O
Verificar o critério Verdadeiro: 1,41y = 1(n

Falso: T'(n+1) = (p(n+1)

Calcular a variacao
da variavel interna,
de forma implicita, Aty = Tne1) — T

para ser usada no

préximo passo

- _ AT'(n)
Extrapolar a Tn+1) =Tn) T Tdtn+1
n

variavel interna
Aty =ty —th-1; Atp1 = thyr — by

d~ _ ‘F'(Tl+1)
e R N R A(JCTEN)

Atualizar as

variaveis de dano
n 0casoay) <0
d(n+1) = {1 =

caso oy >0
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« g - 0 ; ;

Calcular as tensdes G [ 1-—d { } {"(n+1)}] 1-4d
t { T(n+1) ( T(n+1)) T(n+1) * 0 ( (n+1))
correntes
O(n+1)
Calcular a matriz 0%
S 0 (n+1) . ~ 00 ¢, 0 A
constitutiva m = ((1 - d_[(n+1)) [0 CS] + [On 0 ) (1- d(n+1))

tangente

Parametros de Saida: 1,41y, A7(n+1), Gns1) F(ns1)s

90 (n+1)

0&m+1)
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CAPITULO 4

4. ACOPLAMENTO DE MALHAS NAO CONFORMES

4.1. VISAO GERAL DA ESTRATEGIA PARA ACOPLAMENTO DE MALHAS NAO
CONFORMES

Neste capitulo, apresenta-se a metodologia da técnica de acoplamento proposta
recentemente por Bitencourt Jr. et al. (2015).

Considera-se inicialmente um problema de dominio 2 e contorno I" no plano XY. Esse
dominio é subdividido em dois subdominios, denominados 2* e 2?2 que foram discretizados de
forma independente (Figura 11(a)). No caso mais geral, devido a possiveis diferencas nas
dimens@es e natureza dos subdominios, as posi¢des dos nos na interface de duas malhas
adjacentes podem ndo ser coincidentes. Assim, o contorno comum aos subdominios I''?2 =

r'* nr2édenominado como interface ndo conforme, como mostra a Figura 11.

O procedimento geral adotado para acoplar estes subdominios se baseia no uso dos
elementos finitos de acoplamento (EFA), que tém a funcdo de compatibilizar as malhas
discretizadas independentemente, através da transmissdo de forcas de reacdo ao deslocamento

relativo entre as malhas.
Pode-se resumir este procedimento com 0s seguintes passos:

a) ldentificacdo, na interface comum I''?2 = ' 0 I'? dos subdominios, dos nds “soltos”
(aqui representados pelos nos vermelhos na Figura 11). Note que 0s nds considerados
“soltos” pertencem aos elementos da malha fina em comparacdo a outra malha
denominada grosseira. Vale lembrar que a denominacédo fina e grosseira atribuida as
malhas se deve ao grau de refinamento de ambas, em comparagdo uma com a outra, ou
seja, a malha com maior refinamento (mais discretizada) denomina-se fina e a outra

denomina-se grosseira.
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b) Criacdo dos EFAs, simplificadamente apresentada na Figura 11. Este passo é detalhado
posteriormente, ainda neste capitulo.

c) Insercdo dos EFAs criados no sistema de equacdes do problema, de acordo com a lei
que rege a interacdo entre os subdominios, ou seja, o tipo de acoplamento que se deseja,

a partir da interpretacdo fisica do problema.

A

Figura 11 — Procedimento de acoplamento de malhas de elementos finitos ndo conformes: a) problema 2D
com duas malhas ndo conformes; b) processo de identificacdo dos n6s que irdo compor os elementos de

acoplamento; c) criacédo e insercao dos elementos de acoplamento (Bitencourt Jr. et al., 2015).

De acordo com a Figura 11(c), cada EFA tem 0 mesmo nimero de nos dos elementos
finitos do subdominio subjacente Q" e mais um nd extra da malha do subdominio 22e
pertencente ao contorno I'*2, ou seja, os nos “soltos” representados na cor vermelha na Figura
11. Denomina-se este nO extra como nd de acoplamento. Desta forma, os novos elementos
sobrepdem a malha original do subdominio 2 ao redor da interface ndo conforme. Identifica-
se facilmente na Figura 11(c) os elementos especiais criados utilizando-se os nos “soltos” da

malha fina, ao redor da interface ndo conforme.
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Vale a pena ressaltar que os nds de um mesmo elemento finito podem ser utilizados para
acoplar mais de um né “solto”, isto ¢, pode-se criar diversos EFAS utilizando os mesmos “nds
base” pertencentes ao elemento finito original, acoplando diversos nos “soltos” pertencentes a
interface ndo conforme. A Figura 11(c) mostra os quatro EFAs criados neste exemplo, EFA; =
{i,j,k,c1}, EFA, = {k,|,m,c,}, EFA; = {m,n,o0,c3} e EFA, = {i, ], k, ¢4}, dos quais 0s nos
1, C2, C3 € C4 S80 0S NOS de acoplamento. Note que 0 EFA; e o EF A, sdo elementos finitos de
acoplamento sobrepostos tendo o0 mesmo elemento finito original base do subdominio 21, mas

com diferentes nds de acoplamento (c, e c,) do subdominio 22.

Por possuirem nds pertencentes aos dois subdominios ndo conformes, os elementos de
acoplamento garantem a compatibilidade de deslocamentos e a transferéncia das forcas de
interacdo entre os respectivos subdominios. Note na Figura 11 que, por motivos de
simplificacdo, o exemplo utilizado tem alguns nés da malha grosseira e refinada coincidentes
para evitar a necessidade de muitos EFAs na regido de interface. Isso tornaria a figura muito
complexa. Entretanto, vale lembrar que as posi¢Ges dos nds de ambas as malhas na interface

sdo totalmente arbitrarias.

E importante notar que no método de acoplamento de malhas ndo conformes proposto,
nenhum grau de liberdade é introduzido ao problema, uma vez que, cada elemento de
acoplamento foi construido com base em um elemento pertencente ao dominio 21 e um né
“solto” denominado “n6 de acoplamento” que pertence a um elemento adjacente pertencente

ao dominio 22.

Desta forma, apds o procedimento de acoplamento descrito acima, o vetor de forca

interna e a matriz de rigidez, podem ser escritos como:

Fint = A"¢'a" (Finty 1 4 47'0% (Fint) 2 4 ATele (pint)C (31)
l l
K = A, P (KO + A" (KO + ALZE(K)C (32)

onde A representa o operador de montagem do elemento finito; a primeira e segunda parcelas
das equacOes 31 e 32 sdo as contribuicGes dos elementos finitos padrdes pertencentes aos
dominios 2e 022, respectivamente; e as terceiras parcelas dessas equacdes sdo as contribuicdes

dos elementos de acoplamento. A formulagéo do EFA e suas fungdes séo descritas a seguir.
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4.2. ELEMENTO FINITO DE ACOPLAMENTO

4.2.1. FORMULACAO GERAL DO EFA

Segundo Bitencourt Jr. et al. (2015), considere um elemento finito paramétrico padrédo
de dominio 2¢ com niimero de nds igual a nn e fungdes de forma N;(X)(i = 1,nn), que sdo
definidas para os pontos materiais X € ¢, tal que, o deslocamento U de qualquer ponto pode

ser interpolado pelos deslocamentos nodais D;(i = 1,nn), como segue:
UxX) = Y™ N; (X)D; (33)

onde N; sdo as funcdes de forma do elemento e D; sdo os deslocamentos nodais.

bt 9

C o lim+1)

ni=4

Figura 12 - Elementos finitos de acoplamento 2D: a) triangular e b) quadrilateral
(Bitencourt Jr. et al., 2015).

O EFA é um elemento finito que contém os nds do elemento finito paramétrico padrao
e mais um no extra, nn + 1, chamado de né de acoplamento (C,,,4.), Situado no ponto material
X, € ¢, como ilustrado na Figura 12. O n6 extra pode estar em qualquer posi¢do no elemento,

incluindo seu contorno, como é representado no elemento quadrilateral da Figura 12(b).

Define-se um deslocamento relativo [[U]], como a diferenca entre o deslocamento do
no C,oqe € 0 deslocamento de um ponto material X, com as suas coordenadas, calculadas
utilizando as fun¢des de forma do elemento base, no qual, o C,,,4. pertence ao seu dominio,

como segue:

[[U]] = Dpny1 — l_](XC) = Dpns1 — 111:1 Ni (X¢)D; = B.D, (34

na qual, B, pode entéo ser definida como:

B, =[-N(X¢) —N,(Xo) ... —Npn(Xe) 1] (35)
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e N; = N;I, onde I é a matriz identidade de ordem 1 ou 2, para exemplos 1D e 2D,
respectivamente. Observe que a matriz B, ndo é bem a conhecida matriz
deslocamento/deformacéo B, utilizada para os elementos finitos padréo. O vetor que armazena

0s componentes de deslocamento é dado por:

D, = (36)

DTLTL+1

4.2.1.1.VETOR DE FORCA INTERNA

Em Bitencourt Jr. et al. (2015), tem-se que o trabalho virtual interno do elemento de
acoplamento é dado por:

SW;m = s[UTTF([UT) (37)

onde F([[U]]) é a forca de reacdo devido ao deslocamento relativo [[U]], e S[[U]] é um
deslocamento relativo arbitrario, compativel com as condi¢des de contorno do problema.

Aplicando para o deslocamento relativo virtual a mesma aproximacdo usada para o
deslocamento relativo, 6[[U]] = B,5D,, o vetor de forca interna do elemento de acoplamento

pode ser escrito como:

FJ* = B{ F([UD) (38)

4.2.1.2.MATRIZ DE RIGIDEZ EFA

Assim, a matriz de rigidez do elemento finito de acoplamento é definida como:

_ SFJ"

K. = 5D,

= BT C:yB, (39)

onde C,, = aF([[U]])/a([[U]]) é o operador tangente da relacdo constitutiva entre a forca de

reacao e o deslocamento relativo. Note que se pode dizer que o EFA ndo é um elemento finito
padrdo, e s é utilizado para restringir os n6s acoplados usando as fungdes de forma do elemento

base, ou seja, ndo ha regra de integragéo especifica para ele.
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4.2.2. MODELO LINEAR ELASTICO

Bitencourt Jr. et al. (2015) apresenta 0 modelo linear el&stico relacionando a forca de

reacdo e o deslocamento relativo do elemento finito de acoplamento da seguinte forma:

F =c[[U]] (40)
F =CB.D, (41)
onde C ¢é a matriz de constantes elasticas.

Consequentemente, da equagéo 41, considerando as equagdes 38 e 39, o vetor de forga

interna e a matriz de rigidez do elemento EFA tornam-se:

F*t = BTCcB,D, (42)
(5]
K = BICB, (43)

4.3. ACOPLAMENTO RIGIDO

O acoplamento rigido aplicado a compatibilidade de duas malhas ndo conformes,
segundo Bitencourt Jr. et al. (2015), e como representado na Figura 11, pode ser imposto
assumindo-se um altissimo valor de rigidez eléstica para os EFAs se comparado a rigidez dos
elementos finitos isométricos padrdo do modelo. A matriz de constantes elasticas é definida

como:

¢ 00

C=lo ¢ 0 (44)
0 0 C

onde C representa um alto valor de rigidez elastica, que desempenha o papel de um fator

penalizante no deslocamento relativo. E importante notar que por conta das condices de

equilibrio, a forca de interacdo na equacao 43 deve ser limitada. Consequentemente, quando as

constantes elasticas tendem a um valor muito alto, os componentes de deslocamento relativo

[[U]] devem tender a zero.

Nota-se que para analises com acoplamentos rigidos, o terceiro termo da equacdo 32
corresponde aos termos de penalidade que impdem restricdo entre os deslocamentos

interpolados do elemento finito padrdo e os deslocamentos dos nds acoplados. Note também
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que o acoplamento rigido é obtido atribuindo-se [[U]] = (), assumindo um alto valor de rigidez

eléstica.
4.4, ACOPLAMENTO NAO RIGIDO ENTRE DOMINIOS NAO CONFORMES VIA EFA

Para representar o contato entre subdominios independentes e discretizados por malhas
de elementos finitos ndo conformes, utiliza-se a técnica de acoplamento néo rigido, mediante o
emprego de EFA, como proposto por Bitencourt et al. (2015), e um modelo de dano robusto
que seja capaz de representar de forma adequada a interacdo entre esses subdominios.

Seja 0 esquema de acoplamento de malhas ndo conformes em um sistema de
coordenadas globais (X1, X2) e locais (n, s), conforme ilustra a Figura 13 . Na interface de
contato entre os subdominios 2, e £2,, essa figura mostra com detalhes um n6 do subdominio
0, (numerado como nd j) sendo acoplado ao subdominio 2; mediante a definigdo de um EFA
(EF A;). Assim, ainda de acordo com essa figura, as componentes do deslocamento relativo e
da forca de reagdo ao descolamento relativo do no j, podem ser escritas segundo o sistema de
coordenadas locais, (n, s), como apresentadas na equacdes 45 e 46, R é a matriz ortogonal de

rotagéo, [[U]], e [[u]], séo os vetores em coordenadas globais e locais que armazenam as

componentes do deslocamento relativo entre 0 nd acoplado j e seu ponto material, j’,
respectivamente. F; e f; sdo os vetores das componentes de forca de reacdo ao deslocamento

relativo, segundo os sistemas global e local, respectivamente.

Figura 13 - Esquema de acoplamento em um sistema de coordenadas globais e locais.
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A} (1

(IR E—((UAT}
&%m}_EﬁJﬁwmj (46)
Ul ) == Welly)

No ambito de um sistema de coordenadas locais e de acordo com a Figura 13, pode-se
escrever as componentes de forca de reacdo ao deslocamento relativo em termos das

componentes de tensdes, como:

(e} =4 (), (47)
T e

onde A; corresponde a area de influéncia do no6 acoplado j. Considerando que as tensdes séo

constantes na vizinhanca do no j, a area de influéncia deste n6 pode ser calculada da seguinte

forma:
4y =828 = (48)

L
onde [; € o comprimento de influéncia, obtido da média aritmética entre as metades das

distancias dos dois nos adjacentes (i e k), e & € a espessura fora do plano de analise.

Assim, uma relagdo constitutiva discreta pode ser definida entre tensdo e o

deslocamento relativo no contato, como:

o=x([ful]) (49)

onde X € a relacdo constitutiva empregada para representar o comportamento de interacdo no
contato. Os modelos que serdo empregados para esse proposito foram descritos nas subsecoes
3.4.1, 3.4.2 e 3.4.3. Entretanto, vale apena mencionar que outros modelos poderiam ser

utilizados para essa finalidade.

Nesse contexto e de forma generalizada, o vetor de forga interna e a matriz de rigidez

globais do elemento de acoplamento podem ser obtidos da seguinte forma (ver subsecéo 4.2.2.):

Fine = B¢[R"f] = B{[R" Ac] (50)
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_ pT | pT 4 9%
K, = B [R AT R] B, (51)

onde B, é a matriz que relaciona deformacdo e deslocamento modificada, escrita na
equacdo 44. C., € a matriz constitutiva tangente, e 0X/0[[u]] é o operador constitutivo
tangente do modelo constitutivo, consistente com o algoritmo de integracdo apresentado na

Tabela 1.
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CAPITULOS5

5. EXEMPLOS NUMERICOS

Os exemplos a seguir tém a intencdo de demonstrar as caracteristicas de acuracidade e
robustez da técnica proposta de acoplamento de malhas de elementos finitos ndo conformes,
aplicados a problemas mecénicos de contato. Do ponto de vista da classificacdo do contato,
serdo abordados exemplos em que as superficies de contato j& sdo conhecidas desde o inicio da
analise, considerando a interacdo entre os sélidos como um contato conforme. Problemas com

atrito e sem atrito serdo abordados.
5.1. INTRODUCAO -EFA 1D

Em um primeiro momento, ser utilizado o elemento de barra com um grau de liberdade
por n6. Embora essa abordagem seja introduzida utilizando-se como “pano de fundo” o
elemento de barra, constatar-se-a que ela sera absolutamente geral. Desta forma, a partir de um
exemplo simples, serdo estabelecidos os procedimentos e generalizagbes cabiveis,
fundamentais para o entendimento da técnica, de modo a tornar o estudo mais didatico em um

primeiro momento, facilitando posteriormente o entendimento da formulacao geral.

Sabe-se, do estudo da Resisténcia dos Materiais, que uma barra consiste em um
elemento estrutural reto, com seu comprimento muito maior que as dimensdes de sua secao
transversal. As forcas externas atuantes em um elemento de barra sdo aplicadas nos nés.
Excepcionalmente, uma barra pode estar sujeita a cargas atuando no interior do membro, ou
seja, entre 0s nos. Para os fins desta abordagem, essas cargas podem ser substituidas por cargas

estaticamente atuando nos nds, ou seja, cargas nodais equivalentes.

Adotando-se elementos de barra com 1 grau de liberdade por nd, tém-se que esses

elementos transmitem apenas forgas axiais de tragdo ou compressdo, ou seja, transferem
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esforgos somente no sentido do seu eixo longitudinal. Para esse elemento ndo sao contabilizados
esforcos decorrentes da acdo de momentos fletores, torcores e forgas cortantes. Assim, a barra
contabiliza apenas a rigidez axial do membro estrutural. Para o propésito inicial de facilitar o
entendimento da técnica, seré utilizado entéo o elemento unidimensional de barra com dois nos

e um grau de liberdade por no.

nt 0?
Elemento A - Padrao Elemento B - Padréo
no 1 no3 no?2
O @—oO

Elemento C - EFA
(d)

Figura 14 — Procedimento de acoplamento de malhas de elementos finitos ndo conformes aplicado ao
exemplo unidimensional: (a) problema real - geometria e condi¢éo de contorno; (b) modelo de calculo
discretizado — processo de identificacdo dos n6s que irdo compor os elementos de acoplamento; (c) criacao
e insercdo do EFA no modelo e (d) elementos finitos utilizados neste exemplo — dois elementos padréo e

um elemento especial.
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Utilizando-se os procedimentos para o acoplamento de malhas ndo conformes
apresentados no capitulo 4, considera-se duas barras trabalhando em conjunto, onde a barra A
de dominio 2 tem secdo circular vazada de area A e a barra B, de dominio 22, tem secdo
circular de area B, onde seus dominios se sobrepdem em 212 = 2! N 2. Ambas as geometrias

sdo apresentadas na Figura 14(a).

E possivel observar na Figura 14(a) que a barra A tem seu didmetro interno maior em
uma de suas extremidades, possibilitando que a barra B seja inserida dentro da mesma. Esse
rebaixo tem a funcéo de limitar o deslocamento da barra B caso exista a tendéncia das barras
se aproximarem, ou seja, esforcos de compressdo no conjunto. Do ponto de vista fisico,
considerando apenas o grau de liberdade unidimensional no eixo X, se as barras A e B se
aproximarem, o modelo deve ser capaz de impedir a penetracéo dos corpos. Para tal condicéo,
¢ adotado um acoplamento rigido. Na condicdo de tracdo das barras, considera-se que o atrito
é a unica forca que restringe a barra B de se mover como corpo rigido. Para tal condicdo, é
utilizado outra lei constitutiva para o acoplamento, com base na mecanica do dano. A

formulacdo destes modelos se encontra na secao 3.

Apbs a analise cuidadosa do problema de engenharia em questdo, discretizam-se 0s
dominios 2! e N2 utilizando-se 1(um) elemento finito para cada dominio. Apresenta-se a
montagem do modelo de célculo na Figura 14(b) e os elementos utilizados na Figura 14(d).
Observa-se que o procedimento e as consideragdes gerais do uso da técnica ndo se alteram pelo
fato de apenas um elemento finito ser utilizado em cada dominio. A importancia do exemplo
discutido em seguida ndo reside nas expressdes matematicas ou dimensfes das matrizes

envolvidas, mas sim no conceito envolvido.

Definido o modelo de célculo, iniciam-se os passos do procedimento geral da técnica.
A primeira etapa € a identificacdo, no dominio sobreposto 22, dos nds “soltos” (também se
representou os nds “soltos” pelos nds vermelhos, como se pode ver na Figura 14(b)). Neste
caso, 0 n6 extra pertence a malha da barra B, chamada aqui de malha fina. O segundo passo é
a criacdo dos EFAs. Como apenas um no sera acoplado, faz-se necessaria a geracao de somente
um EFA, conforme a Figura 14 (b). Por fim, o novo elemento € inserido no sistema de equagdes

do problema, possibilitando o acoplamento das malhas (Figura 14(c)).

Considerando uma abordagem linear, o procedimento para a resolucéo e as equagoes

geradas ao longo do célculo sdo apresentadas.
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5.1.1. ANALISE LINEAR

Levando-se em consideracdo que o acoplamento entre as malhas é considerado
idealmente rigido, onde a area de contato ndo varia durante a andlise e as forcas externas séo
aplicadas sempre no mesmo sentido, 1 (um) passo de carga seria o suficiente para se chegar a
correta solugcdo do sistema. Isso porque a rigidez do elemento finito de acoplamento, uma vez
calculada, ndo seria alterada para qualquer direcdo de solicitagdo ou deslocamento dos nds, isto
é, este elemento obedeceria a uma mesma lei constitutiva para qualquer situacdo de

carregamento. Conclui-se, entdo, que tal problema poderia ser tratado como linear.

5.1.1.1. INTERPOLACAO DO CAMPO DE DESLOCAMENTOS - FUNCOES DE FORMA

Para cada incremento de carga, tem-se que o campo de deslocamentos U dos elementos
finitos isoparamétricos padréo é definido pela interpolacdo dos dois nés de seus Vvértices, tal

que, para um ponto material X no seu dominio, pode-se escrever:
— — — -
Us(X) = N1D; + N;D, = Zi=1N,-(X)D,- (52)

4
J=

onde N,;, N,, N;e N,sao as funcdes de forma do elemento e D,, D,, D; e D, Sd0 0S

deslocamentos nodais.

Vale a pena notar que devido ao fato dos elementos A e B serem 0 mesmo tipo de
elemento finito (barra de trelica ou simplesmente barra), as funcbes de forma séo as mesmas

para ambos o0s elementos, ou seja, N; = N; e N, = N,.
5.1.1.2. CALCULO DAS DEFORMACOES

Para se calcular as deformacGes em qualquer ponto dentro do elemento finito
isoparamétrico padrdo, parte-se dos conceitos da teoria de vigas, onde tem-se que as

deformac6es estdo ligadas a derivada dos deslocamentos, escrevendo-se entao:

D D,-D 1 11 (D

&4 = X ZL L= B,D,=> {e4} = [_Z +Z] {Di} (54)
dD  D,-D 1 11 (D

SB = _aX = _4L 3 = BBDB = {SB} = [_z +Z] {Di} (5’5)
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Para o EFA, define-se um deslocamento relativo, como a diferenca entre o deslocamento
do no extra (Cnode) e o deslocamento de um ponto material X, com as suas coordenadas,
calculadas utilizando as fungdes de forma do elemento base (N; e N;) cujo Cnode pertence ao

seu dominio, como segue:

— 2 —
[U] = Ds — U(Xc) = D; — )., Ni(X)D; = B.D, (56)
D,
(U] = [_Nl =N, 1] {DZ} (57)
D3
5.1.1.3. CALCULO DAS TENSOES
Como consequéncia do célculo das deformagbes determinam-se as tensbGes dos
elementos padrdes, utilizando-se neste caso a lei de Hooke como relagdo constitutiva para
materiais linearmente elasticos e isotrdpicos, expressa por:
O'A:C£A:CBADA (58)
aB=C£B=CBBDB (59)
onde C, neste caso, & o modulo de elasticidade E, do material.
A partir do deslocamento relativo [U] definido no ambito do EFA, calcula-se a forca de
reacao presente na interacdo das partes, F([U]), que representa a forca de contato entre 0s

componentes. Distribuindo-se tal forca na area superficial de contato A., obtém-se a tensdo de

contato entre as superficies:

F([UD)
O ==, (60)

5.1.1.4. DETERMINACAO DOS VETORES DE FORCA INTERNA

Os vetores de forca interna dos elementos padrdes sao entdo determinados:

Fi* = Blo,A,L, (61)
Fi*t = BLopAgzLy (62)

onde A, e Ag sdo as areas das secOes transversais dos elementos A e B e L e Lg s@o seus

respectivos comprimentos.

Da equacdo 42, sabe-se que o vetor de forca interna do elemento de acoplamento pode

Ser escrito como:
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Firt = BTF([U]) = BLCBD, (63)

5.1.1.5. DETERMINACAO DA MATRIZ DE RIGIDEZ DA ESTRUTURA ACOPLADA

Da teoria apresentada no capitulo 2, item 2.1, tem-se que a rigidez K da estrutura é dada

por:
K, = fvolBECBAdvol (64
Kp = fvol BECBdeol (65)

onde C é matriz de constantes elasticas.

Considerando que o problema em questdo é unidimensional, a matriz de constantes

elésticas C se resume ao modulo de elasticidade, E. Substitui-se também d,,,; = Ad,.
Da formulacédo do elemento finito de acoplamento, tem-se:

K. = BLCB, (66)

Decorre destas formulagdes, entdo:

+2 2 0 0
L L
EA EA
Ky=|-7 +_ 00 (67)
0 0 0 O
L0 0 0 O
0 0 0 0 1
0 O 0 0
Kg=10 0 +% —% (68)
o0 -2 +%
- L L_
_+CN1N1 +CN1N2 _CN1 0
+CN;N, +CN,N, —CN, O
K — 11V2 24V2 2 69
¢ —CN, —CN, +C 0 ©9)
0 0 0 0

Montando a matriz de rigidez da estrutura para se entender melhor qual a contribuicéo

de cada elemento ao conjunto, tem-se:
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1 A
I L +Z 0 -—N, L L
K=[ BTEBAd,=>K = [, . 1y E| o 0 _% +% Ad, (70)

[+ 4+ CNiNy — =+ CN,N;  —CNy 0]
—Z4CNN; +=+CN,N,  —CN, 0

K= (71)
—CN, —CN, +2+c -2
i 0 0 -2+

Note que fica claro o papel do novo elemento inserido no modelo de calculo para que
as malhas possam ser acopladas. Em uma analise padrdo sem o EFA, o determinante da matriz
de rigidez K seria nula, mesmo ap0s a aplicacdo das condic¢des de contorno, tornando o sistema
impossivel de ser determinado, ou seja, 0 elemento B estaria “solto” no sistema e se deslocaria

infinitamente.

Apos a determinacéo da matriz de rigidez da estrutura objeto de calculo, continua-se a

rotina padrdo de calculo que consiste, basicamente, em:

a) aplicacdo das condi¢cbes de contorno naturais e essenciais, determinando-se o vetor de
forgas externas; e

b) resolucdo das equac@es de equilibrio geradas.

Com este exemplo tedrico, pode-se visualizar de forma mais clara e direta como o
elemento finito de acoplamento interage com as malhas padréo, possibilitando o acoplamento
de malhas ndo conformes. Vale ressaltar o fato de que ndo ha adicao de novos graus de liberdade
e ndo ha necessidade do enriquecimento das funcdes de forma, ou seja, a criagdo de novos EFAS

ndo exige maiores recursos computacionais.

5.1.2. ANALISE NAO LINEAR

Como visto anteriormente, problemas que envolvem variacdo de rigidez ao longo da
analise necessitam que os carregamentos sejam divididos em passos, de forma a possibilitar que
tal variacdo seja corretamente contabilizada em cada incremento e que as matrizes sejam
atualizadas. Portanto, adota-se o procedimento de célculo ndo linear para a resolugéo de tais

exemplos que envolvam os elementos finitos de acoplamento. Tais procedimentos sdo 0s
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mesmos apresentados simplificadamente no Capitulo 2 e no item 5.1.1. desse trabalho
adicionando-se, agora, a consideracdo de variacdo da rigidez do EFA.

5.1.2.1. INCREMENTOS DE CARGA

Partindo-se do principio de que a anlise ocorrerd de forma incremental, define-se

inicialmente o nimero de passos que serdo necessarios para a correta solugdo do problema.

Em problemas de contato, em que se considera o acoplamento como ndo rigido, o
numero de passos deve ser atribuido levando-se em consideracdo a complexidade das condi¢fes
de contorno e da interacdo entre as partes. Em outras palavras, o numero de divisdes é
diretamente proporcional a complexidade da funcao que rege o carregamento e das superficies
de contato. Levando-se em consideracdo também a necessidade do IMPL-EX de ter-se valores

pequenos de incremento, foram adotados 100 incrementos de carga.

Como a rigidez esta agora condicionada ao deslocamento, atribui-se um vetor arbitrario
de deslocamento inicial (vetor nulo de deslocamentos) e resolve-se o problema, realizando-se
ao final o calculo do residuo do equilibrio entre o vetor de forgas internas e externas, como rege

a equacéo 11.

Com tal residuo, estima-se um novo vetor de deslocamento utilizando-se o Método de
Newton-Raphson, procedimento iterativo de solucdo de equagdes, amplamente utilizado nestas
aplicacdes, que busca a convergéncia atraves da aproximacao da trajetdria de equilibrio da
estrutura por retas tangentes a ela, para satisfazer a equacdo 11 de equilibrio global, segundo
Souza Neto, et al. (2011).

Desta forma, procede-se com a iteragdo do vetor de deslocamentos, considerando novas
estimativas D,,,, obtidas da equacdo 15, até o atendimento a tolerancia de convergéncia de

equilibrio &:,;.

No caso do elemento finito EFA, ainda ha uma etapa extra nessa rotina que consiste em
avaliar os resultados do deslocamento relativo de dois passos anteriores (utilizando-se o IMPL-
EX) para se aplicar o modelo constitutivo condizente com o comportamento fisico que se deseja

e representar a perda de aderéncia ou o contato entre as partes.
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Para demonstrar a robustez e simplicidade da técnica tem-se, a partir deste exemplo,
abordagens onde seréo apresentados casos do cotidiano da engenharia que envolvem contato.

5.2. BARRAS INTERFERENTES SOB COMPRESSAO — EXEMPLO COM ELEMENTOS
FINITOS PADROES CONSIDERANDO-SE O ACOPLAMENTO RIGIDO

Em projetos mecénicos, € comum se encontrar unides mecanicas realizadas por
interferéncia. O processo de montagem pode ser realizado agquecendo-se 0 componente que ira
receber o outro, ou resfriando o componente que serd montado. Fisicamente, atraves do calor
pode-se alterar a dimensdo dos componentes (dilatacdo ou contracdo do corpo), possibilitando
a montagem. Apo6s 0 retorno dos componentes a temperatura de trabalho, surgird uma forga
normal entre as superficies de contato, dada pela interferéncia gerada entre as partes. Devido a
tal forca normal, tem-se entdo o aparecimento de forcas de atrito entre 0s componentes, que

serao responsaveis por resistir ao movimento relativo das partes.

Considere duas barras de material aco ASTM A36, mddulo de elasticidade E =
210.000 MPa, com dimensBes geométricas segundo a Figura 15 e discretizadas, cada uma,
com dois elementos lineares de barra padrdo, Figura 16 (dois nés por elemento e um grau de
liberdade por nd). Neste exemplo, assume-se a hipotese de que a unido € idealmente rigida, ou
seja, considera-se que a forca de atrito é suficiente para garantir que ndo haja movimento
relativo entre os componentes. As barras, engastadas na extremidade esquerda, sdo submetidas
a uma carga axial de compressdo de 4000N aplicada na extremidade oposta ao engaste,

subdividida em 10 passos de carga, como apresentado na Figura 17.

@10mm @12mm
Ql4mm

100 20m 100

Figura 15 — Descri¢do do problema.
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Elemento 1 Elemento2 Elemento3 Elemento 4
Padrao Padrao Padrao Padrao

Figura 16 — Malha de Elementos Finitos.

Engaste

Figura 17 — Condigdes de Contorno.

Para o problema apresentado espera-se, devido ao carater linear da analise, que a
evolugéo dos deslocamentos por passo de carga seja linear, como pode-se observar na Tabela

2. O deslocamento nodal do n6 1 (um), decorrente da condicao de contorno, é zero.

Tabela 2 — Deslocamentos nodais [mm] por passo de carga.

DESLOCAMENTOS NODAIS - 10 PASSOS DE CARGA

PASSO1 | PASSO 2 | PASSO3 | PASSO 4 | PASSO 5 | PASSO 6 | PASSO 7 | PASSO 8 | PASSO 9 | PASSO 10
NO 0,1xF 02xF | 03xF | 04xF | 05xF | 06xF | 0,7xF | 08xF | 09xF F
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2 -0,000347| -0,00069| -0,00104| -0,00139| -0,00174| -0,00208| -0,00243| -0,00278| -0,00313| -0,00347
3 -0,000695| -0,00139| -0,00208| -0,00278| -0,00347| -0,00417| -0,00486| -0,00556| -0,00625| -0,00695
4 -0,000926| -0,00185| -0,00278| -0,00371| -0,00463| -0,00556| -0,00648| -0,00741| -0,00834| -0,00926
5 -0,001158| -0,00232| -0,00347| -0,00463| -0,00579| -0,00695| -0,0081| -0,00926| -0,01042| -0,01158

De forma simples, pode-se validar os resultados obtidos para cada elemento, baseando-

se na formulacgdo analitica para uma barra sob compresséo:

__FL

Ad = (72)
Considerando o elemento 1 (um) para verificagdo no primeiro passo de carga, tem-se:

e F=-400,0N;

e L =5500mm;

e E=210.000 MPaq;
e A=3016mm?2
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Com tais parametros de entrada para esta etapa de carregamento, calcula-se o

deslocamento do né 2 (dois), d, = —0,000347mm.

Da mesma forma, apresenta-se os resultados de tensdo por elemento (Figura 18) e os

verifica pela formulagdo analitica de barras sob compresséo:

o=" (73)

Para o elemento 4, considerando o Gltimo passo de carga, tem-se que F = —4000 N e
A = 452,4 mm?, sendo entdo o = —8,8417MPa.

-13,26 MPa
Elemento1 Elemento2 Elemento3 Elemento 4
Padrao Padrao Padréo Padrao
-8,84 MPa
-13,26 MPal-13,26 MPa
OMPa

Figura 18 — Tensao de Compressao, para o ultimo passo de carga.

5.3. BARRAS INTERFERENTES SOB COMPRESSAO — EXEMPLO COM ELEMENTOS
FINITOS DE ACOPLAMENTO CONSIDERANDO ACOPLAMENTO RIGIDO

Utiliza-se o mesmo exemplo do item 5.2. A Figura 19 traz os elementos finitos
considerados no modelo. S&o 4 elementos finitos padrdo e um elemento finito de acoplamento.
Neste caso, 0 EFA tem como base o elemento 2, de nés 2 e 3, acoplando o né 4 do elemento 3.
Observa-se que 0 nd 4 poderia estar em qualquer ponto do dominio do elemento 2, inclusive

compartilhando a mesma posi¢do material dos nos 2 ou 3.

Neste exemplo, também se assume a hipotese de que a unido é idealmente rigida, ou
seja, considera-se que a forca de atrito é suficiente para garantir que ndo haja movimento
relativo entre os componentes. Desta forma, tal situacdo requer que o elemento finito de
acoplamento acople as malhas representando a unido de forma rigida, permitindo a transmisséo

de deslocamentos e forgas entre as partes sem que haja movimento relativo entre elas.
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(a)

no 1 no2 no4 no3 nol né 6
nt n1? n?
(b)
no 1 no 2 no 3
Elemento 1 (P Elemento 2 ?
Padréo I Padréo |
| . [
no 4 Elemento 5
EFA
|
né 4| nos no o6
N
O O O
Elemento 3 Elemento 4
Padréo Padrao
(©)

Figura 19 — Procedimento de acoplamento de malhas de elementos finitos ndo conformes aplicado ao
exemplo unidimensional: (a) Problema real - geometria; (b) modelo de célculo discretizado — processo de
identificacdo dos nos que irdo compor os elementos de acoplamento, criagéo e insercao do EFA no

modelo; (c) elementos finitos utilizados neste exemplo — quatro elementos padrdo e um elemento especial.

Considerando as duas barras de material aco ASTM A36, modulo de elasticidade E =
210.000 MPa, com dimensdes geométricas segundo a Figura 15, também utiliza-se do
exemplo anterior as condi¢des de contorno onde as barras, engastadas na extremidade esquerda,
sdo submetidas a uma carga axial de compress@o de 4000N aplicada na extremidade oposta ao

engaste, subdividida em 10 passos de carga, como apresentado na Figura 17.

O exemplo 5.2, mesmo simples, fornece informacdes importantes para a validacdo dos
EFA, como os deslocamentos nodais, deformacdes e tensdes por elemento, que servirdo de
referéncia para os resultados aqui obtidos. Como foi inserido um novo elemento na malha, vale
realizar uma comparagéo entre os elementos e nos dos dois exemplos, 5.2 e 5.3. Os elementos

1, 2, 3 e 4 das malhas 5.2 e 5.3, representadas na Figura 16 e Figura 19, sdo 0s mesmos
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elementos para ambas. Os nos 1, 2, 4 e 5 da malha do exemplo anterior correspondem aos nos
1, 2, 5 e 6 da malha atual. Como o elemento de acoplamento é capaz de representar a unido de
malhas ndo conformes, pode-se realizar aqui uma representacdo mais proxima da realidade,
modelando as barras e sua regido de sobreposicao. Tal regido € representada entre 0s nos 3 e 4,

pela sobreposicédo dos elementos 2 e 3 e acopladas pelo elemento 5, EFA.

Tabela 3 — Deslocamentos nodais [mm] por passo de carga.

DESLOCAMENTOS NODAIS - 10 PASSOS DE CARGA
PASSO1 | PASSO2 | PASSO3 | PASSO4 | PASSO5 | PASSO6 | PASSO7 | PASSO 8 | PASSO9 |PASSO 10
NO 0,1xF 0,2 xF 0,3 xF 0,4 xF 0,5xF 06xF | 07xF | 0,8xF | 09xF F
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2 -0,000347| -0,00069| -0,00104| -0,00139| -0,00174| -0,00208| -0,00243| -0,00278| -0,00313| -0,00347
3 -0,000553| -0,00111| -0,00166| -0,00221| -0,00276| -0,00332| -0,00387| -0,00442| -0,00497| -0,00553
4 -0,000450| -0,00090| -0,00135| -0,00180| -0,00225| -0,00270| -0,00315| -0,00360| -0,00405| -0,00450
5 -0,000724| -0,00145| -0,00217| -0,00283| -0,00362| -0,00434| -0,00507| -0,00579| -0,00651| -0,00724
6 -0,000955| -0,00191| -0,00287| -0,00382| -0,00478 -0,00573| -0,00669| -0,00764| -0,00860| -0,00955

Na Tabela 3, que apresenta os deslocamentos nodais por passo de carga, nota-se a
semelhanca do deslocamento nodal do n6 2 para os exemplos 5.2 e 5.3, pois 0 elemento 1 tem
as mesmas propriedades em ambos os modelos, ou seja, mesmo comprimento, area e material.
A partir do n6 3, os resultados apresentados sao diferentes, devido a posicéo inicial dos nos que,

agora, representam as barras até seu comprimento total.

O deslocamento maximo das barras para o exemplo 5.2 é de -0,01158mm, enquanto o
deslocamento maximo para o exemplo com o elemento de acoplamento é de -0,00955mm. Isso
decorre também do fato de que a unido interferente, para o exemplo anterior, foi simplificada
sendo representada apenas pela unido dos elementos de propriedades diferentes em um né
intermediario. Com o EFA, pode-se representar a unido entre as barras com um elemento
especifico e atribuir uma rigidez maior para tal regido em relacéo a rigidez do conjunto (adotada

uma rigidez 10° maior que a maior rigidez do sistema).

Representa-se, graficamente, o deslocamento dos nds para o ultimo passo de carga,
mostrado na Figura 20. Segundo a formulacdo do elemento finito de acoplamento, tem-se que
o deslocamento relativo calculado para o EFA é referente ao deslocamento do ponto material
do no 4 internamente ao elemento 2 e o deslocamento do préprio no 4, pertencente ao elemento

3 da malha ndo conforme sendo acoplada.

Tal deslocamento relativo gera uma forca de reacdo presente na interacdo das partes,
F([UD), que representa a forca de contato entre 0s componentes. Por sua vez, distribuindo-se

tal forca na area superficial de contato A, obtém-se a tenséo de contato.
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0,0116 mm

Passo 10
0,0093 mm
no 1 no2 no4 no3 nojs no 6
0,0069 mm
-0,0035 mm
-0,0045 mm
-0,0055 mm 0.0035 mm
-0,0073 mm
-0,0096 mm
0 mm

Figura 20 — Deslocamento nodal — Passo de carga 10.

No carregamento total das barras, espera-se que o calculo da for¢a de contato e tenséo
de contato para o elemento de acoplamento, no caso do acoplamento idealmente rigido, seja de
igual ao carregamento maximo, -4000N, ja que a carga é transmitida integralmente pela uniao.
A tensdo de contato, neste caso, ¢ distribuida pela regido resiste a0 movimento. No caso da
compresséo, pode-se notar na Figura 19 que a barra macica apoia em um rebaixo na geometria
da barra vazada e dessa forma essa regido € a que resiste a0 movimento relativo. Assim, na

regido de area A = 34,300mm? atua uma tenséo de contato de 116,618MPa.

5.4. BARRAS INTERFERENTES SOB CARGA CICLICA - EXEMPLO COM
ELEMENTOS FINITOS PADROES CONSIDERANDO ACOPLAMENTO RIGIDO

Neste novo exemplo, apds a apresentagdo das barras trabalhando sob compresséo,
considera-se a mesma configuragdo de barras interferentes, s6 que submetidas a um
carregamento ciclico, conforme o grafico da Figura 21. Considere as duas barras de material
aco ASTM A36, modulo de elasticidade E = 210.000 MPa, com dimensdes geométricas ainda
segundo a Figura 15 e discretizadas, cada uma, com dois elementos lineares de barra padrao,

Figura 16 (dois nos por elemento e um grau de liberdade por n6). As condigdes de contorno
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estdo apresentadas na Figura 17, onde o carregamento foi subdividido em 32 partes, de forma

a possibilitar que se avalia o deslocamento para carga maxima de compressao.

Engaste
F, [N],
4000
0 8 16 24 32
), [passos de cargal
~4000

Figura 21 - Barra submetida a carregamento ciclico.

Assume-se neste item a hipétese de que a unido é idealmente rigida. E importante notar
que, neste caso, 0 modelo com elementos finitos padrdo ndo seria capaz de representar todo o
ciclo de carregamento se 0 acoplamento ndo fosse considerado rigido, ou seja, que houvesse a
possibilidade de deslizamento entre as partes no carregamento de tracdo. Isso porque este
modelo ndo seria capaz de permitir a perda de aderéncia se a forca superficial de atrito ndo fosse

suficiente para resistir ao movimento relativo.

Para as condic@es apresentadas, os valores de deslocamento nodal tém o mesmo modulo
no semi-ciclos, alternando entre deslocamentos positivos e negativos, para cada sentido de
carga. A Tabela 4 apresenta valores de deslocamento nodal para alguns passos de carga. A
Figura 22 mostra a configuracdo grafica dos deslocamentos para o passo de carga 8. Pode-se
notar na tabela que no passo 16, os deslocamentos nodais sdo nulos, ou seja, é o incremento em

que o carregamento se inverte. A partir deste passo, 0s corpos comecam a ser tracionados até a
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carga maxima de 4000N, sendo descarregados e finalizando a anélise em sua condicdo inicial
(pelo fato de que a andlise é realizada dentro do regime elastico do material).

0,0116 mm

Passo 8 0,0093 mm

0,0069 mm

-0,0035 mm

-0,0069 mm

-0,0093 mm

-0,0116 mm 0,0035 mm

0 mm

Figura 22 — Deslocamentos nodais — Passo de carga 8.

Relembrando que a matriz funcéo de forma [N] do elemento de barra é linear, isto é, a
funcéo que interpola o deslocamento no dominio do elemento a partir dos deslocamentos nodais
calculados é um polinémio de primeiro grau, verifica-se que os dois primeiros elementos, que
compartilham o mesmo material e secdo geométrica, tém a mesma inclinacdo para a variagcdo
do deslocamento interno. Na transicdo entre os elementos dois e trés, nota-se que a variacao do
deslocamento reduz, devido a area da secdo da segunda barra ser maior e, consequentemente,

sua rigidez também.

Decorrente disso, pode-se lembrar também que a matriz que relaciona o deslocamento
nodal e a deformag&o no elemento, a matriz deslocamento-deformacéo [B], € derivada da matriz
funcdo de forma [N]. Assim, sabe-se que a deformacéo no elemento é derivada do deslocamento
nele e, neste caso, a deformac&o por elemento é constante. Pode-se estender tal observacao para

0 comportamento da tenséo calculada para cada elemento.
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Tabela 4 — Deslocamentos nodais [mm] por passo de carga.

DESLOCAMENTOS NODAIS - 32 PASSOS DE CARGA
PASSO 2 | PASSO 4 |PASSO 8 |PASSO 16 | PASSO 24 | PASSO 28 | PASSO 30| PASSO 32
NO |-0,38xF|-0,71xF| -F 0xF F 071xF | 038xF | OxF
1 0 0 0 0 0 0 0 0
2 -0,00133|-0,00246|-0,00347 0| 0,00347| 0,00246| 0,00133 0
3 -0,00266/ -0,00491 | -0,00695 0| 0,00695| 0,00491| 0,00266 0
4 -0,00354/ -0,00655 | -0,00926 0| 0,00026| 0,00655| 0,00354 0
5 -0,00443|-0,00819|-0,01158 0| 0,01158| 0,00819| 0,00443 0

apresentados na Tabela 4, podem ser analisados nas figuras 23 e 24, respectivamente.

-24ePuE| -2,4e~°u€

-1,6e~°uE -1,6e~°uE

-4,5e75uE | -4,5e~°puE

O

O

4,2e SuEl 4,2e7>u€

Passo 2

Passo 4

Passo 8

Passo 24

O (QOmen(Q)  Passo 32

6,32e™5 uE

4,47 e75 €

42175 g

2,98¢75 u€

2,42e75 €

1,61e75 uE

ouE

Figura 23 — Deformacao por elemento (passos de carga 2, 4, 8, 24 e 32).
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Passo 2

-3,38 MPa -3,38 MPa 13,3MPa

-5,08 MPa | -5,08 MPa

9,38 MPa

Passo 4

- -9 38 MP

S : 8,84 MPa

Passo 8
6,25 MPa
5,08 MPa
8,84 MPa| 8,84 MPa 3,38 MPa

Passo 24

0O MPa

O O _H) Passo 32

Figura 24 — Tensdo por elemento (passos de carga 2, 4, 8, 24 e 32).

5.5. BARRAS INTERFERENTES SOB CARGA CICLICA - EXEMPLO COM
ELEMENTOS FINITOS DE ACOPLAMENTO CONSIDERANDO ACOPLAMENTO
NAO-RIGIDO

A partir dos parametros e condi¢des de contorno do exemplo 5.4, ou seja, geometria
conforme Figura 15, malha conforme Figura 19 e condig8es de contorno de acordo com a Figura
17, assume-se neste item a hipotese de que a unido entre as barras € ndo-rigida. Neste caso, 0
comportamento do elemento de acoplamento fica condicionado aos parametros calculados
durante a anélise. Na compresséo, a barra da direita transmite forca para a barra vazada através

do rebaixo ja comentado. Na inversdo do carregamento (a partir do passo 16), as barras passam
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a interagir através de suas superficies laterais, onde o movimento relativo fica condicionado ao
desequilibrio entre a forca interna exercida pelo elemento 3 no EFA e a forca de atrito estatico,
que varia e tem 0 mesmo modulo da tal forga interna exercida, até o limite de seu coeficiente
de atrito estatico, sendo entdo 0 < F,¢, < p..N,. ApoOs tal limite, a relacéo entre as partes passa
a ser dinamica, onde a forca de atrito assume o médulo constante F,;; = ty. Ny, sendo p, 0
coeficiente de atrito dinamico, p, o coeficiente de atrito estatico e N,, a forca normal as

superficies de contato.

Neste exemplo, considera-se 0 comportamento ndo-rigido ideal, ou seja, enquanto néo
ha o equilibrio das for¢as no elemento de acoplamento, o acoplamento é considerado idealmente
rigido e, a partir do vencimento do limite de resisténcia estatica da superficie de atrito, é
considerado a plena perda de aderéncia, desconsiderando qualquer interagcdo entre as partes
apos este cenario. Enquanto as barras estdo sob compressdo, a area resistente ao movimento
relativo é o anel da barra vazada, de area A = 34,300mm?. A partir do passo 16, quando as
barras passam a ser tracionadas, tem-se que a area resistente ao deslizamento é a &rea da
superficie lateral da barra vazada, em seu comprimento de 20mm conforme Figura 15, que

totaliza A onraro = 753,600mm?.

Faz-se necessario, neste momento, mais um parametro para se dar inicio a anélise. O
conhecimento da maxima tensdo normal estatica entre as superficies de contato proveniente da
montagem interferente das barras € essencial a partir de agora, para que seja possivel a avaliacdo

do escorregamento entre as partes. Desta forma, considera-se uma interferéncia entre as barras

~ - F, .
tal que a tensdo normal maxima (oeoneato = ¢/ ) gerada entre elas é de 10N/mm2 e,
contato

adotando-se um coeficiente de atrito estatico maximo entre as barras de aco u, = 0,74, sabe-
se que a maxima forca de atrito estéatico atuante sera de 7.536N e a forca normal necesséria
entre as partes é de 10.184N.

Tabela 5 — Deslocamentos nodais [mm] por passo de carga.

DESLOCAMENTOS NODAIS - 32 PASSOS DE CARGA
PASSO2 | PASSO4 | PASSOS8 | PASSO 16 | PASSO 24 | PASSO 28 |PASSO 30|PASSO 32

NO -0,38xF | -0,71xF -F OxF F 071xF | 0,38xF| OxF
1 0 0 0 0 0 0 0 0
2 -0,00133| -0,00246| -0,00347 0| 0,00347| 0,00246| 0,00133 0
3 -0,00211| -0,00391| -0,00553 0| 0,00553| 0,00391| 0,00211 0
4 -0,00172| -0,00318| -0,00450 0| 0,00450| 0,00318| 0,00172 0
5 -0,00277| -0,00512| -0,00724 o| 0,00724| 0,00512| 0,00277 0
6 -0,00366| -0,00675| -0,00955 o| 0,00955| 0,00675| 0,00366 0
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A forca de contato no elemento de acoplamento, para 0 passo 24 com carga de tracdo, é
de 4.000N. Tal forga, distribuida na &rea de contato, gera uma tenséo de contato de 5,31N/mm2.
Aqui, a forca externa ndo foi suficiente para vencer a forca de atrito gerada pela interferéncia

entre as partes e, desta forma, a unido permanece sem movimento relativo.

Para as condicOes apresentadas, os valores de deslocamento nodal para cada sentido de
carga tém o mesmo mddulo, alternando entre deslocamentos positivos e negativos. A Tabela 5
apresenta valores de deslocamento nodal para alguns passos de carga, similar & Tabela 4. Dessa
comparacédo, pode-se notar 0 mesmo comportamento explicitado entre os exemplos 5.2 e 5.3,
onde o deslocamento total para a carga maxima foi reduzido usando-se o elemento de
acoplamento, isto porque a regido de interacdo entre as barras é melhor representada neste

modelo.

Se a carga maxima do ciclo de carregamento, F, for aumentada para 10.000N, o atrito
existente entre as superficies ndo sera suficiente para resistir ao movimento. Para essa condicéo,
apresenta-se 0 deslocamento das partes na Tabela 6 onde nota-se que, a partir do passo onde a
forca interna exercida pelo elemento 3 € maior que a maxima forca de atrito estatica gerada, ha
a perda de aderéncia da regido interferente, resultando em um movimento de corpo rigido da
barra macica. Entre os passos de carga 20 e 21, a tensdo de contato existente é de,
respectivamente, 9,38N/mm2 e 11,03N/mm2. A partir desse passo, entdo, a forca externa
exercida na extremidade direita da barra macica ndo mais gera deformacgdes nos componentes
analisados, mas faz com que uma das barras seja acelerada de acordo com as equacdes
cinematicas da mecanica que regem o movimento de corpos rigidos. Ndo é o objetivo deste
trabalho avaliar qual o comportamento da barra apos tal separacédo, entdo atribui-se ao corpo
rigido um deslocamento representativo de deslocamento relativamente alto em relacdo ao

conjunto analisado, como observado para os passos 24, 28 e 30.

Tabela 6 — Deslocamentos nodais [mm] por passo de carga.

DESLOCAMENTOS NODAIS - 32 PASSOS DE CARGA
PASSO 4 | PASSO 8 | PASSO 16 |PASSO 20|PASSO 24| PASSO 28 | PASSO 30| PASSO 32

NO -0,71xF -F 0xF 0,71 xF F 071xF | 0,38xF | OxF
1 0 0 0 0 0 0 0 0
2 -0,00614| -0,00868 0| 0,00614 0 0 0 0
3 -0,00977| -0,01382 0| 0,00977 0 0 0 0
4 -0,00795| -0,01125 0| 0,00795| 5,2E+13| 3,7E+13| 2,0E+13 0
5 -0,01279| -0,01809 0| 0,01279| 52E+13| 3,7E+13| 2,0E+13 0
6 -0,01689| -0,02388 0| 0,01689| 5,2E+13| 3,7E+13| 2,0E+13 0
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5.6. MANCAL DE APOIO (CONTATO SEM ATRITO)

Trata-se de uma barra com secdo retangular e um mancal de apoio, conforme ilustra a
Figura 25. A barra de aco é engastada em uma de suas extremidades, enquanto € aplicada uma
carga distribuida com resultante de 100N vertical para cima na extremidade oposta, gerando
um momento em sua fixagdo. Proximo ao centro da barra, 0 mancal de apoio de se¢do retangular
em aco, limita o deslocamento vertical do conjunto, resultando em regides de contato (quina do

mancal) com elevada concentracdo de tensdes.

mancal

barra

100N

Figura 25 - Geometria, condic¢des de contorno e discretizacdo em elementos finitos.

Foi considerado material elastico linear para a barra e mancal com modulo de

elasticidade de 210GPa e coeficiente de Poisson 0,31.

Para a constru¢cdo do modelo numérico 2D, mancal e barra foram discretizados em
elementos finitos de forma independente, com elementos finitos isoparamétricos 2D
triangulares com 3 nds (T3). Além disso, como pode ser visto na Figura 25, a barra de ago foi
discretizada com uma malha mais grosseira (1920 elementos) em relacdo a malha adotada para

o mancal (540 elementos).

Para acoplar as malhas independentes e descrever a interacdo entre as partes do solido,
elementos finitos de acoplamento triangulares com 4 nés (T4) foram introduzidos nas interfaces

barra/mancal (ver elementos cor rosa na Figura 25). Note que para cada né solto na interface,
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um elemento de acoplamento foi introduzido, composto por 3 nés do elemento triangular (T3)

da malha grosseira e 1 né (solto) extra da malha fina.

A Figura 26 e a Figura 27 ilustram o campo de tensdes normais vertical e isocurvas de
deslocamentos totais, respectivamente. Ao ser carregada verticalmente, a barra retangular se
apoia na quina direita do mancal superior e a comprime. E importante notar que nessa regio,
a técnica foi capaz de impedir a penetragdo entre 0os componentes, representando fielmente a
compressdo e a deformacao de ambos os componentes. Além disso, a esquerda da quina, e em
toda a face inferior, a barra tem a tendéncia de se afastar do mancal, provocando uma perda de
contato. Neste caso, 0 acoplamento néo rigido que permite a perda de contato entre as regides
foi fundamental. Assim, a técnica utilizada foi capaz de retratar o comportamento mecanico,
sobrecarregando a regido comprimida do mancal e permitindo a perda de contato nas demais

regides.

5.659

l -1.3082
182754
. -15.243
L 22.21

29177

- -36.144
-43.112
-50.079
-57.046

Figura 26 - Representacao da interacao de compressdo e perda de aderéncia através do campo de tensoes
normais verticais (MPa).
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|Displacements|
— 0.031955
= 0.028404
= 0.024854
0.021303
0.017753
0.014202
0.010652
= 0.007101
0.0035505
0

Figura 27 - Isocurvas de deslocamentos totais (mm)

5.7. PLACA SOBRE BASE NAO RIGIDA (CONTATO SEM ATRITO)

Neste segundo exemplo a aplicabilidade da estratégia desenvolvida para solucionar
problemas de contato é demonstrada através da interacdo de uma placa apoiada sobre uma base
ndo rigida engastada na sua extremidade inferior (ver Figura 28).

Como o foco é a representacdo da interacdo entre as regides, ambas foram consideradas
com comportamento elastico linear com maédulo de elasticidade de 210GPa e coeficiente de
Poisson 0,31. Desta forma, novamente é considerada que toda a ndo-linearidade do problema

se concentra na regido da interface.

Na Figura 28 sdo ilustradas as condigOes de contorno e carregamento aplicado. A placa
é submetida a acdo de um carregamento de intensidade 1500N vertical para baixo em seu centro,

distribuido em 1/5 de seu contorno superior, produzindo um efeito de compressao sobre o bloco
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ndo rigido nesta regido, e devido a flexdo, uma perda de aderéncia entre o bloco e a placa nas

extremidades.

Placa e base foram discretizados com elementos finitos triangulares com 3 nés (T3) de
forma totalmente independentes. Uma malha mais grosseira com 480 elementos finitos foi
empregada na regido da base, enquanto 336 elementos foram criados na discretizacao da placa.

Os elementos da base possuem o dobro do tamanho dos elementos da regido da placa.

Foram inseridos 29 elementos de acoplamento triangulares com 4 nos (T4) para acoplar

as malhas ndo conformes (elementos rosas da Figura 28).
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Figura 28 - Geometria e condic¢Ges de contorno e discretizagdo em elementos finitos.

A Figura 29 e a Figura 30 apresentam os resultados obtidos em termos de tensdo normal
vertical e isocurvas de deslocamentos totais, respectivamente. Pode-se observar que para
movimentos verticais ascendentes da placa, a mesma se afasta da base rigida, representada
através do modelo de acoplamento ndo rigido com perda de aderéncia completa. Em
contrapartida, nas regides em que as pecas foram comprimidas uma contra a outra, ndo houve
penetracdo, ou seja, os elementos finitos especiais de acoplamento evitaram a interpenetracéo

das malhas, restringindo o deslocamento relativo entre os subdominios.
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Figura 29 - Representacao da interacao de compressdo e perda de aderéncia através do campo de tensoes

normais verticais (MPa).
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As isocurvas de deslocamentos ilustradas na Figura 30 demonstram claramente que a interagéo

entre os subdominios ocorre de forma acentuada na regiéo central.
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Figura 30 - Isocurvas de deslocamentos totais (mm).

5.8. LAMINAS SOBREPOSTAS (FEIXE DE MOLA)

Considere cinco laminas de espessura constante 7mm de material ago ASTM A36,
maodulo de elasticidade E = 200.000 MPa, com dimensdes geométricas segundo a Figura 31,
largura de 82mm e discretizadas, cada uma, com elementos triangulares lineares padréo (T3),
Figura 33 (15.600 elementos na lamina 1, 43.680 elementos na lamina 2, 82.080 elementos
lamina 3, 62.720 elementos na Idmina 4 e 110.080 elementos na lamina 5), onde a ldmina 1 é a
primeira superior, seguindo ordem numerica sequencial. A sua curvatura foi aproximada por
um raio circular externo de 3030mm. Salienta-se que apenas metade da geometria foi modelada,
visto que a estrutura € simétrica. Para o acoplamento entre l1dminas, elementos finitos de
acoplamento triangulares com 4 nos (T4) foram introduzidos nas interfaces, totalizando 5.102
elementos de acoplamento, Figura 32. Utilizando-se coeficiente de atrito de 0,6, tal conjunto é
submetido a um carregamento F de 2.000N crescente e suas extremidades tém translacdo em Y
bloqueadas, podendo deslizar lateralmente.

¥ 545,6mm F

B x 272,8mm

2

| 818,4mm

— 1091,2mm
Ty Ty
1364,0mm

2

106,5mm \

2

Figura 31 — Dimensbes Geométricas.
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Figura 32 - Elementos de Acoplamento entre as laminas 1 e 2.

Na prética, tais laminas independentes constituem um feixe de laminas semielipticas
que formam uma mola flexional, comumente utilizada em veiculos de carga. Segundo Juvinall
(2016), as molas em laminas se apresentam, usualmente, como arranjos de vigas em balanco e
simplesmente apoiadas. Considerando uma viga em balanco genérica de largura w e espessura
t, ambas variando com a coordenada x, tem-se que se as tensdes de flexdo forem consideradas
uniformes ao longo do comprimento da viga de espessura constante, a largura devera variar
linearmente com x. Para uma viga em balanco de tensdo uniforme com largura constante, a
espessura deve variar de forma parabolica com x. Desta forma, as vigas em balanco de igual
resisténcia podem ser fabricadas variando-se tanto w quanto t, de modo que a tensdo, 6Fx/wt?,
seja constante para todos os valores de X, sendo esse 0 conceito por tras do projeto das molas

de suspensdo do tipo “feixe de molas” que tem sido utilizado nos automoveis.

Assim, para qualquer viga em balango de igual resisténcia, as tensdes de flexao ao longo

do seu comprimento sdo iguais aquelas ocorrentes na extremidade fixa, ou seja,

_ 6FL

o= W (74)
e a correspondente rigidez vertical equivalente apresentada por Juvinall (2016), se da por

__ Ebh®
k==3 (75)

O fato de as laminas atuarem independentemente agrega ao sistema um amortecimento
devido ao atrito entre componentes. Tal atrito ndo gera variacdo significativa de rigidez,
contribuindo apenas para a dissipacdo de energia. Uma limitacdo deste conjunto é a
impossibilidade de aplicacdo de carga em ambos os sentidos, uma vez que as laminas tendem
a se separar em condicdes de carregamento oposto, porém esta condi¢cdo € parcialmente

contornada com a utilizacdo de grampos, por exemplo.
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Figura 33 - Discretizagdo por 1amina, 40 elementos.

Vale ressaltar a importancia da correta atribuicdo da rigidez dos elementos de
acoplamento, condicionados a constante elastica inserida, como apresentado por Bitencourt Jr.
Et al. (2015). Para valores de rigidez relativamente altos em comparacéo a rigidez da estrutura,
o0s resultados ndo convergem satisfatoriamente. Valores relativamente baixos, por sua vez,

influenciam na rigidez do conjunto e geram variacdo em sua determinacao.
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A discretizacdo dos componentes também é um fator que interfere diretamente no
calculo da rigidez do conjunto. O elemento triangular linear padrdo, por se tratar de um
elemento cuja relacdo deslocamento nodal e deformacdo dentro do elemento é limitada,
restringe os resultados de deformacdo e tensdo a valores constantes para quaisquer pontos
materiais do dominio individual, ou seja, cada elemento tem deformacé&o e tensdo constante por
todo seu dominio. Para flexdo, onde ha variagdo linear de tensdo e deformacao na direcdo da
espessura, deve-se utilizar uma maior quantidade de triangulos de forma a se conseguir obter o
resultado desejado. Na Tabela 7, tem-se os valores de rigidez flexional em fungdo do nimero

de elementos na espessura de cada lamina, considerando as mesmas condigdes de contorno:

Tabela 7 — Rigidez e Tenséo por nimero de elementos na espessura de cada lamina.

Elementos/espessura Rigidez Tensao Maxima
4 elementos 44,8 N/mm 298,1N/mm?
10 elementos 35,0 N/mm 395,9N/mm?
20 elementos 32,9 N/mm 419,0N/mm?
40 elementos 32,3 N/mm 434,7N/mm?

Segundo o gréfico da Figura 34, pode-se verificar a convergéncia dos resultados

conforme a discretizacdo, tendendo a convergir de acordo com o aumento da discretizacao.

Discretizacdo do modelo numérico

L
=]

=
L]

=
o

(75}
L

Rigidez [N/mm]
= = [l [ w
(53] o i (=] %) (=]

o

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
Elementos por espessura

Figura 34 - Grafico de rigidez em fun¢ao da discretizacdo do modelo.

Levando-se em consideragdo a correta atribui¢do da constante elastica que fornece aos
elementos de acoplamento uma rigidez compativel a rigidez do problema, além da correta
discretizacdo dos componentes, tem-se uma aproximagao condizente com a solucéo analitica
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que, para os parametros deste problema, tem seu valor de rigidez flexional de 30N/mmz2 e tensao
maxima de 407,37N/mmz2.

Da Figura 35 e Figura 36, avaliam-se os valores de deslocamento vertical e tenséo de
flexdo, respectivamente. O valor de tensdo obtido foi 434,7N/mmz2, resultando em 6,70% de
erro comparado ao valor analitico. Tal desvio € justificado pela limitacdo do elemento triangular
linear no célculo da deformacéo e tensdo dentro do elemento e pela aproximacao de geometria

utilizada na hipétese analitica e de simulagdo, como pode-se ver detalhes em Juvinall (2016).

Indeformada

\
/

d,, [mm]
I 0,00
¥ -0,65mm
h. |
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Figura 35 — Deslocamento vertical (fator de escala 10).

ay [N/mm?]

I 434,7N/mm?
-0,65mm
|
[\ I -434,7N/mm?
(a)
T —————————eeeeeeet e e

(b)

Figura 36 — (a) Tensao por lamina, (b) detalhe das Iaminas (fator de escala 10).
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Nas figuras 37 e 38, apresentam-se o0s resultados de deslocamento e tensdo para o
mesmo problema, atribuindo-se coeficiente de atrito nulo. Nota-se que os valores obtidos séo

quase 0s mesmos, verificando-se a pequena influéncia do atrito entre as partes.
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\

/

&y
l 0,00

v l -0,65mm

I -1,30mm

Figura 37 — Deslocamento vertical (fator de escala 10).
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Figura 38 — (a) Tensado por lamina, (b) detalhe das laminas (fator de escala 10).

Uma importante constatacéo é o efeito de separacéo das laminas, conforme a Figura 39,
mesmo com a carga vertical descendente comprimindo uma lamina contra a outra. O contato

se da apenas nas extremidades das laminas, o que ocorre também na pratica. Para tal
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comportamento, verifica-se que os elementos de acoplamento representaram fielmente o
comportamento fisico esperado, liberando o0 movimento de distanciamento dos componentes e

representando satisfatoriamente o contato entre partes, quando necessario.

<4—— | Separagdo das laminas

Figura 39 - Separacao das laminas (fator de escala 10).

Como citado anteriormente, as laminas trabalham de independente entre si. Devido a
isso, pode-se notar na Figura 40, que apresenta o deslocamento horizontal do conjunto, a
descontinuidade do deslocamento entre laminas, caracterizando os deslocamentos relativos

entre as partes.

(b)

(a) (®)

Figura 40 - Descontinuidade dos deslocamentos horizontais.

5.9. LAMINAS SOBREPOSTAS (FEIXE DE MOLA)

Considere agora o exemplo de Daré Neto (1998), onde se tem cinco laminas de material
aco ABNT 5160, com modulo de elasticidade E = 205.000 MPa, coeficiente de atrito 0,6 e

curvatura aproximada por um raio circular externo de 2545mm. No feixe em estudo, conforme
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a Figura 41 , as espessuras das laminas séo diferentes, tendo a primeira, a segunda e a terceira
laminas espessura de 18 mm e a quarta e quinta laminas, espessura de 17 mm. Os comprimentos
de cada ldamina, em ordem decrescente, sdo 1.718mm, 1.718mm, 1.230mm, 836mm e 449mm.
Todas as laminas do feixe possuem largura de 70 mm com raio de arredondamento lateral. As
condigdes de contorno sdo apresentadas na Figura 42. Salienta-se que apenas metade da
geometria foi modelada, visto que a estrutura é simétrica.

Ldamina 3

. T P . \
Lamina 4 " N Ldmina 2
i 2 Lamina 1

Figura 41 - Feixe de molas (Daré Neto, 1998).

289,0mm 1230mm

1718mm

Ty 1718mm TYH|

Figura 42 - Condigdes de contorno.
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Figura 43 - Detalhe da discretizacdo das laminas 4 e 5.

As laminas foram discretizadas com elementos triangulares lineares padrdo, Figura 43
(18.000 elementos na lamina 1, 28.000 elementos na lamina 2, 35.520 elementos na lamina 3,
59.680 elementos na lamina 4, 52.400 elementos na l&mina 5 e 3.530 elementos de

acoplamento).

Para a determinacédo das tensdes nas laminas intermediarias deste conjunto, Daré Neto
(1998) propde um teste de bancada em que a mola € posicionada em posi¢édo invertida a de
trabalho e apoiada em uma plataforma, onde suas extremidades tocam a superficie e tém a
liberdade de deslocamento lateral. Ela é submetida a uma carga vertical em seu centro de modo
a deslocar o conjunto em 110mm, que gera um deslizamento entre as laminas e um afastamento
de suas extremidades. Pode-se avaliar entdo o os esforcos por l1amina através dos extensémetros
inseridos em cada lamina e comparar os resultados analitico, experimental e de simulacdo

numérica, conforme Daré Neto (1998).
Foram analisados 24 pontos de tenséo, sendo distribuidos da seguinte forma:

o 13 22¢ 3%|aminas - 3 pontos cada uma;
e 42%|amina - 5 pontos;

e 5%lamina - 10 pontos;

A denominagdo numérica sequencial dos extensdmetros, foi adotada a partir da

extremidade das Iaminas, conforme Figura 44:
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Figura 44 - Pontos em estudos do feixe de molas (Daré Neto, 1998).

Na quarta e quinta laminas, a secdo transversal é constante. Na extremidade das 12, 22 e
3% lamina, as sec¢Oes transversais sdo variaveis, porém tal condi¢cdo é desconsiderada na
simulacdo numeérica. Levou-se em consideracdo 0s pontos de espessura constante para

comparacao de resultados.

Segundo Daré Neto (1998), pode-se calcular analiticamente as tensbes por lamina
seguindo-se a norma NBR 8567 (1984). A rigidez do conjunto é calculada a partir da Figura 45

que apresenta o grafico de forca por deslocamento para 0 modelo em estudo.
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Figura 45 - Rigidez vertical do conjunto.
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Figura 46 — Tensdo normal XX [N/mm?Z].

Para comparacao de tens@es (Figura 46), serdo levados em consideracdo os 10 pontos
de medicdo de Daré Neto (1998) com maior precisdo experimental, sendo esses os pontos 1, 2,
7,10, 13, 14, 16, 17, 18 e 20. Como a lamina 1 ndo tem pontos escolhidos entre os 10, levou-

se em consideracdo o ponto 24. Apresentando os resultados obtidos na Tabela 8, tem-se:

Tabela 8 — Comparagdo de tensdo normal entre modelo te6rico, modelo de elementos finitos e ensaio de b

bancada
Ponto Tensdo Teorica, | Tensdo Real, | Tensdo Elementos ErroTT e Erro TR e
TT [Mpa] TR [Mpa] Finitos, TEF [Mpa] TEF [%] TEF [%]
1 222,0 220,4 75,3 66,1% 65,8%
474,0 476,5 194,8 58,9% 59,1%
7 504,5 532,6 497,8 1,3% 6,5%
10 547,9 581,5 557,3 -1,7% 4,2%
13 505,1 493,8 491,6 2,7% 0,4%
14 535,7 553,0 534,6 0,2% 3,3%
16 534,8 553,0 491,1 8,2% 11,2%
17 567,3 585,6 577,4 -1,8% 1,4%
18 579,4 597,9 577,5 0,3% 3,4%
20 567,3 591,7 529,8 6,6% 10,5%
24 579,4 620,3 534,0 7,8% 13,9%

No geral, 0 modelo de elementos finitos se comportou adequadamente e foi capaz de
predizer com notavel fidelidade aos resultados experimentais. Os elevados erros apresentados
nos pontos 1 e 2 se ddo pela geometria das ldminas em suas extremidades, que tém uma redugédo

de largura que néo foi considerada no modelo por dificuldades de representacdo em 2D.
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5.10. BLOCO ENTRE BASES RIGIDAS (VARIACOES DE COEFICIENTE DE ATRITO)

Considere um bloco ndo rigido de largura unitéaria entre duas bases rigidas também de
largura unitaria, com dimensdes geométricas segundo a Figura 47 e discretizadas, cada uma,
com elementos triangulares lineares padrdo (T3) e interface ndo conforme, onde a malha
superior (verde) tem 800 elementos, a malha intermediéria (azul) tem 2688 elementos, a malha
inferior (violeta) tem 800 elementos e os componentes interagem entre si através do
acoplamento ndo rigido dos 256 elementos especiais (T4). O bloco em questdo tem modulo de
elasticidade E = 210.000 MPa enquanto as bases, para que sejam rigidas em relagédo ao bloco,
tém E = 21.000.000 MPa. A base de baixo tem seu contorno inferior restringido em ambas
direcdes, enguanto a base de cima tem sua extremidade superior restrita na direcdo horizontal
X.

Oy

LU

50mm
Deslocamento
100mm — imposto
50mm

300mm

Figura 47 - Bloco entre bases rigidas

Devido ao fato de ndo se considerar coesdo nesta abordagem, se g,, = 0, entdo ndo ha
resisténcia ao deslocamento do bloco como pode-se ver na Figura 48. Para 0 exemplo em
questdo, aplica-se em um primeiro historico de carregamento (1 passo de carga) uma tensdo
vertical de 100MPa que comprime o conjunto, como mostra a Figura 49. Vale ressaltar, na
Figura 50, que apos a aplicacao da carga vertical, as bases superior e inferior ndo se deformam,

comportamento condizente com a hipotese de bases rigidas assumida.
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Figura 48 - Coeficiente de atrito nulo e tenséo de cisalhamento nula.
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Figura 49 - Primeiro histérico de carregamento.
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Figura 50 - Deslocamento vertical para o primeiro historico de carregamento.
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No segundo historico de carregamento, impde-se um deslocamento relativo de 20mm
na direcdo +X, aplicado em 200 passos. Varia-se entdo o coeficiente de atrito entre o bloco e as
bases rigidas, calculando-se a tensdo de cisalhamento decorrente do deslizamento entre 0s

componentes.

Na Tabela 9, compara-se o valor das tensdes de cisalhamento calculadas analiticamente
e as provenientes do modelo de elementos finitos. O erro calculado deve-se ao fato da falta de
simetria para o problema em questdo, pois as extremidades do bloco nédo rigido tém rigidez

diferente da extensédo do corpo, influenciando nos resultados (Figura 51).

Tabela 9 - Tens6es de Cisalhamento variando-se o coeficiente de atrito.

. . Tensdo de Cisalhamento Tensdo de Cisalhamento
Coeficiente de Atrito » ) - 5 Erro (%)
Analitica [N/mm?] Elementos Finitos [N/mm?]
0 0 0 0,00%
0,1 10 9,52 4,80%
0,2 20 19,06 4,70%
0,3 30 28,58 4,73%
0,4 40 38,1 4,75%
0,5 50 47,64 4,72%
0,6 60 57,1 4,83%
Oxy[N/mm?]
' 15,95
- 0

Figura 51 - Coeficiente de atrito 0,1 — Tensdo de Cisalhamento = 9,52N/mm2 .
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5.11. BLOCO ENTRE BASES RIGIDAS (VARIACOES DE TENSAO COMPRESSIVA)

Considere o0 mesmo exemplo do item 5.10. Para o exemplo em questdo, mantem-se
constante o coeficiente de atrito entre os componentes no valor de 0,6, variando-se a tensdo
vertical de compressdo do conjunto antes da realizacdo do deslocamento do bloco néo rigido.
Aplica-se entdo, em um primeiro histdrico de carregamento (1 passo de carga), uma tensao
vertical de 20MPa, 40MPa, 60MPa, 80MPa e 100MPa. Apds a compressdo, impde-se um
deslocamento relativo de 20mm na direcdo +X, aplicado em 200 passos, calculando-se a tensédo
de cisalhamento decorrente do deslizamento entre os componentes. Na Tabela 10, compara-se
o0 valor das tensGes de cisalhamento calculadas analiticamente e as provenientes do modelo de
elementos finitos. O erro calculado deve-se ao fato da falta de simetria para o problema em
questdo, pois as extremidades do bloco néo rigido tém rigidez diferente da extensao do corpo,
influenciando nos resultados. O grafico da Figura 52 representa a relacdo de tensdo de
compresséo (tensdo normal) e a tensdo de cisalnamento. Para a condicéo ideal, a tangente do
angulo da curva € igual ao coeficiente de atrito assumido, 0,6. Para a curva calculada, a tangente
do angulo é 0,57 (erro de 5%).

Tabela 10 - Tensdo de Cisalhamento Analitica e de Elementos Finitos, variando-se a tensao de

compressao.
Coeficiente de Atrito = 0,6
Tens3ao de Compressao Tensao de Cisalhamento Tensdo de Cisalhamento 0
2 - 2 - 2 Erro (%)
[N/mm?] Analitica [N/mm?] Elementos Finitos [N/mm?]

0 0 0 0,00%

20 12 11,43 4,75%

40 24 22,87 4,71%

60 36 34,22 4,94%

80 48 45,61 4,98%

100 60 57,1 4,83%

y =0,6*x y=0,57*x + 0,01
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Figura 52 - Variacéo da tensdo de cisalhamento devido a variagédo da tensdo entre o bloco e as bases
rigidas.

5.12. CISALHAMENTO A 45° GRAUS (COEFICIENTE DE ATRITO CONSTANTE)

Uma placa quadrada de espessura unitéria e lado 100mm ¢é subdividida em duas partes
iguais em uma de suas diagonais e tem seus subdominios discretizados independentemente com
elementos finitos isoparamétricos 2D triangulares com 3 nés (T3), como mostra a Figura 53(a).
Atribui-se ao conjunto um coeficiente de Poisson nulo e mddulo de elasticidade E =
210.000 MPa. Na Figura 53(a), a superficie diagonal superior (azul), denominada malha 1, é
representada por 518 elementos enquanto que a superficie diagonal inferior (verde),
denominada malha 2, é representada por 1170 elementos. Para acoplar as malhas independentes
e descrever a interacdo entre as partes, elementos finitos de acoplamento triangulares com 4 nés
(T4) foram introduzidos na interface. Note que para cada nd solto na interface, um elemento de
acoplamento foi introduzido, composto por 3 nds do elemento triangular (T3) da malha 1e 1 n
(solto) extra da malha 2. Podemos visualizar os elementos de acoplamento (rosa) na

discretizagdo do conjunto na Figura 53(b).
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Figura 53 - Discretizagdo e elementos de acoplamento.

Aplicam-se os carregamentos em duas etapas. Na primeira, € aplicado uma tenséo
compressiva distribuida linear normal aos contornos superior e esquerdo de valor unitéario
(unidade N/mm?), imprimindo ao conjunto uma condicdo de solicitagdo hidrostatica de tensdes,
enquanto que as extremidades inferior e direita sdo restringidas utilizando-se condicdes de

simetria, como apresentado na Figura 54.
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Figura 54 — Modelo numérico do problema de cisalhamento a 45°.

Mantendo-se os vinculos definidos na primeira etapa, aplica-se entdo um segundo
historico de carregamento, onde uma tensdo compressiva distribuida linear normal ao contorno
superior é aplicada linearmente em 100 passos de carga, sendo seu valor maximo de 5SN/mm2.
Considerando-se o coeficiente de atrito constante entre as partes no valor de 0,6 e a condicdo
hidrostatica conferida ao conjunto na primeira etapa de carregamento, existe uma forga resistiva
na interface dos subdominios proveniente do atrito gerado entre as partes (equacao 23). Tendo
que essa resisténcia é relacionada a tensdo normal a interface e o coeficiente de atrito segundo
a equacdo 23, pode-se calcular qual a minima tensdo compressiva normal ao contorno superior
deve ser aplicada para que as partes deslizem entre si. Analiticamente, o valor de tensdo maximo
aplicado no contorno superior para que as partes ndo deslizem entre si é de 4N/mma2. Nas figuras
55, 56 e 57, apresentam-se 0s deslocamentos do conjunto para os passos de carga 20, 60 e 70,
onde constata-se o inicio do deslocamento relativo entre as partes no passo 60 do segundo
histérico de carga, representando um acréscimo de tensdo no contorno superior de 3N/mm2,

atingindo 4N/mm?2 ao todo (somado a carga aplicada na primeira etapa de carregamento). O
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deslocamento inicial constatado anteriormente ao deslizamento é decorrente da hipotese de 0s
corpos ndo serem considerados rigidos. Desta forma, verifica-se que a técnica proposta por

Bitencourt et al. (2015), aplicada a problemas de contato com atrito, é consistente.

0.55055

dy, [mm]

' 0,55

- 0,25

I

y
h .
Figura 55 - Deslocamentos - passo de carga 20 (fator de escala 0,1).
dy, [mm]

l 3,39
- 1,70
I,

Y

Figura 56 - Deslocamentos - passo de carga 60 (fator de escala 0,1).
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23378

dy, [mm]

' 23,37

- 11,90

Figura 57 - Passo de carga 70 (fator de escala 0,2).

Em um grafico que relaciona a tensdo compressiva normal vertical aplicada ao modelo
e a tensdo de cisalhamento na interface das partes, tem-se as trajetdrias de tensdo para as

condicdes hidrostaticas de IN/mmz2 (trajetdria 1) e 2N/mm2 (trajetoria 2), vide Figura 58.

, N/MM?
w o

—4— Reta de Coulomb
—fl— Trajetodria 1

Trajetoria 2

TENSAO DE CISALHAMENTO
w

0 2 4 6 8 10 12
TENSAO DE COMPRESSAO VERTICAL, N/MM?

Figura 58 - Grafico de trajetorias.
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CAPITULO®6

6. CONCLUSOES

Neste trabalho foi proposta a utilizacdo de uma nova técnica para representar o contato
entre partes de um corpo através do método dos elementos finitos. A técnica consiste em
discretizar regides do corpo de forma independente e posteriormente adicionar elementos
finitos de acoplamento para descrever o contato entre essas partes atraves de uma formulacéo

ndo rigida.

Para ilustrar os resultados obtidos nesta pesquisa, foram escolhidos exemplos através
dos quais € demonstrada a capacidade do modelo em permitir a separacdo das faces quando
submetidas a forcas de tracdo (forcas perpendiculares e opostas as faces), a0 mesmo tempo em
que impede a interpenetracdo das malhas independentes quando submetidas a forgas de
compressdo (forcas perpendiculares que apontam para a face oposta), além da abordagem de

problemas em que se considera as forcas de atrito na interface.

Nos exemplos, a técnica demonstrou ser capaz de representar a interacao entre as partes
de um solido através do tratamento dos casos de separacdo e interpenetracdo das malhas. A
separacdo foi tratada como perda de contato, podendo oferecer, ou ndo, resisténcia de atrito
entre os subdominios, enquanto nas regides que apresentavam tendéncia para sobreposicao de
malhas, um acoplamento rigido foi aplicado para garantir a transferéncia de esforcos entre as

faces.

Os exemplos apresentados foram importantes para a valida¢do da técnica, uma vez que
uma mesma interface apresenta tanto tendéncia de separacdo, quanto de sobreposicdo de

malhas.

Por fim & importante destacar que atraves desta técnica nenhum grau de liberdade
adicional foi introduzido ao problema, apesar da matriz de rigidez se tornar mais densa com a
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introducdo dos elementos de acoplamento, que podem ser adicionados facilmente em qualquer

programa de andlise estrutural por elementos finitos.

Como complemento deste trabalho, julga-se importante o desenvolvimento de um
programa capaz de representar casos de contato ndo conforme, onde inicialmente ndo se
conhece as regides de contato. Como propostas para desenvolvimentos futuros, propdem-se a

ampliac&o da técnica para a generalidade de comportamentos mecéanicos existentes:

Modelos tridimensionais: apos validado o método para problemas 1D e 2D, observou-se que a
técnica oferece vantagens em relacdo ao método de elaboracdo de malhas tradicional
empregado atualmente. Entretanto, devido a existéncia de outros comportamentos da mecénica
estrutural, hé a exigéncia e necessidade para que a técnica seja expandida para elementos 1D e
2D com mais graus de liberdade (deslocamento e momentos) e para elementos 3D, abrangendo
desta forma o emprego da técnica a grande maioria dos problemas mecanicos existentes.

Contato ndo conforme: uma limitacdo da técnica proposta para representar o contato surge
guando se impde tratd-lo no regime linear, isto €, ndo ha variacbes da area de contato entre 0s
componentes pois todos os calculos sédo realizados com base no modelo indeformado. Nesta
hipotese, a criacdo dos elementos especiais estd em uma etapa de pré-processamento, ndo
havendo necessidade de geragcdo de novos elementos durante a anélise. Assim, uma extensdo
da aplicacdo da representacdo do contato para o método de acoplamento de malhas nédo
conformes proposto por Bitencourt et al. (2015) € a inser¢do de analises para contato nédo
conforme (que tem variacdo da area de contato). Por exemplo, dominios que a principio ndo
interagem e que, durante o processo de carregamento na analise objeto de estudo, possam se

encontrar e interagirem entre si.

79



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

ALVES FILHO, A. Elementos Finitos: A Base da Tecnologia CAE. 5. ed. S3o Paulo: Erica,
2000.

ALVES FILHO, A. Elementos Finitos: A Base da Tecnologia CAE: Analise N&o Linear. 1.
ed. Sdo Paulo: Erica, 2012.

ARNOLD, D. et al. Unified analysis of discontinuous Galerkin methods for elliptic
problems. SIAM J.  Numer. Anal. 39 (5) (2002) 1749 - 1779.
http://dx.doi.org/10.1137/S0036142901384162.

ASSOCIACAO BRASILEIRA DE NORMAS TECNICAS, ABNT - NBR 8567 - Célculo e

Projetos de Feixes de Molas para Veiculos Rodoviarios. Sdo Paulo: ABNT, 1984.

BAZILEVS, Y.; HSU, M.C.; SCOTT, M. Isogeometric fluid-structure interaction analysis
with emphasis on non-matching discretizations, and with application to wind turbines.
Comput. Methods Appl. Mech. Engrg. 249-252 (0) (2012) 28-41.

BERNARDI, C.; MADAY, Y.; PATERA, A. A new nonconforming approach to domain
decomposition: the Mortar element method, in: H. Brezis, J. Lions (Eds.), Nonlinear
Partial Differential Equations and their Applications. Pitman/Wiley, London, New York,
1994, pp. 13 - 51.

BELGACEM, F. The Mortar finite element method with Lagrange multipliers. Numer.
Math. 84 (2) (1999) 173 - 197.

BELGACEM, F.; HILD, P.; LABORDE, P. The Mortar finite element method for contact
problems. Math. Comput. Modelling 28 (4 - 8) (1998) 263 - 271.
80


http://dx.doi.org/10.1137/S0036142901384162

BITENCOURT JR., L. A.G. et al. A coulpling technique for non-matching finite element
meshes, Comput. Methods Appl. Mech. Engrg. (2015),
http://dx.doi.org/10.1016/j.cma.2015.02.025.

CIMNE. GiD: The universal, adaptative and user friendly pre and post processing system
for computer analysis in science and engineering - User Manual. GiDr: The personal pre

and post processor, 2016. Disponivel em: <http://www.gidhome.com/>.

DARE NETO, L. The Stress Analysis in Semi-Elliptical Leaf Springs. S&o Carlos, 1998,

Tese (Doutorado) - Escola de Engenharia de S&o Carlos, Universidade de Sao Paulo.

DHIA, H. Problémes méaniques multi-échelles: la methode Arlequin. C. R. Acad. Sci. - Ser.
IIB - Mech.-Phys.-Astron. 326 (12) (1998) 899 - 904. http://dx.doi.org/10.1016/S1251-
8069(99)80046-5.

DHIA, H.; RATEAU, G. The Arlequin method as a flexible engineering design tool.
Internat.  J.  Numer. Methods Engrg. 62 (11) (2005) 1442 - 1462.
http://dx.doi.org/10.1002/nme.1229.

DUREISSEIX, D.; BAVESTRELLO, H. Information transfer between incompatible finite
element meshes: application to coupled thermo-viscoelasticity. Comput. Methods Appl.
Mech. Engrg. 195 (44-47) (2006) 6523-6541. http://dx.doi.org/10.1016/j.cma.2006.02.003.

HAIKAL, G.; HIELMSTAD, K. An enriched discontinuous Galerkin formulation for the
coupling of non-conforming meshes. Finite Elem. Anal. Des. 46 (6) (2010) 496-503.

HUEBER, S.; WOHLMUTH, B. Thermo-mechanical contact problems on non-matching
meshes. Comput. Methods Appl. Mech. Eng. 198 (15 - 16) (2009) 1338 - 1350.
http://dx.doi.org/10.1016/j.cma.2008.11.022.

JUVINALL, R. C. Fundamentos do projeto de componentes de maquinas. Traducao
Fernando Ribeiro da Silva, Paulo Pedro Kenedi. 2. ed. Rio de Janeiro: LTC, 2016.

KACHANOV, L. Time of the Rupture Process under Creep Conditions. Izvestiia Akademii
Nauk SSSR, Otdelenie Teckhnicheskikh Nauk, 8, 26-31, 1958.

81


http://dx.doi.org/10.1016/j.cma.2015.02.025
http://dx.doi.org/10.1016/S1251-8069(99)80046-5
http://dx.doi.org/10.1016/S1251-8069(99)80046-5
http://dx.doi.org/10.1002/nme.1229
http://dx.doi.org/10.1016/j.cma.2006.02.003
http://dx.doi.org/10.1016/j.cma.2008.11.022

KIM, H. G. Interface element method (IEM) for a partitioned system with non-matching
interfaces. Comput. Methods Appl. Mech. Eng. 191 (29 - 30) (2002) 3165 - 3194.
http://dx.doi.org/10.1016/S0045-7825(02)00255-4.

KIM, H.G. Interface element method: treatment of non-matching nodes at the ends of
interfaces between partitioned domains. Comput. Methods Appl. Mech. Eng. 192 (15)
(2003) 1841 - 1858. http://dx.doi.org/10.1016/S0045-7825(03)00205-6.

LACERDA, E. G. M. Analise ndo linear de trelicas pelo método dos elementos finitos

posicional. Estéfane George Macedo Lacerda. — Natal, RN, 2014.

LAMICHHANE, B.; WOHLMUTH, B. Mortar finite elements for interface problem.,
Computing 72 (3-4) (2004) 333-348. http://dx.doi.org/10.1007/s00607-003-0062-y.

LEMAITRE, J. A three-dimensional ductile damage model applied to deep-drawing
forming limits. Mechanical Behavior of Materials — IV, v. 2, p. 1059-1065, 1983.

LLOBERAS-VALLS, O. et al. On micro-to-macro connections in domain decomposition
multiscale methods. Comput. Methods Appl. Mech. Engrg. 225-228 (0) (2012) 177-196.
http://dx.doi.org/10.1016/j.cma.2012.03.022.

MANZOLLI, O. et al. Modeling of interfaces in two-dimensional problems using solid finite
elements with high aspect ratio. Comput. Struct. 94-95 (0) (2012) 70-82.
http://dx.doi.org/10.1016/j.compstruc.2011.12.001.

MATHWORKS. Matlab, version R2013a. Disponivel em

https://www.mathworks.com/products/matlab/.

NITSCHE, J. Uber ein variationsprinzip zur losung von dirichlet-problemen bei
verwendung von teilraumen, die keinen randbedingungen unterworfen sind. Abh. Math.
Sem. Univ. Hamburg 36 (1) (1971) 9-15. http://dx.doi.org/10.1007/BF02995904.

PANTANO, A.; AVERILL, R. C. A penalty-based finite element interface technology.
Comput. Struct. 80 (22) (2002) 1725-1748.

PANTANO, A.; AVERILL, R. C. A penalty-based interface technology for coupling
independently modeled 3D finite element meshes. Finite Elem. Anal. Des. 43 (4) (2007) 271-
286. http://dx.doi.org/10.1016/j.finel.2006.10.001.

82


http://dx.doi.org/10.1016/S0045-7825(02)00255-4
http://dx.doi.org/10.1016/S0045-7825(03)00205-6
http://dx.doi.org/10.1007/s00607-003-0062-y
http://dx.doi.org/10.1016/j.cma.2012.03.022
http://dx.doi.org/10.1016/j.compstruc.2011.12.001
https://www.mathworks.com/products/matlab/
http://dx.doi.org/10.1007/BF02995904
http://dx.doi.org/10.1016/j.finel.2006.10.001

PETERS, H.; MARBURG, S.; KESSISSOGLOU, N. Structural-acoustic coupling on non-
conforming meshes with quadratic shape functions, Internat. J. Numer. Methods Engrg. 91
(1) (2012) 27-38. http://dx.doi.org/10.1002/nme.4251.

PRAZERES, P.G.C. A modified implicit-explicit integration scheme: an application to
elastoplasticity problems. J Braz Soc Mech Sci Eng 2016;38(1):151-61.
http://dx.doi.org/10.1007/s40430-015-0343-3.

RABOTNOV Y. N. On the Equation of State of Creep. Institute for Hydrodynamics,
Novosibirsk, U.S.S.R., Volume: 178 issue: 1, page(s): 2-117-2-122, 1963.

RESNICK, R.; HALLIDAY, K. Fundamentals of Physics, Volume 1. 10. ed. Rio de Janeiro:
LTC[S.1.], 2003.

RODRIGUES, E. A. Um modelo constitutivo de dano composto para simular o
comportamento de materiais quase-frageis. Dissertacdo (Mestrado) — Universidade Estadual
Paulista, 2011.

SAMPAIO, M. A. B., Mecanica do contato com o método dos elementos de contorno para

modelagem de maquinas tuneladoras. Sdo Paulo, SP, 2009.

SELLITTOA, A. et al. Methodological approaches for kinematic coupling of non-matching
finite element meshes. Published by Elsevier Ltd. Selection and peer-review under
responsibility of 11th International Conference on the Mechanical Behavior of Materials
(ICM11) - (2011) 421-426. http://dx.doi.org/10.1016/j.proeng.2011.04.071.

SIEMENS PLM SOFTWARE. Femap with NX Nastran, version 9. Disponivel em <

https://www.plm.automation.siemens.com/pt br/products/femap/nxNastran/>.

SITZMANN, S.; WILLNER, K.; WOHLMUTH, B. A dual Lagrange Method for contact
problems with regularized frictional contact conditions: Modelling Micro Slip. Comput.
Methods Appl. Mech. Engrg. 285 (2015) 468-487.
http://dx.doi.org/10.1016/j.cma.2014.11.022.

SOUZA NETO, E. A;; PERIC, D.; OWEN, D. R. J. Computational methods for plasticity:
theory and applications. [S.l.]: John Wiley & Sons, 2011.

TIMONSHENKUO, S.P. Resisténcia dos Materiais. V. I, ll. Rio de Janeiro: Livros Técnicos e
Cientificos 1981.
83


http://dx.doi.org/10.1002/nme.4251
http://dx.doi.org/10.1007/s40430-015-0343-3
https://journals.sagepub.com/author/Rabotnov%2C+Y+N
http://dx.doi.org/10.1016/j.proeng.2011.04.071
https://www.plm.automation.siemens.com/pt_br/products/femap/nxNastran/
http://dx.doi.org/10.1016/j.cma.2014.11.022

TIMONSHENKO, S.P.; KRIEGER, S. W. Theory of Plates and Shells. Singapore: McGraw-
Hill, 1970.

TIMONSHENKO, S.P.; GOODIERM, J.N. Theory of Elasticity. Tokyo: McGraw-
Hill/Kogakusha, 1951.

THIRUNAVUKKARASU, S.; GUDDATI, M. N. A domain decomposition method for
concurrent coupling of multiscale models. Internat. J. Numer. Methods Eng. 92 (11) (2012)
918-9309. http://dx.doi.org/10.1002/nme.4362.

UNGER, J.F.; ECKARDT, S. Multiscale modeling of concrete from mesoscale to
macroscale. Arch. Comput. Methods Eng. 18 (3) (2011) 341 - 393.
http://dx.doi.org/10.1007/s11831-011-9063-8.

WRIGGERS, P. Computational Contact Mechanics. Springer-Velag Berlin Heidelberg,
2006.

WOHLMUTH, B. A mortar finite element method using dual spaces for the Lagrange
multiplier. SIAM J.  Numer. Anal. 38 (3) (2001) 989 - 1012. URL:
http://www.jstor.org/stable/3061996.

WOHLMUTH, B. Variationally consistent discretization schemes and numerical

algorithms for contact problems. Acta Number. 20 (2011) 569 - 734.

ZIENKIEWICZ, O. C. The Finite Element Method in Engineering Science. London:
McGraw-Hill, 1971.

84


http://dx.doi.org/10.1002/nme.4362
http://dx.doi.org/10.1007/s11831-011-9063-8
http://www.jstor.org/stable/3061996

