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Resumo

Nesse trabalho, foi estudado acerca da existéncia de duas solugoes fracas u,v €
W1P(Q) para o problema eliptico quasilinear do tipo concavo-convexo, envolvendo o ope-
rador p-Laplaciano, com condi¢ao de fronteira de Neumann nao-linear. Mais especifica-
mente, é mostrado que existe A > 0 tal que, para 0 < A < ), existem u,v € WP(Q) tais
que sao solucoes fracas com energias distintas para o problema:

—Apu+ [uP?u = |u|""?u em

4 (0.0.1)

p—2-"
e -

= Mu|"?u sobre 0€2

coml<g<p<p,p<r<p,QCRM, N>3éum dominio limitado suave, A > 0 e n
é um vetor unitario normal & 0€). Para este estudo, foi utilizado o Método da variedade
de Nehari, que consiste em restringir o funcional energia a um subconjunto N, chamada
variedade de Nehari, a qual se mostra um vinculo natural para o problema.

Palavras-Chave: Equacoes Diferenciais Parciais Elipticas, Problema Concavo-Convexo,
Fronteira nao-linear






Abstract

In this work, we studied the existence of two weak solutions u,v € W'?(Q) for a
quasilinear elliptic problem of concave-convex type, involving the p-Laplacian operator
with a nonlinear Neumann boundary condition. More specifically, it is shown that there
exists A > 0 such that, for 0 < A < A, there exist u,v € W?(Q) which are weak solutions
with distinct energy levels for the problem:

—Apu + [ulP"2u = |u""?u in Q

(0.0.2)
Ou = AMu|??u on 0N
on

with 1 <g<p<p’Yp<r<p, QCRY N >3asmooth bounded domain, A > 0 and
1 a unit outward normal vector to 0f). For this study, we employed the Nehari manifold
method, which consists in restricting the energy functional to a subset N, called the
Nehari manifold, which provides a natural constraint for the problem.

[Vulr™

Keywords: Elliptic Partial Differential Equations, Concave-convex problem, Nonlinear
boundary condition.
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C*(Q) = {u: Q — R; u é continuamente k vezes diferenciavel};
Cr(Q) = {u € C*(Q); supp(u) é compacto};
Che(Q) = {u € C*(Q); u é Holder-continua de expoente a};
LP(Q) = {f : Q@ — R; u & mensuravel e /]f|pdx < 0o};
Q
WhP(Q) := {u € LP(Q) : [Vu|e LP(Q)}.
WyP(Q) é o fecho de C}(€) na norma do espaco W'?(Q);
u, — u denota a convergéncia forte (em norma);

u, — u denota a convergeéncia fraca;

Vu denota o gradiente de uma funcgao diferenciavel u:

vu:(au ou 6u>;

Oxy Oxy” 7 Oxy
A,u denota o operador p-Laplaciano de u, ou seja,

A, = dz’v(|Vu]p’2Vu);

p* denota o expoente critico da imersiao de Sobolev de W1P(02), ou seja,

._ PN

se N>3ep'=400se N=1,2;

1
ullwrr@)= |lul|= (/|Vu|pdx+ /|u|pdx) denota a norma em W1P((Q).
Q Q
1
ul,= |u|pr @)= (/\u|rd:c> denota a norma em L"(2), 1 <r < co.
Q

q
[ulg.00=|u|La(a0):= (/ |u|qu) denota a norma em L9(012), 1 < ¢ < 0.
o9
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CAPITULO

1

Introducao

Recentemente, problemas do tipo concavo-convexo tem ganhado bastante destaque na
literatura de Equagoes Diferenciais Parciais. Em 1994, foi publicado o trabalho [2], onde
foi apresentado a existéncia de solugoes positivas com energias opostas para o problema

—Au = Nu|"?u+ |[u]"?u em Q
(1.0.1)
u=20 sobre 0}

onde Q C RV, N > 1 ¢ um dominio limitado suave, com A > 0el < ¢ < 2 < r < 2%,
onde 2* = ]3—],\[2

A caracteristica principal do problema proposto é a presenca da soma de dois termos
com crescimentos distintos: um termo com crescimento sublinear |u|??u, com 1 < ¢ < 2,
e um termo com crescimento super-linear |u|"?u, com 2 < r < 2*. Assim, a combinagao
destes dois termos gera um crescimento do tipo coéncavo-convexo para o problema ([1.0.1]).

Nas condicoes anteriormente citadas, € demonstrado a existéncia de um A* > 0 tal
que, para todo 0 < A < \*, o problema (|1.0.1)) apresenta infinitas solu¢oes com energia
negativa. Além disso, se retirado o caso critico r = 2*, é mostrado que para todo \ €
(0, A*), o problema apresenta a existéncia de um segundo grupo com infinitas
solugoes que possuem energia positiva.

A existéncia de solucdes de energia negativa para um problema do tipo céncavo-
convexo ja havia sido discutida anteriormente em 1991 no trabalho [6], onde & apresentado
o seguinte problema:

—Ayu = ANu|T%u+ [uf" 2u em 0
(1.0.2)
u=>0 sobre 0f)

onde Q C RV, N > 1 & um dominio limitado suave, A\ >0e 1 <p < N, com 1 < g < p*,
onde p* = ]f,’—i é o expoente critico de Sobolev. O trabalho apresentou trés casos de
crescimento distintos:

e p < q<p* onde (1.0.2) apresenta um crescimento subcritico;

o max(p,p* — tyy) < <p%

e 1 < ¢ < p,onde (1.0.2) apresenta o crescimento do tipo concavo-convexo.

15
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Enquanto os dois primeiros casos mostram a existéncia de A\; > 0, tal que para A > A,
o problema apresenta a existéncia de uma solucao nao-trivial, no terceiro caso, é
mostrado que existe A; > 0 tal que, para 0 < A < Ay, existe uma solucao ug positiva que
¢ ponto de minimo local do funcional energia. Além disso, mostram que existem infinitas
solucoes para o problema com energia negativa, porém deixando em aberto quanto
a existéncia das solu¢oes com energia positiva.

Assim, no trabalho [7] é retomado o estudo do problema , coml<g<p<N.
Foram apresentados trés casos para a existéncia das solugoes:

e 2<p<3el<qg<yp;

e p>3,sep>q>p— A

2N

® N2

<p<lel<qg<np.

Assim para essas condicoes, é mostrado a existéncia de A\g > 0 tal que, para todo 0 <
A < Ag, o problema apresenta a existéncia de pelo menos duas solugoes positivas.
Foi mostrado também que qualquer solucio u € W,?(Q) de (1.0.2) é regular (ou seja,
u € Ch(Q)).

O seguinte problema de difusao nao-linear:

—Apu+ [ulP72u = |u|""?u em Q

(1.0.3)
|Vu|”_2% = AMu|"?u sobre 0%
n

coml<g<p<r,p<r<p*el>0folestudado em [10], [11], [I2] e [13]. No primeiro
texto,  C RY & um dominio limitado e suave. Assim, nas condicdes impostas sobre
o problema e o dominio, o resultado principal apresenta a existéncia de uma constante
A > 0 tal que para todo A € (0,A), o problema apresenta uma solucao minimal
positiva uy € CY#(Q), onde 8 € (0,1). Além disso, essa solucdo ¢ limitada, tende a zero
quando A — 0, possui energia negativa e uy — u* € W1?(Q) quando A — A, onde u*
define uma solucao positiva quando A = A.

No trabalho [I1] foi realizado o estudo do caso radial onde Q = {x € RV : |z|< 1} ¢é
a bola unitaria do RY. A partir de estudos realizados anteriormente em [10], foi possivel
mostrar um resultado de multiplicidade no caso radial, além de que, para o caso r <
p*, para cada 0 < A < A, o problema apresenta uma segunda solucao positiva
vy € CH(Q), onde B € (0,1). Finalizando, no texto [12], é apresentada a extensdo dos
resultados obtidos em [IT] agora onde 2 C RY ¢ um dominio limitado suave qualquer.

Para este trabalho, foi estudado o artigo [I3], onde o autor retoma o estudo do pro-
blema , dessa vez com 1 < ¢ < p < r < p*, na busca de caracterizacao das energia
das solucoes. Através da utilizacdo do método de fibracao, foi mostrado a existéncia de
X > 0 tal que, para 0 < A < A, o problema apresenta a existéncia de dois conjuntos
de infinitas solucoes nao triviais com energias opostas.

Assim, inspirado nos resultados apresentados em [13] e na teoria presente no texto
[14], este trabalho teve como foco enunciar e demonstrar o seguinte resultado:

Teorema 1.0.1. FEziste \ de tal forma que, se 0 < X\ < \, entdo existem duas solugoes
fracas u,v € W1P(Q) para (m, uma com energia positiva e outra com energia negativa.

No Capitulo 2 sao apresentados defini¢oes e resultados que serao essenciais para o
desenvolvimento do trabalho. No Capitulo 3 sao apresentados alguns resultados presentes
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em [I3], bem como resultados desenvolvidos inspirados pelo texto [14]. Também apresen-
tamos a forma fraca das solugoes do problema , o funcional energia, a regularidade
das solucoes e a aplicacao do método de Nehari para obtermos solucoes de e pro-
varmos o Teorema [L.O.1l






CAPITULO

2

Preliminares

Neste capitulo serao apresentados defini¢oes e resultados presentes em [1], [3], [4], [5],
[8] e [9] que posteriormente serao utilizados em nosso texto.

2.1 Espacos LP.

Definicao 2.1.1. Seja p,q € R, com 1 < g < p < co. Denotamos
LP(Q)={f:Q — R: f é mensurdvel e |f|Pe L'(Q)},

P

munido da norma || f||,= {/\f’pdx] ,
Q

L0Q) = {f : 00 — R : f é mensurdvel e |f|Pe L' (00Q)},

com ||l pon= { / Q|f|st} g

Temos definido também

L>®(Q)={f:Q = R: f é mensurdvel e existe uma constante ¢ tal que |f(x)|< ¢ ¢.s.
em Q}.

com || flloo= inf{c: |f(x)|< c g.s. em Q}.

Definicao 2.1.2. Seja 1 < p < 0o. Denotaremos por p' o expoente conjugado tal que

o +Z%:1,sel<p<oo;

1

p
ep=1lsep =0c0ep=o00sep =1

Lema 2.1.1 (Desigualdade de Young). Sejam 1 < p < 0o e a,b € R, seque que vale:

1 1
ab < —a? + =V, Va,b > 0. (2.1.1)
p p

. . /
A igualdade sé ocorre se a? = bP .

Demonstragao. Ver Teorema 4.6 de [3].

19
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Teorema 2.1.1 (Desigualdade de Holder). Seja f € LP e g € L”, com 1 < p < oo.
Entdo fg < L' e | |fgldo < 1,9l
Q

Demonstragao. Iremos dividir a demonstra¢ao em dois casos: para p = 1 (ocorrendo
assim de forma andloga para p = 00) e para 1 < p < oc.

ep=1=p =00:

Seja f € LP,g € L™. Uma vez que g € L™, temos entdo que |g(x)|< ||g|loc ¢-5. em 2.
Seque entao que:

[f(@)g(@)|< |f(@)[llglleo g-s. em 2.

Integrando em ambos os lados, obtemos

/ﬂ | (@)g(x)|d < / 9llocl ()l d
< gl / f(@))de

< gl f1I1-
e l<p<o0:
Sejam f € L?, g € L¥. Da desigualdade de Young, seque que:

| f(x)g(z)|< %\f(l’)\p—l-]%]g(z)\p/ q.s. em Q.

Integrando em ambos os lados da desigualdade, obtemos
1 1 ,
[1f@e@ldz < [ 1@pde - [ lgpds
Q pJa P Ja
Note que /]f(a:)|pd1: < oo e /|g(x)|p/dx < oo, pois |f|P€ L' e |g[P'e L', e portanto,
0 Q

seque que /|f(:c)g(a:)]d:c < 00, mostrando que fg € L*.
0
Agora, substitua f por A\f, onde X > 0 e note que:

[ nsrds = [pispds = ap [ (s,
Q Q Q

AP 1 ,
/|Afg|dx < u/|f|”dfv T —,/Ig\” v =
Q P Ja P Ja
APt 1 ,
Jistae <BE= Figpan s T [gpan
Q p Q )\P Q

e portanto,

Agora, note que /Q|f|pdx = |IfI5 e fazendo \ = H‘T]JUTT temos
2\ P
Jurgr <1901 g (10 ) g
0 p\ Il 7\l 19
Y= o
< (B Jusige s (L2 ) .

lgll,;
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Note também que:

/
+
L S - /p_l
P q pp
= p+p =pp
—= p+p —pp'=0
— p'(1-p)=-p
/
—1
_ =1
p

Substituindo em , temos:

1 o .
/Qlfgldx < ]—7||9||pf||f||,’§||f||,ﬁ ”+27||f||p||g||§/||g|!,,/” =

1 1
S — / +— /
gl 17141171l 013
1 1
<[ fllpllg ,<_+_>
1 1pllgllp A
</ lsllglly
finalizando assim, nossa demonstracao. 0]

Teorema 2.1.2 (Desigualdade de Minkowski). Se 1 < p < oo e f,g € LP, entdo || f+g]/,<
1 llp+1lgllp-

Demonstracgao.
e p=1:

Se f,€ L', entdo segue que:

Hf+mr=LU+ywm

g/mm+/mm
Q Q

< [Iflli+llglls-
e l<p<o0:

Sejam f,g € LP, com 1 < p < co. Note que:
I+l = [ 17+ gPds
= [1r+allf +opaa
< [ r+1aDf + g~
< L1517 + gl gl + 9P 'da

fgému+m%wx+LMW+m%wx
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Utilizando-se da Desigualdade de Hdlder, teremos / \FILf+ Pt < | I+ 9)P -
0

q

Como 17+ = [ 107+ 99 P ao) ", (o= 1 = pe = 251, entit
Q

=

P

I+ a7l = ( [17+ a7 a )

= (/Qlf+9lpdﬂf)p;

=f+glp™"

Logo,

1f =+ glly < UFUILF + gllp ="+ gl llLf + gllp
< (£ gl ) CLF + gl57).

Dividindo a desigualdade por || f + g||2~", temos

LF + gl < I o+l
U
Teorema 2.1.3. L? € um espago vetorial e ||.||, € uma norma para qualquer p, 1 < p < oco.

Demonstragao. Os casos p =1 e p = 0o sao triviais. Consideremos 1 < p < oc.
Note que, dados, f,g € LP, A € R,

|f(x) + Ag()|P< (| f(x)|+|Ag(z)])P ¢.s. em Q,

Fazendo ¢ = max{|f(x)|, |\g(x)|}, perceba que

|f (@) + Ag(@)|< |f (@) |+ Ag ()< 2¢ =
|f(x) + Ag(x)|P< (2¢)P = 2PcP

Uma vez que ¢ representa o maximo entre |f(x)| e [Ag(x)| (podemos supor que ¢ = | f(x)|
e portanto, 2Pc? = 2P| f(x)|P) segue que 2PcP < 2P(| f(x)[P+AP|g(x)[P), chegando que

[f (@) + g(@)["< [f(@)[P+A"]g(x)[”

mostrando assim que f + A\g € LP e portanto, concluimos que L” é um espaco vetorial.
Agora iremos mostrar que |||, ¢ uma norma. De fato, se 1 < p < oo, entdo,

o Ifl=0 — (/Q|f|pdx)P _0 — /Q|f|pda::0 e f=0,qs em

. M= ( / |Af|pdw>p _ ( / |A|f"|f|”dx>p _ (wp / |f|‘”dm)p _ w( / |f\”dx)p _

IAA 1l 5
o ||f+gll,<Ifll,+lgllp segue da Desigualdade de Minkowski.

Assim, [|-]|, € uma norma sobre o espago LP(€2). O
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Teorema 2.1.4 (Fischer-Riesz). LP(Q2) € um espaco de Banach para qualquer p, 1 < p <
0.

Demonstracao. Ver Teorema 4.8 de [3].

Para evitar confusoes entre as notacoes durante a leitura, a partir daqui as normas
| fll» € || f]|ze serdo denotadas por |f|,=|flir) € |flgo0= |f|Le50), respectivamente.

Definigao 2.1.3 (Derivada Fraca). Seja Q um conjunto aberto em RY. Sejam u,v €

L} .(Q) e considere i € {1,2,3, ..., N}. Diremos que v € a derivada parcial fraca de u na

direcao 1 se

/ua(’p de = — / vpdz, Vo € C5° (), (2.1.4)
o Oz Q

denotada por = .

2.2 Espacos de Sobolev

Definigao 2.2.1. Seja Q um dominio limitado e suave de RN, N > 1. O espago WHP(Q)
¢ definido por

WP(Q) := {u € LP(Q) : |[Vu|e LP(Q)}, (2.2.1)
onde Vu = Ou , Ou R Ou € Ou denotam as derivadas fracas de primeira ordem
0x1’ 0x9 o0x N Ox;
de u.

Lema 2.2.1. Seja u € WH(Q). O funcional |.||: WP(Q2) — R definido por

1
T — ( [ [ yu\pdx) |
Q Q

define uma norma em WP (Q).
Demonstracao. Ver Teorema 2 do Capitulo 5, Segao 5.2 de [{)].

Definicdo 2.2.2. Seja W'P(Q) munido da norma |ullwir). Definimos o subespago
fechado Wy (Q) = CH(Q).

Teorema 2.2.1. Seja ) um dominio limitado e suave. Entao:
(i) WHP(Q) € um espago de Banach para todo 1 < p < oo;
(ii) WHP(Q) é um espago reflexivo para 1 < p < oo.

Demonstracao. Ver Proposi¢ao 9.1 em [3].

Teorema 2.2.2. Seja Q C RY um dominio limitado e suave de classe C' . Sel < p < oo
ep < N, entao WIP(Q) estd continuamente imerso em L*(Q), para todo p < s < p*,
onde p* = NN—Z).

Demonstracao. Ver Teorema 5.4 de [1], parte I, caso A(4) com m = 1.

Teorema 2.2.3. Seja Q C RY um dominio limitado e suave de classe C'. Sel <p < N

ep<s< (gv__lp))p, entao WHP(Q) estd continuamente imerso em L*(05)).
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Demonstracao. Ver Teorema 5.22 de [1.

Como consequéncia das imersoes continuas, existem constantes A, B > 0 tais que

uloso< Allul e [ul,< Blul, (2.29)

para todo u € WP(Q), s € [ ,(NN;_lp)p} er e [p, NN—z)].

Teorema 2.2.4. Seja Q C RY um dominio limitado e suave de classe C'. Se1 < p < oo,
entao W1P(Q) estd compactamente imerso em L*(Q), 1 < s < p*.

Demonstracao. Ver Teorema 9.16 de [3].

Teorema 2.2.5. Seja Q C RY um dominio limitado e suave de classe C'. Sel <p < N

el <s< ((]X,ilgf, entao WHP(Q) estd compactamente imerso em L*(99).

Demonstracao. Ver Teorema 6.2 de [9].

Como consequéncia das imersoes compactas, para toda sequéncia limitada (u,) C
WhP(Q), existem (up,) C (up) € u € WHP(Q) tais que u,, = v € W'(Q), u,, = u €

L*(§2), para todo 1 < s < p* e u,;, — u € L"(052) para todo 1 <r < ((]zvv_—lp)fj'

2.3 Teoria dos pontos criticos

Definicao 2.3.1. Seja X um espaco de Banach e U C X aberto. Dizemos que o funcional
J : U — R possui derivada de Gateauzr F' € X* no ponto u € U se, para todo h € X,

LS th) = J(u) = (. th)

t—0 t

— 0. (2.3.1)

A derivada de Gateauzr no ponto u, quando existir € unica.
Dizemos que o funcional J : U — R possui derivada de Fréchet I € X* no ponto
ueU se ; 0 g o
L h) — ()~ (Fb)
Ikll—0 17l

— 0. (2.3.2)

A derivada de Fréchet no ponto u, quando existir € unica. Iremos denotd-la por DJ(u).
O funcional J pertence a C'(U) se a derivada de Fréchet F existir e for continua em U.

Definicao 2.3.2. Seja X um espaco de Banach reflexivo e J : X — R. Dizemos que
u € X é um ponto critico de J se DJ(u) = 0.

Teorema 2.3.1 (Teorema de Green). Seja Q2 um dominio limitado do RY com fronteira
suave e n o vetor unitdrio normal exterior a fronteira de Q). Para qualquer campo vetorial

F de classe C1(Q2), vale a sequinte identidade:

/didex:/ F.nds, (2.3.3)
Q o9

onde ds indica o elemento de drea (N — 1)-dimensional de OS).
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Consideremos o seguinte problema:
—Aju+ |ulP?u = f(z,u) em Q

B4 (2.3.4)

\Vu\p’2a—n = g(x,u) sobre 0f)

onde 1 < p < N, u e C*Q), Aju = div(|Vul[P~2Vu) é o operador p-Laplaciano e n é um
vetor normal & 0S).

Consideremos o campo vetorial F' = (|VuP*Vu) ¢, u € C*(Q), ¢ € C'(Q). Apli-
cando o Teorema e supondo que é solugao de (2.3.4)),

/dz’v(]VuV”2Vu)g0dx+/|Vu\p2Vqu0dx:/ |Vu\p’28—ug0ds =

Q Q oQ on
/|u|p_2ug0dm—/f(x,u)godm+/]Vu|p_2Vqupdm:/ g(z,u)pds = (2.3.5)
Q Q Q )
/|Vu\p_2Vqupdx+/|u]p_2ug0dx:/f(a:,u)cpdx—l—/ g(x,u)eds,

0 0 0 o9

para todo ¢ € C*(Q).
Desde que cada fun¢ao de W1P() por ser aproximada por uma sequéncia de fun¢oes
em C1(Q), a relagao acima motiva a definir o conceito de solugao fraca para (2.3.4)).

Definigao 2.3.3 (Solugdo Fraca). Dizemos que u € W'P(Q) é uma solucio fraca de
2.3.4), se

/|Vu|p_2Vqupd:E—l—/|u|p_2u<pdx:/f(x,u)gpd:v+/ g(x,u)pds, (2.3.6)
0 Q Q o9

para todo p € WHP(Q).

Definicao 2.3.4. Seja X um espaco de Banach e J : X — R um funcional de classe C*.
Dizemos que J satisfaz a condi¢ao de Palais-Smale (PS) no nivel ¢ € R, se para toda
sequéncia (u,) C X tal que

1. J(un) — ¢,
2. DJ(u,) — 0,
existir uma subsequéncia que converge forte em X.

Teorema 2.3.2 (dos Multiplicadores de Lagrange). Sejam X wum Espago de Banach,
J,F € CY(X,R) e xg € X um extremo local de J restrito ao conjunto

M={zreX:F(x)=F(x)}.
Se F'(xo) # 0, entdo existe A € R tal que
J' (xo)v = ANF'(zo)v  para qualquer v € X.
O nimero real A é chamado Multiplicador de Lagrange.
Demonstracao. Ver Teorema 3.1 de [5].

Teorema 2.3.3. (Teorema da Func¢ao Implicita): Sejam E,F e X espacos veloriais
normados e suponha que X seja uma espaco de Banach. Seja A C E X F um conjunto
aberto e f: A — X uma funcgao tal que
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(i) f € continua;

0
(i1) Para todo (z,y) € A, a—f(x,y) existe e € continua em A;
Y

0
(i1i) P(a,b) =0eT = —f(a, b) € invertivel com inversa continua.

dy

Entao, existem vizinhancas U dea € E eV de b€ F e uma fungcao continua p : U — V
tal que p(a) = b e as dnicas solugoes em U x V' da equagao

f(z,y) =0

sao da forma (x,p(x)) Além disso, se f € diferencidvel em (a,b), entdo ¢ € diferencidvel

em a e o (a) = — [g—‘;(a,b)}_l [%(CL’Z))} .

Demonstracao. Ver Teorema 1.31 de [8].



CAPITULO

3

Um problema do tipo concavo-convexo
com condicao de fronteira nao-linear

Neste capitulo, apresentaremos o estudo de resultados inspirados nos artigos [13] e [14].
O primeiro trabalho motivou o estudo do problema (3.0.1)) apresentado abaixo, enquanto
o artigo [14] apresentou a abordagem tedrica necessaria para a demonstra¢ao do Teorema
B3.0.11

Consideremos o seguinte problema:
—Apu+ [uP?u = |u|""?u em

5 (3.0.1)

|VulP~?— = Mu|?%u sobre 0%
on

onde Ayu = div(|[Vu|P~2Vu) é o operador p-Laplaciano, Q2 € RY, N > 3 ¢ um dominio

limitado suave, A\ é um parametro positivo e 77 é um vetor unitario normal a 9. Os

expoentes ¢, r satisfazem 1 <g<p<rel <p< N, com r subcritico, isto é, p < r < p*,

com p* = A*;—fp.

Diremos que u € WH?(2) ¢ uma solugao fraca de se u satisfaz

/\Vu]p_QVuV(pdx—i—/\u|p_2ug0dx: )\/ |u|q_2u<pds—|—/]u|T_2ucpdx,Vg0 € W (Q),
Q Q G Q

(3.0.2)
ou equivalentemente, u € W1HP(2) é ponto critico do funcional de classe C*

1 A 1
J(u) = - /(|Vu\p+]u\p)dx — —/ lul?ds — —/|u]””da:, (3.0.3)
P Ja q Jon rJa

chamado de Funcional Energia de Euler-Lagrange.

Diferente do trabalho [I3], onde foi apresentado e demonstrado dois teoremas sobre a
multiplicidade das solugoes de (3.0.1)), este trabalho teve como foco enunciar e demonstrar
o seguinte teorema:

Teorema 3.0.1. Eziste \ de tal forma que, se 0 < X\ < \, entdo existem duas solugoes
fracas u,v € W?(Q) para , uma com energia positiva e outra com energia negativa.

Assim, para a demonstracao do Teorema [3.0.1] procedemos da seguinte maneira: foi
estudado o Lema e Lema presentes no texto [13]; o estudo da Proposigao [3.2.1]
e do Corolério [3.2.1] presentes em [14], e por fim, a minimiza¢do do funcional em N_ e
B,(0).

27
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3.1 Regularidade das solucgoes

Lema 3.1.1. Seja Q C RY um dominio limitado de classe C*' com 1 < p < N e
1 <q<p<r<p*. Entao, toda solucio fraca u do problema satisfaz u € L>(Q).

Demonstracao. Ver Lema 2.2 em [10)]. O

3.2 Demonstracao do Teorema 3.0.1

Definigao 3.2.1. Seja J, : X — R um funcional de classe C?, X um espaco de Banach
eN ={ueWh(Q):u#0 e (DJ.(u),u) =0} sua variedade de Nehari.
Defintmos as sequintes subvariedades

Ny ={ueN: =(D*J.(v)u,u) > 0}. (3.2.1)

Definicao 3.2.2. Seja J, : X — R um funcional de classe C', X um espaco de Banach e
N sua variedade de Nehari. Dado w € N, definimos o espaco tangente T,N como sendo

TN ={we X : (DJ.(u),w) =0}. (3.2.2)

Lema 3.2.1. Seja J, : X — R um funcional de classe C?, X um espaco de Banach e N
sua variedade de Nehari. Se u € Ni é um ponto critico da restrigdo J*| de J, em N,
N

ou seja, (DJ.(u),v) =0 para todo v € TN, entdo u é um ponto critico do funcional J,
em X.

Demonstracao. Defina g(x) = (DJ.(z),z) para x € X. Temos

(Dy(x),y) = (D{DJ.(x),z),y)
= ((D*J(2), 2),y) + (DJ(x),y).

Seja u € N1 e note que
(Dg(u),u) = ((D* J(u), u), u) + (DJ.(u), u).

Como (DJ,(u),u) = 0, pois u € N, e H(D*J.(u)u,u) > 0, pois u € N, temos

(Dg(u),u) # 0.
Assim, do Teorema dos Multiplicadores de Lagrange, existe X\ € R de forma que

(DJ.(u),v) = XN(Dg(u),v), (3.2.3)
para todo v € X. Tomando u € N,
(DJ.(u),u) = MDg(u),u) = 0= XDg(u),u).

Como (Dg(u),u) # 0, temos entdo que A = 0.

Assim, por seque que (DJ,(u),v) =0, para todo v € X.
[l

Observe que o funcional J definido em (3.0.3) ndo é de classe C? quando 1 < p < 2.
Dessa forma, a defini¢cao de NV, apresentada anteriormente, nao se aplica a esse funcional.
A varidade de Nehari associada a (3.0.3)) ¢ dada por

N = {u EWIP(Q) e u#0: /|Vu|p—|—/\u]pda: _ )\/ ul7ds +/yuvdx}  (3.24)
Q Q o2 Q
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Dessa forma, definimos N, por

Ni = {u EN:+ [(p _ ) (/|Vu|p+|u]pdx> sx\g—=1) [ [uods+ (o —1) / yurdx] } |
Q o0 Q
(3.2.5)
Em [13], foi utilizado o método de fibracao para mostrar a existéncia dos pontos
criticos. Este método consiste em fixar um elemento v € WHP(Q2)\{0} e mostrar que
existe ¢ > 0 de tal forma que tu € N, ou seja, u pode ser projetado na variedade de
Nehari. Através desse método, foi mostrado a existéncia de A > 0 de tal forma que, para
w € WHP(Q)\W, (), existem to(u) > 0, tal que ts(u)u € N, para todo 0 < A < X,
demonstrado a seguir no Lema [3.2.2]

Para isso, considere o funcional J,(t) = J(tu), t > 0, dado por

tP At t"
J.(t) = — | (|VulP+|ulP)de — — | |u|%ds — — [ |u|"dx
P Ja q Joo rJao

7 At tr
= —llullP=——lulg o0 ——lul

(3.2.6)

r
I

com J, € C'.

Lema 3.2.2. Eziste X positivo tal que para todo 0 < X < X, as sequintes propriedades sio
vdlidas:

(a) Para todo v € W'P(Q\{0}, J, admite um tnico zero t_ = t_(u) > 0 satisfazendo
Ju(t)>0eJ, (t.)<O0.

(b) Para todo w € W'YP(Q)\Wy(Q), J, admite um tnico zero t = t,(u) > 0 satisfa-
zendo Ju(t.) <0 e J, (ty) > 0. Além disso, 0 < t, <t_.

(¢c) As fungoes u— t4(u) sao de classe C'.

tP At? t"
Demonstragao. Seja u € W' (Q) e J,(t) = —|[ull’ ——ul yo——|ul; com, 1 < ¢q <
o

p <. Consideremos N(u) = [|ul]’, Q(u) = |ul] 5o € R(u) = [ul; e suponha que Q(u) # 0,
isto é, u & WyP(9Q).
Procuramos t € R™ de tal forma que J(t) = 0. Calculando J/(t) temos:

Ju(t)

N(u)tr™! = R{u)t™™! = 2Qu)t"”!
[N (u)tr= = R(u)t™" = AQ(u)]t"™! (3:2.7)
= [(N(u) = Ru)t" )= = \Q(u)]t*".

Denotando h(t) = (N(u) — R(u)t"P)tP~1, temos

’

T.(8) = [h(t) — AQ(u)]trY, (3.2.8)

u

e portanto, J(t) = 0 <= [h(t) — AQ(w)]t?! = 0. Uma vez que AQ(u) € constante,
entao serd estudado o comportamento da funcao h(t).

Note que h(t) é de classe C™, com h(0) = 0. Buscando os pontos criticos de h(t),
temos

W)= (p— )Nt — (r — q) R(u)t"™ 7. (3.2.9)
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Assim,
W(t)=0 <= (p— Nt~ (r— Rt =0
= —(r— Rt =—(p— Nt
= ip—Z—l = ((1; :Zigéz)) (3.2.10)
_[—oN@w]7
= t= =]
Portanto, t; = [((i Z )} é um ponto critico de h(t).

R(w)
Temos também que h' (1) = [( —q—1)(p—q)N) — (r—q—1)(r — q)R(u)t"P| tP~972

(p=q)N(w)
YE(a) ] , temos

Aplicando em t, = [(T .

W) = | (0= a= 1) - N @) — (r — = (r — ) R(w) (w)] a2

=[p—q¢—Dp—¢Nu) —(r—qg—1)p—-qN(u)

(p—gq
~ = OV (=g~ 1)~ (- - 1] | E=05
~ (- V) (-] | L=07
(3.2.11)
Uma vez que 1 < g < p < r, temos entao que h”(tl) < 0, e assim, seque que t; € ponto
de mdzimo de h(t). Assim, se u € WyP(Q), entio existe t_(u) tal que J,(t_) = 0. Por

outro lado, se u € WYP(Q)\W,P(Q), quando h(t,) > \Q(u), temos a existéncia de duas
raizes 0 < t, < t_ para J,(t), comty <t; <t_. (ﬁgumm

rF s
J(t)

hity)

AQ ()

Figura 3.2.1: Raizes para J, (t) quando Q(u) # 0
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Note ainda que,

_ [ - rew (=28 7Y 7 (T )
h(t) = |N(u) R()((T_QR(U) ) ]([(r—q)R(U)] )

I (r—q)
_(r=p)(p—q)* N(w)**!
(r—q)*tt  R(u)~’

p—q
r—p

Além disso, das imersoes continuas de Sobolev, existem A, B > 0 tais que |u|,90<
Allull, |u|,< B|lul|, para todo u € W'P(Q). Como N(u )P = ||u|| Q(u )q = |ulgo0 e
R(u)r = |ul,, seque entdo que Q(u) < AN(U)% e R(u) < BN(u)» e assim,

onde o« =

hty) o (r=p)p—q)* N
Q) = =0 Q)R o1
S r=pp-¢* N -
(r—a)*™  AN(u)»[BN(u)7]®
Ainda
N(U)O‘—H B (u)p q+r P
AN(u)? [BN(w)?)e ABaN (u)i =59
N ()=
- drp) )
ABQN( ) »p
B N(u)™> (3.2.14)
 ABeN(u)" e
_ N
ABON (u)r=>
1
~ ABe’
Assim, denotando C7 = Ba, temos que, se 0 < A < C, onde %Cl =C >0,

temos assegurado a existéncia de ty > 0 para todo u € WHP(Q)\W, P (Q).
Notemos também que +J, (t=) > 0. De fato,

T (t) = B (03177 + (¢ — DAL = (g — DAQ(u)t*?
= W (1)t + [h(t) = AQ(uw)) (g — 1)t* (3.2.15)
= ()17 + [h(t) = AQ(u)] 17 (g — 1)t

Como t sio raizes de [h(t) — AQ(u)]t97, logo [h(ts) — AQ(u)]t4" = 0. Portanto, temos
que

Ju(ts) = Wt (3.2.16)
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Jo(to) =)t (3.2.17)

Assim, como ty < t; < t_, onde t; € ponto mdzimo de h(t), seque que h'(ty) > 0 e
h'(t-) <O0.
Portanto, temos +.J, (t) > 0.

Também temos FJ,(t+(u)) > 0 desde que 0 < X\ < X, com X\ suficientemente pequeno.
De fato, note que

L) =0 = N =2Q(" - A =0,
— N(u)% _ R@)é _ AQ@)%, (3.2.18)
e q [N(u)? ~ R(u) t:q} ~ Q).

Consideremos entao gu(t) = q {N(U)% — R(u) trrq] . Analisando a funcao o, (t) temos:
Assim,
Pult) =0 == g {(p - q)Np(“)tpql (= q)Rru)trql L
= r(p— QNP —p(r — g)R)t" " =0
<~ T(p — q)N(u)tp*‘J*l — p(r _ Q)R(U)trfqil (3220)
rep _ TP = @N(u)
=T M=ok
rp— N |

r—p
Seja entao t, = [ 1 e note que t, é um ponto critico de p,(t). Seque

p(r — q)R(u)
também que t, é um valor de mdzimo de p,(t):

" (p—q—1D)p—-Nwtr—* (r—q—1)(r— Q)R(U)trq2}

t) = _
vu(t) = ¢ » ;

—y r(p—q— 1)(p— q)N(u) —pi(r —q-1)(r - CﬂR(“)tr_p] o (3.2.21)
r(p—g—1)(p— N —plr—q—1)(r - q)RW_p} p—y
pr
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Assim,

1"

(== 1= )N ) =l == D~ ko) ([{2258] 7 )
Spu(t*) =4q t;:fq72

pr

=q rp—a= - Q)N(U)p—rr(r —q—1)(p- Q)N(“)] a2

=qr(p—q)N (U)%%T)t’i‘q‘?-
(3.2.22)

Como 1 < q < p <r, seque que gog(t*) < 0. Portanto, t, € um ponto de mdzimo para
ou(t). Assim,

oy e (RG] T) ] )
mwu( o) = Q(u) pr {p(r - Q)R(U)]
[1_ (p,q)] o [ 70 a
_ WN(a =] [(p—q)]"  N(u)
=N o {(r - q)} Q(u) R(u)*’
_ 9 e gy N ek =TT P
- pa“K(l K) Qu) R(u)*’ s 1 o (3.2.23)

Das imersoes continuas de Sobolev, temos:

a a+1
QQU) pulls) 2 ;I“K(l N K)QAN(g;/EgN(u);]a
> ;IflKu - K)O‘ﬁ
> ;’Oﬁfm — K)C
> qcfl [T L (1 . _p)@ Cl] (3.2.24)
p r—4q r—9q

gr* (r—p\ (p—q\"
>
= potl (T—Q) (T—q> “
re (r — _ «
qr® (r—=p)(p —q) c,

ettt (r—g)t!

qr® =
> pa+1C’.—C>0.

Tomando A < min{C, C}, seque que FJ,(tx(u)) > 0, com ty < t, < t_, pois, uma vez
que t_ € ponto critico de J,(t), temos entdo:

/

J,(t) =0 < Nt — Ru)t"™ = \Qu)t" =0
< N(u)t" 7 — R(u)t" " = AQ(u).

(3.2.25)
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Como J,(t_(u)) > 0 temos

t* td

N~ = AQ(u) - R(u)% S0 e

: e
u)— — R(u)— u)—
p r q
tp*q tT*q
— q (N(u)_T — R(u) _7“ ) > AQ(u)
tp_q t"'_q
= q <N(u)7 — R(u) ;ﬂ ) > N(u)t?™ — R(u)t”™ 1
N p—q r—q
— 1 (w2 paR(u)t > N(u)t"” 7 — R(u)t"
pr
< rgN(u)t"™ " — pgR(u)t”" " > prN(u)t*”? — prR(u)t"?
< prR(u)t” " — pgR(u)t”* > prN(u)t"* — rqN(u)t"™
<~ (pr —pq) R(u)t”"* > (pr —rq) N(u)t"1
r—q _
e =, o g N
27 p(r—q) R(u)
e prs T a) N
p(r—q) R(u)
— [T(p—q)N(u)] o
p(r—q) R(u)
= t_ > 1,
(3.2.26)
De forma andloga, mostramos também que t, < t,. (ﬁgum
A
T(1)
r
\ i
t,
Figura 3.2.2: Comportamento do funcional J,(t).
Seja agora ® : W'P(Q) x R — R dada por ®(u,t) = J'(tu)tu = t.J,(t).
Comol<qg<p<r, temos ® € C' e além, disso,
O(u,ty) = P(u,t-) =0,
a@ 1"
—(u ) = Ji(ty) + 1, (t4)
—t.J, (ty) > 0. (3.2.27)

0o

() = JL(t-) + Lo T ()

1

=t_J,(t-) <O.
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Pelo Teorema da Fungio Implicita, existe Bs(u) C W'YP(Q) e Jy = (t_ — €1, +
€1),J2 = (ty — €2,y + €2) tal que para todo v € Bs(u), existe um inico t, (v),t_(v) € C*
tal que ®(v,t(v)) = J'(ty(v)) = J'(t-(v)) = ®(v,t_(v)) = 0. Logo, temos t+(v) € N,
para todo v € W1P(Q). O

Lema 3.2.3. Eziste 6 > 0 tal que ||ul|w1ir@)> 0, para todo u € N_.

Demonstragao. Primeiramente, note que

1 A 1
J(u) = =||lu||P—=|ul? oo ——|ul’. 3.2.28
(u) pIIUII q\UIq,aQ ~luly ( )
Das imersoes continuas de Sobolev, temos:
1 AC Co r
J(u) = —||U||p—T||U||q—7||U||
3.2.29)
1 Ay ., Cy (
> JulP | = 20 uroe- 2|
r
Logo, como
1 X C 1
lim (— e~ —QST—P> = - >0, (3.2.30)
s—0T \ p q r P
entao existem o, p > 0 tais que
J(u) > «, se |jul|=p. (3.2.31)

Suponha por contradicio que exista (u,) C N_ tal que u,, — 0 em W1P(Q). Entao,

on(1) = J(u,) = max J(suy,)

> J <mun> (3.2.32)

>,
o que € uma contradicao. 0]
Note que a func¢ao
to WP\ {0} — N_
u— t_(u)u
é, pelo Lema [3.2.2] uma funcao de classe C'. Além disso, por esse mesmo resultado,
t M= N ,
u > t_(u)u
onde M = {u € W'(Q) : |lu/|= 1}, é um homeomorfismo, com inversa dada por
(t () ) = 2o
Defini¢ao 3.2.3. Seja ¢ : WH(Q) — R dado por (u) = %||u||p. Seja ainda
T : WhP(Q) — (WP(Q))* dado por
T(u)v = /qu|p_2Vqud:E—l—/|u|p_2uvd$, (3.2.33)
Q Q
para u,v € WHP(Q).
Dado u € M, definimos o espaco tangente T, M como sendo
T M = {we WH(Q) : T(u)w = 0}. (3.2.34)
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Definigao 3.2.4. Sejam u € W'P(Q), t_(u)u € N_ e J : W'P(Q) — R. Definimos o
funcional J_ : WHP(Q)\{0} — R por J_(u) = J(t_(u)u) e o funcional J_ = J_’ M —

M
R como sendo a restricao de J_ a M.

Definicao 3.2.5. Seja u € M e seja J_: M — R. Dizemos que u é ponto critico do
funcional J_ se (DJ_(u),v) =0, para todo v € T, M.

Proposicdo 3.2.1. Sejam u € W'P(Q\{0} e J_ : W(Q)\{0} — R como dado na
Definicio|3.2.4l Entdo, J_ € C*(W'P(Q)\{0},R) e ainda,

(DJ_(u),v) =t_(u){DJ(t_(u)u),v), (3.2.35)
para todo u,v € WHP(Q) e u # 0.

Demonstragdo. Sejam u € WH(Q)\{0}, v € WP(Q). Uma vez que J(t_(u)u) >
J(t_(u+ av)u), temos que

J_(u+av) —J_(u) = J({t_(u+ av)(u+ av)) — J(t_(u)u)

3.2.36
< J(t-(u+ av)(u+av)) — J(t_(u+ av)u). ( )

Do Teorema do Valor Médio, temos entao que
J_(u+av) — J_(u) < DJ(t_(u+ av)(u + Toav))t_(u + av)av, (3.2.37)

onde 1, € (0,1).
De forma similar, como J(t_(u+ av)(u+ av)) > J(t_(u)(u+ av)), temos entao que

J_(u+av) — J_(u) > J(t_(u)(u+ av)) — J(t—_(u)u). (3.2.38)
Novamente, pelo Teorema do Valor Médio, temos entao
J_(u+ av) — J_(u) > DJ(t_(u)(u + neaw))t_(u)aw, (3.2.39)

onde n, € (0,1). Uma vez que a aplicacio t_(u)u € continua, através de e

, temos que

lim J_(u+ av) — J_(u)

a—0 o

=t_(u)DJ(t_(u)u)v. (3.2.40)

Logo, a derivada de Gateux de J_ € limitada em v e continua em u. Logo, seque que J_
¢ de classe C. 0

Corolario 3.2.1. Sejam u e M, J_: M — R. Entio, J_ € CY(M,R) e ainda,

(DJ_(u),v) =t_(u)(DJ(t_(u)u),v), (3.2.41)
para todo v € T,M. Se (u,) C N_ for uma sequéncia (PS) limitada para J, entdo
(HZ—"H> serd uma sequéncia (PS) para J_. Além disso, se (u,) C M for uma sequéncia
(PS; para J_, entio (t_(u,)u,) C N_ € uma sequéncia (PS) para J.

Demonstracio. Notemos que J_ € C'{M,R), pois € a composta de fungoes de classe
CY. Uma vez que u € M, temos entio que (DJ_(u),v) = t_(u)(DJ(t_(u)u),v), para
todo v € T,M, pela Proposicao|3.2.1].
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Temos que W (Q)\{0} = T, M S Ru, para todo u € M, e a projecao W'?(Q)\{0} —
T, M dada por v+ au +— v € uniformemente limitada em norma com respeito a u € M.
Seja T dada por , e portanto, T € limitado em conjuntos limitados, e portanto, T
¢ limitado em M. Assim, existe C > 0 tal que ||T(w)||(wrr)-< C, para todo v € M.
Como T'(u)(v+au) = a, para todo v € T, M, portanto, se ||[v+aul|= 1, seque que |a|< C.

Portanto

[oll< lal+llv+ aul|< (€ + 1)|v + aul, (3.2.42)

para todo u € M,v € Ty,M e a €R.
Além disso, pela Proposicao[3.2.1],

IDJ_(u)]| = sup |J_(u)v]

vET, M,
o=t (3.2.43)
=t_(u) sup |DJ(t_(u)u)v|.
veT M,
llv][=1
Por outro lado,
(DJ(t_(u)u),u) = ; 1u) (DJ(t_(u)u),t_(u)(u)) = 0. (3.2.44)
Assim, por (3.2.49), (5.2.44) e pela Proposicao[3.2.1]
IDJ-(u)]| < t-(u)[|[ DJ (¢ (w)u) | o))
<t (w) sup | DJ(t—(u)u)(v + au)|
veT, M a€R, v+ aul|
vtauz0 (3.2.45)
|DJ(t_(u)u)v|

<t_(u)(C+1) sup
veT,M\{0} o]

< (C+ DD (u)]| wrry)--

Por e pelo Lema[3.2.3 seque o resultado. O

Observacio 3.2.1. Note que, pelo resultado anterior, u € M é um ponto critico de J_
se, e somente se, t_(u)u é um ponto critico de J em W1P(Q).

Lema 3.2.4. Eziste \g > 0 ¢ C' > 0 tal que J_(u) > C para todo u € M e para todo
A€ (0, ).

Demonstracao. Do Lema temos que 0 < t1(u) < t_(u),Yu € M. Também temos
que pelas imersoes de Sobolev, R(u) < Cy, Cy > 0.
Assim,

(3.2.46)
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1

Temos que, como t; = [%] m’

p r D r

N(uw) Rt ”  N(u)  R(u) [N(U)(p—CI)]

- o) (3.2.47)

_ N@)(r* —rq—p* +pq)
rp(r —p)
_ N@)((r =p)(r +p) —q(r—p))
rp(r —q)
_N@)(r—p)(r+p—q)
rp(r —q)

Como u € M, temos entio que N(u) = 1 e assim, NI(?”) — R(ultrp = (T_g((:j;’)_q).

Assim, tomando B = %, temos que J_(u) > J,(t1) = gt (B} — A\Q(u)) >

td (thf_q — )\C’g) , onde Q(u) < Cy, para todo u € M.
Logo, tomando Ay < %, temos que J_(u) > C :=t{ (¢Bty™* — \Cs). O

Observagao 3.2.2. Pelo resultado anterior e como t_(u) é um homeomorfismo entre M
e N_, seque que .
c=infJ =1inf J_. (3.2.48)
N- M

Lema 3.2.5. Seja (un)neny C N_ uma sequéncia minimizante para J. Entdo, (Up)nen €
limitada em WhHP(§2).

Demonstracao. Seja (u,) C N_ tal que J(u,) — ¢ = ’i/\r/’lf J. Suponhamos por contradicdo

que ||u,||— +oo.
Up

Seja v, = Entao, v, = v em WY (Q), v, — v em L"(Q) e em LI(0N). Dividiremos

[un | ,
a demonstracao em dois casos:

e Sev =0, entao, para todo t > 0, temos

c+on(1) = J(uy)
= J([lunllvn)

= max J(sv,)
5>0 (3249)
> J(tv,)

A t"
> — — —tq/ |vn|9ds — —/‘Un|rdl‘.
b4 Joa rJa

tP
Uma vez que / |un|?ds — 0 e /|vn|rdx — 0, temos c+o0,(1) = — para todo t > 0,
o0 Q p

0 que € um absurdo.
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e Sev #0, entdao
0= lim —

e T
J(up,
lim (un)

e

_ lim (1 Munlgon 1 ual; ) (3.2.50)
n—-+oo

pooq lluall 7l

. 1 A — 1 r— r
= lim (— — —||un [T P op|T—=|tn || P |0 )
q T

n—-+oo \ P
= —00,
o que € uma contradicao.
Portanto, (u,) C N_ € limitada. O
Pelo resultado anterior, existe u € WH?(Q) tal que
u, — u em WP(Q). (3.2.51)
Das imersoes compactas de Sobolev, segue que

u, — uem L"(),

3.2.52
up, — u em LI(0Q). ( )
Lema 3.2.6. A funcao u dada em (3.2.51)) € tal que u # 0.
Demonstracao. Suponha por contradicao que v = 0. Entao, para t > 0 temos,
c+o,(1) = J(uy)
> J(tuy,
= ‘t]p( ttn) \ . (3.2.53)
> </!Vun|pdx+/\un\pd:c) - —tq/ up |7ds — —/|un|rd:c.
p Q Q qa Jsa rJa
Uma vez que |un|?ds = o0,(1) € /|un|rdx = o,(1), temos
o9 Q
e
c+op(l) > —+o0,(1)
p
b (3.2.54)
2 _5}77
0 que € uma contradicao. 0

Lema 3.2.7. t_(u)u € N_ € ponto critico do funcional J em W'P(Q), e ainda ¢ =
J(t_(u)u).

Demonstracdo. Seja t_(u) > 0 tal que t_(u)u € N_. Entao,
c < J(t_(u)u)
t_(u)? At_(u)? t_(u)"
< -2 [ s - S s
p q 0 r Q

t_(un)? At_(up,)? t(un)"
< b (un)? lim inf||w,||?— lim inf [—(u ) / |un|?ds + ﬂ/mnv"dx] (3.2.55)
p n——+o0o n—-+00 q 90 r Q

< Tim
< lylgligof J(t-(un)uy)

< liminf J(uy,).

n—-+o0o
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Uma vez que lim+inf J(up,) = ¢, temos
n—-+00

J(t—(u)u) = }\I/lf J. (3.2.56)

Portanto, seque que t_(u)u é um ponto critico de J_ em N_. Dessa forma, pelo Coroldrio,

t_ N

temos i Euiun = ||u|| € um ponto critico de J_ em M. Assim, pela Observacao |3.2.1),
_(u)u u

t_(u)u é um ponto critico de J em WHP(Q2). O

Como consequéncia do Lema [3.2.7] temos J(t_(u)u) = ¢ > 0, mostrando que de fato,
u ¢ uma solu¢ao fraca ndo-trivial para o problema ({3.0.1)) com energia positiva.

Para obter a solucao de energia negativa, vamos proceder minimizando o funcional
J restrito a uma bola fechada em torno da origem, com r > 0 suficientemente pequeno.
Inicialmente, temos pelo Lema [3.2.3] existem «, p > 0 tais que

J(u) > a, se full=p

Consideremos entao J restrito a B,(0).

Lema 3.2.8. O funcional J € limitado inferiormente em B,(0).

Demonstragdo. Seja u € WP(Q), com ||u||< p. Entao

1 A .
uwﬂzkwwu—/hww——/mwm

pp+ / fuftds + /|u| iz 257
Pp+ 01,0 + CQP
- c( )

Logo, temos —C(p) < J(u) < C(p), para todo u € B,(0). O
Como consequéncia desse resultado, estd bem definido o nimero

£ = inf J.

B, (0)

Lema 3.2.9. Eziste v € B,(0) tal que J(v) = 8 < 0.
Demonstragdo. De fato, seja u € W'P(Q)\W, (). Entdo:

tP At t"

J(tu) = —[|ullP———lul o ——lul;

T

- A e (3.2.58)
=t —||ulP——|u u
(pH "= 100~ H)

<0,

set=0, pois 1 < q<p<r. Logo, é possivel escolher t > 0 tal que ||tu||< p e J(tu) < 0.
Seja entao (v,) C B,(0) uma sequéncia minimizante para J, ou seja,

J(v,) = B, quando n — +oo.
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Por construcao, (v,) € limitada, e entdo existe v € B,(0) tal que

v, = v em WH(Q)
v, — v em LY(082), (3.2.59)
v, — v em L"(92).

Entao, por ,
J(v) < liminf J(v,)

ne (3.2.60)
< p.
Como por defini¢ao, = inf J, logo temos também que 5 < J(v). Portanto, temos
B,(0)
J(v) = = min J (3.2.61)
B,(0)

Além disso, v ¢ 0B,(0), uma vez que, por m,

min J > o > 0, (3.2.62)
0B, (0)

enquanto que, por , J(v) = B < 0. Dessa forma, v € B,(0), e é portanto um
minimizante local de J. Como J € CY(W1P(Q),R), entao J'(v) = 0, e portanto, seque

que € solucao fraca de , tal que
J(v) = <0. (3.2.63)
O
Assim, fica demonstrado o Teorema .






CAPITULO

z

Conclusao

Neste trabalho foi abordado acerca de um problema do tipo concavo-convexo com
condicao de fronteira nao linear. Uma vez que, para buscar as solucoes nos espacos Ny,
necessitarfamos que J fosse de Classe C?, o que ndo ocorre com nosso funcional
quando 1 < p < 2. Assim, buscamos estender e minimizar nosso funcional na bola unitaria
de WP(Q), uma vez que esta ¢ homeomorfa ao espaco N_, e mostrando que de fato, se
u € M é um ponto critico de M, entdo t_(u)u € N_ vai ser um ponto critico de J em
WhP(Q). Assim, pelo Lema [3.2.7] ficou entao demonstrado a existéncia das solugao fraca
com energia positiva. Para a energia negativa, inicialmente minimizamos nosso funcional
em cima de uma bola fechada centrada na origem e um raio r > 0 e assim, pelo Lema
, mostramos que v € W1?(Q) ¢ uma solugao fraca com energia negativa.
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