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Resumo

Nesse trabalho, foi estudado acerca da existência de duas soluções fracas u, v ∈
W 1,p(Ω) para o problema elíptico quasilinear do tipo côncavo-convexo, envolvendo o ope-
rador p-Laplaciano, com condição de fronteira de Neumann não-linear. Mais especi�ca-
mente, é mostrado que existe λ > 0 tal que, para 0 < λ < λ, existem u, v ∈ W 1,p(Ω) tais
que são soluções fracas com energias distintas para o problema:

−∆pu+ |u|p−2u = |u|r−2u em Ω

|∇u|p−2∂u

∂η
= λ|u|q−2u sobre ∂Ω

(0.0.1)

com 1 < q < p < p∗, p < r < p∗, Ω ⊂ RN , N ≥ 3 é um domínio limitado suave, λ > 0 e η
é um vetor unitário normal à ∂Ω. Para este estudo, foi utilizado o Método da variedade
de Nehari, que consiste em restringir o funcional energia a um subconjunto N , chamada
variedade de Nehari, a qual se mostra um vínculo natural para o problema.

Palavras-Chave: Equações Diferenciais Parciais Elípticas, Problema Côncavo-Convexo,
Fronteira não-linear





Abstract

In this work, we studied the existence of two weak solutions u, v ∈ W 1,p(Ω) for a
quasilinear elliptic problem of concave-convex type, involving the p-Laplacian operator
with a nonlinear Neumann boundary condition. More speci�cally, it is shown that there
exists λ > 0 such that, for 0 < λ < λ, there exist u, v ∈W 1,p(Ω) which are weak solutions
with distinct energy levels for the problem:

−∆pu+ |u|p−2u = |u|r−2u in Ω

|∇u|p−2∂u

∂η
= λ|u|q−2u on ∂Ω

(0.0.2)

with 1 < q < p < p∗, p < r < p∗, Ω ⊂ RN , N ≥ 3 a smooth bounded domain, λ > 0 and
η a unit outward normal vector to ∂Ω. For this study, we employed the Nehari manifold
method, which consists in restricting the energy functional to a subset N , called the
Nehari manifold, which provides a natural constraint for the problem.

Keywords: Elliptic Partial Di�erential Equations, Concave-convex problem, Nonlinear
boundary condition.
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Índice de Notações

� Ck(Ω) = {u : Ω → R ; u é continuamente k vezes diferenciável};

� Ck
0 (Ω) = {u ∈ Ck(Ω) ; supp(u) é compacto};

� Ck,α(Ω) = {u ∈ Ck(Ω) ; u é Hölder-contínua de expoente α};

� Lp(Ω) = {f : Ω → R ; u é mensurável e
∫
Ω

|f |pdx <∞};

� W 1,p(Ω) := {u ∈ Lp(Ω) : |∇u|∈ Lp(Ω)} .

� W 1,p
0 (Ω) é o fecho de C1

0(Ω) na norma do espaço W 1,p(Ω);

� un → u denota a convergência forte (em norma);

� un ⇀ u denota a convergência fraca;

� ∇u denota o gradiente de uma função diferenciável u:

∇u =

(
∂u

∂x1
,
∂u

∂x2
, ...,

∂u

∂xN

)
;

� ∆pu denota o operador p-Laplaciano de u, ou seja,

∆p = div(|∇u|p−2∇u);

� p∗ denota o expoente crítico da imersão de Sobolev de W 1,p(Ω), ou seja,

p∗ =
pN

N − p
se N ≥ 3 e p∗ = +∞ se N = 1, 2;

� ∥u∥W 1,p(Ω)= ∥u∥=
(∫

Ω

|∇u|pdx+
∫
Ω

|u|pdx
) 1

p

denota a norma em W 1,p(Ω).

� |u|r= |u|Lr(Ω):=

(∫
Ω

|u|rdx
) 1

r

denota a norma em Lr(Ω), 1 ≤ r <∞.

� |u|q,∂Ω= |u|Lq(∂Ω):=

(∫
∂Ω

|u|qds
) 1

q

denota a norma em Lq(∂Ω), 1 < q <∞.
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Capítulo

1
Introdução

Recentemente, problemas do tipo côncavo-convexo tem ganhado bastante destaque na
literatura de Equações Diferenciais Parciais. Em 1994, foi publicado o trabalho [2], onde
foi apresentado a existência de soluções positivas com energias opostas para o problema

−∆u = λ|u|q−2u+ |u|r−2u em Ω

u = 0 sobre ∂Ω
(1.0.1)

onde Ω ⊂ RN , N ≥ 1 é um domínio limitado suave, com λ > 0 e 1 < q < 2 < r ≤ 2∗,
onde 2∗ = 2N

N−2
.

A característica principal do problema proposto é a presença da soma de dois termos
com crescimentos distintos: um termo com crescimento sublinear |u|q−2u, com 1 < q < 2,
e um termo com crescimento super-linear |u|r−2u, com 2 < r ≤ 2∗. Assim, a combinação
destes dois termos gera um crescimento do tipo côncavo-convexo para o problema (1.0.1).

Nas condições anteriormente citadas, é demonstrado a existência de um λ∗ > 0 tal
que, para todo 0 < λ < λ∗, o problema (1.0.1) apresenta in�nitas soluções com energia
negativa. Além disso, se retirado o caso crítico r = 2∗, é mostrado que para todo λ ∈
(0, λ∗), o problema (1.0.1) apresenta a existência de um segundo grupo com in�nitas
soluções que possuem energia positiva.

A existência de soluções de energia negativa para um problema do tipo côncavo-
convexo já havia sido discutida anteriormente em 1991 no trabalho [6], onde é apresentado
o seguinte problema: 

−∆pu = λ|u|q−2u+ |u|p∗−2u em Ω

u = 0 sobre ∂Ω
(1.0.2)

onde Ω ⊂ RN , N ≥ 1 é um domínio limitado suave, λ > 0 e 1 < p < N , com 1 < q < p∗,
onde p∗ = pN

N−p
é o expoente crítico de Sobolev. O trabalho apresentou três casos de

crescimento distintos:

� p < q < p∗, onde (1.0.2) apresenta um crescimento subcrítico;

� max(p, p∗ − p
(p−1)

) < q < p∗;

� 1 < q < p, onde (1.0.2) apresenta o crescimento do tipo côncavo-convexo.

15
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Enquanto os dois primeiros casos mostram a existência de λ1 > 0, tal que para λ > λ1,
o problema (1.0.2) apresenta a existência de uma solução não-trivial, no terceiro caso, é
mostrado que existe λ1 > 0 tal que, para 0 < λ < λ1, existe uma solução u0 positiva que
é ponto de mínimo local do funcional energia. Além disso, mostram que existem in�nitas
soluções para o problema (1.0.2) com energia negativa, porém deixando em aberto quanto
a existência das soluções com energia positiva.

Assim, no trabalho [7] é retomado o estudo do problema (1.0.2), com 1 < q < p < N .
Foram apresentados três casos para a existência das soluções:

� 2 ≤ p < 3 e 1 < q < p;

� p ≥ 3, se p > q > p∗ − 2
p−1

;

�
2N
N+2

< p < 2 e 1 < q < p.

Assim para essas condições, é mostrado a existência de λ0 > 0 tal que, para todo 0 <
λ < λ0, o problema (1.0.2) apresenta a existência de pelo menos duas soluções positivas.
Foi mostrado também que qualquer solução u ∈ W 1,p

0 (Ω) de (1.0.2) é regular (ou seja,
u ∈ C1,α(Ω)).

O seguinte problema de difusão não-linear:
−∆pu+ |u|p−2u = |u|r−2u em Ω

|∇u|p−2∂u

∂η
= λ|u|q−2u sobre ∂Ω

(1.0.3)

com 1 < q < p < r, p < r ≤ p∗ e λ > 0 foi estudado em [10], [11], [12] e [13]. No primeiro
texto, Ω ⊂ RN é um domínio limitado e suave. Assim, nas condições impostas sobre
o problema e o domínio, o resultado principal apresenta a existência de uma constante
Λ > 0 tal que para todo λ ∈ (0,Λ), o problema (1.0.3) apresenta uma solução minimal
positiva uλ ∈ C1,β(Ω̄), onde β ∈ (0, 1). Além disso, essa solução é limitada, tende a zero
quando λ → 0, possui energia negativa e uλ → u∗ ∈ W 1,p(Ω) quando λ → Λ, onde u∗

de�ne uma solução positiva quando λ = Λ.
No trabalho [11] foi realizado o estudo do caso radial onde Ω = {x ∈ RN : |x|< 1} é

a bola unitária do RN . A partir de estudos realizados anteriormente em [10], foi possível
mostrar um resultado de multiplicidade no caso radial, além de que, para o caso r <
p∗, para cada 0 < λ < Λ, o problema (1.0.3) apresenta uma segunda solução positiva
vλ ∈ C1,β(Ω̄), onde β ∈ (0, 1). Finalizando, no texto [12], é apresentada a extensão dos
resultados obtidos em [11] agora onde Ω ⊂ RN é um domínio limitado suave qualquer.

Para este trabalho, foi estudado o artigo [13], onde o autor retoma o estudo do pro-
blema (1.0.3), dessa vez com 1 < q < p < r < p∗, na busca de caracterização das energia
das soluções. Através da utilização do método de �bração, foi mostrado a existência de
λ > 0 tal que, para 0 < λ < λ, o problema (1.0.3) apresenta a existência de dois conjuntos
de in�nitas soluções não triviais com energias opostas.

Assim, inspirado nos resultados apresentados em [13] e na teoria presente no texto
[14], este trabalho teve como foco enunciar e demonstrar o seguinte resultado:

Teorema 1.0.1. Existe λ de tal forma que, se 0 < λ < λ, então existem duas soluções
fracas u, v ∈ W 1,p(Ω) para (1.0.3), uma com energia positiva e outra com energia negativa.

No Capítulo 2 são apresentados de�nições e resultados que serão essenciais para o
desenvolvimento do trabalho. No Capítulo 3 são apresentados alguns resultados presentes
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em [13], bem como resultados desenvolvidos inspirados pelo texto [14]. Também apresen-
tamos a forma fraca das soluções do problema (1.0.3), o funcional energia, a regularidade
das soluções e a aplicação do método de Nehari para obtermos soluções de (1.0.3) e pro-
varmos o Teorema 1.0.1.





Capítulo

2
Preliminares

Neste capítulo serão apresentados de�nições e resultados presentes em [1], [3], [4], [5],
[8] e [9] que posteriormente serão utilizados em nosso texto.

2.1 Espaços Lp.

De�nição 2.1.1. Seja p, q ∈ R, com 1 < q < p <∞. Denotamos

Lp(Ω) = {f : Ω → R : f é mensurável e |f |p∈ L1(Ω)},

munido da norma ∥f∥p=
[∫

Ω

|f |pdx
] 1

p

,

e

Lq(∂Ω) = {f : ∂Ω → R : f é mensurável e |f |p∈ L1(∂Ω)},

com ∥f∥q,∂Ω=
[∫

∂Ω

|f |qds
] 1

q

.

Temos de�nido também

L∞(Ω) = {f : Ω → R : f é mensurável e existe uma constante c tal que |f(x)|≤ c q.s.
em Ω}.

com ∥f∥∞= inf{c : |f(x)|≤ c q.s. em Ω}.

De�nição 2.1.2. Seja 1 ≤ p ≤ ∞. Denotaremos por p′ o expoente conjugado tal que

�
1
p
+ 1

p′
= 1, se 1 < p <∞;

� p = 1 se p′ = ∞ e p = ∞ se p′ = 1.

Lema 2.1.1 (Desigualdade de Young). Sejam 1 < p <∞ e a, b ∈ R, segue que vale:

ab ≤ 1

p
ap +

1

p′
bp

′
, ∀a, b ≥ 0. (2.1.1)

A igualdade só ocorre se ap = bp
′
.

Demonstração. Ver Teorema 4.6 de [3].

19
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Teorema 2.1.1 (Desigualdade de Hölder). Seja f ∈ Lp e g ∈ Lp′, com 1 ≤ p ≤ ∞.

Então fg ∈ L1 e

∫
Ω

|fg|dx ≤ ∥f∥p∥g∥p′.

Demonstração. Iremos dividir a demonstração em dois casos: para p = 1 (ocorrendo
assim de forma análoga para p = ∞) e para 1 < p <∞.

� p = 1 ⇒ p′ = ∞ :

Seja f ∈ Lp, g ∈ L∞. Uma vez que g ∈ L∞, temos então que |g(x)|≤ ∥g∥∞ q.s. em Ω.
Segue então que:

|f(x)g(x)|≤ |f(x)|∥g∥∞ q.s. em Ω.

Integrando em ambos os lados, obtemos∫
Ω

|f(x)g(x)|dx ≤
∫
Ω

∥g∥∞|f(x)|dx

≤ ∥g∥∞
∫
Ω

|f(x)|dx

≤ ∥g∥∞∥f∥1.

� 1 < p <∞ :

Sejam f ∈ Lp, g ∈ Lp′. Da desigualdade de Young, segue que:

|f(x)g(x)|≤ 1

p
|f(x)|p+ 1

p′
|g(x)|p′ q.s. em Ω.

Integrando em ambos os lados da desigualdade, obtemos∫
Ω

|f(x)g(x)|dx ≤ 1

p

∫
Ω

|f(x)|pdx+ 1

p′

∫
Ω

|g(x)|p′dx.

Note que

∫
Ω

|f(x)|pdx < ∞ e

∫
Ω

|g(x)|p′dx < ∞, pois |f |p∈ L1 e |g|p′∈ L1, e portanto,

segue que

∫
Ω

|f(x)g(x)|dx <∞, mostrando que fg ∈ L1.

Agora, substitua f por λf , onde λ > 0 e note que:∫
Ω

|λf |pdx =

∫
Ω

|λ|p|f |pdx = |λ|p
∫
Ω

|f |pdx,

e portanto, ∫
Ω

|λfg|dx ≤ |λ|p

p

∫
Ω

|f |pdx+ 1

p′

∫
Ω

|g|p′dx =⇒∫
Ω

|fg|dx ≤ |λ|p−1

p

∫
Ω

|f |pdx+ 1

λp′

∫
Ω

|g|p′dx.

Agora, note que

∫
Ω

|f |pdx = ∥f∥pp e fazendo λ =
∥g∥

p′
p

p′

∥f∥
temos:

∫
Ω

|fg|dx ≤ 1

p

∥g∥
p′
p

p′

∥f∥p


p−1

∥f∥pp+
1

p′

 ∥f∥p

∥g∥
p′
p

p′

 ∥g∥p
′

p′

≤ 1

p

∥g∥
p′(p−1)

p

p′

∥f∥p−1
p

 ∥f∥pp+
1

p′

 ∥f∥p

∥g∥
p′
p

p′

 ∥g∥p
′

p′ .

(2.1.2)
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Note também que:

1

p
+

1

q
= 1 =⇒ p′ + p

pp′
= 1

=⇒ p+ p′ = pp′

=⇒ p+ p′ − pp′ = 0

=⇒ p′(1− p) = −p

=⇒ p′(p− 1)

p
= 1.

Substituindo em (2.1.2), temos:∫
Ω

|fg|dx ≤ 1

p
∥g∥p′∥f∥pp∥f∥1−p

p +
1

p′
∥f∥p∥g∥p

′

p′∥g∥
− p′

p

p′ ⇒

≤ 1

p
∥g∥p′∥f∥p+

1

p′
∥f∥p∥g∥p′

≤ ∥f∥p∥g∥p′
(
1

p
+

1

p′

)
≤ ∥f∥p∥g∥p′ ,

(2.1.3)

�nalizando assim, nossa demonstração. □

Teorema 2.1.2 (Desigualdade de Minkowski). Se 1 ≤ p ≤ ∞ e f, g ∈ Lp, então ∥f+g∥p≤
∥f∥p+∥g∥p.

Demonstração.

� p = 1 :

Se f,∈ L1, então segue que:

∥f + g∥1 =
∫
Ω

|f + g|dx

≤
∫
Ω

|f |dx+
∫
Ω

|g|dx

≤ ∥f∥1+∥g∥1.

� 1 < p <∞ :

Sejam f, g ∈ Lp, com 1 < p <∞. Note que:

∥f + g∥pp =
∫
Ω

|f + g|pdx

=

∫
Ω

|f + g||f + g|p−1dx

≤
∫
Ω

(|f |+|g|)(|f + g|p−1)dx

≤
∫
Ω

|f ||f + g|p−1+|g||f + g|p−1dx

≤
∫
Ω

|f ||f + g|p−1dx+

∫
Ω

|g||f + g|p−1dx.



22

Utilizando-se da Desigualdade de Hölder, teremos
∫
Ω

|f ||f+g|p−1dx ≤ ∥f∥p∥(f+g)p−1∥p′ .

Como ∥(f + g)p−1∥p′=
(∫

Ω

|(f + g)p−1|p′dx
) 1

q

, (p− 1)p′ = p e 1
p′
= p−1

p
, então

∥(f + g)p−1∥p′ =
(∫

Ω

|(f + g)p−1|p′dx
) 1

p′

=

(∫
Ω

|f + g|pdx
) p−1

p

= ∥f + g∥p−1
p .

Logo,

∥f + g∥pp ≤ ∥f∥p∥f + g∥p−1
p +∥g∥p∥f + g∥p−1

p

≤ (∥f∥p∥g∥p)(∥f + g∥p−1
p ).

Dividindo a desigualdade por ∥f + g∥p−1
p , temos

∥f + g∥p≤ ∥f∥p+∥g∥p.

□

Teorema 2.1.3. Lp é um espaço vetorial e ∥.∥p é uma norma para qualquer p, 1 ≤ p ≤ ∞.

Demonstração. Os casos p = 1 e p = ∞ são triviais. Consideremos 1 < p <∞.
Note que, dados, f, g ∈ Lp, λ ∈ R,

|f(x) + λg(x)|p≤ (|f(x)|+|λg(x)|)p q.s. em Ω,

Fazendo c = max{|f(x)|, |λg(x)|}, perceba que

|f(x) + λg(x)|≤ |f(x)|+|λg(x)|≤ 2c =⇒
|f(x) + λg(x)|p≤ (2c)p = 2pcp

Uma vez que c representa o máximo entre |f(x)| e |λg(x)| (podemos supor que c = |f(x)|
e portanto, 2pcp = 2p|f(x)|p) segue que 2pcp ≤ 2p(|f(x)|p+λp|g(x)|p), chegando que

|f(x) + g(x)|p≤ |f(x)|p+λp|g(x)|p

mostrando assim que f + λg ∈ Lp e portanto, concluímos que Lp é um espaço vetorial.
Agora iremos mostrar que ∥.∥p é uma norma. De fato, se 1 ≤ p <∞, então,

� ∥f∥p= 0 =⇒
(∫

Ω

|f |pdx
) 1

p

= 0 =⇒
∫
Ω

|f |pdx = 0 =⇒ f = 0, q.s. em Ω;

� ∥λf∥p=
(∫

Ω

|λf |pdx
) 1

p

=

(∫
Ω

|λ|p|f |pdx
) 1

p

=

(
|λ|p
∫
Ω

|f |pdx
) 1

p

= |λ|
(∫

Ω

|f |pdx
) 1

p

=

|λ|∥f∥p ;

� ∥f + g∥p≤ ∥f∥p+∥g∥p segue da Desigualdade de Minkowski.

Assim, ∥·∥p é uma norma sobre o espaço Lp(Ω). □
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Teorema 2.1.4 (Fischer-Riesz). Lp(Ω) é um espaço de Banach para qualquer p, 1 ≤ p ≤
∞.

Demonstração. Ver Teorema 4.8 de [3].

Para evitar confusões entre as notações durante a leitura, a partir daqui as normas
∥f∥Lp e ∥f∥Lq serão denotadas por |f |p= |f |Lp(Ω) e |f |q,∂Ω= |f |Lq(∂Ω), respectivamente.

De�nição 2.1.3 (Derivada Fraca). Seja Ω um conjunto aberto em RN . Sejam u, v ∈
L1
loc(Ω) e considere i ∈ {1, 2, 3, ..., N}. Diremos que v é a derivada parcial fraca de u na

direção i se ∫
Ω

u
∂φ

∂xi
dx = −

∫
Ω

vφdx, ∀φ ∈ C∞
0 (Ω), (2.1.4)

denotada por
∂u

∂xi
:= v.

2.2 Espaços de Sobolev

De�nição 2.2.1. Seja Ω um domínio limitado e suave de RN , N ≥ 1. O espaço W 1,p(Ω)
é de�nido por

W 1,p(Ω) := {u ∈ Lp(Ω) : |∇u|∈ Lp(Ω)} , (2.2.1)

onde ∇u =

(
∂u

∂x1
,
∂u

∂x2
, ...,

∂u

∂xN

)
e
∂u

∂xj
denotam as derivadas fracas de primeira ordem

de u.

Lema 2.2.1. Seja u ∈ W 1,p(Ω). O funcional ∥.∥:W 1,p(Ω) → R de�nido por

∥u∥W 1,p(Ω)=

(∫
Ω

|∇u|pdx+
∫
Ω

|u|pdx
) 1

p

,

de�ne uma norma em W 1,p(Ω).

Demonstração. Ver Teorema 2 do Capítulo 5, Seção 5.2 de [4].

De�nição 2.2.2. Seja W 1,p(Ω) munido da norma ∥u∥W 1,p(Ω). De�nimos o subespaço

fechado W 1,p
0 (Ω) = C1

0(Ω).

Teorema 2.2.1. Seja Ω um domínio limitado e suave. Então:

(i) W 1,p(Ω) é um espaço de Banach para todo 1 ≤ p ≤ ∞;

(ii) W 1,p(Ω) é um espaço re�exivo para 1 < p <∞.

Demonstração. Ver Proposição 9.1 em [3].

Teorema 2.2.2. Seja Ω ⊂ RN um domínio limitado e suave de classe C1 . Se 1 ≤ p <∞
e p < N , então W 1,p(Ω) está continuamente imerso em Ls(Ω), para todo p ≤ s ≤ p∗,
onde p∗ = Np

N−p
.

Demonstração. Ver Teorema 5.4 de [1], parte I, caso A(4) com m = 1.

Teorema 2.2.3. Seja Ω ⊂ RN um domínio limitado e suave de classe C1. Se 1 < p < N
e p ≤ s ≤ (N−1)p

(N−p)
, então W 1,p(Ω) está continuamente imerso em Ls(∂Ω).
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Demonstração. Ver Teorema 5.22 de [1].

Como consequência das imersões contínuas, existem constantes A,B > 0 tais que

|u|s,∂Ω≤ A∥u∥ e |u|r≤ B∥u∥, (2.2.2)

para todo u ∈W 1,p(Ω), s ∈
[
p, (N−1)p

N−p

]
e r ∈

[
p, Np

N−p

]
.

Teorema 2.2.4. Seja Ω ⊂ RN um domínio limitado e suave de classe C1. Se 1 ≤ p <∞,
então W 1,p(Ω) está compactamente imerso em Ls(Ω), 1 ≤ s < p∗.

Demonstração. Ver Teorema 9.16 de [3].

Teorema 2.2.5. Seja Ω ⊂ RN um domínio limitado e suave de classe C1. Se 1 < p < N
e 1 ≤ s < (N−1)p

(N−p)
, então W 1,p(Ω) está compactamente imerso em Ls(∂Ω).

Demonstração. Ver Teorema 6.2 de [9].

Como consequência das imersões compactas, para toda sequência limitada (un) ⊂
W 1,p(Ω), existem (unj

) ⊂ (un) e u ∈ W 1,p(Ω) tais que unj
⇀ u ∈ W 1,p(Ω), unj

→ u ∈
Ls(Ω), para todo 1 ≤ s < p∗ e unj

→ u ∈ Lr(∂Ω) para todo 1 ≤ r < (N−1)p
(N−p)

.

2.3 Teoria dos pontos críticos

De�nição 2.3.1. Seja X um espaço de Banach e U ⊂ X aberto. Dizemos que o funcional
J : U → R possui derivada de Gateaux F ∈ X∗ no ponto u ∈ U se, para todo h ∈ X,

lim
t→0

J(u+ th)− J(u)− ⟨F, th⟩
t

= 0. (2.3.1)

A derivada de Gateaux no ponto u, quando existir é única.
Dizemos que o funcional J : U → R possui derivada de Fréchet F ∈ X∗ no ponto

u ∈ U se

lim
∥h∥→0

J(u+ h)− J(u)− ⟨F, h⟩
∥h∥

= 0. (2.3.2)

A derivada de Fréchet no ponto u, quando existir é única. Iremos denotá-la por DJ(u).
O funcional J pertence a C1(U) se a derivada de Fréchet F existir e for contínua em U .

De�nição 2.3.2. Seja X um espaço de Banach re�exivo e J : X → R. Dizemos que
u ∈ X é um ponto crítico de J se DJ(u) = 0.

Teorema 2.3.1 (Teorema de Green). Seja Ω um domínio limitado do RN com fronteira
suave e η o vetor unitário normal exterior à fronteira de Ω. Para qualquer campo vetorial
F de classe C1(Ω̄), vale a seguinte identidade:∫

Ω

divFdx =

∫
∂Ω

F.ηds, (2.3.3)

onde ds indica o elemento de área (N − 1)-dimensional de ∂Ω.
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Consideremos o seguinte problema:
−∆pu+ |u|p−2u = f(x, u) em Ω

|∇u|p−2∂u

∂η
= g(x, u) sobre ∂Ω

(2.3.4)

onde 1 < p < N , u ∈ C2(Ω), ∆pu = div(|∇u|p−2∇u) é o operador p-Laplaciano e η é um
vetor normal à ∂Ω.

Consideremos o campo vetorial F = (
∣∣∇u|p−2∇u

)
φ, u ∈ C2(Ω), φ ∈ C1(Ω). Apli-

cando o Teorema 2.3.1, e supondo que é solução de (2.3.4),∫
Ω

div(|∇u|p−2∇u)φdx+
∫
Ω

|∇u|p−2∇u∇φdx =

∫
∂Ω

|∇u|p−2∂u

∂η
φds =⇒∫

Ω

|u|p−2uφdx−
∫
Ω

f(x, u)φdx+

∫
Ω

|∇u|p−2∇u∇φdx =

∫
∂Ω

g(x, u)φds =⇒∫
Ω

|∇u|p−2∇u∇φdx+
∫
Ω

|u|p−2uφdx =

∫
Ω

f(x, u)φdx+

∫
∂Ω

g(x, u)φds,

(2.3.5)

para todo φ ∈ C1(Ω).
Desde que cada função de W 1,p(Ω) por ser aproximada por uma sequência de funções

em C1(Ω), a relação acima motiva a de�nir o conceito de solução fraca para (2.3.4).

De�nição 2.3.3 (Solução Fraca). Dizemos que u ∈ W 1,p(Ω) é uma solução fraca de
(2.3.4), se∫

Ω

|∇u|p−2∇u∇φdx+
∫
Ω

|u|p−2uφdx =

∫
Ω

f(x, u)φdx+

∫
∂Ω

g(x, u)φds, (2.3.6)

para todo φ ∈W 1,p(Ω).

De�nição 2.3.4. Seja X um espaço de Banach e J : X → R um funcional de classe C1.
Dizemos que J satisfaz a condição de Palais-Smale (PS) no nível c ∈ R, se para toda
sequência (un) ⊂ X tal que

1. J(un) → c,

2. DJ(un) → 0,

existir uma subsequência que converge forte em X.

Teorema 2.3.2 (dos Multiplicadores de Lagrange). Sejam X um Espaço de Banach,
J, F ∈ C1(X,R) e x0 ∈ X um extremo local de J restrito ao conjunto

M = {x ∈ X : F (x) = F (x0)}.

Se F ′(x0) ̸= 0, então existe λ ∈ R tal que

J ′(x0)v = λF ′(x0)v para qualquer v ∈ X.

O número real λ é chamado Multiplicador de Lagrange.

Demonstração. Ver Teorema 3.1 de [5].

Teorema 2.3.3. (Teorema da Função Implícita): Sejam E,F e X espaços vetoriais
normados e suponha que X seja uma espaço de Banach. Seja A ⊂ E × F um conjunto
aberto e f : A→ X uma função tal que
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(i) f é contínua;

(ii) Para todo (x, y) ∈ A,
∂f

∂y
(x, y) existe e é contínua em A;

(iii) Φ(a, b) = 0 e T =
∂f

∂y
(a, b) é invertível com inversa contínua.

Então, existem vizinhanças U de a ∈ E e V de b ∈ F e uma função contínua φ : U → V
tal que φ(a) = b e as únicas soluções em U × V da equação

f(x, y) = 0

são da forma (x, φ(x)) Além disso, se f é diferenciável em (a, b), então φ é diferenciável
em a e

φ
′
(a) = −

[
∂f

∂y
(a, b)

]−1 [
∂f

∂x
(a, b)

]
.

Demonstração. Ver Teorema 1.31 de [8].



Capítulo

3
Um problema do tipo côncavo-convexo
com condição de fronteira não-linear

Neste capítulo, apresentaremos o estudo de resultados inspirados nos artigos [13] e [14].
O primeiro trabalho motivou o estudo do problema (3.0.1) apresentado abaixo, enquanto
o artigo [14] apresentou a abordagem teórica necessária para a demonstração do Teorema
3.0.1.

Consideremos o seguinte problema:
−∆pu+ |u|p−2u = |u|r−2u em Ω

|∇u|p−2∂u

∂η
= λ|u|q−2u sobre ∂Ω

(3.0.1)

onde ∆pu = div(|∇u|p−2∇u) é o operador p-Laplaciano, Ω ⊂ RN , N ≥ 3 é um domínio
limitado suave, λ é um parâmetro positivo e η é um vetor unitário normal à ∂Ω. Os
expoentes q, r satisfazem 1 < q < p < r e 1 < p < N , com r subcrítico, isto é, p < r < p∗,
com p∗ = pN

N−p
.

Diremos que u ∈W 1,p(Ω) é uma solução fraca de (3.0.1) se u satisfaz∫
Ω

|∇u|p−2∇u∇φdx+
∫
Ω

|u|p−2uφdx = λ

∫
∂Ω

|u|q−2uφds+

∫
Ω

|u|r−2uφdx, ∀φ ∈ W 1,p(Ω),

(3.0.2)
ou equivalentemente, u ∈ W 1,p(Ω) é ponto crítico do funcional de classe C1

J(u) =
1

p

∫
Ω

(|∇u|p+|u|p)dx− λ

q

∫
∂Ω

|u|qds− 1

r

∫
Ω

|u|rdx, (3.0.3)

chamado de Funcional Energia de Euler-Lagrange.
Diferente do trabalho [13], onde foi apresentado e demonstrado dois teoremas sobre a

multiplicidade das soluções de (3.0.1), este trabalho teve como foco enunciar e demonstrar
o seguinte teorema:

Teorema 3.0.1. Existe λ de tal forma que, se 0 < λ < λ, então existem duas soluções
fracas u, v ∈ W 1,p(Ω) para (3.0.1), uma com energia positiva e outra com energia negativa.

Assim, para a demonstração do Teorema 3.0.1, procedemos da seguinte maneira: foi
estudado o Lema 3.2.2 e Lema 3.2.4, presentes no texto [13]; o estudo da Proposição 3.2.1
e do Corolário 3.2.1 presentes em [14], e por �m, a minimização do funcional em N− e
Bρ(0).

27
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3.1 Regularidade das soluções

Lema 3.1.1. Seja Ω ⊂ RN um domínio limitado de classe C0,1 com 1 < p < N e
1 < q < p < r ≤ p∗. Então, toda solução fraca u do problema (3.0.1) satisfaz u ∈ L∞(Ω).

Demonstração. Ver Lema 2.2 em [10]. □

3.2 Demonstração do Teorema 3.0.1

De�nição 3.2.1. Seja J∗ : X → R um funcional de classe C2, X um espaço de Banach
e N = {u ∈W 1,p(Ω) : u ̸= 0 e ⟨DJ∗(u), u⟩ = 0} sua variedade de Nehari.
De�nimos as seguintes subvariedades

N± =
{
u ∈ N : ±⟨D2J∗(u)u, u⟩ > 0

}
. (3.2.1)

De�nição 3.2.2. Seja J∗ : X → R um funcional de classe C1, X um espaço de Banach e
N sua variedade de Nehari. Dado u ∈ N , de�nimos o espaço tangente TuN como sendo

TuN = {w ∈ X : ⟨DJ∗(u), w⟩ = 0}. (3.2.2)

Lema 3.2.1. Seja J∗ : X → R um funcional de classe C2, X um espaço de Banach e N
sua variedade de Nehari. Se u ∈ N± é um ponto crítico da restrição J∗|N

de J∗ em N ,

ou seja, ⟨DJ∗(u), v⟩ = 0 para todo v ∈ TuN , então u é um ponto crítico do funcional J∗
em X.

Demonstração. De�na g(x) = ⟨DJ∗(x), x⟩ para x ∈ X. Temos

⟨Dg(x), y⟩ = ⟨D⟨DJ∗(x), x⟩, y⟩
= ⟨⟨D2J∗(x), x⟩, y⟩+ ⟨DJ∗(x), y⟩.

Seja u ∈ N± e note que

⟨Dg(u), u⟩ = ⟨⟨D2J∗(u), u⟩, u⟩+ ⟨DJ∗(u), u⟩.

Como ⟨DJ∗(u), u⟩ = 0, pois u ∈ N , e ±⟨D2J∗(u)u, u⟩ > 0, pois u ∈ N±, temos
⟨Dg(u), u⟩ ̸= 0.
Assim, do Teorema dos Multiplicadores de Lagrange, existe λ ∈ R de forma que

⟨DJ∗(u), v⟩ = λ⟨Dg(u), v⟩, (3.2.3)

para todo v ∈ X. Tomando u ∈ N ,

⟨DJ∗(u), u⟩ = λ⟨Dg(u), u⟩ =⇒ 0 = λ⟨Dg(u), u⟩.

Como ⟨Dg(u), u⟩ ̸= 0, temos então que λ = 0.
Assim, por (3.2.3) segue que ⟨DJ∗(u), v⟩ = 0, para todo v ∈ X.

□

Observe que o funcional J de�nido em (3.0.3) não é de classe C2 quando 1 < p < 2.
Dessa forma, a de�nição de N± apresentada anteriormente, não se aplica a esse funcional.

A varidade de Nehari associada a (3.0.3) é dada por

N =

{
u ∈W 1,p(Ω) e u ̸= 0 :

∫
Ω

|∇u|p+
∫
Ω

|u|pdx = λ

∫
∂Ω

|u|qds+
∫
Ω

|u|rdx
}
. (3.2.4)
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Dessa forma, de�nimos N± por

N± =

{
u ∈ N : ±

[
(p− 1)

(∫
Ω

|∇u|p+|u|pdx
)
> λ(q − 1)

∫
∂Ω

|u|qds+ (r − 1)

∫
Ω

|u|rdx
]}

.

(3.2.5)
Em [13], foi utilizado o método de �bração para mostrar a existência dos pontos

críticos. Este método consiste em �xar um elemento u ∈ W 1,p(Ω)\{0} e mostrar que
existe t > 0 de tal forma que tu ∈ N , ou seja, u pode ser projetado na variedade de
Nehari. Através desse método, foi mostrado a existência de λ > 0 de tal forma que, para
u ∈ W 1,p(Ω)\W 1,p

0 (Ω), existem t±(u) > 0, tal que t±(u)u ∈ N±, para todo 0 < λ < λ,
demonstrado a seguir no Lema 3.2.2.

Para isso, considere o funcional Ju(t) = J(tu), t > 0, dado por

Ju(t) =
tp

p

∫
Ω

(|∇u|p+|u|p)dx− λtq

q

∫
∂Ω

|u|qds− tr

r

∫
Ω

|u|rdx

=
tp

p
∥u∥p−λt

q

q
|u|qq,∂Ω−

tr

r
|u|rr,

(3.2.6)

com Ju ∈ C∞.

Lema 3.2.2. Existe λ positivo tal que para todo 0 < λ < λ, as seguintes propriedades são
válidas:

(a) Para todo u ∈ W 1,p(Ω)\{0}, J ′
u admite um único zero t− = t−(u) > 0 satisfazendo

Ju(t−) > 0 e J
′′
u (t−) < 0.

(b) Para todo u ∈ W 1,p(Ω)\W 1,p
0 (Ω), J

′
u admite um único zero t+ = t+(u) > 0 satisfa-

zendo Ju(t+) < 0 e J
′′
u (t+) > 0. Além disso, 0 < t+ < t−.

(c) As funções u 7→ t±(u) são de classe C1.

Demonstração. Seja u ∈ W 1,p(Ω) e Ju(t) =
tp

p
∥u∥p−λt

q

q
|u|qq,∂Ω−

tr

r
|u|rr com, 1 < q <

p < r. Consideremos N(u) = ∥u∥p, Q(u) = |u|qq,∂Ω e R(u) = |u|rr e suponha que Q(u) ̸= 0,

isto é, u /∈ W 1,p
0 (Ω).

Procuramos t ∈ R+ de tal forma que J ′
u(t) = 0. Calculando J ′

u(t) temos:

J
′

u(t) = N(u)tp−1 −R(u)tr−1 − λQ(u)tq−1

= [N(u)tp−q −R(u)tr−q − λQ(u)]tq−1

= [(N(u)−R(u)tr−p)tp−q − λQ(u)]tq−1.

(3.2.7)

Denotando h(t) = (N(u)−R(u)tr−p)tp−q, temos

J
′

u(t) = [h(t)− λQ(u)]tq−1, (3.2.8)

e portanto, J ′
u(t) = 0 ⇐⇒ [h(t) − λQ(u)]tq−1 = 0. Uma vez que λQ(u) é constante,

então será estudado o comportamento da função h(t).
Note que h(t) é de classe C∞, com h(0) = 0. Buscando os pontos críticos de h(t),

temos

h′(t) = (p− q)N(u)tp−q−1 − (r − q)R(u)tr−q−1. (3.2.9)
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Assim,

h
′
(t) = 0 ⇐⇒ (p− q)N(u)tp−q−1 − (r − q)R(u)tr−q−1 = 0

⇐⇒ −(r − q)R(u)tr−q−1 = −(p− q)N(u)tp−q−1

⇐⇒ tr−q−1

tp−q−1
=

(p− q)N(u)

(r − q)R(u)

⇐⇒ t =

[
(p− q)N(u)

(r − q)R(u)

] 1
r−p

.

(3.2.10)

Portanto, t1 =
[
(p−q)N(u)
(r−q)R(u)

] 1
r−p

é um ponto crítico de h(t).

Temos também que h
′′
(t) = [(p− q − 1)(p− q)N(u)− (r − q − 1)(r − q)R(u)tr−p] tp−q−2

Aplicando em t1 =
[
(p−q)N(u)
(r−q)R(u)

] 1
r−p

, temos

h
′′
(t1) =

(p− q − 1)(p− q)N(u)− (r − q − 1)(r − q)R(u)

[(
(p− q)N(u)

(r − q)R(u)

) 1
r−p

]r−p
 tp−q−2

1 ,

= [(p− q − 1)(p− q)N(u)− (r − q − 1)(p− q)N(u)]

[
(p− q)N(u)

(r − q)R(u)

] p−q−2
r−p

,

= [(p− q)N(u) [(p− q − 1)− (r − q − 1)]]

[
(p− q)N(u)

(r − q)R(u)

] p−q−2
r−p

,

= [(p− q)N(u) (p− r)]

[
(p− q)N(u)

(r − q)R(u)

] p−q−2
r−p

.

(3.2.11)

Uma vez que 1 < q < p < r, temos então que h
′′
(t1) < 0, e assim, segue que t1 é ponto

de máximo de h(t). Assim, se u ∈ W 1,p
0 (Ω), então existe t−(u) tal que J

′

u(t−) = 0. Por
outro lado, se u ∈ W 1,p(Ω)\W 1,p

0 (Ω), quando h(t1) > λQ(u), temos a existência de duas
raízes 0 < t+ < t− para J ′

u(t), com t+ < t1 < t−. (�gura 3.2.1)

Figura 3.2.1: Raízes para J
′
u(t) quando Q(u) ̸= 0.
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Note ainda que,

h(t1) =

[
N(u)−R(u)

(
(p− q)N(u)

(r − q)R(u)

1
r−p

)r−p]([
(p− q)N(u)

(r − q)R(u)

] 1
r−p

)p−q

=

[
N(u)−R(u)

(
(p− q)N(u)

(r − q)R(u)

1
r−p

)]r−p [
(p− q)N(u)

(r − q)R(u)

] p−q
r−p

=

[
(r − q)N(u)− (p− q)N(u)

(r − q)

] [
(r − p)− (p− q)

(r − q)

]
N(u)

[
(p− q)αN(u)α

(r − q)αR(u)α

]
,

=
(r − p)(p− q)α

(r − q)α+1

N(u)α+1

R(u)α
,

(3.2.12)

onde α =
p− q

r − p
.

Além disso, das imersões contínuas de Sobolev, existem A,B > 0 tais que |u|q,∂Ω≤
A∥u∥, |u|r≤ B∥u∥, para todo u ∈ W 1,p(Ω). Como N(u)

1
p = ∥u∥, Q(u)

1
q = |u|q,∂Ω e

R(u)
1
r = |u|r, segue então que Q(u) ≤ AN(u)

q
p e R(u) ≤ BN(u)

r
p e assim,

h(t1)

Q(u)
≥ (r − p)(p− q)α

(r − q)α+1

N(u)α+1

Q(u)R(u)α

≥ (r − p)(p− q)α

(r − q)α+1

N(u)α+1

AN(u)
q
p [BN(u)

r
p ]α

.

(3.2.13)

Ainda

N(u)α+1

AN(u)
q
p [BN(u)

r
p ]α

=
N(u)

p−q+r−p
r−p

ABαN(u)
q
p
− r(p−q)

p(r−p)

=
N(u)

r−q
r−p

ABαN(u)
q(r−p)+r(p−q)

p(r−p)

=
N(u)

r−q
r−p

ABαN(u)
qr−qp+rp−rq

p(r−p)

=
N(u)

r−q
r−p

ABαN(u)
r−q
r−p

=
1

ABα
.

(3.2.14)

Assim, denotando C1 = 1
ABα , temos que, se 0 < λ < C, onde (r−p)(p−q)α

(r−q)α+1 C1 := C > 0,

temos assegurado a existência de t± > 0 para todo u ∈ W 1,p(Ω)\W 1,p
0 (Ω).

Notemos também que ±J ′′
u (t±) > 0. De fato,

J
′′

u (t) = h′(t)tq−1 + (q − 1)h(t)tq−2 − (q − 1)λQ(u)tq−2

= h′(t)tq−1 + [h(t)− λQ(u)] (q − 1)tq−2

= h′(t)tq−1 + [h(t)− λQ(u)] tq−1(q − 1)t−1.

(3.2.15)

Como t± são raízes de [h(t)− λQ(u)] tq−1, logo [h(t±)− λQ(u)] tq−1
± = 0. Portanto, temos

que

J
′′

u (t+) = h′(t+)t
q−1
+ , (3.2.16)
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e

J
′′

u (t−) = h′(t−)t
q−1
− . (3.2.17)

Assim, como t+ < t1 < t−, onde t1 é ponto máximo de h(t), segue que h′(t+) > 0 e
h′(t−) < 0.
Portanto, temos ±J ′′

u (t±) > 0.
Também temos ∓Ju(t±(u)) > 0 desde que 0 < λ < λ, com λ su�cientemente pequeno.

De fato, note que

Ju(t) = 0 ⇐⇒ N(u)
tp

p
− λQ(u)

tq

q
−R(u)

tr

r
= 0,

⇐⇒ N(u)
tp

p
−R(u)

tr

r
= λQ(u)

tq

q
,

⇐⇒ q

[
N(u)

tp−q

p
−R(u)

tr−q

r

]
= λQ(u).

(3.2.18)

Consideremos então φu(t) = q

[
N(u)

tp−q

p
−R(u)

tr−q

r

]
. Analisando a função φu(t) temos:

φ
′

u(t) = q

[
(p− q)N(u)tp−q−1

p
− (r − q)R(u)tr−q−1

r

]
. (3.2.19)

Assim,

φ
′

u(t) = 0 ⇐⇒ q

[
(p− q)N(u)tp−q−1

p
− (r − q)R(u)tr−q−1

r

]
= 0

⇐⇒ r(p− q)N(u)tp−q−1 − p(r − q)R(u)tr−q−1 = 0

⇐⇒ r(p− q)N(u)tp−q−1 = p(r − q)R(u)tr−q−1

⇐⇒ tr−p =
r(p− q)N(u)

p(r − q)R(u)
.

(3.2.20)

Seja então t∗ =

[
r(p− q)N(u)

p(r − q)R(u)

] 1
r−p

e note que t∗ é um ponto crítico de φu(t). Segue

também que t∗ é um valor de máximo de φu(t):

φ
′′

u(t) = q

[
(p− q − 1)(p− q)N(u)tp−q−2

p
− (r − q − 1)(r − q)R(u)tr−q−2

r

]
= q

[
r(p− q − 1)(p− q)N(u)− p(r − q − 1)(r − q)R(u)tr−p

pr

]
tp−q−2

= q

[
r(p− q − 1)(p− q)N(u)− p(r − q − 1)(r − q)R(u)tr−p

pr

]
tp−q−2.

(3.2.21)
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Assim,

φ
′′

u(t∗) = q


r(p− q − 1)(p− q)N(u)− p(r − q − 1)(r − q)R(u)

([
r(p−q)N(u)
p(r−q)R(u)

] 1
r−p

)r−p

pr

 tp−q−2
∗

= q

[
r(p− q − 1)(p− q)N(u)− r(r − q − 1)(p− q)N(u)

pr

]
tp−q−2
∗

= qr(p− q)N(u)
(p− r)

pr
tp−q−2
∗ .

(3.2.22)

Como 1 < q < p < r, segue que φ
′′
u(t∗) < 0. Portanto, t∗ é um ponto de máximo para

φu(t). Assim,

1

Q(u)
φu(t∗) =

q

Q(u)


rN(u)− pR(u)

([
r(p−q)N(u)
p(r−q)R(u)

] 1
r−p

)r−p

pr


[
r(r − p)N(u)

p(r − q)R(u)

] p−q
r−p

= qN(u)

[
1− (p−q)

(r−q)

]
p

rα

pα

[
(p− q)

(r − q)

]α
N(u)α

Q(u)R(u)α
,

=
qrα

pα+1
K(1−K)α

N(u)α+1

Q(u)R(u)α
, onde K =

r − p

r − q
e α =

p− q

r − p
.

(3.2.23)

Das imersões contínuas de Sobolev, temos:

1

Q(u)
φu(t∗) ≥

qrα

pα+1
K(1−K)α

N(u)α+1

AN(u)
q
p [BN(u)

r
p ]α

≥ qrα

pα+1
K(1−K)α

1

AB

≥ qrα

pα+1
K(1−K)αC1

≥ qrα

pα+1

[
r − p

r − q

(
1− r − p

r − q

)α

C1

]
≥ qrα

pα+1

(
r − p

r − q

)(
p− q

r − q

)α

C1

≥ qrα

pα+1

(r − p)(p− q)α

(r − q)α+1
C1

≥ qrα

pα+1
C := C > 0.

(3.2.24)

Tomando λ < min{C,C}, segue que ∓Ju(t±(u)) > 0, com t+ < t∗ < t−, pois, uma vez
que t− é ponto crítico de Ju(t), temos então:

J
′

u(t−) = 0 ⇐⇒ N(u)tp−1
− −R(u)tr−1

− − λQ(u)tq−1
− = 0

⇐⇒ N(u)tp−q
− −R(u)tr−q

− = λQ(u).
(3.2.25)
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Como Ju(t−(u)) > 0 temos

N(u)
tp−
p

− λQ(u)
tq−
q

−R(u)
tr−
r
> 0 ⇐⇒ N(u)

tp−
p

−R(u)
tr−
r
> λQ(u)

tq−
q

⇐⇒ q

(
N(u)

tp−q
−

p
−R(u)

tr−q
−

r

)
> λQ(u)

⇐⇒ q

(
N(u)

tp−q
−

p
−R(u)

tr−q
−

r

)
> N(u)tp−q

− −R(u)tr−q
−

⇐⇒ rqN(u)tp−q
− − pqR(u)tr−q

−

pr
> N(u)tp−q

− −R(u)tr−q
−

⇐⇒ rqN(u)tp−q
− − pqR(u)tr−q

− > prN(u)tp−q
− − prR(u)tr−q

−

⇐⇒ prR(u)tr−q
− − pqR(u)tr−q

− > prN(u)tp−q
− − rqN(u)tp−q

−

⇐⇒ (pr − pq)R(u)tr−q
− > (pr − rq)N(u)tp−q

−

⇐⇒ tr−q
−

tp−q
−

> r
(p− q)N(u)

p (r − q)R(u)

⇐⇒ tr−p
− >

r (p− q)N(u)

p (r − q)R(u)

⇐⇒ t− >

[
r (p− q)N(u)

p (r − q)R(u)

] 1
r−p

⇐⇒ t− > t∗.

(3.2.26)

De forma análoga, mostramos também que t+ < t∗. (�gura 3.2.2)

Figura 3.2.2: Comportamento do funcional Ju(t).

Seja agora Φ : W 1,p(Ω)× R → R dada por Φ(u, t) = J ′(tu)tu = tJ
′
u(t).

Como 1 < q < p < r, temos Φ ∈ C1 e além, disso,

Φ(u, t+) = Φ(u, t−) = 0,

∂Φ

∂t
(u, t+) = J ′

u(t+) + t+J
′′

u (t+)

= t+J
′′

u (t+) > 0.

∂Φ

∂t
(u, t−) = J ′

u(t−) + t+J
′′

u (t−)

= t−J
′′

u (t−) < 0.

(3.2.27)
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Pelo Teorema da Função Implícita, existe Bδ(u) ⊂ W 1,p(Ω) e J1 = (t− − ϵ1, t− +
ϵ1),J2 = (t+ − ϵ2, t+ + ϵ2) tal que para todo v ∈ Bδ(u), existe um único t+(v), t−(v) ∈ C1

tal que Φ(v, t+(v)) = J ′(t+(v)) = J ′(t−(v)) = Φ(v, t−(v)) = 0. Logo, temos t±(v) ∈ N ,
para todo v ∈ W 1,p(Ω). □

Lema 3.2.3. Existe δ > 0 tal que ∥u∥W 1,p(Ω)≥ δ, para todo u ∈ N−.

Demonstração. Primeiramente, note que

J(u) =
1

p
∥u∥p−λ

q
|u|qq,∂Ω−

1

r
|u|rr. (3.2.28)

Das imersões contínuas de Sobolev, temos:

J(u) ≥ 1

p
∥u∥p−λC1

q
∥u∥q−C2

r
∥u∥r

≥ ∥u∥p
[
1

p
− λC1

q
∥u∥q−p−C2

r
∥u∥r−p

]
.

(3.2.29)

Logo, como

lim
s→0+

(
1

p
− λC1

q
sq−p − C2

r
sr−p

)
=

1

p
> 0, (3.2.30)

então existem α, ρ > 0 tais que

J(u) ≥ α, se ∥u∥= ρ. (3.2.31)

Suponha por contradição que exista (un) ⊂ N− tal que un → 0 em W 1,p(Ω). Então,

on(1) = J(un) = max
s>0

J(sun)

≥ J

(
ρ

∥un∥
un

)
≥ α,

(3.2.32)

o que é uma contradição. □

Note que a função

t− : W 1,p(Ω)\{0} → N−

u 7→ t−(u)u

é, pelo Lema 3.2.2, uma função de classe C1. Além disso, por esse mesmo resultado,

t− : M → N− ,

u 7→ t−(u)u

onde M = {u ∈ W 1,p(Ω) : ∥u∥= 1}, é um homeomor�smo, com inversa dada por
(t−(u))

−1(u) = u
∥u∥ .

De�nição 3.2.3. Seja ψ : W 1,p(Ω) → R dado por ψ(u) = 1
p
∥u∥p. Seja ainda

T : W 1,p(Ω) → (W 1,p(Ω))∗ dado por

T (u)v =

∫
Ω

|∇u|p−2∇u∇vdx+
∫
Ω

|u|p−2uvdx, (3.2.33)

para u, v ∈ W 1,p(Ω).
Dado u ∈ M, de�nimos o espaço tangente TuM como sendo

TuM = {w ∈ W 1,p(Ω) : T (u)w = 0}. (3.2.34)



36

De�nição 3.2.4. Sejam u ∈ W 1,p(Ω), t−(u)u ∈ N− e J : W 1,p(Ω) → R. De�nimos o
funcional J− : W 1,p(Ω)\{0} → R por J−(u) = J(t−(u)u) e o funcional J̃− = J−|M

: M →
R como sendo a restrição de J− a M.

De�nição 3.2.5. Seja u ∈ M e seja J̃− : M → R. Dizemos que u é ponto crítico do
funcional J̃− se ⟨DJ̃−(u), v⟩ = 0, para todo v ∈ TuM.

Proposição 3.2.1. Sejam u ∈ W 1,p(Ω)\{0} e J− : W 1,p(Ω)\{0} → R como dado na
De�nição 3.2.4. Então, J− ∈ C1(W 1,p(Ω)\{0},R) e ainda,

⟨DJ−(u), v⟩ = t−(u)⟨DJ(t−(u)u), v⟩, (3.2.35)

para todo u, v ∈ W 1,p(Ω) e u ̸= 0.

Demonstração. Sejam u ∈ W 1,p(Ω)\{0}, v ∈ W 1,p(Ω). Uma vez que J(t−(u)u) ≥
J(t−(u+ αv)u), temos que

J−(u+ αv)− J−(u) = J(t−(u+ αv)(u+ αv))− J(t−(u)u)

≤ J(t−(u+ αv)(u+ αv))− J(t−(u+ αv)u).
(3.2.36)

Do Teorema do Valor Médio, temos então que

J−(u+ αv)− J−(u) ≤ DJ(t−(u+ αv)(u+ τααv))t−(u+ αv)αv, (3.2.37)

onde τα ∈ (0, 1).
De forma similar, como J(t−(u+ αv)(u+ αv)) ≥ J(t−(u)(u+ αv)), temos então que

J−(u+ αv)− J−(u) ≥ J(t−(u)(u+ αv))− J(t−(u)u). (3.2.38)

Novamente, pelo Teorema do Valor Médio, temos então

J−(u+ αv)− J−(u) ≥ DJ(t−(u)(u+ ηααv))t−(u)αv, (3.2.39)

onde ηα ∈ (0, 1). Uma vez que a aplicação t−(u)u é contínua, através de (3.2.37) e
(3.2.38), temos que

lim
α→0

J−(u+ αv)− J−(u)

α
= t−(u)DJ(t−(u)u)v. (3.2.40)

Logo, a derivada de Gâteux de J− é limitada em v e contínua em u. Logo, segue que J−
é de classe C1. □

Corolário 3.2.1. Sejam u ∈ M, J̃− : M → R. Então, J̃− ∈ C1(M,R) e ainda,

⟨DJ̃−(u), v⟩ = t−(u)⟨DJ(t−(u)u), v⟩, (3.2.41)

para todo v ∈ TuM. Se (un) ⊂ N− for uma sequência (PS) limitada para J , então(
un
∥un∥

)
será uma sequência (PS) para J̃−. Além disso, se (un) ⊂ M for uma sequência

(PS) para J̃−, então (t−(un)un) ⊂ N− é uma sequência (PS) para J .

Demonstração. Notemos que J̃− ∈ C1(M,R), pois é a composta de funções de classe
C1. Uma vez que u ∈ M, temos então que ⟨DJ̃−(u), v⟩ = t−(u)⟨DJ(t−(u)u), v⟩, para
todo v ∈ TuM, pela Proposição 3.2.1.
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Temos que W 1,p(Ω)\{0} = TuM⊕Ru, para todo u ∈ M, e a projeção W 1,p(Ω)\{0} →
TuM dada por v + αu 7→ v é uniformemente limitada em norma com respeito a u ∈ M.
Seja T dada por (3.2.3), e portanto, T é limitado em conjuntos limitados, e portanto, T
é limitado em M. Assim, existe C > 0 tal que ∥T (w)∥(W 1,p(Ω))∗≤ C, para todo v ∈ M.
Como T (u)(v+αu) = α, para todo v ∈ TuM, portanto, se ∥v+αu∥= 1, segue que |α|≤ C.

Portanto
∥v∥≤ |α|+∥v + αu∥≤ (C + 1)∥v + αu∥, (3.2.42)

para todo u ∈ M, v ∈ TuM e α ∈ R.
Além disso, pela Proposição 3.2.1,

∥DJ̃−(u)∥ = sup
v∈TuM,
∥v∥=1

|J̃−(u)v|

= t−(u) sup
v∈TuM,
∥v∥=1

|DJ(t−(u)u)v|.
(3.2.43)

Por outro lado,

⟨DJ(t−(u)u), u⟩ =
1

t−(u)
⟨DJ(t−(u)u), t−(u)(u)⟩ = 0. (3.2.44)

Assim, por (3.2.42), (3.2.44) e pela Proposição 3.2.1

∥DJ̃−(u)∥ ≤ t−(u)∥DJ(t−(u)u)∥(W 1,p(Ω))∗

≤ t−(u) sup
v∈TuM,α∈R,

v+αu̸=0

|DJ(t−(u)u)(v + αu)|
∥v + αu∥

≤ t−(u)(C + 1) sup
v∈TuM\{0}

|DJ(t−(u)u)v|
∥v∥

≤ (C + 1)∥DJ̃−(u)∥(W 1,p(Ω))∗ .

(3.2.45)

Por (3.2.45) e pelo Lema 3.2.3, segue o resultado. □

Observação 3.2.1. Note que, pelo resultado anterior, u ∈ M é um ponto crítico de J̃−
se, e somente se, t−(u)u é um ponto crítico de J em W 1,p(Ω).

Lema 3.2.4. Existe λ0 > 0 e C > 0 tal que J̃−(u) ≥ C para todo u ∈ M e para todo
λ ∈ (0, λ0).

Demonstração. Do Lema 3.2.2, temos que 0 < t1(u) < t−(u), ∀u ∈ M. Também temos
que pelas imersões de Sobolev, R(u) ≤ C1, C1 > 0.
Assim,

Ju(t) = tq
[
N(u)tp−q

p
− λQ(u)

q
− R(u)tr−q

r

]
= tq

[
tp−q

(
N(u)

p
− R(u)tr−p

r

)
− λQ(u)

q

]
.

(3.2.46)
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Temos que, como t1 =
[
N(u)(p−q)
R(u)(r−q)

] 1
r−p

,

N(u)

p
− R(u)tr−p

1

r
=
N(u)

p
− R(u)

r

[
N(u)(p− q)

R(u)(r − q)

]
=
N(u)

p
− N(u)(p− q)

r(r − q)

=
r(r − q)N(u)− p(p− q)N(u)

rp(r − q)

=
N(u)(r(r − q)− p(p− q))

rp(r − q)

=
N(u)(r2 − rq − p2 + pq)

rp(r − p)

=
N(u)((r − p)(r + p)− q(r − p))

rp(r − q)

=
N(u)(r − p)(r + p− q)

rp(r − q)
.

(3.2.47)

Como u ∈ M, temos então que N(u) = 1 e assim, N(u)
p

− R(u)tr−p
1

r
= (r−p)(r+p−q)

rp(r−q)
.

Assim, tomando B = (r−p)(r+p−q)
rp(r−q)

, temos que J̃−(u) > Ju(t1) = qtq1
(
Btp−q

1 − λQ(u)
)
≥

tq1
(
qBtp−q

1 − λC2

)
, onde Q(u) ≤ C2, para todo u ∈ M.

Logo, tomando λ0 <
qBtp−q

1

Cq
2

, temos que J̃−(u) ≥ C := tq1
(
qBtp−q

1 − λ0C2

)
. □

Observação 3.2.2. Pelo resultado anterior e como t−(u) é um homeomor�smo entre M
e N−, segue que

c = inf
N−

J = inf
M
J̃−. (3.2.48)

Lema 3.2.5. Seja (un)n∈N ⊂ N− uma sequência minimizante para J . Então, (un)n∈N é
limitada em W 1,p(Ω).

Demonstração. Seja (un) ⊂ N− tal que J(un) → c = inf
N−

J . Suponhamos por contradição

que ∥un∥→ +∞.

Seja vn =
un

∥un∥
. Então, vn ⇀ v em W 1,p(Ω), vn → v em Lr(Ω) e em Lq(∂Ω). Dividiremos

a demonstração em dois casos:

� Se v = 0, então, para todo t > 0, temos

c+ on(1) = J(un)

= J(∥un∥vn)
= max

s>0
J(svn)

≥ J(tvn)

≥ tp

p
− λ

q
tq
∫
∂Ω

|vn|qds−
tr

r

∫
Ω

|vn|rdx.

(3.2.49)

Uma vez que

∫
∂Ω

|vn|qds→ 0 e

∫
Ω

|vn|rdx→ 0, temos c+on(1) =
tp

p
para todo t > 0,

o que é um absurdo.
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� Se v ̸= 0, então

0 = lim
n→+∞

c

∥un∥p

= lim
n→+∞

J(un)

∥un∥p

= lim
n→+∞

(
1

p
− λ

q

|un|qq,∂Ω
∥un∥

− 1

r

|un|rr
∥un∥p

)
= lim

n→+∞

(
1

p
− λ

q
∥un∥q−p|vn|q−

1

r
∥un∥r−p|vn|r

)
= −∞,

(3.2.50)

o que é uma contradição.

Portanto, (un) ⊂ N− é limitada. □

Pelo resultado anterior, existe u ∈ W 1,p(Ω) tal que

un ⇀ u em W 1,p(Ω). (3.2.51)

Das imersões compactas de Sobolev, segue que

un → u em Lr(Ω),

un → u em Lq(∂Ω).
(3.2.52)

Lema 3.2.6. A função u dada em (3.2.51) é tal que u ̸= 0.

Demonstração. Suponha por contradição que u = 0. Então, para t ≥ 0 temos,

c+ on(1) = J(un)

≥ J(tun)

≥ tp

p

(∫
Ω

|∇un|pdx+
∫
Ω

|un|pdx
)
− λ

q
tq
∫
∂Ω

|un|qds−
tr

r

∫
Ω

|un|rdx.
(3.2.53)

Uma vez que

∫
∂Ω

|un|qds = on(1) e

∫
Ω

|un|rdx = on(1), temos

c+ on(1) ≥
tp

p
+ on(1)

≥ tp

p
δp,

(3.2.54)

o que é uma contradição. □

Lema 3.2.7. t−(u)u ∈ N− é ponto crítico do funcional J em W 1,p(Ω), e ainda c =
J(t−(u)u).

Demonstração. Seja t−(u) > 0 tal que t−(u)u ∈ N−. Então,

c ≤ J(t−(u)u)

≤ t−(u)
p

p
∥u∥p−λt−(u)

q

q

∫
∂Ω

|u|qds− t−(u)
r

r

∫
Ω

|u|rdx

≤ t−(un)
p

p
lim inf
n→+∞

∥un∥p− lim inf
n→+∞

[
λt−(un)

q

q

∫
∂Ω

|un|qds+
t−(un)

r

r

∫
Ω

|un|rdx
]

≤ lim inf
n→+∞

J(t−(un)un)

≤ lim inf
n→+∞

J(un).

(3.2.55)
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Uma vez que lim inf
n→+∞

J(un) = c, temos

J(t−(u)u) = inf
N−

J. (3.2.56)

Portanto, segue que t−(u)u é um ponto crítico de J− em N−. Dessa forma, pelo Corolário,

temos
t−(u)u

∥t−(u)u∥
=

u

∥u∥
é um ponto crítico de Ĵ− em M. Assim, pela Observação 3.2.1,

t−(u)u é um ponto crítico de J em W 1,p(Ω). □

Como consequência do Lema 3.2.7, temos J(t−(u)u) = c > 0, mostrando que de fato,
u é uma solução fraca não-trivial para o problema (3.0.1) com energia positiva.

Para obter a solução de energia negativa, vamos proceder minimizando o funcional
J restrito a uma bola fechada em torno da origem, com r > 0 su�cientemente pequeno.
Inicialmente, temos pelo Lema 3.2.3, existem α, ρ > 0 tais que

J(u) ≥ α, se ∥u∥= ρ.

Consideremos então J restrito a Bρ(0).

Lema 3.2.8. O funcional J é limitado inferiormente em Bρ(0).

Demonstração. Seja u ∈ W 1,p(Ω), com ∥u∥≤ ρ. Então

|J(u)| =
∣∣∣∣1p∥u∥p−λq

∫
∂Ω

|u|qds− 1

r

∫
Ω

|u|rdx
∣∣∣∣

≤ 1

p
ρp +

λ

q

∫
∂Ω

|u|qds+ 1

r

∫
Ω

|u|rdx

≤ 1

p
ρp +

λ

q
C1ρ

q +
1

r
C2ρ

r

:= C(ρ).

(3.2.57)

Logo, temos −C(ρ) ≤ J(u) ≤ C(ρ), para todo u ∈ Bρ(0). □

Como consequência desse resultado, está bem de�nido o número

β = inf
Bρ(0)

J.

Lema 3.2.9. Existe v ∈ Bρ(0) tal que J(v) = β < 0.

Demonstração. De fato, seja u ∈ W 1,p(Ω)\W 1,p
0 (Ω). Então:

J(tu) =
tp

p
∥u∥p−λt

q

q
|u|qq,∂Ω−

tr

r
|u|rr

= tq
(
tp−q

p
∥u∥p−λ

q
|u|qq,∂Ω−

tr−q

r
|u|r
)

< 0,

(3.2.58)

se t ≈ 0, pois 1 < q < p < r. Logo, é possível escolher t > 0 tal que ∥tu∥< ρ e J(tu) < 0.
Seja então (vn) ⊂ Bρ(0) uma sequência minimizante para J , ou seja,

J(vn) → β, quando n→ +∞.
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Por construção, (vn) é limitada, e então existe v ∈ Bρ(0) tal que

vn ⇀ v em W 1,p(Ω)

vn → v em Lq(∂Ω),

vn → v em Lr(Ω).

(3.2.59)

Então, por (3.2.59),

J(v) ≤ lim inf
n→

J(vn)

≤ β.
(3.2.60)

Como por de�nição, β = inf
Bρ(0)

J , logo temos também que β ≤ J(v). Portanto, temos

J(v) = β = min
Bρ(0)

J (3.2.61)

Além disso, v /∈ ∂Bρ(0), uma vez que, por (3.2.3),

min
∂Bρ(0)

J ≥ α > 0, (3.2.62)

enquanto que, por (3.2.59), J(v) = β < 0. Dessa forma, v ∈ Bρ(0), e é portanto um
minimizante local de J . Como J ∈ C1(W 1,p(Ω),R), então J ′(v) = 0, e portanto, segue
que é solução fraca de (3.0.1), tal que

J(v) = β < 0. (3.2.63)

□

Assim, �ca demonstrado o Teorema (3.0.1).





Capítulo

4
Conclusão

Neste trabalho foi abordado acerca de um problema do tipo côncavo-convexo com
condição de fronteira não linear. Uma vez que, para buscar as soluções nos espaços N±,
necessitaríamos que J fosse de Classe C2, o que não ocorre com nosso funcional (3.0.3)
quando 1 < p < 2. Assim, buscamos estender e minimizar nosso funcional na bola unitária
de W 1,p(Ω), uma vez que esta é homeomorfa ao espaço N−, e mostrando que de fato, se
u ∈ M é um ponto crítico de M, então t−(u)u ∈ N− vai ser um ponto crítico de J em
W 1,p(Ω). Assim, pelo Lema 3.2.7, �cou então demonstrado a existência das solução fraca
com energia positiva. Para a energia negativa, inicialmente minimizamos nosso funcional
em cima de uma bola fechada centrada na origem e um raio r > 0 e assim, pelo Lema
3.2.9, mostramos que v ∈ W 1,p(Ω) é uma solução fraca com energia negativa.
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