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RESUMO

A estabilidade dos membros das constelacdes Galileo e GPS é investigada. Devido a
ressonancia 2:1 entre @ e €, ocorre um aumento significativo da excentricidade. Este
aumento causa riscos de colisdo entre os satélites descartaveis e os ativos. Como a ressonancia
ndo depende do semi—eixo do satélite, estratégias usuais de aumentar a altitude ndo resolvem
0 problema. Entdo, condicgdes iniciais especiais sdo achadas tais que os satelites descartaveis
permanecem estaveis, com baixa excentricidade por pelo menos 250 anos. Outra estratégia de
atacar o problema é mover o objeto descartavel para uma O6rbita particular, acelerando o
crescimento da excentricidade. Este estudo é brevemente apresentado. A dindmica de satélites
heliossincronos é também estudada. Devido o arrasto atmosférico, a altitude do satélite
sempre decai e portanto ele cruza o valor ressonante do semi-eixo. Sempre que iSSO ocorre,
um salto na inclinacdo é observado e em alguns casos, ha alguns cruzamentos tais que a
inclinacdo permanece aprisionada (durante algum tempo) no centro de libracdo. Este evento é
importante, pois isso pode ser explorado para realizar manobras de baixo custo para controlar
o0 satélite numa determinada inclinagdo. Atraves do sistema exato, investigamos estas quase-

capturas e seu aproveitamento em manobras de manutencao de inclinacéo.

Palavras chave: Sistema Galileo-GPS, ressonancias orbitais, satélites artificiais, detritos espaciais,
satélites heliossincronos.



ABSTRACT

The stability of the disposed members of the Galileo and GPS constellations is
investigated. Due to the 2:1 resonance between ® and €, a significant increase of the
eccentricity occurs. These increase cause risk of collisions between the operational and
disposed satellites. As the resonance does not depend on the semi-major axis of the satellite,
usual strategies of raising the altitude do not solve the problem. Therefore, special initial
conditions are found such that the disposed satellites remain stable with small eccentricity, for
at least 250 years. Another strategy to attack the problem is to move the disposed object to a
particular orbit, accelerating the growth of the eccentricity. This study is briefly presented.
The dynamics of the sun-synchronous satellite is also studied. Due to the atmospheric drag,
the altitude of the satellite always decays and therefore it crosses the resonant value of the
semi-major axis. Whenever this happens, a jump in the inclination is observed and in some
cases, there are some crossing such that the inclination remains locked (during some time) in
the center of the libration. This event is interesting since it can be exploited to perform

inexpensive maneuvers to control the satellite at desired inclination.

Keywords: Galileo-GPS systems, orbital resonances, artificial satellites, space debris, sun-
synchronous satellites.
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1. INTRODUCAO

Em quatro de outubro de 1957 foi inaugurada a era espacial com o lancamento do
primeiro artefato construido pelo homem a orbitar a Terra, o soviético Sputnik. Desde entéo
diversos satélites foram lancados e muito se estudou a seu respeito. Entretanto, a dindmica
completa dos satélites artificiais ndo é totalmente conhecida. Por outro lado, as perturbacbes
orbitais sdo estudadas pelos astronomos ha muito tempo para conhecer a dindmica dos
satélites naturais. Atualmente, as técnicas de perturbac6es orbitais sdo usadas para o estudo de
satélites artificiais, seja no planejamento de missfes ou descarte de satélites no fim de sua
vida (til. Pretendemos estudar a dinamica de dois tipos de satélites tdo importantes quanto
distintos, através da anlise de ressonancias orbitais que causam perturbacdes na oOrbita destes
objetos.

Ocorre que todo satélite e seus componentes tem uma vida Gtil limitada e quando esta
acaba, 0 objeto se torna descartavel. Portanto, a ele se deve dar um destino, de forma a nao
comprometer os satélites operacionais que estdo e devem continuar em funcionamento. Além
disso, para ser inserido numa constelagdo, um satélite é levado pelo Ultimo estagio de seu
lancador e este também deve ser descartado numa Orbita tal que também ndo colida ou
coloque em risco os membros ativos da constelacdo (GICK e CHAO, 2001). Com o passar
dos anos haverd um acumulo constante de objetos indesejaveis, cujas orbitas podem aumentar
0 risco de uma colisdo com os satélites da constelacdo operacional, caso invadam a regido da

constelacdo. A dinamica destes objetos deve, portanto, ser conhecida.



Os elementos dos sistemas Global Positioning System (GPS), Global Navigation
Satellite System (GLONASS), Galileo (ESA, 2002) etc., formam uma constelacdo de satélites
cujo objetivo € a determinacdo da posicdo de um receptor (navegacdo), e fazem parte do
primeiro grupo de satélites a ser estudado.

O sistema GPS (americano) foi iniciado ha cerca de trés décadas, se contadas as fases
experimentais. Os primeiros membros desta constelacdo (Bloco I) eram distribuidos em seis
planos orbitais (originalmente planejados para serem trés planos, com defasagem de 120°)
com inclinacédo de 63° em relacdo ao equador terrestre. A uma altitude aproximada de 20.200
km, com Orbitas quase circulares, estes satélites tinham periodo orbital de aproximadamente
12 h e foram planejados para uma vida Util de aproximadamente cinco anos. No sistema russo
GLONASS, ha& uma distribuicdo muito similar ao GPS original (trés planos, com inclinacao
64,8°), porém com altitude inferior (19.100 km) e periodo orbital de 11:15 h.

Os GPS do Bloco | (todos desativados) foram substituidos pelos satélites do Bloco Il e
Bloco IIA (A de Advanced), a segunda geracdo de satélites de navegacdo (JPL/MSL). Estes
estdo a mesma altitude dos GPS do Bloco | (consequentemente mesmo periodo orbital), mas
com inclinacdo de 55°, distribuidos em seis planos orbitais. Foram projetados com tempo de
vida util de 7,5 anos. Os satélites GPS sdo identificados por um cédigo PRN (Pseudo Range
Number) de 1 a 32 (24 dos Blocos Il e 1A — em operagédo, oito do Bloco IIR - ativos,
aguardando entrar em operagéo, substituindo objetos desativados). O PRN serve para que o
receptor de GPS identifique de qual satélite esta vindo o sinal que esta captando (JPL/MSL).
Além disso, como todo satélite, também possui um numero que o identifica no catalogo do
NORAD (North American Aerospace Defense Command — comando militar aeroespacial dos
Estados Unidos), 6rgdo responsavel pelo controle (e imposicao de restrigdes) e gerenciamento
do sistema. De maneira similar, os membros do projeto Galileo (consorcio europeu, em fase
de lancamento), estardo distribuidos em planos cujas inclinacbes serdo de 55 e 56 graus e
terdo altitude aproximada de 3.000 km acima da constelacdo GPS. Dois satélites da
constelacdo Galileo ja estdo em orbita, 0 GIOVE-A e 0 GIOVE-B, em fase de testes. As trés
constelagcfes acima citadas tém altitudes ndo muito diferentes e todos enfrentam o problema
de descarte de membros inativos. E fundamental que objetos indesejaveis de um sistema n&o
comprometam nenhuma constelacdo, quer seja do mesmo sistema ou vizinho dele.

Para diminuir riscos que pudessem afetar o sistema GPS, uma recomendagéo do
governo americano era que a regido 500 km acima ou abaixo da constelacdo ndo devesse ser
usada por orbitas de outros veiculos espaciais (NASA, 1995), pois esta regido seria reservada

para descarte dos membros da constelacdo GPS. Por outro lado, o Gltimo estagio do veiculo



lancador dos satélites GPS, devido ao seu projeto e @ maneira como a missao é concebida, em
geral ndo pode atender a tal recomendacdo (GICK e CHAO, 2001; JENKIN e GICK, 2001).
Mostraremos que o fato de diminuir ou aumentar a altitude do satelite em 500 km é
irrelevante para evitar colisbes destes sistemas, em razao da existéncia de certas ressonancias
que trazem grandes variacOes de excentricidade quando a inclinacdo esta proxima de 56,06 ou
63,4 graus em relacdo ao plano do equador. Ademais, mostraremos que tais ressonancias nao
dependem do semi-eixo, logo mudéa-lo ndo remove o objeto da ressonancia.

Considerando o sistema satélite-achatamento-Sol (apresentado no capitulo 2)
mostraremos que o problema médio (livre das anomalias médias do satélite e do Sol) revela a
existéncia das ressonancias que ocorrem para as inclinagdes 63,4° (proxima a inclina¢do do
sistema GLONASS) e 56,06 (proxima as inclinagdes dos sistemas GPS e Galileo). O
problema médio também mostra que o efeito destas ressonancias € causar um grande aumento
de excentricidade. No capitulo 2 mostraremos que para | = 56,06°, ocorre a ressonancia
2i +Q ~ 0 e para | = 63,4° ocorre a cléssica inclinagdo critica, e apresentaremos como
surgem tais comensurabilidades. Ambas sdo responsaveis por grandes variagdes de
excentricidade e, portanto, objetos em 6érbita quase circular podem ter seu apocentro muito
aumentado e penetrar na regido das constelacfes, causando riscos de colisdo com satélites em
plena vida util.

O crescimento da excentricidade é sensivel aos valores iniciais do argumento do
pericentro e da longitude do nodo ascendente. Devido a este fato, surgem duas estratégias
distintas para diminuir o risco de colisdo. A primeira, chamada de estratégia de crescimento
minimo de excentricidade (JENKIN e GICK, 2005) consiste em escolher convenientes
condicdes iniciais de pericentro e nodo, tais que o objeto descartavel fique por um tempo
finito (200 anos) com excentricidade abaixo de um valor minimo pré-estipulado, evitando que
sua Orbita invada regides proibidas (SANCHEZ et al, 2009). Isto é feito a custa de manobras
que tem seu preco em combustivel. A outra estratégia, que também exige manobras, &
exatamente oposta a primeira: depositar o objeto em regides tais que sua excentricidade cresga
rapidamente de forma que seu apocentro tenha reentradas constantes na atmosfera, levando-o
a queda (JENKIN e GICK, 2005).

A estratégia de crescimento minimo de excentricidade tem como primeira
desvantagem o proprio fato da excentricidade ser muito baixa. Com isso, 0 argumento do
pericentro fica sensivel a pequenos erros de manobras, tornando dificil atingir valores precisos
de pericentro inicial. Outra desvantagem é o acUmulo de satélites na regido de descarte,

aumentando a densidade de objetos nesta regido. Como consequéncia disto, o risco de colisdo
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entre 0s objetos da regido de descarte aumentaria proporcionalmente ao tempo de utilizagdo
desta estratégia. Entretanto, como o tempo que os satélites ficam nesta regido, mantendo a
baixa excentricidade, é de cerca de 200 anos, teriamos tempo para estudar novas
possibilidades de retirada e possivel reaproveitamento dos satélites descartados.

A estratégia de crescimento de excentricidade oferece um risco consideravel, pois até
o decaimento final, o satélite pode eventualmente colidir com membros da constelagdo. Além
disso, o tempo que levaria para a excentricidade crescer, a ponto de suas sucessivas passagens
pela atmosfera resultarem na queda do satélite, poderia ser muito longo, favorecendo um
leque de acontecimentos inesperados. Na Se¢do 3.1 analisaremos o comportamento das
ressonancias citadas anteriormente e seus efeitos.

Tendo em vista a primeira estratégia citada, nas Se¢des 3.2 e 3.3 n0sso objetivo sera a
busca de convenientes condicdes iniciais tais que o objeto descartado fique por um tempo
finito (250 anos) sem oferecer risco a constelacdo operacional. Obtivemos um grande
conjunto de condigdes para o sistema Galileo (Secéo 3.2) e GPS (Seg¢éo 3.3). No mecanismo
de busca, para cada valor da longitude do nodo ascendente (£2), pesquisamos o valor
correspondente do pericentro (w) tal que a maxima excentricidade, no intervalo de 250 anos,
se mantenha menor que 0,01 ou 0,02. No plano (m, Q) isto representa uma curva (ou regiao) e
ela depende claramente da inclinac&o da Lua.

Selecionamos os termos dominantes do geopotencial e incluimos a Lua e o Sol como
perturbadores, a fim de verificar sua influéncia sobre as condi¢des iniciais (o, €2).

Tambem fizemos, na Secéo 3.5, um breve estudo comparativo sobre as manobras de
mudanca de plano e colocagédo nas condigdes (, €2). Na Secdo 3.6 apresentamos condigdes
iniciais que satisfazem a estratégia de crescimento de excentricidade,

Os satélites de sensoriamento remoto fazem parte do segundo grupo de satélites
estudados. Estes satélites possuem o periodo de circulacdo da longitude do nodo ascendente
igual ao periodo de revolucéo do Sol em torno da Terra (referencial fixo no equador da Terra).
A comensurabilidade entre a frequéncia do nodo e 0 movimento médio do Sol é chamada de
ressonancia heliossincrona. Por este motivo, estes satélites s&o comumente chamados de
satélites heliossincronos.

Dentre os pioneiros no sensoriamento remoto, se destaca 0 programa norte americano
Earth Resources Observation Satellites Program (Programa de Satelites de Observacdo de
Recursos Terrestres), iniciado em 1966, cujo nome mudou para Landsat em 1975. O satélite

Landsat I, langado em 23 de julho de 1972, terminou suas operagdes em 6 de janeiro de 1978.
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Este é o programa de sensoriamento remoto mais duradouro, cujo langamento mais recente
(do satélite Landsat 7), efetuado em 15 de abril de 1999 e em funcionamento até hoje
(LANDSAT 7- Science Data Users Handbook). O Landsat é responsavel por grande parte das
imagens do software Google Earth.

O Brasil se destaca nesta area com o programa CBERS (China-Brasil Earth Resources
Satellite — Satélite Sino Brasileiro de Recursos Terrestre), um acordo de cooperacao
tecnoldgica entre Brasil e China, iniciado em seis de Julho de 1988.

O CBERS-1 foi langado em 14 de outubro de 1999 em um foguete chinés, a partir do
Centro de Langamento de Taiyuan, na China. Sua altitude era de 778 km, com inclinacdo de
98,5°. Em agosto de 2003, uma falha grave em seu funcionamento fez com que o satélite
deixasse de ser funcional, colocando fim a sua vida util. A misséo foi planejada para durar
dois anos, mas acabou durando dois anos a mais, pois o satélite perdeu sua funcionalidade
quatro anos depois do langcamento. Em 21 de outubro de 2003 foi langado o CBERS-2, com
caracteristicas orbitais semelhantes ao CBERS-1, com inclinagdo de 98,504° e periodo orbital
de 100,26 minutos. Este ainda esta em funcionamento, integrando o Sistema de Coleta de
Dados Ambientais brasileiro.

Os efeitos de longo periodo na ressonancia heliossincrona podem ser estudados a
partir do problema médio, e isso é descrito e analisado no Capitulo 2. No Capitulo 4
estudamos os efeitos desta ressonéncia sobre a dinamica do satélite.

Os satélites heliossincronos possuem semi-eixo baixo (em torno de 7.170 km),
fazendo com que o arrasto atmosférico seja um dos principais perturbadores. Este efeito
perturbativo diminui o semi-eixo do satélite, de forma que torna-se necesséria correcdo deste
elemento (através de manobra orbital) periodicamente. Além disso, devido a finalidade deste
tipo de satelite, a inclinacdo também é corrigida periodicamente. O custo em combustivel das
manobras de manutencdo de orbita fazem com que a vida til dos satélites heliossincronos
seja baixa, suas missdes sdo planejadas para durar de dois a cinco anos.

A ressonancia heliossincrona possui dependéncia do semi-eixo maior e da inclina¢do
do satelite. Assim um satélite com determinada inclinacdo pode cruzar o valor do semi-eixo
no qual a ressonancia € possivel quando estd em queda devido ao efeito do arrasto, ou quando
esta sendo reposto em seu semi-eixo original, depois de uma manobra.

Esta ressonancia causa um impacto ndo desprezivel sobre a inclinacdo dos satélites
heliossincronos. Propomos o aproveitamento dos efeitos desta ressonancia na manutencéo da

oOrbita do satélite em missoes futuras.
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2. FUNDAMENTOS TEORICOS

2.1. Perturbacgdo do Achatamento da Terra

A funcdo perturbadora para o geopotencial pode ser escrita na forma (ESCOBAL,
1965, MONTENBRUCK e GILL, 2005):

V=

+

kZMT kZMT
r

- (55520 (22) Jum €05 M = ) Pam(sin())}, (2.2)
onde Mr e Rp sdo a massa e 0 raio equatorial da Terra, respectivamente, Jom, Anm S80
coeficientes numeéricos, Py sdo as funcdes associadas de Legendre (BUTKOV, 1988) e ¢ ¢é a
latitude do satélite. Utilizamos a notacdo classica: a, e, I, f, o, Q, para semi-eixo maior,
excentricidade, inclinagdo, anomalia verdadeira, argumento do pericentro e longitude do nodo
ascendente. A mesma notacdo foi utilizada para representar os elementos do Sol e da Lua,
com o acréscimo dos sub-indices ® e L, respectivamente.

Para um corpo com simetria axial, m = 0 (harménicos zonais), entdo:

k?Mp
T

U ="y B e (%) S Gsin(g)) ) (2.2)

O potencial do achatamento restrito apenas a n = 2 é:
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k?M7R} 1,3
U, =— r3T L1, (_5 + Esmz(qb)), (2.3)
J, € 0 segundo coeficiente harmonico zonal.

Assim como fizemos com a funcgéo perturbadora solar, faremos uma média em termos
da anomalia média do satélite a fim de eliminar os termos de curto periodo. Novamente, esta
média pode ser desenvolvida analiticamente, sem expansdes em excentricidade e inclinacéo e

seu resultado é dado por:

R, = (U,) = %n2]2R£(3cosz(1) —1)(1—-e?): (2.4)

2

Para satélites ndo muito altos, as frequéncias fundamentais do problema séo

predominantemente dadas pela parte devida a R),

~ SRR 500020y — 1), (2.5)

= 4a2(1—e2)2

3nJ,Rp
2a2(1-e2)2

O~ cos(I). (2.6)

2.2. Perturbacéo Solar

A fim de esclarecer alguns aspectos tedricos, € instrutivo escrever as principais forgas
perturbadoras em termos dos elementos orbitais.

Nesta secdo iremos obter a funcdo perturbadora solar média. Seguindo o procedimento
classico (BROUWER e CLEMENCE, 1961), utilizando um referencial fixo no equador da

Terra, a funcéo perturbadora do Sol é:

Ro = k2Mo (3 - 273), (27)

5 13
A |rel

onde Mg € a massa do Sol, k? é a constante gravitacional, 7, To S80 0s vetores posicdo do

satélite e do Sol, respectivamente e A= |7 — 7| é a distancia satélite-Sol.
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Expandindo (2.7) em temos de uma série de polindmios de Legendre, desprezando

termos de ordem superior a 2 em (TL) temos:
©

2
Rg = kzM@:—é(—%+§cosz(S)). (2.8)

S é a distancia angular entre o satélite e o Sol.

Satélite

Figura 2.1. Geometria do problema (SANCHEZ et al., 2009), onde v é um ponto fixo no
equador.

Consideraremos, numa primeira aproximacdo, a orbita do Sol circular. A fim de
escrever cos(S) em termos dos elementos orbitais, considerando a geometria do problema

(Figura 1), temos:

cos(§) =@ 4 2XY0 | 2% (2.9)
rTre TrTe TTe '

Considerando as relacfes classicas do problema de dois corpos, podemos escrever

cos(S) em termos de f, fo, Q, Qg, w, we, |, I:

cos(S) = i(l + cos(I))(1 = cos(Ig)) cos(f + w + fo + wg + L — Qg)

+%(1 —cos(1))(1 + cos(Ig)) cos(f + w + fo + we — 2+ Qg)
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+i(1 + cos(I))(1 + cos(Ip)) cos(f + w — fo — we + 2 — Q)
+i(1 —cos(I))(1 = cos(Ig)) cos(f + w — fo — we — L+ Qg)

+%sin(1) sin(Ig) [cos(f + w — fo — we) —cos(f + w + fo + we)], (2.10)
ou, em uma forma mais compacta:

cos(S) = Aa + Bb + Cc + Dd + Ee, (2.11)

onde: 4 = i(l + cos(1))(1 — cos(lg)),
a=cos(f +w + fo + we + 2 — Qp),
B = %(1 — cos(1))(1 + cos(Ig)),
b=cos(f + @ + fo + we — 0+ Qp),
C = %(1 + cos())(1 + cos(lp)),
c=cos(f +w— fo—we+2—0p),
D= %(1 — cos(1))(1 — cos(Ip)),
d=cos(f+w—fo —we — 2+ Qp),
E = gsin(l) sin(Ip),

e=cos(f +w—fo—wg)—cos (f + w+ fg + we).

Como estamos interessados nos termos de longa variacdo, faremos a média da fungéo
perturbadora solar sobre a anomalia média do satélite, eliminando os temos de curto periodo,
mantendo assim 0s termos seculares e de longo periodo. Este procedimento também sera
efetuado sobre a fungdo perturbadora do achatamento. Tal média é obtida a partir da operacéo
(KINOSHITA e NAKAL, 1991; YOKOYAMA, 1999):

(Ro) = J, " Rodl, (2.12)

onde | € a anomalia média do satélite. A funcao perturbadora solar media fica na forma:

3k2Mga?
3
2rg

Ré = (R(a) =

EP(A2+BZ+CZ+D2+2E2—§)
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+%AZZCOS(2(U + 2fo + 2w + 2Q — 2Qg)
+§Bchos(2w + 2fo + 20p — 2Q + 2Q4)
+%Cchos(2w — 2fo — 2wg + 2Q — 2Qg)
+%DZZCOS(2(U —2fo —2we — 2Q + 2Qg)
.|_%Z(E2 + 2CD)cosQw — 2fy — 2we)
+=Z(E? + 2AB)cos 2w + 2f5 + 200)
+Z(—E? + AD + BC)cos(2w)

+P(—E? + AC + BD)cos(2fg + 2wg)
+P(AB + CD)cos(2Q — 2Qg)
+ACZcos(Rw + 2Q — 2Qg)

+ADPcos(2fg + 2wg + 2Q — 2Qg)
+EP(A — D)cos(2fg + 2wg + Q — Qg)
+EP(—A—B 4 C + D)cos(Q — Qg)
+EZ(A — C)cosQRw + Q — Qg)
—AEZcos2w + 2fy + 2w + Q — Qg)
+BCPcos(2fg + 2wg — 2Q + 2Qg)
+BDZcos(2w — 2Q + 2Qg)

+EP(B — C)cos(2fp + 2w — Q + Qp)
+EZ(B — D)cos(Qw — Q + Q)
—BEZcos(2fy + 2w + 2wg — Q + Qg)
+CEZcos(2w — 2fg — 2w + Q — Qg)

+DEZcos(2Qw — 2fg — 2we — Q + Qp)], (2.13)

onde P=1 +§e2, Z =§e2. Podemos observar em (2.13) os termos que serdo 0s mais
importantes para o estudo da dinamica dos satélites das constelacdes GPS e Galileo (3EZ(A —
C)cosRw + Q- Qg), 3Z(—E?+ AD + BC)cos(2w)) e dos satélites heliossincronos
(3BCPcos(2fg + 2wg — 202 + 2Qg)). Analisaremos estes e alguns outros c0ssenos

ressonantes de (2.13) na Secéo 2.3.
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A fim de verificar a existéncia de possiveis ressonancias relevantes para nosso estudo,
tomaremos agora a excentricidade do Sol diferente de zero. Assim, rg passa a ser dado pela

relacdo (BROUWER e CLEMENCE, 1961):

__ap(1-¢€d)
To = (1+egcos (@) (2.14)

. 1 _
onde fo = lg + 2egsin (Ip) (truncada em e(la). Expandindo % em série de Taylor, em

termos de eg, até ordem 1, obtemos:

1 3epcos (lp)

3

1
by = (2.15)

Levando em consideragdo (2.13) e (2.15), a funcdo perturbadora solar média, com Sol

eliptico, ficara da seguinte forma:
RS =R5 + RS, (2.16)
onde R}, = 3R epcos (1) fica da seguinte forma:

203 43
6=

2 2 2 2 2_2
s eo 2P (42 + B? + €2 + D? + 2E% %) cos

+A%Zcos(Qw + lg + 2w + 20 — 2Q4)
+A%Zcos(2w + 3lg + 2wg + 20 — 2Q)
+B%Zcosw + lg + 2wg — 2Q + 2Qg)
+B%Zcos(Qw + 3lg + 2wg — 20 + 2Qp)
+C?Zcos(2w — 3lg — 2we + 2Q — 2Q4)
+C?ZcosQw — lg — 2wg + 2Q — 2Q4)
+D?Zcos(2w — 3l — 2wg — 20 + 2Q)
+D?Zcos(2w — lg — 2wg — 2Q + 2Q4)
+Z(E? + 2CD)cos2w — 3lg — 2wp)
+Z(E? + 2CD)cosRw — lg — 2wg)
+Z(E? + 24B)cos 2w + lg + 2wg)



+Z(E? + 24B)cos 2w + 3lg + 2wp)
+2Z(—E?* 4+ AD + BC)cos(lg — 2w)
+2Z(—E?* 4+ AD + BC)cos(lg + 2w)
+2P(—E? 4+ AC + BD)cos(lg + 2wg)
+2P(—E? 4+ AC + BD)cos(3lg + 2wg)
+2P(AB + CD)cos(lg — 29 + 20p)
+2P(AB + CD)cos(lg + 29 — 20p)
+2ACZcos(lg — 2w — 2Q + 2Qg)
+2ACZcos(lg + 2w + 2Q — 2Qg)
+2ADPcos(lg + 2wg + 2Q — 2Q4)
+2ADPcos(3lg + 2w + 20 — 2Qg)
+2EP(A — D)cos(lp + 2wg + 2 — Qg)
+2EP(A — D)cos(3lg + 2wg + Q — Qg)
+2EP(=A—B+ C + D)cos(lg — O+ Qg)
+2EP(—A— B + C + D)cos(lg + 0 — Qg)
+2EZ(A— C)cos(lp — 2w — Q + Qp)
+2EZ(A — C)cos(lg + 2w + Q — Q)
—2AEZcos2w + lg + 2wg + O — Qg)
—2AEZcos(2w + 3lg + 2wg + Q — Og)
+2BCPcos(lg + 2wg — 2Q + 204)
+2BCPcos(3lg + 2w — 22 + 204)
+2BDZcos(lg — 2w + 20 — 2Q)
+2BDZcos(lg + 2w — 2Q + 2Qg)
+2EP(B — C)cos(lg + 2we — Q + Qg)
+2EP(B — C)cos(3lg + 2wg — 0 + Qp)
+2EZ(B — D)cos(lg — 2w + Q — Qg)
+2EZ(B — D)cos(lp + 2w — Q + Q)
—2BEZcos(lg + 2w + 2wg — Q + Qg)
—2BEZcos(3lg + 2w + 2wg — Q + Qg)
+2CEZcos(2w — 3 lg — 2wg + 0 — Qg)
+2CEZcos(2w — lg — 2wg + O — Qg)
+2DEZcos(2w — 3 lg — 2wg — Q + Qg)

18
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+2DEZcos(2w — lg — 2wg — Q + Qg)]. (2.17)

A partir de (2.5) e (2.6), calculamos os semi-eixos maiores das possiveis ressonancias
devidas a R,. Estes semi-eixos foram calculados para as inclinagdes | = 56.06 (GPS, Galileo)
e 1 = 98,6° (heliossincronos). O resultado, apresentado na Tabela 2.1, é que nenhum dos semi-
eixos encontrados € proximo ao semi-eixo dos satélites estudados. As ressonancias que ndo
apresentam valores de semi-eixo sdo aquelas cujo valor encontrado é menor do que o raio da

Terra, ou ndo possui valor para estas inclinagdes.

Tabela 2.1. Semi-eixos ressonantes de R¢, para as inclinagdes | = 56,06° e | = 98,6°.

Ressondncia Semi-eixo Ressonante (km) | Semi-eixo Ressonante (km)
para | = 56,06° para | = 98,6°
26 +ng ~ 0 - 10.619,5182
26 + 3ng ~ 0 - 7.758,6196
20 —2Q +ng ~ 0 - 12.973,5635
20 —2Q+ 3ng ~ 0 - 9.478,4850
207 — 3ng = 0 - :
2w —ng =~ 0 - -
20 — 20 —3ng =~ 0 10.458,3790 -
200 — 20 —ng =~ 0 14.314,7818 -
2@ — 3ng ~ 0 7.641,6898 -
20 —ng = 0 10.459,4720 -
20 +ng = 0 - 11.941,2008
20 + 3ng = 0 - 8.724,2408
ng —2Q ~ 0 - 8.749,4526
ne + 20~ 0 12.748,2405 -
3ng +2Q~0 9.313,8640 -
3ng +Q~0 7.640,4919 -
ng—Q=~0 - 7.177,4853
ng+Q~0 10.457,8324 -
ng — 2w — Q=0 - -
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ne+20+Q=0 - 11.328,5054

20 +3ng+ Q=0 - 8.276,6055
3ng — 20~ 0 - -

ng+20—Q=0 - 12.484,0491
3ng —Q =0 - -

ne—2m+Q~0 12.749,2399 -

3ng + 20 —Q~0 - 9.120,8457

20+ Q—3n5~ 0 - -

20+ Q— ng = 0 - -

20— Q0 —3ng =0 9.314,5941 -
20— Q0 — ng =0 12.749,2399 -

Uma segunda média, similar a (2.12), no entanto agora em termos da anomalia média

do Sol, aplicada em (2.13), nos fornece:

N 2 2
Ro = K Moa E (1 — 3cos?(I) — 3cos?(Ig) + 9cosz(1)cosz(I@))

3
47"@

—i—%Zsin2 () (—1 + 3C052(Io)) cos(2w)

+§Psin2 (Dsin®(Ig)cos(2Q — 20)

+§Z(1 + cos(I))zsin2 (Io)cos(2w + 20 — 2Q4)
—%Zsin(l)sin(le)(l + cos(I))cos(Ip)cosRw + Q — Qg)
+3Psin(I)cos()sin(Ig)cos(Ig)cos(Q — Qg)

+22(1 + cos? (1)) sin? (Ip)cos(2w — 20 + 20)

+§Zsin(1)(1 - cos(I)) sin(Ig) cos(lg) cos(2w — Q + Q@)]. (2.18)

A funcdo perturbadora solar duplamente mediada (2.18) (YOKOYAMA, 1999) foi
utilizada por Gick e Chao (2001) para examinar a evolucdo temporal da excentricidade dos
satélites do sistema Galileo quando I ~ 55°. Faremos uso da expressao classica da equagéo

variacional de Lagrange para excentricidade para reproduzir o raciocinio destes autores e
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também para mostrar a contribuicdo individual das perturbacgdes solares e lunares. Seja entédo
(BROUWER e CLEMENCE, 1961):

E _ (1—62) 61?@ _ vl—ez 61?@ (219)

dt  \na2e/ ol nale ow
O primeiro termo da equacdo obviamente é nulo, pois (2.18) resulta de uma média em termos
de I. Assim, levando-se em consideracdo que rg = ag (neste caso o Sol é considerado

. k*M M
circular) e —52 =—2
o]

20 (2.19) fica:

Mop+MT n

-2

1 2
5 Mg nd(1 . .
— =21~ 62)2 —O—O{Ee sin?(I) (=1 + 3 cos?(Ig))sin (2w)

Mo+Mr 7
+%e(1 + cos(I))? sin?(Ig) sin 2w + 2Q — 2Qg)
—%e sin(1) (1 + cos(1)) sin(2I) sin 2w + 0 — Qg)
+%e(1 — cos(I))? sin?(Ig) sin 2w — 2Q + 2Qg)

+%e sin(1) (1 — cos(1)) sin(2Ig) sin 2w — Q + Q@)}. (2.20)

Por outro lado, se a Lua fosse o perturbador em questdo, seguindo 0 mesmo
procedimento que usamos com o Sol, a variacdo da excentricidade em relagédo ao tempo

devida a Lua seria:

% — 18_5 (1- ez)%ﬁn%{%e sin?(I) (=1 + 3 cos?(I;))sin (2w)
+ie(1 + cos(1))? sin®(I,) sin (2w + 2Q — 2Q,)
—%e sin(l) (1 + cos(1)) sin(2I) sin Qw + Q — Q;)
+%e(1 — cos())? sin®(I,) sin (2w — 2Q +2Q,)

+%e sin(l) (1 — cos(I)) sin(2I},) sin 2w — Q + QL)}. (2.21)

onde M, n., I, e Q sdo a massa, 0 movimento médio, a inclinacdo e a longitude do nodo

ascendente da Lua, respectivamente. Uma analise superficial mostra que (2.20) e (2.21) se

. . . . . My, n? Mg nZ . ~
diferenciam basicamente nos coeficientes y, = —-—-—L e yo = —2——2 Assim, a razdo
Mp+Mt n Mo+MT n
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v _ M (Mo+Mr) n}
Yo MeMp+Mr)n

= 2,177 (2.22)
poderia levar a conclusdo que o efeito perturbativo da Lua seria ~ 2 vezes maior que o do Sol.
Esta andlise é precipitada em especial pelo fato que em presenca de ressonancias (no caso
2w+ Q) hd de se tomar um cuidado extra: quando temos ressonéancias, 0s periodos
envolvidos na dinamica passam a ter importancia significativa e ndo se deve privilegiar
apenas a magnitude numérica de alguns termos. Por exemplo, enquanto em (2.20) a variacéo
de Qg e praticamente desprezivel numa escala de 1.000 anos, 0 mesmo néo se pode dizer de
Q;,, cujo periodo é de aproximadamente 19,4 anos, no caso em que o plano de referéncia € o
equador terrestre. Assim, em (2.21), embora 0s quatro Ultimos cossenos apresentem a
combinagdo 2w + (, estes tem periodo da ordem de 19,4 anos, enquanto o argumento do
cosseno cos(2w + Q — Qg) tem periodo superior a 328,7 anos (para satélite GPS, 500 km
acima da altura nominal).

Portanto, apesar da magnitude numérica do coeficiente y, em (2.21), o Unico termo
mais significante seria o primeiro (sin (2w)), nNo entanto este, por sua vez, também possui
uma variacdo relativamente répida, ou seja, ® para este problema tem periodo de
aproximadamente 49,3 anos.

Como se nota, os métodos de media propiciam uma analise da importancia dos
diversos termos da funcdo perturbadora. Assim, podemos ver que o efeito maior da
ressonancia vem da perturbacdo solar e a Lua contribui com uma oscilacdo de amplitude
significativa, porém de periodo muito mais rapido que o do Sol.

As perturbacdes do Sol e da Lua, escritas juntas, ficam na forma:

1
de _ 15 (1-e?)?
dt 8 n

{vo[5esin?() (=1 +3cos?(lp))] 4o
1 [sesin?(1) (-1 + 3c0s?(1,))| 4,
+¥g |5 e(1 + cos(D)? sin?(Io)| Bo
+y, [e( + cos(1))? sin?(1)| B,

Yo %e sin(I) (1 + cos(1)) Sin(Zlo)] Co

-Y, :%e sin(1) (1 + cos(1)) sin(ZIL)] Cy
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Yo %e(l — cos(1))? Sinz(IG)] Do
+Y, %e(l — cos(1))? Sinz(IL)] b,

+¥ g %e sin(I) (1 — cos(I)) Sin(Zlo)] Eo

+Y, :%e sin(I) (1 — cos(1)) sin(ZIL)] EL}, (2.23)

onde
Ap = sin (2Zw)
Bp = sin (2w + 2Q — 2Qp)
Cp = sin 2w +Q —Qp)
Dp = sin 2w — 2Q + 2Qp)
Ep = sin 2w — Q + Qp), (2.24)

com P = ® parao Sol e P =L paraa Lua.
Levando em consideragdo somente a perturbacdo do Sol (GICK e CHAO, 2001),

temos:

1

2 - %5(1‘:2)5{0,5110 e sin(2w)
40,0984 e sin(2w + 20 — 2Qg)
—0,4714 e sin(2w + Q — Qg)
40,0072 e sin(2w — 2Q + 2Qg)

40,1277 e sin 2w — Q + Qp)}. (2.25)

Basicamente, esta € a equacdo que Gick e Chao (2001) tomaram para explicar o
crescimento da excentricidade dos satélites descartaveis do sistema GPS quando | = 56°.

Voltaremos a esta questdo nas Se¢des seguintes.
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2.3. Andlise de algumas ressonancias

Consideraremos o efeito do Sol e do achatamento, conforme dado por (2.13) e (2.4),
respectivamente. Como se nota, R, é a parte dominante, cerca de 1.000 vezes superior a R,
(dependendo da altitude do satélite). Por outro lado, R, s6 depende dos elementos métricos.
Assim, as frequéncias principais do problema séo dadas por R;,. Vamos entdo examinar
possiveis ressonancias que poderiam ocorrer neste problema, quando nos restringimos a
apenas a Rg € R;,. Esta analise € bastante interessante, pois rapidamente identificamos como
e que efeitos determinadas ressonancias podem gerar nos satélites.

A titulo de ilustracdo, fagamos primeiramente a analise para um cosseno de Rg, pois
cada cosseno pode gerar uma ressonancia, dependendo da inclinacdo e altitude do satélite
(YOKOYAMA, 1999).

231 @+ Q+ng=~0

Seja entdo o primeiro cosseno de (2.13), e tomemos a funcdo perturbadora restrita

apenas a:

F =Ry, + Ty (2P (42 + B2 + C? + D? + 2% - 2)

3
+242Zc0s(2w + 2fp + 200 + 20 — 200)}. (2.26)

k2Mga? ~ . L.
onde T, = 2;2“ . Esta funcéo perturbadora, quando escrita em termos das Variaveis de
©

Delaunay (BROUWER e CLEMENCE, 1961), nada mais é que a Hamiltoniana do problema.
Estamos supondo Sol circular em orbita Kepleriana. Entdo teremos fg = I = ngt +

0,. Assim:
3
F = Fg+>ToA?Zcos (2w + 2lg + 2we + 20 — 200), (2.27)
onde

Fs= Ry, +To[2P (42 + B2 + C? + D? +2F2 - )], (2.28)
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Sejadg = lg + wg + Qg, € tomando Qg = 0, temos:
F=F+ gToAZZcos(Zw + 20+ 2)g). (2.29)

Do fato de A depender explicitamente do tempo, fagamos a extensdo do espaco de fase,

resultando na Hamiltoniana:
3
F=F+ EToAchos(Zw + 20+ 2Ag) — nePo, (2.30)
onde Pg é 0 momento conjugado de A (coordenada angular).
Esta Hamiltoniana pode ser trivialmente reduzida a um problema de um grau de
liberdade com uma transformac&o candnica de Mathieu (LANCZOS, 1970). Definimos novas
variaveis da seguinte forma:
91 =w+ O+ )\O’
0, = w, (2.31)
93 = )L@.

Da condicéo de Jacobi-Poincaré, temos:

Pid(w + Q + Ag) + Pod(w) + P3d(\g) = Gdw + HdQ + Pgdlg (2.33)

Resultam entéo as relagdes que definem os novos momentos P;:

G=P1+P2,
H=P, (2.34)
P®:P1+P3.

A nova Hamiltoniana, escrita agora em termos de (6;, P;), € tal que 6, e 65 sdo cinosténicas,

portanto P, e P3 sdo constantes, ou seja:
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F,=F; + %TOAZZCOS(Ql) — nePy, (2.35)

onde nyP; foi desprezado, pois trata-se apenas de uma constante aditiva. Deve-se lembrar
entdo que os elementos orbitais métricos excentricidade, inclinacdo que aparecem em Fs, A,

Z, devem ser escritos em funcéo de P4, P2, P3, ou seja:

(2.36)

cos(l) = % =N (2.37)

T P+P,

Assim, F; sendo de um grau de liberdade, pode-se tragar as curvas de nivel que representam
as trajetorias do sistema.

Vamos agora examinar o dominio de existéncia desta ressonancia.

A ressonancia ocorre para @ + Q + ng, onde ng é 0 movimento médio do Sol. Um simples

calculo usando (2.5) e (2.6) leva a:

z 075 J2vE(5 cos?(1) -2 cos(D)—1)
& = eor () teos)) (239

onde u = G(M;+ m). Facilmente se observa que esta equacdo sO tem sentido se
5cos?(I) =2 cos(I) — 1 < 0, ou seja: 46,37 < I < 106,85, assim, fixando | = 55° (GPS), e =
0.01, resulta a = 16.070,437 km, valor, portanto bem abaixo dos elementos da constelacdo
GPS.

2.3.2. 2w — 2ng =~ 0 (Eveccao)

Para esta ressonancia, temos:

3
F, =Fs + ETOCZZCOS(Z(U - 2fo — 2wg + 20 — 204) (2.39)
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Tal como antes, faremos a extensdo do espaco de fase obtendo a Hamiltoniana estendida:

~ 3
F, = Fs +>ToC?Zcos(2w — 2Ag) — noPo,

(2.40)

com Pg; momento conjugado de Ag. Como sabemos (BROUWER e CLEMENCE, 1961),

consideramos as variaveis canénicas lentas de Delaunay:

w—G—L

h—H-G

além do par Ao — Pg.

Vamos definir novas coordenadas:

91 = }L@,
92 = h.,
93 =W _}\G'

Seja a condicdo de Jacobi-Poincaré:

= Pld}\O + Pzdh + P3d(w - }\O)

Entdo:

G—L="r,
H—G="r,
P®=P1_P3.

A nova Hamiltoniana fica:

ﬁz = FS + ET()CZZCOS(ZQ:;) + n®P3

(2.41)

(2.42)

(2.43)

(2.44)

(2.45)



28

e como P, e Py séo constantes, o termo aditivo —ng P; foi desprezado. Podemos notar entéo

que:

e?=1-L =150 (2.46)
_H _ Py+L+P;
cos(l) = ¢ = Lim (2.47)

Um célculo similar ao efetuado anteriormente mostra que a ressonancia da evecgdo s
pode ocorrer para | <46,38° ou | > 106,85°, pois

z 075]2\/—(5c052(1) 2 cos(D)— 1)

w—ng=0=>=a 1-eDing

(2.48)

Entdo, apenas a titulo de ilustracdo, consideramos na equagdo acima o caso | = 1°, e = 0.005,
a = 12.350,6720 km. A Figura 2.2, obtida com estes valores, mostra que o efeito desta

ressonancia é muito importante para satélites com baixa inclinacdo, pois afeta sensivelmente a

0.03+

excentricidade.

0.02- L

g@@ ;

'3

Excent.

= |

0.014

OL .

2]

0
0

Figura 2.2. Curvas de nivel da Hamiltoniana (2.45) mostrando a variacdo da excentricidade
em funcéo do angulo ressonante 6 = w — Ag.
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2.3.3. @ = 0 (Inclinacao Critica)

A partir de (2.5), temos:

~ _3N2RE 201 — 1) ~
by (5cos“(I)—1) =0 (2.49)
se | =63,4° ou | = 116,57°, independente do valor do semi-eixo maior. Esta ressonancia é
importante para o sistema GLONASS, que possui inclinagdo | = 64,8°, proxima & inclinagdo
critica. Mostraremos seu efeito na Secéo 3.1.

A Hamiltoniana gerada a partir do termo dominante desta ressonancia em (2.13), mais

termos seculares é dada por:
F; = Fs + 3TyZ(—E? + AD + BC)cos(2w). (2.50)

Podemos notar que (2.49) ndo possui tempo explicito e ja possui um unico grau de liberdade

(A ndo esta presente), pois:

dL _ 0F3

E = E = 0 — L constante, (2-51)
dH OF.
— =23 = 0 - H constante. (2.52)
dt o0

Z_GZ

onde, em F3, a excentricidade é escrita nas variaveis classicas de Delaunay, isto é, e? = >

H
e cos(l) = T

a = 25.478,14 km (semi-eixo nominal do sistema GLONASS).

A Figura 2.3 mostra as curvas de nivel da Hamiltoniana F; para | = 63,4° e
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o 9 180 270 360

Figura 2.3. Curvas de nivel da Hamiltoniana (2.50) mostrando a variacdo da excentricidade
em funcdo do angulo ressonante 8 = w.

234.20+Q~0

Considerando (2.5) e (2.6), a razdo entre Q) e & é dada por:

Q _ 2cos()  _
® 1-5cos2(l) k. (2:53)

Para k inteiro, temos ressonancias especiais que ndo dependem do semi-eixo maior do satélite.
Estas ressonancias geralmente afetam a excentricidade. Para k = —2, temos 2o + 2 ~ 0 para
I =56,06° e | =110,99°. Para | = 63,4°, como ja vimos, temos w ~ 0.

No caso | = 56,06°, vamos obter uma visio mais geral da ressonancia 2o + Q =~ 0,
que afeta as constelacdes GPS e Galileo. Para esta inclinacdo o termo dominante de (2.13) ¢
cos (2w + Q — Qg). Como anteriormente, podemos escrever a Hamiltoniana do sistema

(considerando Q¢ = 0) da seguinte forma:
Fy, = Fs + 3TyEZ(A — C)cos(Qw + Q — Q) (2.54)

Fazemos entdo uma transformacao candnica de Mathieu, obtendo as novas variaveis:
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01=20+Q, P=% 0,=0, P,=H-7 (2.55)

com Qg = 0. Assim, e? = e cos(l) = > B*P2 Com isso, a Hamiltoniana fica:
1

F, = Fs + 3ToEZ(A — C)cos(6,) (2.56)

Escrevendo (2.56) de forma expandida:

~ kZM@a P (P1+P;)? 2
Ro="2 [4 (1 37— 3cos*(Io)

(P1+P,)? 3
+9 2= 1+ 2 cos?(lg) + ZPsm2 ¢)) (—1 + 3COSZ(I®))>

3 Py +P;)? P +P
—-3Z (1 - %) sin(lg) (1 + 3¢ 1+ 2) )cos(lg)cos(el)] (2.57)
2 2 2 _E
~ (P1+Py) 12-4P
R, = n?J,R% (3T22 -1)(1-=2) (2.58)

Nestas variaveis, R = R +ﬁ]2 ¢ uma Hamiltoniana de um grau de liberdade (pois 6, é

. A s G .,
cinostenicae P, = H — S éuma constante).

Na Figura 2.4 consideramos uma excentricidade inicial g = 0.005 e semi-eixo maior a
= 30.647 km (sistema Galileo, 500 km acima do semi-eixo nominal). Notemos que na parte
inferior da figura ha uma grande regido onde o satélite pode permanecer com excentricidade
muito baixa por um tempo finito, que corresponde & regido onde a condi¢do 2w + Q = 0 é
satisfeita. Esta regido é de grande interesse, pois permite a criacdo de uma das estratégias
propostas para descarte de satélites das constelacfes de navegacdo. Buscaremos condicOes
iniciais contidas nesta regido. Por outro lado, a parte superior da figura apresenta a situacéo
oposta: alta excentricidade, que também ocorre para 2w + Q = 0. E muito importante notar
que trajetdrias que comegam com baixa excentricidade podem atingir altos valores, uma vez
que o centro de libracdo se encontra proximo a e =~ 0,5. Este é o fendbmeno da ressonancia que

afeta este problema.
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Figura 2.4. Curvas de nivel da Hamiltoniana, mostrando a variacdo da excentricidade em
funcéo do &ngulo critico 8 = 2w + Q.

Conforme dito na Secdo 2.2, Gick e Chao (2001) mostraram que a excentricidade
cresce muito no problema dos satélites das constelagbes GPS e Galileo usando a Equacéo
(2.25). Mostraram basicamente que os termos mais importantes sdo o primeiro e o terceiro.
Este Gltimo se deve basicamente & ressondncia 2w + €, causando assim uma variagdo
extremamente lenta (cerca de 0,003 graus por dia). A integracdo das equacOes de Lagrange
comprovou grandes variagOes de excentricidade em cerca de 200 anos.

Podemos, de forma alternativa, refazer tal raciocinio de maneira elementar, usando as
simples técnicas de teoria de perturbacdes.

Sabemos que as frequéncias @ e Q sdo basicamente dadas pela perturbacdo do
achatamento (cuja importancia em geral € muito maior que a do Sol para os satélites aqui
tratados). Entdo, para uma primeira avaliacdo qualitativa, é possivel usar uma integracdo do

tipo Picard (aproximagdes sucessivas) e constatar:

W= wy+ fut, (2.59)

Q=Qp+ fot, (2.60)

onde £, e fq sdo as frequencias de w e Q dadas em (2.5) e (2.6).
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Assim, a integracao de (2.25) é:

(2.61)

Como é classicamente conhecido, se temos 2f,, + fo = 0, entdo ocorre o problema
dos pequenos divisores (ressonancia) e portanto a excentricidade pode sofrer grandes

variacgdes de longo periodo.

235.15-Q =0

Nesta ressonancia, o0 movimento da longitude do nodo ascendente é sincrono com o
movimento médio do Sol. Isto permite definir uma oOrbita heliossincrona, ou seja, aquela cujo
plano orbital do satélite rotaciona acompanhando o movimento anual do Sol. Uma
consequéncia do sincronismo é que o satélite permanece sempre iluminado pelo Sol, como
podemos observar na Figura 2.5. Também devido ao sincronismo, o satélite “sobrevoa” uma
determinada regido do planeta (determinada latitude) sempre com as mesmas condi¢cdes de
iluminacdo, podendo (com alguns ajustes no semi-eixo) retornar na mesma data e horario,
pelo local observado no ano anterior. Por este motivo este satélite € de grande valia no
sensoriamento por imageamento (fotografias sucessivas de uma determinada regido
anualmente). Vale ressaltar que, devido ao arrasto atmosférico, apenas o sincronismo nao
garante que o satélite passe por uma mesma latitude numa certa data e horario local, ou seja,
quando o semi-eixo diminui, had a perda da sincronia, portanto isto leva a necessidade de
manobras de reposi¢éo orbital.

E importante ressaltar que neste estudo vamos ignorar a obligiiidade da ecliptica.

Portanto, o plano da orbita do Sol sera o préprio equador.
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Figura 2.5. Representacdo da orbita heliossincrona em relagéo ao equador.

A dindmica de um satélite heliossincrono serd analisada no Capitulo 4. Por hora,
vamos nos ater ao comportamento da ressonancia em si, pois a orbita heliossincrona é um dos
melhores exemplos da utilizagdo de perturbacdes orbitais para viabilizar um determinado tipo
de missdo. A necessidade de manter as mesmas condi¢cdes de iluminagdo nas diferentes
passagens do satélite por um ponto de observacdo pode ser traduzida pelo requisito de manter
o plano orbital do satélite se deslocando na mesma velocidade angular com que o Sol se
desloca.

Observando a relacdo entre as frequéncias envolvidas, temos:

—-3nJ,R%
2a2(1-e?)2

Ne ~ 0> ne ~ cos (I). .
o ®{l->ng ) (2.62)

Como o movimento medio do Sol sempre avanga, 0 seja, Ag € crescente no tempo,
uma simples inspecdo da expressdo (2.60) mostra que, para que a condi¢do ressonante seja
satisfeita, o satelite deve ter inclinagdo maior que 90°, ou seja, retrogrado.

Também podemos observar, a partir de (2.60), que existe uma dependéncia entre semi-
eixo e inclinagdo, ou seja, para cada inclinacdo, temos um semi-eixo ressonante diferente, e
vice-versa. Isolando o semi-eixo do satélite em (2.60), podemos obter uma expressdo que

fornece o semi-eixo do satélite para uma dada inclinacao:
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7 2
az = 2YE_LRE o6y (2.63)

T2 ng (1—e?)?

A partir de (2.63), geramos a Figura 2.6, que apresenta 0s possiveis semi-eixos em
funcéo da inclinacdo do satélite. Podemos notar nesta figura que existe um semi-eixo limite
proximo a 12.115 km. A grande maioria dos satélites heliossincronos tem inclinagdo em torno
de 98°.

Figura 2.6. Semi-eixo maior do satélite em funcdo da inclinacao.
A Hamiltoniana neste caso é dada por:
Fs = Fs 4+ 3TyBCPcos(2fg + 2wg — 20 + 2Qg) (2.64)

Consideraremos wg € g iguais a zero. Além disso, como em (2.13) tomamos a
excentricidade do Sol igual a zero, fo = lg. Vamos seguir o procedimento ja usado varias

vezes. Assim, temos que:

dig

F'S = FS + 3ToBCPCOS(ZA® - Z.Q.) - dt

Po. (2.65)

onde P, momento conjugado de Ag. Assim:

Fs = Fs + 3TyBCPcos(2Ag — 2Q) — nuPg. (2.66)
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Sejam novas variaveis iniciais de partida:

vamos definir novas variaveis:

De Jacobi-Poincaré, temos:

Assim, temos:

Temos entéo:

ondee?=1-2=1-
L

w— G,
QO — H, (2.67)
/1@ — P@,
91 = }\O - .Q.,
92 = w, (268)
93 == )L@.
Gdw + HAQ + PodAg = Pid(Ag — Q) + P,dw + P;dAg, (2.69)
G = PZ
H = —P, (2.70)
Py = P; + P;.
F'S = FS + 3ToBCPCOS(291) - nopl, (271)
P} _H_ P .
L cos(l) = c= "5 ou seja:
(2.72)

Fs = Fs 4+ 3TyBCPcos(20,) + ngH,

A Figura 2.7 mostra as curvas de nivel para excentricidade e = 0.01, e semi-eixo maior

a = 7.195,180 km (semi-eixo ressonante para inclinacdo 98,7°). Podemos observar nesta

figura que o dominio da ressonancia € muito pequeno, dificultando alguma eventual captura.
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Figura 2.5. Curvas de nivel da Hamiltoniana (2.72), mostrando a variacdo da excentricidade
em funcdo do angulo critico 8 = g — Q.

2.4. Equac0es exatas (cartesianas) de movimento

Até agora, apresentamos a modelagem média das equagOes. Nesta Secdo vamos
apresentar as equacdes cartesianas exatas dos satélites.

As equac0es para o sistema exato, incluindo a Lua, séo:

. 2 22 7 F—7 7 =
Fo KWrtm)g k2M®< o, To ) — M, (= - =)+ B, (279)

r3 [ol® [P=7LI3 |73

P]x — —kZMT]2R72~ [3_x — 1_522_x ’ (2.74)

275 2 r7

3 15 z?
P] — _kZMleR% [2_:; 2z ’ (275)

2 r7

P, = —k?MJ,R? [9—Z _ L2 (2.76)

2r5 2 r7f
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onde de P, é a aceleracéo devida ao achatamento, cujas componentes cartesianas sdo dadas

por: P, P, P, (YOKOYAMA, 2002). M1, m e M, sdo as massas do planeta, satélite e Lua,

respectivamente. #, 7 e #, SA0 0S vetores posicdo do satélite, do Sol e da Lua, nesta ordem.

Para os satélites heliossincronos, devido ao seu baixo semi-eixo, ainda incluimos o

efeito do harménico J4, cujas componentes cartesianas da aceleracdo devida a este harmonico

(P, ) sdo:

315 z%x
P]4x = _kZMT]4R$ [_?m
315 z4y
Py = —k2MypJ,RE [- 2222
315 z°
Po = —k*My L RE[- 225

Assim, (2.73) fica:

r

3
T =

105z%x 15 x]
4 719 8 r7
105 z2%y _ 15y
4 79 8 r7
17523 75 z
4 r° 8 r7]’

F7y, L

7113

(2.77)
(2.78)

(2.79)

)+ B, +P, (280)
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3. CONSTELACOES GPS, GALILEO E GLONASS

Até agora, estivemos apresentando as caracteristicas basicas de um satélite terrestre do
tipo GPS e Galileo, além do heliossincrono. Mostramos através das fungfes perturbadoras
médias, as principais ressonancias que afetam tais satélites. Apresentamos também as
equacOes cartesianas (X, Y, z) exatas destes satélites.

O objetivo principal agora (para satélites de navegacdo) € buscar condicdes iniciais
propicias para o descarte destes satélites.

Antes, porém, vamos mostrar a variacdo temporal das excentricidades destes satélites

via equacgdes médias, com o objetivo de justificar futuros resultados numéricos.

3.1. Efeitos das ressonancias 2w + Q ~ 0ew ~ 0

Comecaremos a investigacdo destas ressonancias atraves de um modelo simplificado,
que leva em consideracao a funcéo perturbadora solar mediada em termos da anomalia média
do satélite e o achatamento terrestre. Utilizando este modelo, integramos numericamente as
equacdes de Lagrange (BROUWER e CLEMENCE, 1961), onde a fungdo perturbadora é
dada por R = R;, + Rg,

A Figura 3.1 apresenta a variacdo temporal da excentricidade e do angulo critico
2w + O para um satélite da constelagcdo Galileo com um semi-eixo a = 30.647 km, 500 km
acima de seu semi-eixo nominal (regido de descarte desta constelacdo). Embora este sistema
seja muito simplificado, podemos observar uma grande variacdo da excentricidade, ou seja,

orbitas inicialmente circulares (como é o caso das constelacdes de navegacdo) podem atingir
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grandes valores de excentricidade. Isto causa um grande aumento no apocentro do satélite (ou

objeto descartavel), possibilitando a entrada deste na constelacdo operacional.

a)

b)

Figura 3.1. Variagdo da excentricidade (a) e do angulo critico (b) em funcdo do tempo.
Condicoes iniciais: a = 30.647 km, e = 0,005, | = 56,06° e demais elementos iguais a zero.

A Fig. 3.2 apresenta graficos semelhantes aos da Fig. 3.1, desta vez para o caso da
ressonancia w =~ 0 (inclinagéo critica classica 63,40°). Neste caso a excentricidade também
sofre um significativo aumento. Com seus 64,8° de inclinagcdo, o sistema GLONASS sofre
grande influéncia desta ressonancia. No entanto, como este sistema serve para a navegagdo no

territorio russo e paises adjacentes, o pericentro congelado é de fundamental importancia.
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b)

o [graus

Figura 3.2. Variagdo da excentricidade (a) e do angulo critico (b) em funcdo do tempo.
Condicoes iniciais: a = 29.977 km, e = 0,005, | = 63,40°, ® = 90° e demais elementos iguais a
zero.

Para confirmar o comportamento mostrado pelas equagdes medias, integramos
numericamente o problema completo no sistema cartesiano de coordenadas, utilizando a
Equacdo (2.73). Como a perturbacdo da Lua ndo foi contemplada nas equagdes médias,
escolhemos um valor conveniente para 0 semi-eixo maior do satélite a fim de minimizar sua
influéncia. A Figura 3.4 mostra que a excentricidade minima ocorre quando 2w + Q = 0
(marcado pela reta azul) é cruzado no sentido descendente (do valor positivo para o negativo),
enguanto a maxima se da para o sentido ascendente (do valor negativo para o positivo).
Ressaltamos este comportamento na figura utilizando tragos verticais: verde (maximo) e

violeta (minimo).
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b)

Figura 3.3. Evolucdo da excentricidade (a) e do angulo critico (b) em fungdo do tempo de um
satélite GPS descartavel, cujas condicgdes iniciais sdo: a = 22.323 km, e = 0,005, | = 56,06° e
demais elementos iguais a zero.

Entretanto, quando aumentamos o semi-eixo do satélite, a influéncia da Lua torna-se
significativa e o centro estavel pode ser destruido. Alem disso, o problema deixa de ter apenas
um grau de liberdade. Nesta situacdo, a busca por condi¢fes iniciais que mantenham a
excentricidade pequena por um periodo limitado (até 250 anos) deve ser feita integrando-se as

equacOes de movimento completas, dadas pela Equagédo (2.73).

3.2. Condig0es iniciais (o, Q) para o caso Galileo

Tendo em vista a estratégia de crescimento minimo de excentricidade, faremos nesta
Secdo uma busca, através da integracdo numerica direta das equacfes de movimento dos
objetos descartaveis do sistema Galileo, por condicdes iniciais no plano (w, Q) tais que um
objeto descartavel desta constelacdo permaneca estavel com e < 0,01 (0,02) por pelo menos
250 anos.

O semi-eixo inicial foi fixado em 30.647 km, ou seja, 500 km acima do semi-eixo
nominal dos elementos da constelacdo. A excentricidade, inclinacdo e anomalia media iniciais

foram fixadas em e = 0.005, | = 0° e | = 56,06°, respectivamente.
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Para 0 semi-eixo utilizado, a perturbacdo da Lua é extremamente relevante, por isso
tomamos os valores extremos de sua inclinagéo (em relagéo ao plano equatorial terrestre): I, =
18,28° e I, = 28,58° (JPL, 2005). A Figura 3.4 apresenta esta variacdo da inclinacdo da Lua
em funcdo do tempo. As demais condicBes iniciais correspondem a época em que a Lua
apresenta as inclinacOes utilizadas (4 de maio de 1997 para I. = 18,28° e 26 de outubro de
2005 para I, = 28,58° — HORIZONS, acessado em 28 de agosto de 2008). Mostramos a
importancia desta inclina¢do nas Figuras 3.5 e 3.6. Estas figuras apresentam o par (o, Q) tal
que 0 objeto descartado permaneca por até 250 anos com excentricidade menor que 0,02.
Separamos tais condi¢fes iniciais em duas regides: preta, onde a excentricidade maxima
atingida € 0,01 e verde, com excentricidade maxima atingida 0,02. Em ambos 0s casos 0
objeto ndo ofereceria risco de colisdo com satélites operacionais durante o periodo
mencionado. As duas retas azuis representam a condicdo exata 2m + € = krn (em particular,
apresentamos apenas o caso k = 0). Notemos ainda que 0s pontos pretos localizam-se
claramente préximas da regido prevista pelo modelo tedrico apresentado anteriormente. Nas
demais figuras, os pontos estaveis estdo levemente deslocados para cima em relacdo a reta

2w+ Q = 0. Acreditamos que este efeito seja causado pela forte perturbacdo da Lua.

NN

Figura 3.4. Inclinagéo da Lua em func¢do do tempo, gerada a partir da integracdo das equagoes
de movimento da Lua, levando em consideracdo a perturbacdo do Sol e do achatamento da
Terra (J2). As condicdes iniciais sdo da época 26 de outubro de 2005.

Inclin. [gr:

]
]
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Figura 3.5. Os pontos pretos representam os valores do par (o, ) para 0s quais um satélite
com a = 30.647 km permaneca com excentricidade abaixo de 0,01 por até 250 anos. Pontos
verdes: satélites cuja excentricidade maxima ndo excedeu 0,02. As retas azuis sdo formadas
por pontos que satisfazem a condicdo 2m+ Q =0. Nesta figura utilizamos I, = 18,58°.
Notemos ainda que a regido contemplada com 0s pontos “mais estaveis” (pontos pretos) é
aquela cujo par (o, Q) satisfaz a condicdo 2w+ Q =0, 2w com Q = 0 e w=m, conforme
previsto anteriormente no modelo tedrico.

Figura 3.6. Mesma configuracdo da Figura 3.5. Entretanto, utilizamos desta vez I, = 28,58°.

Na Figura 3.7 observamos a evolucdo temporal da excentricidade e do angulo critico
de trés objetos descartados cujas condi¢des iniciais foram retiradas da Figura 3.5 (regido
dentro do quadrado vermelho). Como esperado, a excentricidade permanece pequena pelo
periodo de 250 anos. No entanto, se tomarmos condi¢OGes iniciais fora da regido de
estabilidade, ou seja, na area branca da figura, a excentricidade deve ter grande incremento,
como observamos na Figura 3.8. As condicdes iniciais desta figura estdo marcadas por uma

estrela vermelha na Figura 3.5.
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b)

Figura 3.7. Evolugdo temporal da excentricidade (a) e do angulo critico (b). Condicdes
iniciais fixas: a = 30.647 km, e = 0,005 e | = 56,06°. Par (w, Q) inicial: (24°, 0°) — preto, (23°,
2°) — vermelho, (18°, 8°) — azul. Estas condices iniciais foram retiradas da regido interna do
quadrado vermelho mostrado na Figura 3.5. I, = 18,28°.
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b)

Figura 3.8. Evolucdo temporal da excentricidade (a) e do angulo critico (b). Condicdes
iniciais: a = 30.647 km, e = 0,005, | =56,06°, ® = 45°, Q = 180°. Estas condic¢des iniciais
estdo marcadas pela estrela vermelha na Figura 3.5.

3.3. Condic0es iniciais do par (m, Q) para o caso GPS

Consideremos agora o sistema GPS. A procura de condigdes iniciais do par (o, Q2) se
dara da mesma maneira que na secdo anterior, no entanto tomaremos um semi-eixo de
descarte 500 km abaixo do semi-eixo nominal. Novamente consideraremos I, = 18,28 e I, =

28,58 e a influéncia da Lua sera evidente.
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Figura 3.9. Mesma configuracdo da Figura 3.5, no entanto agora temos a = 26.060 km.
Circulo vermelho: par (o, Q) utilizado como condi¢do inicial da Figura 3.11; triangulo
vermelho: condicédo (w, Q) para a Figura 3.12.

Figura 3.10. Semelhante a Figura 3.9, mas agora I_ = 28,58°.

Seguindo o raciocinio da secdo anterior, apresentamos as Figuras 3.11 e 3.12, que
exibem a evolucdo temporal da excentricidade e do angulo critico. Na Figura 3.11, a
excentricidade se mantém abaixo de 0.006 por 250 anos (como esperado). Suas condicdes
iniciais foram retiradas da regido marcada com o circulo vermelho na Figura 3.9. Ja a Figura
3.12 exibe o comportamento inverso: grande incremento de excentricidade no periodo de
tempo adotado. Tanto nesta figura, quanto na Figura 3.8 da secdo anterior, enquanto a
excentricidade estd crescendo, o angulo ressonante se mantém em torno de 270°. Se
lembrarmos das curvas de nivel da Figura 2.4, observamos que, na vizinhanca de 2m + Q =
270°, existem trajetorias que se aproximam desse ponto com baixa excentricidade, mas

podem crescer acentuadamente atingindo seu maximo (e = 0,6) quando 2w + Q = 270°.
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a)

b)
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Figura 3.11. Evolugdo temporal da excentricidade (a) e do angulo critico (b). Condigdes
iniciais: a = 25.060 km, e = 0,005, | =56,06°, ® = 170°, Q = 182°. Estas condi¢des iniciais
estdo marcadas pelo circulo vermelho na Figura 3.9.
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b)

2m + Q [gre

Figura 3.12. Semelhante a figura anterior, mas com o = 180°, Q = 270°, assinalados por um
triangulo vermelho na Figura 3.9.

3.4. Incluséo dos harmonicos tesserais e setoriais

Até agora ndo haviamos considerado os harmonicos tesserais e setoriais. Como 0s
satélites do sistema GPS possuem um periodo préximo a 12 h, as Figuras 3.9 e 3.11 serdo
refeitas a fim de examinar o impacto da inclusdo destes termos.

Ha muitos modelos de geopotencial, que incluem sofisticadas formulas recursivas para
gerar termos de altas ordens (JGM-3 — TAPLEY et al., EGM96 — LEMOINE et al., 1998,
etc). No entanto, para este estudo ndo precisamos de modelos de altas ordens, de forma que
consideraremos somente alguns termos. A funcdo perturbadora para o geopotencial geral pode
ser escrita, como no capitulo 2, na forma (ESCOBAL, 1965, MONTENBRUCK e GILL,
2005):

k?Mp n k?Mp

r r

Sre2 Set (%2) Jm €08 M = Zyn) P (sin(@))} (3.0)

V=

(=S (52) JuPuo(sin()) +
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onde Jum, Anm S80 coeficientes numéricos e Pny sdo as funcbes associadas de Legendre

(BUTKOV, 1988).

=
:é.

Figura 3.13. Geometria do problema.

A Figura 3.13 descreve os eixos de referéncia fundamentais: o potencial (3.1) ¢

referido ao sistema equatorial (X, y, z), que € fixo na Terra, e que, portanto, rotaciona com

respeito a (X, Y, Z), inercial.

De acordo com a Figura 3.13, podemos escrever algumas relacdes geométricas

simples:

x = rcos(¢) cos(A),
y = rcos(¢) sin(1),

z = rsin(¢),
x?-y? . 2xy
COS(Z/l) = m, Sll’l(Z/l) = m,

(3.2)

(3.3)
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2(0) = 2 in?(1) = 22— 3.4
cos“(4) ey sin“(1) iy (3.4)

x% +y? = r? cos?(¢). (3.5)
kZMp

n
Vamos definir ¢, = (RT”) Jm €os M(A — Apm) Pum (sin(¢)). Consequentemente:

r

3k?MpR3
T5

Q22 = J22[(x? — y?) cos(22,,) + 2xy sin(22;,)]. (3.6)

Procedendo de maneira similar, obtemos:

__ 15k*MpR} 2 2 .
P32 = r—7]32[(x — y*)z cos(243,) + 2xyz sin(243,)], (3.7)
15k2MpR} 2 2 2 2N
$33 =" J33[x(x* = 3y?) cos(3433) + y(3x* — y*) sin(3433)].  (3.8)

Pode-se notar que os termos zonais (m = 0) ja foram considerados na Se¢do 2.1. Os
termos do geopotencial encontrados estdo associados ao referencial girante (X, y, z) e precisam
ser referidos ao sistema (X, Y, Z), inercial. Para tanto, devemos considerar uma simples

rotacéo:

x cos(@) sin(8) 0\ /X
(3’) = <— sin(#) cos(8) 0) (Y) (3.9)
Z 0 0 1/ \Z

onde 6 = yt + 6, y = 2n/dia.
Consequentemente, considerando somente estes ¢,,,, a forca a ser adicionada na

Equacdo (2.73) sera:
P, = gradyy; (@22 + @32 + @33). (3.10)
Os efeitos destes termos adicionais sdo mostrados na Figura 3.14. Pode-se notar que

no inicio as curvas coincidem e as diferengas comecam a aparecer depois de cerca de 300

anos. Depois de 370 anos, as interacdes parecem causar importantes diferencas.
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2)

b)

Figura 3.14. Variacdo da excentricidade em funcdo do tempo para um satélite da constelacéo
GPS descartado. CondigGes iniciais: a = 27.059,74 km, e = 0,005, ® = 58° e Q = 154°. As
condi¢Oes iniciais da Lua correspondem a época 1 de agosto de 2001. A contribuicdo de todos
0S @nm juntos (a) a as contribuicdes individuais (b) sdo mostradas através de cores diferentes.
As diferencas aparecem somente apds 370 anos.

As Figuras 3.15 e 3.16 sdo similares as Figuras 3.9 e 3.10 e possuem as mesmas
condicdes iniciais. Entretanto, as novas figuras levam em consideracdo o efeito dos ¢,
encontrados nesta Secdo. Ao compararmos as figuras com e sem harmdnicos, podemos
perceber que a influéncia dos novos termos é quase desprezivel, pois o periodo de tempo
considerado foi de 250 anos e, a partir do que observamos na Fig. 3.14, as diferencas mais
sensiveis sO aparecem depois de 300 anos . Entretanto, no caso de investigarmos a estratégia
de crescimento de excentricidade, a grade (w, Q) pode ser bem sensivel, dependendo do
namero de harménicos e do tempo de integracdo. Escolhemos 0s harmoénicos @2z, @3, € @33,

pois estes apresentam o termo ressonante correspondente a ressonancia 2:1 entre o periodo
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orbital do satélite e o periodo de rotacdo da Terra. Os satélites da constelacdo GPS possuem

periodo orbital de 12h suscetiveis, portanto a esta ressonancia.

Figura 3.15. Similar a Figura 3.9, no entanto esta inclui 0s termos ¢,,, @3, € Q33.

Figura 3.16. Semelhante & Figura 3.15, mas com I_ = 28,58.

3.5. Manobras orbitais para o posicionamento em (m, Q)

Modificar a inclinagdo do satélite antes ou depois de ser descartado € uma das agoes
que possibilitam eliminar a influéncia da ressonancia 2@ + Q ~ 0 (ROSSI, 2008). Para saber
qual seria a variagdo de inclinagdo minima para que isto ocorresse, integramos novamente o
problema completo, utilizando (2.73) para evoluir a orbita de todos os satélites GPS
operacionais e Galileo (os que ja estdo em funcionamento) por um periodo de 250 anos, para

varias inclinacGes iniciais. Utilizamos as condi¢Oes iniciais dos satélites reais,
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correspondentes a época 12 de agosto de 2008 (retiradas do sistema CelesTrak em 12 de
agosto de 2008).

Na Figura 3.17, tomamos como exemplo o caso do satélite GPS do Bloco II-A 27,
PRN 30 (numero 24320 no catdlogo NORAD). A figura apresenta a excentricidade méaxima
atingida por este satélite durante o periodo de 250 anos em funcdo da inclinacéo inicial.
Devido a ressonancia 2a + Q =~ 0, a excentricidade do satélite atinge valores altos tanto para
sua inclinacdo nominal, quanto para sua vizinhanga. Tecnicamente, o satélite esta
relativamente afastado da ressonancia, pois ndo esta na inclinagdo de 56,06°. Entretanto esta
na vizinhanca desta situacdo. A presenca da Lua distorce o centro de libracdo da ressonancia,
entretanto, ainda persistem trajetdrias onde a excentricidade tem grande aumento, sob o efeito
da comensurabilidade. Através da Figura 3.17, constatamos numericamente que, para retirar o
satélite PRN 30 da faixa de inclinagcbes onde a ressonancia ocorre, seria necessario um

incremento de aproximadamente 3° em sua inclinacéo.

Figura 3.17. Excentricidade maxima atingida pelo satélite GPS Bloco I1A-27 (PRN 30) para
uma grade de inclinaces iniciais. A inclinagdo nominal do satélite esta marcada pela linha
vertical vermelha. Condicdes iniciais: a = 27.059,74 km, e = 0.0106654, |1 = 54.3907, Q =
108.2529°, @ = 79.3795° (CelesTrak, 12/08/08); I = 18.28°.

Na Figura 3.18 apresentamos a mesma situacdo para o satélite GPS Bloco IIR-11
(PRN 19, NORAD: 28190), que mostra 0 comportamento oposto: estd dentro de uma
combinacgdo de condices iniciais tais que sua excentricidade permanece abaixo de 0.05 por
até 250 anos, portanto ndo precisaria de manobras adicionais para seu descarte seguro. No
entanto satélites nesta situac@o sao raros. A grande maioria precisa de manobras adicionais (0
restante das figuras do tipo das figuras 3.17 e 3.18 para o Bloco IIA se encontram no
Apéndice A).
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Figura 3.18. Figura semelhante a Figura 3.17, mas com o satélite GPS Bloco IIR-11 (PRN
19). Condigdes iniciais: a = 27.059,74 km, e = 0.0049644, | = 54.857, Q = 174,5909°, ® =
326.1947° (CelesTrak, 12/08/08); I, = 18.28°.

Assim, alguns satélites da constelacdo GPS que ainda estdo em funcionamento
precisariam ter sua inclinacdo aumentada (em alguns casos, diminuida) em até 3° ao serem
descartados, para que pudessem “escapar” dos efeitos da ressonancia 2@ + Q = 0, pois esta
independe do semi-eixo.

Nesta secdo vamos comparar 0 gasto de combustivel em termos de AV (variagdo de
velocidade total, ou seja, soma de todos os incrementos de velocidade aplicados durante toda
a manobra) para executar a mudanga na inclinagdo, com o gasto para executar as manobras
necessarias para colocar o satélite nas condigdes iniciais (o, Q) tais que este permaneca
estavel (com excentricidade menor que 0.01) por até 250 anos. Estas condicGes foram
encontradas nas SecOes 3.2 (para o sistema Galileo) e 3.3 (para o sistema GPS).

A mudanca de plano (manobra em inclinacdo) deve ser executada quando o satélite
estiver cruzando o plano equatorial na linha nodal ascendente, para que 0s demais elementos
sejam preservados. O AV necessario para tal manobra é dado pela seguinte equacdo (PRADO,
2001; VALLADO, 2007):

. (6
AV = 2vsin (2) (3.11)
onde 6 é a variacdo em inclinacao desejada (Al).

O conjunto de manobras para alterar o par (o, Q) é feito apds o satélite ter sido
colocado na ¢érbita de descarte comum (500 km acima ou abaixo da 6rbita nominal). Vamos
tomar como exemplo o satélite utilizado na Figura 3.17, que possui ® = 79.3795° e Q =

108.2529°. Observando uma figura correspondente & Figura 3.9 para este semi-eixo,
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deveriamos procurar por um valor de (m, Q) dentro de uma regido estavel o mais proximo
possivel das condicGes atuais do satélite (a fim de minimizar o gasto de combustivel). Vamos
supor que tal ponto seja (10°, 34°), assim teriamos de efetuar manobras que resultassem em
Aw=T70° AQ = 74°.

O primeiro passo é aguardar que a longitude do nodo ascendente atinja o valor
desejado , quando o satélite estd no ponto A (apocentro) da Figura 3.19, e esta etapa ocorre
sem gasto de combustivel. Como dQ/dt= — 14.7°/ano, deveriamos esperar
aproximadamente cinco anos para realizar o proximo passo. O tempo de espera ndo se
caracteriza como um problema, pois este ja é um satélite descartado. Além disso, a missdo

poderia ser planejada cinco anos antes do término da vida Gtil do satélite.

Figura 3.19. Geometria da manobra.

O préximo passo € aplicar um AV, no apocentro da 6rbita original, a fim de obter uma
Orbita circular. A velocidade do apocentro da orbita original é dada por (PRADO, 2001;
VALLADO, 2007):

—[#(2 _ 1\
v = (- 0f 612
E a velocidade da 6rbita circular:
1
ve = [£] (3.13)

Assim,
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AV, = Vp =V, = Vo = Vgy. (3.14)

Consequentemente, o raio da Orbita circular € igual ao apocentro da orbita original.

Quando o satélite atinge um ponto na Orbita circular onde desejamos que fosse o
pericentro da orbita final (ponto B, Figura 3.19), aplicamos um AV, = — AVy, mas no sentido
contrario, obtendo assim uma Orbita similar a original (mesmos semi-eixo, excentricidade e

inclinacdo), porém com os novos m e Q. O AV total é dado por:

AV = |AV,| + |AV,| (3.15)

A tabela 3.1 apresenta os resultados de algumas manobras. N0ssos experimentos
numericos mostraram que a manobra Aw, AQ supera a manobra em inclinacdo em termos de
economia de combustivel, pois exige um AV menor. Vale ressaltar que isto se verifica para
satélites com baixa excentricidade, pois se a excentricidade da orbita original for maior que

0.06, este método exige maior AV, do que uma mudanca de inclinacdo de até 4° (Figura 3.20).

Tabela 3.1. Comparacédo entre manobra de mudanca de plano e Aw, AQ

Manobra Excentricidade | Semi-eixo maior (km) | AV (m/s)

Al =3° 0,01 26.560 200,7985
Aw=T70° AQ = 74° 0,01 26.560 38,6442
Al =3° 0,01 30.647 186,9308
Aw=70° AQ = 74°. 0,01 30.647 35,9753
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Figura 3.20. Comparacdo entre 0 AV necessario para executar a manobra de mudanca de
plano de quatro graus (reta preta) e Aw = 70°, AQ = 74° (reta vermelha), para um mesmo
semi-eixo (30.647 km), em fungdo da excentricidade da drbita inicial.

3.6. Estratégia de incremento de excentricidade

Como vimos no Capitulo 1, outra estratégia para o descarte dos satélites das
constelacbes GPS e Galileo € encontrar condic¢des iniciais no plano (w, Q) tais que haja
grande aumento de excentricidade. Assim, sucessivas passagens do apocentro do satélite pela
atmosfera da Terra poderiam fazer com que este caisse.

Seguindo este caminho, utilizaremos o método realizado nas Secbes 3.2 e 3.3.
Entretanto guardaremos somente as condic6es iniciais de (w, ) para as quais o satélite teve
grande aumento em sua excentricidade. As Figuras 3.21 e 3.22 apresentam as grades de

condicdes iniciais para I, = 18,28° e I, = 28,58°, respectivamente.

Figura 3.21. CondicGes iniciais (m, €) tais que um satélite com condig¢Ges iniciais a =
26.559,74 km, e = 0.005 e | = 56,06°, atinja excentricidade e > 0,6 (pontos pretos) e 0,6 > e >
0,5 (pontos pretos) num periodo de até 250 anos. Os pontos azuis (reta) satisfazem a relacao
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2m + Q = 270°. Inclinagdo inicial da Lua I = 18,28°. O circulo vermelho marca as condicGes
iniciais da Figura 3.23.

Figura 3.22. Mesma configuragdo da Figura 3.21, no entanto agora utilizamos como
inclinacgdo inicial da Lua I, = 28,58°.

Na Figura 3.23 podemos observar uma Orbita com condigdes iniciais favoraveis ao
aumento da excentricidade (os valores de (w, Q) estdo marcados pelo circulo vermelho da
Figura 3.21). Ha realmente um grande aumento na excentricidade, que possibilitaria sua
reentrada atmosférica. Entretanto o tempo para que a excentricidade atinja o valor 0.6 € de
aproximadamente 200 anos, um tempo muito longo, no qual poderia ocorrer a perturbacao de
outras ressonancias em semi-eixos menores, ou até mesmo a colisdo do satélite com lixo

espacial.
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Figura 3.23. Evolucdo temporal da excentricidade (a) e do angulo critico (b) de um satélite
com condicdes iniciais a = 26.559,74 km, e = 0.005 e | = 56,06° (satélite GPS ativo), ®=0°e
Q = 270° (condi¢des marcadas com circulo vermelho na Figura 3.21). A excentricidade atinge
o valor 0,6 depois de 200 anos.
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4. DINAMICA DOS SATELITES HELIOSSINCRONOS E EFEITOS DA
RESSONANCIAng — Q ~ 0

Os satélites heliossincronos tem sua Orbita perturbada principalmente devido ao
arrasto atmosférico, pois o semi-eixo nominal deste satélite € baixo, como mostrado na Secao
2.3.5. Contudo, antes de examinar a dinamica completa destes satélites, vamos observar o
comportamento da ressonancia heliossincrona em um satélite ficticio, ndo perturbado pelo
efeito dissipativo da atmosfera.

A Figura 4.1 apresenta a evolucdo temporal da inclinacdo e semi-eixo critico de um
satélite colocado em oOrbita heliossincrona, feita a partir da integracdo numérica direta da
Equagdo 2.73. A escolha do semi-eixo depende da inclinagdo desejada para o satélite.
Tomamos uma inclinagdo inicial de 98,67°, o que nos leva, a partir da Equacdo 2.63, a um
semi-eixo de 7.193,9954 km. Podemos observar que a inclinacdo varia muito pouco (entre
98,6 e 98,68 graus), enquanto o angulo critico libra em torno de um dos pontos de equilibrio
(90°). Se ndo houvesse perda de energia durante a interacdo entre a atmosfera e o satélite, este
permaneceria com pouca varia¢do de inclinacdo e em Orbita heliossincrona indefinidamente.
A Figura 4.2 possui as mesmas caracteristicas da Figura 4.1, com a diferenca que nesta o

angulo ressonante esté librando em torno do outro ponto de equilibrio (270°).
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b)

Figura 4.1. Evolugdo temporal da inclinacdo (a) e do angulo ressonante (b) para um satélite
heliossincrono com condic¢des iniciais a = 7.193,9954 km (semi-eixo ressonante para a

inclinagdo inicial utilizada), e = 0,00125, |1 = 98,67, ® = 0°. Como comegamos com [y = 0° e
Q =270°, o valor inicial do angulo critico é A¢ - Q = 90°.
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b)

Figura 4.2. Mesma configuragdo da Figura 4.1, mas com nodo inicial € = 90°, que resulta Ag
-Q=270°.

Um satélite real, ao interagir com a atmosfera, experimenta uma forca no sentido
contrario ao sentido de seu movimento, denominada forga de arrasto (COOK et al., 1960). No
caso de uma orbita eliptica, o perigeu é o ponto de maior interacdo entre satélite e atmosfera.
Com a desaceleracdo causada pelo arrasto neste ponto, ha uma gradativa diminuicdo do
apogeu do satélite (pois este ndo tem energia suficiente para atingir o valor do apogeu que
possuia antes da interagcdo com a atmosfera), enquanto o perigeu permanece quase constante;
ha entdo uma tendéncia de circularizacdo da 6rbita. No caso de uma Orbita quase circular, a
perda de energia diminui o semi-eixo do satélite, fazendo com que este espirale em direcdo a
Terra.

A aceleracdo induzida pela forca de arrasto é dada por (COOK et al., 1960; ZIEGLER
e BLANKE, 2002; VALLADO, 2007):

3 1 S -
Tatm = _EpCngR UR, (4-1)
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onde p é a densidade da atmosfera da Terra, C4 é 0 coeficiente de arrasto e vy € a velocidade
do satélite em relacdo a atmosfera. S e m sdo a area efetiva e a massa do satélite.
A velocidade 7; é uma funcdo da velocidade absoluta do satélite (¥), da velocidade

angular da atmosfera (w ) € do vetor posicdo do satélite () (VALLADO, 2007):

Bp = B — By X T (4.2)

Assumindo que a velocidade angular da atmosfera seja igual a velocidade de rotacéo da Terra

(wg), a velocidade do satélite em relacéo & atmosfera fica na forma:

, (4.3)

onde wg = |@g| = 7,2921157x10° rad/s. Ha ainda um fator relacionado a existéncia de
ventos nas altas atmosferas que poderia ser incluido na expressdo da velocidade relativa do
satélite (ESCOBAL, 1965; VALLADO, 2007), que ndo sera levada em consideracao.

Como nosso objetivo € o estudo da dinamica do satélite durante a passagem pelo semi-
eixo ressonante (e isto ocorre durante um tempo relativamente curto), ndo precisamos de um
modelo complexo de atmosfera. Assim como Cook et al. (1960), faremos as seguintes
suposicoes:

a) A atmosfera possui simetria esférica, o que implica que a densidade do ar, para um
determinado semi-eixo, independe da longitude do satélite.

b) A densidade do ar para um determinado semi-eixo ndo varia com o tempo, ou seja,

desconsideraremos o ciclo de atividade solar (que possui maximos a cada 11 anos)
e as mudancas na magnetosfera do planeta.
c) A densidade atmosférica varia exponencialmente com uma distancia 7, a partir do

centro da Terra:

p=pexp (fa;r) : (4.4)

sendo r o modulo da posicao do satelite, p e 7, sdo a densidade de referéncia e a
distancia na qual a atmosfera apresenta tal densidade, e H um fator de escala

constante, dado por:



65

_ T
H= (4.5)

onde k = 1,386503 J/K ¢ a constante de Boltzmann, T e M sdo a temperatura (em
Kelvin) e a massa molar da atmosfera (em gramas por mol) para a distancia, ,e g
é a aceleragdo gravitacional na superficie do planeta (g = 9,7856 m/s* em Rio
Claro, SP).

d) O coeficiente de arrasto (Cgy) é considerado constante. Este coeficiente depende das
caracteristicas fisicas da superficie do satélite, do angulo de incidéncia do fluxo
atmosférico, da temperatura e da superficie das moléculas. O valor de C4 pode ser
medido experimentalmente ou avaliado por modelos matematicos e normalmente é

compreendido entre 1,2 e 3,8.
e) Fixamos em todas as nossas integracoes % = 0,006 kg/m® (Landsat 7).

A Figura 4.3 mostra o efeito do arrasto atmosférico sobre um satélite heliossincrono.
Além do arrasto, o satélite tem como perturbadores o Sol, a Lua e o achatamento da Terra (J)
Tomamos como referéncia a altitude de 700 km, para a qual temos (JACCHIA, 1977): T =
2.392,8 K, p = 3,04x10™*? kg/m® e M = 16,74 g/mol. Podemos observar que no inicio da
integracdo a queda do satélite € lenta, aumentando conforme o satélite se aproxima da Terra.
Este comportamento é esperado: observando (4.4), constatamos que, quando r > 7, o valor de
p & muito pequeno, quando r = 7, p tem valor igual ao valor de referéncia e quando r < 7y, p

cresce rapidamente, acentuando a velocidade de queda.
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b)

Figura 4.3. Variacdo do semi-eixo maior do satélite sob o efeito da forca de arrasto (a).
Condig0es iniciais: Cq = 2,2, ap = 7.800 km, e = 0,00125 (Landsat 7), | = 98,8° (para esta
inclinacdo o semi-eixo ressonante é a = 7.224,413 km), o = 180° e Q = 90°. b) Ampliacéo
dos dltimos 25 anos de queda do satélite. A reta azul passa pelo semi-eixo ressonante. Sistema
exato (2.73).

Durante diversos trechos de queda do satélite, a variacdo do semi-eixo pode ser
considerada linear. Em especial, podemos dizer que a queda é linear entre 605 e 607,5 anos
(Figura 4.3-b). E neste periodo que o satélite cruza o semi-eixo ressonante, cujo valor neste
caso é a = 7.224,413 km. Para simplificar ainda mais o0 modelo, fixamos o valor da densidade
atmosférica no que esta teria durante a passagem pelo semi-eixo ressonante, segundo o
modelo ndo simplificado. Assim, temos a certeza de que, quando o satélite estiver na
vizinhanga do semi-eixo ressonante, a velocidade de queda sera a mesma que a do modelo
ndo simplificado. Com este procedimento economizamos tempo de processamento em
computador, pois nos 400 primeiros anos de queda, a velocidade no modelo nao simplificado
é lenta, devido ao baixo valor da densidade atmosférica neste periodo, e no modelo
simplificado, a velocidade de queda € a mesma durante toda a integracao.

A Figura 4.4 apresenta a variacdo do semi-eixo considerando a densidade atmosférica
constante (p = 2,0x10™2 kg/m®). A velocidade de queda do satélite é como esperado,

constante. Como estamos considerando a Equacdo (2.73) em nossas integragdes, temos como
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perturbadores, além do arrasto, o Sol, a Lua e o achatamento da Terra. Para 0 semi-eixo, a

perturbacgdo do arrasto é predominante.

Figura 4.4. Variacdo do semi-eixo maior do satélite sob o efeito da forca de arrasto com
densidade atmosférica constante. Condigdes iniciais: Cq = 1,2, agp = 7.653,7632 km, e =
0,00125 (Landsat 7), 1 = 98,67° (para esta inclinacdo a = 7.193,968 km é o semi-eixo
ressonante), m = 90° e Q = 40°.

A Figura 4.5 mostra 0 comportamento da inclinagdo e do angulo critico durante a
passagem pelo semi-eixo ressonante do satélite da Figura 4.4. O satélite foi posicionado acima
do semi-eixo ressonante e o cruzou devida a perda de altitude com o efeito do arrasto.
Podemos observar que a inclina¢do sofre uma diminuicdo abrupta, enquanto o angulo critico
ndo mostra a ocorréncia de captura pela ressonancia, apenas ha uma inversao no sentido de
circulagdo. Como o dominio da ressonancia ng — Q ~ 0 € pequeno, a captura durante o
cruzamento é pouco provavel. Mesmo ndo sendo capturado pela ressonancia, o satélite sofre
sua influéncia durante o tempo em que a frequéncia da longitude do nodo e 0 movimento
médio do Sol sdo comensuraveis, afetando a variacdo da inclinagdo. Embora a amplitude
dessa variagao seja aparentemente pequena, seu efeito é muito significativo para este tipo de

Orbita, como veremos a seguir.



68

b)
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Figura 4.5. Aumento abrupto da inclinacéo (a) devido a passagem do satélite pelo semi-eixo
ressonante. A variacdo do angulo critico em funcdo do tempo (b) mostra que, embora tenha
havido uma variacdo brusca na inclinacdo, ndo houve captura e o sentido de circulacdo foi
alterado. Condig0es iniciais: Cq = 1,2, ap = 7.653,768 km, e = 0,00125, | = 98.67°, Q = 40° e
o =90°.

o

Uma consequéncia da variacdo da inclinacdo é a perda do sincronismo, pois a
frequéncia Q depende explicitamente da inclinagdo. A projecdo do satélite sobre a superficie
terrestre durante uma revolugdo forma uma faixa (campo de visada), na qual o satélite executa
0 imageamento (Figura 4.6). A largura do campo de visada depende da resolugdo dos
equipamentos de medida do satélite. O CBERS-2, por exemplo, possui um campo de visada
de 113 km com suas cameras CCD (o satélite possui varios tipos de cameras e sensores, desde
opticos a infravermelho). Com esse campo de visada, 0 CBERS-2 cobre a Terra em 26 dias.
Com periodo orbital de 100,26 minutos, 0 CBERS-2 utiliza um conjunto de cerca de 370
Orbitas para cobrir a Terra nos 26 dias. A perda do sincronismo faz com que entre uma
passagem e outra haja uma regido sem imageamento, tornando indtil o conjunto de imagens.
Como o satélite esta sempre sujeito ao arrasto atmosférico, o semi-eixo precisa estar em
constante manutencdo, o que implica que o satélite passa pelo semi-eixo ressonante diversas

vezes. Este fato, por sua vez implica na correcdo da inclinacdo com certa periodicidade.
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Figura 4.6. Representacdo da Orbita e imageamento do satélite CBERS, que est4d a uma
altitude de 778 km (a = 7.156,14 km), e possui inclinagédo | = 98,504° (Fonte: CBERS/INPE -
divulgacéo).

A variacdo da inclinacdo pode ser tanto no sentido de aumento ou diminui¢do. A
Figura 4.7 mostra o caso de um satélite que teve sua inclinacdo aumentada ao passar pelo

semi-eixo ressonante.
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Figura 4.7. Evolucdo do semi-eixo do satélite em funcdo do tempo (a). Diminuicdo abrupta da
inclinacdo (b) devido a passagem do satélite pelo semi-eixo ressonante. Observemos neste que
também neste caso ndo houve captura (c). CondicGes iniciais: Cq = 1,2, ap = 7.653,768 km, e
= 0,00125, 1 = 98.67°, Q = 40° e w = 180°. Semi-eixo ressonante para esta inclinacdo: a =
7.193,968 km. Estas condices iniciais estdo marcadas pela reta verde na Figura 4.9.

As
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b)

Figura 4.8. Ampliacédo do “patamar” de inclinagcdo da Figura 4.7 (a) e correspondente variagdo
do semi-eixo no tempo (b). Observe que este patamar surge quando o satélite entra na
vizinhanga do semi-eixo ressonante (a = 7.193,968 km).

A variagdo da inclinagdo (para mais ou para menos) pode ser simulada previamente
pela integracdo das equacdes de movimento. Para tanto, utilizamos as equacOes exatas para
evoluir Orbitas idénticas a Orbita da Figura 4.5, fixando um determinado valor inicial de Q e
variando os valores iniciais de m, obtendo vérias orbitas. Para cada integracdo, guardamos a
inclinacdo minima e méaxima atingida pelo satelite. Consideramos o tempo de integracao igual
ao tempo de queda do satélite do semi-eixo inicial até a reentrada na atmosfera. A Figura 4.9
apresenta estas inclinacbes minimas e maximas em funcdo do pericentro inicial do satélite
(que variou de 0° a 360° com um incremento de 2°), para € = 40°. A curva vermelha desta
figura exibe as inclinagfes méaximas e a preta as inclinagdes minimas atingidas pelo satélite,
sendo a curva azul a inclinacdo inicial do satélite. Os pontos de maximo da curva vermelha,
bem como os pontos de minimo da curva preta, certamente correspondem ao momento em

que o sistema cruza a ressonancia (verificados nas Figuras 4.5 e 4.7, respectivamente).
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Figura 4.9. Q = 40°. Valor m&ximo (curva vermelha) e minimo (curva preta) da inclinacdo
atingidos pelo satélite durante a integracdo numérica, em fungcdo do valor inicial do
argumento do pericentro (). As condigdes iniciais das Figuras 4.5 e 4.7 sdo indicadas pelas
retas violeta e verde, respectivamente. A reta azul é a inclinacdo inicial do satélite (lp =
98,67°). Condic0es iniciais fixas: ag = 7653,7632 km, e = 0,00125.

O satélite pode cruzar o semi-eixo tanto durante a queda, quanto durante sua reposicao
no semi-eixo nominal através de manobras de manutencdo de semi-eixo. Isto implica que o
satélite cruza o semi-eixo ressonante diversas vezes durante sua vida util.

Até agora, mostramos que ao cruzar o ponto de ressonancia, a inclinacdo do satélite
sofre variagbes bruscas, tanto para cima, quanto para baixo. Vamos, a titulo de
esclarecimento, mostrar que o problema esta no efeito da variagcdo excessivamente rapida do
decaimento do semi-eixo.

Atenuamos o efeito do arrasto atmosférico em 5 ordens de grandeza, de forma que o
satélite caisse bem lentamente e fosse verificada a captura pela ressonancia. A Figura 4.10

mostra a variagdo do semi-eixo, excentricidade, inclinagdo e angulo ressonante neste caso.
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2)

b)

d)

Ao - Q[gre

Figura 4.10. Variacdo do semi-eixo (a), inclinacao (b), excentricidade (c) e angulo critico (d).
As condicOes iniciais desta figura sdo as mesmas que as da Fig. 4.5, no entanto, nesta
diminuimos a intensidade do arrasto atmosférico em 5 ordens de grandeza. Note que neste
caso houve captura.
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Notemos que mesmo assim a captura é temporaria, 60.000 anos houve escape. De fato,
neste caso 0 problema ndo é o restrito de trés corpos, pois aqui entram as perturbacfes do
achatamento, Lua e Sol, o que faz com que a dindmica seja bem mais complexa.

Como os satelites heliossincronos necessitam de um controle rigido de sua inclinagéo,
uma estratégia interessante seria aproveitar as propriedades da ressonancia ng — Q ~ 0 no
controle da inclinacdo, a fim de reduzir gasto de propelente em manobras de manutencgéo
orbital, aumentando a vida util do satélite. Se observarmos com cuidado a Figura 4.7,
podemos notar que a inclinacdo se mantém praticamente estacionaria em torno de 98,55°
durante aproximadamente quatro anos. Chamaremos esta estabilidade momentanea da
inclinacdo de “patamar de estabilidade em inclinacdo” e este tem inicio quando o sistema
comeca a cruzar a ressonancia.

O patamar em inclinacdo ocorre quando o satélite passa pelo ponto de ressonancia
com valores de inclinacdo, pericentro, nodo e perturbacfes ideais para captura. Porém, como
mostramos antes, o0 arrasto decresce o semi-eixo de forma por demais rapida, inviabilizando a
captura. Mesmo assim, as simulagdes mostram a existéncia deste patamar em alguns casos.
Em outras situagdes isto ndo ocorre. Por exemplo, na Figura 4.7, utilizamos um valor de
coeficiente de arrasto pequeno (C4 = 1,2). Na Figura 4.10 alteramos o valor do coeficiente
para o valor médio de satélites esféricos sujeitos a fluxo de moléculas livres, C4 = 2,2, € 0 que

podemos observar ¢ a destruicdo do patamar.
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a)

b)
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Figura 4.11. Mesmas condig0es iniciais da Figura 4.7. Entretanto, como agora Cyq = 2,2,
observamos 0 comportamento exatamente oposto da Figura 4.7: Aumento abrupto da
inclinagdo (a) e angulo ressonante invertendo sentido de circulagdo em Ag - Q = 315° (b).
N&o ha patamar de estabilidade.

o

Devemos agora procurar novas combinagfes de w e € para as quais ocorra a
conjuncao entre Ag - Q, | e a e, consequentemente um novo patamar, para um satélite com Cgy
= 2,2. Por exemplo, inUmeras experiéncias numéricas realizadas em varias situacoes
mostraram que na vizinhanca onde a inclinagdo atinge seu minimo (ou maximo), isto é, se o
cruzamento da ressonancia ocorrer em Ag - Q = 90° ou 270°, ha o aparecimento do patamar.
Uma simulacdo numérica prévia pode revelar os eventuais encontros com a ressonancia e 0s
valores dos angulos A e € no momento do cruzamento. Com isto, pode-se comprovar a
existéncia destes patamares. Em particular, a Figura 4.12 apresenta a evolugédo da inclinacéo e
do angulo ressonante de um satélite com inclinacao inicial 98,8° e final 98,55°. Encontramos

um patamar de “estabilidade” em | = 98.68°.
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a)

b)
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Figura 4.12. Diminuicdo abrupta da inclinacdo (a) devido & passagem do satélite pelo semi-
eixo ressonante. O angulo critico (b) sofre inversdo no sentido de circulagédo em Ag - ©Q = 90°
(centro de libracdo). Condicdes iniciais: Cyq = 2,2, ap = 7.800 km, e = 0,00125, 1 =98.8 °, Q =
90° e = 180°. Semi-eixo ressonante para esta inclinagdo: a = 7.224,4130 km. Observa-se
patamar em | = 98.68°.

o

A idéia é planejar futuras missdes de forma a aproveitar estes patamares de
estabilidade em inclinacdo. No entanto, antes disso, precisamos verificar se 0 patamar de
estabilidade em inclinagdo permanece existindo, mesmo apos a adi¢do de outras perturbagdes.

A Figura 4.13 apresenta a evolucgdo temporal da inclinagdo e do angulo ressonante de
um satélite de mesmas condig¢Bes iniciais da Figura 4.12. A curva preta tem como
perturbadores o Sol, a Lua (com inclinagcdo 18,28°), o achatamento da Terra (J,) e 0 arrasto
atmosférico com densidade constante (p = 2x10'? kg/m®), exatamente como na Figura 4.12.
Ja a curva vermelha difere da preta por ter inclinacdo inicial da Lua 28,58°. A curva azul,
além dos perturbadores ja citados, a inclusdo do harménico J4 do potencial do achatamento.
Como podemos verificar estas modificagdes ndo alteram as caracteristicas do patamar, que

continua existindo.
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a)

b)

Figura 4.13. Evolugdo temporal da inclinacdo (a) e angulo ressonante (b) de um satélite com
as mesmas condic¢0es iniciais da Figura 4.12. A curva preta, graficada apenas para referéncia,
possui como perturbadores o Sol, a Lua (I = 18,28°) e achatamento (J,). Na curva vermelha,
alteramos a inclinacdo da Lua para 28,58°. A curva verde possui Sol, a Lua (I = 18,28°) J, e
Ja.

Existem duas estratégias para o aproveitamento do patamar de estabilidade em
inclinacdo em miss@es futuras. Na primeira delas, colocariamos este satélite em uma orbita de
ajuste (6rbita inicial do satélite, assim que se livra do lancador, para depois ser colocado
através de manobras em sua o6rbita final), tal que, passado um certo tempo, naturalmente o
satélite atinja o patamar de estabilidade em inclinagdo. Uma vez no patamar, seria necessario
fazer apenas manobras de manutencdo de semi-eixo, ja que a inclinacdo estaria controlada
pela ressonancia, durante um determinado periodo de tempo. Na segunda estratégia, o satélite
seria colocado diretamente no semi-eixo no qual comeca o patamar de estabilidade em
inclinacdo, com inclinacdo e angulo critico ideais. Como na primeira estratégia o satélite
demoraria em geral um tempo imprevisivel para atingir a combinacdo necessaria para a
existéncia do patamar, vamos testar somente a segunda estratégia.

Para testar a segunda estratégia, voltemos a um modelo de atmosfera mais realista com

densidade dada por (4.4), tal como na Figura 4.3.
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Na Figura 4.14, a inclinagdo inicial do satélite é a prdpria inclinacdo do patamar
(98,68°). O satélite possui semi-eixo inicial igual ao semi-eixo no qual existe o patamar de
estabilidade em inclinacdo da Figura 4.12 (curva preta), enquanto a curva vermelha apresenta
um satelite com semi-eixo 100 km acima do semi-eixo de patamar. O satélite que comegou no
semi-eixo de patamar manteve sua inclinagdo em torno de 98,68° durante quase quatro anos,
enquanto o satélite representado pela curva vermelha atingiu inclina¢do de 98,85° no mesmo
periodo de tempo. Fica claro entdo que, se fizermos manobras de manutengdo de semi-eixo no
satélite representado pela curva preta, este manteria sua inclinagdo em torno de 98,68° sem
necessidade de manobras de manutengdo em inclinagcdo, 0 que representaria uma grande

economia de combustivel, refletida no aumento da vida Util do satélite.
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a)

b)

c)

Figura 4.14. Evolucdo temporal do semi-eixo (a), inclinacdo (b) e &ngulo ressonante (c) de um
satélite com semi-eixo maior inicial agp = 7.300 km (vermelho) e outro com ag = 7.250 km
(preto). Condigdes iniciais comum aos dois: Cq = 2,2, e = 0,00125,1 =98.8°, Q=90°e o =
180°.

Para verificar a proposta apresentada no paragrafo anterior, vamos executar uma
manobra de manutencdo de semi-eixo enquanto o satélite estiver no patamar de estabilidade
em inclinacdo. A manobra de transferéncia Hohmann (VALLADO, 2007) é a mais simples
das manobras de reposicdo, e também a mais barata em termos de combustivel (considerando

as caracteristicas de nossa missao).
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_ Final
Transferéncia
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Ay,
B "p Ta
A

Figura 4.15. Geometria da tranferéncia Hohmann, onde |7, | = 7inciqi € 75| = Trinar-

Uma manobra coplanar, a transferéncia Hohmann consiste na aplicacdo de dois
incrementos de velocidade. Um Av, no pericentro 6rbita inicial (ponto A, Figura 4.15), tal
que o satélite seja transferido para uma orbita eliptica intermediaria, com pericentro igual ao
pericentro da orbita inicial. O segundo incremento de velocidade (Av,) é aplicado no apogeu
da orbita intermediaria (ponto B, Figura 4.15), de forma que o satélite seja transferido para a
Orbita final, com apogeu igual ao da érbita intermediaria e semi-eixo superior ao da 6rbita
inicial.

Como os raios do apogeu e perigeu sdo conhecidos (a partir do semi-eixo e
excentricidade da orbita final e inicial, respectivamente), o periodo de transferéncia é a
metade do periodo orbital da érbita de transferéncia (VALLADO, 2007):

__ TincialtT final
atrans - 2 ' (46)

_ Prrans _ a3rans 4.7
TtTanS - 2 =7 u ' ( ' )

onde T.4ns € 0 tempo de transferéncia (tempo que o satélite demora para ir do ponto A ao

ponto B), Pirans € Qtrans SA0 O periodo e o semi-eixo da Orbita de transferéncia, e 4 = GMr.
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A excentricidade dos satélite heliossincronos é pequena, entretanto temos de leva-la

em consideracdo. Assim, a velocidade inicial pode ser determinada da seguinte forma:

_ 24 U
Vincial = \/ -

Tinicial Qinicial
A velocidade de transferéncia no ponto A é dada por:

20

Tinicial Atrans

Vtransg, =

Assim:

Ay, = Utrans, — Vincial-

De maneira similar, obtemos:

v _ [ 2u u
mal = —
fina Tfinal afinal’
24 u
v = —
transp Tfinal Atrans’

Avy = Ufinal — Vtransy,-

O incremento de velocidade total ¢ dado por:

Av = |Av,| + |Avy|.

(4.8)

(4.9)

(4.10)

(4.11)

(4.12)

(4.13)

(4.14)

A Figura 4.16 apresenta um exemplo onde foram executadas sucessivas manobras de

transferéncia Hohmann a fim de manter o semi-eixo do satélite dentro de um intervalo Aa =

50 km.
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Figura 4.16. Exemplo de transferéncias de Hohmann sucessivas executadas para a
manutencdo de semi-eixo (Aa = 50 km). Condicdes iniciais: Cq4 = 2,2, ap = 7.300 km, e =
0,00125,1=98.8°, Q =90° e » = 180°.
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5. CONCLUSOES

Através das equacdes médias nds mostramos claramente a dindmica da ressonancia
200 +Q~0. A causa do aumento de excentricidade é devida essencialmente a esta
ressonancia, que independe do valor do semi-eixo maior. Consequentemente, qualquer
mudanca do semi-eixo maior (aumento de pericentro) do objeto descartavel ndo ira retira-lo
da ressonancia. Depois, mostrando a existéncia de algumas condi¢es iniciais no dominio (m,
Q) onde a excentricidade pode permanecer com pequenos valores, baseados no sistema médio
simplificado, usamos o conjunto completo de equacgdes para procurar este par no plano (o,
Q). A importancia da inclinacdo da Lua € bem clara nas Figuras 3.5, 3.6, 3.9 e 3.10.
Obtivemos estas condicOes iniciais para os sistemas GPS e Galileo. O termo de primeira
ordem em excentricidade da funcdo perturbadora solar traz consigo muitas ressonancias
adicionais, no entanto tais ressonancias ndo causam efeitos relevantes nos satélites de
navegacdo. A procura do par (o, Q) para 0 maximo incremento de excentricidade pode ser
feita de maneira facil seguindo o mesmo procedimento usado para minima excentricidade.
Incluimos os termos J,,, J32 € Js3 vindos da funcdo perturbadora do geopotencial. Entretanto a
influéncia destes termos se torna significativa somente depois de algumas centenas de anos,
tempo acima do periodo utilizado na procura de condigdes iniciais. Por este motivo a
contribuicdo destes termos nas Figuras 3.15 e 3.16 € quase desprezivel. De posse das
condicdes inicias (o, Q) para os satélites GPS, mostramos o gasto de combustivel, em termos

de AV, necessario para colocar o satélite descartado nestas condigdes e 0 comparamos com 0
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gasto de uma manobra de mudanca de plano. De facil execugdo, a manobra (Aw, AQ) se
mostrou muito mais eficiente, pois a excentricidade dos satélites € abaixo de 0.01, limite
acima do qual esta manobra deixa de ser eficiente.

Os satélites heliossincronos, ao cruzarem a ressonancia ng — Q ~ 0, sofrem uma
brusca variacdo de inclinacdo (acréscimo ou decréscimo). Através da integracdo direta do
sistema exato, com graficos do tipo da Figura 4.9, podemos simular previamente o acréscimo
ou decrescimo da inclinacdo, dependendo dos angulos osculadores e Q. Durante estas
variacOes o satélite passa por patamares de estabilidade em inclinacdo, permanecendo um
determinado periodo de tempo sem variagdo de inclinagdo. Propomos uma maneira de

aproveitar estes patamares em missdes futuras.
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7. APENDICE

7.1. Apéndice A — Evolucao dos satelites GPS Bloco I1-A, para uma grade de inclinacdes

iniciais

Para completar o cenario da situagdo dos satélites GPS em relacdo a ressonancia 2w +
Q, apresentamos aqui a evolucdo da oOrbita dos objetos da constelacdo GPS Bloco-11A (em
processo de descarte), utilizando como condic¢Ges iniciais os elementos orbitais que os
satélites apresentavam na época 12 de agosto de 2008 (Celestrak), & excecdo da inclinaco.
Utilizamos para tanto a Equagdo (2.73). As Figuras, tal como as Figuras 3.17 e 3.18
apresentam a excentricidade maxima atingida durante o tempo de integracdo (250 anos) em
funcdo da inclinacdo inicial. Tomamos uma faixa de inclinagfes iniciais na vizinhanca da
inclinacdo do satélite na data citada. As condicdes iniciais de todas as figuras foram tomadas

na mesma época. Inclinacdo da Lua vale 1, = 18.28° para todas as figuras.

Figura 7.1. GPS Bloco 11A-10 (PRN 32). Condig¢0es iniciais: a = 27.059,74 km, e = 0,0141577, | =
55,4704°, Q = 295,4267°, » = 285,2469°.
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Figura 7.2. GPS Bloco 11A-11 (PRN 24). Condig¢6es iniciais: a = 27.059,74 km, e = 0,0077676, | =
54,5734°, Q = 233,5216°, » = 317,5531°.

Figura 7.3. GPS Bloco 11A-12 (PRN 25). Condig¢0es iniciais: a = 27.059,74 km, e = 0,0077676, | =
55,3393°, Q = 45,1394°, » = 288,2011°.

Figura 7.4. GPS Bloco 11A-14 (PRN 26). Condic¢0es iniciais: a = 27.059,74 km, e = 0,0189872, | =
56,9220°, Q = 353,2625°, » = 54,0809°.
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Figura 7.5. GPS Bloco 11A-15 (PRN 27). Condig¢0es iniciais: a = 27.059,74 km, e = 0,0214233, | =
55,6054°, Q = 47,1235°, » = 263,1470°.

Figura 7.6. GPS Bloco 11A-21 (PRN 09). Condic¢®es iniciais: a = 27.059,74 km, e = 0,0199018, | =
55,7146°, Q = 48,5061°, ® = 818383°.

Figura 7.7. GPS Bloco 11A-22 (PRN 05). Condic¢®es iniciais: a = 27.059,74 km, e = 0,0089246, | =
54,0463°, Q = 105,2710°, w = 71,4565°.
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Figura 7.8. GPS Bloco 11A-23 (PRN 04). Condig¢6es iniciais: a = 27.059,74 km, e = 0,0081006, | =
53,9878°, Q = 231,0619°, ® = 20,7944°.

Figura 7.9. GPS Bloco 11A-24 (PRN 06). Condic¢®es iniciais: a = 27.059,74 km, e = 0,0061057, | =
55,4902°, Q = 168,1686°, w = 267,4498°.

Figura 7.10. GPS Bloco 11A-25 (PRN 03). Condices iniciais: a = 27.059,74 km, e = 0,0107105, I =
53,0583°, Q = 164,4296°, w = 47,0183°.
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Figura 7.11. GPS Bloco 11A-26 (PRN 10). CondicGes iniciais: a = 27.059,74 km, e = 0,0078202, | =
55,1547°, Q = 292,0277°, ® = 30,8981°.

Figura 7.12. GPS Bloco 11A-28 (PRN 08). CondicGes iniciais: a = 27.059,74 km, e = 0,0102992, | =
56,4143°, Q = 53,6556°, ®» = 167,3385°,
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