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Resumo

Nesse trabalho, buscamos numericamente érbitas periédicas simétricas (OPSs)
retrégradas dentro do problema gravitacional circular restrito de 3 corpos (PCR3C),
onde temos dois corpos (chamados primdrio e secundario) com massas finitas e um
terceiro corpo com massa desprezivel. Estudamos as érbitas descritas pelo terceiro
corpo, as quais pertencem a familias e das quais analisamos a estabilidade e seus
pontos de bifurcacao. Exploramos também a existéncia ou nao de ressonancia entre o
periodo dessas drbitas e o periodo da orbita do secundario em torno do primario; em
especial, estudamos e detalhamos as ressonancias coorbitais retrogradas (ressonancia
1/-1) encontradas. Investigamos nove sistemas diferentes dentro do PCR3C planar,
buscando entender como as diferentes razoes de massa influenciam na existéncia das
familias de OPSs retrégradas e em suas caracteristicas.

Palavras-chave: orbitas retrégradas, orbitas periddicas simétricas, problema cir-
cular restrito de 3 corpos, estabilidade, bifurcacao, razao de massa, ressonancia
coorbital retrégrada.



Abstract

In this work, we numerically searched for retrograde symmetric periodic orbits
(SPOs) within the circular restricted 3-body gravitational problem (CR3BP), where
we have two bodies (called primary and secondary) with finite masses and a third
body with negligible mass. We studied the orbits described by the third body, which
belong to families and of which we analyzed the stability and their bifurcation points.
We also explored the existence or not of resonance between the period of these orbits
and the period of the secondary orbit around the primary; in particular, we studied
and detailed the retrograde coorbital resonances (1/-1 resonances) found. We inves-
tigated nine different systems within the planar CR3BP, seeking to understand how
the different mass ratios influence the existence of the families of retrograde SPOs
and their characteristics.

Keywords: retrograde orbits, symmetric periodic orbits, circular restricted 3-
body problem, stability, bifurcation, mass ratio, retrograde coorbital resonance.
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Capitulo 1

Introducao

A importancia do estudo de érbitas periddicas (OPs) quando se trata de siste-
mas dinamicos vem sendo destacada por diversos pesquisadores desde o trabalho
de Poincaré. Esse tipo de pesquisa é importante para entender a dinamica de ob-
jetos no Sistema Solar e em sistemas extrassolares. Trabalhos recentes, como [1]
e [2], foram essenciais para identificar objetos com drbitas retrogradas ressonantes
por meio do desenvolvimento de modelos analiticos para sistemas com configuracoes
de alta inclina¢do. Um exemplo particularmente interessante comentado em [3] é o
asteroide (514107) Ka‘epaoka‘awela na ressonancia retrégrada 1/1 (coorbital) com
Jupiter. Os conceitos de érbitas retrogradas e ressonancia serao explicados mais a
frente no texto.

1.1 Revisao teodrica

1.1.1 Problema gravitacional de 2 corpos e elementos orbitais

Conforme [4], o Universo é um sistema formado por N corpos, N € N| cuja forca
dominante é a forca gravitacional Newtoniana. A evolucao desse sistema depende,
a longo prazo, da existéncia de regioes cadticas ou ordenadas do seu espago de
fase, o qual tem sua topologia determinada pela posi¢ao e estabilidade das 6rbitas
periodicas do sistema.

Sistemas bindrios sao sistemas constituidos por dois corpos massivos cujo movi-
mento é determinado pela sua interacao gravitacional ([5]).

Muitos sistemas do Sistema Solar podem ser abordados de uma forma simplifi-
cada como um problema de dois corpos (P2C) quando consideramos um corpo se
movendo ao redor de outro corpo mais massivo. Nesses casos, tratamos o efeito dos
demais corpos como perturbagoes ao sistema.

Segundo [6], 0 P2C corresponde a um sistema composto por dois corpos massivos
(tratados como pontos de massa) que se movem segundo sua atracao gravitacional,
descrita pela Lei da Gravitacao Universal de Newton:

mime

F=Gog (1.1)
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onde G = 6,6726 x 10711 ]ZT’@Q ¢ a constante gravitacional universal, m; e ms sao
as massas dos corpos e d é a distancia entre eles, ou melhor, a distancia entre os
centros de massa.

Consideremos, entao, um sistema formado por dois corpos C; e Cy com massas
my e my e vetores de posicao 77 e r5 em relagao a origem O, respectivamente, assim

como ilustrado na Figura 1.1. A origem O é um ponto fixado no espaco inercial.

Figura 1.1: Esquema representando os vetores das forcas agindo nos dois corpos
de massa m; e my com vetores de posigao r] e 73 em relacao a origem O. [Fonte:
Imagem baseada em [6]]

Denotando a posigao relativa entre os corpos por 7 = 75 — 71, temos da Lei da
Gravitagdo Universal de Newton - equagao (1.1) - e da Segunda Lei de Newton as
seguintes equacoes para as forcas associadas ao sistema:

{ B = Gmge =iy (1.2)

F2 = —G%F: m27'"'2

onde Fj e Fy sdo as forcas gravitacionais exercidas pelos corpos e GG é a constante
gravitacional universal.
Da equacao de posicao relativa segue que #* = 7y — 7. Assim, note que substi-
tuindo nela as equacoes (1.2) ! temos
d3r T
— +pu—=0. 1.3
dt? r3 (13)

Agora, olhando para esse sistema em coordenadas polares (r,0) e definindo a

origem em (', denotaremos por 7 o versor ao longo do vetor raio e por 6 o versor
perpendicular ao vetor raio. Assim, podemos escrever os vetores posicao, velocidade
e aceleracao da seguinte forma:

r=rr; (1.4)
!De fato, das equacoes (1.2) temos =G TETe iy = —G 74 7, logo F=iy — i = —G o
G227 = —f—f(ml + my) & P = —G(my +m2)£ & 7 = —u% pas F—l—,u% = 0 definindo

w=G(mi+ms).

12
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P =i+ 100 (1.5)

. o\ A 1d N
Fe (i r0?) i | S 020)| 6 1.6
- [ 0o
Dai, comparando os componentes associados a 7 nas equagoes que descrevem 7
m (1. 3) (1.6) e sabendo que 5 = 57, segue que
. ; i
P —rf? = 2 (1.7)
Entao, definindo u = % e h=r% (isto é, h = u%@) podemos reescrever ? os vetores
de velocidade e aceleracao como

F=—dfl = pdu o o g — 220
Assim segue de (1 7) que —h2 2363 - lh2 Y= g = h%ﬂg% + Lh?ut =
d?u I
TaE T e (18)

uma equacao diferencial linear de segunda ordem com solugao geral dada por u =
#z[1 +ecos(f — w)], onde e (a amplitude) e w (a fase) sao constante de integragao.
Substituindo de volta u por 7 e definindo p = % (chamado semilatus rectum),

obtemos
p

" l1+ecos(l—wm)

(1.9)

Note que essa é uma equacao geral para conicas em coordenadas polares. Portanto,
concluimos que o movimento no P2C é descrito por conicas. Existem quatro possi-
bilidades de conicas: circulos, elipses, parabolas ou hipérboles; suas caracteristicas
estarao sendo expressas na Tabela 1.1. Por exemplo, no P2C com o Sol e um planeta
o orbitando, o movimento desse planeta é descrito por uma elipse que tem o Sol em
um dos focos. Apesar de cometas terem Orbitas com e =~ 1, a maioria dos corpos
permanentes do Sistema Solar tem Orbitas com e << 1.

Caracteristicas das conicas

Circulo e=0 p=a

Elipse |0<e<1|p=a(l—¢e?
Parabola e=1 p=2q
Hipérbole | e>1 |p=a(e*—1)

Tabela 1.1: Classificacao das conicas quanto ao valor da excentricidade e e qual o
valor de p para cada um dos casos; a € o semi-eixo maior da orbita e g é a distancia
até o centro de massa mais proximo.

2De fato, para reescrever (1.5), note que i = % = %% = 9%. Assim, temos r = 1 = =
d(1/vw) _ du—ld _ 0—u _ 1 1 jdu ;
T = et = ot = — oyl = — 5095, Andlogo para (1.6).

13



Assim, seguindo a Tabela 1.1 podemos reescrever a Eq. (1.9) para elipses como:

_a(l—-¢?)
"= 1+ecos(f —w) (1.10)

Elementos orbitais

Ainda seguindo [6], considere dois corpos C e Cy com massas m; e my, respecti-
vamente. O corpo Cs orbita C; em uma Orbita eliptica, a qual tem C; um dos focos
enquanto o outro foco permanece vazio. Seja o eixo x definido pelos dois focos dessa
elipse e o eixo y perpendicular a ele. Considere ainda que assumimos uma dire¢ao
de referéncia assim como ilustrado na Figura 1.2. Chamamos de pericentro o ponto
da elipse onde (5 tem a menor distancia possivel em relacao a C e de apocentro o
ponto C5 tem a maior distancia possivel em relagao a C4. Os elementos orbitais sao
definidos a seguir:

e Denotamos por w a longitude do pericentro, isto é, o angulo entre a dire-
¢ao de referéncia e o vetor que liga ('} ao pericentro. Esse valor é constante
quando tratamos do P2C, mas pode variar com o tempo quando se introduz
perturbagoes.

e Denotamos por f a anomalia verdadeira, isto é, o angulo entre o vetor que
liga C} ao pericentro e 7 (vetor que conecta C; a Cy). Essa é uma varidvel
periédica com periodo 2.

e Denotamos por 0 a longitude verdadeira, isto é, o angulo entre a direcao de
referéncia e o vetor 7 (vetor que conecta Cy a Cy). Logo, § = f + w. Essa

também ¢é uma varidavel periédica com periodo 27w. Perceba que podemos
a(1—e?)

reescrever (1.10) como r = o= recos()"

Note que quando Cy estd no aponcentro da érbita, 7, = a + ae = a(l + e)

0, = w + m. Quando C estd no pericentro da orbita, r, = a —ae = a(l — e)
6, = w. Esses sao os valores maximo e minimo do raio orbital.

14



orbita

eixo maior .
pericentro

eixo menor

direcao de referéncia

Figura 1.2: Elementos orbitais f (anomalia verdadeira), @ (longitude do pericentro)
e 0 (longitude verdadeira) em 6rbita eliptica que descreve o movimento de um corpo
com massa msy (em M) ao redor de outro com massa mq, o qual estd fixado no foco
F5. O foco F) é vazio e as medidas representadas por a e b sao, respectivamente,
o semi-eixo maior e o semi-eixo menor. [Fonte: Imagem construida pela autora e
baseada em [6]]

Ja na Figura 1.3 temos uma ilustracao da orbita quando consideramos uma
trajetéria inclinada em relagao a um plano de referéncia. Nela podemos ver os
seguintes elementos orbitais:

e Denotamos por I a inclinacao, isto é, o angulo entre o plano de referéncia e o
plano que contém a érbita. A inclina¢do assume valores no intervalo [0°, 180°].

e O ponto onde a érbita intersecciona o plano de referéncia com a trajetéria do
corpo (5 na direcao debaixo para cima é chamado de nodo ascendente. Linha
dos nodos é o nome dado a reta que conecta o foco onde esta C; ao nodo
ascendente.

e Denotamos por € a longitude do nodo ascendente, isto é, o angulo entre o vetor
da diregao de referéncia e a linha dos nodos (vetor que conecta o foco onde
estd C7 ao nodo ascendente).

e Denotamos por w o argumento do pericentro, isto é, o angulo entre a linha dos
nodos (vetor que conecta o foco onde esta C; ao nodo ascendente) e o vetor
que conecta o foco onde esta C ao pericentro. Logo, w = 2 4+ w.

15



N>

focog= > Y

plano de
referéncia

nodo ascendente

direcdo de referéncia

Figura 1.3: Elementos orbitais / (inclina¢do), nodo ascendente, 2 (longitude do
nodo ascendente) e w (argumento do pericentro) em 6rbita eliptica inclinada (tridi-
mensional). [Fonte: Imagem construida pela autora e baseada em [6]]

Por outro lado, ainda conforme [6], podemos escrever o sistema de coordenadas
em fungao de (r, f) definindo

{x:rcosf

y=rsenf

Considerando o movimento do corpo Cy durante um intervalo de tempo dt, temos
em coordenadas polares que t =0 — (r,6) e t = dt — (r+6r,0 +60) . Logo, a area

varrida pelo vetor 7 no intervalo § é §A ~ T(r;—ér) sen(06) ~ %59. Entao, dividindo
essa equacao por ot e tomando o limite quando ¢ — 0, temos % = %% = %

A drea total de uma elipse é dada pela equacao A = wa'b’ onde @' = 2a é o
comprimento do eixo maior e b’ = 2b o comprimento do eixo menor. Além disso,

usando p = %2 conforme definido apds (1.9) temos para elipses
2
p=—=h"=pu=a(l —e*)u (1.11)
I
e como da ultima equagao temos A = %, segue que *
472
T°=—ad", (1.12)
1
3De fato, ma't) = A = L < ma't) = AL 4 (72a2b)? = “(1—;# & 7216a%h? =
7[1(1—(::)## & 2160 (1 — e?) = 7“1_22)“# & 721603 = ”TTQ T = L}ﬁ“s & T? = —”2ﬁ“3.
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o que corresponde a terceira lei de Kepler.
Ainda, como # cobre 27 rad durante um periodo orbital, podemos definir a
velocidade angular média ou movimento médio (mean motion) por
2w

n= (1.13)

Assim, segue de (1.12) e (1.13) que p = T6? = (2)2%° =
1= n2 a3
e segue dessa tltima equacao e de (1.11) que h? = au(l — €?) = an?a®(1 — €?) =

h=a*n+v1—e2.

1.1.2 Problema gravitacional de 3 corpos

Segundo [4], quando tratamos de um sistema composto por trés corpos, podemos
classificd-lo quanto aos valores das massas:

e Problema restrito de 8 corpos (PR3C): Nesse caso, consideramos inicialmente
um sistema de dois corpos com massa finita m; e my (0s quais chamamos de
primério e secunddrio) que se movem segundo sua interagao gravitacional. A
esse sistema, adicionamos um terceiro corpo com massa mg desprezivel (isto é,
ms tende a zero; [7]), o qual ndo afetara o movimento dos outros dois corpos,
mas tera seu préprio movimento determinado pela atragao gravitacional deles.

— Problema circular restrito de 3 corpos (PCR3C): Nesse caso, o primario
e o secundario se movem em oOrbitas circulares ao redor de seu centro de
massa comuin.

e Problema geral de 3 corpos: Nesse caso, temos um sistema composto por trés
corpos com massa finita que se movem segundo sua interacao gravitacional.

Enquanto o caso restrito do problema de trés corpos pode ser usado para estudar
os objetos transnetunianos (tomando Sol e Netuno como primdrio e secundario,
respectivamente) ou asterdides (tomando Sol e Jupiter como primario e secundario,
respectivamente), por exemplo, o caso geral é aplicado em sistemas estelares triplos
ou dois planetas orbitando uma estrela ou ainda dois satélites orbitando um planeta.
Em [8], por exemplo, o autor explora drbitas no problema geral de 3 corpos.

Problema gravitacional circular restrito de 3 corpos

Para trabalhar com o problema circular restrito de 3 corpos (PCR3C), considere
um sistema com dois corpos C (primério) e Cy (secundario) com massas finitas m
e mg, respectivamente, e um terceiro corpo C3 de massa desprezivel ms posicionado
em P. Nesse cendrio, temos m; > my € mg tende a zero. Veja a Figura 1.4. Apesar

17



de C5 nao afetar o movimento do primario e do secundario, ele tem sua trajetoria
definida pela interagao gravitacional deles e é sua trajetoria que iremos estudar.

Podemos estudar o movimento do corpo C5 por dois sistemas de coordenadas
diferentes: (z,y, z) segundo o referencial sinédico ou (£, 7, () segundo o referencial
inercial em relacao ao centro de massa do sistema.

O referencial sinddico, assim como explicado por [9], é um referencial que acom-
panha o movimento rotacional dos corpos primério e secundario. Basicamente, con-
sideramos um plano G, com origem em G, o centro de massa entre os corpos de
massa my e my. O eixo x desse plano é definido pela direcao C para Cy e o eixo
y € perpendicular ao eixo x. Perceba, entao, que os corpos primario e secundario
aparecem no referencial sinddico fixados no eixo x.

Segundo [6], em ¢ = 0, o eixo ¢ coincide com o segmento C1Cy. O eixo ( é
perpendicular ao plano &7, logo, coincide com o vetor momento angular. Em ambos
os sistemas de coordenadas citados, a origem O estd fixada no centro de massa
comum entre C; e Cs.

:
. @

nt

Figura 1.4: ITlustragao do PR3C com corpos C; e C; de massa m; e ms e o terceiro
corpo C3 com massa desprezivel em P. Sistemas de coordenadas (z,y, z) segundo o
referencial sinédico e (&, 7, () segundo o referencial inercial em relacdo ao centro de
massa do sistema (ponto O). [Fonte: Imagem construida pela autora e baseada em

(6]

Seja a posi¢ao de C dada por (&§1,m1,¢1) e a de Cy por (€2, 12, C2). Vamos definir
uma unidade de medida de comprimento nesse sistema onde 1un equivale a distancia
entre C e Cy, a qual é constante.

Além disso, C e Cy tem a mesma velocidade angular em relagao a outra e seu
centro de massa comum. Também, eles tem o mesmo valor de movimento médio, n.

Assumindo my > my e tomando p = G(my + my), podemos definir

- mo 1
'u T omitme < 2
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e, portanto,

o =Gmy=1—7 e fo = Gmso =T0 . (1.14)
O valor pip = 22— ¢ chamado razdo de massa (mass ratio) e tem um papel de

destaque em nossa pesquisa.
Podemos, ainda, deduzir equagoes para as distancias r; (entre os corpos C; e C3)
e 1y (entre os corpos Cy e Cj3):

ri=(E ="+ (m—n)*+ (G —¢)* (1.15)

r5=(& =6+ (m—n’+(G—-¢) (1.16)

e, assim, aplicando a forma vetorial da lei do inverso ao quadrado ([10]), as equagdes
de movimento da particula em P sao dadas por

€= gt + ot
e Ol (1.17)
C=ms + gt

r

Considerando que os corpos C7 e (5 estao em movimento circular no espaco
(PCR3C), podemos supor um plano de rotagao referencial em £n rotacionando a
uma taxa n na dire¢do positiva (isto é, o referencial sinédico). Assim, no sistema
(x,y, z) temos

2 2,2 .2
ri=(@+p)+y +=z
1.18
{T%Z(ﬁ—u1)2+y2+z2 (118)
& cosnt —sennt 0 T
e a matriz de transicao | n | = | sennt cosnt 0 y | com derivadas
¢ 0 0 1 z
S cosnt —sennt 0 T —ny
n| =|sennt cosnt 0 y+nz| e
¢ 0 0 1 Z
¢ cosnt —sennt 0\ [i—2ny—n’x
il =|sennt cosnt 0] |i+2ni—n%y
¢ 0 0 1 Z
Logo, segue de (1.17) as equagoes de movimento para o terceiro corpo Cj
i —2ngy —n’r = — [m%ﬂmx%}
1 2
y‘+2n5c—n2y:—[jj—;+%}y (1.19)
1 2
Cp_— [ Ry } P
1 2

Essas aceleragoes também podem ser escritas como o gradiente de uma funcao
— _n?(.2 2 Bl 2 2 2
escalar U = U(z,y, 2) = 5 (2" + y*) + & + £2, onde o termo (z” + y) representa o
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potencial centrifugo do sistema e os termos (%) e <i> o potencial gravitacional.
1 T2
Temos:

i—omg=20 (1.20)
X
j+ 2ni = g—(y] (1.21)
oU
.U 1.22
Z= (1.22)

Ainda conforme [6], veja que somando (1.20) - & com (1.21) -y e (1.22) - 2, segue
que

TLFYY +22= 5,0+ 5,Y T 5,2~
e integrando essa equacao temos

Pt =2U0-C (1.23)

onde C; é uma constante de integracao. Como v? = @2 + 2 + 2, segue que v? =
2U — ;. Substituindo o valor de U, obtemos a equagao da chamada constante de
Jacobi, uma constante de movimento,

OJ:nQ(x2+y2)+2(ﬂ+@) — i -t = (1.24)

1 )

Ademais, existem no PR3C cinco pontos de equilibrio chamados pontos Lagran-
gianos. Conforme [6], chamamos de pontos de equilibrio do sistema os pontos onde
a particula possui velocidade e aceleracao nulas no referencial sinédico.

Figura 1.5: Tlustragdo da posigao dos pontos de equilibrio Lagrangianos. [Fonte:
Imagem retirada do Google Images]
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Os pontos Lagrangianos sao distribuidos da seguinte forma: L4 e Lj sao, separa-
damente, vértices de triangulos equilateros cujo primario e secundério se encontram
nos outros dois vértices; Ly, Ly e L3 pertencem a mesma reta que o primario e o
secundario, isto é, sao colineares a eles. A posicao dos pontos de equilibrio Lagran-
gianos estao ilustrados na Figura 1.5.

1.1.3 Orbitas
Orbitas periodicas

Chamamos de dérbitas as trajetorias descritas pelos corpos ao longo do tempo.
Quando elas se repetem por intimeras vezes a partir de um certo periodo de tempo
T, dizemos que essas Orbitas sao periddicas com periodo 1" ou podemos chama-las
orbitas T-periddicas.

Conforme [4], podemos definir matematicamente uma condigao Eq. (1.28) para
que Orbitas sejam periddicas. Para isso, considere o seguinte sistema de equacoes
diferenciais de segunda ordem que descrevem um sistema dinamico qualquer com
dois graus de liberdade

{xnl = Fl(iUhIz,x'l,@) (1 25)
Tp = F2($1,$2,I'1,$'2) '

Perceba que as equagoes de movimento do PR3C (apresentadas em (1.19)) em um
contexto plano (bidimensional), isto é,

i —2ny — nr = — [Mfiifm—f—mx;—gl]

) . ) , (1.26)
y+2nx—ny:—[%+%] Yy
1 2
correspondem & descrigao genérica apresentada em (1.25).
Assim, assumindo as condicGes iniciais
x107x2075t107i'20 (127)

para o sistema (1.25), temos solucoes da forma x;(z1,, Ta,, T1,, T2,; t) € a solucao serd
periddica se
$i(x107 x?o? xloa x?o; t + T) == xi(wl(n 33207 xlo) 1'20; t) (128>

para todo t € R™. Essa é a chamada condicao de periodicidade.

Formas de representacao e familias

Existem algumas formas de representar érbitas peridédicas em figuras como por
meio de superficies de Poincaré (SoS) ou diagramas caracteristicos, por exemplo
(como discutido em [11]). Nos diagramas caracteristicos, cada ponto esta associado
a uma OP e para construi-los basta escolher dois elementos relacionados as orbitas,
como C; e xy por exemplo, e utilizd-los como eixos de um grafico bidimensional.
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No geral, orbitas periddicas nao sao isoladas no espago, mas pertencem a fa-
milias; as orbitas de uma mesma familia possuem morfologia parecida e valores de
periodo muito proximos. Essas familias podem ser representadas em diagramas
caracteristicos por curvas continuas chamadas curvas caracteristicas.

Nessa pesquisa, optamos por apresentar nossos resultados por meio de diagra-
mas caracteristicos. Por outro lado, definicao e mais informagoes sobre SoS sao
apresentadas em [6]. Vale comentar que nos SoS, segundo [12], as érbitas periddicas
instdveis correspondem aos pontos de sela (X) e as drbitas periddicas estaveis aos
pontos centrais (O).

Orbitas retrogradas

Para diferenciar as érbitas prégradas das retrégradas, seguiremos a classificacao
apresentada em [1].

As orbitas progradas sdo caracterizadas por valores de inclinagdo I (entre o
plano da érbita do terceiro corpo e o plano que contém o primdrio e o secundario)
baixos, isto é, no intervalo I € (0°,90°), sendo que I ~ (° caracteriza o movimento
prégrado coplanar. As érbitas retrégradas, por sua vez, possuem inclinagoes altas,
isto é, no intervalo I € (90°,180°), sendo o movimento retrégrado coplanar definido
por I ~ 180°.

Para que as orbitas sejam retrogradas no referencial sinédico, é preciso que elas
satisfacam a seguinte condicgao:

Vale notar que zy = x3, € yp = T2, quando comparamos as notacoes utilizadas em
[1] e em [4]. Ainda, é definido por [1] uma condi¢ao para que a 6rbita seja retrégrada
também no referencial do primaério:

CJ < 211 _l_ |z02521| - MQ(HQ + 2'CI/‘O)

|zo+p2|

para xg > —pg € Yo < 0 ou 29 < —po € Yo > 0. Essa condicao vem do fato de que o
momento angular nesse refencial deve ser negativo para que o movimento da orbita
no mesmo seja considerado retrégrado.

Orbitas simétricas

Conforme [4], assumindo que as equagbes variacionais em (1.25) sdo invariantes
pela transformacao =1 — x1, x93 — —x9 € t — —t, temos que: se z(t), xo(t) é
solugao do sistema, entao x1(—t), —zo(—t) também é. Ainda, essa segunda solucao
é simétrica a primeira com respeito ao eixo xi.

Logo, se uma 6rbita tem seu movimento iniciado em um ponto no eixo x; (isto é,
x9, = 0) e perpendicular a ele (isto é, com &1, = 0) e se em outro momento ela cruza
o eixo x; perpendicularmente de novo, entao ela é uma orbita fechada, periddica e
simétrica em relacao ao eixo xy.
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Para uma orbita peridédica com periodo T, podemos escrever a condicao de si-
metria para 6rbitas bidimensionais assim: em t =0 e em t =7/2

E importante esclarecer que entre t = 0 e t = T//2, a 6rbita pode cruzar o eixo
x1 uma ou algumas vezes de forma nao perpendicular (isto é, com &; # 0).

Apesar do foco desse trabalho ser voltado para o caso planar do PCR3C, também
estudamos algumas familias de OPSs retrogradas tridimensionais e, portanto, vale
entender a classificagao de érbitas simétricas também para o caso 3D.

Segundo a classificagdo apresentada por [13], existem alguns tipos de simetria
para érbitas tridimensionais a serem considerados. Nessa pesquisa, trabalhamos
com dois tipos:

e Simetria 3D - tipo 1: dérbitas 3D simétricas em relagao ao eixo x. As condigoes
iniciais (x,y, 2z, 4,9, 2) para esse tipo de orbita tem x = z =y = 0.

e Simetria 3D - tipo 2: érbitas 3D simétricas em relacao ao plano xz. As condi-
¢oOes iniciais (z,y, z, &, y, £) para esse tipo de érbita tem z =y = 2 = 0.

1.1.4 Ressonancia

Conforme [14], no caso do PCR3C onde o primério é mais massivo que o secundé-
rio, existem familias de érbitas periddicas ressonantes e nao ressonantes. Enquanto
as primeiras sao caracterizadas pela comensurabilidade entre as frequéncias orbi-
tais (isto é, pela ressonancia), as segundas correspondem as solugoes circulares que
permanecem do problema nao perturbado.

Segundo [6], ressonancias acontecem quando a divisao entre frequéncias ou perio-
dos resultam em fragoes com numerador e denominador inteiros. No caso abordado
nessa pesquisa, ressonancias retrogradas acontecem quando a divisao entre o periodo
das orbitas do secundario e do terceiro corpo em torno do primario resulta em uma
fragdo p/q com p,q € Z.

Temos diversos exemplos de ressonancia no Sistema Solar. Por exemplo, as
luas de Jupiter lo, Europa e Ganymede estao em uma configuracao onde Io tem
ressonancia 2/1 com Europa e Europa tem ressonancia 2/1 com Ganymede, logo,
enquanto Ganymede completa uma volta orbital ao redor de Jupiter, Europa repete
sua 6rbita duas vezes e lo repete sua érbita quatro vezes.

Orbitas em ressonancia retrograda p/q (também denotadas por érbitas em res-
sonancia p/-q), com p,q € Z, tem ordem de ressonancia equivalente a quantidade
de vezes que a Orbita intersecta a segdo de Poincaré (SoS), ou ainda, equivalente a
quantidade de vezes que a condi¢ao © = 0 com ¥ - 39 > 0 é satisfeita por periodo.
Devido a isso e denotando a ordem de ressonancia em ressonancias retrégradas por
k, orbitas retrégradas circulares tem k = 1. Ainda, foi observado por [1] que, no
geral,

E=p+q . (1.31)
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Em especial, chamamos a ressonancia 1/-1 de ressonancia coorbital retrégrada.
Ela foi descrita pela primeira vez em [1]. As érbitas em ressonancia coorbital retré-
grada, por exemplo, téem k=1+1=k = 2.

1.1.5 Estabilidade de orbitas periodicas
Estabilidade horizontal

Além da possibilidade de ressonéancias, outra caracteristica que analisamos nas
OPSs retrégradas encontradas foi a estabilidade.

Seguindo a discussao apresentada em [4], a estabilidade das OPs é determinada
pelo que acontece na vizinhanga das solugdes (Orbitas) periddicas x(t) do sistema
de equagoes de movimento. Classificaremos a estabilidade ou instabilidade dessas
solugoes ao definir um pequeno desvio inicial £(0) e analisar como ele se comporta
com o passar do tempo. Caso esse desvio se mantenha minimo em ¢t = 7', a solugao
é considerada estavel; caso contrario, instavel.

A partir do pequeno desvio inicial £(0), temos a solugdo perturbada z'(t) =
z(t) + &(t) e, dai, obtemos o sistema de equagdes variacionais £(t) = JE(t) onde
J é a matriz jacobiana do sistema. O processo para obter o sistema de equagoes
variacionais é descrito em [4] e os calculos para obter J sdo descritos no Apéndice
A. O sistema de equacoes variacionais é formado por 4 equagoes diferenciais lineares
com coeficientes dependentes do tempo. Se a solucao z(t) for periddica com periodo
T, entao as derivadas parciais serao T-periddicas e, portanto, o sistema é linear com
coeficientes periddicos.

Segue do teorema de existéncia e unicidade que o sistema de equacgoes variacionais
f(t) = J&(t) tem uma matriz fundamental de solugdoes, denotada por A(t) e definida
por

Alt)=JA(t) VteR . (1.32)
A matriz fundamental de solucoes, A(t), no PCR3C planar é uma matriz 4 x 4 cujas
colunas sao solucoes linearmente independentes correspondentes a condigao inicial
A(0) = I, (matriz identidade 4 x 4). Aplicada no periodo T, A(T), ela recebe o
nome de matriz de monodromia.

Vale aqui uma defini¢do (dada em [15]):

Definicdo 1. Seja A wma matriz quadrada de ordem n. Se AT = A\ com T # 0 e
A € R, entao A € um autovalor de A e U um autovetor de A associado a .

Temos em [4] trés resultados importantes para esse trabalho:

Resultado 1. O sistema de equagoes variacionais tem solugcao T-periodica se, e
somente se, a matriz de monodromia, A(T), tem um autovalor unitdrio.

Resultado 2. A existéncia de uma integral de movimento nao estaciondria no sis-
tema dinamico implica que a matriz de monodromia, A(T), tem um autovalor uni-
tario.
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Resultado 3. O sistema de equagoes variacionais tem uma solug¢do especial, com
condi¢ao inicial £(0), tal que
Et+T) = X(¢t) (1.33)

se, e somente se, a matriz de monodromia, A(T), tem autovalor A com autovetor
€(0) associado a ele.

As demonstragoes dos trés resultados citados acima sao feitas em [4]. Segue desse
ultimo resultado que para todo autovalor A da matriz de monodromia, existe solugao
da forma

&) = f() NT (1.34)

onde f(t) é T-periddica e cuja condicao inicial é o autovetor f(0) com autovalor A
associado.

Retomando, temos uma solugao periddica x;(t) e uma solucao perturbada x}(t) =
x;(t) + &(t) onde &(t) é solugao do sistema de equagdes variacionais. Segue dai que
&i(t) é expresso por £(t) = A(t) £(0) e, em t =T, temos

§(T) = A(T) £(0) . (1.35)

Logo, segue por indugao que &(nT) = [A(¢)]™ £(0). Esse é um mapa do desvio
inicial £(0) para diversos intervalos de tempo nT’, entdo, note que o desvio &(nT)
da 6rbita depende de A(T') e quanto mais a dérbita se afastar da solu¢do periddica
(isto é, quanto maior o desvio), menos estavel ela é. Isto é, a estabilidade das OPs
dependem de A(T).

Ainda segundo [4], os autovalores de A(7") sao também necessariamente pares
reais reciprocos ou complexos conjugados por estarmos trabalhando com um sistema
Hamiltoniano, assim a matriz de monodromia associada ao sistema de equacoes
variacionais, que possui solucao periddica, tem um par de autovalores unitarios;
vamos dizer A\; = 1 = Aq.

O que vai determinar se as orbitas sao estaveis ou nao serao os dois autovalores
nao unitarios da matriz de monodromia (no caso planar, a matriz de monodromia
possui quatro autovalores).

Quando representamos os autovalores A3, A\, no plano complexo, as 6rbitas asso-
ciadas a eles serdo estaveis se eles estiverem no circulo unitario (isto é, quando eles
tem modulo igual a 1) e instaveis se estiverem dentro ou fora do circulo unitario.
Ainda, se A3, A4 estiverem nos pontos (%1, 0), entao os autovalores estarao em pon-
tos criticos onde bifurcagoes (trocas de estabilidade horizontal) podem acontecer.
Por outro lado, se A3, A\, forem nimeros reais diferentes de 41, as 6rbitas associadas
a eles serao instaveis. Veja na Figura 1.6 um esquema indicando a relagao descrita.

25



(a) (b)

Figura 1.6: Quando A3, A4 s@o valores reais diferentes de 1 - como em (a), as érbitas
sao instaveis e quando A3, A4 sd@o complexos com médulo igual a 1 - como em (c), as
orbitas sao estaveis. Quando A3, Ay = £1, os autovalores estao em pontos criticos
onde trocas de estabilidade horizontal podem acontecer - como em (b). [Fonte:
Imagem construida pela autora e baseada em [4]]

Na pratica, para classificar as OPSs retrogradas encontradas quanto a estabili-
dade, vamos utilizar os indices de estabilidade apresentados em [4].

Para estabilidade horizontal, temos um parametro K2D que depende dos auto-
valores da matriz de monodromia e é denominado indice de estabilidade horizontal.
Ele ¢é definido por

K2D =1tr(A(T)) —2 . (1.36)

Quando —2 < K2D < 2, a drbita é considerada horizontalmente estéavel e quando
K2D > 2 ou K2D < —2, a 6rbita ¢é considerada horizontalmente instavel. Perceba,
entao, que temos os pontos de troca de estabilidade horizontal em K2D = £2.

Bifurcagoes com multiplicacao de periodo

Esse indice, K2D, também indica pontos de bifurcacao onde uma nova familia
surge com periodo M -T, com M € N, a partir de uma familia com periodo 7". Cha-
mamos essas bifurcacoes de bifurcacoes com multiplicacdo de periodo e dizemos que
as familias originadas por elas tem multiplicidade M. Segundo [11], quanto maior a
multiplicidade de uma OP, mais loops ela terd e mais complexa sera sua morfologia.
Orbitas retrégradas ressonantes com esse tipo de bifurcacéo foram descritas em [16].

Segundo [4], quando K2D = —2, por exemplo, ocorrem bifurcagoes com dupli-
cacao de periodo. Isto é, a partir de uma orbitas de uma familia com periodo T
surge uma nova familia com periodo 27" (multiplicidade M = 2). Apresentamos
no Apéndice B uma discussao de quando bifurcacoes com multiplicacao de periodo
ocorrem com base em [4].

Nesse trabalho, iremos investigar a existéncia dessas bifurcagoes a partir dos
valores de periodo nas familias encontradas cujas origens estao claramente em outras
familias nos diagramas caracteristicos.

Mais especificamente, como utilizamos a contagem do nimero de vezes que a
condicao © = 0 com g - 7o > 0 é satisfeita por periodo para determinar a ordem de
ressonancia das OPSs encontradas, quando analisamos orbitas com multiplicidade
maior que 1 (isto é, érbitas originadas a partir de bifurcagbes com multiplicacao de
periodo) o valor de k calculado sofre uma multiplicagdo na mesma propor¢ao que o
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periodo. Assim identificamos possiveis bifurcagdes com multiplicacao de periodo nos
diagramas caracteristicos gerados como resultados e confirmamos essas bifurcagoes
a partir dos valores de periodo nessas familias.

Estabilidade vertical

Voltando na questao da estabilidade, a discussao acima levava em consideracao
a questao da estabilidade horizontal das 6rbitas. Seguindo [17], podemos ainda
discutir a questao da estabilidade vertical das mesmas, isto é, a estabilidade da
orbita fora do plano.

Quando as posicoes e velocidades do terceiro corpo C'5 sao dadas no mesmo plano
que contém o primario e o secundério, é esperado que C3 permaneca nesse plano
sempre. Porém, é interessante analisar a estabilidade vertical dessas dérbitas para
entender as perturbacoes contra sua natureza planar que estao agindo nelas.

Para isso, temos no caso do PR3C tridimensional as equagoes de movimento
(1.19) para o terceiro corpo, C3, que podem ser reescritas de forma compacta por
t; = fi(xy, 29, 3,24, T5,76) para i = 1,2,3,4,5,6. Perceba que x; = x, 1o = ¥,
T3 =2, T4 =T, T5 =7 € xg = 2; analogo para os valores de ;.

Associado a esse caso temos o sistema de equagOes variacionais dado por

61’1 afz axk .
(d:CO ) = Zk 1 Bay Do, PATA i,j=1,2,3,4,5,6. Nesse sistema, os elementos

dzz . dx3 . Oz . Oze
8%03 ’ 8$06 ’ 33603 ’ 81‘06

sao os que indicam a estabilidade vertical das drbitas e sao chamados parametros de
estabilidade vertical.

A equacao que determina a evolugao da matriz fundamental de solugoes no tempo
(1.32) associada ao sistema de equagoes variacionais para esse caso é dada por

A= (. o) A0 (1.37)

com U,, sendo a derivada parcial dupla de U = U(z,y, z) = "72(902 +y?) + By
logo

U, =—# 32%m _ p2 y 32%uo
zz — 3 5 3 5.
1 1 T2 T2

Os célculos para obte-la estao descritos no Apéndice A.

A matriz de monodromia nesse caso, A,(T), serd da forma 2x2, terd dois auto-
valores e o valor de seu trago ird definir a estabilidade fora do plano das érbitas 2D.
Isto é, trabalhamos com o indice de estabilidade vertical

K3D = tr(AL(T)) . (1.38)

, . . oxs Ozg_
Esse indice equivale a K3D = Do, + Bao, -

Ainda segundo [17], existem alguns valores criticos de K3D que podem levar a
bifurcagoes verticais (isto é, bifurcagoes em familias de érbitas 3D):
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e Quando K3D = 2, a familia plana de drbitas periddicas bifurca em uma familia
tridimensional de drbitas peridédicas mantendo a multiplicidade (isto é, mesmo
periodo).

e Quando K3D = —2, a familia plana de orbitas periédicas bifurca em uma
familia tridimensional de érbitas periddicas dobrando a multiplicidade (isto é,
duplicagao do periodo).

e E, no geral, quando —2 < K3D < 2 e K3D/2 = cos(2rm/n), m < n inteiros,
a familia plana de orbitas periddicas com multiplicidade M pode bifurcar em
uma familia tridimensional de 6rbitas periddicas com multiplicidade nM.

Para esse trabalho, vamos considerar os pontos de bifurcagao que originam fa-
milias 3D nas familias de 6rbitas planas com K3D = +2.

Estabilidade em orbitas tridimensionais

Quando trabalhamos com érbitas tridimensionais e usamos as equagoes de movi-
mento (1.19) com as seis coordenadas (z,y, z, &, y, £), podemos ainda obter a matriz
de monodromia completa do sistema com tamanho 6 x 6, Asp(7T'). Ela terd trés
pares de autovalores em vez de dois (sendo um par de autovalores unitérios) e a
classificacao de estabilidade a partir dos médulos dos autovalores apresentada acima
é analoga, isto é, a estabilidade das dérbitas 3D ira depender dos quatro autovalores
nao unitérios da matriz Asp(7") e as érbitas serdo estaveis quando esses autovalores
forem nimeros complexos com médulo igual a um.

1.2 Trabalhos na area

E importante deixar claro que todo o exposto acima nesse capitulo vem do tra-
balho dos pesquisadores citados ao longo do texto, nenhum desses resultados ou
conclusdes foi feito pela autora (com excegao de algumas rapidas demonstragoes
pontuais).

Trabalhos como [18], [19] e [20] mostraram que em sistemas estelares bindrios,
planetas em movimento retrégrado sao mais estaveis que planetas em movimento
prégrado.

Vérios trabalhos abordam sistemas em configuragoes retrogradas. Por exemplo,
em [14] os autores estudam familias coorbitais retrégradas no PCR3C para Sol e Ji-
piter como primadrio e secundério, em [21] estudam familias para outras ressonancias
retrogradas assumindo esses mesmos corpos porém no PR3C circular e no eliptico,
em [22] os autores fazem um estudo andlogo a esse ultimo porém assumindo Netuno
como secundério e em [23] é estudado o caso PR3C tridimensional para Sol e Jupiter
como primario e secundario.

Além disso, o PR3C é abordado também de outras maneiras, como em [16] onde
os autores buscam por Orbitas retrégradas a partir de Superficies de Poincaré (SoS)
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e como em [24] onde os autores analisam mapas de estabilidade para certas resso-
nancias retrogradas. Essas diferentes abordagens complementam nossos estudos.

1.3 Organizacao desse trabalho

Nessa pesquisa, obtivemos numericamente 6rbitas periédicas simétricas (OPSs)
retrogradas no problema circular restrito de 3 corpos (PCR3C) quando analisamos
o movimento do terceiro corpo (com massa desprezivel) e analisamos caracteristi-
cas dessas OPSs tais como estabilidade e ressonancia. Em particular, o caso da
ressonancia retréograda 1/1 (coorbital) foi estudado com atengao especial.

Estudamos 9 sistemas diferentes dentro do PCR3C, cada um com seu valor de
razao de massa. Assim, conseguimos também observar como o aumento da razao de
massa influencia nas caracteristicas das OPSs encontradas e na existéncia de familias
ressonantes.

No Capitulo 1 desse trabalho, fizemos uma discussao tedrica dos conceitos neces-
sarios para realizacao dessa pesquisa, indicamos os objetivos da mesma e como esse
trabalho esta organizado. No Capitulo 2, indicamos como a busca por OPSs foi feita
e a metodologia utilizada. No Capitulo 3, exibiremos e discutiremos os resultados
obtidos nessa pesquisa. Por fim, concluimos o trabalho no Capitulo 4 retomando os
pontos principais discutidos ao longo do texto.
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Capitulo 2

Metodologia

Esse trabalho tem por objetivo encontrar numericamente OPSs retrogradas
quando analisamos o movimento do corpo de massa desprezivel no PCR3C. Para
isso, desenvolvemos e utilizamos alguns algoritmos computacionais conforme vamos
explicar a seguir.

De forma geral, a busca por OPSs retrogradas bidimensionais foi feita a par-
tir de dois métodos: método Grid-Search (método explicado em [25]) e método da
continuagdo diferencial (utilizado em [14]).

Além disso, escolhemos condigoes inicias (g, Yo, Zo,Yo) que respeitem tanto a
condicao de simetria (1.30) quanto a condi¢ao para que a Orbita seja retrograda no
referencial sinédico (1.29), isto é,

Y=0=29p e 2o-9 <0 .

Inicialmente usamos o método Grid-Search para varrer uma grade de condigoes
iniciais composta por valores de zy e constante de Jacobi C';. Neste método, o
algoritmo escrito pela autora em linguagem Julia leva as condigoes iniciais dadas x,
Cy, yo = 0, &9 = 0 e calcula o valor de gy de acordo com a equagao (1.24) para o
caso planar Cy = n?(z® +y?) + 2(4* + £2) — i? —y* =

Uo = j:\/xo—i—yo +2(& + “2)—3:0 CJ—i\/xo—l—Z“l B2)-Cy

de forma a garantir que zq - 99 < 0. Com o conjunto de condicoes iniciais completo, o
algotimo integra numericamente as equagoes de movimento (1.26) usando integrador
Radau ([26]) para descobrir a partir da condigao apresentada na Eq. (1.30) se este
conjunto de condigoes iniciais resulta em uma érbita periédica simétrica ou nao. Esse
procedimento é repetido para todos os pares de condigdes iniciais (xg, C';) dados na
grade inicial.

Caso o algoritmo nao encontre OPSs retrégradas a partir das condigoes iniciais
dadas, ele ainda pode identificar se duas solugoes z;,zo geradas por dois valores
diferentes de xy (7o, € p,) para o mesmo valor de C; tém em algum momento
y1 =0 =19 ex-19 < 0. Quando isso acontece, significa que entre esses valores de x,
existe um terceiro que resultard em uma OP simétrica para este C';, pois por questoes
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de continuidade g precisa ser zero em algum ponto entre ter um valor positivo e um
valor negativo. Assim, o algoritmo calcula a média entre esses dois valores de x,
encontra 7 a partir das demais condicoes iniciais definidas para esta parte da busca
e testa novamente se encontrou uma OP simétrica baseado na condicao apresentada
na Eq. (1.30). Esse trecho do algoritmo é baseado no método da bissecgdo e serd
repetido quantas vezes for necessario para encontrar a OPS retréograda entre as
solucoes 1, Z2. Um esquema ilustrando essa passagem ¢é feito na Figura 2.1.

(a)

\ (b)
cl. cl. \/ ‘\l clL clL cl

Cl Cl
i<0 >0 A >0
C.l C.l C.l. ; ; .E (
#<0 <0 <0 <0

>0 i>0
Figura 2.1: Caso o algoritmo nao encontre SPOs retrégradas a partir das condigoes
iniciais (C.I.s) dadas na grade inicial, o seguinte procedimento é feito: olharemos para
as orbitas geradas a partir de condicoes iniciais com mesmo valor de C; de duas
a duas. Caso elas cruzem o eixo x em outro ponto que ndo o inicial, comparamos
o sinal de & messes pontos; como em (a). Se os sinais forem opostos, fazemos
uma média entre 0s xy que geraram essas duas orbitas e integramos para gerar
uma nova orbita; como em (b). Caso ela ainda ndao cruze o eixo x em um ponto
onde & = 0 - como em (c), identificamos em qual dos intervalos & troca de sinal
e geramos uma nova orbita nesse intervalo a partir do valor de xg médio; como
em (d). Esse processo € repetido até encontrarmos uma OPS retrégrada. [Fonte:
Imagem construida pela autoral

Portanto, observe que o algoritmo pode testar todas as condicoes dadas na grade
inicial e até mesmo valores de xy dentre os fornecidos inicialmente, tornando nossa
busca dinamica e assertiva.

Apos esta etapa, obtemos diagramas caracteristicos de C'; X xq com os resultados
da pesquisa fornecidos pelo método Grid-Search. Porém, devido ao longo tempo de
execugao do programa, os autores optaram por utilizar uma grade com intervalos
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nao tao pequenos entre seus valores. Porém, como a grade nao ¢ tao detalhada,
acabamos nao obtendo as familias completas de OPSs, apenas pedacos delas e é ai
que passamos também a utilizar o método de correcao diferencial.

A partir dos resultados obtidos pelo método Grid-Search, sabemos exatamente
qual conjunto de condigoes iniciais leva a OPSs para cada familia presente nos dia-
gramas caracteristicos. Entao, selecionamos a familia que estamos interessados em
encontrar, pegamos algumas das condigoes iniciais que levaram a ela e colocamos
esses valores no algoritmo escrito pela orientadora da autora em linguagem Fortran
usando o método de correcao diferencial. Este algoritmo integra as equacgoes de
movimento (1.26) usando o integrador Bulirsch-Stoer ([27]) para a condigao inicial
dada. Com base em correcao diferencial, o algoritmo varia xy ou g para encon-
trar outra OPS da mesma familia na vizinhanga de uma OPS ja encontrada. Dessa
forma, conseguimos encontrar a familia completa.

1) Montamos uma 2) A partir do método - < : 3) Escolhemos quais familias
grade de condigdes | | Grid-Search I = querelmos eélci)mfrar
iniciais. "l obtemos diagramas ;: . completas. Selecionamos um

Lo caracteristicos : / il Ps
contendo trechosde * ' e e —
Cs diversas familias de OPSs retrégradas. ou dois pontos

5) A partir do correspondentes a OPSs
pertencentes a elas e

6) Plotamos as familias completas em passo 4, obtemos ‘
. e . . - . encontramos as linhas do
diagramas caracteristicos (as diferentes as familias desejadas, . p
arquivo de saida (gerado pelo

cores indicam os valores de ordem de uma a uma.

~ . o 1. algoritmo usado no
ressonincia e a estabilidade das érbitas). g

a5 4) Usamos essas condic¢oes | passo 2) (}ue contém
R R informacdes sobre
25 / iniciais como valores as condigdes iniciais
oy (L de entrada no algoritmo que geraram essas
o s\ que utiliza o método OPSs.
‘b—\D@ Ao s o T de correcéo diferencial.

Figura 2.2: Fluxograma ilustrando a metodologia dessa pesquisa. [Fonte: Imagem
construida pela autora]

Metodologia para o caso do PCR3C tridimensional

No caso das OPSs tridimensionais, o processo para encontra-las foi o seguinte:
Encontramos os pontos nas familias de OPSs 2D onde K3D = +2 (isto é, pontos
onde ocorrem bifurcagoes em familias de 6rbitas 3D) e utilizamos eles como condi¢ao
inicial em um algoritmo escrito pela orientadora da autora em linguagem Fortran
usando o método de corregao diferencial e as equagoes de movimento (1.19) para o
PCR3C tridimensional.

Para essas orbitas 3D, a analise de estabilidade foi feita baseada nos mddulos
dos seis autovalores da matriz de monodromia do sistema. Para que a érbita seja
considerada estével, é preciso que |\;| = 1 para todos os i = 1,2,3,4,5,6.
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Capitulo 3

Resultados

Nessa secao, vamos apresentar e discutir as caracteristicas das familias de OPSs
retrogradas encontradas em 9 sistemas diferentes no contexto do PCR3C, variando
o valor da razao de massa no conjunto

o € {5.15463 x 1075 ; 0.001 ; 0.0121506683 ; 0.04 ;
0.1; 0.1056338028 ; 0.3; 0.4; 0.5}.

Em um sistema com primario de massa m; e secundario de massa ms, a razao de
massa ¢ calculada por ps = %; assim como indicado no Capitulo 1.

Veja, entao, que estamos explorando quatro sistemas binarios especificos, sao
eles: Sol-Netuno (cuja razao de massa é uy = 5.15463 x 107°), Sol-Jupiter (cuja
razdo de massa aproximada é ps = 0.001), Terra-Lua (cuja razao de massa é po =
0.0121506683) e Plutao-Caronte (cuja razao de massa é puy = 0.1056338028); além
de outros cinco sistemas bindrios genéricos com certo valor de razao de massa (s =
0.04;0.1;0.3;0.4; 0.5).

Ainda, vamos analisar como essas familias se comportam conforme aumentamos
o valor da razao de massa, em especial as familias coorbitais retrogradas (ressonancia
1/-1). No geral, os sistemas no PCR3C possuem trés familias de OPSs retrégradas
coorbitais: uma que bifurca da familia retrégrada circular externa, outra que bi-
furca da familia retrégrada circular interna (essas duas sdo denominadas coorbitais
retrégradas modo 23 em trabalhos como [14]) e uma terceira que chamamos de
coorbital excéntrica e existe para valores de excentricidade um pouco mais altos (de-
nominada coorbital retrdgrada modo 1 em trabalhos como [14]). Veja na Figura 3.1
um esquema * de onde cada uma dessas familias aparece, no geral, nos diagramas
caracteristicos C; X xg.

4Para construir esse esquema, usamos o diagrama caracteristico C; Xz, encontrado ao analisar
o sistema com razao de massa pue = 0.1, o qual serd melhor discutido na subsecao 3.5.1.
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Familia retrégrada
coorbital excéntrica

Io 4
Familia retrégrada
circular interna
2 —
’I,
o ) or :
Familia retrégrada ' e
circular externa -1 \ ~ 1
27 /
53 2 T\ A 1 2 3

Familias retrégradas ressonantes (coorbitais) que bifurcam das circulares

Figura 3.1: Esquema ilustrando onde as familias coorbitais retrégradas aparecem,
no geral, nos diagramas caracteristicos C'; Xz que veremos a seguir nesse capitulo.

As OPSs retrogradas nessas familias também mantém uma morfologia seme-
lhante independente do sistema em que estamos analisando. Nas Figuras 3.2, 3.3 e
3.4 apresentaremos um exemplo de OPS retrograda no referencial sinddico em cada
uma das duas familias circulares e trés familias coorbitais.

15 1.5
1 1
05F 1 05-
y o Yy o
0.5F 1 -0.5¢
1 1
135 Kl 05 0 05 1 15 135 K 05 0 05 1 15
X X

Figura 3.2: Exemplo (no referencial sinédico) de OPSs retrégradas da familia cir-
cular externa (& esquerda) e da ressonante coorbital que bifurca dela (a direita);
encontradas ao estudar o sistema com razao de massa ps = 0.1. A esquerda: OPS
com xg = —1.1665, 79 = 2.1453 e Cy = —1.4572. A direita: OPS com ro = —1.1921,
Jo = 2.0775 e Cy = —1.1509. Primério em (0; —0.1) e secundério em (0;0.9) repre-
sentados por pontos pretos nas figuras.
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Figura 3.3: Exemplo (no referencial sinddico) de OPSs retrogradas da familia cir-
cular interna (a esquerda) e da ressonante coorbital que bifurca dela (a direita);
encontradas ao estudar o sistema com razao de massa py = 0.1. A esquerda: OPS
com zg = —0.33625, o = 2.1873 ¢ C; = 3.1095. A direita: OPS com z = —1.3571,
Yo = 1.9040 e C; = —0.26299. Primério em (0; —0.1) e secunddrio em (0;0.9) repre-
sentados por pontos pretos nas figuras.

Figura 3.4: Exemplo (no referencial sinddico) de OPS retrégrada da familia coorbital
excéntrica; encontrada ao estudar o sistema com razao de massa s = 0.1. OPS com
xo = 2.0633, g9 = —2.1888 e C'; = 0.47008. Primério em (0; —0.1) e secundério em
(0;0.9) representados por pontos pretos na figura.

Por outro lado, encontramos nos 9 sistemas estudados algumas familias que sao
retrégradas no referencial sindédico, mas sao prégradas no referencial inercial. Op-
tamos por nao analisar em detalhes as que sao progradas no referencial inercial e,
por isso, elas nao aparecem nos diagramas caracteristicos presentes nas figuras desse
capitulo. Porém, vamos apresenta-las em diagramas no Apéndice C.
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NOTA: Todas as figuras desse capitulo foram construidas pela autora.

3.1 As familias no sistema Sol-Netuno (uo = 5.15463 x
107°)

Assumindo Sol (M; = 1.98911 x 10*° kg)® como primdrio e Netuno (M, =
1.0243 x 10?® kg)® como secundério, temos como razao de massa 5 = 5.15463 x 1075.

A partir de duas grades iniciais: C; € [—2;2] com zy € [0;4] e C; € [-2;0] com
xo € [—3;0], conseguimos encontrar trechos de varias familias de OPSs retrégradas,
cujas ordem de ressonancia variam de 1 a 11, utilizando o método GridSearch. Na
Figura 3.5, temos um diagrama C; X xg com os resultados dessa busca, nele a ordem
de ressonancia das familias e suas estabilidades horizontais estao sendo indicados por
meio de diferentes cores.

@ 0PSs hor. estaveis com k=1 OPSs hor. estaveis com k=5
OPSs hor. instaveis com k=1 OPSs hor. instaveis com k=5 @ 0PSs hor. estaveis com k=9
@ O0PSs hor. estaveis com k=2 @ OPSs hor. estaveis com k=6 @ OPSs hor. instaveis com k=9
OPSs hor. instaveis com k=2 OPSs hor. instaveis com k=6 @ 0PSs hor. estaveis com k=10
@ OPSs hor. estveis com k=3 @ OPSs hor. estaveis com k=7 OPSs hor. instdveis com k=10
OPSs hor. instéveis com k=3 OPSs hor. instédveis com k=7 @ OPSs hor. estaveis com k=11
@ 0PSs hor. estaveis com k=4 @ OPSs hor. estaveis com k=8 @ OPSs hor. instaveis com k=11
OPSs hor. instaveis com k=4 OPSs hor. instaveis com k=8
4 ———
3,
2
’I,
Zo
0,
p 1i 2_1,“
/M. * — :
2=l — T
T e, —
2 ~ \\N‘- --~--.'—:..~.:-:.::::—.—~_~_~_—::_._..
. \_§~“~‘W""- . -
3 e
-2 15 -1 05 0 0.5 1 15
Cy

Figura 3.5: Diagrama C;Xx, obtido inicialmente das familias no sistema Sol-
Netuno. A abreviacao ‘hor.’ significa "horizontalmente’.

Na Figura 3.5 temos apenas as familias de OPSs retrégradas em ambos os re-
ferenciais sinddico e inercial. As familias denotadas por 14, 1ii, 2i, 2i1 e 2iii serao

®Dado em [6].
SDado em [6].
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melhor exploradas ao longo dessa secao e referenciadas com essa nomenclatura.

Para esse sistema especificamente, decidimos explorar também os pontos das
familias circulares e coorbitais retrogradas encontradas onde K3D = +2, isto é,
onde ocorrem bifurcagoes em familias de orbitas tridimensionais. Tais familias sao
exibidas no Apéndice D.

Vale comentar que esse sistema ja foi estudado em trabalhos como [22] e [23].
Além disso, fizemos o artigo [28] sobre as familias circulares e coorbitais retrégradas
2D no sistema Sol-Netuno, suas bifurcagoes em familias 3D e o processo de captura
de corpos em movimento retrégrado por esse sistema.

3.1.1 Familias retrogradas coorbitais e circulares

Duas familias ressonantes retrégradas bifurcam da circular externa retrograda
em C; =~ —1.0092. Chamaremos de familia I a familia ressonante que bifurca da
familia circular inicialmente horizontalmente estavel e de familia II a que bifurca
inicialmente horizontalmente instavel. A familia I termina em colisao com Netuno
(secundario) préoximo a C; &~ —0.67615 com xo ~ —0.43026, j4 a familia /I termina
colidindo também com Netuno (secundério) perto de C; ~ —0.99846 com z, =
—0.95032.

A familia ressonante I é horizontalmente estével no intervalo C; < —0.93471 e
é verticalmente estavel no intervalo C; < —0.90243. Ja a familia ressonante II é
inteira horizontalmente instavel e é verticalmente estavel no intervalo —1.0092 <
C; < —1.0008. Os pontos de troca de estabilidade horizontal e vertical dessas
familia estao descritos na Tabela E.1 disponivel no Apéndice E e na Figura 3.6 temos
um diagrama caracteristico indicando os trechos de estabilidade e de instabilidade
horizontal.

Duas familias ressonantes retrégradas bifurcam da circular interna retrégrada
em C; =~ —0.99051. Chamaremos de familia II] a familia ressonante que bifurca da
familia circular e existe para mais valores de C'; e de familia I'V a outra. Enquanto
a familia II] termina por colisao com o Sol (primario) perto de C'; =~ 0.80039 com
xo ~ —1.9950, a familia IV termina por colisdo com Netuno (secundério) perto de
Cj;~ —0.99639 com xy ~ —1.0498.

A familia ressonante 1] é horizontalmente e verticalmente estavel durante toda
sua existéncia. Ja a familia ressonante IV ¢é horizontalmente estavel no intervalo
—0.99733 < 5 < —0.99051 onde —1.0287 < x5 < —1.0008 ¢ ¢ inteira verticalmente
instavel. Os pontos de troca de estabilidade horizontal e vertical dessas familias estao
descritos na Tabela E.2 disponivel no Apéndice E e na Figura 3.6 temos um diagrama
caracteristico indicando os trechos de estabilidade e de instabilidade horizontal.

A familia coorbital excéntrica retrégrada, por sua vez, existe para valores de
excentricidade e > 0.037233. Ela é limitada por colisdo com o Sol (primdrio) préximo
a Cy ~ 0.80023 (onde z ~ 1.9951) e por colisdo com Netuno (secundario) préximo
a Cy ~ —1.2560 (onde zy ~ 1.3115).

Esta familia é horizontalmente estavel para C'; > —1.1351 e verticalmente estavel
para C; > —1.0122. Os pontos de troca de estabilidade horizontal e vertical dessa
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familia estao descritos na Tabela E.3 disponivel no Apéndice E e na Figura 3.6 temos
um diagrama caracteristico indicando os trechos de estabilidade e de instabilidade
horizontal.

1.6' 2 / 1

0.8
Lo or

| 2
-0.8 2 —
v 2) 1
-1 .6‘ 1
1.5 1 0.5 0 0.5 1

Figura 3.6: Diagrama caracteristico C'; X xg no sistema Sol - Netuno da familia
retrégrada coorbital excéntrica (verde escuro para OPSs horizontalmente estéveis
e verde claro para horizontalmente instéveis) e das familias retrogradas circulares
(violeta para OPSs horizontalmente estéveis e lilds para horizontalmente instaveis)
e das coorbitais retrégradas (verde escuro para OPSs horizontalmente estdveis e
verde claro para horizontalmente instéveis) que bifurcam delas. Os simbolos 1 e
2 na figura indicam os extremos onde as familias terminam em colisao com o Sol
(primdrio) ou com Netuno (secundério), respectivamente.

Figura 3.7: Zoom no diagrama caracteristico da Figura 3.6.
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3.1.2 Familias horizontal e verticalmente estaveis

Veja na Figura 3.8 as familias de OPSs que sao horizontal e verticalmente estaveis
nesse sistema.

@ OPSs vertical e horizontalmente estaveis com k=1

@ O0PSs vertical e horizontalmente estaveis com k=2

2.1f
1-4_ /’7
0.7¢
Lo Or
-0.77 e
e
'1 -4_ \
2.1 . . . | -
-1.2 -0.8 -04 0 0.4 0.8

Figura 3.8: Diagrama caracteristico C'; X zy dos trechos horizontal e verticalmente
estaveis das familias circulares (k = 1) e familias coorbitais (k = 2) no sistema Sol
- Netuno analisadas em detalhes nesse trabalho.

3.2 As familias no sistema Sol-Jupiter (u, = 0.001)

Assumindo Sol (M; = 1.98911 x 10% kg)” como primério e Jupiter (My =
1.8986 x 10?7 kg)® como secunddrio, decidimos utilizar a aproximagao s = 0.001
para analisar as familias de OPSs retrégradas nesse sistema.

A partir de duas grades iniciais: C; € [—3;4] com zy € [0;3] e C; € [—2;4] com
xo € [—3;0], conseguimos encontrar trechos de varias familias de OPSs retrégradas,
cujas ordem de ressonancia variam de 1 a 11, utilizando o método GridSearch. Na
Figura 3.9, temos um diagrama C; X xg com os resultados dessa busca, nele a ordem
de ressonancia das familias e suas estabilidades horizontais estao sendo indicados por
meio de diferentes cores.

Na Figura 3.9 temos apenas as familias de OPSs retrégradas em ambos os re-
ferenciais sinddico e inercial. As familias denotadas por 14, 1, 2i, 2ii e 2iii serao
melhor exploradas ao longo dessa secao e referenciadas com essa nomenclatura.

"Dado em [6].
8Dado em [6].
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Nossa motivagao inicial para estudar esse sistema veio do fato de o mesmo ja
ter sido analisado em trabalhos como [29], [14] e [21]. Assim, conseguimos a partir
desse estudo validar nosso método de busca.

@ OPSs hor. estaveis com k=1 OPSs hor. estaveis com k=5
OPSs hor. instaveis com k=1 OPSs hor. instaveis com k=5 @ OPSs hor. estaveis com k=9
@ OPSs hor. estaveis com k=2 @ OPSs hor. estaveis com k=6 @ 0PSs hor. instaveis com k=9
OPSs hor. instaveis com k=2 OPSs hor. instaveis com k=6 @ OPSs hor. estaveis com k=10
@ 0PSs hor. estaveis com k=3 @ OPSs hor. estaveis com k=7 OPSs hor. instdveis com k=10
OPSs hor. instaveis com k=3 OPSs hor. instaveis com k=7 @ OPSs hor. estaveis com k=11
@ OPSs hor. estaveis com k=4 @ OPSs hor. estaveis com k=8 @ OPSs hor. instaveis com k=11
OPSs hor. instaveis com k=4 OPSs hor. instaveis com k=8

o o
1 o ——
p Ly “u g ~—
\\ 2ii e —
2i
2F e———
3t i
-3 -2 -1 0 1 2 3 4
Cy

Figura 3.9: Diagrama C;Xz, obtido inicialmente das familias no sistema Sol -
Jupiter. A abreviacao ‘hor.’ significa 'horizontalmente’.

3.2.1 Familias retrogradas coorbitais e circulares

Duas familias ressonantes retrégradas bifurcam da circular externa retrograda
em C; ~ —1.0387. Chamaremos de familia [ a familia ressonante que bifurca da
familia circular inicialmente horizontalmente estavel e de familia II a que bifurca
inicialmente horizontalmente instavel. A familia I termina em colisdo com Jupiter
(secunddrio) proximo a Cj ~ —0.41813 com zy ~ —1.7449, j4 a familia /I termina
em colisao também com Jupiter (secundério) perto de C; ~ —0.66616 onde xy =~
—0.42494.

A familia ressonante I é horizontalmente estavel no intervalo —1.0387 < C; <
—0.95527 onde —1.2837 < zo < —0.99655 e é verticalmente estdvel no intervalo
C; < —0.90790. J& a familia ressonante II é inteira horizontalmente instavel e é
verticalmente estavel no intervalo C'; < —1.0047. Os pontos de troca de estabili-
dade horizontal e vertical dessas familia estao descritos na Tabela E.4 disponivel no
Apéndice E e na Figura 3.10 temos um diagrama caracteristico indicando os trechos
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de estabilidade e de instabilidade horizontal.
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Figura 3.10: Diagrama caracteristico C'; X xy no sistema Sol - Juipiter da familia
retrégrada coorbital excéntrica (verde escuro para OPSs horizontalmente estéveis
e verde claro para horizontalmente instéveis) e das familias retrogradas circulares
(violeta para OPSs horizontalmente estéveis e lilds para horizontalmente instaveis)
e das coorbitais retrégradas (verde escuro para OPSs horizontalmente estdveis e
verde claro para horizontalmente instdveis) que bifurcam delas. Os simbolos 1 e
2 na figura indicam os extremos onde as familias terminam em colisao com o Sol

(primdrio) ou com Jupiter (secunddrio), respectivamente.
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Figura 3.11: Zoom no diagrama caracteristico da Figura 3.10.

Duas familias ressonantes retrogradas bifurcam da circular interna retrograda
em C; ~ —0.95625. Chamaremos de familia II] a familia ressonante que bifurca
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da familia circular com os valores maiores de xq e de familia IV a que bifurca com
os valores menores de xy. Enquanto a familia /I] termina por colisao com o Sol
(primério) perto de C; ~ 0.80400 com zy ~ —1.9953, a familia IV termina por
colisao com Jupiter (secundério) perto de C; &~ —0.73062 com xy ~ —1.5088.

A familia ressonante III é horizontalmente instavel no intervalo —0.86425 <
C; < —0.33487 onde —1.7378 < x5 < —1.3039 e é inteira verticalmente estavel. J&a
a familia ressonante IV é horizontalmente estavel no intervalo —0.97997 < C; <
—0.95625 onde —1.0737 < xyg < —1.0037 e é verticalmente estavel no pequeno
intervalo —0.95698 < C'; < —0.95625. Os pontos de troca de estabilidade horizontal
e vertical dessas familias estao descritos na Tabela E.5 disponivel no Apéndice E e na
Figura 3.10 temos um diagrama caracteristico indicando os trechos de estabilidade
e de instabilidade horizontal.

A familia coorbital excéntrica retrégrada, por sua vez, existe para valores de
excentricidade e > 0.096607. Ela ¢ limitada por colisdo com o Sol (priméario) préximo
a Cjy =~ 0.80116 (onde 2y ~ 1.9961) e por colisdo com Jupiter (secundério) préximo a
C; ~ —1.4157 (onde zg ~ 2.0605); existindo nos intervalos C; € [—1.4372;0.80116]
e xo € [1.1531;2.0605].

Esta familia possui um pequeno trecho de estabilidade horizontal em C; =~
—1.4372 com 1.8717 < x5 < 1.8742 e outro trecho de estabilidade horizontal
no intervalo C'; > —1.2256. Ainda, ela é verticalmente estavel para valores
—1.0507 < 'y < 0.80116 onde 1.1538 < x5 < 1.9961. Os pontos de troca de
estabilidade horizontal e vertical dessa familia estao descritos na Tabela E.6 dispo-
nivel no Apéndice E e na Figura 3.10 temos um diagrama caracteristico indicando
os trechos de estabilidade e de instabilidade horizontal.

3.2.2 Familias horizontal e verticalmente estaveis

Veja na Figura 3.12 as familias de OPSs que sao horizontal e verticalmente
estaveis nesse sistema.
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@ OPSs vertical e horizontalmente estéveis com k=1

@ OPSs vertical e horizontalmente estaveis com k=2
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Figura 3.12: Diagrama caracteristico C'; X x( dos trechos horizontal e verticalmente
estaveis das familias circulares (k = 1) e familias coorbitais (K = 2) no sistema Sol

- Jupiter analisadas em detalhes nesse trabalho.

3.3 As familias no sistema Terra-Lua (uo =
0.0121506683)

Assumindo Terra (M; = 5.9736 x 10** kg)? como primério e Lua (My = 7.349 x
10?% kg)!'% como secunddrio, temos como razao de massa py = 0.0121506683.

A partir de duas grades iniciais: C; € [—3;3] com zy € [0;3] e C; € [—2;2] com
xo € [—2;0], conseguimos encontrar trechos de varias familias de OPSs retrégradas,
cujas ordem de ressonancia variam de 1 a 12, utilizando o método GridSearch. Na
Figura 3.13, temos um diagrama C'; X xy com os resultados dessa busca, nele a ordem
de ressonancia das familias e suas estabilidades horizontais estao sendo indicados por
meio de diferentes cores.

Na Figura 3.13 temos apenas as familias de OPSs retrégradas em ambos os
referenciais sinédico e inercial. As familias denotadas por 14, 174, 2i, 2ii e 2iii serao
melhor exploradas ao longo dessa secao e referenciadas com essa nomenclatura.

9Dado em [6].
0Dado em [6].

43



@ 0PSs hor. estaveis com k=1 OPSs hor. estaveis com k=5 @ OPSs hor. estaveis com k=9
OPSs hor. instaveis com k=1 OPSs hor. instaveis com k=5 @ OPSs hor. instaveis com k=9
@ OPSs hor. estaveis com k=2 @ OPSs hor. estéaveis com k=6 @ OPSs hor. estaveis com k=10
OPSs hor. instaveis com k=2 OPSs hor. instaveis com k=6 OPSs hor. instaveis com k=10
@ OPSs hor. estaveis com k=3 @ OPSs hor. estaveis com k=7 @ OPSs hor. estaveis com k=11
OPSs hor. instaveis com k=3 OPSs hor. instaveis com k=7 @ OPSs hor. instaveis com k=11
@ OPSs hor. estaveis com k=4 @ OPSs hor. estaveis com k=8 @ OPSs hor. estaveis com k=12
OPSs hor. instaveis com k=4 OPSs hor. instaveis com k=8 OPSs hor. instaveis com k=12
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Figura 3.13: Diagrama C';Xx( obtido inicialmente das familias no sistema Terra -
Lua. A abreviacao ’hor.’ significa ’horizontalmente’.

3.3.1 Familias retrogradas coorbitais e circulares

Duas familias ressonantes retrogradas bifurcam da circular externa retrégrada
em Cj; ~ —1.1168. Chamaremos de familia I a familia ressonante que bifurca da
familia circular inicialmente horizontalmente estavel e de familia I a que bifurca
inicialmente horizontalmente instavel. Enquanto a familia / termina préximo a
Cjy ~ —0.51899 com zy ~ —1.7019, a familia II termina em colisao também com a
Lua (secunddrio) perto de C; ~ —0.44355 onde xo ~ —0.13352.

A familia ressonante I é horizontalmente estavel no intervalo —1.1168 < C; <
—1.0233 onde —1.2916 < z7 < —0.98725 e é verticalmente estavel no intervalo
C5 < —0.99180 onde xy > —1.3379. Ja a familia ressonante II é horizontalmente
estdvel no intervalo —0.41304 < C; < —0.41292 onde —0.17814 < x5 < —0.17508 e
é verticalmente estdavel nos intervalos C'; < —1.0161 onde z¢y < —0.84578. Os pontos
de troca de estabilidade horizontal e vertical dessas familia estao descritos na Tabela
E.7 disponivel no Apéndice E e na Figura 3.14 temos um diagrama caracteristico
indicando os trechos de estabilidade e de instabilidade horizontal.

Duas familias ressonantes retrogradas bifurcam da circular interna retr