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Resumo

O Teorema de Poincaré-Bendixson é um resultado muito importante no estudo
de Sistemas Dinamicos, pois ele estabelece para quais tipos de conjunto limite as
trajetérias de um campo de vetores em IR? deve convergir. Neste trabalho vamos
abordar a Funcao do Primeiro Retorno de Poincaré, além de discutir a estabilidade
de Ciclos Limites e provar o Teorema de Poincaré-Bendixson.

Palavras Chave: Sistemas de equagoes diferenciais ordinarias, campos de vetores,
retratos de fase, conjunto limite, Teorema de Poincaré-Bendixson.

Introducao

Muitas vezes, ao nos depararmos com uma equacao diferencial, nao estamos inte-
ressados em sua solucao numérica e sim em descobrir o comportamento do sistema
a longo prazo. Com esta finalidade, temos que investigar o conjunto limite das tra-
jetorias quando o tempo vai para infinito. O Teorema de Poincaré-Bendixson para
campos vetoriais planares aqui exposto responde esta pergunta.

1 A Teoria de Poincaré-Bendixson em IR?

Vamos introduzir algumas definicoes fundamentais para o entendimento da teoria
que serd discutida ao longo deste trabalho. Todas elas podem ser encontradas em

1.

Definigao 1.1 Seja E um subconjunto aberto de R™ e f € CY(E). Para xo € E,
seja ¢(t,xo) a solugao do PVI

{xfo) _ fé”’”) (1.0.1)

definida no intervalo mazimal I(xg) = (o, B). Nessas condigoes, para todo t € I(xg),
a fungio ¢ : E — E, definida por ¢i(xo) = ¢(t,xzo) € chamada de fluxo da
equacao diferencial ou fluxro do campo de vetores.
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Considerando que o ponto x( estd fixo, a fungao ¢.(zp) : I — E define a curva
das solucoes ou a trajetéria do sistema de fluxo da equacao diferencial passando pelo
ponto zg € E. A trajetéria pode ser vista como a curva ao longo do movimento 7
sobre o ponto zg no subconjunto £ C IR", conforme a Figura 1.

Figura 1: Trajetéria

Se pensarmos no ponto xg variando sobre K C F, o fluxo ¢, : K — E podera

ser visto como o movimento de todos os pontos no conjunto K, conforme a Figura
2.

Figura 2: Movimento de todos os pontos do conjunto K

Agora, considere o sistema auténomo

@ = f(z), (1.0.2)

onde f € CY(E) e E C IR™ é um aberto. Para x € E, a funcdo ¢(.,z) : R — E
define a trajetoria ou 6rbita de (1.0.2) que passa pelo ponto x. Podemos pensar
na trajetoria ¢(.,x) que passa pelo ponto xy € E como a curva do movimento ao
longo do tempo t. Assim, temos que I';, = {x € E/x = ¢(t,x0),t € R} é a
trajetoria de (1.0.2) que passa pelo ponto xg em ¢ = 0. Denotaremos a trajetoria
simplesmente por I', que serd um subconjunto do espaco de fase IR". Na Figura 3,
as setas indicam o movimento da trajetéria a medida que o tempo passa.
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Figura 3: A trajetéria I' de (1.0.2) que tende ao w-limite

Definicao 1.2 A trajetéria positiva de (1.0.2) que passa pelo ponto o € E €
dada por T ={x € E/x = ¢(t,z0),t > 0}. Analogamente, a trajetéria negativa
de (1.0.2) que passa pelo ponto xg € E € dada por 'y, = {x € E/x = ¢(t,x0),t < 0}.

Note que 'y, =T'f UT,, .

Definicao 1.3 Um ponto p € E é um ponto de w-limite da trajetoria ¢(t,z) do
sistema (1.0.2) se existe uma sequéncia t, — 400 tal que

lim (tn, z) = p.

n—roo

Analogamente, dizemos que um ponto q € E é um ponto de a-limite da trajetoria
o(t,x) do sistema (1.0.2) se existe uma sequéncia t, — —oo tal que

lim ¢(t,,r) = q.
n—o0

O conjunto de todos os pontos de w-limite da trajetéria ¢(t, z) do sistema (1.0.2)
é chamado de conjunto w-limite de I' e é denotado por w(I'). Analogamente, o
conjunto de todos os pontos de a-limite da trajetéria ¢(t,x) do sistema (1.0.2) é
chamado de conjunto a-limite de I e ¢ denotado por a(I"). O conjunto a(I")Uw(T")
é chamado de conjunto limite de I'.

A seguir, vamos enunciar o Teorema do Fluxo Tubular, cuja demonstracao estéd
em [2]. A partir deste teorema, podemos perceber que a trajetéria de pontos nao
singulares de um campo qualquer pode ser vista ”simplificadamente” como as tra-
jetérias de um campo constante, como mostra a Figura 4.

Teorema 1.1 (Teorema do Fluxro Tubular): Seja p um ponto nao singular do
campo X : A — IR™ de classe C" e f: A — 3 uma secao transversal local de X de
classe C" onde f(0) = p. Eziste uma vizinhan¢a V de p em A e um difeomorfismo

h:V — (—¢,e) x B de classe C" onde ¢ > 0 e B é uma bola aberta do R*! de
centro na origem f~(p) =0 tal que

1. h(ENV)={0} x B,

2. h é uma C"-conjugagao entre X|Y e co campo constante Y : (—e,e)x B — IR",
Y =(1,0,...,0) € R".
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Figura 4: O Teorema do Fluxo Tubular

1.1 A Funcao de Poincaré

A Funcao de Poincaré ou Funcao do Primeiro Retorno é um resultado es-
sencial no estudo de bifurcacoes e estabilidade de orbitas periddicas, cuja definicao
também pode ser encontrada tanto em [1] quanto em [2]. Seja I uma érbita periodica
do sistema

= f(z), (1.1.1)

que passa por zg e % é o hiperplano perpendicular a I' em zy. Para todo ponto
x € ¥ suficientemente préximo de g, a solu¢ao ¢;(x) de (1.1.1) que passa por x
em t( interceptard ¥ em um ponto P(z) proximo de xg pata t # 0. Chamamos
a funcdo z — P(x) de Fungao do Primeiro Retorno de Poincaré. Note que
> é a secao transversal de I' em xg, isto é, ¥ é uma superficie suave passando por
xo € I' e que nao é tangente a I' em x(, conforme mostra a Figura 5.

Figura 5: Fun¢ao do Primeiro Retorno de Poincaré

A seguir veremos um resultado importante para provarmos a existéncia e a
unicidade da Fungao de Poincaré P(x) e de sua derivada P’(z).

Teorema 1.2 (Teorema da Funcdao Implicita) Seja E C IR™™ um aberto e
0
f € CYE). Suponhamos que (a,b) € E € tal que f(a,b) =0 e a—f(a, b) # 0. Entao,
x
eziste uma vizinhanca Ns(b) (b € R™) e uma tnica funcdo g € C1(Ns(b)) tal que
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g(b) = a e f(g9(y),y) = 0, para todo y € Ns(b). Ou seja, a fungao g é definida
implicitamente pela fungdo f.

Teorema 1.3 Seja E C IR™ um aberto e f € CY(E). Suponhamos que ¢(zq) ¢
uma solu¢ao periddica de (1.1.1) de periodo T e que o ciclo T' = {x € R"/x =
o(t,x0),0 <t < T} estd contido em E. Seja ¥ um hiperplano ortogonal a T' em xq,
ou seja,
Y ={zr e R"/(x —x0) - f(x0) = 0}.
Eriste § > 0 e uma tnica fungdo 7(z) € C1(E) para x € Ns(xo) tal que T(z0) =
T e ¢(1(z),z) € ¥, para todo x € Ns(zo).

Demonstracdo: Seja xg € I' N 2. Definimos a fungao

F(tvx) = [(b(tvx) - 1‘0] : f(xo)

Como ¢ € CH(IRxE), temos que F' € C1(IRxE). Além disso, como ¢ é periédica
de periodo T, segue que F (T, xq) = [¢(T, z9) — o] - f(x0) = (xo — z0) - f(x0). Dessa
forma, obtemos

or 8¢(Ta :CO)

E(T’ To) = 5 - f(wo) = flxo) - f(xo) = |f(wo)|* # 0,

pois xg nao é ponto de equilibrio do sistema (1.1.1).

Segue do Teorema da Fungao Implicita que existe 6 > 0 e uma unica funcao
7(z) € CY(Ns(wg)) tal que 7(xg) = T e F(r(x),r) = 0, para todo z € Ns(xo).
Consequentemente, ¢(7(z),z) € X, para todo x € Ns(xp). O

Definicao 1.4 Sejam I', ¥, § e 7(x) definidos como no teorema acima. Para x € Ns(xp) N X,
a fungao P(z) = ¢(7(x),x) € chamada de Fungao de Poincaré em xg.

Note que recorre do Teorema anterior que P € C(Ns(zo) N'X).

Exemplo 1.1 Vamos analisar o sequinte sistema proposto em [1]:

i = —y+a(l—a?—y?)
y = z+y(l—a?—y?).

Fazendo a mudanga para coordenadas polares (x = rcos6 ey = rsenf) e derivando o sistema
em relacdo a r, obtemos

rcos) = —rsenf +rcosf(1—1r?)
rsenf) = rcosf+rsenf(l —r?).
Multiplicando a primeira equagao por cos e a sequnda por sen@ e em sequida somando
ambas, obtemos © = r(1 — r?). Se derivarmos o sistema em rela¢do a 0, teremos 6 = 1 e,
portanto,

{izm

Note que
e Parar =1, temos 1 =0 e, portanto, o fluxo nao repele e nem atrai.

e Para r > 1, temos 1 < 0 e, portanto, o fluxo é um foco atrator com raio
decrescente.
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Figura 6: Retrato de Fase

e Para r < 1, temos i > 0 e, portanto, o fluxo € um foco repulsor com raio
crescente.

o A origem € um ponto de equilibrio do sistema e o fluxo € anti-hordrio.

A trajetoria que passa pelo ponto (cosby,senby) em t = 0 no circulo unitdrio é dada por
x(t) = (cos(t + 0p),sen (t + 6p)). Veja a Figura 6

A Funcao de Poincaré deste exemplo pode ser obtida encontrando as solucoes do sistema que
foi reescrito com coordenadas polares, ou seja, resolvendo o sistema

{ g z r(1;r2)

com r(0) =19 e 0(0) = by.
Usando o método das equagoes diferenciais separdveis e aplicando a condi¢do inicial, obtemos
as sequintes solucoes:

1 _1
r(t,mo) = [1 + (—2 - 1) e—ﬂ ’
o
H(ta 90) =t+ 0o,
Se Y € o raio que forma um dangulo 0y com o eizo x, seque que ¥ € perpendicular a ', onde

T € a trajetoria que passa por (ri1,0p) € XNT em t =0. Note que T = 2.
A Funcao de Poincaré para este exemplo € dada por
_ 1) 6747!'} B
1
2

_3
P'(rg) = {1 + <r_ - 1) 6_471—} 26_47r7“63.
0

=

#(7(x),x) = (T, 2) = P(ro) = |1+ (

<
ow| =

Como P'(1) = e 4™ < 1, temos que este ciclo limite é atrator, conforme a Figura 7.



Figura 7: Funcao de Poincaré

Teorema 1.4 (Teorema do Valor Médio de Lagrange) Seja f : [a,b] — IR uma funcao
f(b) — f(a)

continua. Se f € derivdvel em (a,b), entao existe ¢ € (a,b) tal que f'(c) = b
—a

Definicao 1.5 Uma Curva de Jordan é uma curva fechada e simples que separa o plano em
duas regioes (uma limitada e outra ilimitada), sendo o tragco da curva a fronteira comum entre
as duas regioes. Sendo I' uma curva fechada, seque que ¥ € dividido em dois segmentos abertos

St (localizado no exterior da curva) e X~ (localizado no interior da curva). Veja a Figura 8

E+

r

Figura 8: Curva de Jordan

Observacdo 1.1 Seja s o sinal da distancia ao longo de ¥ (s > 0 para pontos em X e s < 0
para pontos em X~ ). Vamos classificar os ciclos limites a partir do sinal de P'(0) — 1, onde
P(x) € a Fungao de Poincaré.



Considere a fungdo distancia dada por
d(s) = P(s) — s.

Segue que d(0) = 0 e d'(s) = P'(s) — 1. Pelo Teorema do Valor Médio de Lagrange, para
|s| < 6 existe 0 € (0,s) tal que
_ P(s) —
&(0) = d(s) —d(0) _d(s) _ P(s) = s

s—0 S S

d(s) =d'(0)s.

Como d'(s) € continua, temos que se d'(0) # 0, entdo d'(s) terd o mesmo sinal de d'(0) para
|s| suficientemente pequeno.
Temos o0s sequintes casos:
e Sed(s) <0 para s >0, entdo d'(0) < 0 e o ciclo limite € atrator.
e Sed(s)
e Sed(s) >0 para s >0, entao d'(0) > 0 e o ciclo limite € repulsor.
o Sed(s)

Observe que se d'(s) > 0, entao P'(s) > 1, e assim, I € repulsor. Analogamente, se d'(s) < 0,
entio P'(s) < 1, e assim, T € atrator.

(0)
> 0 para s < 0, entao d'(0) <0 e o ciclo limite € atrator.
(0)

< 0 para s < 0, entao d'(0) > 0 e o ciclo limite é repulsor.

Defini¢do 1.6 Uma matriz ¢p(t) de ordem n X n cugjas colunas formam uma base do espago de
solugoes do sistema © = Ax chama-se matriz fundamental de © = Ax.

Observacao 1.2 Vamos assumir que
¢(t) = (det (1) =Y det(¢1(t), ., §(t), e, G (t)).
i=1

Teorema 1.5 (Formula de Liouville) Seja ¢(t) a matriz cujas colunas sao solugoes do sis-
tema & = Ax. Entdo, para todo t,tg € I com ty firo e I N IR € um intervalo, vale

det ¢(t) = det[p(to)] / trA(s)ds.

to

Ideia da Demonstracao: Vamos demonstrar para n = 2. Para tal, basta provarmos que @(t) =
det ¢(t) € solugao de & = [trA(t)]z. Assim, temos
dx

&= [trA(t)z = i [trA(t)]x = d?x = [trA(t)]dt =

t

- /t t d?x _ /t (tr A(s))ds = e/to A Jan]

 z(to)l
Substituindo x por ¢¢, obtemos

t
/ trA(s)ds
| det ¢¢| = [ det dyy|et0

Denotando A(t) = <gigg g;zg;) e considerando a hipdtese de que © = [trA(t)]z, seque

que o(t) = A(t)p(t). Assim, temos



Sabemos que ¢'(t) = det (¢ (t), p2(t)) + det ( h(t
e ¢h(t), seque que

@' (t) = det (Br1(t)@1(t) + Bra(t)pa(t), da(t)) + det (G1(t), Ba1 (t)p1(t) + Baa(t)P2(t)).

Resolvendo na forma matricial,

1 B ()1 (t) + Bia(t)pa(t) P1(t)
Pt = P2 (1) ‘ * B (t)d1(t) + ﬁ22(t)¢2(75)‘
1 |Br®)er ()| | |Brz(t)2(t) ¢1(t) ¢1(t)
PO=1" 00 '* éalt) '* ﬁm(t)%(t)‘ " ﬁ22(t)¢2(t)‘
ron 1B ()1 (t) b1(t)
P = P2(t) ' O+ ﬂ22(75)¢2(t)‘

¢'(t) = Bua(t) det d(t) + Baz(t) det ¢(t) = (Br1(t) + Paa(t)) det o(t) = trA(t) det ¢(t).

Para mostrar o caso geral, basta utilizarmos o mesmo raciocinio. O

1.2 Ciclos Limites no Plano

A seguir, vamos introduzir algumas defini¢oes e demonstrar uma proposicao, conforme [2].

Definicao 1.7 Sejam A C IR? um aberto e X : A — IR? um campo vetorial de classe C".
Dizemos que uma orbita periodica v de X é um ciclo limite se existir uma vizinhanca V' de
tal que v € um orbita fechada de X e intercepta V.

Definicao 1.8 Sejam A C IR? um aberto, X : A — R? wm campo vetorial de classe C' e
v uma orbita fechada de X. Denotamos Exty e Inty como, respectivamente, o Exterior da
Orbita v e Interior da Orbita ~.

Proposicao 1.1 Seja ¢ a solug¢ao do sistema & = f(z). Nas condi¢des das defini¢oes acima,
existem apenas trés tipos de ciclos limites:

(a) Atrator, quando tli)m d(e(t,q),y) =0, para todo g € V
(b) Repulsor, quando tlim d(p(t,q),y) =0, para todo q € V
——00

(c) Semi-estdvel, quando tlim d(p(t,q),v) =0, para todo ¢ € VNExty etlim d(p(t,q),y) =
—00 ——00
0, para todo q € V N Inty, ou o contrdario.

Demonstragao: Suponhamos que em X temos uma V -vizinhanca que nao contém singularidades.
Seja p € v, ¥ uma Ssecdo transversal a 7y passando por p e w : g — X a funcao de Poincaré,
conforme a Figura 9.

Vamos considerar o sentido positivo de ¥ de Exty para Inty. Dado q € ¥ N Exty, temos
que 7(q) > q ou w(q) < q. Vamos o analisar o caso quando m(q) > q.



Figura 9: Secao transversal e aplicagao de primeiro retorno.

o —

Considere a regiao A limitada por vy, o arco da trajetoria qm(q) e pelo segmento qm(q) C X.
Dado x € A, ¢(t,x) € A para todo t > 0, isto €, a regiGo A é o homeomorfa a uma anel
e positivamente invariante devido a unicidade e a orientagdo das orbitas. Além disso, p(t,x)
intercepta X numa sequéncia mondotona x, que converge para p. Logo, o ciclo limite € atrator
quando lim d(¢(t,q),v) = 0.

t—o0

Se 7(q) < q, basta considerar o campo —X e repetir o mesmo raciocinio para concluir que

um ciclo limite € repulsor quando tlim d(e(t,q),y) =0.
——00

As mesmas consideracdes podem ser feitas em Inty. Combinando todas as possibilidades,
provamos a proposi¢do. O

Observacao 1.3 Temos que v € um ciclo limite se, e somente se, p € um ponto fixo isolado de
w. Assim, temos

(a) v € Atrator se, e somente se, |w(x) — p| < |x — p|, para todo x # p préximo
de p.

(b) v ¢ Repulsor se, e somente se, |w(x) — p| > |x — p|, para todo x # p préximo
de p.

(c) v é Semi-estdvel se, e somente se, |m(x) —p| < |r—p|, para todo x € EN Exty
proximo de p e |w(x) — p| > |z — p|, para todo x € XN Inty prézimo de p, ou
o contrdrio.

Veja o Figura 10

Pelo Teorema do Valor Médio, temos 7' (p) = liLn M = liin w
a=p  |r—p a=p |z —p

7'(z) > 1, entdo vy € repulsor, e se 7’'(x) < 1, entdo y € atrator.

. Assim, se

1.3 Derivadas da Transformacao de Poincaré

O Teorema a sequir estabelece uma condi¢do suficiente para classificar uma orbita periodica.

Teorema 1.6 Sejam A C IR? um aberto e X = (X1,Xs) : A — IR? um campo vetorial de
classe C1. Seja v uma orbita periddica de X de periodo T e 7 : ¥ — ¥ a transformacgdo de
Poincaré numa secao transversal X a vy passando por p. Entdo,

7 (p) = cap] [ dioX (s,

10
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Figura 10: Ciclos limites

T
onde divX(x) = D1 X1(z) + D2 Xa(z). Se / divX(y(t))dt < 0, entao v € atrator, e se
0
T
/ divX (v(t))dt > 0, entdo v € repulsor.
0

A seguir, vamos enunciar o Teorema de Poincaré-Bendixson conforme [2] e demonstrd-
lo. Ele € um resultado de importancia impar e que serve para classificar o conjunto limite de
trajetorias.

Teorema 1.7 (O Teorema de Poincaré-Bendizson): Sejam A C R? um aberto, X : A —
IR? um campo vetorial de classe C* com k > 1, o(t) = (t,p) uma curva integral e a semidrbita
positiva ’y;r = {p(t,p)/t > 0} tal que esteja contida num compacto K C A.

Suponha que X possua um nimero finito de singularidades em w(p). Temos trés possibilida-
des:

(a) Se w(p) contém somente pontos regulares, entdo w(p) € uma drbita periddica.

(b) Se w(p) contém pontos regulares e singulares, entdo w(p) € um conjunto de
orbitas, cada uma das quais tende a uwm desses pontos singulares quando t —
+o0.

(c) Se w(p) nao contém pontos requlares, entao w(p) € um ponto singular.
Demonstragao: Antes de provar este teorema, vamos apresentar e demonstrar quatro Lemas.

Lema 1.1 Seja 3 uma se¢ao transversal a X ey = {p(t)} uma orbita de X. Se p € L Nw(y),
entdo p pode ser expresso como limte de uma sequéncia de pontos p(t,) onde t, — oo

Demonstragao: Por hipdtese, sabemos que v = {p(t)} = {¢(t,q)} ep € ENw(y). Consideremos
uma vizinhanca V de p e a aplicagio 7 : V — IR. Como p € w(v), existe uma sequéncia (i)
tal que (t,) — oo e @(t,) — p quando n — oo. Dessa forma, existe ng € IN tal que o(t,) € V,
para todo n > nyg.

11



Figura 11: Ilustragao do Lema (1.1)

Se t, =t, + 7(¢(tn)), temos

o(tn) = @(tn, q) = ¢(tn + 7(0(tn)), q) = @(T(0(tn)), 0 (tn)),

e, por definicao de T, seque que <p(t~n) € Y. Como a aplicacao T € continua, obtemos

lim @(t,) = lim o(7(@(tn)), o(tn)) = @(T(im @(t,)), lim o (£,)) = ¢(7(p), p) = ©(0,p) = p.

O

Observacao 1.4 Note que a secao transversal X possui dimensao k = 1, pois estamos consi-
derando um campo vetorial X C IR%. Dessa forma, localmente ¥ é a imagem difeomorfa de
um intervalo de IR e assim, Y possui uma ordenacao total induzida pela ordenacdo total do
intervalo. Por isso podemos falar em sequéncias mondtonas em .

Lema 1.2 Seja ¥ uma segao transversal a X C A. Se vy € uma drbita de X e p € XN+, entao
’y;{ = {p(t,p)/t > 0} intercepta ¥ em uma sequéncia mondtona pi, P2, ..., Pn, --- -

Demonstracio: Seja D = {t € R /p(t,p) € £}. Decorre do Teorema do Fluzo Tubular que D
€ discreto. Portanto, podemos ordenar o conjunto

D={0<t1 <ta<..<tp<..}

Seja p1 = p e definimos p, = ¢(tn,—1,p). Se p1 = pa, entao v € uma trajetoria fechada de
periodo T =11 e p, = p para todo n. Se p1 # p2, vamos tomar py < pa e, caso exista p3, VaMos
mostrar que p3 > pa.

Orientamos a se¢ao transversal ¥ conforme a Figura 12 (a). Observe que, como ¥ é conexo
e o campo X € continuo, as orbitas de X cruzam Y sempre no mesmo sentido, como mostra a
Figura 12 (b).

Consideremos agora a Curva de Jordan formada pela uniao do sequimento pipz C 3 com o
arco pipa, como na Figura 13.

A partir de pa, a drbita v fica contida na regiao S limitada pela curva (isto €, para valores
de de t > t1). De fato, ela ndo pode interceptar o arco pips devido a unicidade das drbitas e
ndo pode interceptar o segmento P1p2 porque iria contrariar o sentido do fluro, como mostra a
Figura 14.

Assim, caso exista ps, teremos p1 < ps < p3. Analogamente, obteremos p1 < ps < ... < pp <

. e, portanto, {p,} € uma sequéncia mondtona. O raciocinio é andlogo para p; > py. O
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(a) (b)

Figura 12: Secao transversal.

Figura 13: Curva de Jordan.

Lema 1.3 Se ¥ € uma se¢ao transversal ao campo X e p € A, entao ¥ intercepta w(p) no
mdzimo em um unico ponto.

Demonstragao: O conjunto de pontos ’y;r em X tem no mdxrimo um ponto limite, pois pelo Lema
(1.2) 0 mesmo forma uma sequéncia mondtona. Dat, tlim o(tn) =p. O
n—00

Lema 1.4 Sejam p € A com 'y; contida num compacto e v uma orbita de X com vy C w(p).
Se w(7y) contém pontos regulares, entdo v € uma drbita fechada e w(p) = 7.

Demonstragao: Sejam q € w(y) um ponto reqular, V uma vizinhanga de q e ¥, a se¢do trans-
versal correspondente. Pelo Lema (1.1), existe uma sequéncia t, — oo tal que v(t,) € X, e
Y(tn) = q € w(y). Pelo Lema (1.3), a sequéncia {y(t,)} reduz-se a um ponto e isso prova que
v € periodica.

Provemos agora que v = w(p). Como y(p) € conexo ey € um conjunto fechado e ndao vazio,
basta mostrar, por absurdo, que vy € aberto em w(p).

Sejam p € vy, Vp uma vizinhanga de p em vy e X5 a secao transversal correspondente. Vamos
mostrar que VzNy = VyNw(p). Obviamente, Va N~y C VyNw(p). Por contradi¢ao, suponhamos
que ezista § € VzNw(p) tal que ¢ ndo pertence a . Pelo Teorema do Fluxo Tubular e pela
Invariancia de w(p), existe t € R tal que o(t,q) € w(p) N3 e p(t,q) # p. Dai, existem dois
pontos distintos de w(p) em X5, o que € impossivel pelo Lema (1.3), logo V5 N~y = Vi Nw(p).

Sendo U = U Vp € aberto em w(p), entao v C w(p) e UNw(p) =U N~y =~. Dessa forma,

pEY
v € aberto em w(p). O

13



P1 I

Figura 14: Impossibilidades

Agora, podemas continuar com demonstracdo do Teorema.

1. Se ocorre a hipdtese (a) e g € w(p), entdo a orbita v, C w(p). Sendo w(p)
compacto resulta que w(v,) # 0. Segue do Lema (1.4) que w(p) = 74, que é
uma orbita periddica. Veja a Figura 15.

p

Figura 15: Orbita Periédica.

2. Se ocorre a hipdtese (b), temos que se v for reduzido a um inico ponto sin-
gular, entao w(y) € um ponto singular. Caso vy nao for reduzido a pontos
singulares (ou seja, w(p) contém pontos requlares), entdo w(vy) contém apenas
pontos singulares, pois se tiver apenas pontos requlares, pelo Lema (1.4) seria
uma orbita fechada, o que € um absurdo. Mais ainda, reduz-se a um unico
ponto singular, pois € conexo. Veja a Figura 16.

3. Se ocorre a hipdtese (c¢), temos que a orbita ird convergir em um compacto,
pois toda trajetéria contida em um compacto possui uma subsequéncia que
converge. Como w(p) € conexo, a trajetoria converge para wm unico ponto
singular. Veja a Figura 17.

O
Vamos usar o Teorema acima para analisar o exemplo proposto por [2].

Exemplo 1.2 Seja X um campo vetorial de classe C* em IR? que ndo possui pontos singulares
em Byp = {(z,y)/r? < 2? +y* < R?*}, com 0 < r < R. Se X aponta para o interior de B, r
em todo ponto de sua fronteira, entao X tem uma orbita periddica em B, r, pois neste caso se
a orbita nao fosse periddica, ela estaria limitada em um compacto K C B, g que contém um
ponto singular, o que € um absurdo. O retrato de fase deste exemplo estd na Figura 18.
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Figura 16: w(p) é um conjunto de drbitas que tendem aos pontos singulares quando
t — +oo

wipe

Figura 17: Convergeéncia.

1.4 Pontos Singulares no Interior de Uma Orbita Periédica

O Teorema a sequir € uma aplicagao do Teorema de Poincaré-Bendizson, como pode ser visto

em [2].

Teorema 1.8 Seja X um campo vetorial de classe C* num conjunto aberto A C IR?. Se v ¢é
uma Orbita fechada de X tal que Inty C A, entdo existe um ponto singular de X contido em
Inty.

Demonstragao: Suponhamos, por absurdo, que nao existem pontos singulares em Inty. Consi-
derando o conjunto I' de érbitas fechadas de X contidas em Inty, ordenadas sequndo a sequinte
ordem

Y1 < v2 = Intyy 2 Intys,

mostraremos que todo subconjunto S totalmente ordenado de I admite uma cota superior, isto
€, um elemento maior ou igual que qualquer elemento de S. Um conjunto nessas condi¢oes
chama-se indutivo.

De fato, seja o = {NInty;/v; € S}. Note que o # 0, pois cada Inty; é compacto e a
familia {NInty;/v; € S} tem a propriedade da Intersec¢io Finita (qualquer intersec¢do finita
de elemento da familia é ndo vazia).

Seja g € 0. Pelo Teorema (1.7), w(q) € uma drbita periddica contida em o, pois este conjunto
€ invariante por X e nao contém pontos singulares. Esta orbita é uma cota superior de S
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Figura 18: Figura Exemplo 1.2.

Y

T

Figura 19: O conjunto I' de érbitas fechadas de X

O Lema de Zorn nos diz que se em um conjunto ndao vazio e parcialmente ordenado e todo
subconjunto totalmente ordenado tem wma cota superior, entdo o conjunto tem um elemento
mazximal. Seja p o elemento maximal. Isto quer dizer que ndo existe nenhuma orbita fechada
de T contida em Intu. Por outro lado, p € Intu e a(p),w(p) sao érbitas fechadas pelo Teorema
de Poincaré-Bendizson (pois nao possuem pontos singulares). Como a(p) e w(p) nao podem ser
iguais a p, um deles estard contido em Intu, o que é um absurdo, pois | € elemento maximal.

FEsta contradicao prova que devem existir pontos singulares em Inty. O
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