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Resumo 

Neste trabalho faremos um estudo da dinâmica assintótica na QED3, em processos 

de espalhamento de partículas carregadas. Assintoticamente, a contribuição dos fótons 

emitidos vem do setor infravermelho, onde divergências aparecem na teoria. Para corrigir 

este problema é proposto uma redefinição do operador S, além da introdução de um novo 

espaço de estados assintóticos que não é equivalente unitário à representação de Fock usual. 

Deste modo, obtém-se resultados finitos para os elementos de matriz desse operador. 

Palavras Chave: QED3, Divergências no infravermelho. Dinâmica assintótica. 

Aréa de conhecimento: 1.05.03.01-5 



Abstract 

In this Work we shall present a study of the asymptotic dynamics in scattering processes 

involving charged particles in QED3. Asymptotically, the contribution of the emitted pho- 

tons comes from the infrared region, where the theory is divergent. In order to circumvent 

this problem, it is proposed a redefinition of the S-operator as well as the introduction of 

a new space of asymptotic States, which is unitarily inequivalent to the usual Fock repre- 
sentation. As a result, we obtain finite matrix elements for this operator. 

Keywords: QED3, Infrared Divergences, Asymptotic Dynamics. 



Introdução 

0 método usado na QED4 para tratar processos não estacionários tais como o espalha- 

mento de elétrons por um potencial externo com a emissão de um número finito de fótons 

de baixa energia, usando a expansão da matriz S em potências de e^, leva ao surgimento de 

divergências nas amplitudes de probabilidade destes processos. Em particular, a probabi- 

lidade de espalhamento de um elétron com a emissão simultânea de um fóton no elemento 

de ângulo sódido dü e no intervalo de frequência díu, é [1][2] 

w = wq—õdfí— 
(2 

ÊA • 
7T 

P’ 

ü- • k 

onde wo é a probabilidade de espalhamento elástico do elétron sem a emissão de fótons, k 

é o momento do fóton emitido e o elétron tem uma variação de seu momento de p para p\ 
Daí, vemos que a probabilidade de emissão de um fóton possui um comportamento 

du} 

u; 

independente do ângulo de espalhamento, de modo que a probabilidade total é logaritmica- 

mente divergente para baixas freqüências. Estas divergências no setor de baixas frequências 

são conhecidas como divergências no infravermelho. 

Este problema está associado ao fato de que o número médio de fótons emitidos pela 

partícula espalhada tende para infinito quando a frequência desses fótons tende para zero. 

De fato, em um experimento envolvendo partículas carregadas sempre há uma imprecisão 
na medida da energia do estado final e esta imprecisão pode ser formada por um número 

infinito de fótons de baixa energia. 
0 primeiro estudo levando em consideração o efeito coletivo de fótons de baixa energia 

foi efetuado por Bloch e Nordsieck (B-N) [3] no final dos anos 30. Eles mostraram que a 

probabilidade de emissão de um número finito de fótons de baixa energia é zero e não infinita 

como prevê a teoria de perturbação. Por outro lado, quando a probabilidade de transição é 

somada sob todos os possíveis estados finais, de acordo com os fatos experimentais, obtém- 

se um resultado finito. 
Podemos investigar o problema de divergências no setor infravermelho do ponto de 

vista semi-clássico [4], se usarmos a aproximação de que a emissão de fótons de baixa 

energia não afeta o movimento do elétron. Suponhamos, por exemplo, que um elétron seja 

espalhado por um potencial externo, causando uma variação do seu momento de p para p' . 

Naquela aproximação, a energia média irradiada é obtida sem o conhecimento dos detalhes 

da trajetória da partícula espalhada. Assim, para freqüências muito menores que o inverso 
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do tempo de colisão, pode ser mostrado que a energia média irradiada por unidade de 

intervalo de frequência e por unidade de elemento de ângulo sólido é 

d^I 

dudn 

P' 
A 

P -k 

Desta expressão, vemos que a energia média irradiada por unidade de intervalo de frequência 

é independente de to quando w —>■ 0. Daí, vem que o número médio de fótons emitidos neste 

intervalo 

n = -(dudn, 
u \diodU j 

tende para infinito quando cj —>■ 0. 

O tratamento convensional usado na QED4 para eliminar essas divergências tem sido 

somar as probabilidades de transição sobre todos os possíveis estados finais, onde é incluido 

um número arbitrário de fótons de baixa energia. Neste caso, pode-se mostrar que a 

probabilidade total de transição é finita, de acordo com os resultados experimentais [5] 

w^exp = wo exp I lim 2a (px + /?a) j , 

2 
onde a = e A é a massa que é dada ao fóton para controlar as divergências no infraver- 

melho. e (d\ são as contribuições divergentes de ordem mais baixa em correção radiativa, 

cuja soma é finita. 

Nos cálculos perturbativos, é assumido que os estados assintóticos pertencem ao espaço 

de Fock. Mas, como é demonstrado no modelo de B-N e confirmado experimentalmente, 

um número infinito de fótons de baixa frequência são emitidos. Além disso, o operador 

S é definido nesta teoria assumindo-se que a dinâmica assintótica é governada pela Ha- 

miltoniana livre [6]. Por outro lado, a nível não relativístico, sabe-se que uma partícula 

espalhada por um potencial coulombiano não é representada a grandes distâncias por uma 

onda plana, mas sim por uma onda plana distorcida, que também é divergente neste limite 

[7] [8]. Portanto, pode-se atribuir as divergências no setor infravermelho bem como a di- 

vergência coulombiana devido a uma escolha não apropriada dos estados assintóticos que 

possam ser comparados aos resultados experimentais, além da má definição do operador S 
de espalhamento, onde não é levada em consideração a dinâmica assintótica. 

Muitos autores têm levado esses fatos em consideração. Murota [9] foi o primeiro a 
considerar a contribuição exata de fótons de baixa energia na definição do operador S. 

Posteriormente, Kulish e Faadeev (K-F) [10] propuseram além da redefinição deste opera- 
dor, uma modificação do espaço de estados assintóticos. O modelo de K-F é baseado em 

idéias anteriores, principalmente as de Chung [11] e Kibble [12], onde a representação de 

Fock do espaço de Hilbert, contendo um número finito de fótons de baixa energia, é substi- 

tuida por uma representação de estados coerentes composta de um número infinito desses 

fótons, de modo que os elementos de matriz do operador S de Dyson, entre estes estados 

são finitos e não nulos. Outros métodos foram desenvolvidos para resolver o problema[13], 

embora ainda não seja um assunto completamente explorado. 

O estudo do problema do infravermelho em teorias de gauge em quatro dimensões pode 
ser extendido ao caso tridimensional, onde se requer uma análise mais cuidadosa. Fste 
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estudo pode ainda ser justificado se levarmos em conta que alguns fenômenos físicos, tais 

como o efeito Hall quântico[14] e a supercondutividade à altas temperaturas, podem ser 

melhor compreendidos no contexto da eletrodinâmica quântica em (2+l)-dimensões. 

No capítulo 1, discutiremos a idéia central para o entendimento das divergências no setor 

infravermelho na QED3 e a forma de como deve ser tratado este problema, na aproximação 

semi-clássica. No capítulo 2, seguindo as idéias de K-F, é proposta uma redefinição do 

operador S na QED3, baseando-se no fato de que as interações eletromagnéticas são de 

longo alcance. É mostrado que, a grandes distâncias, a dinâmica não é governada por 

uma Hamiltoniana livre mas sim, por uma Hamiltoniana que satisfaça as condições físicas 

do problema. Ou seja, é substituído, nos operadores de onda, por um operador 

adequado Uas (t) para descrever a evolução temporal assintótica. No capítulo 3, veremos 

que o novo operador S não é bem definido no espaço de Fock. Para se corrigir este problema 

é introduzido o espaço de estados assintóticos, que apesar de ser uma representação não 

equivalente à de Fock, é relativisticamente invariante, separável e invariante de gauge. Com 

isso, a representação matricial do novo operador S, na base de estados assintóticos, possui 

elementos de matriz finitos. 
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Capítulo 1 

Estudo Semi-clássico da QED3 

Neste capítulo, faremos um estudo a nível semi-clássico de como tratar as divergências no 

infravermelho na QED3. 0 método usado aqui é baseado no estudo desenvolvido por B-N 

[3] [15], onde é assumido que a energia e o momento de cada fóton emitido são considera- 

velmente menores que a energia e o módulo da variação do momento do elétron espalhado. 

Ou sei a: 
//) UI 

«1. ^ «1, (1.1) 
iO 

m 

onde m e Ap são a massa e a variação do momento do elétron espalhado, respectivamente, e 

oj é a freqüência de cada fóton emitido. Neste caso, podemos supor que a emissão de fótons 

de baixa freqüência não afeta o movimento do elétron e sua trajetória é conhecida antes e 

depois do espalhamento. Assim, esperamos que os resultados obtidos usando a mecânica 

quântica sejam os resultados clássicos reinterpretados. Isto é, que a probabilidade total de 

uma dada variação no movimento do elétron não é afetada pela interação com o campo de 

radiação e que o número médio de fótons é infinito, de modo que a energia média irradiada 

é igual a energia irradiada classicamente na trajetória correspondente . 

1.1 Formulação do Método 

A Hamiltoniana do sistema elétron e campo eletromagnético é dado por: 

H =a ■ ^-e + f3mJ +b'^(Íx, (1.2) 

onde e,p e m são, respectivamente, a carga, o momento e a massa do eletron. a e (3 são 

definidos em termos das matrizes gama de Dirac. 

A convenção usada para o tensor métrico e a representação das matrizes gama de Dirac, 

no espaço-tempo tridimensional é 

/ 1 0 0 \ 

VO 0 -l) 

7° = ^3, 7^ = 7^ = *^2, 
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onde (Ji são as matrizes de Pauli. Com isso, a algebra das matrizes gama é 

{7^7‘^}=7"7‘' + 7V = 2^"^ 

YY = Y'' - 

e 
j 0 j n 0 a-' = 7 7-', p = 7 . 

Consideremos um sistema no qual o campo eletromagnético é quantizado. Portanto, 

o potencial vetor e os vetores do campo eletromagnético não devem ser tratados como 

quantidades ordinárias mas sim como operadores. A fim de expressar a Hamiltoniana em 

termos desses operadores, faremos uma breve discussão a respeito da quantização do campo 

eletromagnético na QED3. 

Lembrando que as equações de Maxwell são invariantes sobre transformações de gauge 

AYx) ^ ^ AYx) + d'^A, (1.3) 

podemos impor uma condição adicional sobre o potencial (a:) (a condição de Lorentz): 

d^AYx) = 0 (1.4) 

e assim mostrar que as componentes do potencial vetor satisfazem a equação de onda 

dud‘'AYx) = oAYx) =^0. (1.5) 

Levando em conta que deve ser real, escrevemos a solução da equação de onda na forma 

de uma soma de Fourier: 

= + cre-). (1.6) 

k 

onde assumimos condições de contorno periódicas de modo que A esteja limitado em um 

quadrado de lado L = ÍI2. 0 termo \f2uik se tornará claro a seguir, onde 

= (1.7) 

A quantização é feita, considerando-se que as amplitudes que aparecem nas super- 

posições de ondas planas não são números, mas operadores que atuam no espaço de número 

de ocupação. Ou seja: 

^ (X ^ 

e 

—^ (X t Aí’ 

com 
(1.8) 
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0 significado do termo ^/2uJk , na solução da equação de onda, é obtido levando em conta que 

o comutador entre duas componentes do operador do campo eletromagnético, em diferentes 

pontos do espaço-tempo, deve ser um invariante de Lorentz. Isto é 

W(x),A’'(y)] = (2ír)-" y ^ 

= (27T)-" I cPkS (k^) [k^) 

= i5u,^D (x-y), 

onde D é à função de Pauli-Jordan, que é um invariante de Lorentz. Para tornar o lado 

direito desta igualdade um covariante de Lorentz, modifiquemos a expansão (1.6) para a 

componente introduzindo um sinal negativo na frente do primeiro coeficiente, de modo 

que 

[A^(x),A‘' {y)]=ig^‘'D{x-y). 

Como estamos interessados na propagação de fótons transversais no meio livre, refor- 

mulamos a teoria no gauge de radiação 

V- A= 0 , = 0. (1.9) 

Neste gauge os campos clássicos É e B são representados, pelo potencial vetor, através das 

seguintes expressões: 

e 

B=VxA. (1.10) 

Após a quantização, o operador campo elétromagnético representando fótons transversais 

torna-se 

k 

onde êt é o vetor de polarização linear. Reescrevendo a equação (1.9) no espaço dos 

momentos: 

(1.12) 

verificamos que é perpendicular ao vetor de onda k, mostrando que o campo de radiação 

é transversal a direção de propagação. 

Usando as equações (1.10) e (1.11), podemos expressar os operadores campos elétrico e 

magnético em termos das amplitudes quantizadas: 
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k 

B (^) = >Ç (i X 3) - “1^“'*) • (1.14) 
~k 

Da mesma forma, a parte da Hamiltoniana relacionada com o campo de radiação 

pode ser reescrita como: 

Hrad — ^ j • 

Fazendo a seguinte transformação 

^k .^/2 ^Qk) 

72 
i^Pk ^Qk') 

a Hamiltoniana de radiação torna-se 

Hr., = + QÍ) . 
-+• 
k 

Assim, o problema do campo de radiação passa a ser o de se encontrar os autovalores de 

energia de um conjunto de osciladores desacoplados. Aqui as variáveis canônicas Pk e Qk 
são operadores satisfazendo as seguintes relações de comutação: 

[Pk,Qh] =—i^k,h, (1-15) 

[Pk,Pk.] = [Qk,Qk.]^o. (1.16) 

Como o espectro de autovalores do oscilador harmônico é conhecido, reescrevemos a Ha- 

miltoniana do sistema, em função dessas variáveis dinâmicas 

H = a ■ ^ -'^ük ^Pk COS (^k • - Q k sin (^k ■(1-17) 

k 

+f3m + -'^LOk (Pfc + Qfc) , 

k 
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onde 

(1.18) 
y/iõiJí 

Após ter reescrito a Hamiltoniana em uma forma mais conhecida, nosso objetivo será 

resolver a equação de autovalores para este sistema, no qual o acoplamento entre a partícula 

espalhada e o campo eletromagnético não é tratado perturbativamente. Portanto: 

onde a solução desta equação é unicamente separada em duas partes 

(1.19) 

l*) = |'t*) + í' (1.20) 

correspondendo à autofunções de energia positiva e negativa, respectivamente. 

Em primeira aproximação, podemos desprezar a reação do campo eletromagnético so- 

bre o elétron, pois consideraremos o caso de baixas frequências. Classicamente, isso é 

equivalente a supor que o elétron possui velocidade constante antes e depois de sofrer espa- 

Ihamento por algum potencial externo. Afim de introduzir explicitamente esta aproximação 

em nossos cálculos, lembramos que o vetor a. de Dirac é interpretado fisicamente como a 
velocidade do elétron dividido por c (em nossa notação c = 1). Esta afirmação é verificada, 

tomando o valor esperado deste operador em relação as soluções da equação de Dirac para 

um elétron livre com energias positiva e negativa, respectivamente; 

e 

(1.21) 

Se as condições acima forem satisfeitas, podemos resolver a equação de autovalores (1.19) 

seguindo a analogia clássica. Isto é, trocando o operador a pelo número ^ representando 
a velocidade clássica do elétron: 

(1.23) 

e, ao mesmo tempo, substituir o operador por (1 — . Logo, o problema dinâmico é 

facilmente resolvido. 

As soluções I !&''■’“) correspondem, no limite quando a interação entre o elétron e o campo 

tende para zero, ao movimento do elétron em estados com momento m (1 — //^) ^ M e com 

energias ±m (1 — De (1.21), vemos que a aproximação (1.23) é equivalente a supor 

que a solução da equação (1.19) é dada por e assumir igual a zero. Com isso, 

obtemos um estado onde a energia do elétron é positiva antes e depois do espalhamento. E 

importante salientar que, na teoria de Dirac, se o elétron é inicialmente descrito por uma 

solução de energia positiva ele se manterá em um estado de energia positiva, após interagir 

com o centro espalhador, se não for submetido a perturbações muito intensas. 
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Com isso, o próximo passo é encontrar a solução da equação de autovalores 

P + ( -Pk COS [ k ■ X ] + Qksm{ k • X 
k 

+m (1 - ^2) 2 + I Ç Uk {Pk +QI)- E \ |u) = 0, 

r J 

que pode ser simplificada com as seguintes transformações canônicas: 

Pk = Pi - <Jk COS { k ■ X 

Qk = Q’k + (^ksmi k ■ X 

(1.24) 

?= P ' - H Ã: ( -íí COS ( ■ I ) + Qi sin ( i ■ I ) + jití ) , 

x = x . 

Portanto, a função de onda transformada, no espaço das coordenadas, é dada por; 

(1.25) 

(1.26) 

(1.27) 

(1.28) 

u {Qk,x) = exp < (Jk COS ik • xj + -cTfc smik-x lí’ {Ql,x). (1.29) 

Substituindo as transformações (1.25-1.28) em (1.24), teremos: 

p - p +Y1 k ■ p) cTk[-Pk COS ( fc • X ) -f Q;, sin ( fc • a; ) -b -crk 

^ +Y^ ük ■ P {^-Pk COS (k ■ + Qk^i^ ik ■ ^) + o-kj (1.30) 

it J 

Escolhendo 

dk ■ P 

k • P 

(1.31) 

obtemos uma equação de autovalores mais simplificada: 
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(1.32) 

0 terceiro termo desta equação, a autoenergia do elétron, é divergente quando a frequência 

do fóton tende para zero. Para mostrar isso explicitamente, usaremos o espaço infinito de 

configuração, trocando o somatório por uma integral. Assim, 

(1.33) 

onde o limite superior na integral da freqüência do fóton. A, serve para definir baixas 

frequências e A tende para zero. Usando (1.33), definimos a massa física do elétron [16] 

m (A, A) = m + rriseif. 

Desta forma, reescrevemos (1.32) como: 

■< 

+m {A, \){l-^‘y" + ~J2^,{Pí^ + Q'^)-EUu'} = 0, 

k 

com solução geral (de agora em diante usaremos simplesmente m em vez de m (A, A)) 

= 7 expjím (l{Q’k) ■, (1-34) u' 

E = m{l-lJ?^ ^+-^í^k\rnk + (1.35) 

Analisando a forma da função de onda (1.34), verificamos que se esta contém um termo 

de onda plana representando um elétron com momento m (1 — //^) = ^ multiplicada pela 

função de onda do campo de radiação, na forma de um produto de funções de onda de 
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osciladores desacoplados. A função de onda normalizada de cada oscilador harmônico 

satisfaz a seguinte equação diferencial: 

(y) - {y) + (2m + 1) hm [v) = 0 

Retornamos a função de onda original, u , usando (1.26), (1.29) e (1.34): 

(g k-, X 7 k ■ X (1.36) 

X exp < im 
(1-^7 

y ■ X -'E akCos[k • X Qh 
1 
-ak sin k 

Após ter obtido a função de onda que descreve o sistema elétron acoplado ao campo 

de radiação, usaremos esta solução para calcular a probabilidade de transição que uma 

partícula carregada passe de um certo estado inicial para um dos estados finais com a 

emissão simultânea de radiação, devido a uma pequena perturbação dependente do tempo. 

Como o campo de radiação foi quantizado, podemos calcular a probabilidade de transição 

em função do número de fótons emitidos e a partir daí obteremos os resultados mais impor- 

tantes: só tem sentido considerar o efeito coletivo de fótons de baixa freqüência e o número 

médio desses fótons emitidos, em cada processo, é infinito. 

1.2 Aplicações: Pequenas Perturbações Atuando no Elétron 

Usando a solução (1.36), podemos obter a probabilidade do sistema passar de um estado 

inicial para algum estado final, devido a uma pequena perturbação dependente do tempo 

V (t) atuando nas coordenadas e spin do elétron. Para isso, consideremos a Hamiltoniana 

do sistema total composto de duas partes: 

Ht^Ho + V (t), 

onde Hq é a Hamiltoniana dada pela equação (1.17). As autofunções para o sistema per- 

turbado devem satisfazer a equação de Schrõdinger 

E importante salientar que, o sistema elétron mais campo elétromagnético não está sendo 
tratado perturbativamente e que a única aproximação usada para obter (1.36) foi desprezar 

o recuo do elétron devido à emissão de radiação. Desta forma o problema U (í) = 0 já está 

resolvido, no sentido que os autoestados |n) e autovalores de energia En relacionados pela 

equação de autovalores: 

Ho \n) = En \n), (U37) 

são completamente conhecidos. Para obter a probabilidade de transição, em função do 

tempo, do sistema ser encontrado em n, com n ^ i, supomos que em í = 0 o sistema físico 

encontra-se no estado 
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IC)=EI«>(’‘IC> = EC"I")- (1-38) 
n n 

Da mesma forma, para í > 0, expandimos as soluções do sistema em termos das autofunções 

não perturbadas: 

(1.39) 
n 

onde fator está presente mesmo se V for zero. Isto nos mostra que a dependência 

temporal de Cn (t) é devido somente à perturbação V [t). Portanto, a probabilidade de 

encontrar o sistema em um autoestado final |n) , após a partícula ser espalhada, é obtida 

calculando \Cn{t)f. A amplitude de transição Cn{t) é, em primeira ordem da teoria de 

pertubação, dada por: 

Cn{t) = -i {n\V li) í (1.40) 
Jo 

onde Uni = (En — Ei). Para obter os resultados acima, assumimos que em t = 0 somente o 

estado inicial |í) está ocupado e consideramos o caso de uma perturbação constante ligada 

em t = 0. Ou seja 

V{t) = 
0 , para t < 0 

V (independente do tempo) , para t > 0 
(1.41) 

A probabilidade de transição de um estado inicial |í) para algum do estado final |/) e: 

m\V\i)W-2\iEf-E.)t 

\Ej-E^^ [ 2 

2n\{f\V\i)ft5{Ef-Ei), 

onde usamos o fato que: 

1 sin^í^a; 
lim T— = ó (x). 

77^-00 7J- r}X‘‘ 

Portanto, a probabilidade de transição por unidade de tempo é 

(1.42) 

r (• -1 f) = = 27' K/l V l>')K HEj-E,). (1.43) 

Para calcular o elemento de matriz (/| V |í), consideremos um estado inicial formado por 

um elétron com velocidade e nenhum fóton presente: 

|í) = p,0). (1.44) 

Por outro lado, o estado final será caracterizado por um elétron com velocidade p e Uk 

fótons emitidos: 
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I/) = \j^,rik) ■ 

Assim, 

(i^,nk V , o) = J dQ J d X (Qk, x^jVu^^ [Qk, x 

Usando (1.35), obtemos: 

= exp ^—im (l ~ ^ l) ■ x^V 

X exp íim (l - ^ (fc;7-fc,nfc;cTfc,0 , , 

i^,nk V 

onde Tk é uma função de assim como ak é função de M (ver 1.31) 

d (^k;Tk, Uk-, (Tk, 0^ = J dQkhn (Çk - Tk sin ^A: ■ ho ^Qk - (Tk sin ^A: 

(1.45) 

(1.46) 

(1.47) 

X exp {ak - Tk) Qfccos (^ ' ^) + ^ ~ '^í) (^ ‘ ^)} 

0-ÍTlkk-X T,r Z , K k;Tk,nk-,(Tk,0 , 

onde 

1 2I ^ ^ ~ 
K ( k-,Tk,rik;(Tk,0] = exp<! --((Ta; - Tk) ^ {ukl)^  

nk 

Uk\ 
(1.49) 

Substituindo (1.48) em (1.47), podemos escrever o elemento de matriz (/| V |í) na forma: 

nk V ^,0) = (9) [k;Tk,nk;(Tk,0) , 

sendo: 

F (ç) = J dx exp Ç • 7* (jy^j U7 

(1.50) 

(1.51) 

m (l-/i^) ^ k -m (1 - -'^Hk k ■ (1.52) 

Usando o resultado (1.50) obtemos a probabilidade de transição por unidade de tempo 

(1.43), com os estados inicial e final definidos em (1.44) e (1.45) 
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T {Tk,nk] (Tk,0) 
2n 

Õ2‘ 
m (l — ^ — m(l — 

-f 
k 

(1.53) 

X ^(«)fn K fc;'rfe,nfc;íjfc,0 

Para simplificar a discussão desprezaremos o termo eletromagnético em (1.52) e no 

argumento da função delta, pois estamos trabalhando no limite de baixas frequências. 

Assim, consideraremos que a energia e o momento do campo eletromagnético são pequenos 

se comparados com as variações da energia e do momento do elétron. 

Como o espectro de energia final do elétron espalhado é contínuo, só tem sentido per- 

guntar sobre a probabilidade desta partícula ser espalhada em um grupo de estados com 

momento centrado em torno de e com energia final entre E^, — e + ^dE^. 

Então, se a probabilidade total de transição por unidade de tempo para um estado final 

com momento P^, é dada por (1.53), a probabilidade de transição por unidade de tempo 

dentro de um conjunto de estados finais em torno de será 

L Eu-^dEu 
T {Tk,nk‘,o-k,0) pE^dE^. (1.54) 

0 número de estados finais admitidos, neste intervalo de energia, para uma partícula espa- 

lhada em um elemento de ângulo d<p é 

dN = PEv,díp^^i' 1 

onde pE^,dcp é a densidade de estados disponíveis para cada partícula espalhada naquele 

intervalo 

Í1 
PEv,díp 

(27t)' 
Pu d Pu (1.55) 

Usando a expressão para a energia total 

E"^ = p^ m^, 

obtemos 

A 
dÊ 

E d 

P d 

Com isso, a densidade de estados pode ser reescrita como 

d 
PEpfdip — 

n , 1 
 — 

(27t) 

n 

(27t)' 

1/ d / Pu 

Tm 

Pu^ 

(l - ' dif, 

Pu (1.56) 
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onde usamos as seguintes expressões relativísticas para a energia e o momento de uma 

partícula com velocidade v 

Eij = m (1.57) 

p^= mu 11 — u 2 \ 2 
(1.58) 

Logo, a probabilidade de um elétron ser espalhado em um elemento de ângulo díp, com 

a emissão simultânea de rik fótons de grande comprimento de onda, é dada por 

jdEi/ 
= / T (Tk,nk-,ak,0) PE,, 

J Eu — T^dEu 

1 

27rfí h 
k 

(1.59) 

^ ^('^)| Tl ^ [k\Tk,nk\cTk,0 

^d^m{l-u^) ^\F(q) 

Eu~E, 

X nexp|-Í((Tfc-rí,)' 
è - Tkf 

Uk 

Uk\ 

Deste resultado, vemos que a probabilidade total de transição é o produto de dois termos: 

e 
1 / \2 

=n exp|-^((7fc - ^ • (1-61) 

0 primeiro termo, é a probabilidade de espalhamento elástico de um elétron no elemento de 

ângulo d(p e com velocidade final centrada em torno de 12.0 segundo termo, é uma 
distribuição de Poisson para a probabilidade de emissão de fótons de grande comprimento 

de onda, se interpretarmos | {(Tk — Tk)^ como o número médio de fótons emitidos com 

momento k- De fato, usando (1.31) 

nk = ^(fí - nf (1.62) 

1 2 

a-k ■ d ük ■ u 

2ujlVt 

- k ■ d 

_ ->■ 
£•   

(1-pk) (í-n) 

e- u 

k ■ 

2 
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e o número médio total de fótons emitidos, no intervalo de frequência X < u < A e elemento 

de ângulo dípk, é a soma da expressão acima nos momentos dos fótons 

n --J2 2(2 7T 

?• 1^ t- V 
(1.63) 

cujo resultado é o mesmo obtido classicamente. 

Usando os resultados acima, podemos verificar que a probabilidade de transição com 

a emissão de um número finito de fótons de baixas energias é zero. Para mostrar isto, 

consideremos primeiramente o caso onde somente um fóton é emitido ( = 1). Neste caso 

= PJ exp{-nfc}nA, (1-64) 
k 

= exp ^ Ufc > n 
I fc ) k 

= exp{-n}fPnfc. 
k 

Como o número médio de fótons é infinito e a função exponencial é dominante, se comparada 
como o segundo termo, vemos que a probabilidade de emissão de um único fóton se anula. 
No caso de emissão de um maior número (finito) de fótons, (1.64) difere de (1.61) somente 

por um número finito de fatores e, portanto, permanecendo zero. Deste resultado, tiramos 

algumas conclusões importantes; 

i - a probabilidade de um elétron ser espalhado e emitir um número finito de fótons de 
baixa frequência é zero e não infinita como prevê a teoria da perturbação. 

ii - Como um caso particular do primeiro, a probabilidade de um espalhamento pura- 
mente elástico por parte do elétron é igual a zero, confirmando o resultado clássico de que 

toda partícula acelerada deve emitir radiação. 

Por outro lado, a probabilidade total de espalhamento de um elétron, independente do 

número de fótons de grande comprimento de onda emitidos, é obtida pela soma de (1.59) 

sobre todos os valores de nk- Isto é: 

rík 2'kQ 
Wo, 

O qual também seria obtida se fosse desprezada a interação com o campo elétromagnético. 

Portanto, podemos interpretar a probabilidade para o espalhamento elástico de um elétron, 

obtida pela teoria de perturbação, como a probabilidade total que o elétron seja espalhado 

independentemente do número de fótons de baixa frequência emitidos durante este processo. 

Além disso, como a probabilidade da transição acompanhada pela emissão de um número 

finito de fótons é zero e que a probabilidade total de transição é sempre finita, concluímos 

o número médio de fótons emitidos é infinito, confirmando o resultado clássico. 

A energia média irradiada, devido a um número indeterminado de fótons de grande 
comprimento de onda, emitidos em um intervalo de frequência entre ujk e tOk 4- diOk e 

elemento de ângulo quando o elétron é defletido em um elemento de ângulo d^p, é: 
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ü °° 
d (^E'j —— :^Lüf;duJj;d<^f; ^ ^ 'f^k^k^díp- 

(■^^j «k=0 

Usando (1.59), obtemos; 

> / 7-.\ ^ ^ nke~'^’’ {nkT'^ d{E) = —^üJkdíükdípkWo J2  j  (1-65) 
(2^j n,=0 ^k'- 

(27T) 

d?k €• ^J- O V 

(l-Hk) (l-l^k) 

onde usamos o fato que: 

E 
n=0 n! 

= X. 

Esta expressão é apenas o produto da probabilidade total, wq, do elétron ser espalhado em 

um ângulo d^p multiplicada pela expressão clássica para a energia irradiada pelo elétron na- 

quele intervalo de frequência e emitida em um elemento de ângulo dipk- 0 mesmo resultado 
é obtido através da teoria de perturbação em regiões de baixa frequência. Assim, a energia 

média irradiada e a probabilidade total de transição, independente do número de fótons de 

baixa frequência emitidos, podem ser determinadas pela teoria de perturbação, embora a 

probabilidade do elétron ser espalhado e acompanhada com a emissão de um número finito 
de fótons de baixa frequência não é corretamente determinado por esta teoria. 
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Capítulo 2 

Dinâmica Assintótica 

Neste capítulo estudaremos inicialmente a forma de como a matriz S é definida na teoria 

de perturbação e as condições para que seja um operador bem definido no espaço de Fock. 

Neste formalismo é assumindo que o potencial de interação anula-se assintóticamente, im- 

plicando que a dinâmica das partículas é considerada livre em regiões assintóticas. No 

entanto, veremos que este tratamento parece não ser válido para o caso de interações de 

longo alcance, como a coulombiana. Neste sentido, é proposto uma redefinição do operador 

S levando em conta este fato. 

Na seção 2.1, faremos uma revisão sobre a definição do operador S na teoria de per- 

turbação. Na seção 2.2, usando um cálculo simples, descreveremos o comportamento de 
uma partícula espalhada por um potencial de Coulomb em duas dimensões, a nível não 

relativístico. Baseado nas condições físicas do problema, obtemos um esboço da idéia prin- 

cipal do modelo. Na seção 2.3, construiremos explicitamente o operador que descreve a 

dinâmica assintótica Uas (0 QED3. Na seção 2.4, faremos uma análise desse problema 
no espectro de frequências. 

2.1 A Matriz S de Dyson 

Consideremos um sistema quântico descrito por uma Hamiltoniana H constituída de dois 

termos 
H^Ho + V{t), (2.1) 

onde Ho é a. Hamiltoniana livre e V (t) é um potencial de interação de curto alcance 

lim V(t) = 0. (2.2) 

Isto implica que assintóticamente as partículas espalhadas são consideradas livres. Assim, 

como em processos de espalhamento as partículas só são observadas em regiões assintóticas 
(t —>■ ±cx)), os estados assintóticos são autoestados de Hq. 

Usando estas idéias, define-se o operador S na teoria de perturbação, assumindo que a 

dinâmica assintótica é governada por Ho [6]: 

^ (2.3) 

onde Win são os operadores de onda 
out 
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(2.4) Wi„ = lim U (t,0)^ e-'""’ 
Oiit 

e 

U{t,s) = 

Usando (2.5), reescrevemos a matriz S como 

(2.5) 

S= lim e'"“‘C/(í,s)e-‘""’. (2.6) 
í—>-+CO '' ’ 
s-^ — oo 

Desta definição, o significado físico da matriz S é o seguinte: um estado assintótico inicial 

ip considerado em t — 0, é transformado para s —)■ — oo por dinâmica livre e então evolui de 

—oo a f —>■ +00 via U (f, s) e finalmente transformado de f —)• +oo para t = 0 por dinâmica 

livre . A probabilidade de transição deste estado inicial para um outro estado assintótico 

final ijj, é dada por 

i(V’|5'|v?)|^ (2.7) 

onde os estados assintóticos pertencem ao espaço de Fock. 

Resolvendo a equação de movimento para o operador evolução temporal, a matriz S 

pode ser reescrita na forma de produto ordenado temporal 

S-Texpí^-iJ U^(f)df|, (2.8) 

onde {t) é o potencial na representação de interação. Se o potencial de interação se 

anula em regiões distantes, tal que 

/+00 
ds||U(s)|| < oo, (2.9) 

•OO 

então a série de Dyson para o operador S (2.8) também possui norma convergente. Logo, o 

operador S é unitário no espaço de Fock, sob a condição das partículas possuirem dinâmica 

livre em regiões assintóticas. 

0 método usado acima torna-se duvidoso para descrever processos de espalhamento, 
quando consideramos potenciais de longo alcance, como é o caso do potencial coulombiano. 

Neste caso, mesmo em regiões distantes esse potencial não pode ser desprezado. 

Para finalizar esta seção, trataremos de duas questões importantes relacionadas com a 

construção do operador S, levando em conta a dinâmica assintótica 

1- Podemos fatorizar a contribuição exata da dinâmica assintótica, na definição do 

operador S , separando a Hamiltoniana de interação em duas partes [9] 

onde Hs é a parte da Hamiltoniana de interação que descreve a dinâmica assintótica (onde 

os fótons emitidos possuem baixa freqüência) e Hh & parte restante. Assim, reescrevemos 

a matriz S como 
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S = T exp 
^ — 00 

onde 

= U (oo,to) ShU (to,-oo), 

U {t,to) = T exp —i f drHs (r) 
L Jto 

/+00 
dtHh {t) . 

-oo 
Sh = T exp 

2- Se Hg (t) satisfaz a condição 

[Hs ih), Hs (^2)] = c - número , V íi 7^ h-, 

o operador evolução temporal pode ser reescrito na forma de produto ordinário 

U (t, to) = exp {R {t, to)} exp {ic}) {t, to)} , 

onde 

R{t,to) = exp —i f drH (r) 
Jia 

ii^(í,io) =exp|-i^ dr dí [ff (t) ,//(s)]|. 
7‘ . Ho Jto 

Para provar o primeiro item, usaremos o fato que Hg e Hh comutam. Assim 

c+00 
S — T {exp 

-0 
+ 

/+00 ] r r 
dtHg (t) 1 - *7 dtiHh (ti) 

>00 J L ^ 

'f-1 dhj dhHi,{h)Hi,{k) + - 

= tÍu (4-00, —co) - i j diiU (+00,íi) (íi, -oo) 

(2.10) 

(2.11) 

(2.12) 

(2.13) 

(2.14) 

(2.15) 

(2.16) 

(2.17) 

j dÍ2U (+00, íi) Hk{ti)U iti,Í2) Hh ih) U (í,-00) + ... 

Deste modo, o termo de n-ésima ordem da matriz S na série perturbativa com relação 
a Hh {t) é dado por 

= i-i)^ I dh...dtJ{h-h)e{t2-t3)...B{tn-i-Q (2.18) 

XU { + 00,tl)Hh (tl) U {ti,t2)Hh (Í2) --U {tn-l,tn) Hh (ín) U (t„,+Oo) . 

Podemos examinar a dependência em ti no integrando acima, inserindo conjuntos completos 

antes e depois de Hh {ti). Daí, vemos que a dependência em ti de Hh (ti) é dada pela 

diferença de energia dos estados colocados antes e depois de Hh (ti) 

Hh {ti) ~ (2.19) 
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Por outro lado, veremos adiante que a dependência em U nos operadores U {tn-i,ti) 

U é da forma 

U ,U (ti, ~ ^ 

Como os fótons em Hg possuem energia muito menor que os fótons em Hh 

p • k 

(2.20) 

E \AEi\ > 

podemos fazer a seguinte aproximação 

U [tn—ii C) H}i U {tif tn-i-i') — E ^o) Hfi (C) U (ÍQ) ^n+i) 

Observando que U {to, to) = 1, (2.18) pode ser aproximada por 

= U{oO,to)^^ I dh...dtr,T[Hhih) ...Hh{tn)]U {to,-Oo) . 

Generalizando para todo n, (2.10) fica provada. 

Passemos para o segundo item. Primeiramente definimos o operador (t) como 

(2.21) 

(2.22) 

T exp i í drH (r) = exp —i í drH (r) T exp —i f drH^^^ (i 
J íq J L íq -• L «/íq 

(2.23) 

Para determinar o operador desconhecido, (f), diferenciemos a equação (2.23) 

relação a í e multipliquemos o lado esquerdo por exp i drH (r) 

em 

exp 

= <^exp 

i P drH (t)] {-i)H{t)Texp \-i í drH (r) 
. J Íq - . Jíq 

Jta 

xT exp 

drH (t 

: 

J dt 
exp ij'drH{T) +(-*)i/P)(í) 

i í drH^^^ (r) 
J ín 

Reescrevendo o lado esquerdo desta equação usando (2.23), obtemos 

i í drH (t) {—i)H{t)exp —i í drH (r) 
. Jto -I 1 Jto 

exp 

Sexp i í drH {' 
. Jto dt 

exp i dTH{r) + {—i) {t) 

e, com isso, isolamos (t) 

(t) exp 
. Jto 

drH{T) ÍH{t)-i—jexp i f drH (t) 
Jto 

(2.24) 

Podemos expressar (t) como uma soma envolvendo comutadores, lembrando que 

oo 1 r m 
e-^Be^=j: — ...\B,A],A] 

^ ml L m=0 
(2.25) 
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dt ^o(m + l)! 
A, A , A],. ,.,A (2.26) 

Assim, 

exp i í drH (t) H{t)exp —i í drH (t) 
. J to J L »/ íq Ho 

^3 Pi 1 

' 'h 

H 

to 

t - 

(2.27) 

3! 

(t), í drH (r) 
Jto 

{t), í drH (t) 
Jto 

+ 
2! 

H (t), f drH (r) , í 
Jto j J to 

drH fri 

í dTH{T) ,f drH {t) 
Jto J Jto 

+... 

= E 
m=0 

Similarmente 

(-0 
m! 

... drH (t) ,f drH {t) drH {t) 
Jto J Jto J Jto 

exp i f drH [t] 
Jto 

(-O^exp 

= E 
m=0 

/ ’\T 
(-0 
m! 

H 

i í drH (r) 
Jto 

m 

{t),í dTH{r) ,í drH{T) drH (t) 
Jto J Jto J Jto 

(2.28) 

Substituindo (2.27) e (2.28) em (2.24), (t) fica determinado: 

ff“'(i)=E (-‘T 
m 

m=0 {m + 1)! 
drH (t) ,( drH (t) drH (r) 

Jto J Jto J Jto 

Para o caso onde o comutador entre Hamiltonianas em tempos diferentes é um c-número, 

isto é: 
[H (t), H (t)] = c — número, (2.29) 

//P) (í) é dado simplesmente por 

= ^ jA[H(t),H(T)]. (2.30) 

Neste caso, o operador de evolução temporal torna-se 

U {t,to) = exp\-i í drH{T) 
I Jto 

—i í drH (r) 
Jto 

— exp 

T exp 

exp 

—^ í drH^^^ (r) 
J to 

I í dr í ds[H{T),H (s)]| . 
Á J to J to J 

(2.31) 

Esta forma para o operador de evolução temporal será muito útil em cálculos posterio- 

res, pois a Hamiltoniana que descreve a dinâmica assintótica satisfaz a condição (2.13) e, 

portanto, se tornará fácil obter explicitamente a forma do operador de evolução temporal 

nesta região. 

O assunto que será discutido na próxima seção é o espalhamento de uma partícula carre- 

gada por um potencial de longo alcance (o potencial coulombiano), a nível não relativístico, 

com o objetivo de deixar claro qual a idéia principal do que será discutida no restante deste 

capítulo. 
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2.2 Espalhamento Coulombiano Não Relativístico 

Para ilustrar o método usado na construção do operador asssintótico, Uas (t), conside- 

remos o espalhamento de uma partícula carregada por um potencial coulombiano em duas 

dimensões. A Hamiltoniana do sistema tem a seguinte forma: 

^2 

H =—[-gliír — Ho + V (2.32) 
Zm 

onde m é a massa da partícula espalhada e g é o produto das cargas dessa partícula e do 

centro espalhador. 

Primeiramente construiremos a forma do potencial na região assintótica usando a repre- 

sentação de interação e, com isso, obteremos o pacote de onda que representará a partícula 

espalhada nessa região. Para isso, consideremos os observáveis ~x e P como operadores 

momento e posição, na representação de interação. Nesta representação, esses operadores 

satisfazem a seguinte equação de movimento: 

Í^ = i[0,.í/„1. (2.33) 

Usando a Hamiltoniana (2.32) e a equação acima, vemos que o momento da partícula 

espalhada é uma constante de movimento: 

= 0. 

Similarmente, a equação de movimento obedecida pelas coordenadas 

(2.34) 

cuja solução 

d X 1 

dt i 
x,Hc L 

m 
(2.35) 

X {t) =x +—t, (2.36) 
m 

descreve a evolução temporal do operador coordenada da partícula espalhada, é idêntica à 

equação clássica da trajetória de uma partícula em movimento retilíneo e uniforme. Com 
esses resultados podemos obter a forma do potencial de interação a grandes distâncias, 

assumindo que nessa região as partículas se comportam como partículas clássicas com 

trajetórias bem dehnidas. Assim, quando |t| —>■ oo 

V{t) = gln (2.37) 

Este potencial, que descreve a interação na região assintótica |í| —>• oo, não possui norma 

convergente e sua contribuição para a dinâmica assintótica não pode ser desprezada. Em 

outras palavras, a dinâmica assintótica não é governada por Hq mas sim pelo operador 
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(2.38) Has (t) — Hq + Vas (t) — Hq + gin 

\ 

t 

V 

Com esta Hamiltoniana descrevendo a dinâmica assintótica e levando em conta que Vas (i) 

na representação de interação é a mesma que na representação de Schrõdinger, pois 

[K, (t), Ho] = 0, (2.39) 

a função de onda que descreve o comportamento da partícula nessa região é obtida resol- 

vendo a equação de Schrõdinger para Has 

i-jt (í) |a,í) , (2.40) 

onde |a,í) é o estado físico da partícula espalhada. Na representação dos momentos, a 

equação acima torna-se; 

■-i-2 
P 

2m 
+ gin 

m 
\ ) 

(2.41) 

cuja solução é 

->•2 

^ (p, í) = c (p) exp - Í9 t In 
m 

í — 1 — ío In 
P 

to-1 
m 

/ J 

(2.42) 

Podemos escrever o pacote de ondas na representação de coordenadas, tomando a trans- 

formada de Fourier da expressão acima 

^p,í) = (2.43) 

í 

A escolha desta solução se deve a certas condições iniciais para a equação (2.41). Estas 

são determinadas levando-se em conta o fato de que a variação temporal das distribuições 

das coordenadas e momento da partícula representada pelo pacote de onda (2.43) para \t\ 

—>• oo deve ser governada pela dinâmica clássica. A constante to não é um fator significante 

neste contexto. 

Para verificar essas afirmações, vamos tomar os valores esperados das coordenadas e 

momentos em relação a solução (2.43). Para a distribuição de momentos, obtemos; 
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(? W) = / 
d P c[P P- (2.44) 

Similarmente, o valor médio das coordenadas tem o seguinte comportamento na região 

assintótica; 

W)= m 

Isto mostra que a escolha da solução (2.43) para os pacotes de onda na região assintótica 

é de origem física e leva a uma definição coerente da matriz S . 0 pacote de onda, (2.43), 

pode ser reescrito na seguinte forma: 

^(f) = Uas{t)^ (2.46) 

e *^°‘exp t In 
P 
-t- 1 

m 
to In 

P 

m 
-to-1 

/ J 

O exemplo anterior mostra que a escolha da Hamiltoniana que descreve a dinâmica as- 

sintótica depende da origem física do problema, ao contrário das definições usuais na teoria 

formal de espalhamento, onde Hq é tomada como operador assintótico, sobre operadores 
de onda. 

Com base nisso, redefinimos os operadores de onda da seguinte forma; 

W in = lim e (t) (2.47) 
out 'í—>^oo 

Nesta seção, obtemos uma Hamiltoniana que descreve a dinâmica asssintótica a nível 
não relativístico e posteriormente resolvemos a equação de Schrõdinger para esta Hamil- 

toniana, escolhendo certas condições iniciais, de modo que as partículas se comportem 

como partículas clássicas em |í| oo. Na próxima seção usaremos estes argumentos para 

construir Uas (t) na QED3. 

2.3 Construção do Operador Assintótico na QED3 

Vamos agora construir o operador que descreve as interações na região assintótica usando 
a eletrodinâmica quântica. 

Para descrever a interação de elétrons e pósitrons com o campo elétromagnético na 
QED3, precisamos definir os campos que os descrevem. Elétrons e pósitrons são descritos 

pelo campo de Dirac quantizado, 4^ (a;), que pode ser representado como uma soma de dois 

termos: um de freqüência positiva e outro de frequência negativa, isto é, 

^ (a;) = 4í(+) (3.) + v[r(-) (ar). (2.48) 

Similarmente, o seu campo conjugado, ^ (x) = 'I'+7°, pode ser representado por 
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^ (x) = (x) + ^ (x). (2.49) 

Estes campos são expandidos em termos de operadores de criação e aniquilação de elétrons 

e pósitrons, h\ br òj (p) e br (p), respectivamente 

í(+) (^) = 1 ^ 6^ (?) u, (?) e' 
47T J V Po r ^ 

P ■ X —ípoí 

^ (x) = ; dl ^p^ Vr (p) e" 

^(x) 

■ip -x+ipat 

^-iP-x+ipot 

X —ipot 

onde 

(2.50) 

Ur = nj7° 

e os operadores de criação e aniquilação de férmions satisfazem as seguintes relações de 

anticomutação: 

{br (p) , bl p)} = SrsS (P - ?) , 

{4(p),d|(p)} = í,,í(p -)?). (2.51) 

O operador que descreve a interação entre partículas carregadas e o campo eletro- 

magnético na representação de interação é dado por: 

Vi = j (x) ■ Af,{x)dx, (2.52) 

onde (x) é o operador corrente 

j^(x) = e : W(x)7^4f(x) : (2.53) 

O produto normal é indicado pelos dois pontos e impõe a condição de que os operadores 

de aniquilação devem estar a direita dos operadores de criação. 

O potencial eletromagnético, na expressão para o potencial de interação, pode ser um 

campo externo ou quantizado. Como iremos considerar somente a emissão de fótons na 

região asssintótica, An (x) será o operador campo eletromagnético expandido em termos de 

operadores de criação e aniquilação de fótons (ver 1.11) 

Retornando para a discussão da forma do operador corrente verificamos que (x) pode 
ser decomposto como uma soma de quatro termos 
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(2.54) 

ji^+- = e : :, 

f-+ = e : : . 

De (2.50), notamos que (a parte de ^ com freqüência positiva) é linear em ope- 

radores de aniquilação de elétrons. Do mesmo modo, e \ criam pósitrons, 

aniquilam pósitrons e criam elétrons, respectivamente. Assim, cada termo do operador 

corrente representa um processo físico particular; e estão relacionados com a 

criação e aniquilação de pares de partículas, enquanto e envolvem espalhamento 

de férmions. 

Antes de substituir explicitamente as expressões para os operadores que compõem o 

potencial de interação, verificamos que o problema se torna bem mais simples se levarmos 
em conta que somente as partes do operador de corrente relacionadas com o espalhamento 

de férmions contribuem para o potencial de interação na região assintótica. O argumento 

é o seguinte: a solução da equação de movimento obedecida pelo operador de evolução 

temporal na região assintótica envolve a integração temporal do potencial de interação. 

Como a dependência temporal de V/ (í) é do tipo somente os termos onde a se aproxima 
de zero, dentro do intervalo de integração nos momentos, contribuem assintoticamente, pois 

giofí 
lim  = nS (a) . (2.55) 

Assim, as partes do potencial de interação contendo operadores de corrente que representam 
a produção e aniquilação de pares não contribuem na região assintótica, pois os argumentos 

da função exponencial caracterizando a dependência temporal deste operador são da forma 

p° + ^ + k'^ +m'^y (2.56) 

que é diferente de zero para todo P e Por outro lado, os termos que envolvem espa- 

Ihamento de férmions, com a emissão de fótons, têm como argumento da função exponencial 

u = (p\m^y - Up + + mA\ ko, (2.57) 

que se anula para k igual a zero e para todo P. Este resultado é satisfatório, pois é 

necessário fótons com energia co > 2m para se tornar possível a produção de pares. 

Com isso, escrevemos explicitamente o potencial de interação na região assintótica: 

K. (0 = /-í 7 /d ? /á ^ (7) 4. (?) - 4 (5) d. (?)) (2.58) 
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X 
-\/2cu 

Siq - P - k][a.{k]e + aÍ[k\e „iUlt \ A (9°V)t 

(27t; 

X 
\/2u} 

jàk jiíY. ^ (H (p + k) K (p)-4 {p + k) ir (p) 

-iujt I + %\ k]e llxlt 1 A {í°-p°)t 

onde o argumento da função delta impõe a conservação de momento do sistema: 

P + k = q, (2.59) 

sendo P, q e k, os momentos dos férmions e fótons emitidos. 

Outras simplificações podem ser feitas, levando em conta que a principal contribuição 

para as integrais restantes , no limite |í| —>• oo , provem das vizinhanças de k igual a zero. 

0 0 P - ^ 
^ T—íT- 

Além disso, em (2.58) fizemos a seguinte aproximação 

Ur (p) {q) = ÍP‘' - q^')] (q) 

(2.60) 

(2.61) 

P X — 
m 

onde 

õ[7",7l- 

Observamos que a parte de Ks {t) envolvendo operadores de férmions, pode ser apro- 

ximada por 

'bl[p + k)K{p)-dl(p + k)dr(p) 

== [bl (?) K (?) - 4 (?) 4 (?)]. 

(2.62) 

Multiplicando esta expressão pela carga do elétron, obtemos o operador densidade de carga 
no espaço dos momentos 

p(?)=e[6t(?)4(?)-í(?)4(?)]. (2.63) 

Substituindo (2.60) e (2.63) em (2.58), o potencial de interação na região assintótica é 
reescrito como 

K. (t) 
1 f -* í l     d k d P —;=—p 

(27t) J J \/%j Po 

1 f dk . 

(?) ■ ,t |-í^ Jif‘ oAk e + ai {k]eP (2.64) 

(W/ (27t) J yPlLÕk 
jL k,t cifd { k ] e ( — /c ) e VjJÍ 
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onde 

(2.65) 

0 significado físico deste operador de corrente pode ser verificado escrevendo-o no espaço 

de coordenadas através de uma transformada de Fourier 

(2.66) 

que possui a forma de uma distribuição de corrente devido ao movimento de uma partícula 

carregada com densidade de carga p (í*) e velocidade uniforme De fato, os autova- 

lores do operador (2.65), atuando num espaço de partículas carregadas, são densidades de 

corrente clássicas devido ao movimento dessas partículas, mostrando que assintoticamente 
as partículas espalhadas se comportam como partículas clássicas. Isto pode ser verificado, 

definindo um estado de elétrons e pósitrons com dado momento e spin 

^ (pi,5i;....; (pi) (^) 4, {í) -4m 14 ^ 

que é autoestado do operador com autovalor 

onde 

(k,t 

—e ^ pV 5 

é a densidade de corrente de uma partícula clássica com momento P . Logo, o método 
de tratar a dinâmica assintótica é uma generalização natural daquele obtido não relati- 

visticamente. Análogo ao caso não relativístico, a Hamiltoniana que descreve a dinâmica 

assintótica é dado por: 

Has — Ho + Vas (t), (2.67) 

onde /7o é a Hamiltoniana livre. Com isso poderemos obter Uas{t), resolvendo a equação 
de Schródinger para o operador de evolução temporal 

iíu{t) = H{t)U(t), (2.68) 

onde H é a, Hamiltoniana do sistema que esté sendo considerado. Em nosso problema 

^ ~ Has e, portanto, a equação diferencial acima deve ser satisfeita pelo operador Uas (t). 
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Seguindo a analogia do resultado não relativístico, procuramos soluções para a Equação 

acima da seguinte forma: 

Uas {t) = {t). (2.69) 

Substituindo este operador na equação (2.68), obtemos a seguinte equação de movimento 
para Z (t) 

ij^Z(t) = Vl{t]Z(t), (2.70) 

onde (í) é o operador potencial assintótico na representação de interação. Ou seja: 

Vai (0 - {t) (2.71) 

A solução da equação acima é o produto ordenado temporal: 

Z {t) = T exp j KÍ(r)(ír|, (2.72) 

cuja solução pode ser simplificada, se levarmos em conta o resultado obtido na seção ante- 

rior, isto é, que o comutador entre potenciais em diferentes tempos é um c-número: 

e consequentemente 

K'.(Í.).K'.(Í2) = c — Número (2.73) 

= 0, V tNiM- (2.74) 

Com isso, a solução para Z (í), na forma de produto ordenado temporal, pode ser reescrita 
na forma de produto ordinário 

Z (t) = exp J vi (r) drj exp [KÍ (^), KÍ (■s)] } (2.75) 

= exp{i?(í)}exp{z(^(t)} , 

onde 

R{i) = -^Í VÍ{t)(It (2.76) Jto 

¥i 
(2.77) 

Deste resultado, vemos que o operador assintótico consiste de dois fatores que comutam 
entre si. O primeiro envolve operadores de fótons e suas propriedades serão estudadas no 

próximo capítulo, quando definiremos o espaço de estados assintóticos. O segundo é um 
fator de fase e veremos que sua forma é uma generalização da fase coulombiana obtida nos 

cálculos não relativísticos da seção 2.2. 
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Agora voltamos nossa atenção sobre a escolha do limite inferior de integração Tq, nas 

integrais temporais. No limite superior temos |í| —>■ oo, pois queremos descrever o com- 

portamento assintótico. Por razões de simetria poderiamos ser tentados a escolher tq igual 
a zero. Tal escolha, entretanto, ignora o fato de que somente assintóticamente Vas (t) tem 

significado físico. Se o operador R {t), que é formado linearmente de operadores de criação 
e aniquilação de fótons, tiver contribuição a tempos finitos, não comutará com o momento 

total do campo de radiação e o limite |t| —>■ oo poderá diferir do limite clássico. Estes ope- 

radores comutarão quando considerarmos tempos infinitos, onde somente baixos valores do 

momento do fóton contribuem para as integrais temporais. Assim, Uas {t) não deve conter 

contribuições de integrais da função Vas {t) com relação a tempos finitos. 

A exigência acima admite somente um modo de calcular as integrais temporais, isto é, 

devemos assumir que 

í (2.78) 
Jas IS 

Neste caso, os termos que não comutam assintóticamente com o momento total estarão 

ausentes. 

Substituindo a expressão (2.64) para (t) em (2.76), e calculando a integral temporal, 

R (t) torna-se: 

R(t) 
(27t) /“/ 

d P 
^ 1 

x/ dr 

Po' 
tz. 

(p) (2.79) 

k] + a]Ak] 
• k-p í —á-i 

1 
í— í 

J J 
d P -^p Cp) 

(27t) J " p - k 

Da mesma forma a fase (/>, pode ser reescrita como 

Qa i k ] e D «lík]eV 

(27t)' fdrfdsjdíjd-d?^,pC)pC) (2.80) 

A fim de obtermos uma forma mais conhecida para esta fase, calcularemos as integrais 

temporais e no momento do fóton. Para isso, definimos a função integral 

(2.81) 

onde 
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(2.82) 
q p 

^=qO-~-o^- 

Sabendo que 
—T 

= u e escolhendo <p o ângulo entre x e k ■, obtemos: 

onde definimos 

Desta forma 

I{p,q,T,s) = Jq [w (xo - cosí/?)] 

Í-27T roo 
= - / díf dtusinwA, 

2 Jo ^Jo 

X = Xo- COS ip. 

I /»Z7T I fOO , 

1 , í i i 
= — dpi ^ ^ 

4i Jo VA + ie A — ie 

^ - r dp~,— 
2Jo ^(xo- COS p ) 

7T 

para > 0 . 

Nosso próximo passo é calcular as integrais temporais da forma 

—y 

G(p,,.i) = £<ir£<í»/|tsin 
P_ 

pO 

Levando em conta o resultado (2.85), com x definido em (2.82) obtemos 

G{p,q,t) 

(2.83) 

(2.84) 

(2.85) 

(2.86) 

(2.87) 

32 



A integral acima é do tipo 

j dx\n(3x — t{l— . 

Portanto, 

(2.88) 

G{p,q,t) (2.89) 

na última linha foi tomado o limite não relativístico para comparar esse resultado com 

aquele obtido na seção 2.2. Desta maneira o operador cf) (í) pode ser expresso na seguinte 

forma: 

mostrando que é uma generalização relativística da fase coulombiana obtida na seção 2.2, 

divergindo assintoticamente. 0 autovalor desse operador atuando num espaço de partículas 

carregadas, fornece a interação coulombiana entre todas as partículas do sistema. Por outro 

lado, o operador R{t) tem origem puramente relativística. 

Com Z (t) definido em (2.75), o operador assintótico é reescrito como 

1 - In 2 
_P 

Po Ço 
(2.90) 

Uas {t) = 

e seguindo a generalização não relativística, o operador S é redefinido como 

(2.91) 

S =,jim^ Ul (t) (s). (2.92) 
s-^~oo 

Esta definição difere da matriz S de Dyson, dada por (2.4), pela troca de 

^ ^ (2.93) 

mostrando que o alcance infinito do potencial de Coulomb destrói o comportamento de 

dinâmica livre em regiões assintóticas, ao contrário da definição da matriz S de Dyson. 

2.4 Espectro de Freqüências 

Faremos agora uma análise da dinâmica assintótica no espectro de freqüências, levando em 

conta que as singularidades no infravermelho são um efeito de tempos assintóticos. 

O ponto de partida deste modelo é separar o Hamiltoniano numa parte ”soft ”, que é 

formada por fótons com energia menor que A e ”hard ”, a parte restante, 

Hit) = H4t) + Hh{t). (2.94) 
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Usando (2.10), a matriz S pode ser reescrita como 

5= lim U {t,to) ShU^ {s,to), 
í—>- + oo 
S—y — OO 

(2.95) 

onde 

U (í, to) = T exp (2.96) 

possui divergências no infravermelho, enquanto Sh é livre destas divergências pois contém 

pelo menos uma interação Hh ■ 
O procedimento que seguiremos aqui é basicamente o mesmo da seção anterior. Mas 

neste caso, usaremos a representação de interação e será invertida a ordem de integração, 

de modo a possibilitar a análise das divergências no espectro de frequência. A forma da 

Hamiltoniana de interação Hg na representação de interação é igual a definido em 

(2.71). Assim, o operador evolução temporal assintótico obedece a seguinte equação de 

evolução. 
.dU{t,to) ^ (2.97) 

cuja solução é dada por (2.96). Comparando (2.97) com (2.72) e (2.75), obtemos 

U(t,to)=exp -i í dTÍíg{T) expj-^ f [ ds[Hg (r), Hg (s)] 
. Íq J \ ^ J to Íq 

Seguindo os mesmos passos da seção anterior, definimos 

i4>(t,to) = -l- í dr f ds[Hg(T),Hg{s)] 
J Íq *7 Íq 

(2.98) 

(2.99) 

R (t, to) = —i í drHg (r). 
Jto 

Usando (2.80) a fase i<f>{t,to) torna-se 

2 (2nf //- £ * / “í ? / P) 

11'-' 
i(p[t,to) — Õ77 72 

/ 

onde 

X / ^ ^ ^g-í^-(pt-7s) _ ^ik-{pT-qs) 

^ P ^ q 
P = — ,«?= —• 

Po qo 

(2.100) 

(2.101) 

Na expressão acima, calcularemos primeiro as integrais temporais, definindo: 

I (p, q, t, to) = I* dr ds _ eH"^r-qs)^ 

= h (P, Ç, U U) + h (p, q, t, to) 

(2.102) 

(2.103) 
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onde 

h{p,lt,to) {q-k)[k-{p-q)] 

X [sin k • [p — q)t — sin k ■ (p — q) Íq] 

e 

{íi-mp-k) ■ p (*-'») ■ 

De (2.103) e (2.104), reescrevemos (2.101) como 

—y 

i4>{t,to) = j j P'^P(P) p(^) j ^ (2.105) 

J [sink • {p — q)t — siiík ■ {p — q) to] 2smk ■ p{t — to) 1 

^ I {q-k)[k-{p-q)] (q-k){p-k) j' 

A matriz S é definida em (2.95) no limite t, s —>■ ±oo. O tempo to é um parâmetro que 

deve ser escolhido convenientemente, no intervalo —oo < to < +oo. Neste caso, escolhemos 

to igual a zero e justificaremos esta escolha adiante. 

A construção da parte assintótica da matriz S é efetuada tomando-se os limites men- 

sionados acima nos operadores de evolução temporal. 

U (±oo, 0) = exp [R (±oo, 0)] exp [icj) (±oo, 0)], 

onde 

R{±oo,0)- I I d P 
pp 

(27t) J J P'k 
(?) au\k] - al\k 

(2.106) 

(2.107) 

i</.(±(Xí,0) = —^ldpjdqp-qp(p)p(q)j 
d k 

2iú 

í sink-{p — q)t 2smk-pt 1 

^ \ (q.k)[k-{p-q)] {q-k){p-k)j 

j dp j d q p ■ qp (p"j p Çq'^ 

{±7TÍ [k • (p — ç)] =[= 27t5 (p • k)} . X 

(2^) 

dk 1 

2u { q ■ k) 

(2.108) 

Como o segundo termo entre colchetes envolvendo a função delta se anula, obtemos final- 

mente: 

(±oo, 0) = j d P J d q p-qp(p) pÇq'^ j 
d k d [k ■ {p — < 

2u> { q • k) 
(2.109) 
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Afim de verificar as divergências no infravermelho, existentes neste operador de fase, 

calcularemos agora a integral no momento do fóton no intervalo A < o; < A, definindo a 
função 

2a? { q • k) 

J\ 2a? Jo 

(2.110) 

p ■ q 

o? 1 - 

-8\u 

10 COS 7 

_P _ 

Po qo 
COS ip 

onde ip é o ângulo azimutal do vetor k, J o ângulo entre k e ^ e colocamos o vetor 

^ ao longo do eixo x. Para facilitar os cálculos tomamos o limite de pequeno ângulo 

de espalhamento, ^ ± Na integral do momento do fóton o limite superior, A, 

serve para definir fótons ”soft ” e seu significado físico está relacionado com a limitação 

experimental, onde fótons com energia abaixo deste limiar não serão detectados. Por outro 

lado, o corte inferior deve ser removido tomando A —)■ 0. 

Usando o fato que 

COS 7 = COS [ — — cp 
7T 

sm (p. 

a integral (2.110) é reescrita como 

udu udLo 

k izr/o 

p-q 

o? 1 - 

-S iü 

10 sm (p 
Po qo 

COS ip (2.111) 

Levando em conta a propriedade da função delta 

S{x - Xi) 
■5 [/a)) =i; 

i 

onde Xi são as raízes da função / (o;), obtemos 

\ 1 
Slu 

P ^ 

Po qo 
COS p = 

o? £ 1_ 
Po 10 

E 
n=l,3,5,... 

- f) 

-siinp|_ 

Substituindo este resultado em (2.110), obtemos 

uidüü p ■ q 
S(P,9) = I 2o;3 p i_ 

Po 10 

p2tt 
/ Jo 

E S(p-f 
n=l,3,5,... 

1 — sine? 10 ^ 

(2.112) 

(2.113) 

(2.114) 

= í 

a?da? p ■ q 

2o?3 

1 1 
+ 

10 ' qo - 
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Como estamos interessados somente na divergência no espectro de frequência, tomamos 
o limite não relativístico da expressão acima ou c. Deste modo 

f^iodLü p-q 
9[p^q) = /  

•/ X 
PO 90 

(2.115) 

= —/ 
Vnn X 

1 du 

pq 

1 

'Jpg 

X 2u>'^ 

onde 
p-q 

-'PI 
P-<l) p^q^ 

Substituindo (2.114) em (2.109), obtemos a seguinte forma para o operador de fase 

pp)í>(«)/ 1 • 
(j) (±oo, 0) 

’47T 
d q 

■'pq ÍU/A 

As únicas diferenças entre o método usado nesta seção e o da seção anterior, para 

descrever a dinâmica assintótica são as seguintes: no primeiro a análise das divergências 

contidas na fase (f> é feita usando o tempo como parâmetro e desconsiderando o limite 

inferior to nas integrais temporais, enquanto que no segundo esta análise é verificada no 

espectro de frequência etoé colocado igual a zero, como é feito usualmente na definição dos 

operadores de onda. A fim de verificar que os dois métodos levam aos mesmos resultados, 

fixamos t eto na. expressão da fase 4>[t,to) em (2.105) e calculamos a integral no momento 

no fóton, em todo o plano. Para isso, reescrevemos esta fase como 

i(f>{t,to) = 
(27T)- 

I dP I dqp-qp(p)p(q) (2.116) 

onde 

X [Gi (p, q, t) - G2 (p, q, to) - G3 (p, q, t, Íq)] 

d k sm k ■ {p — q)t 
Gi (p,q^i) = f 

G2 (p, q, to) = j 

2u {q-k)[k-{p-q] 

d k únk ■ {p - q) to 

G3 Íp,q,t,to) = j 

2o) i q-k)[k ■ {p-q)] 

"d k 2,smk ■ p{t — to) 

(2.117) 

2u {q ■ k) {p • k) 

O próximo passo é calcular explicitamente as integrais acima no espectro de freqüência. 

Começamos por Gi (p, q, t) 

r°° iodu) , 
GUp,ít) = J^ 1:7/0 

sm 

1 - 

U) Po t COS tp 
(2.118) 

COS ^ L. 
PQ 

_3_ 
9o COS (p 
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onde introduzimos um corte no limite inferior da integral na frequência do fóton para 

controlar a divergência que aparecerá se A ^ 0. Desta forma 

i f 
Cl (p,ç,t) =dipj^ 

t f°° dui sin a (</?) uj 

X a {(f) 

onde 

a (if) = t Z. _ 
Po qo 

COS (p. 

Usando o resultado 

/x-' senax dx 
1 

exp 
2a>^ [ L 2 

■•Í7T 

ITT , 
r {p, —iax) 

X exp 
L 2 

(1 -í*) r(í<, lax 

para Re < 1, a > 0 e a; > 0, 

du> sin a (p) oo a 

í: 
—-{e ”T ( —1, —iaw) + ( —1, iau;)| 

1x o 2 

Usando a seguinte relação de recorrência 

r (a + 1, x) = aF {a, x) + x°‘e 

verificamos que 

r ( — 1, iato) = —r (0, iau) + 

oo 

A 

%au> 

lauj 
Aaw 

r ( — 1, —iau>) = —r (0, —iauj) —r 
lauí 

A função gama incompleta tem a seguinte representação integral 

roo 
r(a,a;)= / 

Jx 

Portanto 
r (a, oo) = 0. 

Além disso ^tacu 
= -2- 

sm auj 

lau lau) atü 

Substituindo (2.121) e (2.123) em (2.122), obtemos 

0, o; —>■ oo 

— 2, Lü —y 0 

L 

Usando 

du>s\Tía{<p)ui Irr.,/^ . 
— ^ [r (0, ia\) + r (0, —laX) + c]. 

X a [p] 2 

r (0,a;) - Ei (-x) = -c - Inx, 

(2.119) 

(2.120) 

(2.121) 

(2.122) 

(2.123) 
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obtemos 
^7^ 

r (0, iaX) = —c — In (iaX) = —c — In (aA) + —, 
Li 

ny 
r (0, —iaX) = —c — In (—iaX) = —c — In (aA) — 

Com ISSO 

t 
Gi{p,q,t) = --J^ díp{c + lrí{aX)) 

t /■2’r 
c + In A + In \t 

t 

Aty 
In —h In í 

2 

_P _ ^ 

Po qo 

Z. _ 
Po qo 

ITT 
 V c 
2 

COS 

A integral G2 torna-se idêntica a G\ se trocarmos t por to, isto é, 

G2 [p, q, to) = - 
47T 

In ^ -h In I to 
_P _ 

Po qo 

ITT 

Além disso, 

„ .  , f°° Lodu 
&3(p,ç,t,to) = /   / d(f  

J\ U} Jo 

U) _P £_ 
Po ?0 

+ C 

(t — to) COS íp 

°° sin /? (í^) Lü 

L 
í'2'K 

- díp(3{c + ln{pX)), 
Jo 

onde 

f^ip) = 
P__ ^ 

Po qo 
(t — to) COS ip. 

A integral acima é do tipo 

ç2-k 
J dp [f {p, q, t, to) cos p + COS p In cos p] = 0. 

Substituindo (2.124) e (2.125) em (2.116) a fase (j> fica determinada: 

t0(t,to) 
47T (27t) 

I dp I dqp-qp(p)p(q) 

In h In t 
2 

P_ _ ^ 

Po qo 

ITT 
(t —^ to) 

(2.124) 

(2.125) 

(2.126) 

(2.127) 

e possui o mesmo comportamento em tempos assintóticos que (2.90), onde foi desprezado 

o limite inferior de integração. Mostrando que a escolha de to não é um fator relevante. 
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Capítulo 3 

Espaço de estados de Fótons 

0 objetivo deste capítulo é a definição de um espaço de estados assintóticos, para descrever 

um sistema com um número infinito de fótons. Este espaço é chamado de espaço de estados 

coerentes e, ao contrário do espaço de Fock, contém um número de ocupação infinito. 

Na seção 3.1 veremos que estados coerentes podem ser definidos em termos de estados 

pertencentes ao espaço de Fock usual e, em seguida, estudaremos as principais propriedades 

do espaço formado por estados coerentes. Na seção 3.2 mostraremos que a redefinição da 

matriz S, levando em conta a dinâmica assintótica, nos faz concluir que o espaço de estados 
assintóticos deve ser formado de estados coerentes ao invés daqueles pertencentes ao espaço 

de Fock. 

3.1 Espaço de Estados Coerentes 

A noção de estados coerentes foi introduzida por Schrõdinger, com objetivo de encon- 

trar as soluções do oscilador harmônico que mais se aproximassem das soluções do os- 

cilador clássico. Posteriormente estes estados foram utilizados em problemas de óptica 

quântica[17]. Nesta seção, usaremos o conceito de estados coerentes na eletrodinâmica 

quântica para formar um espaço adequado que descreva um sistema com um número in- 

finito de fótons. Inicialmente faremos uma discussão para um sistema com um número 

finito de graus de liberdade e em seguida consideraremos o caso geral de infinitos graus de 
liberdade. 

Dada uma álgebra de operadores de criação e aniquilação de fótons a\ e a,-, temos 

[ük.ai] = 0, 

onde i representa um estado de fóton com dado momento e polarização. 

A partir do estado de vácuo, que é definido por 

(3.1) 

Oi |0) =0, Vi, (3.2) 

podemos construir um vetor de estado representando n fótons no mesmo estado i, através 

da aplicação da n^-ésima potência de a] sobre aquele estado: 

rii) = (3.3) 
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onde Ui é o número de fótons no estado i. De um modo mais geral, o produto direto de 

diferentes estados de fótons 

|{n,}) n \rii) = |ni) (g) |n2) ® ... (g) |n/) (3.4) 

forma uma base para o espaço de número de ocupação, composto de um número definido 

de fótons em diferentes estados. Este vetor de estado é autoestado simultâneo de todos os 

operadores número de fótons 

Ni = a]ai, z = l,2,...,7 (3.5) 

e corresponde a situação física na qual existem rii fótons no estado 1, U2 fótons no estado 

2, etc... 

Os autovetores de um dado operador de aniquilação podem ser parametrizados por 

um número complexo a,- e definidos a partir do vácuo 

\ai) = exp \aif \ £ ^ |0). (3.6) 

Um estado definido desta forma desta é chamado de estado coerente . Usando as relações 

de comutação (3.1), pode-se mostrar que estes estados satisfazem a seguinte equação de 

autovalores 

l^í)   l^í) (^'^) 

e que o número médio de fótons do i-ésimo estado é 

(o;í| Ia,) = |ai|^ . (3.8) 

E importante observar que um estado da forma (3.6) pode ser obtido pela atuação de um 
operador unitário do tipo 

W (ai) = exp |a*aí - aiajj , (3.9) 

sobre o estado de vácuo. Ou seja 

lU(a,-)|0) = exp |a*ai - |0) (3.10) 

exp|-i |a,f |exp{a,at} |0) 

onde usamos a fórmula 

(3.11) 

válida sempre que [A, [A, B]] = [B, [A, B]] = 0. Os estados definidos desta maneira não são 

ortogonais, pois o produto escalar entre dois estados |o;,) e |/?i) é dado por 

(«il /5,) = exp exp{í Im(a*/?,)} . (3.12) 
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Por outro lado, deste resultado vemos que os estados estão normalizados 

{ai I ai) = 1. (3.13) 

Da mesma forma que construimos uma base para o espaço de número de ocupação, 

podemos formar uma base de estados coerentes Ci tomando o produto direto de estados 

individuais (3.6) 

|{«i}) = n |«i) 
i=l 

{a*ai-aia}) | |0) 

jexpj^ Q/a) 

(3.14) 

(3.15) 

Em outras palavras, esta base pode ser gerada a partir do vácuo pela atuação do operador 

(3.16) W (ai) = exp (a*Oi - a,cit)| 

e o número médio de fótons em cada estado (3.15) é dado por 

W =Ém"- (3.17) 

Uma base para o campo de radiação é formada usando (3.15) no limite / co. Para 

o caso onde o número de fótons é finito, 

^ \aif < oo, 
i=l 

(3.18) 

podemos expandir |{q:í}) em termos de estados pertencentes ao espaço de Fock T & o 

operador W continua sendo um operador unitário nesse espaço. Ou seja, a representação 

em estados coerentes do espaço de Hilbert é equivalente unitária à representação de Fock. 

No entanto, se 
OO 
^|ai|^ = oo, (3.19) 
í=i 

o fator de normalização em (3.15) se anulará e o produto escalar entre qualquer vetor 

pertencente ao espaço de Fock e qualquer estado coerente se anulará ( quando I oo) 

({^i} I {«i» = 0. (3.20) 

Neste caso, os estados coerentes não podem ser expandidos em termos de estados que 

pertencem ao espaço de Fock e o operador W não e mais definido neste espaço. Entretanto, 

existem espaços maiores que o espaço de Fock, definidos por Neumann[18], em termos de 

produtos tensoriais infinitos, nos quais a expressão (3.14) ainda tem significado físico no 

limite I —>• oo. Logo, num nesses espaços 
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continua sendo um operador unitário. Em termos deste operador definimos um espaço de 

estados coerentes, formado por um número infinito de fótons. 

A diferença entre esses dois espaços pode ser ilustrada na representação de número 

de ocupação, onde os estados podem ser caracterizados por uma seqúência 7 de números 

inteiros não negativos 

4=4> 7 = {ni,n2,...}, (3.22) 

onde Ui é o número de fótons no i-ésimo estado. Sejam E o conjunto de todos os 7’á e Fq 

o subconjunto de F que contém todas as sequências {ni,n2,...} nas quais 

Hi < 00. (3.23) 
i 

Assim, o espaço de Fock é obtido tomando com 7 G Fq, como vetores de base. 0 

conjunto das sequências que satisfaz (3.23) possui um número contável de vetores de base 

e, portanto, o espaço de Fock T é separável. Ao contrário, se não impusermos restrições 

sobre as distribuições permitidas dos inteiros Ui,n2,..., o conjunto de todas as sequências 

é contínuo e o espaço Tí no qual 

E (3-24) 
7 

é não separável. Este espaço é isomorfo ao produto tensorial infinito de Neumann. 

A álgebra dos operadores de criação e aniquilação de fótons, a,- e a|, é definida em 

da mesma forma como no espaço de Fock !F. Por exemplo 

(3.25) 

onde 7 = {ni, U2,...,ni,...} e 7’ = {ni, U2,..., Mesmo que o espaço de Fock per- 

maneça invariante sobre a ação dos operadores de criação e aniquilação, não podemos 

generalizar isto para funções arbitrárias desses operadores, como no caso do operador W, 

se tivermos ^ |o;jj^ = 00 . Ou seja, este operador mapeia todo vetor pertencente ao espaço 
i 

de Fock num outro espaço. Consideramos então um subespaço separável do espaço 'H que 

seja a imagem do espaço de Fock pela atuação de FF{o,}[19] 

C{a} = (3.26) 

onde C{a} é um espaço de estados coerentes com número de ocupação infinito. 

Agora verificaremos as condições necessárias para que as imagens do espaço de Fock ob- 

tidas pela atuação de diferentes operadores W sobre T coincidam. Para isso, consideremos 

as seqüências {a} e {/?}, tais que 

C{a} = 

e 

C{P} = (3.27) 



(3.28) 

Usando a definição do operador W (3.21), pode-se mostrar que 

“ A«*)| 

e, portanto 

= 1. (3.29) 

Com isso, reescrevemos (3.27) como 

C{a} = ^{í}}^l(3}^{oi}^ ■ (3.30) 

Desta equação, concluímos que os dois subespaços C{a} e C{(3] coincidem somente se o 

produto mp3|ÍU{a} for um operador bem definido no espaço de Fock. Ou seja 

= .F. (3.31) 

Para que esta afirmação seja satisfeita, devemos impor as seguintes restrições sobre Oi e (3i. 

Ou seja, se 
^ \ai — I3i\^ < oo 

i 
e 

^ |Imai/3*| < oo, (3.32) 
i 

os espaços C^a} e coincidem, 

<^{a} = = C{I3). (3.33) 

3.2 Espaço de Estados Assintóticos 

Nesta seção, estudaremos as principais propriedades do operador W (í) = , usando 

os resultados obtidos na seção anterior. Como este operador é formado linearmente de 

operadores de férmions e de fótons, os subespaços na qual atua é formado por vetores da 

forma 

|n, m) ® 1$.^), (3.34) 

onde |n, m) é um estado de partículas carregadas (elétrons e pósitrons) com momentos e 

spins definidos 

n, m) Pusi-, Pn, I, Zi,...., (3.35) 

e 1$-^) é um estado arbitrário de fótons. 
Para verificar a forma de como W (t) atua nestes vetores de estado, vamos enfatizar os 

principais fatos a serem discutidos 

i - Levando em conta que W (t) preserva o momento, o spin e o número das partículas 

carregadas, este operador é diagonal na base {|n, m)}. Assim, os elementos de matriz Wmn 

é a forma como W (t) atua em |$.y). 

ii - Veremos que, W {t) possui a mesma forma que o operador W (ai) da seção anterior, 

para o caso de um número infinito de fótons. Isto implica que W (t) não é definido no espaço 
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de Fock e, portanto, uma base para o espaço de estados assintóticos deve ser constituída 

de estados coerentes com um número infinito de fótons. 

iii - Verificar as propriedades de invariância deste espaço. 

0 primeiro item pode ser verificado, escrevendo o operador R (t) como 

R{t) = {f{t),ay-{fit),a), (3.36) 

onde 

(/(0,«) = (3.37) 

e 

r(k.t)=Jdpy^p{p)e‘l?‘. (3.38) 

Este operador é diagonal na base formada de estados de partículas carregadas 

—Ve - X] V,m. (3.39) 
Pi • K Çi ■ K j 

— fn,m ( ^ 5 M ^m, 

e cada elemento de matriz é uma soma de correntes clássicas devido às partículas carregadas 

em movimento uniforme. Tendo em vista o resultado acima vemos que, em cada subespaço, 

o operador R{t) atua em 1$..,,) da seguinte forma: 

e, portanto. 

Rm,n (t) = ifnm, “ (/nm, «J (3.40) 

Wmn (t) = exp Ai 
n.m (3.41) 

é a forma como W {t) atua em 1$^). Como a forma deste operador é muito semelhante 
aquela do operador W^a}i O^e gera estados coerentes a partir de estados de Fock, faremos 

uma generalização do que vimos na seção anterior para o estudo do operador Wmn (i)- 

Assim, relacionamos a soma em i na equação (3.21) com a integral sobre o momento dos 

fótons. Além disso, as outras analogias são 

OCi J nm 

e 

(3.42) 
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Usando a definição (3.39) para o operador ^ integral acima 

é divergente no limite inferior. Logo, Wmn (0 ® definido no espaço de Fock, do 

mesmo modo que W (t) não é bem definido no espaço de Fock T para fótons e partículas 

carregadas. Entretanto, W (t) pode ser definido como um operador unitário no espaço não 

separável 

(3.43) 

onde J-Q é o espaço de Fock para partículas carregadas e Tíj é o espaço não separável de 

Neumann para fótons. 

Do mesmo modo que na seção anterior, consideremos um subespaço separável de ?{ 

denominado espaço de estados assintóticos 

^as = lV^(t)r (3.44) 

= 0 Cy 

onde é o espaço de estados coerentes para fótons. Podemos dar definições alternativas 

para Has da mesma forma como em (3.27), onde as diferentes seqiiências {«i} e {/?*•} 

satisfazem as restrições (3.32). Consideremos, por exemplo, 

Has = exp{-Rf} T (3.45) 

onde o operador antissimétrico, Rj , é definido como 

Rf = 
1 

(27t) 
a/. (3.46) 

e os fatores podem se funções arbitrárias, sujeitas às restrições de que as integrais 

e 

(3.47) 

convergem para todo P e Q . 

Agora passaremos para o item iii, onde deveremos mostrar que o espaço Ras tem as 

seguintes propriedades: 

1- Não depende de t, 

2- E relativisticamente invariante e invariante de gauge. 

A primeira propriedade é automaticamente satisfeita, pois o tempo não aparece em 

todas as definições alternativas de Ras- 

A invariância de Ras sob transformação de Poincaré[20] 

(a. A) : x'= A\x‘' + a>^, (3.48) 
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é verificada observando que sob esta transformação de simetria representada pelo operador 

unitário U (u, A), temos a seguinte relação para os campos quantizados 

Í7 (a, (x) C/^ (d, A) = (A“^)^ ípy{Kx + a). 

Assim, os operadores de fótons e partículas carregadas transformam-se como 

\J^oU (a, A) (fc) Í7^ (a, A) = ^(AA:)^ a,, (A;) 

e 

PoU (a, A) p (p) W (a, A) = (Ap)o p (Ap). (3.49) 

Destes resultados, vemos que U (a. A) (t) f/í (a, A) é um operador do tipo exp{ — 

onde temos a liberdade de definir uma função (A;,p), tal que as condições (3.47) sejam 

satisfeitas. Assim, 

U{a,A)Has = U {a,A)W^ (3.50) 

= U{a,A)W^{t)U^{a,A)J^ = nas. 

Para verificar a invariância de gauge do espaço Tias, observamos que somente os ope- 

radores de criação e aniquilação de fótons são afetados por esta transformação de simetria, 

a qual é representada pelo operador U (A). Ou seja: 

U (A) üf, {k) (A) = (k) -I- ku,X (k), (3.51) 

de forma que, os operadores (t) e U (A) (t) W (A) diferem somente por um fator da 

forma 

A A: e 
-i^t 3 TJO A* A; (3.52) 

que comuta com (t) e é bem definido no espaço de Fock. Logo 

U{X)nas = U(X)WHt)J^ (3.53) 

= U{X)W^t)WiX)7^ 

= 0{x)w^{t)j^ = nas. 

0 resultado (3.52) pode ser justificado, escrevendo a transformação de gauge do campo 

A^{x) (1.3), no espaço dos momentos e levando em conta que, se a condição de Lorentz 

for satisfeita, a função de gauge A, satisfaz a equação DA = 0, com solução da forma 

Após termos definido um operador S e um espaço que levam em conta a dinâmica 

asssintótica, vamos verificar que os elementos de matriz desse novo operador S, na base 
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desses estados asssintóticos, são livres de divergências no infravermelho bem como das 

divergências coulombianas. Para isso, consideremos o operador 

Sd (Í2, Íi) = exp (Í2)} Sd (^2, ^i) exp {i4> (tj)} , 

o qual difere da matriz S de Dyson, para tempos finitos, somente pelos fatores de fase 

exp (t)}. Lembrando que o operador (í) mapeia o espaço de Fock para o espaço 

de estados asssintóticos, vemos que nos elementos de matriz do operador 

F = lim 5'(Í2,fi) = lim W^Í2) Sd {h,ti)W (ti), 
ti—>■ — 00 íj—f — 00 
t2“^"l*oo t2“+"hoo 

em uma base de estados assintóticos 

Sa,0 (a (^2)1 (Í2) Sd (^2, h) W {U) \f3 , 

temos a seguinte sequência de mapeamentos 

Has 

e, com isso, observamos que o operador S é bem definido em Tias- 
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Capítulo 4 

Considerações Finais 

Após o estudo de como tratar as divergências no infravermelho na QED3 verificamos que 

as causas do surgimento desse problema nesta teoria foram obtidas na aproximação semi- 

clássica, onde é levada em consideração a contribuição exata de fótons de baixa energia. A 

solução u (Çk, (1-36), construída nesta aproximação, é útil para estudar outros processos 

não estacionários. Com esta solução, podemos calcular a probabilidade de transição de um 
determinado processo ocorrer em primeira ordem com relação à perturbações externas mas 

em todas as ordens com relação a emissão de fótons. 
Nesse tratamento semi-clássico, observamos que as transformações canônicas (1.28-1.36) 

desacoplam o auto campo do elétron do campo de radiação. Na QED3, este auto campo 

diverge logaritmicamente para baixas freqüências, ao contrário da QED4, onde pode ser 

desprezado se comparado ao termo de massa. De um modo geral, as divergências no 

infravermelho têm-se demonstrado mais drásticas na QED3 em relação à QED4, pois na 

medida temos uma ordem inferior no módulo do momento do fóton no primeiro caso, 

se comparado com o segundo. 

Como vimos no capítulo 2, devido ao fato da QED3 ser uma teoria abeliana, é possível 

obter a contribuição exata de fótons de baixa energia na definição do operador S, pois 

somente dois termos em (2.72) são diferentes de zero. No entanto, da mesma forma que na 

aproximação semi-clássica, esse tratamento não é válido para teorias não abelianas como a 

QCD3/4Í21]. 

Vimos também que a divergência coulombiana em função de tempos assintóticos não 

possui o mesmo comportamento quando a análise desta mesma divergência é feita no es- 

pectro de freqüências, ao contrário da QED4, onde o comportamento é logarítmico nos 

dois casos. Isto pode ser justificado lembrando que, a nível não relativístico, o potencial 

coulombiano em duas dimensões é proporcional a ln(r) e possui um alcance superior a l/r, 

no caso tridimensional. 

A proposta de alteração da dinâmica assintótica, levando a uma modificação do espaço 

de estados assintóticos bem como a redefinição do operador S, parece não apresentar vanta- 

gens práticas em relação aos cálculos perturbativos, do ponto de vista de obter uma seção 

de choque total. Mas nos mostra que, se a teoria é bem definida, os elementos da matriz S 

são finitos. 

No capítulo 3 verificamos que os operadores {ti) eW (^2) que aparecem na definição 

da matriz 5, nos induzem a introduzir e explorar o espaço de estados assintóticos. Em 

cálculos de elementos de matriz do operador S (^1,^2), nos estados de Has, podemos omitir 
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os operadores W (t), pois quando tomamos o limite t —>■ ±oo estes operadores são trans- 

formados em operadores identidade; de (3.39) e (3.40), vemos que as funções dependentes 

de tempo, nos operadores R (t) se anulam 

lim ^--e* * = ±Í7TÓ (p ■ k) = 0. 
í-)-±oo p . k 

A afirmação acima não é verdadeira no caso da análise no espectro de frequência, pois 

naquele caso não desprezamos o limite inferior de integração temporal (colocamos igual 

a zero). Embora este fato não altere os principais resultados: a única diferença entre os 

dois casos é um termo global livre de divergências no infravermelho. Além disso, papel 

dos operadores exp {úzicf) (t)} consiste em eliminar as possíveis fatores de fase que poderiam 

surgir se calcularmos os elementos de matriz S entre estados de Ras- 

As perspectivas com relação a este modelo são principalmente a implementação dos 

cálculos para obter resultados a nível de seção de choque, uma prova geral da unitariedade 

do novo operador S e generalização para aplicações na QCD3/4. 
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