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RESUMO

O propésito desse trabalho € identificar de que maneira Pascal solucionava problemas
mateméticos de integracdo, fazendo uso dos indivisiveis. Para isso, consultamos em
particular trés de suas obras; Postestatum Numericarum Summa’, LETTRE DE M.
DETTONVILLE A M. DE CARCAVI? e o Tratado do Triangulo Aritmético. Vimos a

estreita relacdo que existe entre essas obras, a saber, na primeira delas é exibida a regra
geral para encontrar areas sob curvas do tipo y= X", bem como mostra a relacéo entre a

soma de poténcias numéricas com grandezas continuas. Faz a integragdo das curvas
segundo a abordagem dos indivisiveis. Ja na segunda, que € associada diretamente com a
terceira obra, € apresentada tanto a compreensao do indivisivel e do infinitamente pequeno
na constituicdo do continuo, quanto a relacdo de soma simples, triangular e piramidal
(encontradas a partir do triangulo aritmético) com suas respectivas integrais. Desse modo,
a fim de entendermos o que aconteceu no século XVII, e sabermos quais as possivels
influéncias matematicas de Pascal, buscamos outros métodos de integragdo como agueles
utilizados pelos gregos, isto €, 0 método de exaustéo e as técnicas do século XVI. Sendo
assim, foi possivel observar que seus procedimentos de integracdo podem ser
contemplados em dois aspectos. no primeiro, como contribuicdo para a historia do
desenvolvimento do calculo, em um periodo em gue ele estava na eminéncia de ser
estruturado. No segundo, destacamos a relacdo existente com o cdculo moderno, contudo

seu campo teorico é fundamentado nos indivisiveis.

Palavras-chave: Matematica - Historia, Infinitesimal, Indivisivel, Integracdo. Educacdo
Matematica.

! Soma de Poténcias Numéricas.
2 Cartado Sr. Dettonville ao Sr. De Carcavi.



ABSTRACT

The intention of this work is to identify of which way Pasca solved mathematical
problems of integration, making use of the indivisibles. For this we consulted in particular
three of his works: Postestatum Numericarum Summa, Lettre De M. Dettonville A. M. de
Carcavi and the Treatise on the Arithmetical Triangule. We saw the close connection that

exist between these works, namely, the first of them is showed the general rule to find
areas under curvesy = x*, as well as it shows the relation between the sums of numerical

potences with continuous magnitudes He makes the integration of curves according to
approach of indivisibles. Already on the second, it’s associate directly to the third work, is
presented the understanding of indivisible and the infinitive little in the constitution of the
continuous, and also in the relation of simple, triangular and piramidal sums (found from
the arithmetical triangule) with their respective integrals. In this way, in order to
understand what happened in the 17th century and to know the possibles mathematical
influences of Pascal, we search others methods of integration like those used by the
Greeks, that is to say, the method of exhaustion and the techniques of the 16th century.
Such being the case, it was possible to observe that its procedures of integration can be
contemplated in two aspects: the first one, as a contribution for the history development
calculation, in aperiod that it was the eminence of being structured. The second one detach
the relation existent with the modern calculation, however, its theoretical field is based on

indivisibles ones.

Key-words: Mathematics — History, Infinitesimal, Indivisible, Integration, Mathematics
Education.



| —Introducéo

1.1 Sinopse

Nesse trabalho estudamos alguns procedimentos matematicos abordados por
Pascal que Ihe deram suporte para solucionar problemas de integracdo. Como tomamos 0s
fatos que aconteceram no passado, buscando aleitura dos registros em que se perpetuaram,
ha varias possibilidades de interpretacdo. Aqui daremos a nossa. Sem divida, é possivel
fazer inlmeros trabalhos com as obras de Pascal, e expressar suas realizacfes mateméticas
e filosoficas. No entanto, trataremos apenas dos aspectos matematicos de seus estudos.

Para a elaboracdo e entendimento do que nos propomos fazer, € necessrio
dedicacdo e atencdo na anadlise dos dados, visto que a compreensdo matematica e a
linguagem da época fogem a nossa formagdo académica.

Sendo assim, expressamos as concepgbes matematicas, quando necessario e
possivel, de acordo com os recursos da simbologia moderna. Sabemos que esse

anacronismo pode desvirtuar 0 que o autor estava querendo dizer. Segundo Urbangja

[...] toda traducdo de um texto, por muito fiel que aparente ser, sempre
supfe uma interpretacdo do pensamento do autor. Encontrar as palavras
adeguadas para descrever em uma lingua as idéias que foram apreendidas
em outra deve ser um trabalho muito cuidadoso e nunca estara isento da
arbitrariedade. Se o autor, além disso, é de outro tempo que medeia com
0 Nnosso varios séculos, as dificuldades aumentam diante da presenca de
expressdes proprias do momento.*

Chaui também aponta que

Por exemplo, um filésofo grego néo falaria em “nada’, mas em
“Nao-ser”. Nao falariam em “objeto”, mas em “ente’, pois a palavra
objeto s6 foi usada a partir da Idade Média e, no sentido em que a
empregamos hoje, sb foi usada depois do século XVII. Também, ndo
falaria em “consciéncia’, mas em psychcé, isto é, “ama’. Jamais falaria
em “subjetividade”, pois essa palavra, com o sentido que Ihe damos hoje,
6 foi usada a partir do século XV11.2

Desse modo, procuramos minuciosamente analisar 0s textos historicos, tentando

entender a idéia de um conceito matemético, de acordo com o periodo em que foi

' URBANEJA, 1992, p.16.
2 CHAUI, 2004, p. 180.



idealizado. Deixamos claro, no decorrer da dissertacdo, quais serdo os momentos de
reestruturacdo da linguagem matemética.

Ja dissemos que o propésito € matematico. Contudo, Pascal foi filosofo e
matematico. Nao sabemos até que ponto € aceitdvel separar essas duas naturezas. Por
exemplo, arespeito dainfinidade, do infinitamente grande e infinitamente pequeno diz ele
que existe uma “[...] admirével relacdo que a natureza pbs entre essas COisas [repouso e
movimento; instante e tempo, etc], e as duas maravilhosas infinidades que ela propds aos

n3

homens, ndo para que as concebam, mas para que as admirem [...]”° A linguagem muitas

vezes é filosofica: “Porque é ao juizo que pertence o sentimento, tal como as ciéncias

pertencem ao espirito. Fineza tem a ver com o juizo, a geometria tem a ver com o

espirito

"4, Com isso, as precaucdes sdo sempre relevantes,

Para compreendermos os textos de Pascal foi preciso muita (re)leitura, paraassim
termos a nossa interpretacdo do que queria dizer sobre 0s seus métodos de integracéo,

segundo a abordagem dos indivisiveis.

Mesmo sem notacBes algébricas que estavam em voga haquela época sua
habilidade retdrica ndo € diminuida de maneira alguma. Pensamos que a capacidade de
abstracdo, diante da escrita retorica, é super valorizada. Ainda mais quando seu autor €
cuidadoso com o que faz. Esse é 0 caso de Pascal. Expressa-se pormenorizadamente, sgja
qual for o tema gque se proponha a estudar. Sempre enuncia exemplos e adverténcias, para
depois generdizar o que esta tratando:

Os exemplos que escolhemos para provar outras coisas. se
quiséssemos provar os exemplos, escolheriamos as outras coisas como
exemplos; pois, como acreditamos sempre que a dificuldade est4 no que
gueremos provar, achamos que os exemplos s8o mais claros e que gjudam
aprovélo.

Assim, quando gqueremos mostrar uma coisa geral, cumpre
darmos aregra particular de um caso; mas, se queremos mostrar um caso
particular, teremos de comecar pela regra [gera].Achamos sempre
obscura a coisa que queremos provar, e clara a que empregamos na
prova; pois, quando nos propomos provar alguma coisa, antes de tudo nos
abcecamos com a idéia de que ela é obscura mesmo, e, ao contrério, de
que a outra, que deve provéala, é clara, e portanto facilmente
compreensivel.

¥ PASCAL, 2003, p. 36.
* PASCAL, 2003, p. 70.
® PASCAL, 1973, p.49-50.



Além de Pascal ter dedicado seu tempo a matemaética, também estudou fisica,
filosofia e teologia. Para melhor compreender sua obra, faremos breves comentarios sobre
suavida, e relataremos algumas das importantes contribui¢cbes que deixou a ciéncia: Como
0s experimentos fisicos, as cartas denominadas Provinciais, as conexdes com a teoria da
probabilidade, a disputa estabelecida naguela época, cujo intuito era resolver alguns
problemas sobre a cicloide, etc. Também, comentamos um pouco de sua concepcao
religiosa e sua smpatia pelos jansenistas, e a importancia que ele teve para esse
movimento. 1sso esta registrado no capitulo 1.

Ja no capitulo 111, comentamos qual foi a razéo que levou os antigos gedmetras a
formularem o método de demonstracdo conhecido como dupla reducdo ao absurdo.
Depois, enunciamos alguns pontos de vista matematicos do século XVI, bem como as
idéias mateméticas de Francisco Maurolico, de Federigo Commandino, de Simon Stevin e
de Luca Valerio. Dedicamos também nossa atencdo ao do seculo XVII, enfatizando a
compreensdo matematica de Kepler, Galileu e Cavalieri, no tocante aos indivisivels. Os
dois objetivos maiores desse capitulo sdo: compreender a importancia de alguns métodos
de integracdo; bem como entender a relagdo entre o indivisivel, o infinitesimal, e o
continuo. Achamos necesséario expor as compreensdes do indivisivel e do infinitesimal.
Temas que hoje sdo pouco tratados, mas que causaram muita repercussdo na histéria da
matematica. Um exemplo é que essa questéo foi estudada pelos gregos e perpetuou-se até
os séculos XVI1 e XVII, provocando muitos debates sobre a constituicdo do continuo, ou
sgja, sdo aproximadamente dois mil anos de historia.

O capitulo 1V é dedicado completamente a responder a pergunta da dissertacéo,

com base nas realizacOes mateméticas de Pascal. Esta dividido em trés partes. Na primeira,
examinamos o processo de integracdo de curvas do tipo y=x", segundo a abordagem de

Pascal de poténcias huméricas e de magnitudes continuas — ou sgja, da passagem do
discreto a0 geométrico. JA na segunda, sintetizamos o tratado do tridngulo aritmético,
expondo algumas conseqiéncias, mostrando a idéia de soma simples, triangular e
piramidal. Na Ultima, € dedicada atencdo a obra de Pascal concernente a competicéo da
cicléide, organizada por ele. No tratado sobre a cicléide encontram-se os métodos de achar
centros de gravidade, bem como as relacbes de somas simples, triangular e piramidal com
0 processo de integracéo.
No capitulo vV Sintetizamos o trabal ho, relacionando o objetivo diante da pergunta

tomada. Assim, evidenciaremos a contribuicdo da dissertacdo ao estudo da Histériada



Matematica, em particular ado Calculo; comentaremos o procedimento adotado durante a
pesquisa. Por ultimo, mencionaremos algumas questdes para uma futura reflexéo em

relagio a0 o que foi desenvolvido.®

1.2 A pesquisa

O tema da pesquisa surgiu quando participamos da disciplina Génese do
Pensamento Diferencial. Naguele momento foi apresentado — juntamente com um grupo —
um trabalho que expds algumas concepcbes mateméticas de Pascal. A partir de entéo,
caracterizou-se interesse por esse assunto.

Pensamos que € relevante a Educacdo Matematica desenvolver pesguisas dessa
natureza. Assim, trouxemos a tona uma peguena parte do processo de estruturagdo do
conceito de integral, segundo a abordagem de Pascal.

Diante disso, elaboramos a perguntac Qual foi o processo utilizado por Pascal para
determinar a solucdo de problemas matematicos envolvendo integracdo, segundo a
abordagem dos “indivisiveis’?

Relacionado a pergunta, esta o objetivo que & Mostrar que os procedimentos de
integracéo de Pascal podem ser vistos como uma das fases do desenvolvimento formal do
processo de integracdo. Com isso, ha possibilidade de interacdo entre o passado
matemético com seus conceitos contemporaneos.

Varias nuangas podem surgir como: Ha relacdo entre exaustdo com a soma de
Riemann? Ou de que maneira pode ser entendido o infinitamente pequeno ou t&o pequeno
guanto se gueira em termos da idéia moderna de limite?

Na 6tica da Educacdo Matematica, acreditamos que a contribuicdo desse trabalho
pode ser evidenciada em como a matematica € transmitida hoje. Ou sgja, pode-se mostrar
que a prética matematica, em particular, do século XVII comegou a ser sistematizada
Vemos isso a partir dos registros histéricos e das correspondéncias onde estdo relatados as
comunicagoes cientificas daquele periodo. Sendo que atualmente aprendemos conceitos,

regras, demonstraces, etc., com uma linguagem prépria, jaformalizada.

® Para a traducdo do tratado Postestatum Numericarum Summa e também da Lettre de M. Dettonville a
M. De Carvavi, bem como atradugdo das sentengas em latim, contei com a ajuda do Prof. Dr. Irineu Bicudo.



Diante disso, pensamos ser importante revelar alguns passos que direcionaram a
formalizacdo de um conceito matematico, no sentido de tentar “entender” os porgqués que

surgem diante do estudo da matematica.



Il — Contexto social e cientifico de Blaise Pascal

2.1 Fontes

Para desenvolver esse capitulo fizemos um estudo da obra de Jacques Attali’
intitulada Blaise Pascal ou 0 Génio Francés, a qua serd o lastro para as demais
referéncias. Attali expbe dados histéricos dos Pascal, argumentando a maneira como
viveram em meio aos conflitos politicos e religiosos, repressdes e guerras, que estavam
acontecendo na Franca daquela época. Apresenta as realizacfes de Blaise Pascal, desde
guando iniciou suas atividades pensantes por volta dos doze anos, mostrando quais foram
as obras que o destacaram no cendrio cientifico e suas influéncias tanto religiosas-
filosoficas quanto mateméti cas exercidas sobre sua formacao.

O artigo de Carl B. Boyer Pascal: the Man and the Mathematician, apresentado
em comemoracdo aos trezentos anos da morte de Pascal, procura recapitular suas
contribui¢des mateméticas, bem como seus méritos como fisico, quando faz a experiéncia
para comprovar a existéncia do vacuo. Também o mostra como um dos precursores da boa
prosa francesa. Por outro lado, esse autor denuncia as fal sas realizag0es atribuidas a Pascal
com relagéo a algumas invengdes, bem como o excesso de elogios apresentados a ele.

O livro Men of Mathamatics cujo autor € Taine T. Bell, foi estudado o capitulo
Greatness and Misery of Man. Nele, relatam-se alguns aspectos da vida de Pascal, por
exemplo, como a irma mais velha de Blaise, Gilberte escreveu a historia de seu irméo,
apresentando realizacOes dificeis de se acreditar. O autor também destaca o caréter
matemético de Pascal e suas redizacOes nesse ramo do conhecimento humano, nos
momentos em que se dedicou a matemética. Também mostra um pouco da pressdo
religiosa por que Pascal passou e de sua conturbada vida.

Outra obra usada foi um verbete do Dictionary of scientific biography que aborda
os temas. Projective Geometry, Mechanical Computation, Fluid Statics and the Problem
of the Vacuum, Calculus of Probabilities. The Arithmetical Triangle, The Calculus of
Indivisibles and the Study of Infinitesimal Problems. Esses topicos destacam mais 0s
aspectos voltados as realizacbes mateméticas de Pascal, apontando pouco sobre sua vida e

0 contexto social que viveu.

" Nasceu em 1943, estudou no Institut d’ Etudes Politiques na Ecole Polytechnique e na Ecike Nationale de
L’ Administration onde fez doutorado em economia.



Pensamentos de Blaise Pascal, em particular o espago que compreende A Vida de
Pascal narrada por suairma Mme Périer.

O Livro Completo da Filosofia de Mannion aborda, entre outras coisas, temas
referentes aos movimentos religiosos. Esse foi necessario para nos contextualizarmos em
alguns eventos que aconteceram na historia.

Pascal Sabio trouxe-nos informagBes concernentes as atividades experimentais
realizadas por Pascal evidenciando de maneira consistente a possibilidade ou ndo de tais
experimentos terem sido feitos efetivamente.

Consultamos outra referéncia ndo t3 minuciosa, mas abrangente. E o0 caso do

livro de Histéria da Matemética de Boyer.

2.2 Etienne Pascal efamilia

A Familia Pascal tem origem em Auvergene. Em 1345 ha indicagdes da
existéncia de Durand Paschal, que, para garantir a salvacdo dos antepassados resolve pagar

cinco dendrios aos “conegos do cabido de Cournon”®

. Nas anotactes do Cabido aparece
um antepassado da mée de Pascal que viveu durante o reinado de Luis XI, e cujo nome é
Pascal de Mons. Quando Blaise Pascal comecga a escrever as Lettres Provinciales, sendo
que o objetivo era dar respostas dos Jansenistas aos Jesuitas, utiliza o pseudénimo de
Louis de Montalte, ou sgja, “Mons’ faz parte desse pseudénimo.

Ja no século XV, a familia de seu pai decide morar em Clermont. Parece ser
praxe a familia Pascal exercer funcOes publicas. O bisavd paterno foi magistrado
municipal, 0 avé Martin recebedor datalha’, isto & um fiscal tributério.

Esse avb casou-se com Marguerite Pascal de Mons. Em 1588 ela terd o filho
Etienne, que vai estudar direito em Paris e fica visumbrado com o que encontra
Certamente Paris naquela época era um local de prestigio para a elite pensante. Ali muitas
obras antigas sdo resgatadas e traduzidas — Fermat (1601-1661), por exemplo, foi um
restaurador de textos matematicos antigos propondo-se a reconstruir a obra de Apol6nio; A
Academia Francesa reunia os intelectuais de Paris e seu dirigente, Marin Mersenne,

mantinha estreita correspondéncia com os mais importantes cientistas europeus, pondo uns

SATTALLI, 2003, p.22.

® “antigo tributo medieval pago pelos vassalos para o custeio da defesa do feudo.” (HOAUISS) Em outra
passagem Attali comenta que “Martin é o tesoureiro da Franga, conselheiro e responsavel pelas finangas do
rei Henrique 111 na circunscricéo de Riom (2003, p. 22).



em contato com os outros. E esse o ambiente cientifico que Etienne encontrou, mas Martin
o chama de volta a Clermont, uma vez que com o assassinato de Henrique IV, em 1610,
Paris tornara-se, por algum tempo, um lugar inseguro. Com a morte de seu pai, a heranca
da familia foi repartida. Com o que ganhou, Etienne comprou o posto de “[...] conselheiro
eleito pelo rel na eleicdo da Bas-Auvergne em Clairmont, cargo parlamentar relativamente
importante em nivel regional: espécie de magistrado com competéncia para julgar litigios
fiscais entre a administracéo régia e os siditos.” *°

E interessante destacar que Etienne foi um estudioso de linguas e da ciéncia
matematica, de certa forma é um intelectual para sua época — designo intelectual, pois
naguele periodo a arte das letras ndo era privilégio de todos. Mais tarde, estudara a curvar
= 1- cosé e, para seu méito, esta curva sera conhecida como “limagon de Pascal”, nome
sugerido por Roberval que se tornard amigo de Etienne.** Mesmo longe de Paris, Etienne,
mantém contato com as pessoas que conheceu.

Em 1816, aos vinte e oito anos, casa-se com Antoinette Begon. Sua esposa é filha
de uma pessoa ligada ao Estado. Os dois v&o morar em Clermont-en-Auvergne. Passado
um ano, o casa tem uma filha, mas esta morre pouco depois. Em 1620, nasce Gilberte,
Blaise, em 1623, e Jacqueline, em 1625. Em 1626 Antoinette morre.

S& os trés filhos de Antoinette e Etienne que serfio precursores de uma
interessante histdria, juntamente com seu pai, sob o ponto de vista da matematica, da

filosofia, dareligido e davivénciafamiliar.

2.3 Blaise Pascal

As fontes que podem fornecer informagdes sdo um tanto quanto complicadas.
Primeiramente, apds a morte de Pascal, sua irma mais velha escreve a biografia dele, s6
gue um tanto exagerada. Por exemplo, Gilberte afirma que quando seu irméo estava
estudando

[...] procurava as proporgdes das figuras entre si. Mas como néo sabia
sequer 0s nomes destas, em virtude do cuidado que tivera meu pai, viu-se
forcado a criar ele proprio definigdes e ao circulo chamava uma argola, a
linha uma barra, etc. Depois, das definigbes fez axiomas e finalmente
demonstracdes perfeitas. E, como nessas coisas vai-se de uma a outra,

10 ATTALI, 2003, p. 23.
! Essa curva ja era conhecida por antigos, Nicomédes a estudara (BOY ER, 1963).



levou suas pesquisas tdo longe que chegou a trigésima segunda
proposi ¢&o de Euclides.™

Claro que sua irma esta fazendo um discurso para elevar a grandeza do génio
dele. O matematico Bell expbe sua opinido dizendo ser impossivel o adolescente ter
realizado essa faganha, ainda mais estabelecendo a mesma ordem em que Euclides as
organizou (1986). Mas este fato ndo o diminui. Vejamos como foi a sua introducéo nos
circulos cientificos daquela época.

Etienne torna-se amigo de Roberval e este 0 apresenta ao grupo de Mersenne, que
0 aceita, pois faltavam mateméticos para compd-lo. Etienne vendo o potencial de seu filho
pede a Mersenne autorizagéo para levé-lo as reunides.®> O menino esta com doze anos e
meio. Ha indicios que tenha comegado a freglientar um pouco mais tarde, ja com quatorze
anos. Segja com doze ou quatorze anos, o importante € que, ainda adolescente, freqlentara,
talvez, um local cobicado por muitos — o grupo de Mersenne.

Esses fatos aconteceram quando os Pascal mudaram-se de Clermont a Paris, no
ano de 1631. Nesse novo ambiente, Etienne tenta obter um cargo de “[..] primeiro
presidente da Cour des aides de sua provincia’*, mesmo cargo que tentara quando estava
em Clermont, porém ndo o conseguindo. N&o obtendo emprego, aplica seu patrimdnio
“[...] em titulos da divida publica no Hotel de Ville.®> Assim, restara tempo suficiente para
dedicar-se ao que quiser, em especia a educacdo de seusfilhos.

Nenhum dos seus trés filhos foi a escola. Etienne prefere educé-los a seu modo.
Blaise aprende linguas como francés e latim. Seu pal 0 ensinou como as linguas estavam
sujeitas a gramética. Também aprendeu fisica. Etienne ensina seu filho a buscar o sentido
das coisas, isto € como €elas acontecem. Instiga-0 a investigar qual é a razdo dos
acontecimentos, efeito-causa. Suas filhas também recebem educagcdo de seu pai, mas
parece que Jacqueline desponta mais do que sua irma. Jacqueline mostrara interesse por
compor versos. Tudo o que Etienne faz é para despertar o interesse deles pelo
conhecimento e que encontrem suas proprias respostas ao que gquestionarem. O ensino da
matematica dado ao garoto foi mais tardio, pois talvez 0 jovem tivesse outros interesses

primeiro.

2 A VIDA..., 1973, p. 15.

BATTALI, 2003, A VIDA..., 1973; BOYER, 1963.
“ ATALLI, 2003, p. 35.

S ATALLI, 2003, p. 35.
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Em 1631, a familia va morar em Paris. Gilberte tem dez anos, Blaise, oito e
Jacqueline, seis. ApOs a morte de Antoinette, a familia contrata Louise Delfaut para cuidar
dosfilhos, elavigacom afamilia para Paris.

Em Paris, além de Etienne freglientar o grupo de Mersenne, também participa dos
eventos realizados pela sociedade. Seus filhos tornam-se amigos de Arthur, e de sua irma
Charlotte. Arthur, mais tarde ser4 duque de Roannez, e continuara amigo de Pascal. Em
1636, assistem a pegas de teatro. Parece que esse meio social inspirou a jovem Jacqueline.
Descobre sua paix&o por teatro e poesia. Comega a escrever versos, decorar pegas inteiras
de teatro. A menina fica empolgada com o0 que esta vivendo. Isto ndo agrada muito a
Pascal. Vé umaforterivalidade entreairmae ele.

Naquele periodo, no Estado francés, havia muitas instabilidades. Quando a
situagdo politica-econdmica tornou-se ruim, o chanceler Séguier comegou a atrasar 0s
pagamentos dos titulos da divida plblica. Os investidores desse titulo, incluindo Etienne,
no recebem o pagamento dos seus investimentos. Etienne fica furioso. Seus investimentos
no Hotel de Ville ficam estagnados. Juntamente com outros investidores, Etienne participa
de um movimento a fim de reivindicar, a Seguir, o que |hes pertence. Mas o chanceler
parece ndo ter gostado nem um pouco do que viu. A policia procura os lideres do
movimento. Etienne ficou com medo da perseguicdo, pois era um dos lideres, vendo que
ndo poderia ficar em Paris, foge para Auvergne. Seus filhos ficam sob o cuidado da
governanta

O que a familia mais quer, é trazer seu pai para casa. Mas como fazer isso?
Jacqueline, como ficara impressionada pela arte do teatro e poesia, inicia um periodo de
dedicacéo a esta atividade. Faz versos para aqueles que os pedem. A menina € levada até a
corte. L4, Jacqueline apresenta-se a rainha, e faz sucesso com suas habilidades artisticas.
Etienne fica sabendo do éxito dela. Tem aidéiade utilizar o dom de Jacqueline paralivrar-
se do exilio. Assim, pai e filha tentam o perddo por meio da rainha e de seu esposo Luis
X111, mas nada acontece.

Por fim, Jacqueline consegue participar de uma peca de teatro, por intermédio do
ator Mondory, que sera assistida pelo Cardeal Richilieu. A pecafoi um sucesso. O Cardeal
ficou impressionado com Jacqueline. Ela € apresentada como filha de um homem que esta4
sendo “injustamente” perseguido. Aproveitando a alegria do Cardeal, ela cochicha em seu

ouvido um verso que planejara antes, com a finalidade de obter o perdao ao seu pai.



11

Concordo com Bell, quando este diz ser uma histéria dificil de acreditar.’® Porém,
Attali nos deixa essa versio da histéria do perddo do exilio de Etienne. Se foi isso que
aconteceu, o mérito é de Jacqueline.

Deste modo, Etienne volta a Paris sendo “[...] recebido pelo Cardeal em Rueil ja
no més de maio de 1639. Richelieu felicita-o pelo talento de suafilha."*’

Nesse periodo conturbado, Pascal, ja com dezesseis anos, comega a dar seus
primeiros passos a fama. Inspirado em Desargues, desenvolve um trabalho sobre conica,
intitulado Essay Pour Lés Coniques (Ensaio Sobre Conicas).

Esse ensaio contém afirmacfes de teoremas de natureza projetiva. Também,
contém o corol&rio chamado Mysterium Hexagrammicum (Hexagrama Mistico) sendo
denominado, posteriormente, Teorema de Pascal, que noz diz: os lados opostos de um

hexégono inscrito em uma segéo conica interceptam-se em trés pontos colineares.

Pascal foi criticado, sem justificativa adequada, pela“desgjeitada’ forma
na qual o seu principa teorema é exposto. Ele ndo disse, como fazemos
hoje, que os pares de lados opostos interceptam-se em pontos colineares
— pois iss0 Ndo é necessariamente verdade a menos que se introduzam
elementos ideais. Ao invés, escreveu que as linhas PQ e CD e FA [..]
“sdo todas da mesma ordem” — ou como expressariamos, elas sdo
membros de um feixe [co-pontual ou paraelo] —seA,B,C, D, E, eF
s80 pontos em uma conica.™®

Podemos expressar geometricamente, a afirmacdo de Pascal, de acordo com a
citacdo, através da figura 1. Provavelmente provou ser verdadeiro para o circulo, depois
através de projecdo mostrou que era equivalente para qualquer secdo conica.*® Pascal fora
acusado de plagio por Descartes, dizendo que Pascal plagiara Desargues.

*BELL, 1986. p. 76.

Y ATTALI, 2003, p. 49.
¥ BOYER, 1963, p. 285.
YBELL, 1986, p. 77-8.
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Figura 1

No entanto, Pascal deixa claramente explicito que: “Gostaria de dizer que devo o
pOoUCO que encontrei neste assunto a seus escritos”, > ou seja, da o credito a Desargues.

Pascal, pelo que consta em sua historia, ndo aprendeu uma profissdo, como fizera
seu pai. Ao invés disso, Etienne dedicou-se & educagio do filho. O Ensaio das conicas foi
seu primeiro trabalho. Dedicar-se-a a muitos ramos da ciéncia, como veremos
posteriormente.

A Franga passa por outro momento de instabilidade politica, e Etienne & obrigado

aassumir suafuncéo publica na provincia. Richilieu envia-o com Séguier

[...] @ Rouen com o titulo de adjunto do intendente do rei para a
Normandia e de “comissario representante de Sua Majestade para os
impostos e a cobranca da talha” O Cardeal conta com aguele bom

matematico para garantir o retorno dos impostos engquanto outros
x~ 21

reprimiam a popul agao.

Ettienne, mesmo contra sua vontade, estabelece-se em Rouen com sua familia.
Este serd um local apropriado para que Pascal viesse a projetar sua maguina de calcular.
Mas antes de contar esta histéria, vamos a outros fatos que aconteceram com a familia
Pascal.

Em 1641, Gilberte casa com Florian Périer. Este veio de Rouen, a pedido de
Etienne, para auxiliélo no servico que presta na cobranca de impostos. Pascal também os
ajuda nos célculos. Mesmo casados, os Périer moram com Etienne.

Etienne realizava o célculo de contas dos impostos, que, de certa forma, deveria
ser tedioso. Pascal, percebendo o sofrimento dele, tem aidéia de construir uma méguina de

% PASCAL, apud. BOYER, 1963, p. 286.
2 ATTALI, 2003, p. 52.
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calcular que poderia facilitar e agilizar o penoso trabalho do calculo manual. Naguela
época, era sabido da existéncia de um mecanismo de calculo conhecido como bastbes de
Napier. Haindicios, também, de outra méguina de um tal Guilherme Schickart, mas ndo h4
relatos do seu funcionamento.

Pascal, com dezoito anos, inicia seu projeto da maguina de calcular — a
pasgualina. Raciocina com seu pai, a fim de saber como eram as operacfes que realizava;
conversa com relojoeiros. Para o funcionamento da maguina utilizou, entre outras coisas,
engrenagens. Muitos rel 6gios dessa época sdo construidos com engrenagens; por fim, faz
um esbogo do projeto. Procedeu como fora educado, na imaginagdo, a0 esbocar um
projeto, e ao sintetizar asidéas, por Ultimo, colocando-as em prética.

Entre 1642 e 1644, constr6i mais de cinqlienta maquinas, um pouco diferentes
entre si. Para evitar apropriacdo indébita procura conseguir patente de sua invengdo. Em
um primeiro momento, ndo a obtém. Somente em 1649 o Chanceler Séguier adara. Decide
antes disso, vendé-la em Paris, com a gjuda de um distribuidor, que sera Roberval. Mais
tarde, enviara uma maguina para Christina, a Rainha da Suécia. Em 1652, constr6i uma
maguina gque diz ser o modelo definitivo de seu projeto. “Pode-se talvez ressatar que as
engenhocas de Pascal raramente parecem-lhe ter sugerido avancos em teoria matemética,
em contraste com o fato de que o trabalho de Huygnes com rel 6gios conduziu-o ateoria de
involutas e evolutas.”** Pascal sofreu criticas com respeito a pasqualina, do vigjante inglés

Balthasar Gerbier que escreve para um enciclopedista polonés Samuel Hertlib, dizendo que

Pode-se ver aqui uma obra rara, inventada pelo sr. Pascal, filho de um
presidente deste Parlamento. E uma caixa com diversas rodas dentadas,
trinta @ menos; serve para operacOes aritméticas. Abaixo, 0 senhor pode
encontrar um desenho dela, em troca do qua eu ficaria muito feliz de
receber um desenho de um pequeno instrumento que foi inventado na
Inglaterra ha cerca de vinte e quatro anos [...]. Mas antes de mais nada é
preciso conhecer aritmética para poder usar esse instrumento, que custa
50 pistolas, e € preciso ter duas dessas méquina para efetuar uma regra
detrés; eas ndo sfo portéteis..].>

Na visdo de sua irmd, Gilberte, a pasqualina é algo inédito para a época; seus
dispositivos permitiam realizar as operagdes com muita seguranca. Por outro lado, Boyer
aponta a fragilidade dela, dizendo que a “invencdo estava baseada em principio

matemético ndo mais profundo do que a idéiade valor e posicional, e realizava operagdes

2 BOYER, 1963, p. 287.
% COURRIER, Apud, ATTALI, 2003, p. 70.
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nd mais complicadas do que adicdo e multiplicacdo e suas inversas’.?* Com esta
engenhoca, Pascal faz sua segunda publicagdo. Escreve, uma “Lettre dédicatoire” a
Séguier, e um relatério sobre a maquina de calcular — seu propdsito, principios
operacionais, capacidades, e as circunstancias de sua construgdo.” % O alto prego dificultou
avenda. Os calculos manuais ainda eram mais baratos.

Antes de prosseguirmos com a historia dos Pascal, situaremos o leitor a respeito
da febre dos religiosos jansenistas, que mais tarde exercera forte influéncia na vida de
Pascal. Assim, contextualizaremos com um breve relato de alguns acontecimentos
religiosos que ocorreram na europa, em particular na Franca.

No inicio do século XVI, a europa passa por mudancas religiosas. Lutero (1483-
1546), na Alemanha, comega um movimento de Reforma, contra a Igreja Catdlica®. N&o
concordando com os dogmas dela, protesta. Estabelece uma nova ordem religiosa, o
Protestantismo. Na Frangca, o movimento da Reforma foi conduzido por Calvino (1509-
1564), também estabelecendo o Protestantismo. A diferenca entre a filosofia de Lutero e
Calvino é que, este acredita na predestinacdo, isto é, Deus ja escolheu quem vai parao Céu
ou Inferno.

Em oposi¢do a Reforma, surge a Contra-Reforma

Em 1534, o Papa Paulo 111 encorgjou o desenvolvimento de novas ordens
religiosas, a mais notavel sendo a Companhia de Jesus ou os Jesuitas.
Fundada por Santo Inécio de Loyola, eles eram uma elite de cléricos
dedicados a propagacéo da fé por meio da educagdo. Muitas
universidades jesuitas foram estabelecidas na Europa]...].%

Diante destes movimentos, surge outra doutrina religiosa. Seguindo as idéias de
Jean Duvergier de Hauranne — que se tornara abade de Saint-Cyran — e de seu ex-aluno, de
teologia, o flamengo Cornelius Jansen, formar-se-4 um novo grupo, que serd chamado de
Jansenismo. Um dos principios de sua filosofia é a aversio ao mundo.?®

Os Jansenistas ndo apo6iam, nem catélicos nem protestantes. Saint-Cyran

[...] pretende regenerar algregja da Franga e marginalizar a hierarquia em
favor do cura de par6quia, encarregado da cura das almas. Imiscui-se

# BOYER, 1963, p. 287.

% BIOGRAFHICAL..., 1991, p. 1915.
2% MANNION, 2004.

2 MANNION, 2004, p. 79.

2 ATTALI, 2003.
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também em politica, detesta Richilieu e denuncia as aliangas firmadas
com os Paises Baixos, protestantes, e com certos principes alemaes,
também protestantes, contra a Espanha catdlica. Para agir, ndo quer criar
nenhuma ordem, nenhum partido, mas apenas insinuar-se no espirito
dagueles que orienta e aconselha: grandes figuras da Igreja e do mundo.
Em particular no Convento de Port-Royal %

O Convento de Port-Royal sera o local onde, mais tarde, Jacqueline se tornara
freira. Para os Jansenistas, apenas “[...] a consciéncia de sua miséria o tornara livre. SO a
pobreza e a fuga do mundo o salvardo, se a graca estiver sobre ele. SO a pureza é um
ideal.”*® Alguns nobres tornam-se adeptos do Jansenismo. Decidem seguir a doutrina, e
entdo procuram abandonar as coisas mundanas. Comentaremos a grande intriga que
ocorrera entre 0s Jansenistas e o0s Jesuitas.

Em 1646, os Pascal conhecem essa doutrina, a partir de um acidente que Etienne
sofrera quebrando a perna. Dois irméos médicos prestam socorro a ele. Os dois sdo adeptos
do Jansenismo. Etienne os convida para passar um tempo em sua casa. Os irmaos
aproveitam para discutir teologia. Até indicam leituras aos Pascal. Pelo que consta, a
priori, Pascal ndo se interessa muito pelo tema, apenas 0 vé como uma atividade cultural.
Podemos dizer que essafoi aprimeira conversao dafamilia Pascal. N&o t&o intensa.

Mais tarde, filosofia de vida sera incorporada fortemente na maneira de viver
de Pascal. Mas isto acontecerda em outro momento.

Voltemos, mais propriamente, a histéria de Pascal. Este, quando se decide a fazer
algo de que goste, ndo perde tempo, dedica-se a0 maximo para entender o funcionamento
do que se propOe ainvestigar. E foi assim que surgiu a circunstancia de fazer a experiéncia
do vacuo.

Galileu mostrou no trabalho Duas Novas Ciéncias, de 1638, “[...] que a aversao
da natureza a um vécuo parecia estar limitada a uma pressdo equivalente a 34 pés de &gua
[..].3 Torricelli, discipulo dele, reaizou 0 mesmo experimento, sb que trocou a agua por
mercurio. Constatou que a altura do tubo de mercurio ficou aproximadamente em setenta e
seis centimetros. “Torricelli conclui que os fenbmenos eram melhor explicados pela
hipétese de que vivemos no fundo de um mar de ar, e que as colunas de dgua e mercurio

eram suportadas pela pressao atmosférica do ar sob o qual estamos submersos.”

2 ATTALLI, 2003, p. 74.
% ATTALI, 2003, p. 78.
! BOYER, 1963, p. 287.
¥ BOYER, 1963, p. 288.
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Mersenne informa-se do experimento torriceliano, arespeito do vacuo, e divulga-
0 na Academia de Paris, Petit fica, assim, sabendo das experiéncias. Em 1646, Pierre Petit
esta de passagem por Rouen. Ele é amigo de Etienne. Petit informa Etienne e Pascal sobre
a possibilidade da existéncia de vacuo. Petit e Mersenne tentaram realizar o experimento
de Torricelli em Paris, mas ndo tiveram sucesso.

Por sorte, em Rouen existe uma excelente vidragaria, fornecendo material para a
experiéncia. Pierre Petit repetiu-a, com a gjuda de Etienne e Pascal. No final de novembro,
daguele ano, Petit descreve o experimento em uma carta destinada a Pierre Chanut. Pascal,

com certeza ficou inspirado, e repetiu-o de varias formas. Por exemplo, encheu

[..] um tubo de vidro de quatro pés de dtura, fechado em uma
extremidade, com mercurio e inverteu-o com a extremidade aberta em um
recipiente de mercurio, notando que a coluna de mercdrio caiu a uma
atura de aproximadamente 30 polegadas. Entéo repetiu 0 experimento
com um tudo de 40-pés de agua e encontrou que na inverséo em um
recipiente com agua, a coluna caiu para cerca de 34 pés; com vinho tinto
acoluna era um pouco mais alta do que com agua. Em cada caso, Pascal
viu, a dtura erainversamente proporcional a densidade da substancia, e a
conjecturade Torricelli estava confirmada.®

Pascal aproveitou aguela fabrica de vidro e realizou experimentos com diversos
tamanhos de tubos de vidro.**

A saude de Pascal ndo é das melhores e, no verdo de 1647, vai para Paris. Deste
modo, retorna a Academia e apresenta seus resultados sobre o vacuo. Fica sabendo que,
quem realizara a experiéncia italiana fora Torricelli (1644)*. Outras experiéncias estavam

sendo feitas;

¥ BOYER, 1963, p. 288.

¥ Segundo Koyré (1982) seria muito complicado Pascal ter conseguido um tudo de vidro com a altura
relatada no experimento. “[...] é pouco provavel que os fabricantes de vidro do século XVII, mesmo os de
Rouen, tenham sido capazes de produzir um desses tubos [que Pascal fez as experiéncias].” p.359.

Em outra passagem o mesmo autor diz: “Gostariamos de ter informacdes precisas sobre esses aparel hos, bem
como sobre a maneira pela qual se prepararam efetivamente os tubos e o grande sifao de 50 pés.”.( p. 360).
Em outra passagem Koyré nos diz: “[...] aliteratura cientifica do século XII —e ndo s6 do século XVII —esta
cheia dessas experiéncias ficticias e poderia escrever-se um livro muito instrutivo sobre o papel, na ciéncia,
das epxeriéncias ndo realizadas e até de impossivel realizaco.

Porém, uma vez mais, ndo quero afirmar que Pascal ndo fez as experiéncias que nos diz ter feito. Em
compensacdo, creio poder afirmar que ele ndo as descreveu tal como as fez e ndo expds seus resultados tal
como se verificam sob seus olhos. Certamente ele nos escondeu alguma coisa.” (1982, p.360). Acreditamos
que fabricar o tubo de vidro sgja algo possivel, o dificil € manipuléa-lo.

% «[...] Pascal nos dira ou, mais exatamente, dira ao Senhor de Ribeyre (em 16 de julho de 1651 que, naquela
época, isto € em 1646 e 1647, ndo sabia que o autor em questdo era Torricelli e que tendo-o sabido, nunca
deixou de dizé&-lo. Entretanto, deve-se confessar que ignorancia €, pelo menos, bastante surpreendente,
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[...] umanaticia chegou a Paris de que um experimento barométrico tinha
sido conduzido em Varsovia em julho de 1647, por V. Magni, que
implicitamente reivindicou prioridade. Roberbal respondeu em 22 de
setembro com uma Narratio Latina (publicado em Varsovia em
dezembro), aqual estabeleceu a prioridade dos experimentos de Torricelli
e de Pascal e revelou novos pormenores a respeito do dltimo.*

Pascal admite que sua inspiracdo veio dos experimentos torricellianos. Publica
alguns resultados de experiéncias que fez, com seringa e sifdes, relativas ao vacuo, com o
titulo expériences nouvelles touchant le vide (Novas experiéncias sobre o vacuo). Pascal
foi obrigado a publicar seus resultados para ndo perder o crédito dos experimentos, pois 0
padre Magni disse “[...] ter sido 0 primeiro a demonstrar a existéncia do véacuo e de haver
testemunhado, com seus proprios olhos, Locum sine locato, Corpus motum successive in
vacuo, Lumen nulli corpori inhaerens [..].”%" Mas ainda nada est4d provado. Sera
necessario elaborar e fazer outros experimentos.

Em setembro de 1647, Descartes e Pascal encontraram-se e parece néo ter sido
muito amigavel. Descartes deparou-se com um Pascal doente, e sugere-lhe aimentacéo a
base de caldo e repouso. Noutro dia repete a visita, mas nada se sabe 0 que aconteceu.
Mais tarde, “[...] o inventor do Cogito afirmara ter aconselhado Pascal, naquele dia, a
medir a altura do merctrio do tubo, fazendo a experiéncia no alto de uma montanha.”*
Porém Pascal afirmou, depois, que a idéia foi sua. A conviccdo de Descartes era que o
espaco continha uma matéria sutil.

Pascal, realmente quer desenvolver o experimento, mas sua salide ndo é muito
boa. Entdo, pede para seu cunhado em Clermont, pararealizé-lo.

Muitas discussdes sobre 0 vacuo apoderam-se do espirito cientifico daguele
tempo. Mesmo assim, Pascal permanece firme com os resultados que obteve, e da
prosseguimento aos experimentos.

Assim, em 15 de novembro de 1647, Pascal indica a Périer que “a experiéncia

devera ser feita“no sopé e no cume’, num unico dia, com dois tubos que utilizem 0 mesmo

uma vez que Petit, em sua carta a Chanut, refere-se expressamente a experiéncia “de Torriceli”
[..]."(KOYRE, 1982, p. 356-7).

* BIOGRAFHICAL..., 1991, p. 1916.

" KOYRE, 1982, p. 357.

% ATTALI, 2003, p. 88.
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mercUrio, na presenca de testemunhas de confianca.”* Pascal aguarda a resposta de seu
cunhado.

Finalmente, em Clermont, tudo esta pronto para realizar a experiéncia do vécuo.
Em 19 de setembro de 1648, Périer fez os experimentos na montanha Puy de Dome, tanto
em sua base quanto no seu topo, totalizando, no decorrer do trgeto dezessete
experimentos. Ele estd acompanhado de pessoas idoneas, a fim de servirem de testemunhas
a experiéncia cientifica. Comprova-se que “0 nivel do mercirio no tubo realmente caiu
apreciavelmente com a atitude, no mesmo tempo que o mercurio em outro tubo na base da
montanha manteve-se em um nivel constante.”*® Deduz-se que, mudando de altitude,
muda, também, a pressdo atmosférica, ou sgja, conforme aumenta a atitude a pressdo
atmosférica diminui, ocasionando a queda na coluna de mercrio.

Os experimentos também foram executados por cientistas em Estocolmo. Outra
vez aexisténcia do vacuo e da pressdo atmosféricafoi confirmada. A natureza ndo tem um
horror a0 vécuo, como ateoria aristotélica afirmara®

Périer repete os experimento na base e no alto da torre da mais alta Catedral de
Clermont, e novamente nota-se uma peguena queda no nivel do mercario no tubo, quando
estd no topo datorre. Em Paris, Pascal recebe o relatdrio de Périer, e repete o experimento
na torre da igreja Saint-Jacques. Também comprova a existéncia do vacuo. Assim, ateoria
da pressdo atmosférica e a existéncia do vacuo é confirmada. Pascal publica um informe
das experiéncias que foram realizadas, logo ap0s ter recebido o relatério de Périer, “ Récit
de la grande expérience de I'équilibre des liquers projetée par le sieur B.P. pour
I"accomplissement du traité qu’il a promis dans son abrégé touchant le vide et faite par le
sieur F.P. em une des plus hautes montagnes d’ Auvergne (autumn 1648).” 42

Pascal dedica-se aos seus experimentos; enquanto isto, sua irméa ameja fazer um
retiro espiritual. Ja tentara outra vez, mas sem éxito. Agora, em 1649, consegue realizar
seu sonho de fazé-lo. Ficara alguns meses no convento de Port-Royal de Paris.

Depois desses acontecimentos, afamiliainteira reline-se em Auvergne, na casade
Gilberte. E uma opc3o de Etienne, para ver se os filhos respiram novos ares e reflitam
sobre outras coisas. Etienne tem medo de perder sua filha. Medo de que ela se torne uma

freira. A familiaretorna a Paris em 1650.

% ATTALLI, 2003, p. 92-93.

“° BOYER, 1963, p. 288.

‘1 BIOGRAFHICAL..., 1991.

“2 BIOGRAFHICAL..., 1991. p. 1924.
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Pascal esta disposto a realizar a mesma experiéncia de Roberval sobre o vécuo.
Este sdbio parece ndo acreditar no experimento, tanto que “para demonstrar isso, tem a
idéia de pbr dentro da seringa de fazer vacuo uma bexiga de carpa bem achatada; mas, para
surpresa geral, quando se produz v&cuo na seringa, a bexigaincha e &s vezes estoura.” *

Para comprovar esse fendmeno, Pascal repete 0 experimento, sO que um pouco
diferente: “manda levarem uma bexiga de carpa cheia pela metade ao cume do Puy de
Doéme. Ela vai enchendo-se aos poucos durante a subida e esvaziando-se regularmente
durante a descida’.** Pascal, mais uma vez comprova a relacgo inversa da natureza da
pressdo atmosférica, quanto mais altitude, menor a presséo, e assim a bexiga aumenta de
tamanho e quanto mais proximo do nivel do mar, maior a pressdo, e bexiga tende a
diminuir de tamanho.

No século XX, em 1906-1907, Pascal sera acusado por

[...] F. Mathieu, que desafiou tanto a originaidade cientifica de Pascal
guanto sua honestidade. Acusou Pascal de ter inventado a carta a Périer
de 15 de Novembro de 1647, depois da conclusdo do evento, a fim de
levar crédito pelos experimentos do vacuo dentro do vécuo e de Puy de
Dome. Embora o0 agquecido debate que resultou ndo produziu quaisquer
conclusdes aceitas unanimamente, estimulou pesquisa que trouxe a luz
muitos documentos inéditos. Em uma avaliacdo da questéo, J. Mesnard,
depois de examinar 0s argumentos e clarear muitos pontos, sugere que
Pascal provavelmente enviou a contestada carta a Périer em 15 de
novembro de 1647, mas pode ter alterado o texto ligeiramente para a
publicagdo. Esse julgamento acordado esta provavelmente proximo da
verdade.”

No século XVII, o que era bem comum, € a acusacdo de plagio, Pasca foi
acusado pelo jesuita Médalille. Esse jesuita reivindica que o padre Magni fizera essa
experiéncia anteriormente a Pascal. Na verdade, Pascal ndo vez nada de novo. Pois sabia
da experiénciado italiano Torricelli. O que fez na verdade foi aperfeicoar o experimento. E
de acordo com sua histéria, era perito no que se propunha a fazer. Além disso, o proprio
Mersenne, entre os anos 1643 e 1647, sabia dessa teoria. J.B Baliani, também, admitia a
hipétese da pressdo atmosférica. Entretanto, o crédito é de Pascal por ter plangado e

executado o experimento.

“ ATTALI, 2003, p. 92.
“ ATTALI, 2003, p. 110-111.
“* BIOGRAFHICAL..., 1991. p. 1917.
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Etienne morre em 24 de Setembro de 1651. Faleceu em sua casa, em Paris. Pascal
escreve a Gilberte informando da morte de seu pai. Nessa carta, deixa transparecer temas
que escrevera mais tarde, sobre: “amor-proprio, a preguica e o desejo de dominar.”*®

Como prometera ao pai, Jacqueline vai para um convento. Com a morte do pai, e
com a decisdo da irma de entrar para o convento, Pascal fica sozinho em Paris. Iniciara um
novo periodo de sua vida. Esse momento é considerado o “periodo mundano” de Pascal.

Freguienta a sociedade, refaz a amizade com o velho conhecido, Arthur Gouffier,
o duque de Roannez. Também conhece o intelectual Antoine Gombaud, popular cavaleiro
de Méré.

Com a morte de Etienne, seus filhos esperam a divisio da heranca. Muita
confusdo ira acontecer. Como Jacqueline estd no convento, e caso torne-se novica antes da
partilha da heranga, ndo tera direito a nada. Ela perante o Estado estd morte civilmente.
Deste modo, Jacqueline espera que os tabelides acelerem o processo da partilha. Mas esse
ndo parece ser 0 desgjo dos irméos nem do cunhado. Cada um tem seus motivos. Os Périer
ndo véem vantagem da heranca ser dada ao convento. Pascal ainda tem o sonho de que sua
irma volte para o seu lado. Esta cansado de ficar sozinho e resolve fazer uma viagem com
Roannez, Méré, Miton, e Octavio de Strada. Este é engenheiro. Parecem ter espirito de
aventureiros. Roannez quer drenar os pantanos de seu Poitou natal. Pascal € apresentado
como o consultor cientifico do trabalho. Como Pascal ndo tinha um fisico muito bom,
cansa-se da viagem, e para ndo ficar sozinho em Paris, acha conveniente dirigir-se até a
casa de sua irma mais velha. Aproveita o tempo para elaborar seus trabalhos referentes a
fisica

A partilha da heranca ainda ndo fora feita. Jacqueline adoece com medo de ndo
receber sua parte, antes de tornar-se noviga. O que ela quer € doar 0 que receber para o
convento. Pascal comovido com 0 que airma mais nova esta passando, volta para Paris e
transfere certa quantia em dinheiro a Jacqueline, impondo-lhe certas regras para a
devolucéo do dinheiro.

Nesse periodo compreendido entre os anos de 1651 e 1654, fara muitos estudos
em matematica e fisica. Compde o Tratado Sobre o Véacuo (que se perdeu), Tratado do

equilibrio dos liguidos e do peso da massa de ar. Decide calcular a massa da atmosfera

terrestre, isto &, o peso do ar. Encontra um peso de 8,238+10" libras.

“6 ATTALLI, 2003, p. 124.
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Em 1654, faz novos estudos sobre as conicas e escreve para Fermat que esta
trabalhando em seu Conicorum opus completum, continuacdo do seu trabalho Essay Pour
Les Coniques (1640). Porém, aquele ndo foi publicado e perdeu-se. O que restou foram as

notas tomadas por Leibniz. De acordo com as notas deste, o trabalho

continha uma secéo sobre o magna problema — para colocar uma
dada conica em um determinado cone de revolugdo. Uma outra
secdo referia-se ao problema de Pappus sobre o lugar das trés-e-
guatro-linhas. O ultimo problema fora manipulado extensamente
por Descartes, usando métodos analiticos, mas a abordagem de
Pascal foi sintética, como anteriormente nas Conicas.*’

Pelo que vemos, Pascal praticamente dispensava a dgebra, que estava em voga
na época. Fazia uso da retérica. Descartes ja havia publicado a Géométrie em 1647.
Fermat, também, desenvolveu trabalho na érea da Geometria Analitica. Seu trabalho, Ad
locus planos et solidos isagoge foi publicado postumamente em 1679.

Outro trabalho que instigara a mente de Pascal, é referente aos jogos de azar. A
partir de 1654, estabel ecerd, juntamente com Fermat, a teoria das probabilidades.

Na Franga, um modo de divertir-se era com jogos, especiamente como 0 jogo de
dados. O prazer do jogo cativa as pessoas, ndo tao diferentemente de hoje. Mas 14, como
também hoje, havia a disputa pelo dinheiro, e as apostas eram feitas. Para o jogo de dados,
ndo havia uma teoria precisa que viesse a fornecer base para os jogadores saberem quais
eram realmente suas chances de ganhar.

O estudo da probabilidade feito por Pascal teve inicio quando um amigo dele,
Méré, o questiona sobre de que maneira as apostas, de uma partida interrompida, deveriam
ser repartidas. A partir de entdo, comeca a busca pela compreensdo da resolucéo desse
problema. Comunicando-se com Roberval, este |he diz para corresponder-se com Fermat.
Os dois trocam cartas. Em uma dessas, discutem a seguinte questdo: Em oito lances de um
dado, um jogador esta tentando lancar o nimero um, mas depois de trés tentativas sem
sucesso 0 jogo € interrompido. Como ele deveria ser indenizado?

A partir da discussdo entre Pascal e Fermat sobre problemas dessa natureza, a
teoria de probabilidade comecara a estabel ecer-se como um ramo da matematica. Pascal
mostra que os resultados dos problemas de particdes podem ser vistos no Triangulo

Aritmético, hoje conhecido como Tridngulo de Pascal. Mateméticos posteriores, Jakob

‘" BOYER, 1963. p.290.
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Bernoulli, P.R. de Montmort e A. de Moivre, desenvolverdo estudos no campo tedrico da
probabilidade.

Bem antes a probabilidade ja era mencionada nos versos do “Purgatério” de
Dante. Cardan, na obra De ludo aleae, ja fizera um estudo referente ao tema. Fermat e
Pascal ndo publicaram seus trabalhos. Huygens publicou em 1657, como parte da
Exer citationem mathematicarum de van Schooten, um trabalho intitulado De ratiociniisin
ludo aleae. Foi estimulado pelas discussdes entre Fermat e Pascal.

Em 1654, Pascal redige o Tratado do Triangulo Aritmético com o total de
dezenove consequéncias. Provavelmente no mesmo ano, escreve outro tratado Potestatum
Numericarum Summa. Cuidaremos desses trabalhos nos capitulos posteriores. Por ora,
apresentaremos uma sinopse deles.

O tridngulo aritmético ja era conhecido pelo matemético chinés Chus Shih-Chieh,
em 1303, e também, pelo persa Omar Khayyan, proximo daquela época. Da mesma
maneira gue o0s chineses representavam o arranjo triangular, com os coeficientes nas linhas
horizontais, Peter Apuan, também o fizera em 1529. Tartaglia no seu General Trattado di
Numeri et mesure, em 1556, usou o arranjo triangular, considerando os coeficientes
binomiais dispostos diagonamente em um retangulo, da mesma maneira que Cardan em
Opus Novum de Proportionibus (1507) o fez. Pascal estruturou o tridngulo aritmético
como esses dois Ultimos. Entre 1629 e 1633, varios triangulos aritméticos foram
publicados por Girard, Oughtred, e Briggs, mas Pascal ndo menciona ninguém em seu
trabalho. Sua grande contribuicdo foi estudar exaustivamente as relagdes encontradas no
tridngulo, assim como generalizar abordagens anteriores.

A linguagem apresentada por Pascal, como ja comentamos, ndo foi a notagdo
simbdlicaou literal. Preferiu em vez disso, ja que fora ensinado por seu pai a escrever bem,
enunciar retoricamente as consequéncias do arranjo triangular. Nas demonstracGes das
consequiéncias, usou a idéia da Inducdo Matemética. Alguns matematicos, também, usaram
argumentos por recorréncia, como Maurolycu (1572). Fermat em certas proposi¢coes em
teoria dos nimeros, também a usou.

No século XVII, matematicos buscaram incessantemente encontrar éareas,

volumes, etc. Podemos considerar que Cavalieri, Fermat, Pascal, Wallis, Gregorie De Sant-
Vincent, etc., chegaram proximos da notacdo moderna I X" dx = a”%m +1) Pascal,
0

escreveu o tratado da Potestarum Numericarum Summa, que o levou a encontrar agquele
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resultado moderno de integracdo — claro que utilizando seus proprios métodos. geométrico
e aritmético. O trabalho todo € descrito retoricamente, como veremos posteriormente no
capitulo 1V.

No final de 1653, Pascal inicia um periodo de peregrinacdo. Ou segja, sua vida
sera movida, também, pelafé. Passaraadividir seu tempo entre a matemética e a religio.

Na noite de 23 de Novembro de 1654, das 22h30min aos 30 minutos do dia
subseqiiente, Pascal diz ter sido iluminado por Deus. Depois disso, escreve alguns versos e
costura-0s no forro de um casaco.

Pascal passou por um estado de conversdo. O matematico Pascal convive, entéo,
com outro personagem: o filésofo-religioso Pascal, que sera um dos precursores da boa
prosa francesa com suas Cartas Provinciais.

O novo espirito revela um outro homem. Pascal até aceita fazer um retiro, que
durara cerca de trés semanas, em Port-Royal-des-Champs, mais tarde, fard outros. Em seu
periodo de reclusdo — isto &, de retiro — escreve: Escrito Sobre a conversédo do Pecador;
Resumo da vida de Jesus Cristo; Comparacéo dos Cristdos dos primeiros tempos com os
de hoje. Ao retornar para casa, redige dois textos: Espirito Geométrico; Arte de persuadir.
A primeira parte contém o método para as demonstragdes geométricas. Ja na segunda parte
apresentac Regras para as definices, Regras para os axiomas, Regras para as

demonstragdes. Nesses estudos Pascal nos diz que:

S&o trés os principais objectivos que podemos ter na investigagdo da
verdade: um € descobri-la quando a procuramos, outro, demonstréla
quando a possuimos, o Uultimo, discerni-la do faso quando a
examinamos™®

Dedica-se a0 estudo das probabilidades e, mais intensamente em 1658, ao estudo
da cicléide. Outra obra estara por vir, que marcara a cultura francesa. Pascal dedicar-se-a
as Provincias. “Iniciada como um embate intelectual para gjudar um amigo, a escrita das
Provinciais acabara por empenhar seu autor no mais profundo de st mesmo, na luta contra

"4 Assim, Pascal envolve-se

0S casuistas, depois contra 0s jesuitas, depois contra 0 papa.
em um conflito religioso. A fim de defender Arnauld, que esta na mira dos jesuitas iniciaa
escrita de cartas, antes anonimamente, e mais tarde ira usar um pseudénimo de Louis

Montalte. Pascal foi escolhido para aquele fim por ter “[...] um espirito tdo admiravel que

“8 PASCAL, 2003, p. 13.
“9 ATTALLI, 2003, p. 186-187.
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embelezava tudo o que dizia e, embora tivesse aprendido muitas coisas nos livros, quando
as digeria a seu modo €l as pareciam diferentes, porque sabia enuncia-las da maneira como
0 deviam ser para entrarem na compreensdo do homem.”* A linguagem apresentada nas
Provinciais era eloquente.

As Provinciais causam um bom debate em Paris, entre os Jansenistas e Jesuitas.
Muitos queriam saber quem era seu autor. Depois de publicar as dezoito Cartas, Pascal
resolve reuni-las, e edita-las. Paraisso, utiliza o pseudénimo de Louis Montalte.

Mais tarde, fara um anagrama com nome de Louis Montalte, isto € Amos
Dettonville. Utilizar-se-a deste personagem para representéd-lo na elaboracdo de uma
disputa concernente a resolucdo de problemas da cicldide proposta aos mateméticos
daquela época, como veremos mais adiante.

Mesmo convertido ao Jansenismo, continua a realizar seus estudos cientificos,
bem como filoséficos-religiosos. Entre os anos 1654 e 1658, “[..] escreve para 0s
estudantes maiores de Port-Royal dois textos sobre a arte de expressar-se, um em literatura,
outro em matemética.” . Antoine Arnauld pede-lhe para escrever, em 1658, os Eléments

de géométrie, que serdo utilizados por alunos de Port-Royal. Pascal

[...] nunca deixou, absolutamente, de contribuir para o progresso da
ciéncia. Nem durante a redacdo das Provinciais, nem depois. E quando,
dois anos mais tarde, a doenca lhe vedar todo e qualquer trabaho efetivo
— em fevereiro de 1659, ou sgja com a idade de trinta e seis anos —, sera
ao conjunto de suas atividades intelectuais que ele renunciarg, e nédo
apenas & matemética. >

Sera um periodo de penaria e sofrimento. N&o conseguiu fazer quase nada.
Quando podia, ditava o que queriadizer. Melhoraraem Marco de 1660.

Com sua habilidade em escrever, entre julho de 1657 e fevereiro de 1659,
apresenta resultados significativos para a matemédtica. Faz o estudo da cicléide que o

instigara a propor uma grande competicdo. Mas a histéria que nos apresentam é que

Segundo a tradicdo familiar, Pascal chega a essa demonstragéo
importantissima sobre o caso particular de curva [cicléide] em certa
madrugada de maio de 1658 — tem entdo trinta e cinco anos —, num
momento em que suas dores de cabega eram t&o insuportéveis que ele so
conseguia distrair-se concentrando-se nos mais arduos problemas de

® A VIDA..., 1973, p. 22.
> ATTALI, 2003, p. 228.
2 ATTALI, 2003, p. 231.
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matemética. A familia quer assim levar a crer gque €ele rediza essa
descoberta em uma sb noite, pondo fim a quatro anos de rompimento com
as ciéncias, por meio de uma descoberta sem continuidade. O que é
evidentemente falso: ainda que a matemética seja um derivativo parcial
para a dor e embora ele provavelmente trabalhasse durante a noite, na
realidade isso vinha sendo feito havia anos, sem interrupgdo nem antes
nem depois de 1658.%

JasuairmaGilberte relata que

Essa volta das enfermidades de meu irmdo comegou por
uma dor de dente gque Ihe tirou inteiramente o sono. [...] Eis por que nas
suas insdnias, de resto mui freglientes e cansativas, vieram-lhe uma noite
a0 espirito alguns pensamentos sobre a roleta [cicl6ide]. Ao primeiro
Seguiu-se um segundo e a este um terceiro e, enfim, surgiram, uns dos
outros, indmeros pensamentos, 0s quais |he mostraram uma
demonstracio da roleta com aqual ele proprio se surpreendeu.>

S8o pontos de vistas diferentes. Diante do contexto, e sabendo quanto € dificil
estabelecer um conceito matematico téo rapidamente, mesmo com a habilidade de Pascal,
concordamos com o primeiro autor. Ou sgja, hunca deixou de lado a matemética nem a

filosofia. Parece ter tido muitas personalidades

Primeiramente ha o Pascal n° 1, ou sgja, ele mesmo, que ensina
e sb pensa em termos de humildade. Depois ha o Pascal n° 2, por ele
denominado “Anbénimo”, preocupado com o rigor e a neutralidade, que
lanca o concurso sobre a cicléide. Ha também o Pasca n° 3, que,
chamado “Amos Dettonville’, resolve o problema apresentado no
concurso e defende com unhas e dentes a origindidade de suas
descobertas. O Pasca n° 4 escreve, sem se identificar, textos ferozes
sobre graca para os parocos de Paris. O Pascal n° 5, que ele denominard
“Salomon de Tultie”, € um escritor desesperado que toma notas para
aquilo que vira a ser os Pensamentos. O Pasca n° 6, que ele acaba de
batizar de “Louis de Montalte,” corrige as incessantes reimpressdes das
Provinciais. Finamente, um Pascal n° 7 administra com empenho seus
interessantes materiais e prepara-se paralancar-se em novos negocios.”

Gilberte, também, nos apresenta a diversidade de idéias que vinham a mente de
Seu irmao, e que as vezes compunha coisas diferentes ao mesmo tempo.

A curva denominada cicloide, como referida anteriormente, foi estudada por
matematicos como: Nicolau de Cusa (1451), Roberval (1635), Mersenne (1615), Galileu

% ATTALI, 2003, p. 236.
* A VIDA..., 1973, p. 26.
* ATTALI, 2003, p. 237-238.
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(~1600), entre outros. Pascal solucionou vérios problemas relativos a cicléide. Como por
exemplo, encontrou o centro de gravidade de meio arco da ciclide.

Em 1658, anunciou — anonimamente — uma competicdo a respeito da cicldide,
estabelecendo um prémio de quarenta pistolas para o primeiro colocado, e vinte pistolas
para 0 segundo. Quem patrocina a competicdo € Arthur. Os jurados serdo: Carcavi,
Roberval, e Gallois. Pascal deixou o prémio nas méos de Carcavi. As questfes langcadas

foram as seguintes: encontrar

1. A guadratura de um segmento de um arco da cicloide limitada
pela curva, o eixo (através do vértice perpendicular a base), e
uma corda paralela a base.

O centro de gravidade desse segmento.

O volume gerado girando 0 segmento a volta da corda.

O volume gerado girando o segmento a volta do eixo.

Os centros de gravidade dos volumes acima.

o o~ W DN

As mesmas questdes para as metades dos volumes quando

cortados por um plano através do eixo.

Usando o pseuddnimo Amos Dettonville, Pascal apresenta as solugbes das
questdes a Roberval e Gallois, e fica sabendo que aguele solucionara as quatro primeiras.
Assim, em 19 de julho, anuncia aos competidores, que serdo requeridas, apenas as duas
ltimas questdes, relativas a disputa do prémio.

O prazo estabelecido, para a competicdo, foi entre junho e outubro; mas em
outubro, Pascal — 0 andnimo — anuncia mais um més de prazo para as respostas serem
enviadas. “Vérias respostas chegam a Carcavy, entre as quais a do matemético inglés
Wallis [...], de um jesuita de Toulouse, do padre Lalouére, de Sluse e de Huygens.”>’
Como nenhuma resposta, dos problemas, foi satisfeita o juri declarou que o prémio deveria
voltar para o anénimo, ou segja, Pascal.

Mais tarde, em dezembro de 1658 e janeiro de 1659, 0 andnimo, revela-se ser
Amos Dettonville, e publica “[...] quatro cartas estabelecendo os principios de seu método

e suas aplicagbes a varios problemas relativos a cicléide, bem como questdes sobre a

% BOYER, 1963, p. 298.
> ATTALI, 2003, p. 238.



27

quadratura de superficies, cubatura de volumes, determinacdo de centros de gravidade, e
retificacdo de linhas curvas.”>® Talvez o trabalho mais significante publicado por Pascal.

Até 1657, havia dividas quanto a retificabilidade de curvas algébricas, ou que
seus comprimentos pudessem ser expressos algebricamente. Diante disso, as Cartas de
Dettonville desempenharam importante papel. Nelas, ha um trabalho, cujo titulo € L’ Egalié
entre 1&slignes spirale et parabolique demontrée a la maniére des anciens.

Depois de ter langado o desafio da cicloide, Wren enviou a Pascal sua retificacéo
dela. Pascal mostrou-a a Roberval. Este diz que ja a encontrara ha muito tempo. Na ética
desses fatos, o que Pascal fez, ndo foi original, apenas clarificou o trabalho matematico de
outros mateméticos fazendo uso dos métodos antigos. “Quando iniciou a disputa, Pascal
sabia dos métodos e os principais resultados de Stevin, Cavalieri, Torricelli, Gregoire De
Saint-Vincent, e Tacquet; mas ndo estava familiarizado com o tamanho da pesquisa inédita
de Roberval e Fermat.”™®

Outros trabalhos referentes a cicléide apareceram naguela época, como o de
Wallis em 1659, o de Lalouvére em 1660, o de Honoré Fabri em 1659 (que parece ter sido
inspirado pela disputa da cicl6ide).

Na exposi¢do de seus resultados referentes a cicloide Dettonville escreve o Traité
des sinus du quart de cercle. Mais tarde, Leibniz vera o Tratado dos Senos, que o instigara
a estabelecer a relagdo entre tangente e quadratura. Leibniz “[...] percebeu que a
determinacéo de tangentes a uma curva depende da rel acéo das diferencas nas ordenadas e
abscissas quando estas tornam-se infinitamente peguenas, e que as quadraturas dependem
das somas das ordenadas ou dos retangulos infinitamente finos.”®® A partir de entdo,
Leibniz conseguiu, fazer arelagdo entre a quadratura e a tangente, ou seja, estabeleceu 0s
principios do nosso célculo moderno, integracdo e diferenciacdo. Newton, também chegou
a estes resultados, sO que por outros caminhos.

Outra brilhante obra produzida por Pascal foi Pensées. H& muito tempo tem em
mente a possibilidade de compor um trabalho sobre a condi¢do humana. No artigo Miséria

do homem sem Deus coloca 0 homem entre os dois infinitos.

Nossa razéo é sempre iludida pelainconstancia das aparéncias e
nada pode fixar o finito entre os dois infinitos que o cercam e dele se

% BIOGRAFHICAL..., 1991, p. 1920. Cf Lettre de M. DettonvilleaM. De Carvavi em Ouevres Completes,
1963.

% BIOGRAFHICAL..., 1991, p. 1920.

% BOYER, 1963, p. 301.
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afastam. Desde que compreendamos isso, Creio que nos manteremos
tranquilos, cada um no estado em que a natureza o colocou. Como esse
termo médio, que nos coube por destino, se situa sempre longe dos
extremos|...].**

Além de fazer apologia ao cristianismo, podemos encontrar pensamentos sobre
matemética. Um dos artigos que compdem, a obra, & Pensamento sobre o Espirito e sobre
o estilo. Nele, Pascal apresenta: Diferenca entre o espirito de geometria e o espirito de
finura. Os Pensées ndo foram terminados. As anotacdes que deixou foram reunidas e
editadas postumamente como Pensées.

Surge ent&o o verdadeiro periodo de penudria“[...] durante dezoito meses, a doenca
monopoliza seus pensamentos. E a época em que sofre um verdadeiro martirio, fica
fraquissimo, s ingerindo caldos e as infames pocdes que os médicos |he prescrevem”.®
Depois disso, em 1660, parece que suas forcar voltaram. Seu apego a pobreza é
surpreendente. Nao quer nada ao seu lado que possa lhe dar prazer. Chega até a vender
alguns pertences materiais.

Passa por momentos que pdem em prova sua destreza. Fica enfurecido com
alguns Jansenistas, que por forcas politicas contrarias a sua filosofia, s@o obrigados a
assinarem um formul&rio, negando o Jansenismo. A obra de Cornelius Jansenius, intitulada
Agostinus, continha cinco proposi¢des, assim afirmavam os opositores do Jansenismo, que
contrariavam o pensamento de Santo Agostinho. Portanto, a obra de Jansenius era herética.
Pascal ndo aceitou assinar esse formulério. Ainda mais, depois de toda sua luta quando
escrevera as Provinciais.

Em meio a essa contenda, em 1661, no dia quatro de outubro, Jacqueline morre.
Ela estava residindo em Port-Royal-des-champs. Local este onde serd enterrada na
presenca de Pascal e Gilberte.

As dores de Pascal ndo o abandonaram até o leito da morte. No final de 1661, ja
nao consegue escrever; sua dor de cabega parece ser a causa. Mas ainda elaborara outro
projeto.

Com a morte de Jacqueline, Pascal € restituido, por Port-Royal, pelo contrato que
fizera com Jacqueline, em relacdo ao dinheiro da heranca de seu pai. Com o dinheiro, ele e

Seus amigos, organizam um empreendimento, isto €, uma empresa de transporte coletivo

1 PASCAL, 1973, p. 58.
2 ATTALI, 2003. p.255.
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com carruagens. Estabelecem as rotas e as tarifas. O interessante disso é que Pascal da boa

parte dos lucros aos pobres. Esse projeto empresarial, parece ter sido sua Ultimaidéia antes

de sua morte.

As Ultimas horas de vida de Pascal como narrado por suairma Gilberte.

[...] mais ou menos & meia-noite foi tomado de violenta convulsdo; ao
terminar, pareceu-nos que estava morto. E sentiamos todas a tristeza de
vé-lo morrer sem comungar, apés ter solicitado tantas vezes, e tao
insstentemente, essa gragca. Mas Deus, gque queria recompensar téo
fervoroso e justo desgo, susteve, como por milagre, essa convulsdo e
devolveu-lhe, como se estivesse em perfeita salde. De maneira que,
gquando o padre entrou no quarto com Nosso Senhor, exclamando: “Eis
Aquele que tanto desgjastes’, tais palavras acabaram de acordéalo e o
padre aproximou-se para ministrar-lhe a comunh&. Fez um esforgo,
ergueu-se um pouco, sozinho, para recebé-la com mais respeito, e tendo-
o interrogado o padre, segundo O costume, acerca dos principais
mistérios da fé, atudo respondeu devotamente: “Sim, senhor, creio nisso
tudo de todo o coragdo”. A seguir recebeu 0 Santo Viético e a Extrema-
Uncdo tdo comovidamente que vertia l&grimas. A tudo respondeu,
agradecendo ao padre, e disse, quando este 0 abengou com o0 Santo
Sacramento: “Que Deus ndo me abandone jamais’, Ultimas palavras que
pronunciou, pois, apos a acdo de gragas, foi retomado pelas convul sdes
gque nd mais cessaram, ndo lhe deixando um instante de liberdade de
espirito. Essas convulsdes duraram até sua morte, vinte e quatro horas
depois, isto €, a vinte e nove de agosto de mil seiscentos e sessenta e
dois, & uma hora da madrugada, na idade de trinta e nove anos e dois
meses.®

% A VIDA..., 1974, p. 36-37.
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Com o intuito de apresentar as realizacbes mateméticas no decorrer da histéria,
escolhemos alguns matematicos que representaram suas €épocas. Como estamos
argumentando sobre o processo de integracdo de Pascal, mostramos quais mateméticos,
anteriores a ele desde a antiguidade, estavam solucionando problemas baseados em
procedimentos que usavam infinitesimais, ou indivisiveis, ou 0 método de exaustao.

O objetivo deste capitulo € mostrar como 0s matematicos estavam tentando
encontrar novos métodos, quer seja para descobrir centros de gravidades quer seja métodos
de integragdo. Os novos métodos permitirdo, mais tarde, a formalizagdo do céculo
diferencia e integral. Restringir-nos-emos apenas aos métodos de integracéo, visto que a

nossa meta sdo os procedi mentos de integracéo de Pascal.
3.1 Preudio

A superacdo de problemas, sgjam fisicos ou matematicos, filosoficos,
ontol 6gicos, metafisicos, etc. — é uma caracteristica que possibilitou o ser humano estar em
busca de um constante aprimoramento. Vemos isso nas &reas humanas, exatas, e
biol6gicas. Diante de nossa realidade histérica houve pessoas procurando definir, melhorar
ou apresentar questbes relativas a0 modo como vivemos, desenvolvendo teorias e
mecanismos — Aristoteles, Leonardo da Vinci, Darwin, Einstein, etc., — que nhos
possibilitaram mediante aos registros historicos ter acesso ao conhecimento gerado, e
assim podendo gerar novos conhecimentos.

Em particular, no ambito matemético vemos que o interesse por problemas de
natureza aritmeética e geomeétrica fez com que, por exemplo, os pitagoricos estabel ecessem
relagbes misticas e fisicas com a matemética. O nimero tinha um significado intrinseco na
formacdo do universo. Relacionavam o nimero 1 com o ponto, 0 himero 2 com areta, o
nimero 3 com a superficie, e o nimero 4 com o sdlido.** Embora isso esteja um pouco
longe do nosso entendimento, devemos ter em mente que nessa €poca, 0S conceitos eram
outros, bem como o significado das coisas. A relacéo estabel ecida pel os pitagoricos com 0s

nimeros levou-os ao conhecimento dos numeros triangulares, quadrangulares,

% BARON, 1985. p. 16. v.1.
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retangulares, etc. Isto ira repercutir mais tarde, principalmente no século XVII, quando
matemati cos estudaram os nimeros figurados, estabel ecendo progressdes numeéricas.

Os paradoxos constituiram nova fonte inspiradora a envolver os antigos em
discussdes concernentes ao infinito. Por exemplo, o paradoxo de Aquiles e a tartaruga,
proposto por Zendo: A tartaruga encontra-se em um ponto a frente de Aquiles. O paradoxo
se da no sentido de que quando Aquiles chegar ao ponto onde a tartaruga estava, elajatera
percorrido um espago e encontrar-se-4 em outro ponto, e esse processo € repetido
indefinidamente. Nesse caso, Aquiles ficaria sempre atrés da tartaruga? Isto sugere, em
linguagem moderna, a introdugdo de um ponto limite onde Aquiles alcancaria a tartaruga.
Diriamos que tudo isso promoveu investigacbes mateméticas causando reflexdes tanto
filosoficas arespeito do infinito, como mateméticas.

Para entendermos esse momento histérico, temos que estar cientes de que ndo
havia sido estabelecido o conceito moderno de limite. A linguagem era completamente
aritmético-geométrica.

Posto isso, iniciaremos o proximo topico expondo o0 que entendemos por
indivisiveis e infinitesimais. Depois, no topico 1.3 deixaremos expresso sucintamente o
método de exaustdo. No topico 1.4 estudaremos algumas realizagdes matemaéticas do
século XVI. Por fim, no topico 1.5, sera apresentado o modo de como trés mateméaticos

solucionavam problemas envolvendo indivisiveis e infinitesimais.

3.2 Indivisiveis e Infinitesimais

Tanto o termo indivisivel quanto infinitesimal sdo comentados em quase todas as

bibliografias que consultamos.

A idéia dos elementos indivisiveis finitos encontrou na doutrina
materiaista do atomismo fisico, surgida em Abdera, na Tracia (c. 430
a.C), uma grande ligacdo com o conceito de nimeros pitégoricos. De
acordo com 0s atomistas, 0 universo era composto de &omos e do espagco
vazio; este espago era infinito em tamanho, e os a&omos infinitos em
nimero.%®

Essa teoria foi fundada pelos pensadores gregos Leucipo e seu discipulo
Demdcrito (400 a.C). Na escola de Demacrito, de acordo com Luria, teria sido introduzida

® BARON, 1985, p.19. v.1.
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anocdo de “aomo geométrico”. Um segmento de reta, uma érea ou um volume supunham-
se constituidos por um grande, mas finito, nimero de “&omos” indivisiveis.” %
O cronista grego Plutarco (c. 46-120 d.C) apresenta um dilema proposto por

Demdcrito:

Se cortarmos um cone por um plano paraelo a base [plano bem préximo
a base], o que podemos dizer das superficies que formam as se¢bes? Elas
s80 iguais ou diferentes? Se elas sdo diferentes, elas tornaréo o cone
irregular, cheio de dentes, como degraus, e imparidades;, mas se elas so
iguais, as secles serdo iguais, e parece que 0 cone terd a propriedade do
cilindro de ser congtituido por circulos iguais e ndo diferentes. 0 que € um
grande absurdo.®”’

Ou sga, diante dos argumentos de Demécrito, em ambos 0s casos, 0 cone néo
podera exigtir.

Ja os pitagoricos, como comentamos no topico 1.1, tentaram estabelecer a
harmonia entre aritmética e geometria. Contra as comparagdes do misticismo pitagdrico®®,
Zendo expde suas idéias dizendo que ndo é possivel fazer tal relacdo, isto é 0 atomismo
geométrico dos pitagoricos € inadmissivel. Ndo era factivel a idéia de um corpo — reta,
superficie e solido - ser formado pela justaposicdo de pontos. Os quatro paradoxos de
Zend podem ser fortes criticas aquele tipo de pensamento®. S&o os seguintes: o de
Aquiles, o da flecha, o da dicotomia, e 0 do estédio. Eles remetem-nos a idéia da
infinidade. O primeiro deles foi mencionado no inicio deste capitulo. Trataremos daquele
da dicotomia: para percorrer uma certa disténcia de um ponto A até um ponto B é preciso
primeiro percorrer a metade dessa distancia. Suponhamos gque o ponto C sgja a metade da
distancia. Parair do ponto A ao C deve-se primeiro percorrer a metade dessa distancia, e

assim por diante ad infinitum.

Os argumentos de Zendo mostravam que um segmento finito
pode ser dividido num nimero infinito de pequenos segmentos, cada um
deles com um comprimento finito. Também mostravam que é dificil

® STRUIK, 1997, p. 87.

 HEAT, T. L Apud. BARON, 1985, p. 20. v.1. As idéias do atomismo geométrico de Demdcrito sao
concebidas fisicamente.

“O atomismo fisico de Leucipo e Demdcrito pode de fato ter sido sugerido pelo atomismo geométrico dos
pitagdricos e ndo é de surpreender que os problemas mateméaticos que mais interessavam a Demdcrito fossem
agueles que exigissem alguma forma de tratamento infinitesimal.” (BOY ER, 1986, p.55).

%8s investigagdes dos pitagoricos conduziram a descoberta da incomensurabilidade,

% URBANEJA, 1992, p. 24-5.
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explicar o que se entende pela afirmagdo de que uma linha é “composta’
por pontos. E muito provavel que o proprio Zen&o ndo se apercebesse das
implicagbes mateméticas dos seus argumentos. Os problemas que
conduziram aos seus paradoxos tém surgido regularmente durante
discussdes fil osoficas e teol dgicas; reconhecemo-los como problemas que
dizem arespeito arelagio entre “infinito potencial” e “infinito actual” ™

Talvez as respostas dos argumentos de Zendo sejam todo o debate que aconteceu

na Grécia relativa a questdo da infinidade, do infinitesimal, do continuo e a idéia de

movimento.

A descoberta da incomensurabilidade — feita pelos pitagéricos — acarretou uma

grande crise na matematica grega. Em resposta aos irracionais surge o metodo de

exaustdo.

Para conjurar a crise tinha que ignorar o conceito infinitesimal
de nimero irracional. Eudoxo de Cnido, da escola platdnica, resolveu de
forma brilhante a antinomia radica entre finito e infinito. Introduzindo o
conceito de “t&o pequeno como se queira’, equivalente a NSO Processo
de “passagem ao limite, encontra, com sua teoria de magnitudes uma
escapatéria mediante um recurso genia que desenvolveu em trés
estagios: uma definicdo, um axioma e um método.”[..]."

O procedimento atribuido a Eudoxo superou a crise do problema de magnitudes

incomensuraveis. A definicdo é encontradano V livro dos Elementos de Euclides.

Diz se que, magnitudes estdo na mesma razao, a primeira paraa
segunda e a terceira para a quarta, quando, se quaisquer equimultiplos
tomados da primeira e terceira, e quaisquer equimultiplos da segunda e
quarta os primeiros equimdltiplos similarmente excedem, sdo
similarmente iguais, ou menores que os Ultimos equimultiplos tomados
respectivamente na mesma ordem.

A definicdo 4 dos Elementos de Euclides, conhecida como axioma de Eudoxo:

“Magnitudes dizem-se ter uma razdo, de uma para outra, as quais sdo capazes, quando

multiplicadas, de excederem uma & outra.” ”® Ou seja, “dadas quaisquer duas magnitudes A

e B da mesma espécie sendo que A < B entdo existe um nimero natural ntal que A+ ... +

A > B (tomando n vezes A).” "* O método de exaust&o serd apresentado posteriormente.

" STRUIK, 1997, p. 81-2.

" URBANEJA, 1992, p. 25-6.
2 HEATH, 1956, p. 114. v.2
" HEATH, 1956, p. 114. v.2

" MANCOSU, 1996, p. 36.
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Antes de comentarmos a concepcao do infinito na idade média, temos que buscé
la em Aristételes. O seu pensamento influenciou significativamente os escolésticos. Eis o
gue ele pensa a respeito da infinidade. Admite que uma magnitude geométrica pode ser
dividida de modo que se torne menor do que qualquer magnitude. Reciprocamente
considera que uma magnitude pode ser aumentada o tanto quanto se queira. N&o aceita que
as magnitudes continuas s&0 constituidas por indivisivels.

Estabelece dois termos para consideracBes concernentes ao infinito: “infinito

potencia” e “infinito atual”.

Um infinito “em ato”, isto € um todo constituido de uma infinidade atual
de coisas dadas, ndo pode ser pensado como inteligivel; no entanto, sim
pode-se pensar em uma maghitude crescente “em potencia’ maior do que
todo limite, ou uma série de magnitudes cada vez menores que “em
potencia’ podem tornar-se menores que qualquer magnitude.”™

A idéiado infinito em ato e em poténcia é abordada por Cavalieri, porém ele faz
uso de outros termos, a saber, relativo e absoluto para designar, respectivamente, infinito
em poténcia e em ato.

No periodo medieval a questdo do infinito, foi debatida intensamente. Porém, essa
discussdo se deu fortemente na dtica filosofica e pouco no ambito da matemética. Os
fil6sofos dos séculos X1l e X1V conceberam a existéncia de pontos, linhas e planos de
uma maneira que tivessem relagéo direta com linhas, planos e solidos respectivamente, ou
sgja, pontos, linhas e planos estavam limitados por suas ordens superiores. A |0gica seria a
seguinte: um solido contém uma infinidade de planos, e segue 0 mesmo raciocinio para as
magnitudes de ordem inferior. “A questdo entdo surgiu como se, de fato, o continuo deva
ser concebido como composto inteiramente de pontos e inversamente se qualquer continuo

finito deva ser dividido de tal maneira a produzir nada exceto pontos.” "®

Sera que uma
magnitude pode ser constituida a partir de outra ordem inferior? Pontos podem constituir
uma linha, linha uma superficie, e superficie um solido?

Bradwardine afirma que uma magnitude continua contém um ndmero infinito de
indivisiveis, mas ndo sdo constituidas por esses atomos matematicos. Para ele “[...] cada

continuo esta formado por um nimero infinito de e ementos continuos de mesma natureza;

® URBANEJA, 1992, p.31.
® BARON, 1969, p. 72. No século X111 e X1V asidéias do continuo de Aristételes foram aceitas.
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assim, por exemplo, um segmento, area ou volume esta composto por infinitos segmentos,
areas ou volumes.” "’

A possibilidade de uma magnitude continua ser constituida com outra de uma
ordem inferior leva a contradi¢des. Por exemplo, Se os pontos sdo os indivisiveis da linha,
e ndo possuem dimensdo, como podem formar a linha? Mas se 0 ponto tiver dimensdo,
como pode ser indivisivel?'®

Jano século X1V, surgiu uma visdo um pouco mais apurada sobre esse assunto. A
teoria atomista estava sendo discutida como um elemento fisico que constituia o continuo.
Apareceram tentativas de entender o infinitesimal: “E possivel que uma quantidade
infinitamente pequena possa ser considerada como um multiplo de outra? Alternativamente
devem todas essas quantidades ser consideradas como iguais em tamanho?'”® Esses
questionamentos, apontam para nés uma tentativa de entender os indivisiveis e
infinitesimais.

A distincéo entre esses conceitos ficou estabel ecida com os argumentos do seculo
XVII.

Por exemplo, para Cavalieri existe diferenca entre indivisiveis e infinitessmais.
Caso queira encontrar um indivisivel, sabe como fazer. Por exemplo, em relacdo a um
plano basta seccion&lo com outro. Para ele o indivisivel tem uma dimensdo a menos do
gue a magnitude de que se fala. Como veremos mais adiante, Cavalieri ndo aceita a
formagdo de uma magnitude através de soma de indivisiveis. O que faz sdo as
correspondéncias um aum entre eles.

Podemos interpretar os infinitesimais como elementos de mesma dimensdo da
magnitude de que se fala, porém infinitamente pequena, ou sgja, tdo pequena quanto se
queira. Entdo, vemos indivisiveis e infinitesimais como elementos “diferentes’. “Com isso
se abre a segunda etapa do célculo infinitesimal, substituindo os indivisiveis pelos
“infinitamente pequenos’ de mesma dimensdo geométrica espacia que a figura a que
pertencem.”® Urbaneja refere-se a essa segunda etapa do célculo infinitesimal levando em
conta a concepcao que Fermat, Pascal, Roberval e Wallis tiveram relativa a formagdo do
continuo a partir de magnitudes de mesma dimensdo — para Urbaneja esses quatro

matemati cos tentaram modificar os procedimentos de Cavalieri — por exemplo, a soma das

TURBANEJA, 1992, p. 42.
® BARON, 1969, p. 73.
 BARON, p. 74.

% URBANEJA, 1992, p. 64.



36

ordenadas sob uma curva nada mais € do que retangulos com comprimento infinitesimal.
Seguindo aidéade Tacquet, uma magnitude € composta de elementos homogenea.

Roberval (1602-1675) foi outro matematico importante do século XVII. N&o
publicou suas obras com receio de que alguém as usasse para vencer o concurso da Cadeira
de Ramus no College Royal, posto que ocupou por cerca de quarenta anos. Com isso, seus
meétodos de descoberta e resultados perderam o direito a prioridade por ndo se tornarem
publicos. Sua obra Traité des indivisibles foi publicada postumamente em 1693.

Os indivisiveis e infinitessimais, para Roberval, podem ser interpretados sob dois
pontos de vista. Ele faz uso dos “[...] infinitamente pequenos homogéneos, porém muitas
vezes 0 faz como se fossem os heterogéneos indivisiveis, por isso sua obra pode ser
considerada como uma transi¢éo dos indivisiveis de Cavalieri aos infinitessmais de Fermat
ou de Newton e Leibniz.”® Isto & Roberval tem a idéia de que a magnitude continua é
constituida, néo com magnitudes heterogéneas, mas com homogéneas, sendo que alinha, a
superficie, o solido seriam formados respectivamente por uma infinidade de pequenas
linhas, superficies e sblidos. Mas ele considera esses infinitesimais como se fossem
indivisiveis.

Os métodos de integracdo de Cavalieri e de Roberval sdo significativamente
distintos. Enquanto agquele opera geometricamente, Roberval trata os “indivisiveis’ com
uma caracteristica aritmética e infinitessmal. Segundo Urbaneja a abordagem de Roberval
“[..] estd mais proxima &s integragBes aritméticas de Fermat e Pascal.”® De fato,
Roberval, Fermat e Pascal uniram teoria dos nimeros com as concepcdes arquimedianas
de geometria, produzindo belissimos resultados de integracéo.

Pode ser gque os trabalhos de Roberval tenham influenciado o pensamento de
Pascal. Roberval era amigo de FEtienne. HA possibilidades de Roberval ter sido
influenciado por Kepler, Stevin, e Cavdlieri. Disse que sua influencia veio de
Arquimedes.®®

Agora concentremos nossa descricéo nos argumentos de Pascal concernentes ao
infinito, tanto grande quanto pequeno; também como caracteriza o indivisivel. No capitulo
IV retomaremos algumas concepgdes dos indivisiveis einfinitesimais em Pascal.

Pascal determina relacfes entre grandezas e as possiveis propriedades comuns.

Por exempl o, as propriedades comuns relativas as duas infinidades, a saber, o infinitamente

8 URBANEJA, 1992, p. 121.
% URBANEJA, p. 124.
8 BOYER, 1959, p. 141.
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grande e o infinitamente pequeno; por mais rapido gue sgja um movimento, pode existir
outro gue seja mais rapido ainda, e assim infinitamente; da mesma maneira, por mais lento
gue sgja um movimento, € possivel retarda-lo ainda mais, e repetir infinitamente esse
retardamento, sem que o corpo entre em repouso.®*

Outro exemplo € relacionado aos numeros. Por maior que sgja um ndmero é
sempre possivel conceber um outro que sgja maior que ele, e assim repetir 0 processo
indefinidamente sem encontrar um ndmero que ndo possa ser superado. Reciprocamente,
esse critério vale para 0s nUmeros pequenos; por menor “[...] que sgja um ndmero, como a
centésima ou a décima milésima parte, é sempre possivel conceber um que sgja menor, e
sempre infinitamente, sem chegar ao zero ou nada.”® A mesma andlise faz com o espaco.
Nesse processo jamais se encontraria um indivisivel. “Finalmente, um espaco, por mais
pequeno que sgja, ndo podera ser dividido em dois, e essas metades ainda? E como havia
de ser que essas metades fossem indivisiveis sem nenhuma extensdo, elas que, juntas num
todo, fizeram a primeira extensdo?'® Argumenta que ndo ha meio de dividir um espaco
em duas partes indivisiveis. Sendo que, aqueles gue concebem, tal divisdo, ndo sdo capazes
de compreender algo gque pode ser infinitamente divisivel.

Pascal expde sua concepcdo de espaco, e afirma: “Basta dizer a mentes claras
nesta matéria que dois nadas de extens3o ndo podem fazer uma extensdo.”®’ Segue dizendo
que existem pessoas que afirmam que dois nadas em extensdo podem formar uma
extensdo. O que |he parece ser absurdo.

Com isso, procura fazer uma relacdo do gue esta tratando com o significado da

unidade para Euclides:

[...] a Unica razéo pela qual a unidade ndo pertence a categoria dos
ndmeros € que Euclides e os primeiros autores que trataram a aritmética,
tendo vérias propriedades a dar que convinham a todos os numeros
exceto a unidade, a fim de evitar dizer muitas vezes que em tal nimero,
exceto a unidade, tal condicdo se verifica, excluiram a unidade da
significacdo da palavra nimero, pela liberdade que ja dissemos que se
tem de fazer definicdes a vontade|...].%

8 PASCAL, 2003, p. 26.
% PASCAL, p. 27.
8 PASCAL. p. 28.
8 PASCAL, p. 32.
% PASCAL, p. 34.
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Mas quando se quer, a unidade é incluida na categoria dos nUmeros, assim como
as fracBes. Euclides definiu as grandezas homogéneas como: “as grandezas — diz ele — que
sd0 do mesmo género, quando uma, multiplicada que sgja vérias vezes, pode chegar a
ultrapassar a outra’®®. Pascal conclui que a unidade pode ultrapassar todo e qualquer
numero “[...] elaé do mesmo género que 0s nimeros precisamente pela sua esséncia e pela
sua imutavel natureza, no sentido do mesmo Euclides que quis que ela ndo fosse chamada
de nimero.”%°

Pascal percebeu que a mesma coisa ndo pode ser feita com os indivisiveis com
respeito a uma extensdo: “porgque ndo somente difere de nome, o que € voluntario, mas
difere de género, pela mesma definicéo, visto que um indivisivel multiplicado tantas vezes
quanto quisermos, esta téo longe de poder ultrapassar uma extensdo que ndo pode nunca
formar sendio um s indivisivel;”**

Pascal define o indivisivel e a extensdo. O primeiro ndo tem “nenhuma parte”; o
segundo tem “diversas partes separadas’.* Portanto, o indivisivel n&o é do mesmo género
da extensdo. Com essa conclusdo, enuncia exemplos de elementos que ndo séo do mesmo
género, como 0 zero. Para ele ndo é do mesmo género que os nimeros, pelo fato de que se
o multiplicarmos ndo podera ultrapassar nenhum nimero. Dessa forma, serd um zero de
extensdo. Para ele todas as grandezas sdo infinitamente divisivels, ndo podendo chegar a
um indivisivel. Disse que as grandezas situam-se entre o infinito e o nada.

Sua concepcao com respeito ao infinito € respaldada pela “[...] admiravel relagdo
gue a natureza pds entre essas Coisas [repouso e movimento; instante e tempo], e as duas
maravilhosas infinidades que ela propds aos homens, ndo para que as concebam, mas para
que as admirem.”*® As duas infinidades de que esta falando s3o relativas ao infinitamente
pequeno e o infinitamente grande. Concebia, que um nuimero poderia ser multiplicado o
tanto que se desgjasse até chegar, por exemplo, a 100.000 como também esse mesmo
numero poderia ser dividido até encontrar a sua centésima milésima parte. Para ele, se um
nimero pode ser aumentado (multiplicado) infinitamente, também pode ser dividido
infinitamente. A mesma relacdo é dada para o espaco. Tanto pode ser infinitamente

estendido quanto infinitamente diminuido.

8 PASCAL, p. 34.
% PASCAL, p. 34.
1 PASCAL, p. 34-35.
%2 PASCAL, p. 35.
% PASCAL, p. 36.
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3.3 O método de exaustao

Retomamos agora o tema exaustéo, comentado anteriormente, com a finalidade de
EXPor pormenores que S0 hecessarios para o trabalho. Sabemos que ao abordar esse
assunto nos deparamos com uma gama de informagdes que levaria a buscar a compreensdo
de muitos axiomas, proposicdes, teoremas que também sd0 necessarios para entender o
procedimento demonstrativo dos antigos. Nossa idéia € caracterizar aimportancia e motivo
das demonstractes por dupla reducdo ao absurdo, mencionadas anteriormente.

Quando falamos do método de exaustdn™, vemos que estd intimamente
relacionado com conceitos de técnicas infinitarias.®® Os gregos nas exposicdes formais dos
seus trabal hos evitaram recorrer ao uso infinito. Por outro lado, o processo heuristico deles
nos leva a técnicas infinitérias.®® Isso pode ser testemunhado pelo

[...] Método de Arquimedes, um pequeno tratado redescoberto em 1906,
gue contém, na forma de uma carta de Arquimedes a Eratéstenes, uma
explicacdo das estratégias heuristicas de Arquimedes para a descoberta
de teoremas em geometria, relativos a areas, volumes e centros de
gravidade. Arquimedes explica em seu Método como explorar em
investigacbes geométricas consideracbes mecanicas e técnicas
indivisibilistas, onde a denominacdo Ultima refere-se a idéia de
considerar uma figura plana (ou solida) como sendo “constituida” por
linhas (ou planos).”

Numa das passagens da carta de Arquimedes a Eratostenes, aquele discorre:

Mas veo-te, como afirmo, que tu és um estudioso sério, que tu
dominas de uma maneira notavel as questfes de filosofia e que tu sabes
apreciar com seu valor as questfes de matemética que se apresentam, e
tenho julgado a propdsito descrever, e desenvolver neste mesmo livro, as
caracteristicas préoprias de um método segundo o qual te serd permitido
examinar alguns dos primeiros que me foram evidentes pela mecénica e
que foram demonstrados mais tarde pela geometria, por causa da
investigagdo por este método ser diferente de uma demonstragdo; a

%0 método de exaust&o ja era conhecido antes de Eudoxo por Antifon (contemporaneo de Sécrates). Antifon
inscreve em um circulo poligonos a fim de que a &rea do poligono possa aproximar-se da area do circulo,
porém isso é feito apenas em um sentido potencial e néo real. Bryson, aluno de Socrates, além de inscrever,
também circunscreve figuras no circulo, dizendo que a area é a média desses poligonos. (URBANEJA, 1992,
p. 22-3). SO mais tarde Eudoxo dard mais precisio ao método de exaustéo.

* Processo de adigdo, multiplicagdo com séries infinitas. Por exemplo, quando inscrevemos e
circunscrevemos figuras em outra, estamos fazendo uso de uma soma infinita: |, =iy +i, +ig+...+i,-;

C,=C+C+C3+...4+Cy -+
% MANCOSU, 1996, p. 34.
“ MANCOSU, 1996, p. 34.
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investigacdo da demonstracdo preconcebida de um certo conhecimento
dos problemas através desse método, com efeito, € mais fécil que sua
investigacao sem conhecimento.®

Vemos a clara distin¢do do processo de Arquimedes, isto €, o processo heuristico
€ mecanico e 0 processo demonstrativo é geométrico.

Para entendermos a questdo do uso de técnicas infinitarias voltaremos aos
predecessores de Arquimedes, vendo assim quais foram os argumentos que levaram 0s
gregos a fazer omissdo dos procedimentos infinitisticos. Diante disso, temos que expor
duas defini¢des que estdo no livro V dos Elementos de Euclides. Sdo elas, as definicbes 3 e
4,

Definicdo 3. Uma razio € umtipo de relacdo com respeito ao tamanho entre duas

magnitudes da mesma espécie.”

Defini¢éo 4. Magnitudes dizem-se ter uma razao, de uma para outra, as quais sdo
capazes, quando multiplicadas, de excederem uma & outra.'®

Assim, para os gregos, a fim de existir uma razdo entre duas magnitudes é
necessario que elas sejam homogéneas. De acordo com a definicdo 4, que € as vezes
chamada de axioma de Eudoxo-Arguimedes, temos que: Dadas quaisquer duas magnitudes
A e B damesma espécie, se A < B entdo existe um nimero natural ntal que A + ... + A >
B (tomando n vezes A). Essa defini¢do, ou também chamado axioma da continuidade, é
aplicado a0 método de exaustdo, garantindo assim seu rigor matematico.
Euclides fez uso desse axioma a0 provar que 0s circulos estédo para S assm como 0S
quadrados dos diametros, antes dele Hipdrcrates de Quios (430 a.C) havia estabelecido e
demonstrado essa relacdo. Da mesma maneira, Arquimedes usou o método de exaustéo
quando quadrou o circulo: “a area de qualquer circulo € igual a area de um tridngulo
retangulo, na qual um dos seus lados, partindo do vértice cujo angulo é reto, é igua ao

raio, e o outro éigual acircunferénciado circulo.”**

% ARQUIMEDES. Ap. BALIEIRO FILHO, 2004, 167-8.
® HEATH, 1956, p. 114. v.2.

10 HEATH, 1956, p. 114. v.2.

101 BARON, 1985, p 34. v.1.
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Como as magnitudes devem ser homogéneas, ndo era possivel comparar uma reta
com uma superficie, por ser entes com magnitudes distintas.

Para evitar 0 uso de argumentos infinitisticos, de acordo com Mancosu, 0S gregos
ndo demonstravam que duas figuras tinham areas iguais pelo processo direto, isto €, se
fosse necessario demonstrar que duas figuras A e B tinham é&reas iguais, eles ndo
demonstravam diretamente que A = B, a ndo ser que elas fossem poligonos. Entéo, o
processo poderia ser feito decompondo-as finitamente, ou sgja, a partir de um poligono e
através de transformaces geométricas poderia reduzi-las a triangulos que tivessem érea

igual &s das figuras originais.'®

No entanto, se uma das duas figuras a ser comparada fosse
composta por linhas curvas, o procedimento aplicado era outro. Se isso ndo fosse levado
em conta poderia ser colocado em risco a logica das demonstracfes (a0 usar processos
infinitisticos). Desse modo, para provar que A = B usavam uma dupla reducéo ao absurdo,
que lhes permitiaexcluir A <B eA > B.

Mostremos, através de um exemplo, como Euclides procedia em relacéo a

problemas dessa natureza. Primeiramente enunciaremos uma proposi¢céo de Euclides:

Proposicdo 1. Sendo estabelecidas duas magnitudes desiguais, se da
maior for subtraida uma magnitude maior do que sua metade, e a partir
daguela que é deixada uma magnitude maior do que sua metade, e se
este processo for repetido continuadamente, seré deixada uma magnitude
que ser& menor do que a menor magnitude estabel ecida.'®

Ou sgja, se tivermos estabelecido que AB e C s&o as duas magnitudes propostas,

tal que AB € maior do que C (ver fig. 1), basta seguir o enunciado da proposicéo para

vermos gue a magnitude restante serd menor do que C.**

A B
Figura 1

Vamos ao exemplo (proposicdo 10 do livro XII dos Elementos de Euclides) que

ilustra o uso do método de exaustdo.

102 «g triangulo torna-se entdo um paralelogramo, o paralelogramo torna-se um retangulo e finalmente o
retdngulo torna-se um quadrado.” (BARON, 1985, p. 32. v1.)

103 HEATH, 1956, p. 14. v.3

104 Cf. a demonstragio em HEATH, 1956, p. 14-5.
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Proposicéo 10. Todo cone € a terca parte do cilindro que tem a mesma base e a

mesma altura.®

1. Dado um cilindro é sempre possivel inscrever nele um prisma que tenha um ndmero
suficientemente grande de lados, tal que a diferenca entre o cilindro e o prisma seja menor
do que qualquer magnitude escolhida.

2. Dado um cone podemos inscrever nele uma piramide com um ndmero suficientemente
grande de lados, de tal maneira que a diferenca entre ela e o cone segfaa menor possivel.

Ou sgja, primeiramente Euclides usa o processo da exaustdo mostrando que é
possivel, tanto no cilindro quanto no cone exaurir seus respectivos volumes com um
prisma e com uma pirdmide, de tal forma que os lados das figuras inscritas aumentem
indefinidamente até que a diferenca sgja menor do que qualquer magnitude dada. O que

106 Caso considerasse o nimero de

garante essa aproximagao é o axioma da continuidade.
lados tendendo ao infinito, poderia ser feita direta a passagem de P = 3Q, mas ainda ndo
erapossivel descrever esse procedimento formal mente.

Entdo, o proximo passo a ser feito é a demonstracdo pela dupla reducdo ao
absurdo. Se P, Q s&o os volumes do cilindro e do cone respectivamente. Ent&o, ndo se pode
ter P> 3Q ou P < 3Q. Como de qualquer um desses dois casos chega-se a uma
contradicao, conclui-se que P = 3Q.

Antes de finalizar esse tOpico, expressaremos 0 ponto de vista de Urbanga

referente ao método de exaustdo. Para ele tem-se a necessidade de

[...] conhecer previamente o resultado a demonstrar, isto €, precisa de
valor heuristico, ndo serve para encontrar novas verdades, sendo somente
para demonstrar aquelas das quais ja se tem um conhecimento prévio. O
método de exaustdo € pois um método de demonstracdo e ndo de
descobrimento, precisando ser complementado a priori com outro
método, ou analitico ou mecénico, para descobrir os resultados.*”’

Ainda mais, “[...] a aplicacdo do método de exaustdo em cada caso concreto
depende da estrutura geométrica particular do problema, de modo que ndo permite

formulaces gerais’.'® Comentaremos aidéia de Urbaneja sobre o método de exaust&o.

105 HEATH, 1956, p. 400. v.3.
1% TOEPLITZ, 1969, p. 11.
7 URBANEJA, 1992, p. 28.
1% URBANEJA, 1992, p. 28.
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Quando falamos no método de exaustdo devemos ter em mente que a prova por
dupla reducdo ao absurdo € inerente a0 processo. Ou segja, apls exaurir a figura é
necessario demonstrar o problema. Entdo vemos que sd0 necessarias tanto a exaustéo,
quanto a prova por dupla reducdo ao absurdo. Foi esse método que permitiu, por exemplo,
Euclides mostrar a relacdo existente entre dois circulos com os quadrados dos seus
diametros.'®

Passemos agora para o século XVI. Veremos quais métodos de integracdo foram

desenvolvidos.

3.4 Século XVI

Francisco Maurolico (1494-1575) desenvolveu um método para determinar
centros de gravidade baseado em momentos. Utilizou o principio da alavanca de
Arquimedes. Assim, o0 conceito de infinitesimal poderia ser tratado tanto aritmeticamente
guanto geometricamente. Por exemplo, na determinacdo do centro de gravidade de um
condide, através do método de momentos, o volume do condide € buscado associando-o
com a area de um triangulo. A conclusdo de sua demonstracdo € por reducdo ao absurdo.
Sua contribuicdo matemética € importante por introduzir provas para a determinacéo de
centros de gravidades de sdlidos.**°

Federigo Commandino (1509-1575), seguidor ortodoxo de Arguimedes,
contribuiu significativamente com as pesquisas dagquela época, traduziu as principais obras
gregas para o latim. Foi influenciado por Maurolico, mas seu método ja € um pouco
diferente. Enquanto Maurolico dividia o eixo do condide em partes iguais para inscrever e
circunscrever cilindros (ver fig. 2 e 3) de alturas iguais, Commandino o fazia da seguinte
maneira: dividia o eixo do condide sucessivamente em 2, 4, 8,... partes iguais e em cada
etapa determinava os centros de gravidades dos cilindros inscritos e circunscritos. *** Ou
sgja, se denotarmos respectivamente os centros g2,g4,98,..., e G2, G4, G8 para os cilindros
inscritos e circunscritos, sua idéia é considerar que “[...] g2g4 = G2G4, g498 = G4GS8, e
assim por diante. Deste modo, se 0 centro de condide jaz entre g2 e G4, g4 e G4, e g8 e
G8,..., jazem no ponto médio de g2G2, g4G4, g8G8."'** (ver fig. 4 e 5). Disso,

1% Fssa proposicéo ja era conhecida por Hipécrates de Quios.
10 BARON, 1969, p. 91-94; 1985, p. 5. v.2.

1 BARON, 1969, p.94-6.

12 BARON, 1969, p. 94-5.
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Commandino encontra que o centro de gravidade do condide jaz a dois tercos do vértice V

e fornece a prova por reducéo ao absurdo.

Figura2e3

Figurad4e5

Simon Stevin (1548-1620), engenheiro e cientista, deu um passo notavel na
construcdo de demonstracfes prescindido a dupla reducdo ao absurdo. A suas obras
Hisdrostatica e Mecéanica foram publicadas em Holandés, talvez por isso ficou pouco
conhecido fora dos Paises Baixos. Mais tarde editaram-na em francés e latim — os métodos
de Stevin j& estavam datando cerca de cinqlienta anos quando tais traducfes foram feitas.

Aceitou o método de exaustdo de Arquimedes, mas dispensou demonstracdes por
dupla reducéo ao absurdo. Em vez de inscrever e circunscrever figuras geométricas em

outras figuras, optou apenas ou por circunscrever ou inscrever figuras.™® Por exemplo,

3 BOYER, 1959, p.99.
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para demonstrar que o centro de gravidade de um tridngulo ABC (ver fig.6) encontra-se em

suamediana AD agiu da seguinte maneira:

Figura b

Agora, como aqui, trés quadrildteros foram inscritos no tridngulo, assim
um numero infinito de tais quadrilateros podem ser inscritos nesse lugar,
e 0 centro de gravidade da figura inscrita sempre estara (pelas razbes
mencionadas acima) nalinha AD.

(Ou sgja, pelo principio de que em figuras simétricas bilateramente o centro de

gravidade permanece namediana AD.)

Mas quanto mais tais quadrildteros existirem, menos o tridngulo ABC
diferird da figura inscrita dos quadriléteros. Pois se tragcarmos linhas
paraelas a BC através dos pontos médios NA, NM, ML, LD, adiferenca
da dltima figura sera exatamente a metade da diferenca da figura
anterior. Podemos, portanto, por aproximacdo infinita, colocar no
tridngulo uma figura tal que a diferenca entre a Ultima e o tridngulo sera
menor do que qualquer figura plana dada, por menor que sga. Disso
segue que, tomando AD para ser a linha central de gravidade, o peso
aparente da parte ADC diferird menos do peso aparente da parte ADB do
que qual quer figura plana que possa ser dada, por menor que sgja...™™

Notemos que Stevin ndo utilizou a reducdo ao absurdo. Em lugar disso,
aproximou-se do conceito de limite, pelo fato de que quanto mais figuras hgja inscritas, ou
sgja, tanto quanto se queira, no triangulo ABC menos suas areas diferirdo uma da outra.

Isso nos faz relembrar a proposicéo 1 de Euclides citada anteriormente.

14 STEVIN, Simon. Les Ouvres mathématiques de Simon Stevin de Bruges. Apud. BARON, 1969, p. 97-8.



46

Stevin chegou muito proximo da idéia de limite, aplicando um raciocinio bem

moderno de tal conceito. Seguindo aidéia de Baron, se a area do tridngulo for simbolizada
n n

por A e a &rea dos paralelogramos for » I, =1, +1,+--+1,, entdo A- > I, =d, de
k=1 k=1

onde d é a diferenca encontrada, sendo que:
d=A/n.

Entdo essa diferenca pode ser tdo pequena quanto se queira. Caso n venha a
tender ao infinito, as diferencas entre as areas do tridngulo e das figuras inscritas tendem a
zero. Ou sga, conforme a proposicdo 1 de Euclides, e dependendo do valor de n,
obteremos uma magnitude que sera menor do que qualquer magnitude considerada, porém
pequena. Assim, poderiamos considerar a area do tridngulo como a soma das areas dos

paralelogramos inscritos nele, isto &

Stevin aplicou seu método para encontrar o centro de gravidade de um segmento
conoidal, bem como para encontrar a pressao total sobre uma parede vertica de um
recipiente cheio de &gua; mostrou que a pressdo média corresponde ao ponto médio desse
recipiente. Para ele o infinito tem um sentido potencial, ou sgja, pode ser estendido até
onde se queira, de tal maneira que o erro poderia ser tdo pequeno quanto se queira. '’

Luca Valerio (1552-1618) foi outro matemético que tentou modificar o método de
Arquimedes. Disse ter sido inspirado por Commandino. Desenvolveu seu trabalho nos
padrbes da geometria euclidiana. A linguagem que apresenta, ndo é muito diferente dos
outros mateméti cos de seu tempo, ou seja, € geométrica.

Fez grande esforgo para dispensar a demonstracéo por dupla reducdo ao absurdo,
tentando estabel ecer “ principios gerais’. Por exemplo, na proposicéo VI de seu trabalho De

Centro Gravitatis Solidorum (1604), considera

5 BOYER, 1959, p. 102.
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[...] uma figura plana convexa envolvida por uma curva, na qual
paraelogramos foram inscritos e circunscritos da maneira usua, e
estabelece que, em geral, a diferenca entre as &reas das figuras inscritas e
circunscritas éigual & &rea do paralelogramo sobre a base.

Interpretemos o que foi dito: Seja dada uma figura ABC qualquer (ver fig. 7) onde
AD é o diametro, BC é uma corda. Notemos que as paraelas relativas a BC tornam-se
menores a medida que se aproximam do ponto A. O préximo passo € inscrever e
circunscrever paraelogramos, denominaremos respectivamente por |, e C,, suas &ress. O
indice n € o niUmero de retas ou planos que cortam a figura. Nesse caso a figura 7 esta

representando uma area. Na proposicéo XI, Luca Valerio estende esse resultado para os

volumes de sdlidos.

L

D

Figura ¥

Temos que:

=i+, +ig+.. 40, (1)
C,=c, +C,+C,+...+C, (2
Sgam i, ec, as partes correspondentes da figura. Ou sgja, elas sdo as fatias da
figura, seja de uma area ou de um solido. Desse modo, teremos que:
i,=0,i,=c¢,i;=C,...,i,=C,, (isto & as figuras comegam a ser inscritas e
circunscritas a partir do vértice A).
Fazendo a subtracdo de (1) e (2), temos:
C,-1,=(, —-i)+(c,—i,)+..+(c,—i,)=c,(temos que c, € a ultima figura

circunscrita sobre a base).

16 BARON, 1969, p. 101.
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De acordo com a escolha de n essa diferenca pode ser feita tdo pequena quanto se

queira. Em linguagem moderna teriamos que o limite de |1, e C, com n tendendo a

infinito éigual a&rea, ou volume, em quest&o.™’

Sintetizando o0 que mostramos até agora, pode-se ver que Maurolico e
Commandino foram em um certo sentido mais ortodoxos em referéncia ao método de
demonstragdo dos antigos. JA Stevin e Vaério continuaram utilizando o método de
exaustdo, mas aos poucos estavam fazendo a aproximacdo das figuras inscritas e
circunscritas com o objeto estudado diretamente, sem fazer uso da prova por dupla reducéo
ao absurdo, utilizando aidéade limite.

A relevancia do trabalho desses matematicos foi acatada por Mersenne. Em 1644,
fez uma homenagem a Maurolico, Commandino, Stevin e Valerio incluindo-os com os
nomes de Arquimedes, Apoldnio e Pappus, por terem contribuido para o desenvolvimento
da geometria '

Ao incorporar um novo pensamento matematico podemos ver que sao necessarias
extensas investigagcoes referente a natureza do que ja existe, para assm descobrir novas
técnicas que proporcionem a solucéo dos problemas quer sgjam antigos quer sejam novos.
N&o queremos dizer com isso que as técnicas dos antigos ndo eram suficientes.
Acreditamos que foram suficientes para o tempo em que foram desenvolvidas, bem como
serviram de inspiragdo para mateméticos posteriores. Nos séculos XVI e XVII outros
conceitos foram estabelecidos, diante de outros problemas, permitindo emergir novas
concepgdes mateméticas.

No préximo topico abordaremos os temas: continuo, infinitesmal e indivisivel;
diante do processo matematico de Kepler, Cavalieri e Galileu mostrando suas teorias e de
gue maneira solucionavam problemas de integracdo. O objetivo € evidenciar técnicas de

solugdes de problemas matematicos que foram usadas nos seculos XVI e X V1.
3.5 Século XVI1
Antes de comecarmos a mencionar as realizacbes mateméticas desse periodo,

faremos uma consideracdo que ajudara a entender em qual sentido matematico podemos
dizer que houve mudanca significativarelativa aos infinitesimais.

7 BARON, 1969, p.102-02; 1985, p. 8. v.2.
18 BARON, p.106.
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Os gregos ja trabalhavam com técnicas indivibilistas em seus procedimentos
heuristicos. Com isso, surge a pergunta: “[...] em qual sentido é o uso difundido de técnicas
infinitesimais uma novidade no século XV 11?7"*° Para respondé-la, é possivel arrolar trés
razdes. “A primeira € histérica; as fontes da matematica grega que fizeram uso de
conceitos indivisibilistas, tais como o Método de Arquimedes e o Comentario de Theon do
livro | de Ptolomeu, ndo eram conhecidos pelos gedmetras do século XV11.”*?° Knorr fala

nesse sentido de uma redescoberta do método indivisibilista**

A segundarazéo traz em consideracdo a distin¢do entre validez heuristica
e formal. Para os gregos n&o havia duvida que técnicas infinitarias, como
aquelas empregadas no método indivisibilista, ndo poderiam ser
formalmente aceitas e tinham somente valor heuristico. O que é novo no
seculo XVII € o esforgo de parte de vérios mateméticos de primeira linha
para conceder a essas técnicas heuristicas uma validez formal. Foi essa
tentativa de fornecer o método indivisibilista com a credibilidade de uma
teoria rigorosa que levou a muitas discussdes sobre a natureza do
método.**

Posto isso, podemos notar que houve um esforgo por parte dos matematicos desse
periodo para firmar o método indivisibilista, dando-Ihe um sentido formal — por exemplo,

Cavalieri. O terceiro argumento €

[...] o compromisso do século XVII no enggjamento de matemética
infinitista que ndo parece ter qualquer precedente nos gregos, como por
exemplo, os procedimentos de congruéncias infinitarias encontrados em
Cavalieri, ou o estudo dos sblidos de comprimento ou largura infinitos,
iniciado por Torricelli.'®

Os estudos de Torricelli instigaram o surgimento de alguns paradoxos relativos ao
infinito. Ao girar uma hipérbole em torno de uma de suas assintotas, essa produz um solido
infinitamente longo. Torricelli conseguiu mostrar que ele possui um volume finito. Esse
resultado causou um bom debate fil osofico e matemético.*

As observacOes feitas anteriormente tém o papel de mostrar que os gregos nao
tinham um horror ao infinito. Porém o século XVII ndo herdou o método deles, mas

apenas o que foi desenvolvido formalmente. Isso levou os matematicos dos séculos XVI e

19 MANCOSU, 1996, p.34.

120 MANCOSU, p. 35.

21 MANCOSU, p. 35.

2 MANCOSU, p. 35.

12 MANCOSU, p. 35.

124 Cf. Cap. 5 de MANCOSU, 1996.
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XVII a encontrarem novos métodos de quadratura, bem como “[...] grosso modo, esse
periodo pode ser caracterizado pela conclusdo do processo de entendimento da geometria

125 Desse modo, os

grega e pelas primeiras tentativas no sentido de ultrapassa-la
mateméticos retomam a idéia de métodos infinitesimais para poder encontrar solucdo de
problemas de geometria e din@mica. Eis aguns procedimentos usados por Kepler.

Johann Kepler (1571-1630) abandonou a estrutura da prova arquimediana e
introduziu os infinitesimais a fim de poder calcular tanto &reas quanto volumes. Conhecia
muito bem as demonstracdes dos gregos, porém estava mais interessado nos resultados do
gue objetivamente nas provas. No entanto, caso uma demonstracdo arquimediana
fornecesse algo de que pudesse aproveitar fazia uso disso. Porém quando métodos formais
ndo eram suficientes preocupava-se em investigar novas técnicas e processos de
demonstracdo para suas necessidades praticas.

Em seu trabalho Nova Sereometria (1615), apresentou seus métodos
infinitesimais, estimando o volume de solidos obtidos por revolugdo (assim, calcula a
medida de tonéis de vinho). Seu método € auxiliado por figuras, por transformacdes
geométricas, e na determinacdo de cortes de pequenas segdes variando o tamanho e forma
do que se propde a investigar. Usou a linguagem dos infinitesimais livremente. Na
Sereometria apresenta-nos caracteristicas do calculo diferencial, a saber, quando estava
procurando uma melhor relacdo entre a medida de barris de vinho foi conduzido ha
problemas de maximo e minimo. A partir de ent&o determinou rel agdes entre solidos.*?

O processo de integracdo que Kepler desenvolveu para a quadratura do circulo é
o seguinte (ver fig.8):**’

Primeiramente, tracou uma infinidade de cordas passando pelo centro do circulo.
Notemos que formam uma infinidade de tridngulos. Como temos tantos segmentos quanto
se queira, os triangul os serdo infinitamente finos, de tal maneira que seus lados coincidiréo

com sua altura, que por sua vez € o raio do circulo. Assim, as bases dos tridngulos ficam

125 KOYRE, 1982, p. 315.

126BARON, 1969, p. 110. BOYER, 1959, p.107-8.

127 Arquimedes forneceu a prova de que a &rea do circulo é igual & &rea do triangulo retangulo, sendo que o
comprimento da circunferéncia do circulo e o raio dele sdo os catetos do tridngulo. Essa prova est no tratado
Sobre as medidas do circulo. (BOYER, 1986, p.86-87). Segundo Boyer a demonstragéo de Arquimedes é
mais precisa do que ade Kepler.
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sobre a circunferéncia. Desse modo, fazendo uma transformacdo geométrica, o circulo

tornar-se-4 um poligono infinitario.'?®

2 L

Figura 8

Com isso, Kepler compde corpos maiores a partir de corpos menores com a
mesma magnitude (mesma ordem). Agora, substituindo esses tridngulos por um Unico
triangulo (ver fig. 9) tendo a circunferéncia como sua base e o raio como a altura, teremos
gue a érea do circulo é dada em termos do produto do comprimento da circunferéncia pelo

seuraio.'?

C
Figura 9

A é&rea dos infinitos tridngulos pode ser dada pelo semiproduto de cada base por

sua atura:

b,-h b,-h b,
et
2 2

Percebamos que temos tantas bases quanto se queira. Como a aturah é igua ao

h
A= )

raio r dacircunferéncia, podemos reescrever (3) da seguinte maneira:

128 . . .
“ Este recurso de técnicas infinitérias, na forma de infinitesimais, estavam bem além dos limites formais na

qual a tradicdo grega tinha operado. Isto conduz Anderson, 0 matematico escocés, a usar sua Vindiciae
Archimedis (1616)[A vinganca de Arquimedes] para um ataque da falta de rigor de Kepler. Deste modo, ja
no comego do século, vérias tentativas tinham sido feitas para desenvolver a geometria de um modo mais
direto que superasse a complexidade e as limitacbes impostas pelo método de exaustdo. Porém, foi a
geometria dos indivisiveis de Cavalieri que chamou mais a aten¢do matemética e filosofica.” (MANCOSU,
1996, p. 38-9.)

129 BARON, 1969, p. 110.
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ou ainda,

Azl%-(bl+b2 +ob , +b).

Sendo que asoma b, +b, +---+b, , +b,, a medida que n aumenta, tende a ser

C.*° Logo a rea é dada por

De modo semelhante Kepler estabeleceu o volume de alguns sdlidos (ver fig. 10).
Por exemplo, a esfera é composta de infinitamente muitos cones™'. O objeto que ir&
compor a figura plana ou solida tem as mesmas dimensdes respectivamente, porém é

infinitamente pegueno.

Figura 10

Ao analisarmos os solidos de revolucdo, veremos que, através de umafigura plana
e com a escolha de um eixo, pode-se obter os mais diferentes tipos de solidos. Ainda mais,
se esta figura planafor um circulo. Vejamos como foi seu procedimento.

Seja dado um circulo (ver fig. 11), com os arcos DE, FG, HI e um ponto J sobre
ele.

0 BOYER, 1986 p. 222-23.
B K OYRE, 1982, p. 315.
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G
Figura 11
Na escolha de quaisquer segmentos, bem como dos eixos pode-se produzir os
mais diversos tipos de solidos. Por exemplo, o arco HJI girado em torno do eixo DE

produz um anel de maga (ver fig. 12).

E

Figura 12

Para entender a relagdo entre os volumes dos sdlidos, Kepler determinou uma
representacdo geomeétrica que lhe permitiu fixar uma tal relagdo e, em particular, dar
métodos de integracdo geométrica. Seu procedimento foi construir um cilindro,
estabel ecendo relages com os volumes dos solidos obtidos por rotagéo.**

Kepler determinou um método diferente daquele dos antigos gedmetras gregos
para encontrar volumes e éreas. Foi comparativo, fazendo uso de técnica infinitéria. E o
caso da maneira como encontrou a érea do circulo, descrita anteriormente, isto €, utilizou
os elementos infinitesimais que possuiam a mesma grandeza da figura investigada.

Boyer comenta as idéias de Kepler, dizendo que seu trabalho ndo estava isento de

erros, e que ele

[...] parece ndo ter distinguido claramente entre provas por meio
do método de exaustédo daguelas, por idéias de limites, por elementos
infinitesimais, ou por indivisiveis. As concepcBes que mantém nas
demonstragbes estdo longe das nogBes tomadas pelos antigos
gedmetras.*

132 BARON, 1969. p. 114.
33 BOYER, 1959, p. 109-10.



Independente se houve ou ndo erros, ou talvez confusdo na maneira de conceber
os infinitesimais e os indivisiveis, suas investigaces foram relevantes para a ciéncia pelo
fato de sugerirem modificages nos procedimentos para solucionar problemas. Assim, os
erros dos mateméticos deveriam ser vistos como resultados de investigagbes que
possibilitariam a posteriores matematicos chegarem a novas teorias.

Galileu foi outro notavel matematico. Sua producdo cientifica é consideravel.
Sabia das atividades de Valerio e de sua modificacdo do método arquimediano. O
pensamento escolastico aparece incorporado nos temas de Galileu, menciona o inglés
Richard Suiseth, conhecido como Calculator, e Hentisbery — falando deles em questbes
referentes a corpos em movimento.***

Mediante o0 conceito de movimento, provou do mesmo modo que Oresme
(fornecendo o rigor matemético que este ndo apresentara), que um corpo com velocidade
constante e outro com velocidade uniformemente acelerada, que partem do repouso,
percorrem 0 mesmo trajeto, considerando que a velocidade final do corpo em movimento
constante sera a metade da velocidade do corpo uniformemente acelerado, em um mesmo
intervalo de tempo. V&g amos como compreendeu o movimento dos dois corpos:

Um corpo uniformemente acelerado move-se do ponto C ao ponto D (ver fig. 13)
em um tempo AB. Se a velocidade final for representada por uma linha BE, formando
angulos retos com AB, entdo para qualquer linha PQ, disposta paralelamente a BE no
triangulo ABE, corresponde a velocidade em um intervalo de tempo AP.

Como a soma de todas as paralelas no triangulo AEB € a mesma que a soma das
paralelas no retdngulo AGFB, onde BF = (Y2)BE, entdo a distancia percorrida pelo corpo
uniformemente acelerado € a mesma para um corpo com velocidade constante,
considerando a ressalva acima referente a velocidade final desses corpos.™®® Tanto a

conclusio de Galileu quanto de Oresme é que a &ea sob uma curva velocidade-tempo™®

¥ BOYER, p. 112-113.

135 BARON, 1969, p. 120; BOYER, 1959, p.113-14; 1986, p. 224.

136 ge girarmos a figura 13 de tal maneira que BE fique na posicéo vertical, teremos um gréfico em um
sentido moderno de velocidade versus tempo. Essa representacdo gréafica era conhecida como Latitude de
Formas — “Por quase um século antes de seu tempo os fil6sofos escolésticos vinham discutindo a
quantificac8o das “formas’variaveis, um conceito de Arist6teles aproximadamente equivalente a qualidade.
Entre tais formas havia coisas como a velocidade de um objeto mével [...]” (BOYER, 1986, p.180) — Oresme
concluiu que a érea sob a curva velocidade-tempo € a distancia percorrida, mas néo diz como isso € feito.
Para representar o grafico da figura 13, Oresme usou a linguagem de latitude e longitude (muito proximo do
gue entendemos hoje por ordenada e abscissa.)
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representa a distancia percorrida. Isto foi posto em consideracdes de soma das linhas, que

formam infinitos pequenos retangul os.

Figura 13

Galileu expressou esse ponto de vista [infinitesimal] quando disse que os
momentos, ou pequenos incrementos na distancia eram representados
pelas linhas do tridngulo e do retangulo, e que estas Ultimas figuras
geométricas eram na realidade compostas dessas linhas. Galileu néo
esclareceu como a transicdo de linhas como velocidades para as mesmas
linhas como momentos deve ser feita. Oresme igualmente deu a questéo
como provada quando representara vel ocidades instantaneas por linhas e
ainda mantivera que todas as vel ocidades agem através de tempo. Galileu
e Oresme as claras empregaram 0 atomismo matemético ndo critico que
aparecera entre os matematicos de todas as épocas — em Demdcrito,
Platdo, Nicholas de Cusa, Kepler, e muitos outros.*’

Porém, Galileu rejeita a idéia de compor o continuo a partir de indivisive's, pelo

138 Assim, pode ser que

fato de poder conduzir a muitos paradoxos referentes ao infinito.
para Galileu 0 que ird compor a &rea sob a curva segja a soma dos reténgulos. Analisemos
como seu discipulo Cavalieri concebeu aidéade indivisiveis.

Bonaventura Cavalieri (1598-1647) publicou o primeiro trabalho sobre os
indivisivels em 1635. O titulo é Geometria Indivisibilibus Continuorum Nova Quadam
Ratione Promota (A Geometria dos continuos pelos indivisiveis promovido segundo a nova

maneira de argumentar). O outro trabalho que publicou referente aos indivisivels foi em

37 BOYER, 1959, p. 114-115.
138 MANCOSU, 1996, p. 119.
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1647: Exercitationes Geometricae Sex (Seis meditaces Geométricas) onde expde, nos
capitulos de I-X1I1, uma resposta aos ataques que sofreu de Guldin sobre seu primeiro
trabalho a respeito dos indivisiveis. Ja os capitulos X1V e XV sdo dedicados a andlise da
fundamentacdo do método de Guldin.

O primeiro méodo dos indivisiveis é arrolado nos seis primeiros livros da
Geometria, enquanto que ao segundo método € dedicado o sétimo livro dela.

Essas obras de Cavalieri tornaram-se as fontes que com mais frequéncia
apareceram citadas nos trabalhos de integracdes geométricas no século XVII. Claro que, o
trabalho de Arquimedes é um caso a parte.

A maneira como Cavalieri expds suas idéias a respeito dos indivisiveis causou,
poderiamos dizer, muita polémica e confusdo. E dificil entender o que ele queria dizer
quando fez uso deles.™* Foi muito criticado pela maneira como fora interpretado. O Jesuita
Paul Guldin atacou-o, sob o ponto de vista do que entendeu do método de indivisiveis do
trabalho de Cavalieri, dizendo que era uma grande falha utilizar os indivisiveis para
constituir o continuo, a saber, a linha era formada com pontos, os planos com linhas, os
solidos com planos. Outro apontamento de Guldin € a falha de Cavalieri ao estabelecer
raz0es entre duas quantidades infinitas. Disse também que Cavalieri plagiara Kepler.

O termo indivisivel j& era conhecido e discutido, como vimos, bem antes desse
periodo em que estamos tratando, por exemplo, no periodo medieval. Bradwardine*®
(12907-1349) ja o conhecia e expressou como o entendia.

Outro matemético a argumentar contra Cavalieri € Andreas Tacquet (1612-1660):

Uma magnitude geométrica, afirmou, é composta somente de
homogenea, isto &, partes de mesma dimensdo — um sélido de pequenos
sélidos, uma érea de pequenas areas, e uma linha de pequenas linhas — e
ndo de heterogenea, ou partes de uma dimensdo inferior, como Cavalieri
sustentara.'*

Nesse sentido, como veremos, Tacquet foi um dos mateméticos que influenciou o

pensamento matematico de Pascal.

9 BOYER, 1959. p. 117.

10«0 espirito filosdfico de toda obra de Bradwardine aparece mais claramente na Geometria Speculativa e
no Tractatus de Continuo, em que €le dizia que as grandezas continuas, embora contendo um nimero infinito
de indivisiveis, ndo sdo formadas desses &tomos mateméticos, mas sdo compostas de um ndmero infinito de
continuos de mesma espécie.” (BOYER, 1986, p. 179).

YL BOYER, 1959, p. 140.
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Notemos que a maneira como Cavalieri estabelece seu processo de descoberta
para integracdes parece ser bem diferente de como Kepler o fez. Este usou os
infinitesimais, aguele usou algumas relagdes com os indivisiveis correspondentes um a um

de duas figuras, como veremos. Koyré nos diz que:

O processo do pensamento de Cavalieri € um processo analitico
€ ndo um processo sintético. N&o parte do ponto, da linha ou do plano
para chegar, através de uma soma impossivel, a linha, ao plano ou ao
corpo. Bem pelo contrario, ele parte do corpo, do plano e da linha para
neles descobrir, como elementos determinantes e até constitutivos — mas
n&o componentes —, o plano, alinha e o ponto.'*

Cavalieri parte da figura dada, para assim determinar o indivisivel em quest&o.
Sendo que “[...] esses elementos “indivisiveis’ sdo por ele encontrados, sem dificuldade,
cortando os objetos geométricos em questdo por um plano ou uma reta que 0s
atravesse.” **?

Para Cavalieri o indivisivel sempre tem uma dimensdo a menos do que a
magnitude a ser tratada. Diferente do infinitamente pequeno que tem a mesma grandeza
do objeto tratado (como vimos em Kepler). Uma das justificativas do uso de indivisiveis

em lugar de infinitesimais € que

[...] se destina, no espirito de Cavalieri, a libertar-nos da passagem ao
limite, com suas dificuldades ou, mais exatamente, suas impossibilidades
l6gicas, substituindo-a pela intuicdo geométrica (que Cavalieri domina

com mao de mestre), cuja legitimidade ndo parece poder ser posta em

questdo.**

Ele ndo pensa em compor o0 continuo a partir de magnitudes heterogéness.
Quando fala de omnes linea (todas as linhas) e omnia plana (todos os planos) de uma
magnitude sendo equival entes a magnitude a ser estudada, ele ndo quer dizer que somas de
linhas e de planos irdo formar a magnitude propriamente dita. O que faz é estudar a relacéo
gue existe entre seus elementos, estabelecendo uma correspondéncia biunivoca entre eles.
Essa é a esséncia do que chama o método da regula communis (regra comum).**® Para

Mancosu,

12 KOYRE, 1982, p. 316.
3 K OYRE, p. 316.
1% K OYRE, p. 316.
S KOYRE, p. 317.



Procuremos entender como a regula
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Cavalieri quer explorar a colecdo de todas as linhas da figura
para obter informagdo sobre as figuras originais. Em geral, dadas duas

figuras F ,F, o intuito € determinar a razéo entre suas areas apelando
pararazéo entre suas colecbes associadas de linhas;
FiF,=0¢, (1) 10, (1)
[*O” simboliza a colegdo de todas as linhas de uma figura
plana] onde supomos a cole¢do de linhas tomada com respeito & mesma
regula.146

147 6 utilizada em seus estudos. “Ela é

definida, para a figura plana (fechada) ou o corpo geométrico, como a reta, ou o plano, que

s80 tangentes a referi

(vortex)”**® Junto com

da figura ou a0 mencionado corpo, hum ponto chamado topo

essa regula pode-se ter outras linhas ou planos, claro que paralelos

a regula, sendo que apenas um desses formara a tangens opposita (tangente oposta). A

regula move-se ao longo da figura até encontrar a tangente oposta.’*® Esse é o primeiro

método dos indivisiveis. Examinemos como o fez:

Seja ABC qualquer figura plana [ver fig. 14], e EO e BC duas tangentes
opostas da figura dada, contudo tragadas. Consideremos entéo dois planos
mutuamente paralelos, prolongados indefinidamente, tracados através de
EO, BC dos quais aguele que, por exemplo, passa através de EO é
movido em direcdo ao plano passando por BC, sempre se mantendo
paraelo a ele até coincidir com ele. Deste modo, as intersegdes desse
plano movente, ou fluente, e a figura ABC, que sdo produzidas no
movimento total, tomadas todas juntas, chamo: todas as linhas da figura
ABC (Algumas das quais sdo LH, PF, BC) tomadas com referénciaauma
dessas, tal como BC: de transi¢éo retilinea, quando os planos paraelos
intercedem a figura ABC em angulos retos; de transicdo obligua quando
eles interceptam-na obliquamente.*

146 MANCOSU, 1996, p.40.

47 Deixaremos a palavra em latim. Lembrando que pode ser entendido por: regra ou régua. Também como
linha de referéncia. MANCOSU, 1996, p.40.

%8 K OYRE, 1982, p. 317.

9 BARON, 1969, p. 124.; KOYRE, 1982, p. 317-318.
10 CAVALIERI (1635, livro 11, p. 8-9) apud MANCOSU, 1996, p. 39-40.
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Figura 14

Olhemos para a figura 14 a fim de entendermos geometricamente o0 que isto quer

dizer. Acrescentamos que sera discutida apenas a transicdo retilinea dos planos, a fim de

termos nocéo de como Cavalieri trabalha com osindivisiveis.

Fagamos um resumo disso: Passemos dois planos paralelos através de EO e BC.

Logo em seguida movamos o plano EO através da figura até coincidir com BC. O

movimento da regula fard intersecdo com as linhas da figura, a saber, o plano coincidira

com elas. Caso a figura ABC fosse um sdlido, o plano movente produziria todos os planos

da figura solida em quest&o.

Eis como faz arelacdo geométrica entre duas figuras.

As relacBes entre as figuras geométricas sao as mesmas que as
relacBes entre 0s conjuntos de seus elementos. Porém, se para estabel ecer
essas relacOes nos fosse preciso considerar 0s conjuntos em apreco em
sua totalidade, a vantagem do novo método sobre o0 antigo seria minima
ou até nula. A grande descoberta de Cavalieri justamente consiste em
reconhecer que, se chegassemos a estabelecer uma relagdo constante e
determinada entre os elementos correspondentes dos conjuntos
comparados — tal relacdo ligando, ndo diretamente, todos os elementos de
um conjunto a todos os elementos do outro, mas, de inicio, “cada’
elemento de um a “cada’ elemento do outro —, teriamos o direito de
transpor ou de estender aos conjuntos, isto €, as figuras em suainteireza,
arelacio verificada entre seus elementos.™

Assim, um passo muito importante € determinar os elementos correspondentes

para poder analisar as figuras como um todo, para poder assim estabelecer a passagem de

procedimentos finitisticos aos procedimentos infinitarios.

51 K OYRE, 1982, p. 318.
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Devem-se verificar algumas condi¢cdes que nos possibilite fazer a comparacéo
entre os indivisivels de duas figuras, como suas alturas. Na Geometria continuorum,
Cavdlieri define a relagdo da igualdade entre as figuras: IUnulas e tridngulos curvilineos;
tridngulos curvilineos e tridngulos retilineos. Nas Exercitationes observa a igualdade entre
um circulo e uma outra figura que foi obtida a partir dessa, s6 que a deformando.*>

Se as figuras tiverem a mesma altura, entdo se procede da seguinte maneira
colocam-se as figuras entre as mesmas linhas paralelas BE e AF, ou sgja, amesmaregula e
tangente oposta serdo tomadas para esses objetos. Portanto, o plano movente determinara

os indivisiveis, que se corresponderdo um a um (ver fig. 15). Por exemplo, havera uma

TANEAY

A C D F

relacdo entre GH e 1J.

Figura 15

Para Cavalieri o estudo de duas figuras geométricas iguais era trivia. Caso as
figuras fossem diferentes, outros mecanismos serdo considerados, por exemplo, o estudo
da proporcionalidade. Eis dois exemplos, um com o tamanho do indivisivel constante e
outro variando o tamanho do indivisivel >

Sejam dados os paralelogramos ABCD e EFGH. Os dois estdo entre as linhas
paralelas AF e DG. Para Cavalieri o que importa é que arelacdo entre IJ e LM sgjaigual a
DC e HG. Percebamos que os indivisiveis possuem comprimentos que sdo constantes.
Podemos determinar arelacéo entre as duas figuras, ou sgja, ABCD estd para EFGH assim

como DC estd para HG. Duas figuras estédo em correspondéncia assim como suas colecoes

152 K OYRE, p.318.
153 K OYRE, 1982, p. 319-20.
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154
a

de linhas estdo uma para outra™" — lembrando sempre da necessidade da correspondéncia

um aum.*®

A B E F

A A4 o
7777

G

Figura 16

Para 0 segundo exemplo, ver fig. 17. Tomemos duas figuras ABC e BCD a ser
comparadas, com o comprimento dos indivisiveis diferentes um do outro, porém as figuras
possuindo a mesma altura. Se arazdo entre os indivisiveis, de comprimentos diferentes, EF
e FG for igual a AB e BD, levando-se em conta que EF pode ser qualquer uma das linhas
paraelas a AB, entdo teremos que AB esta para BD assim como ABC esta para BCD.
Observemos que Cavalieri descreve razbes entre os indivisiveis correspondentes, e assim

também para as duas figuras. Esse sera um ponto criticado por Guldin.

C
E F G
A B D
Figura 17

Guldin ataca a légica de Cavalieri dizendo que ele esta estabelecendo a razéo
entre as colegOes infinitas, e que isto ndo seria possivel. Cavalieri responde dizendo que,

paraele, hadiferenca entre infinito absoluto e relativo.

Algo é infinito no sentido absoluto se é infinito em todo lugar,
“simpliciter [pura e simplesmente] e undequagque [em todo lugar].” Algo
€ infinito em um sentido relativo se ndo é infinito em todo lugar mas

1 MANCOSU, 1996, p. 40.

155 «O principio usado na prova é fregiientemente referido na literatura como o principio ut unum [como umy,
das préprias palavras de Cavalieri, que se refere a esse modo de inferéncia como ut unum as ut unum ad
unum, sic omnia ad omnia [como um para um assim todos para todos]” MANCOSU, 1996, p. 43.
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somente relativo a alguma coisa. No caso da infinidade absoluta,
Cavalieri concede que ndo pode existir uma razéo entre dois infinitos,
mas nega a mesma reivindicacdo quando € uma questdo de infinito
relativo. Porém, as colecdes de “todas as linhas’ e de “todos os planos’
sd0 infinitos relativos e assim podemos investigar suas razdes.**®

E com esse argumento, Cavalieri abstra o problema da comparacdo entre
elementos infinitos.

Além da correspondéncia biunivoca entre os indivisiveis, € preciso levar em conta
gue esses elementos sejam correspondentes, a saber, que desempenhem 0 mesmo papel na
posicdo que € estudada. Bem como, deve-se ter o cuidado para que a regula sga
correspondente. Caso ndo se considere isso, € possivel surgir paradoxos.

Examinemos como € a relacdo entre um paralelogramo e os dois triangulos
formados pela diagonal gue corta o paralelogramo, conforme figura 18. Consideremos o0s
triangulos ABD e BCD, bem como o paralelogramo ABCD. As linhas EF e FG estd uma
auma Mas hd um problema. As distancias de EF e de FG em relac8o aos vértices B e D
dos tridngulos, respectivamente ABD e BCD, néo sdo iguais. Logo, EF e FG ndo estdo em

umamesmaposicdo de correspondéncia. Mas se

B C
Figura 18

olharmos para FG e HI veremos que estdo em uma situacdo de correspondéncia, ou sgja,
estdo a mesma distancia do topo em relagéo aos respectivos triangulos BCD e ABD. Se
conseguirmos estabel ecer esta Ultima relagdo, teremos como consequéncia a igualdade dos
dois triangulos.™>’

A segunda abordagem dos indivisiveis € apresentada no sétimo livro da

Geometria: a idéia é comparar duas figuras, decompondo-as. De acordo com Mancosu,

** MANCOSU, 1996. p. 54.
57 K OYRE, 1982, p. 322.
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esse segundo método que Cavalieri formulou tem por objetivo livrar-se do conceito de
infinidade, ou seja, ndo sera feita a comparacdo de agregados indivisiveis.®™® Eis o

Teorema 1 do sétimo livro:

Se entre as mesmas paralelas, quaisquer duas figuras planas sdo construidas, e, se nelas, qualquer reta for tragada equidistante das
paralelas, as por¢des incluidas de quaisquer uma dessas linhas sdo iguais, as figuras planas so também iguais entre si; e se entre 0s
mesmos planos paralelos, quaisquer figuras solidas sao construidas, e ,se nelas, quaisquer planos forem tragados equiidistantes dos
planos paralelos, as figuras planasincluidas, a partir de qualquer um dos planos desse modo tragados, sfo iguais, as figuras slidas
sdo também do mesmo modo iguais entre si.

Chamemos andlogas, as figuras assim comparadas, o sblido
tanto quanto o plano [...]."™

Ou sga, Cavdlieri faz a decomposicdo das figuras, para assim superpor as partes
encontradas, por exemplo, (ver fig. 19), asde ABC sobre XY Z.

“A idéia principa de Cavalieri consiste em comparar os indivisiveis de duas
figuras “distributivamente” mas ndo “coletivamente,” isto €, evitara usar a nocdo de

1160

agregados de indivisiveis.

A X
P Q
J K L
D \ N
E F@ H El Fll GH U
0
&/
R S
B C B' Y CI Bll Z Y'
Figura 19

Se conseguir superpor cada parte da figura ABC em XY Z, entéo elas seréo iguais.
O que ndo é tdo diferente do primeiro método, pois agui também serda importante a

correspondéncia entre os elementos indivisiveis das duas figuras um a um. (Cavalieri

158 MANCOSU, 1996, p.48.
159 sTRUIK, 1990, p.210.
1% MANCOSU, 1996, p. 48
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demonstra através da superposi¢éo que as figuras sdo iguais, mas acrescenta uma prova por

reducéo ao absurdo. Cavalieri parecia ndo estar satisfeito com aquela demonstracéo).

161

O ponto fraco dessa superposicdo € que o processo poderia ndo ter fim, mas a

fundamentac&o de seu método

[...] acaba por invocar infinito pelo menos na forma de aceitacdo de um
procedimento ndo “finitista’: a igualdade de duas figuras por
superposi ¢ao pode Ndo ser um processo gque termine em um ndmero finito
de passos, mas a defesa de Cavalieri do seu teorema mostra que estava
disposto a estender o campo de operacOes geométricas para permitir tais
procedimentos “ n&o finitistas.*®*

Posto isso, podemos compreender o segundo método dos indivisiveis de Cavalieri.

Agorainterpretemos uma proposicao de Cavalieri em um sentido moderno

183 jdentificando

a maneira de como eram feitas as relacOes entre a &rea de um paralelogramo e a éarea

formada pelas suas diagonais.

Proposicdo 23. Em qualquer paralelogramo como BD com a base CD,
tracamos uma paralela arbitraria EF a CD e adiagona AC, interceptando
EF em G. Entdo DA: AF = (CD ou EF) : FG. Chamamos AC a primeira
diagonal. Entdo construimos o ponto H sobre EF ta que

DA?: AF? =EF : FH , e assim por diante em todas as paralelas a CD,
de maneira que todas as linhas como essa HF terminam em uma curva
CHA. Em um modo similar, construimos uma curva CIA, onde
DA®: AF® =EF : Fl ,umacurvaCLA ta que DA": AF* =EF : FL,
etc. Chamamos CHA a segunda diagonal, CIA aterceira, CLA a quarta,
etc., e similarmente AGCD o primeiro espaco diagona do paraelogramo
BD, a figura trilinear AHCD o segundo, AICD o terceiro, ALCD o
guarto, etc. Entdo digo que o paralelogramo BD € duas vezes o primeiro
espaco, trés vezes 0 segundo, quatro vezes o terceiro, cinco vezes o
quarto, etc.'®

Analisemos afigura20. Sgjam CD =a e AD = b seus|ados.

181 MANCOSU, p. 49.
162 MANCOSU, 1996, p.55.

163 Observacgo: quando falamos de interpretar um autor no sentido moderno, podemos ver o quanto isso pode
desvirtuar o que ele estava pensando. Ainda mais quando este autor disp8e apenas de linguagem geométrica.
Ao lermos em termos algébrico nem sempre estaremos admitindo a real compreensdo que se queria dar a

uma determinada teoria.
184 STRUIK, 1990, p. 217.
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B % A
E /G/ F b
C D
a |
|
Figura 20

Temos assim que a area do paralelogramo BD é dada por A=a-b. De acordo
com a ultima citagdo o paralelogramo BD tem as seguintes correspondéncias, referentes as

suas diagonais primeira, segunda, terceira e quarta:

ABCD =2 AGCD
ABCD =3 AHCD
ABCD =4 AICD
ABCD =5ALCD

gue possuem o seguinte significado em termos modernos de integracéo: a integracdo da
equacdo encontrada a partir da primeira diagona € a—?; da segunda a—éb; da terceira

—al'lb , eassim por diante. Ou sgja, sdo os valores das areas sob suas respectivas diagonais.

Cavalieri expde o resultado das investigagdes dos objetos estudados em termos de
razbes, da mesma maneira como o0s antigos gregos faziam.

No proximo capitulo abordaremos o processo de integracéo de Blaise Pascal. Da
mesma maneira gue seus contemporaneos buscou encontrar uma regra onde pode expressar
o resultado de areas e volumes. Paraisso fez uso de uma relacéo aritmética-geométrica que
Ihe possibilitou calcular areas sob curvas. Também desenvolveu o método da balancga, que

Ihe forneceu centros de gravidade, como veremos.
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IV — Conceitos matematicos em Pascal

4.1 Postestatum Numericarum Summa®®

Esse tratado provavelmente foi redigido em 1654. O objetivo principal € encontrar
a soma das poténcias numéricas de uma progressdo aritmética e relacionala com as
grandezas continuas. V eremos como € o principio desse tratado analisando-o por inteiro.

Pascal comega estabelecendo uma observacdo, dizendo que o0s antigos

conseguiram encontrar a soma dos nimeros naturais, 1, 2, 3, 4... , a saber, em notacdo

moderna 1+24+3+---+n= n(n2+1) ; para  seus quadrados, a  saber,
1°+2°+3%+---+n°= n(n+1)é2n+1) . para seus cubos, a saber,

n(n+1)

2
1P+2°+3%+...4n° :( j . Afirma que esses métodos eram aplicaveis apenas a

essas poténcias. Assim, ira expor um método que lhe possibilite calcular as somas das
poténcias dois e trés, ainda mais a quarta poténcia bem como as poténcias superiores até o
“infinito”.

Garante também que essa soma de poténcias numeéricas podera ser feita a partir de
qualquer segiiéncia aritmética, como 8, 9, 10,.... A razéo da progressao é arbitraria: assim,
1,357,..24,6,8..;1,4,7,10, 13...., ou ainda, por exemplo, 5, 8, 11, 14.

Convém notar que Pascal ndo usa notagdes algébricas. Sua linguagem é retorica.
A fim de entendermos o que ele tem para nos dizer, iremos sempre que possivel traduzir
suas informagBes matematicas para uma linguagem algébrica, ainda mais, uma linguagem
referente a matematica moderna. Essa sera a nossa interpretacdo matematica do estudo
desse tratado.

Coisa notavel, um método Unico e geral sera suficiente para tratar esses
casos diferentes. Esse método é tdo simples que serd exposto em
algumas linhas, e sem aquele aparato de notagdes algébricas, a que
devem recorrer as demonstracOes dificels. Julgar-se-a depois de ter visto
o problema que vai seguir.'®

165 Soma de Poténcias Numéricas.
166 PASCAL, 1908, p.349
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Vemos na citacdo acima que fara uso da retérica para explicar a composi¢do desse
tratado. Nessa época Descartes ja havia publicado a La Géométrie (1647), na qual
encontramos j& todo um aparato algébrico. Pascal ndo teve nenhum aprego pela novidade.
Preferiu, em vez disso, continuar fazendo uso da linguagem geométrica e aritmética.

Depois dessa breve observacao, apresenta a seguinte definicao.

Seja um bindmio A + 3, cujo primeiro termo sgjaaletraA, e o
segundo, um numero: elevemos esse binbmio a uma poténcia qualquer, a

quarta, por exemplo, o queda A* +12- A® +54- A* +108- A+81; os
nimeros 12, 54, 108 que multiplicam as diversas poténcias de A e sGo
formados pela combinagdo dos nimeros figurados com o segundo termo,
3, do bindbmio, seréo chamados coeficientes de A.

Assim, no exemplo citado, 12 sera o coeficiente do cubo de A;
54, aquele do quadrado, e 108, aquele da primeira poténcia.

Quanto ao nlimero 81, chamar-se-& nlimero absol uto.*’

Em seguida estabelece um Lema que fornecera subsidios para mostrar o método

da soma de poténcias numeéricas.

Segja um nimero qualquer 14, e um binbmio 14 + 3, cujo
primeiro membro seja 14 e o segundo, um nimero qualquer 3, detal sorte
gue a diferenca entre os nimeros 14 e 14 + 3 sga igua a 3. Elevemos
esses NUmeros a uma mesma poténcia, a quarta por exemplo: a quarta

poténcia de 14 é 14*, aguedla do bindmio, 14 + 3, é
14%+12-14° +54-14% +108-14 + 81.4%

Faz observacéo referente aos coeficientes das poténcias de 14: s80 os mesmos do
desenvolvimento do bindbmio (A + 3) elevado a quarta poténcia. Depois, estabelece que a
diferenca entre as poténcias &

(14+3)* -14=12-14° + 54-14* +108-14 + 81.

Duas consideracBes podem aqui ser feitas. A primeira € que nessa diferenca
aparecem as poténcias de 14 com grau inferior ao grau proposto. Os coeficientes dessas
poténcias so 0s mesmo de (A+3)*. A segunda consideracéo € que o niimero 3, diferenca
entre 0s termos propostos, esta elevado a quarta poténcia, a saber, 81 € o nimero absol uto.

Sendo assim, é deduzida a seguinte Regra.

17 PASCAL, 1908, p.349
168 PASCAL, 1908, p. 351
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A DIFERENCA ENTRE POTENCIAS SEMELHANTES DE
DOIS NUMEROS COMPREENDE: A DIFERENCA ENTRE ESSES
NUMEROS ELEVADO A POTENCIA PROPOSTA; MAIS A SOMA
DE TODAS ASPOTENCIAS DE GRAU INFERIOR DO MENOR DOS
DOIS NUMEROS, ESSAS POTENCIAS SENDO
RESPECTIVAMENTE MULTIPLICADAS PELOS COEFICIENTES
QUE TEM AS MESMAS POTENCIAS DE A NO
DESENVOLVIMENTO DE UM BINOMIO ELEVADO A POTENCIA
PROPOSTA E TENDO PARA PRIMEIRO TERMO A E PARA
SEGUNDO TERMO A DIFERENCA ENTRE OS NUMEROS
DADOS.*®

Depois dessa regra Pascal estd pronto para fornecer um exemplo de como
encontrar a soma de poténcias numéricas de uma progressao aritmética arbitréria
Apresentaremos 0 exemplo que deixou registrado em seu tratado.

A progressdo proposta tem como primeiro termo o nimero 5. A diferenca da
progressdo dada, isto €, a razéo € 3. Pode-se considerar, nessa progressao, tantos termos
quanto se queira. Nesse caso, 0s termos dados sdo 5, 8, 11, 14. Esses termos sdo elevados a
qualquer poténcia inteira, suponhamos ao cubo. O intuito é encontrar a soma de:
5° +8° +11° +14°.

Os cubos desses nimeros sdo respectivamente: 125, 512, 1331, 2744. Sua soma €

4712. Veremos quais foréo os procedimentos que |he permitiu encontrar tal soma.

CONSIDEREMOS O BINOMIO A + 3 QUE TEM POR
PRIMEIRO TERMO A E POR SEGUNDO TERMO A DIFERENCA
DA PROGRESSAO.

ELEVEMOS ESSE BINOMIO A QUARTA POTENCIA,
POTENCIA IMEDIATAMENTE SUPERIOR AO GRAU PROPOSTO,
TRES; OBTEMOS A EXPRESSAO

A*+12- A®+54- A +108- A+81.47

Depois disso, toma-se 0 nimero 17 que na progressao estabelecida segue depois
do ultimo termo, ou sgja, 14. Eleva-se 0 nUmero 17 a quarta poténcia obtendo-se 83521.
Desse resultado diminui-se o0 seguinte:

1. asoma simples, 5+ 8 + 11 + 14, multiplicada por 108. O nimero 108 € o

coeficiente de A (no desenvolvimento do bindmio (A+ 3)*);

199 PASCAL, 1908, p. 351-2.
10 PASCAL, 1908, p. 355.
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2. asomados quadrados, 5° + 8% +11% +14°, multiplicada por 54. O nimero
54 ¢ o coeficiente de A?. Esse processo continua caso existam poténcias
de grau inferior ao grau proposto;

3. aquarta poténciado primeiro termo dado na progresséo, a saber, 5.

4. por fim, a diferenca da progresséo dada elevada a quarta poténcia e

multiplicada pelo nimero de termos, a saber, 4.

Seguindo as observacfes de 1 a 4, temos o seguinte resultado:

17* =83521. Desse nimero subtrai-se 4104 + 21924 + 625 + 324. O valor
encontrado € 56544.

O resto da subtracdo é um multiplo da soma procurada. E equivalente ao produto
de 4712 pelo nimero 12, que nada mais é do que o coeficiente de A elevado a poténcia
proposta, a saber, 3. Assim, 56544 = 12 x 4712.

Essa é a regra para encontrar a soma de poténcias numéricas. Dado esse exemplo,

Pascal expde uma demonstracdo numerica.

Demonstracao

O nimero 17 elevado a quarta poténcia, isto é, 17*, pode ser reescrito como:
17* -14* +14* -11* +11* -8* +8* -5" +5*
Notemos que apenas 17°possui sO o sinal positivo. Os demais termos sio
adicionados e subtraidos. As diferencas entre 17 e 14, 14 e 11, 8 € 5, é 3. De acordo com o

Lema anterior, tem-se que:

17* —14" éigual a12-14° +54-14° +108-14+81....(a)
14* -11* éigual a 12-11° +54-11° +108-11+81.......(b)
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O termo 5* n&o precisa ser transformado (Pascal ndo diz o porque, mas percebe-
se que é o primeiro termo da progressio dada). Ter-se-a que o valor de 17*éasomade: a
+b+c+d+e

Pode-se reagrupar a ordem dos termos:

5+ 8 + 11 + 14 multiplicados por 108.

+5%2+ 82+ 11%+ 142 multiplicados por 54.

+5%+83%+ 112 + 143 multiplicados por 12.

+81+81+81+81

+5%,

Subtrai-se de uma parte e de outra, a soma

5+ 8+ 11 + 14 multiplicados por 108.
+ 5%+ 82+ 11%+ 142 multiplicados por 54.
+81+81+81+81

+5%,

Teremos que 17 * diminuido das quantidades designadas anteriormente, a saber

-5-8-11- 14 multiplicados por 108.

- 52-82-112- 14” multiplicados por 54.
-81-81-81-81

-54

é 0 mesmo valor dasoma55°+ 8%+ 11° + 14> multiplicados por 12. C.Q.D.

Analisemos a demonstrag&o acima e reescrevamos 17 * da seguinte maneira:

17%=108(5 + 8 + 11 + 14) + 54(5%+ 8%+ 11°+ 14?) + 12(5°+ 8%+ 11° + 14®)
+ (81 +81+81+81) +5* Notemos que 17*foi escrito como soma de poténcias
numéricas.

Seguindo o raciocinio da demonstracdo, retiremos de ambos os lados da expressdo
as somas de poténcias; a diferenca, isto €, a razéo, elevada a quarta poténcia multiplicada
pelo nimero de termos dados; e o primeiro termo elevado a uma poténcia imediatamente

superior a poténcia proposta.
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17*-108(5+8+11+14) -54(5°+8°+11°+14°)- (81 +81+81+81) -5=
108(5 + 8 + 11 + 14) + 54(5%+ 82+ 11°+ 14%) + 12(5°+ 8%+ 11° + 14°) + (81 + 81 +
81+81) +5%-108(5+ 8+ 11 + 14) - 54(52+ 8%+ 112+ 142) - (81 + 8L + 81 + 81) -
5%,

O valor encontrado da subtracio é a soma das poténcias numéricas (5°+ 83+ 113

+ 14°) multiplicadas por 12, que € um mltiplo da soma buscada.
O préximo passo apresentado por Pascal € a regra geral para Soma de Poténcias
Numéricas. A regra toda € exposta retoricamente, exigindo muita atencdo para a

compreensdo da sintese geral de que foi tratada até agora.

SENDO DADA, A PARTIR DE UM TERMO QUALQUER,
UMA SEQUENCIA QUALQUER DE TERMOS DE UMA
PROGRESSAO ARBITRARIA, ACHAR A SOMA DE POTENCIAS
SEMELHANTES DESSES TERMOS SUPOSTOS ELEVADOS A UM
GRAU ARBITRARIO.

Formemos um bindmio tendo por primeiro termo A e por
segundo termo a diferenca da progresséo dada; €levemos esse bindbmio ao
grau imediatamente superior ao grau proposto, e consideremos no
desenvolvimento obtido os coeficientes das diversas poténcias de A.

Elevemos, agora, a0 mesmo grau o termo que, na progressao
dada, segue imediatamente o Ultimo termo considerado. Depais,
subtraiamos do nimero obtido as quantidades seguintes:

Primeiramente: O primeiro termo dado na progressao —isto é, o
menor dos termos dados — elevado a mesma poténcia (imediatamente
superior ao grau proposto).

Em segundo lugar: A diferenca da progresséo elevada a mesma
poténcia, e tomada, tantas vezes gquantas se considerem o0s termos na
progresséo.

Em terceiro lugar: As somas dos termos dados elevados aos
diversos graus menores do que O grau proposto, essas somas sendo
respectivamente multiplicadas pelos coeficientes das mesmas poténcias
de A no desenvolvimento do binémio formado acima.

O resto da subtragdo, assim efetuada, € um multiplo da soma
procurada: contém-na tantas vezes quantas unidades existam no
coeficiente da poténcia de A cujo grau é igual ao grau proposto.'”

A fim de expressarmos a regra geral numa linguagem moderna, vamos interpret&
la fazendo uso da linguagem algébrica. Assim, seguiremos a Ultima citagcdo que
possibilitara fornecer seus resultados passo a passo. Deixamos claro que vimos a regra
geral expressa al gebricamente em estudos de Boyer (1943; 1986) e Baron (1969), mas 0

processo ndo era mostrado efetivamente, tornando-se dificil de entender como o resultado

11 PASCAL, 1908, p. 361-2.
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tinha sido obtido. O texto de Pascal permite chegar ao exposto nas obras citadas. Seguimos
arisca esse tratado, explorando-o a fim de mostrar minuciosamente suas etapas.

Em primeiro lugar: Seja a progressao cujos termos sdo: a, a+ d, a + 2d, a +
3d...., a+ (k—1)d. Queremos encontrar a soma de cada termo elevada a qualquer poténcia
inteira positiva, por exemplo, p.

Podemos escrever essa soma como:

k
Y [a+(-1d]P =a® +(a+d)® +(a+2d)” + (a+3d)° +---+[a+ (k-1)d]P
j=1

Em segundo lugar: formemos um bindmio tendo como o primeiro termo A e para
0 segundo termo a razdo da progressdo dada. Em seguida, elevemos esse binbmio a
poténcia imediatamente superior a poténcia proposta e desenvolvamos o binémio
considerado. Lembremos que a poténcia proposta é p, de acordo com o0 enunciado a hossa
poténciaimediatamente superior sera p + 1.

(A+d)P*=C> APd°+C, ,APd+C2 APd? +...+ CP AdP + CPIT A P,

Em terceiro lugar: tomemos o termo, na progressdo dada, que segue
imediatamente apds o Ultimo termo dado e elevamo-lo a mesma poténcia anterior. O
ultimo termo dado € [a + (k-1)d]. Desse modo, o termo posterior é (a+ kd).

Do ndmero obtido subtraiamos 0 que se pede na passagem de Pascal citada.

Teremos o seguinte resultado.

k
(a+kd) P+ —ap+1—k-dp+1-{ {c§+1d22[a+ (j=Dd]** +}
j=1

+C$+ld3zk:[a+ (j-Dd]"?*+---+C}.d pzk:[a+ (j —1)d]} } = Cfmdzk:[aJr (j—1d]° ..

(1)

O resto encontrado é o mdltiplo segundoC;,.,d da soma buscada.
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Reescrevamos a equacdo (1). Para isso, adicionemos em ambos os membros de
(1) as somas que estéo entre chaves, asssm como o primeiro termo elevado a poténcia (p
+ 1) e a diferenca da progressdo, elevada a (p + 1), multiplicada pelo nimero de termos.
Teremos que:

k
(@+kd) " = Ct.d 3 (a+(j-Dd)" +
j=1

k k k
+C2,d?> [a+(j-Dd]**+C2,d°> [a+(j—Dd]P*+---+CP,dP> [a+(j—Dd] +
=1 =1 =1

+aPt+k-dP?,

Para a soma de uma seqliéncia de nimeros naturais fazemosa= d = 1.
1 ‘ H 2 : s p-1 3 : P p-2 . H
(k+DP*=CL D JP+C2 D P H+CL D PP+ 4 CR D j+(14K)...(2)
=L =1 =1 -1

Essa € a formula simbolizada al gebricamente para a soma de poténcias numéricas,
gue foi estabel ecida retoricamente.
Depois de Pascal expor aregra gera para a soma de poténcias, deixa um aviso ao

leitor, enunciando umaregra para encontrar a soma de nimeros naturais.

EM UMA PROGRESSAO NATURAL, PARTINDO DE UM
NUMERO QUALQUER, O QUADRADO DO NUMERO
IMEDIATAMENTE SUPERIOR AO ULTIMO TERMO, DIMINUIDO
DO QUADRADO DO PRIMEIRO TERMO E DO NUMERO DOS
TERMOS DADOS, E IGUAL AO DOBRO DA SOMA DOS TIDOS
TERMOS.'"

Ou sga, se quisermos encontrar a soma dos nimeros, 5, 6, 7, 8: teremos que
9> -5°-4=2(5+6+7+8). Que em termos de notagdo moderna podemos escrever a

soma nos n nimeros naturais como: (N+1)° —1> —n=2(1+2+3+---+n)oul + 2 + 3 +

12 PASCAL, 1908, p. 363.
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n(n+1 . . . .
.t n= % Comenta ainda que € possivel encontrar outras regras analogas para

somas de poténcias mais elevadas.*”
A conclusdo do tratado € muito relevante para nossa dissertacdo. Pascal deixa

claro que postaaregra geral, e com afamiliaridade da doutrina dos indivisiveis, é possivel
determinar &reas sob regides curvilineas. Refere-se &s curvas do tipo y=x" @™ (paran

inteiro positivo).

Esses resultados permitiréo quadrar imediatamente todos os géneros de
parabolas e uma infinidade de outras curvas.

SE, ENTAO, ESTENDEMOS AS QUANTIDADES
CONTINUAS OS RESULTADOS ENCONTRADOS PARA OS
NUMEROS, PELO METODO EXPOSTO ACIMA, PODEREMOS
ENUNCIAR ASREGRAS SEGUINTES:

REGRAS RELATIVAS A PROGRESSAO NATURAL QUE
COMECA PELA UNIDADE.

A SOMA DE UM CERTO NUMERO DE LINHAS ESTA
PARA O QUADRADO DA MAIOR, COMO 1 ESTA PARA 2.

A SOMA DOS QUADRADOS DAS MESMAS LINHAS
ESTA PARA O CUBO DA MAIOR, COMO 1 ESTA PARA 3.

A SOMA DOS SEUS CUBOS ESTA PARA A QUARTA
POTENCIA DA MAIOR, COMO 1 ESTA PARA 4.

REGRA GERAL RELATIVA A PROGRESSAO NATURAL QUE
COMECA PELA UNIDADE.

A SOMA DAS MESMAS POTENCIAS DE UM CERTO
NUMERO DE LINHAS ESTA PARA A POTENCIA DE GRAU
IMEDIATAMENTE SUPERIOR DA MAIOR ENTRE ELAS, COMO A
UNIDADE ESTA PARA O EXPOENTE DESSA MESMA
POTENCIA.*®

1% Fermat em 1623 estabeleceu uma regra geral para encontrar a soma de poténcias observando o triangulo
aritmético (baseado nos niimeros figurados):

“O Ultimo nimero multiplicado pelo préximo nimero maior é o dobro do tridngulo colateral;

O Ultimo nimero multiplicado pelo tridngulo do préximo maior é trés vezes a piramide colateral;

O Ultimo nimero multiplicado pela pirdmide do préximo maior € quatro vezes o tridngulo-tridngulo
colateral;

“et eain infinitum uniformi methodo.”

Em notac&o moderna este teorema sobre nimeros figurados pode ser escrito como segue:

ZE n(n+1) Zn(n+1) n(n+H(n+2) Zn(n+1)(n+2)_n(n+1)(n+2)(n+3)

1 1.2-3 1.2-3 1.2-3-4
eassim por dlante. FERMAT apud BOYER, 1943, p.238. No entanto, Pascal parece ndo ter o conhecimento
desse trabalho e assim chega em seu resultado independentemente.
74| ORENZO, 1985. p.105.

%5 PASCAL, 1908, p. 365.
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O que Pascal quer € estabelecer a relacdo entre as grandezas discretas —

aritméticas — e as grandezas continuas, desse modo proporcionando a quadratura de curvas.

Apos fornecer aregra geral para progressao que comega com a unidade, expde seu ponto

de vista dizendo:

Ndo me deterei em outros casos, porque ndo € aqui o lugar de
estudalos. Ser-me-a suficiente ter enunciado, de passagem, as regras
precedentes. Descobrir-se-d0 0s outros sem dificuldade, apoiando-se
sobre 0 principio que ndo se aumenta uma grandeza continua quando se
Ilhe ajunta, no nimero que se desgie, grandezas de uma ordem de
infinitude inferior. Assim, os pontos nada g untam as linhas, as linhas as
superficies, as superficies aos solidos; ou — para falar de nimeros como
convém em um tratado aritmético — as raizes ndo contam em relagéo aos
guadrados, os quadrados em relacdo aos cubos e os cubos em relagéo as
quarta-poténcias. De modo que se deve desprezar, como nulas, as
quantidades de ordem inferior.

Desgei juntar essas poucas observacoes, familiares agueles que
praticam com os indivisiveis, a fim de fazer ressaltar a ligagdo, sempre
admirdvel, que a natureza, apaixonada pela unidade, estabelece entre as
coisas mais distanciadas na aparéncia. Ela aparece neste exemplo, em que
vemos o célculo de dimensdes de grandezas continuas ligar-se a soma de
poténcias numéricas.*”

Como se pode ver, Pascal estabeleceu a relacéo entre as grandezas continuas e as

poténcias numeéricas. Discutiremos mais adiante essa Ultima rel agéo.

Escrevamos em termos algébricos o que queria dizer com a soma de linhas esta

para o quadrado da maior assim como 1 esta para 2.

Da mesma maneira, a soma dos quadrados das mesmas linhas esta para o cubo da

maior como 1 esta para 3. E, a soma dos cubos esta para a quarta-poténcia da maior como

1 esta para 4. Temos respectivamente,

16 PASCAL, 1908, p. 367.
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Seguindo a generalizacdo de suaregra,

n

jp 1
ji=1
——=—...(3
p+l 1 ( )

p+l

Em linguagem moderna (3) é equivalente a Ij Pdj = 1
0 P+

Se essa foi a maneira como Pascal interpretou a area sob curvas, e de acordo com

21"
L —_ = queremos entender de que

a regra que possibilitou reescrevé-la como — 1
n p+

modo esse Ultimo resultado esta relacionado com a equagéo (2).
Antes, procuremos analisar de que maneira Pascal interpretou a linguagem dos

indivisiveis.

4.1.2 OsIndivisiveis em Pascal

Pascal menciona, como vimos, os indivisiveis no tratado de somas de poténcias
numericas. Na “Lettre de M. Dettonville a M. De Carvavi” faz uma exposi¢do de como
entende aquele conceito. Dettonville € um pseuddnimo utilizado por Pascal, como j& nos
referimos no capitulo 1. Os indivisiveis sdo, entdo, interpretados, ndo como Cavalieri 0s
concebia, a saber, o indivisivel do sdlido é o plano, do plano é a reta, da reta € o ponto.
Para Cavalieri, como vimos no capitulo |11, é necessario que os indivisiveis tenham uma
dimensdo a menos do que o objeto geométrico do qual sefaa.

Para Pascal os indivisivels sGo concebidos da mesma maneira como o faz
Roberval. Este considerou uma superficie constituida de pequenos pedacos de superficies e
um sdlido de pequenos sdlidos.'”” Desse modo, Pascal concebeu os indivisiveis como
elementos que compde 0 objeto geométrico possuindo tantas dimensdes quanto o proprio

objeto possuisse.*”®

" BOYER, 1959, p. 141-2.; BARON, 1985, p. 18-21.
%8 KOYRE, 1982, p. 354; BOYER, 1959, p.151. Koyré afirma que Pascal parece no ter “compreendido o
sentido profundo das concepgdes de Cavalieri” dosindivisivels, por isso adotou as concepcoes de Roberval.
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Falemos mais sobre a compreenséo de Pascal relativa aos indivisiveis. Em um
primeiro momento nos diz que “aqueles que estdo, um pouco que sgja, ao corrente com a
doutrina dos indivisiveis ndo deixardo de ver que partido se pode tirar dos resultados
precedentes [somas de poténcias numéricas] para a determinacdo de &reas curvilineas’ "
“Pontos nada adicionam a linhas, linhas as superficies, e as superficies a sdlidos.” Para
Koyré (1982) isto que Pascal expde nada mais sdo do que os principios formais da

geometria, e que sempre foram conhecidos, ndo tendo novidade para os gedmetras, a ndo

180

ser gue se apresente o problema com o continuo™". Quando Pascal, usando o pseudénimo

de Dettonville, escreve acarta a Carcavi, diz:

Queria fazer esta adverténcia para mostrar que tudo isto que é
demonstrado pelas reais regras dos indivisiveis se demonstrara também
com o rigor e a maneira dos antigos; e que assim um desses métodos ndo
difere do outro send na maneira de faar: isso ndo pode ofender as
pessoas que raciocinam quando se lhes advertiu uma vez do que se
intenciona por aquilo.

E é porque ndo tenho nenhuma dificuldade no que segue em
usar dessa linguagem dos indivisiveis, a soma de linhas, ou a soma de
planos, e assim quando considerar por exemplo o didmetro de um
semicirculo [ver figura 1] dividido em um nimero indefinido de partes
iguais aos pontos Z, de onde sgjam conduzidas as ordenadas ZM, ndo
encontrarel nenhuma dificuldade em usar dessa expressdo, a soma de
ordenadas, que parece ndo ser geométrica agueles que ndo entendem a
doutrina dos indivisiveis, e que se imaginam que € pecar contra a
geometria exprimir um plano por um niimero indefinido de linhas, o que
ndo resulta sendo de lhe faltar compreensdo, pois que se ndo entende
outra coisa por aquilo a ndo ser a soma de um ndmero indefinido de
retangulos feitos de cada ordenada com cada uma das pequenas porgdes
iguais do didmetro, do qual a soma é certamente um plano, que ndo difere
do espaco do semicirculo a ndo ser por uma quantidade menor que
qualquer uma dada.'®*

Assim, o entendimento de Pascal é de compor a é&rea daregido do semicirculo (ver
fig.1) como a soma de ordenadas, que em seu ponto de vista nada mais s8o do que a soma
de infinitos retdngulos. Se para Pascal as linhas, ou ordenadas, sdo os indivisiveis, e 0s
concebe como infinitos retangulos compondo o0 objeto que se estuda, entdo podemos o

interpretar que os entende como infinitesimais (infinitamente pequeno)?

1% PASCAL, 1908, p. 365.

180 «Nesse caso, 0 principio, expresso por Pascal, ndo deve ser tomado ao pé da letra, pois é certo que,
retirando um ponto de uma linha e mesmo de um espaco, alguma coisa se retira e ai se produz um buraco.
Poder-se-ia muito bem transpor essa relacdo entre Deus e a criatura e atribuir a esta Ultima, incapaz de
acrescentar alguma coisa a agdo divina, a capacidade de preservar-lhe a integridade ou, ao contrario, nela
produzir um furo pontual.” (KOY RE, 1982, p. 367, n. 23).

181 PASCAL, 1963, p.135.
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Depois de Pascal fazer a decomposicdo geométrica da figura, faz o calculo dos

retangulos encontrados. A soma das ordenadas ZM fornecera a equivaléncia da area do

semicirculo.

=
z£> £ 2
Mo NN N N N

F

Figura 1

Talvez, outra influéncia consideravel em Pascal sgja Andreas Tacquet. Este
sustentara, como vVimos, que o continuo era composto de elementos geomeétricos de mesma
dimensdo — homegenea —, a saber, um solido de pequenos solidos, uma superficie de
pequenas superficies, e uma linha de pequenas linhas, e ndo de magnitudes heterogenea.
Para Tacquet a magnitude pode ser esgotada como os antigos o faziam, isto €, inscrevendo
nelas quantidades homegenea.*®

Seja qual for a influéncia sobre Pascal, podemos notar que sua concepgao de

composi¢ao de magnitudes é feita com magnitudes de mesma ordem.

[...] sgja a magnitude irregular ou ndo, 0 primeiro processo geometrico
consiste em substitui-la por porcBes ‘regulares’; em outras paavras,
substituem-se as porc¢des da curva por suas cordas ou arcos, as da trilinea
pelos retangulos construidos sobre porces iguais sobre seu eixo e as
ordenadas, [...].***

182 BOYER, 1959. p. 140.
183 | ORENZO, 1985, p. 103.
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4.1.3 Célculo de éreas
A nossa proposta anterior € a busca pelo entendimento da relagcdo entre

,=1p+1 :il e a equacdo (2) que foi encontrada a partir da regra para a soma de
n p+

poténcias numéricas, sendo escrita como:

k Kk Kk k
(k+DP*=C, > jP+CZ D P +CL D P2 +-+CP > j+(1+k). Essa equagdo
=1 =1 =1 =1

pode ter possibilitado a Pascal trabalhar da seguinte maneira'®*:
Seja a curva limitada pela equagdo y=x>. Fagamos X = a. Esse eixo das
abscissas contém um nimero infinito de pontos que podem ser considerados como estando

em uma progress3o aritmética natural.*® Esses pontos est&o representando os indivisiveis

gue constituem a area sob a curva. A figura 2 formaumatrilinha.

1234..... aatl

Figura 2

As linhas sob a curva séo as ordenadas que podem ser vistas como o que Pascal
chama de indivisiveis (levando-se em consideracdo o que ele entende por indivisivel). O
ponto a + 1 tem o significado de que foi tomado um indivisivel a mais para constituir a
area sob a curva. No entanto, ao tomar esse indivisivel, notemos que ele nada acrescenta ao

ponto a, ou sgja, a + 1 (sendo que 0 numero 1 representa o indivisivel) € o proprio a.

¥Encontramos em Boyer (1943, p. 241) uma interpretacéo diferente da nossa a respeito de “um nimero
infinito de pontos.” ParaBoyer a é infinito.

185 Para Boyer tanto Fermat quanto Pascal enfatizaram que seus resultados poderiam ser usados para quadrar
curvas em vez de utiliza-los como uma proposi¢do da aritmética. (1943, p. 240).
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Pascal estende a regra das grandezas numéricas para as grandezas continuas. “SE,
ENTAO, ESTENDEMOS AS QUANTIDADES CONTINUAS OS RESULTADOS
ENCONTRADOS PARA OS NUMEROS, PELO METODO EXPOSTO ACIMA, PODEREMOS
ENUNCIAR AS REGRAS SEGUINTES.”*® As “regras’ ja foram expostas anteriormente e
agora serdo relacionadas com a Ultima equacdo. Essas justificativas, dadas por Pascal,
permite que pensemos o seguinte: k = a é qualquer nimero rea e passa a ser entendido
como o numero de indivisivels.

Na equacéo abaixo, de acordo com as afirmagdes Pascal, as quantidades de ordem
inferior seréo desconsideradas. “ndo se aumenta uma grandeza continua quando se lhe
ajunta, no nimero que se desgje, grandezas de uma ordem de infinitude inferior [...] De

modo que se deve desprezar, como nulas, as quantidades de ordem inferior”*®”.

(a+1)°= 6-Za:j5+15-za:j4+20-za:j3+15-za:j2+6-Za:j+(a+1).
= =t =t =t =1

negligenciadas

Teremos entao:

6-> j°=(a+D°
=1

Onde a tltimaigualdade segue-se pelo fato: a + 1(indivisivel) = a.

Com isso, percebemos a relacdo entre as regras estabelecidas. Esse ultimo
resultado nada mais € do que: “a soma das quintas poténcias de um certo nimero de linhas
esta para a poténcia de grau imediatamente superior da maior entre elas como 1 esta para
6.

186 PASCAL, 1908, p. 365.
187 PASCAL, 1908, p.367.
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6
Hoje sabemos que esse vaor % € o limite de toda sequiéncia de somas de

Riemann associados a y = x>de [0, a] que, por sua vez, define a integral J' x°dx. Como
0

a
20"
-1

ap+1

Pascal obtém narelacdo = i1 paratodo p, temos
p+

E preciso ter em mente que estamos interpretando algebricamente o que Pascal
expds retoricamente. Mas pode-se notar que em termos al gébricos-simbdlicos a regra geral
de soma de poténcias numéricas, depois de desprezarmos as poténcias de ordem inferior,
equivale a Ultima regra geral relativaa“A SOMA DAS MESMAS POTENCIAS DE UM
CERTO NUMERO DE LINHAS ESTA PARA A POTENCIA DE GRAU
IMEDIATAMENTE SUPERIOR DA MAIOR ENTRE ELAS, COMO A UNIDADE
ESTA PRA O EXPOENTE DESSA MESMA POTENCIA "%

Posto isso, ficaclaro o elo que ele estabelece entre 0 “ discreto” e o “geométrico”.

Desgiel juntar essas poucas observagoes, familiares aqueles que
praticam com os indivisiveis, a fim de fazer ressaltar a ligagdo, sempre
admirével, que a natureza, apaixonada pela unidade, estabelece entre as
coisas mais distanciadas na aparéncia. Ela aparece neste exemplo, em que
vemos o célculo de dimensBes de grandezas continuas ligar-se a soma de
poténcias numéricas.'®

As ordenadas que ele soma, ou as linhas que diz ser os indivisiveis, nada mais so
do que pequenos retangulos. Parece interpretar os indivisivels, realmente, como 0s
infinitesimais. Para ele: “Um indivisivel é o que ndo tem parte alguma, e a extensdo é o

que tem diversas partes separadas.” **°

188 PASCAL, 1908, p. 365.
189 PASCAL, 1908, p. 367.
1% PASCAL, 2003, p. 35.
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4.2 Tratado do Triangulo Aritmético

A necessidade de analisarmos esse tratado esta intimamente ligada ao proximo

topico. Nele sdo apresentados relacbes do processo de integragdo com o tridngulo

aritmético. Sendo assim, vamos expor como é construido o tridngulo relatando quatro das

dezenove consequiéncias encontradas.

Pascal inicia esse tratado com definicdes, necessérias para construir o triangulo

aritmético.

A partir de qualquer ponto G, trago duas linhas perpendiculares
uma a outra, GV, G(, em cada uma das quais tomo como partes iguais e
contiguas como se quiser, comegando com G, que eu enumero 1, 2, 3, 4,
etc., e estes nlimeros sao 0s expoentes das segdes das linhas.

A seguir conecto os pontos da primeira secdo em cada uma das
duas linhas por outrareta, que é a base do tridngulo resultante.

Da mesma maneira conecto os dois pontos da segunda secdo
por outrareta, formando um segundo tridngulo do qual areta é a base.

E deste modo conectando todos os pontos da secdo com o
mesmo expoente, construo tantos tridngulos e bases quanto existirem
expoentes.

Através de cada um dos pontos da secdo e paralelo aos lados
traco linhas cujas intersecgdes formam pequenos quadrados que chamo
decélulas.

Células entre duas paralelas tracadas da esquerda para direita
sdo chamadas células da mesma coluna paralela, como, por exemplo, as
célulasG, o, =, etc., ou @, vy, 0, etc.

Aquelas entre duas linhas tragadas do alto a baixo sdo chamadas
células da mesma coluna perpendicular, como, por exemplo, as células
G, ¢,A,D,etc.,ou o, vy, B, ec.

Aquelas cortadas diagonamente pela mesma base sdo
chamadas céulas de mesma base, como, por exemplo, D, B, 6, A, ou A ,

v, 1. (ver fig. 3).

191 PASCAL, p. 447-8.
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Figura3

As diagonais do triangulo aritmético sdo os coeficientes binomiais do
desenvolvimento de um binémio.**

Pascal prossegue explorando relacdes entre as células do triangulo. Por exemplo,
afirma que as células de mesma base e equidistantes dos extremos séo reciprocas, como E
que estd na segunda coluna perpendicular e na quarta paralela, e R que se encontra na
quarta coluna perpendicular e na segunda paralela. Com isso, as células cujos expoentes
S80 reciprocos e estando na mesma base, seus respectivos nimeros também serdo iguais.
No caso da célula E ela encontra-se na posicao (4; 2), isto €, 0 nimero quatro simboliza a
guarta coluna e o0 nimero dois a segunda.

Argumenta que a unidade que se dispde na primeira célula é o gerador do
tridngulo. Esse nimero é arbitrario, todas as células do tridngulo aritmético sdo
consequéncias do nimero gerador. E as outras células sdo encontradas de acordo com a
regra: “o numero de cada célula € igual a soma dos nimeros das células perpendiculares e
paralelas imediatamente precedentes. Assim, a célula F, isto €, o niumero da célula F, é

igual asomadacélulaC ecéulaE, e similarmente com o resto.” %

192 Pgra esse assunto Pascal fez um estudo titulado: Uso do Triangulo Aritmético para encontrar as poténcias
de Bindmios. Além de relacionar o tridngulo aritmético com o processo de integragdo faz conexdo com a
teoria das probabilidades.

19 PASCAL, p. 448.
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Depois disso, enuncia as consequéncias que podem ser obtidas ao analisar 0
triangulo aritmético. Mencionaremos quatro delas, a fim de entendermos como foram
estruturadas.

4.2.1 Consegiiéncias do Triangulo Aritmético

PRIMEIRA CONSEQUENCIA

Em todo tridngulo aritmético todas as células da primeira coluna paralela e da primeira

coluna perpendicular so as mesmas que a célula geradora.'*

Pascal mostra a veracidade dessa afirmag&o da seguinte maneira:

9 =G+0,istoé, ¢ =G
A=¢ +0,istoé ¢.
c=G+0,en=0c+0.

Segue 0 mesmo raciocinio para as células restantes.

SEGUNDA CONSEQUENCIA

Em todo tridngulo aritmético cada célula € igual a soma de todas as células da coluna

paralela precedente de sua prépria coluna perpendicular & primeira, inclusive, *°
Segjatomada uma célula qualquer, o. Defato,  éigual aRmaisC; eCé6 +B; B
éy +A;eporfimA éigua a ¢ . Desse modo,
o=R+0+y+¢g.

TERCEIRA CONSEQUENCIA

Em todo tridngulo aritmético cada célula € igual a soma de todas as células da coluna

perpendicular precedente de sua prépria coluna paralela & primeira, inclusive.**

19 PASCAL, p. 448.
1% PASCAL, p. 448.
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Seja tomada qualquer célula, por exemplo, C. Sabe-se que essa célula, conforme
conseguéncia anterior, é igual aB + 0; por suavez 0 =y + 7 ; en = ¢ (pela primera
consequéncia). Portanto, temos que

C=B+y+o.

Analisaremos agora a décima segunda consequéncia.
DECIMA SEGUNDA CONSEQUENCIA
Em todo tridngulo aritmético, de duas células contiguas na mesma base a superior esta
para a inferior como 0 numero de células da superior até o topo da base esta para o

nuimero das células da inferior até o fim da base, inclusive. **’

Para mostrar essa consequiéncia, assim como as outras, tomou o exemplo que

segue.
Sejam tomadas quaisquer duas células contiguas da mesma base E, C. Digo
que'®®:
E : C 2 ; 3
(ainferior) (asuperior) (porque h;i duascélulas (porque ha trés
deE atéofundo, células de C atéotopo,
istoé E,H,) istoéC,R, 1)

Embora a proposi¢do tenha uma infinidade de casos, Pascal demonstra muito

rapidamente supondo dois lemas:

O primeiro, € evidente por s SO, que esta proporcéo €
encontrada na segunda base, pois é perfeitamente 6bvioque ¢ 1o :: 1:
1

O segundo, que se esta proporcdo € encontrada em qual quer
base, ela necessariamente serd encontrada na base seguinte.

Do que é aparente que é necessariamente em todas as bases. E
na segunda base pelo primeiro lema; portanto pelo segundo lema é na
terceira base, portanto é na quarta, e assm parainfinidade.**

19 PASCAL, p. 448.
9" PASCAL, p. 451.
19 PASCAL, p. 451.
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Depois disso, Pascal aponta que basta entdo demonstrar o segundo lema, ou sgja,
esse garantird a veracidade para as demais bases.

Se esta proporgdo € encontrada em qualquer base, como, por
exemplo, naquarta, D), istoé,seD:B::1:3,eB:0::2:2,e0:\::
3: 1, etc, Digo que a mesma proporgdo serd encontrada na base seguinte,
Hu, eque, por exemploE: C::2: 3.

PoisD: B::1: 3, pelahipotese.

Portanto(D+B):B::(1+3):3

[(D+B)=E]:B::[(1+3)=4]:3
Similarmente B : 6 : : 2: 2, por hipotese
Portanto(B+0):B::(2+2):2

[(B+0)=C]:B::[(2+2)=4]:2
mas B:E:: 3:4
Portanto, compondo asrazbes, C:E::3:2 C.Q.D.

Ou sgja, pode-se perceber que a mesma demonstragdo serd feita para as demais
bases, isto €, esse resultado € estendido atodas as bases do tridngulo aritmético pelo fato de
que cada célula é formada pela adicéo de duas células, como: E=B + D.

Pascal segue enunciando mais sete consequéncias do triangulo aritmético e

finaliza o tratado com um problema.
PROBLEMA

Dados os expoentes perpendicular e paralelo de uma célula, encontrar seu

nlmero sem fazer uso do triangulo aritmético.”®

Para solucionar esse problema € tomada a célula & que se encontra na quinta
coluna perpendicular e naterceira paralela. O objetivo € achar o nUmero 15 correspondente
acéluladesgada.

Para isso, é necessario tomar todos 0os nuimeros que precedem o expoente
perpendicular 5, ou sgja, 1, 2, 3, e 4. O segundo passo € tomar a mesma quantidade de
numeros naturais, porém iniciando com o nimero 3 que € o expoente da terceira coluna

paraela ousga, 3,4, 5, eb6.

19 PASCAL, p. 452.
20 PASCAL, p. 454.
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Depois, sdo multiplicados os nimeros 1, 2, 3, e 4, obtendo como produto 24, bem
como 0s nimeros 3, 4, 5, e 6, tendo como produto 360. Esse Ultimo € dividido por 24 etera

como quociente 15, a saber, o nimero desejado.

Pois & esta para a primeira célula de sua base, V, na razéo
combinada de todas as razdes das células entre, quer dizer, & : V narazéo
compostadeé : p, p: K, K:Q, Q : V ou pela décima
segunda consequéncia 3:4; 4:3;5:2; 6:1.

Portanto & :V 1 :3456::43-2.1L

Mas V é unidade; entdo & é o quociente da divisdo do produto
de 3.4.5.6 pelo produto de 4-3-2:1.%Y

O quociente 15 nada mais € do que C;. Porém, Pascal utiliza razGes entre as

células, determinando-as de acordo com suas posi¢des na base de cada tridngulo analisado
(conforme a décima segunda conseqliéncia). Finaliza o problema com uma nota dizendo
que se o gerador fosse outro nimero diferente da unidade, entdo seria necessario
multiplicar o quociente pelo respectivo gerador. Também garante a possibilidade de ser
encontradas outras consequiéncias além daquel as que estabel eceu.

4.2.2 Uso do Triangulo Aritmético para as ordens numéricas

Pascal esta interessado em fazer uso do tridngulo aritmético e para isso procura
estabel ecer relagdes entre as colunas do triangulo nomeando-as como ordens:

Os numeros da primeira ordem sdo asunidades: 1, 1, 1, 1, 1, etc.

Os numeros da segunda ordem sd0 os numeros naturais 1, 2, 3, 4, 5, etc. Os
numeros da segunda ordem podem ser compostoscomo: 1=1;2=1+1;3=1+1+1;e
assim por diante.

Os numeros da terceira ordem, também chamados de nimeros triangulares, séo 1,
3, 6, 10, etc. Sdo formados pela adicdo dos nimeros naturais, seguindo aordem: 1 =1; 3=
1+2;6=1+2+ 3; eassim por diante.

Os numeros da quarta ordem, também chamados de nimeros piramidais, séo 1, 4,
10, 20, etc. sdo formados adicionando os nimeros triangulares, seguindo aordem: 1=1; 4
=1+3;10=1+ 3+ 6; eassim por diante.

21 PASCAL, p. 454.
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Os numeros da quinta ordem sdo 1, 5, 15, 35, etc. A formacdo deles é semelhante
ao0s outros casos. Esses nimeros poderiam ser chamados, segundo Pascal, de triangulo-

triangulares.

Segue 0 mesmo raciocinio para as demais ordens. Com isso, reescreve o tridngulo
aritmético como uma tabua aritmética

RAIZES
1 2 3 4 5etc.
Unidades.........cccceevrennnnns odem1 1 1 1 1 1 etc
NUmeros naturais............. oodem2 1 2 3 4 5 etc
NUmerostriangulares.....ordem 3 1 3 6 10 15etc.
NUmeros piramidais......... oordem 4 1 4 10 20 35etc.

Pascal reescreveu o tridngulo na forma da tabua acima e segue apresentando
exemplos de como analisé-la aritmeticamente.

O que faz conhecer que tudo que foi dito sobre as colunas e as
células do tridngulo aritmético convém exatamente as ordens dos
numeros, e que as mesmas igual dades e as mesmas proporcdes que foram
observadas em uns encontrardo também nos outros. Precisamos somente
mudar os enunciados substituindo os termos que convém as ordens
numéricas, como aquele de raiz e ordem, por agueles que convinham ao
tridngul o aritmético, tal como colunas paralelas e perpendicul ares.”®

O intuito disso é fazer referéncia as progressdbes numéricas descritas
anteriormente. Como vimos, faz um tratamento da tébua (ou do triangulo) com as
progressdes numeéricas explicando como sd0 compostas. nimeros naturais (segunda
ordem), nimeros triangulares (terceira ordem) e nimeros piramidais (quarta ordem). Sdo

essas as progressoes que serdo relacionadas com o processo de i ntegragao.

202 pASCAL, 1993, p. 456.
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43 LETTRE DE M.DETTONVILLE A M. DE CARCAV|%®

4.3.1 Centros de gravidade

Neste topico, analisaremos parte de um tratado enviado como carta de Pascal com
0 pseuddnimo de Dettonville, a Carcavi, onde apresenta 0 método que usou para resolver
problemas de integracéo.

Iniciazo0 mostrando o método da balanca, parecido com o da aavanca de
Arquimedes, cuja finalidade é encontrar o centro de gravidade de figuras geométricas. Eis
como procedeu com o método da balanca:

Se entdo h4 tantas quantidades quanto se queira, tomando, por exemplo, as
quantidades A, B, C e D do seguinte modo: “primeiramente, a soma de todas A, B, C, D;
depois a soma das mesmas, exceto a primeira, a saber, B, C, D; depois a soma das mesmas

exceto as duas primeiras, a saber, C, D; e assim sempre, como se vé aqui marcadas.”**

ABCD
BCD
CD

D

Essa soma de quantidades é chamada como a soma triangular, comecando pelo
lado de A; ela poderia comegar por D, embora n&o levasse 0 mesmo resultado. A fim de
compreendermos a estrutura da soma triangular analisemos a balanga abaixo, tendo O
como ponto de apoio. Seus bragos estdo divididos em partes iguais, em ambos os lados,
com pesos suspensos em cada ponto de divisdo. No braco do lado esquerdo estéo os pesos

s80 4, 5 e 3 respectivamente, no braco direito, estéo 9 e 8.

O

Assim, haverd equilibrio se e semente se as somas triangulares de um lado for
igual ado outro, comecando em O. Isto &, se a balanca acima estiver em equilibrio teremos

que:

203 Cartado Sr. Dettonville ao Sr. De Carcavi.
24 PASCAL, 1963, p. 131.
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Pascal ir4 propor um método para estabelecer 0 mesmo momento entre os bragos

da balanca. Antes disso, vejamos o lema abaixo:

Se as quatro quantidades A, B, C, D, sdo tomadas desse modo;
a primeira uma vez, a segunda duas vezes, a terceiratrés vezes, etc., digo
gue a soma dessas quantidades tomadas desse modo é igual a sua soma
triangular comegando do lado A.

DCBA ABCD
4321 BCD
CD
D

[Demonstracéo]

Porque tomando-se sua soma triangular, ndo se faz outra coisa
gque combin&-las desse modo, que se toma A uma vez, B duas vezes, C
trés vezes, etc.”®

Com esse lema conclui-se que o momento de um brago é igual a soma triangular
comecando pelo apoio. Portanto, a balanca esta em equilibrio quando as somas triangulares
dos pesos de cada brago, ambos comegando em O, sdo iguais.

Ou sgja, 0 peso 4 tem forca tripla; 0 peso 5 tem forca dupla; 0 peso 3, que esta a
umadistancia“um” de A, tem forca singular. Do mesmo modo, no outro lado da balanca, o
peso 8 tem forca dupla e o peso 9, do mesmo modo que o peso 3, tem forca singular. As

somas triangulares desses pesos sao dadas por:

354 98
54 8
4 —
. 25
25

Continua o tratado enunciando uma adverténcia relativa a balanca, enunciando
esta propriedade:

2BA demonstraggo dada por Pascal é sempre para um exemplo. N&o é como fazemos hoje para um caso
geral.
%6 PASCAL, p. 131.
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Entendo sempre que as duas extremidades da balanca passam
por pontos de divisdo; e assim quando digo que 0OS pesos sgam
pendurados em todos os pontos de divisdo, entendo que existam deles
também nas duas extremidades da balanca.

Entendo também que o brago AB possa ser igual ou desigual ao outro braco AC, e que cada uma das partes iguais do braco AB sgja
igual a cada umadas partesiguais do brago AC, e que as partes de um brago néo difiram das partes do outro brago sen&o pela sua

quantidade. ®’

Dessa propriedade demonstra trés proposi ¢oes.

Proposi¢éo |

Sgja CAB uma balanga dividida em tantas partes iguais quantas
se queiranos pontos C, D, A, E, F, B, nos quais estgjam

B F E A D C
7 0 4 5 9 8

pendurados os pesos 8, 9, 5, 4, 0, 7 respectivamente; do conjunto de todos
0S quais juntos o centro de gravidade comum esteja no ponto A (um
desses pontos).

Digo que a soma triangular de todos esses pesos, a comegar do
lado que se queira, por exemplo do lado C, isto €, a soma triangular dos
pesos 8, 9, 5, 4, 0, 7 éigua a soma simples desses pesos, 8, 9, 5, 4, 0, 7
(isto é, a soma desses pesos tomando cada um uma vez), multiplicada
tantas vezes quantos pontos hgja no braco CA. (porque se comegou pelo
lado C), isto €, trés vezes nesta figura.®®

Ou sg/a, temos a somatriangular e a soma simples multiplicada por trés (o braco

AC possui trés pesos).

7.04.5.9.8 7.04.5.98.
7.0.4.5.9. 7.0.4.5.9.8.
7.04.5. 7.045.98.
7.04.
7.0.
7.
99. 99.

[Demonstracéo]

2’PASCAL, p. 132.
“BPASCAL, p. 132.
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Porgue a soma triangular dos pesos 4, 0, 7, pendurados no brago
AB (que é distinta do resto por uma barra na primeira parte da figura), é
igual a pequena soma triangular dos pesos, 9, 8, pendurados no outro
braco AC (que é também distinta do resto na outra parte da figura). E os
restos s3 0s mesmos de um lado e do outro.”*®

Em termos modernos essa proposi ¢ao pode ser escrita como:

P.-x = ZABC (somatriangular comecando em BC)....(1)
=1

Desse modo,

PoX 4P X+ Py X =D Age ...(2)
Reescrevamos a equagio (2).
P-(x,-3+3P+P,-(X,-3)+3:-P,+:--P,- (X, —3)+3-P, :ZABC -(3)

Na equacdo (3) seguimos o enunciado da proposi¢ao, pois a soma dos pesos é
referente ao brago AC da balanca.

Ou sgja,
3-23 +iZi:Pi (% -3= Ay ..(4)
Onde,
DLECEERC

a expressdo (5) € identificada na proposicdo acima como soma triangular de 4, 0, 7 do
brago BA e a soma triangular do outro brago CA, 9 e 8. Isto &, atribuindo valores para x:

x=1,...,6.teremos que a expressdo (5) € nula, restando apenas a soma dos pesos

multiplicada pelo nimero de pesos do bragco CA, a saber, igual a soma triangular da
balanca BC.

Proposicéo |

2° pPASCAL p. 132.



93

Digo gue a soma simples dos pesos, multiplicada tantas vezes
guantos os pontos em toda balanca, esta para a soma triangular de todos
0s pesos, a comecar pelo lado que se queira, por exemplo, pelo lado C,
como 0 nimero de pontos que estédo ha balanga toda para o nimero de

pontos gque estdo no braco por onde se comeca a contar, isto é, (nesse
exemplo) no braco CA.

7.0.4.5.9.8. 7.0.4.5.9.8.
7.0.4.5.9. 7.0.4.5.9.8.
7.04.5. 7.0.4.5.9.8.
7.04. _
7.0. 7.04.5.9.8.
7. 7.0.4.5.9.8.
7.0.4.5.9.8.
99. 198.

Digo que a somatriangular, 99, estd para a soma dos pesos multiplicada por sua quantidade, 198, como a quantidade de pontos do
braco CA, a saber 3, para a quantidade de todos os pontos, a saber, 6.

[Demonstracéo]

Porgue (na figura) a soma triangular de todos os pesos € igual
(pela precedente) a simples soma dos pesos multiplicada pela quantidade
de pesos que estdo no brago AC, e que estéo aqui acima da barra. Ora, a
soma dos pesos, multiplicada por essa quantidade de pontos do braco AC,
esta visvelmente para a mesma soma dos pesos, multiplicada pela

quantidade de pontos da balanca toda, como uma dessas quantidades et
paraaoutra.’

Eis como pode ser entendida em termos de razdes a proposi¢ao acima:

=i _ n(nmeros de pontos dabalanca)
ZABC n(numero de pontos do bragoC)

Onde n, na primeira parte da razéo, é o nimero de pontos da balanca.

Proposicéo 111

As mesmas coisas sendo postas: digo que a soma triangular dos

pesos, a comegar por um dos lados, como pelo lado C, esta para a soma
triangular dos mesmos pesos, a comecar pelo outro lado B, como o

29 pASCAL, p. 132-3.
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nimero de pontos que estdo no bragco AC, por onde se comegou a
primeira vez, para 0 niUmero de pontos que estdo no brago BA, por onde
Se comegou a segundavez.

7.0.4.5.9.8. 7.0.45.98.
7.04.5.9. 0.4.5.9.8.
7.0.4.5. 4.5.98.
7.04. 5.9.8.
7.0. 9.8.
7. 8.
99. 132.

Digo que a soma triangular 99, comecando por 8, esti para a
outra soma triangular 132, comecando por 7, como a quantidade dos
pesos do brago 8, a saber 3, para a quantidade de pesos do outro brago 7,
asaber 4.

[Demonstracao]

Porque cada uma dessas somas triangulares esta (pela
precedente) para a simples soma de todos os pesos multiplicados por sua
guantidade como a quantidade de pontos de cada braco para a quantidade
de todos os pontos da balanca toda. Logo, etc.*

Isto &, as razdes sdo feitas entre as somas triangul ares.

ZAC _ n(ntmero de pontos dobrago C)
ZAB n(ndmero de pontos dobraco B)

Pascal estabelece relages entre somas triangulares e simples para encontrar, por
meio de uma razéo, o equilibrio da balanca. Ainda mais, estende essas rel agdes para outros
tipos de grandezas, como linhas curvas, superficies planas e curvas, bem como para
solidos.

Desse modo, é dada uma trilinha (ver fig. 4), formada da seguinte maneira: uma
linha curva CB dividida, o tanto quanto se queira, em partes iguais ou desiguais nos pontos
I, G eF. Far-se-a agoraa soma triangular das porcdes Cl, |G, GF e FB, comegando do lado
C. Assim é necessario tomar, primeiro, toda a CFB, mais a por¢éo IFB, mais a porcéo

GFB, mais a porcéo FB.

21 PASCAL, p. 133.
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Figura4

Para encontrar a soma triangular das porcdes Cl, 1G, GF e FB, primeiro toma-as
todas juntas, depois todas exceto Cl, depois todas exceto Cl e |G, e assim por diante.
Soma comegando pelo lado C.

Cl +1G + GF + FB ou alinha CFB

+ G+ GF+ FBoualinhalFB

+ GF + FB ou alinha GFB

+ FB ou alinhaFB

1ClI +2IG+ 3GF +4FB =CFB + IFB + GFB + FB

Soma comegando pelo lado B.

BF+FG+ Gl +1CoualinhaBIC

+FG + Gl + ICoualinhaFIC

+ Gl +ICoualinhaGIC

+ICoualinhalC

1BF + 2FG + 3Gl +4CI =BIC+ FIC+ GIC + IC

O que esta sendo feito € a soma de linhas curvas. O procedimento é 0 mesmo que
aquel e da balanca mostrado anteriormente.

O mesmo raciocinio para a soma triangular das retas IK, GH e FE, que dividem a
trilinha CAB, sera aplicado. A soma triangular das porcdes CIKA, IGHK, GFEH e FBE,
comegando pelo lado CA, é dada como segue.

CIKA + IGHK + GFEH + FBE ou atrilinha BCA



96

+ IGHK + GFEH + FBE ou 0 espaco IBK

+ GFEH + FBE ou o espaco GBH

+ FBE ou 0 espaco FBE

1CIKA + 2IGHK + 3GFEH + 4FBE = BCA + IBK + GBH + FBE

Depois disso, Pascal estd em condicdes de dar um método geral para se encontrar

centros de gravidades de todas as linhas, superficies e solidos.

Para isso, uma quantidade indefinida de planos paral el os e igualmente
distanciados séo determinados. Os planos cortam a grandeza proposta em varias partes
iguais e incluidas por esses planos. O proximo passo é considerar trés planos na grandeza
proposta, dois nos extremos e 0 outro passando pelo centro de gravidade. Umalinha
conduzida perpendicularmente de um extremo ao outro, que passa pelo centro de
gravidade, fica dividida em duas porcdes. A linha, que mede a distancia entre os planos
extremos, € chamada a balanca da grandeza proposta, e suas duas por¢des que medem a
distancia entre os planos extremos sdo conhecidas como os bracos da balanca. Agora pode

ser estabel ecida a razéo entre os bragos da balanca com as somas triangul ares:

Digo que um dos bracos esta para o outro (isto € que a
disténcia entre o centro de gravidade da figura e um dos planos extremos
esta para a distancia entre 0 mesmo centro de gravidade e o outro plano
extremo) como a soma triangular de todas as porcles da figura, a
comegar pelo primeiro plano extremo, para a soma triangular dessas
mesmas porc¢des, a comegar pelo outro plano extremo.?*

A fim de exemplificar essa Ultima citac8o, vérias grandezas foram propostas.
Primeiramente para uma linha curva CB (ver a fig. 4), sendo cortada em um numero
indefinidos de partes nos pontos C, |, G, F, B, por uma quantidade indefinida de retas
paralelas e com amesma distancia CA, IK, GH, FE e BO. A reta AB pode ser determinada
em qualquer lugar, desde que sgja perpendicular aguelas outras retas, cortando 0s extremos
nos pontos B e A, interceptando também a reta que passa pelo centro de gravidade, nesse
caso sendo marcado com o ponto T. A reta BA sera abalanca, enquanto TA e TB serdo os
bracos dela.

“Digo que o braco TB estard para o brago TA como a soma triangular das porcées

da linha, a saber, as por¢bes BF, FG, Gl, IC, a comegcar do lado de B, para a soma

22 pASCAL, p. 134.
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triangular das mesmas porcdes a comecar do lado de C.”**® Ou segja, a soma triangular

comegando do lado B:

BF+FG+ Gl +ICoualinhaBIC
+FG + Gl + ICoualinhaFIC
+ Gl +ICoualinhaGIC
+ICoualinhalC
BF +2FG + 3Gl + 4CI =BIC+ FIC+ GIC + IC

Soma triangular comegando do lado C:
Cl +I1G + GF + FB ou alinha CFB
+ |G+ GF + FB ou alinha|FB
+ GF + FB ou alinha GFB
+ FB ou alinhaFB
1CI + 21IG + 3GF + 4FB = CFB + IFB + GFB + FB

De acordo com a Proposicéo |11, teremos a razéo:

TB _ 1BF+2FG + 3Gl +4Cl
TA 1Cl +2I1G + 3GF + 4FB

As outras grandezas propostas séo um plano, com a trilinha CBA, uma superficie
curva CYZBFC e um sdlido YCFBAC, para as quais sdo feitas as mesmas raz0es entre 0s
bracos e suas respectivas somas triangulares, ou sgja, TB esta para TA como a soma
triangular dos pesos comegando pelo lado de B, esta para a soma triangular dos pesos
comecando pelo lado de C.

Pascal adverte dizendo que o processo de divisdo, a saber, os pontos de divisdo da
balanca podem ser feitos inUmeras vezes, assim surge “[...] uma nova balanca que ndo
diferira da primeira a ndo ser por uma grandeza menor do que qualquer uma dada [...]"**.
Da mesma maneira “[...] o centro de gravidade da balanca se encontrara ainda em uma

dessas novas divisdes, ou estara separado por uma distancia menor que qualguer uma dada

213 pASCAL, p. 134.
24 PASCAL, p.134.
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0 que ndo mudaré as razdes.” > Entao, tem-se que a proporcao existira na nova balanca e
consequentemente existira também na outra, e assim por diante.

Ou sgja, novamente esta sendo feita a relagdo entre a grandeza discreta e continua.
Com o processo de divisdo é indefinido, pode-se passar da grandeza discreta, vista nas
balancas semelhantes as de Arquimedes, para as continuas onde sera considerada toda a
curva, a superficie, ou o sdlido em questdo. Assim 0s pesos estardo distribuidos
indefinidamente, a saber, de maneira continua.

Ao aplicar o processo de divisdo € utilizado o recurso dos indivisivels, ou sga, 0s
retangulos compreendidos entre as ordenadas e as porgoes do eixo (ver fig. 4) sdo
peguenas porgdes que tem uma base, t&0 pequena quanto se queira, e um comprimento de
acordo com a trilinha. Garante que tudo o que é mostrado por meio do indivisivel também
pode ser mostrado com o rigor e a maneira dos antigos (pelo método de exaustdo). Nao vé
nenhuma dificuldade em usar a linguagem dos indivisiveis. Afirma que (ver fig. 1) as
ordenadas ZM, conduzidas a partir dos pontos Z até os pontos M do diametro, compdem os
retangulos, e expressa a soma de linhas é apenas uma maneira de falar do objeto que se
estuda. O que quer dizer na verdade, é que o0 espaco do semicirculo serd formado pelas
somas de todos os retangulos que o exaure. Percebamos que os pontos Z, no diametro CF,
podem estar tdo proximos quanto se queira de maneira que a base tenda a zero, tendo
tantos retngulos que se queira.

Pascal enumera exemplos de como as linhas ZM (ver fig. 1) podem ser
multiplicadas por outras porcdes, por exemplo, pelo dobro do didmetro da figura 1,
formando outro espaco; nesse caso, a soma das linhas ZM formara um espago gque sera o

dobro da semicircunferéncia, ou sgja, uma semi-elipse (ver figura ).

M
M
C { Z < Z F
Figurab

Com respeito a linhas curvas deve-se ter em mente, por exemplo, nafigura 1 que

a soma dos arcos CM é entendida como a soma de retangulos compreendidos em cada um

45 PASCAL, p.134.
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dos arcos CM “[...] estendidos em linha reta, e por cada uma das pequenas porcdes iguais
do didmetro ZZ, 7Z, etc.”
Em seguida é apresentado 0 mesmo método geral para os centros de gravidades

enunciado de outro modo. Ou sgja

Uma grandeza qualquer sendo proposta, como foi dito, e a
mesma ordem de planos que a corta:

Digo que a soma de todas as porgcdes dessa grandeza
compreendida entre um dos planos extremos e cada um de todos os
planos esté para a grandeza toda tomada tantas vezes, isto €, multiplicada
por sua balanga, como o brago sobre 0 outro plano extremo, isto € como
a disténcia entre seu centro de gravidade e esse outro plano extremo esta
para abalanca. %’

Nessa citagdo existe a idéia de generalizar o
método para encontrar centros de gravidade
das grandezas discretas para as continuas.

248 _TA 248 T8
CFB-AB AB CFB-AB AB’

Eis outro modo de relacionar grandezas:
“Digo que a soma de todas as porcdes da grandeza compreendida entre um dos
planos extremos e uma qualquer de todos os planos, € igual a grandeza toda multiplicada

pelo seu brago sobre o outro plano extremo” '8

D> A, =CFB-TA ou Y A, =CFB-TB.

A figura 4 é dada como exemplo do enunciado acima e a linha proposta é CFB:
“digo que a soma das porcbes CFB, IFB, GFB, FB, é igual alinhatoda CFB, multiplicada
pelo brago TA.”*° Ou seja, cada uma dessas porcBes é equivalente, respectivamente, a
soma triangular comecando do lado de C, a saber, Cl, I1G, GF e FB. Onde a linha BA € a
balanca dividida em um nimero de partes iguais nos pontos E, H, K etc., esses pontos de

divisdo nada mais sdo do que pesos, isto &, Cl, |G, GF, e FB. No ponto H encontra-se o

216 pASCAL, p.135.
2" PASCAL, p. 135-36.
Z8pASCAL, p.136.
21 pASCAL, p.136.
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centro de gravidade T.??° Pascal conclui, pela proposicdo |1 (“asoma triangular de todos os
pesos é igual a simples soma dos pesos multiplicada pela quantidade de pesos que estéo no
brago”), que a soma triangular Cl, 1G, GF e FB € a mesma coisa que a CFB multiplicada
pelo braco TA. Da mesma maneira, a soma triangular datrilinha ABC comegando em B, é
igual ao espago BCA multiplicado pelo brago TB. De modo anélogo para os solidos.

Tudo o que é falado a respeito das linhas CFB, IFB, GFB e FB, deve ser
entendido como a soma dos reténgulos compreendidos por cada uma dessas linhas com as
porcoes BE, EH, HK e KA. Desse modo, a soma dos retangulos forma um plano.
Similarmente, a soma dos espagos BCA, EFCA, HGCA e KICA sdo multiplicadas pelas
mesmas por¢des BE, EH, HK e KA, formando pequenos solidos prismaticos, de mesma
altura, a soma dos quais origina um slido.? Para multiplicacdo de sdlidos pelas porcdes,
éfeitaumaressalva

Deve-se entender a mesma coisa para a soma dos solidos, visto
gue é preciso entender do mesmo modo que eles sgam todos
multiplicados por essas mesmas porcdes iguais, ou pelo menos (se ndo
quiser admitir uma quarta dimensdo) que se tome tantas linhas retas
guantos estegjam entre elas na mesma razdo que esses solidos, os quais
sendo multiplicados cada uma por cada uma dessas partes iguais BE, EH,
etc., formardo um plano que servird do mesmo modo para encontrar a
raz&0 procurada.®?

Pascal ndo diz que ndo poderia haver uma quarta dimensdo, mas como esta
trabalhando com conceitos geométricos, isto €, com a forma geométrica das figuras,
restringe-se a trés dimensdes. Tanto que troca os solidos por linhas — que formardo planos,
quando multiplicadas pelas por¢des BE, EH, etc., - a fim de possibilitar as dimensbes

geométricas.

Eis um exemplo onde é aplicado o método para encontrar o centro de gravidade.
Corolario |

Se a grandeza é dada e a soma de todas as suas por¢des compreendidas
entre um dos planos extremos e cada um dos outros planos e que a
balanca sgja também dada:

Digo que os dois bragos serdo também dados.

Seja proposta, por exemplo [fig. 6], a linha curva da semicicléide AYC,
aqua sga suposta dada em grandeza e que se saiba que ela é o dobro do

220 PASCAL, p. 136.
22! PASCAL, p. 136.
%2 PASCAL, p.136.
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eixo CF que sgja também dado. Seja também suposto que tendo tomado
as ordenadas ZY, cortando o eixo em Z, em um numero indefinido de
partes iguais, e a cicléide nos pontos Y, a soma de todas as porces CY
da curva sgja também dada.

Digo que a distancia entre o centro de gravidade dessa curva AYC e a
reta AF serd dada.

Porque a soma de todas as curvas CY € dada por hipoétese; e sabe-se com
efeito, alias, que essa soma é o dobro da soma das retas CM, conduzidas
de C aos pontos onde as ordenadas cortam a circunferéncia ou da soma
das retas ZO (gque sgjam as ordenadas da parabola COG, da qual CF sgja
0 eixo, daqua o lado reto sgjaigua a mesma CF; porque entdo cada CM
guadrado, ou FC em CZ, isto é, o retdngulo FCZ sera igua a ZO
guadrado): e assim a soma das linhas curvas CY é o dobro do espaco da
parabola CFG, o qual sendo os dois tercos de CF quadrado, a soma das
curvas CY serdigua aos quatro ter¢os do quadrado CF.

Mas (pela precedente) a mesma soma € igual ao retangulo compreendido
pela curva CA (ou por duas vezes a reta CF) e pelo brago da curva sobre
AF. Portanto quatro tercos do quadrado CF so iguais a duas vezes CF,
multiplicada pelo braco procurado sobre AF; portanto esse brago € dado,
e é igual aos dois tercos da CF, porque os dois tercos da CF,
multiplicados por duas vezes CF, s80 iguais a quatro ter¢os do quadrado
de CF*

Interpretemos a citagao:

Sabemos que o comprimento da curva da cicléide é quatro vezes o diametro do

circulo que Ihe originou.

& O
A Z
o .
/ }V i \
P! 7 =2 0
A F G

Figura 6

Assim, o comprimento da semicicldide é duas vezes o didmetro do circulo.

Nesse corolario, Pascal faz uma afirmacdo que ainda ndo nos foi possivel

entender, nem saber como teve conhecimento dela. Ele diz: “Porgque a soma de todas as

curvas CY é dada por hipotese; e sabe-se com efeito, aliés, que essa soma é o dobro da

2 PASCAL, p. 136.
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soma das retas CM [...]". N&o conseguimos compreender 0 que a expressao: “[...] sabe-se

com efeito [...]"quer dizer. Tomamos isso como verdadeiro, contudo deixamos essa

expressdo aberta, para uma futura investigagdo. Seria necess&rio pesquisar quem estava

trabalhando com a ciclGide naguele periodo e da mesma maneira, com a somatriangular.
Desse modo, aceitemos arelagéo

> ,CY=2>CM.
Nesse problema é afirmado que
CM?=FC-CZ=20".

Para nos, Pascal construiu uma pardbola de tal maneira que cada CM fosse
colocado perpendicular areta FC como pode ser vistanafigura6.1.

FzzzozzC

Figura 6.1

Com isso, foi possivel construir a pardbola e estabelecer relagdes entre ela e a
semicicléide.
A relacdo anterior acontece do seguinte mondo: primeiramente vejamos o

triangulo que foi extraido dafigura 6, onde CO = CF .
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& .

—

F
Figura 6.2

Nafigura 6.2 € possivel por meio do Teorema de Pitagoras, encontrar:
No tridngulo CMZ

CM2=CZ?+ZM?2..(1)

E no triangulo ZMO

(C_FT _7M? +(C_F-czj2 e
> 2

Substituindo (2) em (1):

2 2
CMm? :CZZ+(%j —(%—CZJ =CF-CZ

Entdo

CM?=FC-CZ ..(3)

A idéia de Pascal é utilizar a pardbola, curva que conhece, comparando sua area

com adasemicicléide.

Assim, arelagio de CM *com ZO? é encontrada a partir da parébola
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Sendo quey = CZ ex = ZO, temos
CZ-FC=2Z70%...(4)
De(3) e(4)
CM?=FC-CZ=2Z20".
Disso pode-se concluir gue aCM = ZO. Assim a pardbola é conhecida.
Agora procuremos compreender porque “[...] a soma das linhas curvas CY € o

dobro do espaco da pardbola CFG [...]".

Segjaasomadas linhas curvas CY dada por:

2CZ,-CZ,
2CZ,-CZ,+22,2,-2,Z,
2CZ,-CZ,+22,2,-2,2,+2Z,Z,-Z,Z,

2CZ,-CZ,+22,Z, 2,2, +22,Z,- 2,25+ - +2Z, 2.7, .Z..

n“—n-1

2.[n-CZ,-CZ,+(n-1)-2,2, 2,2, +(N=2)- 2,2, 2,2+ - +1-2 ,Z.Z. 7]

Ou
> \CY=2:[n-CZ}+(n-1)-Z,Z;+(n-2)-Z,Z; + -+ +1-Z,,Z}]...(5)

Essa soma sdo os retangulos formados na semicicldide ACF e pode ser vista

conforme afigura 6.3. Lembrando que Z ACY quer dizer asomatriangular dalinha CY.
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Figura 6.3
O primeiro retangulo € dado por
2CZ,-CZ,.

O mesmo raciocinio segue para os demais. Tomamos 2CZ, pelaidéiada somada

curva CY ser o dobro das retas CM. Os retangulos congtituirdo todo o espaco da
semicicloide.
Reescrevamos a soma (5) considerando
CZ, =AZeZ, ,Z, =AZ(detaZz)
t&o pegquena quanto se queira. Obteremos

> ACY=2.[n-AZ?+(n-1)-AZ®+(n-2)-AZ®+ -+ +1-AZ?]...(6)

O proximo passo € encontrar a area da parabola CFG que pode ser estabelecida

como a soma dos retangulos dados por CZ_ - AZ (ne N”). Ou sgia,

A=CZ,-AZ+CZ,-AZ +CZ,-AZ+--+CZ, -AZ.
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Como
CZ,=1-AZ
CZ,=2-AZ
CZ,=3-AZ
CZ,=n-AZ
Temos

A=1-AZ?+2-AZ? +3-AZ*+---+n-AZ%...(7)
Ao compararmos a expressao (6) e (7) € possivel verificar que
> ,CY =2CFG.
Como a parabola € conhecida (o lado reto FG é igual a CF), entdo sua érea pode

ser encontrada. Como vimos anteriormente, Pascal tem um método para encontrar a érea

sob curvasdotipo y=Xx" , assim

2
CFG = 2CF )
Desse modo,
2
Z oY= ACF _
3

De acordo com o Corolério: “[...] (pela precedente) a mesma soma € igual ao retangulo
compreendido pela curva CA (ou por duas vezes a reta CF) e pelo braco da curva sobre
AF.” Compreendemos que a expressao “pela precedente” refere-se a seguinte passagem:
“Digo que a soma de todas as porgdes da grandeza compreendida entre um dos planos
extremos e uma qualquer de todos os planos, é igual a grandeza toda multiplicada pelo seu

braco sobre o outro plano extremo.”
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Desse modo,
> ,CY=CA-TF =2CF -TF .
Sendo T um ponto localizado sobre CF.

2
ACF _2CFTF ouTF =2CTF.

Portanto,

Logo o centro de gravidade da curva AY C encontra-se a dois tercos de CF.

Importante frisar que 0 modo como é feita a relacdo da parabola com a
semicicléide é semelhante ao que Cavalieri utilizava, ou sga, encontrando as retas
correspondentes das figuras estudadas uma a uma, fazendo assim as raz0es entre as retas e
comparando-as com a razéo entre as figuras analisadas. Ou de acordo com 0 segundo
método dos invisiveis, superpondo parte a parte de umafigura na outra.

Até agora vimos como € 0 processo da soma triangular. Eis, entdo, como é
colocada a soma piramidal. Ela € definida de modo semelhante a soma triangular. Para
tanto, sdo tomadas as quantidades A, B e C do seguinte modo:

Primeiramente € tomada a soma triangular de A, B e C. Depois a soma triangular

de B e C; por fim é tomada a quantidade C.

ABC
BC
_C
BC
_C
_C

36

H

O proéximo passo é estabelecido mediante a soma triangular, tomada duas vezes,

removendo a primeira soma triangular, essa que € separada por uma barra dupla.



108

ABC

Assim tem-se como resultado uma vez a primeira quantidade A; quatro vezes, a

segunda B; e aterceira C, nove vezes.
O que é equivaente a sequiéncia dos nimeros naturais el evados ao quadrado. Com

isso, Pascal pode comparar as somas com as sequiéncias encontradas no triangulo

aritmético.

E isto é facil de demonstrar pela natureza das combinacGes que
formam estas somas triangulares e piramidais, que é tal:

Nas somas triangulares, a primeira grandeza se toma uma vez, a
segunda 2 vezes, a terceira, 3 vezes etc., de acordo com a ordem dos
ndmeros naturais. E nas somas piramidais, a primeira grandeza se toma 1
vez, a segunda 3 vezes, a terceira 6 vezes, etc, segundo a ordem dos
nameros triangulares. Ora, todo numero triangular tomado duas vezes e
diminuido de seu expoente, € 0 mesmo gue o quadrado de seu expoente:
como, por exemplo, o terceiro nimero triangular 6, sendo dobrado, € 12,
que diminuido do expoente 3, restam 9, que é o quadrado de 3.%*”

Ou sga, se tomarmos

Z4PASCAL, p. 137.
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2(1+3+6+---+@)—(1+ 2+3+-n) =L +2°+3F +---+n?)

Temos que duas vezes a soma piramidal menos a soma triangular é igual a soma
dos n primeiros nUmeros naturais elevados ao quadrado. Posto isso, é apresentada uma
aplicacdo com linhas retas ou curvas.

Outra vez Pascal faz a relacdo de grandezas discretas com continuas, ou seja,

estende o resultado aritmético para o continuo.
4.3.2 Soma: Simples, Triangular e Piramidal

Seja 0 eixo BA datrilinha BAC dividido em tantas partes quanto se queiraE, H e
K. Desses pontos sdo conduzidas as ordenadas CA, IK, GH, e FE. A soma simples delas é
igual atrilinha toda. Lembrando que a soma das ordenadas € estabelecida com relacéo ao
retangulo que é formado com a base (ou eixo), ou sgja, CIKA + IGHK + GFEH + FBE ou
atrilinha BCA. Conforme a regra referida no tratado Postestatum Numericarum Summa, a
soma dos retangul os, ou das ordenadas, corresponde a area sob a curva.

A soma triangular daguelas mesmas ordenadas, comegando do lado da base CA,
da figura 4, “[...] € a mesma coisa que a soma dos retangulos compreendidos por cada

ordenada e por sua distancia da base, isto é, a soma dos retangulos IK em KA, GH em HA,

FE em EA.”?*® Desse modo, IK-KA, GH-HA e FE-EA, entre outros, formam vérios planos
que reunidos fazem um solido (ver figura 7). Como as distancias AK, KH e HE sdo iguais,
e tomando AK =1, AH = 2 e AE = 3, tem-se que 1IK, 2GH, 3FE e assim por diante. Ou

seja, isto nada mais é do que a soma triangular como vista anteriormente. %

25 PASCAL, p. 137(grifo nosso).
%26 Cf. BARON, 1969, p. 200-1.
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Figura ¥

“Digo do mesmo modo que duas vezes a soma piramidal dessas mesmas
ordenadas, a comecar pelo lado da base CA, é igual a soma dos sblidos feitos dessas

mesmas ordenadas multiplicadas cada uma pelo quadrado de sua distancia da base; isto é, a
IK em KA quadrado + GH em HA quadrado, etc.”?’ Isto &, IK - KA? + GH - HA? , e assim

por diante. Por exemplo: IK - KA*faz parte da soma dos solidos. Sendo KA =1, HA = 2,
FE = 3 etc,, tem-se 1lIK + 4GH + 9FE. Segundo Pascal: tomando duas vezes a soma
piramidal ela seraigua a 11K + 4GH + 9FE. Notemos que é desprezada a subtragdo da
somatriangular. Isto pode acontecer porgue a soma triangular tem uma dimensdo a menos
que a piramidal e segundo as regras dos indivisiveis o resultado ndo é alterado, ou sgja,
“[...] € amesma coisa que um ponto em relagdo a uma linha, ou que uma linha em relagdo
aum plano, ou um plano em relacéo a um sblido, ou enfim que um infinito em relacdo ao
n 228

infinito; o que ndo muda aigualdade.”.

Para Pascal

[...] a soma piramidal das mesmas ordenadas faz um plano-plano,
composto de tantos sdlidos quantas porgdes existam no eixo, 0s quais
solidos sdo formados cada um pelas somas triangulares particulares, da
qual asomatota faz a soma piramidal. Porque sua soma piramidal toma-
se assim: primeiramente tomando a soma triangular de todos, que faz um
sélido, como acabamos de dizer; e em seguida a soma triangular de todos,
exceto a primeira, que faz um outro sdlido, etc. E assim, tantas quantas

22T PASCAL, p. 137-8.
28 PASCAL, p. 138.
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divisBes haja, havera também sdlidos, os quais, sendo multiplicados cada
um por uma das pequenas divisdes do eixo, formardo tantos peguenos
plano-planos de mesma altura, quanto todos juntos fazem o plano-plano
do qual setrata?®

A soma piramidal é tratada como soma de solidos. Quando Pascal diz “a soma

piramidal das mesmas ordenadas faz um plano-plano” esta tratando da quarta dimens&o.

Como seu método € geométrico, reduz a quarta dimensdo para algo que possa ser

manipulado, como plano-plano.

%2 pPASCAL, p. 138.
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V — Consideragdesfinais

Ao apresentar um projeto, na area de Historia e Filosofia da Matemética, ndo é
simples propor as bibliografias, a metodologia, e quais objetivos serdo desenvolvidos sem
ter iniciado a pesguisa. Claro que, para comegar um trabalho é necessario um objetivo.
Porém ele € mais amplo do que se espera, e sO é delimitado depois de terem sido feitas as
leituras.

Quando iniciamos o estudo, procuramos 0 maior nimero de fontes possiveis. Em
um primeiro momento, todas elas foram secundarias. Nelas encontramos descricdes das
atividades de Pascal, bem como conceitos de outros matematicos que possibilitaram maior
compreensdo do tema que tratamos. Para descrever o quarto capitulo e parte do terceiro,
pesquisamos nas fontes primérias.

De fato, cada livro, artigo e tese que consultamos trouxeram inspiracéo para
buscarmos outras referéncias. A maioria da obras quando necessario foram traduzidas.

Toda traducdo por mais fiel que possa ser ndo consegue expressar o texto em sua
totalidade. Expressdes proprias da lingua, muitas vezes, levam-nos a criar neologismos.
Por exemplo: a palavra “infinitary”, ndo possui em portugués uma que traduza seu
significado, nds atratamos como “infinitaria’.

Outros pontos relevantes sdo as expressdes caracteristicas da propria época.
Procuramos ter o cuidado, quando um autor € parafraseado, em utilizar palavras que
contemplassem o que queria dizer. Tarefa essa que nos fez revisar constantemente o que
€screvemos.

Ao andlisar textos antigos, nos deparamos com muitas dificuldades. Umadelas é a
linguagem matemética. Isso fez com que reproduzissemos as informagfes antigas por
vérias vezes. Por exemplo, a fim de compreender o tratado de Soma de Poténcias
Numéricas, foi necessario reescrever muitas vezes o enunciado das regras gerais que
definiam a soma de poténcias numéricas.

Do mesmo modo, foi extremamente complexo analisar o Corolério | apresentado
no capitulo IV. Tanto que sua resolucéo ficou aberta possibilitando outras investigacoes.
Com os outros textos, ndo foi diferente.

Para nés as obras que se referiam a matematica do século XVII foram
imprescindivels, pelo fato de que nesse periodo “a matemética pura desenvolveu-se com

passo extremamente rpido, [...]. Em menos de um século, dgebra, geometria projetiva,



113

teoria da probabilidade, o calculo e outras areas, atamente significativas, da matemética
alcancaram a sua plena maturidade.”

As pesquisas daguela época estavam sendo amplamente discutidas e formalizadas,
teorias foram propostas e métodos elaborados. Com isso, € possivel constatar que existiram
varios modos de solucionar um problema, como de integracdo. Entéo, perguntamo-nos
como fazer o tratamento de tanta informagdo em poucas paginas? Diante dessa situacéo,
construimos e refizemos apenas parte da obra matemética de Pascal. Ja os outros textos
que consultamos foram apenas comentadas as idéias e relatados alguns procedimentos
usados para solucionar problemas matematicos de integracéo.

Nosso objetivo estava centrado em mostrar que as realizagdes mateméticas de
Pascal, em particular as integragcOes podem ser vistas tanto como antecipacOes das idéias
formais do Calculo, quanto pela contribuicdo historica de sua estruturacéo e formalizagéo.

Quando examinamos a Ultima citacdo, pudemos observar que vérios ramos da
matematica, alcancaram sua plenitude naquele momento. Isso pode ter sido impulsionado
tanto pelas varias disputas mateméticas, como pela necessidade de reestruturacdo de teorias
gue proporcionassem seguranca com o fazer matemético. Esse € o caso da ampla discussao
sobre como compreender o indivisivel e o infinitamente pequeno (ou infinitesimal)
relacionado com o continuo.

A partir das discussdes e das exposicdes de idéias referentes ao indivisivel e
infinitesimal, entendemos que eles sdo elementos distintos. O continuo analiticamente é
composto por infinitesimais. Por exemplo, o segmento, a superficie e o sdlido séo
constituidos por elementos infinitamente pequenos de mesma hatureza respectivamente.

Ja o indivisivel faz parte da magnitude continua. Segundo Bradwardine, a
magnitude continua contém um ndmero infinito de indivisivels, porém elas ndo o
constituem?*".

Tratando-se dos processos de integragdo, notamos que varios matematicos
desenvolveram métodos e técnicas que chegaram muito perto, do que conhecemos hoje
como o Teorema Fundamental do Céllculo. Em nosso estudo, ndo abordamos a idéia da
derivada. Mostramos gque no tratado da Soma de Poténcias Numeéricas, existe um resultado
que é muito proximo da idéia moderna de integral, fazendo relacbes de grandezas

continuas com as poténcias numeéricas.

#0 M ANCOSU, 1996, p. 9.
#1 BOYER, 1986, p. 179.
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Da mesma maneira, na carta de Dettonville a Carcavi, sdo apresentadas idéias
tanto para encontrar centros de gravidades quanto para integracdo, como caracteristica do
pensamento matematico de Pascal, € feita também a passagem da grandeza discreta para a
continua.

Pascal, assim como outros matematicos em diferentes periodos histéricos, estava
interessado em desenvolver um método que fosse eficaz para solucionar problemas de
integracdo. A maneira como utilizou os indivisiveis, em suas obras, possibilitou-lhe
encontrar algo que se assemelhasse a idéia moderna de integracdo. Por exemplo, na
equacdo 1, quando despreza quantidades de ordem inferior, tomando apenas a quantidade

de maior grau, vimos a estreita relacdo que existe com:

n"  p+1
Em termos modernos

N nft

J' jPdji = :

5 p+1

k k k k
(k+1) P = C]r;+12 J P+ C;ilz J p_1+Cg+lz J P2 +"'+C§+1Z J +(1+ k) ( l)
= -1 = =1

Nesse sentido, a compreensdo matematica desse trabalho pode ser vista em dois
vieses. No primeiro evidenciamos gue houve contribuic¢des significativas relacionadas aos
processos de integracdo, por exemplo, quando sdo feitas as relacbes com o triangulo
aritmético, a saber, com a soma simples, triangular e piramidal.

O gue estudamos pdde revelar algumas caracteristicas de como a matemética
estava sendo realizada naquela época, ou sgja, pudemos notar que havia a preocupacao
com o estabelecimento de métodos que pudessem solucionar quaisquer problemas
matematicos. 1sso aparece no discurso, por exemplo, no tratado de Soma de Poténcias
Numéricas, onde é relatada a possibilidade de quadrar qualquer género de curva utilizando
osindivisiveis.

Quando Pascal diz:
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Desgei juntar essas poucas observacdes, familiares agueles que
praticam com os indivisivels, a fim de fazer ressaltar a ligacdo, sempre
admirdvel, que a natureza, apaixonada pela unidade, estabelece entre as
coisas mais distanciadas na aparéncia. Ela aparece neste exemplo, em que
vemos o céculo de dimensdes de grandezas continuas ligar-se a soma de
poténcias numéri cas.*

Ou sgja, aém de fazer a passagem do discreto ao continuo acrescenta que: “[...]
tudo isto que é demonstrado pelas reais regras dos indivisiveis se demonstrara também
com o rigor e & maneira dos antigos; [...].”%* Para ele, essa técnica poderia ser eficaz tanto
guanto os métodos dos antigos gedmetras.

Importante frisar que a passagem de grandezas discretas para as continuas é feita
em varias passagens de suas obras. Por exemplo, na carta de Dettonville a Carcavi, é
desenvolvido um método para encontrar centros de gravidades realizado com o auxilio de
uma balanca. Nessa balanca primeiramente sdo considerados pesos, colocados um a um
com 0 mesmo espacamento entre eles. Com tudo, é estabel ecida a passagem das grandezas
discretas para as continuas. Entéo, os pesos sao considerados distribuidos ao longo de toda
a balanca, ou segja, de modo continuo. Outra vez pode-se verificar a admiravel relacdo
existente entre as grandezas tratadas.

O segundo viés é referente a exploracdo das idéias mateméticas de Pascal e por
meio do seu modo de traté-las, exemplificamos como os resultados matematicos, antes de
serem formalizados, passaram por varias tentativas de estruturacdo, assim como de
formalizacéo.

Acreditamos gque nossa contribui¢do, entre outras, para a Educagdo Matemética é
apresentar 0 processo heuristico de umateoria. Com isso, 0s conceitos podem tornar-se um
pouco mais compreensivos. Essa foi uma das intengdes, tanto do capitulo 111 quanto do V.
Neles destacamos as técnicas de integragdo dos antigos gedmetras gregos, dos matemati cos
dos séculos XVI e XVII e em particular no quarto capitulo as de Pascal.

Nosso trabalho de maneira alguma abrangeu toda a producdo matemética de
Pascal. Sabemos da possibilidade de ser realizado outro estudo sobre o processo de
integracdo, por exemplo, no Traité des trilignes rectangles et de leurs onglets (Tratado da

trilinhas retangulares e de suas unhazinhas), onde sdo construidos solidos a partir de uma

%2 pPASCAL, 1908, p. 367.
%3 PASCAL, 1963, p.135.
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trilinha e de uma figura adjunta. Esse modo de construir sdlidos ja era feito por Grégoire
De Saint-Vincent®®* (1584-1612).

Outra obra importante € o Traité des sinus du quart de cercle (Tratado dos senos
num quadrante de um circulo). Esse tratado foi visto por Leibniz e deu-lhe a idéia de
estabelecer a relacdo entre tangentes e quadraturas por meio do tridngulo caracteristico ou
diferencial. >
Ou sgja, existe uma gama de possibilidades para fazer um estudo dessa natureza,
talvez, sem esgotéa-lo.

Durante a pesqguisa tivemos a preocupacdo de ndo cometer incoeréncia com o que
escrevemos. Apresentamos a nossa versdo dos fatos. Os dados foram obtidos de fontes
onde o leitor poderd, ao estudé-las, ter talvez outra interpretacdo. Com tudo, ndo omitimos

nossa responsabilidade com o que foi registrado.

24 Cf. BARON, 1969, p. 135-148.
#5 BOYER, 1963, p 299.
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