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Resumo

Neste trabalho sao apresentadas as solucoes da equacao de movimento classica para
uma particula sujeita ao potencial de Morse Generalizado. Nesse potencial, utilizando
parametros adequados recupera-se o potencial de Morse na sua forma conhecida. Essa mesma
resolucao também foi feita para potenciais simétricos de Morse. Este estudo foi realizado
pensando no modelo mecanico do Acido Desoxirribonucléico (DNA), mais especificamente,
na simulacao das pontes de hidrogénio entre os pares de base. As equagoes de movimento sao
tratadas como classicas, pois algumas propriedades do DNA permitem a essa molécula um
tratamento deste tipo. Manipulando-se classicamente, a resolucao da equacao de movimento
é bastante simples e, através de técnicas de integragao, encontra-se uma solucao exata para
o potencial em questao. Poucos trabalhos sao vistos na literatura com o potencial de Morse

num estudo classico, o que foi mais um incentivo para o desenvolvimento desse resultado.



Abstract

This study presents the solutions of classical motion equation for a particle subject
to a Generalized Morse Potential. With this potential are using appropriate parameters one
can recover the Morse potential as it is usually known. The same work had been done for
symmetric Morse potentials. The main motivation for this work are the mechanical models
for Deoxiribonucleic Acid (DNA), more specifically, the H-bonds simulation between base
pairs. The motion equations are discussed in a classical level, because some DNA properties
allow these treatment. In Classical way, the resolution of motion equation is very simpler.
Applying integration tecniques meets an exact solution when the Morse Potential is employed
in this equation. There are few Classical Morse Potential studies founded in the literature.

Due to this fact, it was an impulse to develop this result.



Capitulo 1

Introducao

Em 1929, Philip McCord Morse divulgou seu trabalho sobre o comportamento de
moléculas diatomicas [1], onde foram apresentados resultados sobre modos de vibragao,
dinamica molecular e quantidade de energia para esses sistemas. Nesse estudo, Morse utilizou
um potencial do tipo nao-linear, com a capacidade de simular um sistema nao-confinante.
Esse novo potencial pode substituir o potencial harmonico no estudo de oscilagoes com re-

sultados satisfatérios quando comparados com aqueles obtidos experimentalmente.

Analisando as moléculas diatomicas, Morse percebeu que um potencial escrito em
termos de exponenciais poderia descrever bem as propriedades vibracionais e a dissociacao
da molécula. Dai em diante, o potencial de Morse foi amplamente utilizado para descrever
aspectos fisicos para varios sistemas, particularmente do ponto de vista quantico (vide, como

exemplo, [2, 3]).

Em Mecanica Classica o uso do Potencial de Morse permaneceu bastante restrito.
Sao poucos os trabalhos encontrados na literatura onde o potencial de Morse é discutido
para sistemas cldssicos. Vale a pena ressaltar o trabalho de DeMarcus [4], que determina
uma solucao para a equacao de movimento classica usando esse potencial. Entretanto, esse
trabalho deixa obscuras as constantes relacionadas com as condigoes iniciais do problema.
Como ferramenta importante deste trabalho, em anexo é apresentada uma reproducao do

artigo (em processo de publicagdo) que descreve passo a passo a técnica utilizada para a



solugao da equacao de movimento no caso classico.

Mais recentemente, foi impulsionado o interesse em manipular o potencial de Morse
na forma classica. Nos tltimos anos, ele tem assumido papel importante na construcao de
modelos tedricos para a molécula de Acido Desoxirribonucléico (DNA). Nesse contexto, o
potencial de Morse é utilizado para estudar a energia das ligagoes de hidrogénio[5, 6]. Seu
estudo ¢é feito classicamente devido ao comprimento de onda associado a distancia entre os
nucleotideos, cuja medida é da ordem de décimos de angstrons, ser bem menor em relagao ao
tamanho dos nucleotideos, que tem seu tamanho na ordem de unidade de angstrons. Assim,

nao se faz necessario um tratamento quantico do problema.

O estudo sobre a molécula de DNA tem sido realizado por pesquisadores de diferentes
areas. A complexidade do sistema representado por esta molécula deixa em aberto diversos
aspectos: classes de ligacoes, formas estruturais de seus componentes e suas propriedades,
manipulagao e armazenamento de informagoes, captacao de energia para a realizacao de
vérios processos, entre outros[7]. Com o objetivo de tratar os problemas com mais facili-
dade, tem sido utilizado modelos que simplificam o tratamento dessa macromolécula. Esses

modelos tém permitido encontrar resultados bem expressivos experimentalmente.

Nestes estudos do DNA, a Fisica tem colaborado no sentido de trabalhar com varios
tipos de problemas: estrutura, dinamica, comportamento, entre outros [5]. Vérias conclusoes
importantes foram obtidas através de técnicas como: raio-X [8], fluorescéncia [9], infraverme-
lho [10], ressonancia magnética nuclear (NMR) [11], dentre outras [12]. Descri¢oes tedricas
foram propostas para simular o DNA, como é o caso do modelo mecanico proposto por
Peyrard e Bishop [13] no final da década de 1980. Neste modelo, a descri¢ao das pontes de
hidrogénio entre os pares de base que compoem o DNA ¢ feita usando o potencial de Morse

unidimensional.

Com o propdsito de alargar as possibilidades de descricao das pontes de hidrogénio
no modelo fisico do DNA, este trabalho estuda um potencial mais geral, chamado de Poten-
cial de Morse Generalizado, obtido a partir de algumas modificagdes sobre o potencial de

Morse, utilizado inicialmente por Peyrard e Bishop [5]. Este potencial tem solucao analitica,



permitindo uma analise ampla dos resultados.

O potencial de Morse Generalizado unidimensional estudado é definido por

U(z) = D(e™™ — 1) + aDe"™ — D (1.1)

onde o é um numero real e b é um parametro proporcional ao valor de a. E importante
comentar que o parametro b deve sempre ter valores negativos para que o potencial em
questao tenha caracteristicas semelhantes ao potencial de Morse, caso contrario o potencial

tende a +oo quando x — +o0.

Estas condi¢oes permitem que haja solugao analitica para a equacao de movimento. O
grafico mostrado na figura 1.1 mostra varias formas assumidas pelo potencial generalizado
para diferentes valores dos parametros. Para a construcao das curvas utilizaram-se os mesmos

valores para a e D, sendo ambos iguais a um e diferentes valores de b e a.

Figura 1.1: Forma dos diferentes tipos de potenciais gerados pelo Potencial de Morse Gene-
ralizado. A curva Azul representa o potencial de Morse (aw = 0). A curva preta tem como
parametros o = 0.5 e b = 0. Na curva verde os parametros adotados foram o = 0.5 e b = —a.
Para a curva vermelha, o = 0.5 e b = —2a. Para todos os casos foi adotado D = a = 1.



Observando a forma do potencial generalizado (figura 1.1) é interessante comentar que
quando o = 0 é recuperado o potencial de Morse, cuja solucao é conhecida. Isso justifica o

uso do nome “Generalizado”, adequando-se melhor a definicao do potencial em questao.

Os graficos que representam estes potenciais possuem formas semelhantes, no que diz
respeito a formacao de um poco, caracteristico do potencial de Morse. Este poco é denotado
como a regiao do grafico onde a energia potencial U(x) tem um mesmo valor para dois
valores distintos de . No entanto, devido aos valores de b e « serem fatores determinantes
na construgao da curva, elas diferenciam-se em relagdo a seu ponto de minimo (fundo do

poco), profundidade(D) e largura(associada ao valor de a).

As solucgoes foram separadas em trés blocos: quando b assume os valores 0, —a e —2a.
Este estudo deve ser feito separadamente ja que o termo exponencial agregado muda seu
expoente e a equagao a ser solucionada sofre uma variacao em seus coeficientes. Em cada

um desses casos « sera incorporado em um coeficiente diferente do polinémio a ser estudado.

Além do Potencial de Morse Generalizado, é realizado um estudo nos casos de po-
tenciais simétricos do potencial de Morse, ja que o método para solucionar a equacao de
movimento usando este potencial é bem semelhante aquele utilizado na forma generalizada.
Um desses potenciais simétricos forma um potencial confinante, o que pode ser um caso

interessante na descricao de sistemas de particulas que estao sempre presas dentro do poco.

Como complemento deste trabalho apresenta-se em apéndices trés topicos correla-
cionados ao assunto desta dissertacao. Como o potencial de Morse é bastante usado em
Mecanica Quantica, no apéndice A é apresentada uma solucao para a equacao de onda de
Schrodinger usando o potencial de Morse, via transformada de Laplace. No apéndice B é
feito a resolucao em detalhes da equacao de movimento classica usando o potencial de Morse.
E o apéndice C apresenta algumas experiéncias baseadas nos conceitos de energia feitas com

alunos de Ensino Médio.



Capitulo 2

Formulacao Newtoniana: o

movimento de uma particula

O movimento estudado nesse trabalho é descrito pelo tratamento classico, ou seja,
as solucoes da equacao de movimento sao encontradas a partir das Leis de Newton. Nesse
sentido, este capitulo dedica-se a definicao dos conceitos envolvidos e apresenta as notacoes

bésicas da Mecanica Classica [14, 15, 16, 17, 18].

2.1 Principio da Inércia

Conhecido como a Primeira Lei de Newton, a qual define o estado de uma particula

[14]:

“Uma particula permanece no seu estado de repouso (se jd estiver em repouso) ou em
movimento (caso encontre-se em movimento) a menos que a a¢ao de uma for¢a sobre ela

obrigue-a a mudar seu estado”.

Ao introduzir esta lei, Newton definiu dois conceitos extremamente importantes: a
quantidade de matéria que compoe uma particula, chamada de massa, e a quantidade de

seu movimento, denotado momento linear. Este segundo conceito é definido como uma
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Figura 2.1: Representacao do Principio da Inércia: apds o corpo ficar livre da acao da forca
centripeta sua tendéncia é permanecer em movimento retilineo constante.

quantidade proporcional a velocidade desse objeto e a uma constante de proporcionalidade
que, neste caso, é a sua propria massa. Equacionando esta defini¢ao, a grandeza momento p

em funcao da velocidade da particula v e sua respectiva massa m é dada por

2.2 Principio Fundamental da Dinamica

O Principio Fundamental da Dinamica, que é a Sequnda Lei de Newton, é uma lei basica
que estuda o comportamento de um sistema em contextos macroscopicos. Para mostra-la,
é necessario denotar uma grandeza que estd associada diretamente com a dinamica dos
corpos, a forca. Em [15] vé-se que‘(...)as forgas que atuam sobre uma particula resultam de
sua interacao com outras particulas, (...) que sdo dadas por Leis de For¢as, que definem F
em termos da situacao em que a particula se encontra”. De maneira geral, esta lei diz que

[16]:

“Um corpo move-se de maneira que a variagao da quantidade de movimento em relacao ao
tempo € igual a for¢a aplicada sobre ele. A direcao e o sentido sao iguais aos da forga

aplicada’.



Sob esse aspecto, matematicamente a forca resultante F das interacoes sobre uma

particula é dado como

(2.2)

ou seja, a derivada do momento linear em relagdo ao tempo t. Usando a equagao (2.1),

considerando o movimento em uma dimensao e a massa do corpo constante, tem-se

=m— (2.3)

e, sabendo que a velocidade é a variagao da posicao da particula em relacao ao tempo

d*x(t)

F =
dt?

(2.4)

dessa maneira tem-se de fato a proporcionalidade entre aceleracao e forga.

2.3 Principio da Acao e Reacao

A Terceira Lei de Newton descreve a atuacao das forcas entre dois corpos distintos

[17] e é chamada de Principio da A¢ao e Reagao:

“Se dois corpos exercem forcas um sobre o outro, entao essas forcas sao de igual magnitude

e em sentidos opostos”.
Em outras palavras, num sistema isolado, a for¢a F; aplicada por um corpo (agao),

a forca Fa aplicada no sentido contrério pelo outro corpo (reagao), de massas m; e my,

respectivamente, verifica-se que

F]_ - —FQ. (25)



Figura 2.2: Forma de se observar a idéia do Principio da Acao e Reagao: em dois corpos
distintos agem uma forca de acao e no outro uma forca de reacao de igual intensidade.

O sinal negativo refere-se aos sentidos opostos das forcas aplicadas. De acordo com a

segunda lei pode-se afirmar que

dp1 _ _dpz

= _ 2.
dt dt (26)

Lembrando a definigdo de momento (equagao (2.1)) é possivel reescrever a equagao

acima da seguinte forma

AL S
at T d

(2.7)

Como a aceleracao (a) de um corpo é dada pela variacao da velocidade em funcao do

tempo, entao

mi.a; = —M9.Ag. (28)

Com isso, usando a rela¢ao (2.8)conclui-se que

mey A (2.9)
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Fica facil perceber que a razao entre as massas ¢é positiva, ja que umas das aceleragoes

tem valor negativo devido ao sentido do movimento desses corpos.

2.4 Comentarios sobre as leis de Newton

Nesta secao sao apresentados alguns comentarios sobre as leis de Newton que merecem
ser mais bem explicadas no que diz respeito as defini¢oes empregadas, e também aos conceitos
implicitos que estao presentes nesse contexto. Esses esclarecimentos vém ao encontro da visao

geral necessaria para o entendimento desses resultados.

A definicao dada para forca ocorre somente na segunda lei, contudo ela aparece no
contexto da primeira. Isso nao resulta num problema grave, pois a sua participagao restringe-

se a um dado qualitativo.

A concepgao de se ter uma massa constante na segunda lei, chamada de massa inercial
pressupoe que tal massa é uma caracteristica particular do corpo e assim, serd a mesma em
qualquer circunstancia. Nao obstante, a forma usual de se atribuir a massa a uma particula
¢ pela comparagao de seu peso com o peso de outro corpo para o qual essa grandeza é
conhecida. Este procedimento é uma consequéncia da segunda lei onde a for¢a atuante sobre
o corpo é somente a forca peso e, desta forma, sua aceleragao é a aceleracao da gravidade,
denotando-a massa gravitacional. No caso da mecanica classica, consideram-se as massas
inercial e gravitacional como sendo iguais. Essa igualdade é bastante 1til para a Teoria da

Relatividade Geral chamado de Principio da Equivaléncia.

Com relacao a terceira lei vale a pena ressaltar que a forca de acao e a forca de
reacao nao podem ser aplicadas em um mesmo corpo, mas sempre em corpos diferentes.
Esse principio pode ser aplicado para um sistema de muitas particulas, desde que haja a

possibilidade de estudar as interagoes entre duas particulas separadamente.

Existe ainda uma outra forma de se explorar a terceira lei. Ela pode ser obtida da

analise do conceito de momento. Partindo da equagao (2.6) tem-se como resultado

11



dpi1 = dp2 d(p1 + p2)
22 ) —== =0 2.10
a dt = it ! (2.10)

isso quer dizer que p; + p2 é constante, para o caso em que nao ha forcas extremas atuando
sobre as particulas. Tal resultado é conhecido como Conservacio do Momento: o momento
linear total p de um sistema de particulas é conservado quando a forca resultante sobre ele

for nula.

2.5 Trabalho e Energia de uma particula
Se uma particula movimenta-se de um ponto X para um outro ponto Y sob a acao de

uma forca F, diz-se entao que esta particula realizou trabalho ou que o trabalho foi realizado

sobre a particula. O trabalho realizado, nestas condigoes, é definido como[17]

Y
ny:/ F.dr. (2.11)
X

Tratando F como a forga resultante tem-se

_ _dvdr ,  dv ~md md, 5 (1
F.dr = m.d—t.%dt =m—, vdt = 5 dt(v.v)dt =5 dt(v Ydt =d <2mv > : (2.12)
1 2 ’ . . . Ve . /7
Sabendo que T = imv é conhecido como a Energia Cinética de uma particula,
verifica-se que
Wxy =T(v)] —T(v) (2.13)
Y X

No entanto, nem sempre é possivel trabalhar com a energia cinética de uma particula.
H& muitos casos em que ha trabalho sem variagao da energia cinética, dependendo somente
das posicoes inicial e final da particula. Essas propriedades sao descritas pela Energia Po-

tencial (U). Assim, uma outra forma de determinar o trabalho é através da variacao de U.

12



Partindo da equagao (2.11) e da defini¢ao da energia potencial fornecida pela forca F tem-se

Y
/ Fdr=U -U (2.14)
X X Y
Entao, para o caso unidimensional, pode-se definir a forca F como
d
F=——U 2.15
o (2.15)

Através destes resultados define-se a Energia Mecanica Total da particula como

E=T+U. (2.16)

Quando a energia potencial nao depende do tempo, ou seja, — = 0 temos que a forga

ot

F é conservativa. Essa conclusao é conhecida como o Principio da Conservacao de Energia

[17]

A Energia mecanica total E de uma particula sujeita a uma forca conservativa € constante

no tempo.

2.6 Equilibrio

Ao se estudar o movimento de uma particula, uma condigao bastante analisada é o seu
equilibrio. O equilibrio pode ser dito Estavel, Instavel ou Neutro. Se o equilibrio é estdvel
significa que a particula, quando perturbada, retorna ao seu estado inicial. Caso ocorra uma
perturbagao e a particula afasta-se do seu estado inicial entao o equilibrio é dito instavel. E

se a perturbacao nao modificar o estado da particula é chamado equilibrio neutro.

Para expressar matematicamente essa definicao de equilibrio, expande-se a energia

potencial U(z) em série de Taylor em torno de um ponto de equilibrio. Por simplicidade,

13



assume-se = 0 ao invés de & = x( (sendo serd necessario uma redefini¢ao de coordenadas).

au 2 (d*U 2 (dBU
— - == === 2.1
Ul(x) U0+x<dm>o+2!<dx2>o+3!<dx3>0+ (2.17)

O potencial Uy para z = 0 é simplesmente uma constante e portanto pode ser definido

Assim,

como zero sem perda de generalidade. Se x = 0 refere-se ao ponto de equilibrio entao,

d
<U> =0 Ponto de Equilibrio (2.18)
dr J

Com a expansao dada na equagao (2.17) e com a defini¢do dada pela equagao (2.18)
tem-se a reducao de um termo na equagao (2.17). Ao se aproximar o suficiente do ponto
de equilibrio x = 0 os termos de ordem maior da expansao acabam tendo valores muito
pequenos e, portanto, a funcao potencial pode ser bem aproximada considerando-se somente
o termo de 2% ordem. A estabilidade do equilibrio ao qual esta sujeita a particula fica restrita

a verificacao da derivada de segunda ordem.

Figura 2.3: Um forma de se observar os trés tipos de equilibrio: um corpo esférico em
diferentes tipos de superficies.

O equilibrio pode ser entao caracterizado por:

d*U R .

) > 0 Equilibrio Estével (2.19)
0

d*U R .

2] < 0 Equilibrio Instavel (2.20)
0

d2
No caso de < i u

2) ser zero, o equilibrio é chamado de indiferente.
x
0

14



2.7 Espaco de Fase

Uma das formas convencionais de visualizar os resultados de uma equacao diferencial
é através de um grafico de espaco de fase que, neste caso, ilustra muito bem a questao
do equilibrio da particula, assim como uma imagem qualitativa do seu comportamento em

funcao das condigoes iniciais.

Em geral, este gréafico é dado pela coordenadas da posicao e velocidade. As curvas
mostradas na figura 2.4 descrevem, como exemplo, o espaco de fase de uma particula sujeita

ao potencial de Morse (equagao (1.1) quando a =0 ).

Figura 2.4: Espago de Fase de uma particula sujeita ao potencial de Morse [18]. Orbitas
fechadas representam valores de energia negativos. Quando E = 0 hd uma separacao entre
orbitas abertas e fechadas. Por iltimo, se a energia mecanica da particula for positiva
formam-se érbitas abertas.

Com as informagoes fornecidas pelo grafico do espaco de fase tem-se uma boa nocao

tedrica para solucionar a equagao de movimento (equagao (2.16)).
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Capitulo 3

Solucao da Equacao de Movimento

O objetivo especifico deste capitulo é encontrar uma expressao para a posicao da
particula sujeita ao potencial de Morse Generalizado e dos potenciais simétricos em funcao
do tempo para determinados valores dos parametros a,b, D e a. Uma forma de conseguir
esse resultado é através da equagao de movimento. Relacionando a equagao (2.15) com a

segunda lei de Newton tem-se:

2
F:md—xz v

—— 1
dt? dx (3.1)

Dessa forma, utilizando o potencial de Morse Generalizado, dado pela equagao (1.1)

e, seguindo os mesmos procedimentos mostrados em [19], tem-se que

dx d

_ —ar __ 2 br
Mo = (D(e 1)? + aDe™ — D) (3.2)
isso quer dizer que
d? 2D 2D Db
i o A 24z a’e ax o ebx =0 (3 3)
dt? m m m
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Colocando % em evidencia e integrando a equacao tem-se

d 2 2D 4D 2aD
(Jf) e T = o0
%U(m)

sendo € a constante de integracao.

O resultado dado pela equagao (3.4) mostra que a constante € estd diretamente rela-

cionada com a energia e associando as equagoes (3.4) e (2.16) conclui-se que

€. (3.5)

Essa conclusao é um resultado valido para todos os casos do potencial de Morse
generalizado, exceto quando b = 0. Os detalhes dessa particularidade serao dados numa

secao deste capitulo.

Manipulando adequadamente os termos da equagao (3.4) tem-se que

-1
x 2D (E
/xo (\/m (D — e—2aw | Qe—axT _ aebx)) der =1 — t; (36)

tal que zy corresponte a posicao no instante t;.

Fazendo a substituicao y = e*® chega-se a seguinte equagao integral

y E 71/2
/ (Dy2 — Ozyng2 + 2y — 1) dy = wo(t — t;) (3.7)
Yi

2Da?
m

onde wy = e t; ¢ o tempo inicial da particula.

A partir dai os desenvolvimentos dessa equacao sao realizados diferentemente para
cada valor de b e o adotado. Devido a essas mudancas nos parametros, se faz necessario a
resolugao da equagao diferencial (3.7) caso a caso. Os valores estudados de b foram 0, —a
e —2a. Nesses casos a solugao é obtida em termos de fungoes elementares. Isso pode ser

visto observando que a equacao integral a ser solucionada em (3.7) nao muda a sua forma,
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isto é, o grau do polinomio nao se altera. Portanto, é possivel utilizar a mesma técnica de
integracao usada para solucionar o potencial de Morse. O reflexo dessas mudancas de o nos

coeficientes pode ser percebido analisando o valor do minimo nesses potenciais.

A resolucao da equagao (3.7) é realizada através de algumas manipulagdes algébricas
de maneira que se obtenha duas fracoes onde aplicam-se substituicoes de variaveis até se

chegar no resultado (vide apéndice B).

3.1 Caso em que a =0: Potencial de Morse

Se utilizarmos @ = 0 no potencial (1.1) tem-se o potencial de Morse. Entao, o potencial
¢ dado por
U(x) = D(e™™ —1)*> - D. (3.8)

Sob essa condigao a equagao (3.7) é reescrita como

D —-1/2
/ <y2 Loy — 1) dy = wolt — ), (3.9)
W \D

i

Neste caso, os resultados obtidos dependem das condigoes iniciais da particula, em
especial, de sua energia, pois para valores diferentes de energia (positivo, negativo ou nula)
as solucgoes encontradas sao diferentes. As solucbes encontradas para particula sem energia
(E = 0), com valores de energia positivos (£ > 0) e com energia negativa (E < 0) sao,

respectivamente

2(#) = L1 <1 i wg(; - t;>2> , (3.10)

(3.11)

x(t) = ClLln (ZE) (\/ 1+ lE)cosh [(g) :
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w]le]

2 Yi — Y2 2
com t; = t; — —arccosh < z_ > » Y1 = —% + % DBE, Y2 = —
v Y1 — Y2

1
vy = (E> * wy. Quando for o caso de energia negativa tem-se

z(t) = Clbln (—g (1 — E;Dcos K_El))QwU(t —t;)])) : (3.12)

&

1/2
2 Y1 — Y

Y1 — Y2
)\ = (—%)1/2 wo-

No trabalho desenvolvido por DeMarcus [4], ¢, ndo é bem definido. Existe uma dife-
renca em relacao a t;, no entanto nao ha nenhum comentario referente a outros valores serem
relevantes em sua determinacao como € o caso, por exemplo, da energia. Outra propriedade
que merece destaque é que t; tem um valor especifico para cada um dos trés casos (F = 0,
E >0e E <0). Estes valores sao fundamentais no estudo do potencial de Morse Genera-
lizado, pois uma variacao nestes resultados provoca uma mudanga expressiva no espaco de
fase descrito pelas equagoes (3.10), (3.11) e (3.12) e, portanto, nos resultados. Esse é um dos
resultados importantes apresentados neste trabalho: a determinacao clara dessa constante,

expressando a dependéncia das condigoes iniciais e das constantes envolvidas [19].

3.2 Caso em que b=10

Quando b = 0, o potencial nao mostra alteracoes significativas na forma do poco em
relacao ao potencial de Morse, apresentando apenas um deslocamento da curva preta da
figura 1.1. Isso é confirmado pela forma da fungdo que descreve esse potencial (equagao
(3.13) quando b = 0). Assim o resultado esperado é o mesmo obtido anteriormente apenas

com um delocamento de energia.
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Neste caso, o potencial adquire a seguinte forma

U(x) = D(e™™ — 1)+ D(a — 1). (3.13)

Com essa formulagao, o potencial é apresentado na figura 3.1, fixando os parametros: D =1,

a=1e a=0.5, para exemplificar.

257
o 2]
= ]
B ]
1.57
1
N P I R I

Figura 3.1: Potencial de Morse Generalizado no caso em que b=0,D =a=1¢e a = 0.5.

Analisando o grafico, percebe-se que ha um deslocamento do potencial em relagao ao

eixo vertical se comparado ao potencial de Morse.

A integral definida na equagao (3.7) com b = 0 adquire a seguinte forma

/y dy = wolt — ). (3.14)
v JE2Dy2 4 2y — 1

E importante ressaltar que a constante de integracao, neste caso, nao ¢ diretamente
proporcional a energia mecanica total, devido ao termo aD que, adicionado ao potencial
de Morse, exige que este fator seja incluido também na energia. Realizando os mesmos
procedimentos para relacionar a constante de integracao (€) e a energia mecanica total (feito

anteriormente) tem-se que
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m
E=—ec+aD. (3.15)

2
Portanto, os limites da energia para a verificagao das solugoes nao estao somente
relacionados com o valor da constante de integragao, mas também com o parametro o e com

a profundidade D do poco. Deste modo, a particula atingira o nivel maximo do po¢o quando

obtiver uma quantidade D de energia, ou equivalentemente, € = 0.

O caso mais simples para solucionar a equagao (3.14) ocorre quando E = oD, onde o
polinomio que aparece no denominador dentro da raiz quadrada tem somente uma raiz, pois
esse polinomio de segunda ordem é simplificado e a solucao da equacao diferencial mostrada

na equagao (3.14) é dada por

x(t) = iln (1 i wg(; - t;)2> , (3.16)

lembrando que
2Da?

wp = — (3.17)

e sendo o tempo inicial ¢; associado com o parametro t; pela relacao:

2 — 1)2
t2=t¢—7< yi— 1) (3.18)
Wo

onde y; refere-se ao valor de e*** dado que x; é a posicao inicial da particula.

O segundo tipo de solugao para b = 0 é estudado quando a particula esta fora do pogo,
que, neste caso, corresponde a E > aD. Assim, as raizes do polinémio da equagao (3.14)

Sao

—D+ D\/1+ (E—aD)/D
Y1 = (E —aD) ’

(3.19)

=D -D\/1+(E—aD)/D

o = = (320)

Percebe-se que o discriminante é sempre nao-negativo, nao ocasionando problemas
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com relagao a questao de se trabalhar com raizes imaginarias.

Para resolver a equacao (3.14), o primeiro passo consiste na separagao do integrando
em duas fragoes. Aplicando o método de integracao por fragoes parciais a equagao (3.14)

adquire a seguinte forma:

1

M/; <z:5j>2dy_(y1 iyz) /yy <z:z;>2dy = (g)Qwo(t—ti). (3.21)

Partel Partell

"

Para se resolver a integracao dada pela Parte I e pela Parte II, descritas na equacao

(3.21), utiliza-se das mesmas substitui¢oes de varidveis. Deste modo, aplicam-se as seguintes

substituicoes
w=y—tp=y+ D+D\/(2+_<5D_) «D)/D (3.22)
I (3.23)
Y1 —Y2
e
0 = arccosh(z). (3.24)

E interessante ressaltar que a equagao (3.22) serd sempre um valor positivo, pois y
refere-se a uma exponencial, valor que é sempre positivo. Com isso, a manipulagao da integral
pode ser executada sem a preocupacao de se encontrar resultados com valores imaginarios.

Logo, tem-se como resultado que

1. (D\/1+ (E —aD)/Dcosh(~(t —t,)) — D
x(t) = aln ( (E—aD) ) (3.25)
7 = Wo (E_,fD) (3.26)

-

2 — )
t: =t; — —arccosh ((yl y2> ) . (3.27)
8 Y1 — Y2
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Para o caso em que F < aD, ao contrario do caso anterior, deve-se trabalhar com as

raizes da seguinte forma:

=D -Dy/1+(E—aD)/D

Y1 = (E—aD) ; (3.28)

=D+ D1+ (E—aD)/D

Y2 = (E — aD) (3-29)

Pela técnica de integragao adotada, as substituicoes a serem feitas durante o processo
de integragao sao bastante semelhantes as mudangas indicadas nas equagoes (3.22), (3.23) e

(3.24). Neste caso, as substituigoes aplicadas foram:

—D - D\/1+ (E—aD)/D

2
= — Y = — 3.30
W=y —y (E—aD) Y, (3.30)

2 2
2= - - . (3.31)

Y1 — Y2  2Dy/14(E—aD)/D
(aD—E)
e

§ = arccos(z). (3.32)

Apés estas mudangas, a solugao das integrais dadas na equacao (3.21) fornece o se-

guinte resultado:

1. (D\/1+(E —aD)/Deos(A(t —t})) + D
x(t) = aln ( (D —I) ) (3.33)
B (D — E)

1
2 —y:\?
ti =t; + —arccos ((Zh Y > ) (3.35)
A Y1 — Y2

A resolucao passo a passo das integrais da equagao (3.21) encontra-se no apéndice B.

Novamente, em comparagao ao trabalho de DeMarcus [4], é perceptivel a diferenca
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entre os valores de t, devido a influéncia das raizes do polinémio que aparece no denominador

do integrando da equagdo (3.14).

3.3 Caso em que b= —a
Tomando b = —a o potencial a ser estudado, obtido da equagao (1.1), é da forma:
U(z) = D(e™* —1)* + a.D.e™** — D (3.36)

Nessa condigao, o fard parte do coeficiente do termo de primeiro grau do polinémio

em y(y = e"%"), como mostra a equagao a seguir:

I\ (B + (2= a)y— )77 =t — 1) (3.37)

Desta maneira, a energia nao dependerd mais de « e assim retorna ao seu valor comum
expresso na equagao (3.5).

Fazendo uso do mesmo método de integracao, as solugoes encontradas possuem algu-

mas propriedades diferentes.

No caso mais simples, isto ¢, quando E = 0 a solugao encontrada para a equagao

(3.37) foi
1 1 (2—0a) , N2
=1 t—t .
x(t) " n<(2_a)+ 1 wi(t —1t)) (3.38)
onde
2 (2—a)y; —1)z
t=t — (2= a)y — 1) (3.39)
(2 —a) wo
Analogamente ao estudo do caso anterior (b = 0), para E > 0, obtém-se
1 D\/(2 — a)? 4+ 4E/Dcosh(y(t —t;)) — (2 — «)D
o) = L1y (PV2 =) 4B/ Deoshin(t — 1)) = (2~ a) (3.40)
a (2F)
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com t; o mesmo usado no caso anterior com energia superior a medida oD, dado pela equagao

(3.27).

E por iltimo , quando E < 0 tem-se

(3.41)

1 (=D(2—a)’ +4E/Dcos(\(t — t})) = (2 — a)D
x(t) = aln QE)

tal que t, é andlogo ao usado no caso anterior onde os valores de energia tem-se a particula

dentro do pogo (equagao (3.35)).

Ainda no caso b = —a, quando «a > 2 a equagao diferencial (3.37) possui uma unica
solucao que é dada pelo resultado obtido no caso de energia positiva, expresso na equagao
(3.40). Isso é resultado dos valores de « simplesmente deformarem o potencial a ponto de
nao existir mais um poco. Uma forma tipica desses potenciais é exibido na figura 3.2 com

b=—a,a=25,a=m=D=1.

g v i 3 3 3
X

Figura 3.2: Potencial de Morse Generalizado no caso em que b = —a e v = 2.5 fixando os
parametros a =1, m =1 e D = 1, destacando a forma sem poco.
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3.4 Caso em que b= —2a
Seguindo os mesmos procedimentos e condi¢oes adotados nos casos b = 0 e b = —a,
obtém-se as solucoes quando usamos b = —2a.

Um fato curioso é verificado nos casos em que o« < —1, onde nao existe uma barreira
de potencial, sendo entao um caso em que nao se tem interesse fisico. A figura 3.3 mostra

um exemplo desse caso, usando o« = —1.5,a=1, m=1e D =1

Figura 3.3: Potencial de Morse Generalizado para b = —2a e a = —1.5 fixando os parametros
a=1,m=1eD = 1: exemplo de inexisténcia da barreira de potencial.

Em contrapartida, para outros valores de o (v > —1) as solugoes sao as seguintes:

z(t) = iln (C“ ;r ! + “;3(15 — t;)Q) (3.42)

para E = 0, onde
(2y; — (a +1))2
Wo
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Se E > 0 a solugao obtida é

1 D\/1+ (a+ 1)E/Dcosh(y(t —t;)) — D

o) = L ( N )E/Dcosh(y(t — t})) 5.4
a E

com t; o mesmo representado, como nos outros casos, pela equagao (3.27).
E por fim, casos em que E < 0,

1 —D\/1+4 (a+ 1)E/Dcos(A\(t —t})) — D

z(t) = — ( \/ /E (A ) (3.45)
a

tal que t; dado também pela equagao (3.35).

3.5 Solucao para o Potencial de Morse Simétrico

O potencial de Morse permite a criacao de dois novos tipos de potenciais simétricos.
A solucao da equacao de movimento é obtida através dos mesmos procedimentos usados no
potencial de Morse Generalizado. Esta resolucao, em termos gerais, € feita passo a passo no

Apéndice B, nesta secao sao indicadas as mudancas de varidveis aplicadas ao problema.

Os potenciais de Morse Simétricos sao dados por:
Vin(z) = D(e?® —1)2 — D (3.46)

Varr(z) = D(e™ ¥ —1)2 — D (3.47)

onde Vjy; é o potencial de Morse simétrico a esquerda e V), simétrico a direita. O gréfico

visto na figura 3.4 mostra os dois potenciais usando os parametros D = a = 1 como exemplo.

Para simplificar a notagao sao adotadas as notagoes a seguir

g = o (3.48)

yl = e (3.49)
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D(1+/B/D+1) 550
- .

Yn =
D(1—/E/D+1)
b = (351)
2Da?
wo = ¢ (3.52)
m
tr = t;+ zarccos Wn = 1:) (3.53)
)‘ Yn — yp
9 —
ty = t;— —arccos o = 41) (3.54)
A Yn — Yp
o= YT (3.55)
Wo
Vo —1
tro= 4 YT (3.56)
wo
9 .
tr = t; — —arccosh (9i = Yn) (3.57)
Y Yp = Yn
2 (0 — )
t, = t;— —arccosh (97 = 9n) (3.58)
Y Yp = Yn
2Fa?
A= -2 (3.59)
m
2Fa?
y = - (3.60)
m

Figura 3.4: Gréfico dos Potenciais de Morse Simétricos. A curva em verde representa o
potencial dado na equagao (3.47) e a curva em vermelho o potencial descrito na equagao
(3.46). Nos dois casos adotou-se D = a = 1.
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3.5.1 Solucoes do Potencial de Morse Simétrico a Esquerda V),

A forma tipica do potencial V};; pode ser observada na figura 3.4, onde percebe-se que
ele é confinante, ou seja, caracteriza-se pelo fato de uma particula sujeita a esse potencial

encontrar-se confinada para qualquer estado de energia.

A solucgao da equagao de movimento requer muito cuidado, pois a presenca do médulo
induz a resolugao em dois momentos: (1)para valores positivos de x e (2)valores negativos.
Dessa forma, o potencial é dividido em dois casos:

D(e —1)>—D se <0

Van = (3.61)
D™ —1)2—-D se >0

Sendo assim, as solucoes sao determinadas de forma analoga ao caso do potencial de
Morse Generalizado, porém é necessario realizar os procedimentos separadamente para os
casos em que o potencial é descrito pela equagao (3.61) na parte positiva e depois pela parte

negativa. O caso em que x = 0 tem solugao idéntica nos dois casos.

Os resultados obtidos para a equacao de movimento devem ser analisados com relagao
a duas condicoes, a posicao inicial e a energia total. Contudo, para se descrever o comporta-
mento do sistema deve-se considerar que para um mesmo valor de energia existira casos em
que a particula inicia seu movimento com valores de posicao positivo e depois, dependendo
de sua velocidade, adote posicoes de valores negativos e vice-versa. Portanto, para cada

valor de energia tem-se a solucao dividida em duas partes.

Quando E < 0 a solucao ¢é dada por

() = L1n ((—lE) (1= A+ E/Dyeosrt—1)))) s 10 (362

a

2(t) = _;m <(_1E7 <1 +/(1+ E/D) cos(A(t — tl))>>> e 230 (3.63)

No instante em que a particula atingir o ponto x = 0, muda-se a funcao que descreve
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a sua posigao, de acordo com as equagoes (3.62) e (3.63) . Entao ¢é necessério saber em que
instante isso ocorre, justamente para que se utilize a fungao adequadamente na descricao do
movimento da particula. Adotando z = 0 na solugdo (3.62) tem-se que esse instante é dado

por
1
t=t =+ 7, arecos <\/ 1+ E/D) (3.64)

e se no caso de usar t, no lugar de t; obter-se-4 o mesmo resultado. Porém a resultado dado
em (3.64) é valido quando a particula estd saindo da parte positiva e entrando na parte
negativa. Ao fazer a substituicao de ¢, por ¢;, os instantes calculado sao usados no caminho

contrario, isto é, do negativo para o positivo.

Para os casos em que E = 0, as solucoes da equacao de movimento sao separadas da

seguinte maneira

2(t) = 2 <1 * “’3(2’5 - tz)2> (3.65)

a

para valores de z > 0. Ja no caso de x < 0,

(t) = —i In (1 il “’(2’(; - tz)2> (3.66)

Nestes dois casos o tempo para que se modifique a funcao da posicao a ser usada é
dado por
V2

t=1,+ — .
. (3.67)

onde t, é o tempo inicial adotado para a particula quando estiver passando da posicao

positiva para a negativa. O caso oposto utiliza-se ¢}.

Quando tem-se E > 0, novamente as solugoes sao divididas em dois casos,

In ((=2(1 = /1 + E/Dcosh(y(t — 11))))) se x <0 (3:68)
(( %1—\/mcosh t—tR))))) se >0

e os tempos quando z = 0 sao dados por

arccosh <\/1 + E/D) | (3.69)

v
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que sao os instantes para que a particula faca a transicao de x > 0 para x < 0 e assim a

funcao a ser usada também muda. Se for o caminho no sentido contrario, substitui-se tg por

tr.

3.5.2 Solugoes encontradas para o potencial de Morse simétrico a

direita V),,.

A curva verde do grafico representado na figura 3.4, adotando como parametros,
D = a = 1 mostra a forma deste potencial observa-se que para uma certa quantidade de

energia a particula fica confinada e acima dessa quantidade ela escapa do poco.

A solugao dada no caso de F < 0 e x < 0 é exatamente a mesma dada pela equagao
(3.63). Isso ocorre por causa da simetria, no entanto, deve-se ressaltar que neste caso os
valores sao aceitos quando a posicao for negativa, encontrando-se no espago de fase as orbitas
fechadas dessa solucao; ao contrario do primeiro caso que utiliza a parte em que tem-se
solucao partindo para uma velocidade constante, e logo, orbitas abertas. Esta reciprocidade
ja nao acontece para o caso de F < 0 e z > 0. A solugao encontrada modifica-se apenas no
sinal do termo que multiplica o cosseno dentro do logaritmando, como é visto na seguinte

equacao

—1In ((=B(1+/(1+ E/D) cos(At — 1)) se <0 (3.70)

x(t) =
%ln ((—% (1 ++/(1+ E/D)cos(A(t — tr))))) se x>0

O instante em que a particula atinge o ponto x =0 ¢

1
t=t + 5, arecos (—\/1 + E/D) (3.71)

quando ela encontra-se com valor de posicao positivo, caso contrario, deve-se trocar t; por

t, para se obter o tempo de transicao adequado.

Para E = 0 as solugoes para qualquer valor de z sao iguais as equagdes (3.65) e (3.66)

porém usa-se para valores de posi¢ao opostos, ou seja, a equacao (3.65) é usada quando
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x > 0 e neste caso é usado para z < 0. O mesmo raciocinio se faz para a equagao (3.66).

Quando E > 0, segue-se o mesmo pensamento do caso £ = 0. Logo, para x < 0

) —1n ((=2(1 = \/1+ E/Deosh(+(t — 1;))))) se z <0 (372)
i1n (( %1—@003]@ t-h%))))) se x>0

) - : ., 2 (Y — Yn)
para o caso da particula encontrar-se em posigoes negativas, t; = t;+—arccosh .
'7 yp - yn

O instante em que a particula vindo de um posicao positiva chega em z = 0 é dado

por
1

t = tp + —arccosh (\/1 + E/D) (3.73)
Y

caso cantrario,

1
t = +—arccosh (\/1 + E/D) -t (3.74)
v

Fica claro que as solugoes da equacao de movimento dos dois potenciais simétricos sao
bem semelhantes, necessitando de poucas adequacoes para que as solucoes sejam apropriadas.
Entretanto, suas propriedades sao bem distintas, pois o potencial V);; tem sempre a particula
confinada o que nem sempre ocorre no outro caso. No capitulo seguinte sao mostrados os

espagos de fases destes potenciais, além dos outros potenciais das secoes anteriores.
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Capitulo 4

Espacos de Fases das solucoes

encontradas

Uma forma de observar os resultados das equagoes de movimento obtidas no capitulo
anterior é através do grafico de Espaco de Fase, onde é expresso a velocidade da particula
sujeita ao potencial estudado em funcao de sua posicao. E notdvel que todos esses graficos
devem ter forma semelhante ao apresentado na figura 2.4, com oOrbitas fechadas dentro do
poco e abertas fora dele. Este tipo de gréafico fornece informacoes bastante valiosas a respeito
do comportamento da particula, principalmente com relagao ao seu deslocamento referente
a uma dada condi¢ao inicial. Os parametros fixados a =1, D = 1 e m = 1 foram os mesmos

em todos os graficos apresentados neste capitulo.

Os gréficos apresentados nas figuras 4.1, 4.2, 4.4 e 4.3 mostram os espagos de fase de

uma particula sujeita ao potencial de Morse Generalizado para cada um dos casos descritos.

Jé os graficos das figuras 4.5, 4.6descrevem os espagos de fase de uma particula sujeita

ao potencial de Morse Simétrico a esquerda e a direita, respectivamente.
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Figura 4.1: Espaco de Fase no caso em que b = 0 e &« = 1.5. Na linha externa: E = 2,
interna F = 1.5 (E = «.D) e na 6rbita fechada: £ = 0.9.

Na figura acima (fig.4.1) a érbita fechada é dada pela solugao z(t), obtida pela equacao
(3.33) (F < aD), a curva descrita ao centro foi obtida da equagao (3.16),0ou seja, para
E = aD e a curva externa é a representagao da fungao obtida pela equacéo (3.25) em fungao

d|x(t
de suas respectivas velocidades v, tal que v = [ di )]

De acordo com o gréafico do potencial, dado pela figura 3.1, confirma-se pelo espago de
fase acima o confinamento da particula quando sujeita a uma quantidade de energia menor
que a altura do poco desse potencial. A solucao intermediaria mostra que a particula chega
até a barreira do potencial e tende a se aproximar cada vez mais de x = 0. J4 no caso em
que a particula tem mais energia que o limiar do pogo, ha uma limitacao de movimento a

esquerda onde aparece a barreira do potencial (ela perde um pouco de sua velocidade e logo

atinge uma velocidade constante).
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Figura 4.2: Espago de Fase no caso em que b = —a e a = 0.1. Para a curva fechada
E = —0.5, curva intermedidria ¢ o caso onde E' = 0 e a curva externa adotou-se £ = 1.1.

No caso do resultado mostrado na figura 4.2, as solugoes sao: a curva fechada vem da
equacao (3.41), a curva intermediaria é dada pela equagao (3.38) e a curva externa descrita
pela equagao (3.40). A diferenga apresentada entre este gréfico (figura 4.2) e o anterior (figura
4.1) pode ser percebida no aumento do momento e nas posigoes onde a particula chega até
a barreira. Isso ocorre porque as solugoes sao razoavelmente diferentes (basicamente em
relagao ao tempo inicial) e também pelo uso de outros parametros, como é o caso da energia;

tempo inicial e o préprio valor do parametro a.
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Figura 4.3: Espaco de Fase no caso em que b = —2a ¢ o = 1.5.

Na figura 4.3 é mostrado o espago de fase de um caso em que b = —2a. A curva
fechada é dada pela equagao (3.45), a curva intermedidria é representada pela equagao (3.42)
e a curva externa pela equagao (3.44). Neste caso, o destaque é dado pelo fato dos valores
da posicao da particula nunca atingirem valores negativos. Esse resultado acontece devido
aos parametros utilizados nao conduzirem a valores do potencial (dado pela equacao (1.1)
quando b = —2a) correspondente a posigoes negativas. Entretanto, a forma do espago de
fase para o caso b = —2a é extremamente similar aos casos apresentados nas figuras 4.1 e
4.2, com Orbita fechada; outra solucao tendendo a x = 0 e outra onde a particula retorna a

uma velocidade constante.
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Figura 4.4: Espaco de Fase no caso em que b = —a e o = 2.5: Solugao valida apenas para

valores de energia positivos e av > 2.

O potencial, cujo grafico é mostrado na figura 3.2, apresenta somente a solugao para
valores de energia positivos. Isso acontece porque o potencial tem a particularidade de nao
apresentar um poco em seu grafico quando o parametro « tem valores maiores ou iguais que
dois. Na figura 4.4 é mostrada a unica solucao (vide equagao (3.40)). O valor de a adotado

foi 2.5 e energia 2.1.

A partir destes graficos percebe-se que os resultados obtidos s@o bem semelhantes e
conduzem a curvas consistentes com os potenciais estudados. Os resultados sao bastante
abrangentes permitindo determinar exatamente a velocidade da particula em funcao de sua
posicao, seja qual for a sua energia total. A semelhanca das solugoes pode ser notada
pelo tratamento das equacoes. A modificacao feita nos coeficientes da equacao diferencial
de origem (equagao (3.7) nao traz mudancas significativas no comportamento da particula,

facilitando a andlise desses dados.
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Figura 4.5: Espago de Fase de uma particula sujeita ao potencial de Morse Simétrico a
esquerda adotando os parametros a = D = m = 1. Na curva externa foi dado como
condigbes iniciais x; = 1 e F = 1.5. Para a curva intermediéria (em verde) tem-se £ = 0. E
na oOrbita fechada utilizou-se £ = —0.8.

O espago de fase acima, dado pelas equagoes (3.68) quando a particula estiver com
energia positiva, (3.65) para z > 0, (3.66) para x < 0 se ela estiver com energia nula e (3.62)
juntamente com (3.63) em seus respectivos casos quando for para energia negativa, mostra o
resultado de uma particula sujeita a um potencial do tipo confinante. Isso fica bastante claro
com esse grafico pois tem-se como resultado, para qualquer valor de energia, curvas fechadas.
A curva fechada interna é dada pelas equacoes tal tal, a curva intermediaria é representada
pela equacao tal e a curva externa pela equacao tal. Com um resultado analitico para a
equacao de movimento, é possivel trabalhar com problemas interessantes onde é necessario

aplicar um potencial confinante.
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Figura 4.6: Espaco de Fase de uma particula sujeita ao potencial de Morse Simétrico a
direita usando D = a = m = 1, tendo como condicoes iniciais x; = 1 e £ = (0.5 para curva
externa, £ = 0 para a curva em vermelho e E = —(0.5 para a curva que forma uma orbita

fechada.

Esta figura mostra que o potencial nao tem barreira pois, exceto na curva interna, a
particula nao inverte o sentido de seu movimento. No entanto, no casos de energia negativa
ela mantém presa dentro do poco de potencial formando orbitas fechadas. Lembrando que

as equagoes (3.70), (3.72), (3.65) e (3.66) que determinam este espago de fase.
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Capitulo 5

Conclusao

A solugao encontrada hoje na literatura [4] que trata somente do potencial de Morse
tem uma deficiéncia no que diz respeito a aplicacdo das condigoes iniciais. As solucoes
encontradas dadas pelas equagcoes (3.10), (3.11), (3.12), (3.16), (3.25), (3.33), (3.38), (3.40),
(3.41), (3.42), (3.44), (3.45), (3.16), (3.62), (3.63), (3.65), (3.66), (3.68), (3.70) e (3.72)
supera essa deficiéncia e mostra que o método de integracao direta utilizado foi efetuado
com sucesso na equagao diferencial (3.7). Esses resultados foram analisados detalhadamente
e evidenciam a importancia de alguns parametros essenciais na descricao do movimento de

uma particula, como é o caso da energia.

Além disso, as solugoes encontradas permitem alongar o estudo classico de potenci-
ais derivados do potencial de Morse. Os resultados abrem possibilidade de utilizacao das
diferentes funcoes encontradas na descricao de sistemas fisicos podendo levar, assim, a um
melhor resultado dos modelos adotados. A forma generalizada para o potencial de Morse
podera ser testada com vista a uma melhor descricao de modelos mecanicos nos quais, até o
momento, aplicam-se somente o potencial de Morse original ou até mesmo outros potenciais.

Um exemplo seria a analise das ligacoes de hidrogénio no DNA.

O potencial generalizado ainda tem muitas outras solucoes a serem estudadas, como
por exemplo, para valores de b além daqueles apresentados aqui. Nos casos de b assumir a ou

até mesmo 2a, ha um aumento no grau do polinomio que aparece dentro da raiz quadrada do
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denominador do integrando aonde aplica-se o método de integragao direta (de acordo com
a equagao (3.7)). Isso representa uma dificuldade adicional para se encontrar uma solugao

analitica escrita em termos de fungoes elementares.

Outro estudo onde encontrou-se solucao analitica foi feito para os potenciais simétricos
de Morse. Uma vez que nao sao encontradas solugoes para as equacoes de movimento classica
na literatura para esse potencial, esse resultado torna-se importante para o estudo mecanicos
que envolvem potenciais semelhantes. Ao contrario dos potenciais tratados até o momento,
o Morse simétrico representado pela equagao (3.47)ndo teria uma barreira infinita. Em
contrapartida, o potencial simétrico visto na equagdo (3.46) é um potencial confinante. Com
essa caracteristica é possivel que este tultimo potencial venha ser uma nova opg¢ao para ser

aplicado na descricao das ligagoes de empilhamento entre os nucleotideos no DNA.
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Apeéendice A

Solucao da Equacao de Schrodinger
Unidimensional

usando o Potencial de Morse

Embora o objetivo dessa monografia seja o estudo do potencial de Morse em Fisica
Classica, a aplicagao maior desse potencial estd, até o momento, no ambito da Mecanica
Quantica. Nesse apéndice é mostrada a solucao analitica deste potencial em estudos quanticos

[20], ou seja, é encontrada uma solugao para a equagao de onda de Schrédinger.

Lembrando que o potencial de Morse é dado por:

Var(x) = D(1 — e~%)2, (A-1)

A equacgdo de Schrodinger unidimensional para um potencial qualquer V' (z) é dada

por:
[—hdg ; v<x>] b(z) = Bu(a). (A-2)

2m dx?

Colocando V (z) = Vi (x) tem-se:

gt + DO = vle) = P, (A3)
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ou melhor,

n d?
—— —— 4+ D —2e% 4 De 20" =F . A-4
g D 27+ D] w(o) = B (A-)
Multiplicando todos os termos por —2?”;,
& 2mD . 4mD ___  2mD 2mE
ldqﬁ — h2 e 2 + h2 (& — fﬂ] w<£[)> = — h2 Z/J(l') (A—5)
Entao
? 2mD ., . 4mD __  2m(E— D)
[M — h2 (& 2 h2 e h2‘| w(l’) = 0 (A—6)
Fazendo uma mudanca de varidvel da forma
o 2v2mD 9 2m(E — D)
y = ke (’“: ha ) e (A7)

nota-se que ¢é necessario calcular as derivadas de primeira e segunda ordem para que essa
transicao seja feita corretamente na equacao A-6. Sendo assim é valido lembrar a regra de

derivagao para a funcao implicita, onde:
& _dfdY_ddyfddy) dy|d (ddy
de?2  dx \dzr) dydz \dydx) dzx |dy \dydz

dy\> & d [d (dy\] dy
(&) L 22 (22 A-
(dx) dy? + dy ldy (dx dx (A-8)

Calculando-se entao adequadamente os membros da equacao A-6 de forma que seja

definida em termos de y tem-se:

dy

2
o —ake " = —ay = <y> = a%y? (A-9)

a4 (dy> — i(_ay) —— (A-10)
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Assim obtém-se

d2 2 2

d d d d
a2 a2y2d7y2 + (_ay)(_@@ = a2y2d7y2 + GQ?J@- (A-11)

Efetuando a mudanca de variavel nos outros membros da equacao A-6 que independem

das derivadas tem-se

2mD . 2mD y 2mDy? T
z R 2 (1232) 1
e também,
dmD _,.  4mDy 4mD y 2mD+/2mDy V2mD ok
——e = == = =a ya = a“=y. (A-13)
R > kR 22mD mDp, ah 2
ha a N——
k)2
Reescrevendo a equacao A-6 sob a nova varidavel, tem-se que:
d? d Y k
22 2 2 32
[aydy2+ayd_a4+a2 —aﬁ]zﬂ() 0. (A-14)
Dividindo a equacao por a? tem-se:
d? d vy k 9
~ _Z =0. A-15
i g~ = e (A15)

Tomando 1 (y) = y”f(y), sendo A uma constante, faz-se uma nova equacio de tal
forma que a nova fungdo usada na equagao seja f(y). Para isso, mais uma vez é preciso
calcular as derivadas de primeira e segunda ordem para esta funcao aparecer na equacao

sem que haja a participacao da funcao 1. Calculando entao as derivadas,

d Adf

(y f) = Ay fly) + ot iy (A-16)

070 = 5 (40 + 4 ) = aa- i e2art Lr S e
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Dessa maneira a equagao A-15 pode ser dada (em funcao de f(y)) por:

A=y ) + 2y LT gy i

dy dy? dy
k

+5y" ) - 52y“f (y) =0. (A-18)

Simplificando y* da equacdo acima tem-se:

d o d? d ? k;
A(A—1)+24 A+y— -+ = 2 0 A-19
- s B b g -0 g
de forma mais adequada

d? d v k
P A+ y— — =+ Sy + AT - B 0. A-20
it QA D = Y Sy A= ] ) - (A20)

Tem-se, dessa forma, uma equacao diferencial de segunda ordem a ser resolvida. Lem-
brando que esta equacao surgiu de algumas mudancas feitas na equacao de Schrodinger e,
sendo assim, deve-se ter cautela ao sugerir uma solucao ja que tal sugestao devera respeitar
os critérios da equagao de onda inicial. Uma forma de se resolver tal equagao é substituindo
a funcdo f(y) por uma série de poténcias. Ao observar os termos de mais baixa ordem e a
necessidade de se manter a igualdade dada pela equacao A-20, conclui-se que A% — 32 = 0.
Neste caso utiliza-se A = —f3, o caso em que A = 3 nao ¢é interessante ja que se isso ocor-
rer ¢(y) tende a ficar finito quando y — oo. Logo, podemos simplificar por y a equagao
anterior e obter a seguinte equagao:

d> d

Vg~ (281 -

)
dy? 4+

fy) = 0. (A-21)

Uma forma de tratar essa equacgao a fim de se obter uma solucao analitica é usando a

transformada de Laplace [20], definida como:

LU = [ fwerdy = Fp) (A-22)
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Aplicando esta ferramenta mateméatica na equacao A-21 tem-se:
d> d vy k
Lily——(28-1)— -2+~ = 0. A-2

Por propriedades béasicas de integracao,

bt -eo-np{Tl- ey +fruen -0 e

Resolvendo cada membro da equagao acima separadamente tem-se que:

L {ZJ;} = Jm, { /Oq f /(y)epydy} = lim {epyf Wlg + /0 s (y)epydy} = pF(p), (A-25)

L{yf(y)} =

o0

d

ulwedy = [ Ly =~ [~ ey = —Fp), (420

0 dp Jo

2 -
L{yjy];} :/0 yf"(y)e Pdy

= lim {ye PYfl(y / () (1 —pye pydy}

q—00

= lim {p /0 ' yf'(y)e Pdy — /0 ' f(y)e dy

q—00

pF(p)

= lim ¢p / yf(y)e Mdy p/ y)e Pdy » — pF(p)

q—00

—F'(p)
= p*F'(p) — 2pF (p). (A-27)
Reescrevendo a equagao (A-24)com os resultados obtidos acima tem-se:

F(p) ~ 20F(p) ~ (26—~ DpF(p) + {F'p) + SFp) =0, (A29)
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Multiplicando a equagao por (—1) e reagrupando adequadamente os termos da equacao

acima ficam:

(7= 1) P+ |2+ 0o ] Py =0 (429

Desta forma, o problema de se resolver uma equagao diferencial de segunda ordem
torna-se um problema de primeira ordem. Portanto, o préximo passo consiste em encontrar
a solugao para esta nova equacgao. Para facilitar os calculos e também a sua vizualizagao

faz-se a seguinte manipulagao algébrica na equagao (A-29):

F'(p)  [k/2—(28+1)p]

Flp) = P-1/4) A0
dF/dp  [k/2— (28 4+ 1)p] ]

F o (P14 sy
dF (k)2 — (26 + 1)p]

F / 14 P (A-32)

—(28+1)p

InF = / -~ 1/4 /Mdp +c. (A-33)

{a} {6}

Resolvendo {a} tem-se que:

/(192—1/4)dp:2/<(p+1/2) + (p_1/2)>dpz21H(P—1/2)—21n(p+1/2), (A-34)

e {b},

/mdp =—(26+ 1)/(@22/4)@ . —(26;1)111@2 g (A)

Voltando na equagao A-33 tem-se que:

In F zgln(p—l/Z)—gln(p+1/2)—Wln(p2—1/4)+c
:m(p—1/2)%—1n(p+1/2) FIn(p? - 1/4)F £ mC
B p—1/2 @ot1)
=1In <p+1/2> (p* —1/4)~ Cl. (A-36)
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Dai

k k (28+1)
1\ 2 1\ 2 1 )
P—5 1. _ sty P—3 1 1 (p+3)
F = 2>(p2_) | O = <2> [(p—)(p—{—) 2 CLA-37)
( p+3 2 p+3 2 2°(p+3)
Pode-se concluir entao que
o 1 —(26+1) 1 k_(226+1) A
F = — 1— . -38
<p * 2) ( p+1 /2) (A-38)
k—(28+1)
dado que C é a constante pendente da integracao. Nota-se que (1 — ﬁ) *  échamada

funcao multi-valorada e o foco deste estudo - as funcoes de onda - trabalha com funcoes de

valor Unico. Assim, tomando
—(28+1) = 2n, n=20,1,2,3... (A-39)

E expandindo a equacao A-38 em série, tem-se:

—ipat(p+ )

R (A-40)

o

onde C’ é um valor constante. Com a funcao escrita dessa forma é possivel aplicar a trans-
formada de Laplace inversa afim de obter o resultado de f(y). Usando esta ferramenta, e de

acordo com o célculo tabelado [21], férmula (29.3.10) tem-se que:

fly) = Oﬂywe—y/? zn: (— 1)%'1“(25 +1)

o (n =)0+ + 1)yj (A-41)

tal que C” é uma constante.

Sabendo que a série de expansao da funcao hipergeométrica confluente é:

S (=nlT(y)
F(—n,v,y) J A-42
" ]Z:% (n— )G (y +J) (A-42)
tem-se que
a fy) = C"yP e 2R (=n, 28+ 1,y), (A-43)
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e como ¥(y) = y* f(y) com A = —f3 entao,

U(y) = C"yPe V2 F(—n, 28 + 1,y). (A-44)

Levando em conta que a relagao entre a fungao hipergeométrica confluente e os po-

linomios generalizados de Laguerre é

B Fu+1) .,
F(—m,u+1,y) = m!w+—MLm(z), (A-45)

define-se a funcao de onda em termos dos polinomios de Laguerre de tal forma que:

Uly) = Cuys™ e WL ), (A-46)

n

onde O, é a constante de normalizacao da funcao de onda. Fazendo os célculos necessarios,

ou seja, aplicando normalizagao da funcao de onda

/0 h U (y)Y(y)dy = 1, (A-47)
tem-se que Janl(k—2m—1)]?
S A

Sendo assim, os niveis de energia sao dados a partir das equagoes A-7 e A-39, onde

k
—

1 V2mD

k=@8+1) == —F=(n+) -~ (A-49)
Logo,
B 1. v2mD|"  —2m(E,-D) 1. v2mD|’
62 = |(n+ 5) " ha ] = K22 - l(n + 5) T ha ] : (A-50)
Portanto, h2a2 1 omD)’
B,=D-"" l( - ] . (A-51)

Os resultados obtidos para as funcoes de onda A-46 e autovalor de energia A-51 sao

os mesmos encontrados na literatura [22].
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Apeéendice B

Método de Integragao aplicado na solucao da Equacgao de

Movimento

Resolugao da Equagao (3.9)

A solugao da equagao (3.9) depende do coeficiente de y* que estd dentro da raiz
quadrada no denominador do integrando, isto é, de acordo com o valor dado a € encontram-
se solugoes diferentes para tal equagao. Como ja foi visto na equacdo (3.5) para o potencial
de Morse (que corresponde a o = 0) o valor de e depende diretamente do valor da energia
E e, portanto, as solugoes serao calculadas separadamente de tal forma que seja dada uma
solugao para o caso em que a energia é negativa (e < 0), outra solugao para quando a energia
for zero (e = 0) e, finalmente, para quando a energia for positiva (e > 0). Nos outros casos

do potencial generalizado a resolucao da integral ocorre de forma analoga.

Antes de realizar-se o processo de integracao da equagao (3.9) é necessario uma pequena

adequacao dos parametros envolvidos de tal forma que:

Y d
/ Y = u)()(t — tl), (B—l)
Yi 1/%y2—|—2y— 1
2Da?
tal que wy = .
m
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Caso em que £ =0

O primeiro caso a ser tratado corresponde a £ = 0. Sem o termo de 32, a resolucao da
integral é feita de forma bem simples. Fazendo uma substitui¢ao de variavel (2y — 1) = u, e
integrando (equagao B-1), facilmente chega-se ao seguinte resultado:

x(t) = aln

Y

1 <1+w3(t—t§)2>
2

2y, — 1)2

onde t, = t; —
Wo

Caso em que E >0

No segundo caso, que trabalha com valores positivos da energia, a resolucao da equacao
(B-1) torna-se um pouco mais complexa, ja que o polinomio que esté dentro da raiz quadrada

no denominador do integrando dessa equacao torna-se agora um polinomio de segundo grau.

Para resolver a integral da equagao (B-1), o polinomio de segunda ordem presente
dentro da raiz quadrada do denominador do integrando deve ser reescrito na forma: (y —

y1)(y — y2), onde y; e yp sdo as raizes desse polindmio, i.e., neste caso:

D+ E D D |D+FE

(B-3)

Fazendo alguns ajustes e aplicando a técnica de integragao por fragdes parciais a

equacao (B-1) pode ser reescrita como:

1 v y—yz>é 1 y<y—y1>é
dy—i/ dy =~(t —t; B-4
(1 — y2) /y (y—yl (y1 — o) Jus \y — o g ) (B-4)

1
EN 2
dado que v = (D) Wo-

Para se resolver as duas integrais da equagao (B-4) foram feitas trés mudangas de

variaveis procedendo-se da seguinte maneira: inicialmente tomando w? = y — y». E entao
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tem-se que:

2

2 w 2 ) Vi — o ]
(yl—yQ)/(w2+y2—y1)§dw_(y1—y2)/(w 42— 1)2d (). (B-5)

tem-se

Depois adotando a mudanca de variavel z* =
Y1 — Y2

2
Q/Zildz—Z/(22—1)%dz:7(t—ti). (B-6)

(2-1)2
Para finalizar a integracdo, apdés a mudanca de variavel § = arccosh(z), a equagao

(B-6) é dada por:

5 (/ cosh(229) + 1d9 B / cosh(229) — 1d¢9> -1, (B-7)

ou seja
20 =~(t —t;). (B-8)

Assim, a equacao (B-4) é reescrita da seguinte forma:

1
arccosh ( y— ¥ >
Y1 — Y2
1
2 [(yz — yz) 2]
—————arccosh .
wo Y1 — Y2

(5)

@ (-1, (B-9)

N}
| |
I

onde t; = t; —

N|=

Rearranjando a equacao (B-9) obtém-se a expressao:
1
EN2 wo ’
— ) —({t-=t)|. B-10
(5) 2 »] (B-10)

cosh(2a) + 1
2

y =1+ (y1 — y2)cosh?

Utilizando a relagdo cosh?(a) = tem-se que:

y=y+ B o v) | o 5 %) cosh [(g) " wolt — tg)] . (B-11)

Substituindo os valores de y; e y» (equagdo (B-3)) e o valor de y = e na equagao
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(B-11), ap6s algumas manipulagoes algébricas, o resultado é dado por:

N—
SIS
&

(=)
—~
~
I
Ny
~—
[E—"
I
—_
N—

1 D ( %cosh {(g
z(t)=—1In

. s (B-12)

Caso em que £ <0

Ja o procedimento completo para resolver a equagao (B-1) quando a energia for nega-

tiva (e < 0) é feito reescrevendo esta equagao considerando os valores de energia negativos.

Partindo desta equagao e trabalhando com os valores de energia negativos, desta forma,

tem-se

/y dy — At — 1) (B-13)
Yi (y2 — Z%y + %)1/2 e

B\ /2
tal que A = <_’D’> Wo.

Da mesma forma que foi mostrada para o caso anterior, a equagao (B-13) pode ser

reescrita usando o método de fragoes parciais, ou seja:

1 /y<y—yz>5 1 y<y—y1)é .
dy—i/ TN gy =Nt —t). B-14
(1 — 1) Ju \y — (1 —y2) Jui \y — 12 ( ) (B-14)

sendo ¥, e yo as raizes do polindémio presente no denominador da integral da equagao (B-13),

que nesse caso vale

D D |ID+FE D D |D+FE

ZTEN D ¢ T E EV D

Yy, = (B-15)

Na equacao (B-14) fazendo-se a primeira mudanca de varidvel w? = y; —y tem-se que:

2

1 21 w
w2+ 1y — )2 dw — / rdw =i\t —t; B-16
s — it - = [ (t—t)  (B-16)

2
i(yl - 92)
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wQ

Y1 — Y2 ’

e, ap6s a segunda mudanca de varidvel 2? =

2

2 / (1= 22)bdz — 2@/(Zdz =i\t —t,). (B-17)

1 1—22)%

Encerrando as mudangas de varidveis com z = cos(f) tem-se que:

2/ 1-— cos(28)d6 B 2/ 1+ 008(29)d9 -t (B-18)
1 2 1 2
ou seja,

2 .

=0 =i\t —t;). (B-19)

]

Retornando as mudancas feitas para a variavel y tem-se como resultado que

[(H) 1 !

1
2 —y \?
tal que t; = t; + ———arccos [((my)) ] .

%)QWO Y1 — Y2

(_j)é wolt — 1), (B-20)

Logo, a solugao indicada na equagao (B-20) pode ser reescrita como:

o 1)2
y =1y — (y1 — y2)cos” B (zf) wo(t — té)] : (B-21)

E entao, tem-se

y oy ) ) [(‘i) wolt — t;)] . (B-22)

Substituindo os valores de y; e y» dados pelas expressoes em (B-15) e o valor de y = e**

chega-se ao seguinte resultado para equagao de movimento:
1
1 D (1— BB cos [(‘ED)2w0(t—tfi)D
)

x(t) = Eln —E

(B-23)
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Apendice C

Aplicacoes possiveis deste trabalho no Ensino

A abordagem das leis de Newton no Ensino Médio é bastante rica, tanto do ponto de
vista tedrico quanto experimental. Os conceitos discutidos neste trabalho sao de conheci-
mento especifico dessas leis, porém serve como um 46timo exemplo aonde utiliza-se das leis
da Mecanica Classica e também da Mecanica Quantica, ja que o potencial de Morse, como

fora dito no corpo do trabalho, possui aplicagoes em ambos os casos.

Analisando este contexto, a andlise da Energia Potencial (ou mesmo, Potencial) serve
como um elo entre esses temas (Classico/Quéntico) e que pode ser explorado através da
discussao sobre a influéncia dessa Energia em sistemas especificos. Esse pode ser um método
interessante para se abordar a Mecanica Quantica, talvez evitando a grande dificuldade sobre

a Fisica Moderna.

Além disso, pode-se aproveitar ainda mais dessa manipulacao de ferramentas algébricas
para trabalhar com os estudantes um pouco da Fisica Tedrica, outro parte que os estudantes
de nivel médio tém muito receio em abordar. Em principio, a idéia de se encontrar uma
solucao de uma equacao de movimento parece muito complicada e sem sentido. Afinal, o que
é necessério descobrir? E uma pergunta frequentemente adotada pelos alunos. Podemos dar
varios motivos para se obter tal resultado. Um deles é prever em que situacoes uma particula

sujeita a esse potencial tera uma determinada quantidade de energia suficiente para manter
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seu movimento. E necessario alguns calculos, talvez até simples. Isso mostra também a
necessidade de dedicacao, esforco e concentracao que sao necessarios para o desenvolvimento

deste tipo de problema.

Outro aspecto a ser apresentado neste trabalho é entender o que significa Energia Po-
tencial. Ela comporta-se sempre assim? Existe outros tipos de Energia? Aonde encontramos
este tipo de Energia? Serd 1til no meu dia-a-dia estudar esses fenomenos? Fica claro que
duvidas e curiosidades sao dois fatores de grande motivacao, nao somente dos alunos mas
também de qualquer trabalho cientifico a ser desenvolvido. Assim, é possivel trabalhar com
uma grande quantidade de questoes a respeito do assunto. Esse é o propdsito dos educadores:

cativar e provocar a curiosidade sobre o método cientifico nos alunos.

O uso deste trabalho para aplicacoes em sala de aula pode ser feito de varias maneiras:
debates, palestras, seminarios, pesquisa bibliografica, etc. Artigos de revistas, jornais, artigos
cientificos e nao-cientificos, entre outros, podem fornecer material informativo sobre esse

assunto enriquecendo discussoes.

Uma outra forma de abordar o assunto é da forma mais apreciada pelos alunos: aulas
experimentais. Esta foi uma maneira utilizada para introduzir, de forma bem simples, o
que se entende por energia. Com alguns experimentos como o “Looping” demonstrando a
energia potencial gravitacional, o gerador de Van De Graaf que demonstra a presenca da
energia potencial eletrostatica, vé-se a energia de varias formas. No entanto, realizar aulas
experimentais para uma grande quantidade de alunos de uma s6 vez, nao é uma tarefa facil.
Isto requer um numero suficiente de equipamentos e pessoal capacitado para aplicd-las. Uma
das dificuldades é a falta de material necessario para a demonstragao, que geralmente tem

um ou outro equipamento danificado apds a experiéncia, o que é comum.

Nos tltimos anos, o ensino basico publico da regiao recebeu um apoio maior do ensino
superior com o projeto de extensao universitaria da UNESP(Campus de Sao José do Rio
Preto) sob responsabilidade do Prof. Dr. Elso Drigo Filho com um método simples e claro
de aplicar estes conhecimentos com os alunos. Através de materiais de baixo custo para

construir os equipamentos e colocando alunos de graduacao para apoiarem os professores
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durante as experiéncias possibilitou a realizacao dessas aulas, que ocorreram com grande
sucesso, minimizando as dificuldades e imprevistos. Alguns motivos que contribuiram para
essa idéia dar certo foram: (1)os alunos de graduagao que monitoraram a experiéncia permi-
tiam que os alunos de nivel médio se dedicassem efetivamente ao experimento, (2)o material
nao seria tao facilmente fornecido e montado sem a supervisao e montagem por parte dos
graduandos, (3)a prética da ciéncia é infinitamente mais prazerosas para os alunos do que as
aulas tedricas, enfim, intimeros fatores positivos influenciaram na aplicagao do projeto como

forma de visualizacao dos resultados envolvendo conceitos de energia.

Durante o desenvolvimento deste trabalho, a idéia do projeto da UNESP foi colocada
em pratica, com o apoio dos graduandos, na Escola Estadual “Professor José Carlos da
Silva”, localizada na cidade de Barbosa (a 80km de S.J. Rio Preto) com alunos de todas as
idades, mostrando que a ciéncia é um conceito de facil entendimento para qualquer pessoa.

A seguir sao mostradas fotos dessas atividades.

Foto 1: Inicio da apresentacao feita na EE Prof José Carlos da Silva - primeira contato
com os alunos foi atraves da analise da quantidade de movimento. Todo o procedimento e
provocacao junto aos alunos ocorreu por parte do graduando da UNESP, que executou boa

parte das explicacoes e discussoes com os alunos neste experimento. Ao fundo merece

destacar a presenca do ATP Joao dos Santos
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Muitos outros trabalhos foram feitos em escolas da regiao em torno de Sao José do Rio
Preto, entretanto, esta escola destaca-se por ser a unidade sede do autor deste trabalho que
realizou boa parte deste trabalho em conjunto com os graduandos da UNESP, além de ter
contado com a presenga de representantes da Diretoria de Ensino de Birigui, os professores
Jo@o Santos e Reynaldo Maua Junior (ATP de Matemadtica e Supervisor responsédvel pela

unidade, respectivamente).

Foto 2: Apds uma explicacao do funcionamento dos experimentos deu-se aos alunos um
tempo para aproveitarem da curiosidade e utilizar os experimentos, realizando
integralmente todos os passos procedimentais em todos os equipamentos. Aqui é mostrado
uma experiéncia de eletricidade onde o suspense em tocar um modelo da garrafa de Leyden
era uma emoc¢ao. Logo queriam repetir, demonstrando o prazer em estar envolvido com a
ciéncia.

Para apresentar estes trabalhos junto a outros professores da rede publica realizou-se
uma Orientagao Técnica para professores de Fisica e Ciéncias, para também divulgar a forma
com que se vem trabalhando aulas praticas com materiais de baixo custo. Todos professores

mostraram-se muito contentes com a proposta e até pediram que mais atividades fossem

apresentadas, demonstrando interesse em aplica-las.
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Foto 3: Uma amostra de um exemplo de aplicacao do trabalho desenvolvido nesta
dissertacao: estudo da Energia Potencial. Neste caso tratava-se de um tipo de energia
bastante comum, a Energia Potencial Gravitacional. Interessante observar a participacao
dos alunos, todos bastante envolvidos com o assunto.

Com todo esse trabalho, nota-se que a ciéncia ainda deve ser muito valorizada e
muitissimo aplicada na escola. O mercado de trabalho, a cada dia que passa, procura por
mais cientistas e além disso, pessoas com criatividade e raciocinio, elementos basicamente
fornecidos, de forma implicita, pelo trabalho com a ciéncia. Acredita-se que tem-se muito
trabalho pela frente e este foi um passo relativamente importante para a evolugao do estudo

da Fisica e porque nao da Ciéncia como um todo.
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Foto 4: Aluno testando o momento angular, quando muda a posi¢ao dos pesos em suas
maos percebeu nitidamente a sua influéncia em sua velocidade. Contexto que os alunos
acharam muito divertido.

Uma vez que esta dissertacao trata de conceitos de energia, procurou-se aplicar tais
conceitos em sala de aula. Neste apéndice ficou evidente que as experiéncias trabalhadas na
escola exemplificam muito bem a importancia de se discutir com os estudantes sobre energia,
suas formas, propriedades, necessidades, dentre outras coisas. Além disso, o método aplicado
obteve um resultado satisfatério, onde percebeu-se a vontade dos alunos em experimentar
mais, mesmo apos o término da aula. Isso incentiva bastante a dar prosseguimento neste

trabalho.
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