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RESUMO

ALGEBRA DE DIRAC E ALGUMAS IDENTIDADES DE FIERZ PARA UMA
TEORIA SUPERSIMETRICA EM CINCO DIMENSOES.

Nesta dissertagdo apOs a apresentagdio de um estudo sobre nogdes
fundamentais de andlise, de estruturas algébricas, tais como grupos, anéis e
modulos, de variedades diferenciaveis e de algebra exterior, sdo estabelecidas, para
algumas combinagdes de spinors e vetores, seguindo uma recente publicagdo [11], o
carater de realidade ou ndo dessas combinagdes - identidades de Fierz - bem como

o grau e o grading (graduagdo) das formas associadas aos campos fisicos. O
conhecimento dessas identidades é fundamental para o calculo efetivo da
lagrangeana geométrica em teorias supersimétricas.
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ABSTRACT

DIRAC’S ALGEBRA AND SOME FIERZ’S IDENTITIES FOR A
SUPERSYMMETRIC THEORY IN FIVE DIMENSIONS.

In this dissertation, after the presentation (introducion) of a study about
notions of fundamental analysis of algebric structures, such as groups, rings
modulus, differentiable manifolds and exterior algebra, the character of reality or no
of these combinations of spinors and vectors - Fierz’s identities - one worked out,
according to a recent publication [11], like the degree (grade) and the grading of the

associated forms of the physical fields. The knowledge of these identities is
fundamental to the effective calculation of the Lagrangeana geometric in the
supersymmetric theories.
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1. NOGOES FUNDAMENTAIS DE ANALISE [1], [2]

1.1. Conjuntos

Recordamos abaixo algumas notagdes fundamentais e axiomas da teoria de
conjuntos.
NOTACOES: xeX: xéum elemento do conjunto X

x ¢ X: xndo € elemento do conjunto X

O conjunto vazio é um conjunto sem elementos , simbolizado por @. Se
todo elemento de um conjunto X é também elemento de um conjunto Y, entdo X é
um subconjuntode Y: XcV¥ ou Yo JX.

Se X =Y significaque XcY¥e YcJX.

O subconjunto de X consistindo de todo x € X possuindo a propriedade de
P é simbolizado {x:P}.

Seja A um subconjunto de um conjunto X.

A fungdo: X,(x)=1 xed, X,(x)=0 xeX xeA é chamada de funcio
caracteristica de A.

Um subconjunto préprio do conjunto Y € um conjunto o qual ndo € igual a
Y. Nos simbolizaremos X cY e X#Y, ou algumas vezes X cY. A unido dos
conjuntos X e Y, simbolizando XUY, é o conjunto de todos elementos os quais
pertencem também para X ou para Y.

A intersecgdo de X e Y, simbolizada XY, é o conjunto de todos
elementos os quais pertencem aos conjuntos X e Y.

Dois conjuntos sdo disjuntos se a intersecgdo deles é vazia. Uma classe de
conjuntos € disjuntos se todo par de conjunto distintos na classe ¢ disjuntos.

Seja A um subconjunto do conjunto X, o complemento de A relativo a X é
a totalidade de pontos x € X 0s quais ndo estdo contidos em A.Notagdo: C, 4 .

Sejam A e B dois subconjuntos do conjunto X; a diferenga A-B é a
totalidade de pontos x e 4 os quais ndo estdo contidosem B: A-B= AnCB.

A diferenga simétricade Ae B¢é AAB=(4-B)u(B- 4).

O produto cartesiano XxY € o conjunto de todos os pares ordenados (x,y)
onde xeX e yeY.

A divisdo de X € uma classe {X,} de subconjuntos diferentes ndo vazio cuja
unido é X, onde 1 pertence a familia I de indices.

Se X tem nimero finito “n” de elementos, o conjunto de todos subconjuntos
de X tem 2" elementos incluindo @. Motivado por este fato, denota-se por 2*
o conjunto de todos subconjuntos de X e o chamamos de conjunto comando.

AV
AVAYAY

il 2 3 4 5 6 7 unespw.l X2 43 18 15 le Y 18



1.2. Mapeamentos - Tracados

Notagdo: f: X > Y por x —» y = f(x),
também escrito y = f(x)

Otragado f de x em y associa atodo elemento x eX um elemento
determinado exclusivamente y=f (x) € y . O dominio de f , simbolizado D (f) ¢
X. Sua extensdo, simbolizada R(f), é contida em y.

Um tragado de X em Y ¢é também chamado uma fungdo em X com
valores em Y. Uma fungdo em X com valores em IR ou em C, é também
chamada uma fung¢do numérica em X, frequentemente abreviada para “ﬁmgﬁo em
X,S

O tragado complexo de dois tragados, f:X > Ye g:Y > Z éo
tragadogof: X —» Z por x — g (f(x)).

O simbolo f (M) simboliza o subconjunto {f (x); Vx e M } de Y;f(M)é a
imagem de M sob o tragado de f.

O simbolo ' (N) simboliza o subconjunto {x eM;3y=f(x)eY } de X;
S (N) é aimagem inversa de N sob o tragado f. Ele tem as propriedades:

=f(f (Y,)) paratodo ¥, c f(X)
X,c I l)) paratodo X,c X

Se paratodoy e f(X) hd apenasum x e X tal que f (x) =y entdo f
tem um tragado inverso de /' e é dito ser um a um ( injetivo).

T fX) »Xpor y - x= "' (y).
O tragado f éditotragar X em Y (subjetivo) se f(x) =Y. O tragado
f ¢ uma bijecdo se ele ¢ um a um e sobre.
Exemplo: Considere o tragado seguinte de IR em IR:
X — x’ éuma bijegio,
X — exp (x) € um a um mas ndo sobre,
X = x’+x* é sobre, mas ndo um a um,
X — sin x ¢ também ndo sobre um a um.

O tragado f ¢ uma extensdo de g (g ¢ uma restrigdo de f) se D (f) contém
D (g) e f(x) =g(x) paratodo x em D (g). A restrigdo de f para um dominio U é
simbolizado f .

Uma sequéncia (4,) de subconjuntos de um conjunto X é um tragado do

conjunto de nimeros naturais Nem 2° porn — 4,.
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Um conjunto X ¢ calculavel infinito se ha uma bijegdo entre X e o conjunto
de numeros naturais IN. Um conjunto € calculavel se ¢ também finito ou
calculavelmente infinito.

Mais geralmente dois conjuntos sdo chamados equipotentes (tem a mesma
cardinalidade) se ha uma bije¢do entre eles.

Uma categoria ¢ uma classe, cujo membros sdo chamados objetos, junto
com conjuntos Hom (X,Y), um para cada par ordenado de objetos (X)Y) e
tragados.

Hom (X,Y) x Hom (Y,V) - Hom (X,V)para (f,g) > h=g of, tal que:

1)Sef e Hom (X,Y); g € Hom(Y,V) e h € Hom (V,U)
entio ho(gof)=(hog)of.

2) Para cada objeto X ha um elemento inico em Hom (X,X),
simbolizando I dx, tal que todos objetos Y
foldx=f VvV f e Hom(X)Y)
Idy o g=g, V g € Hom (Y,X).

Os membros de Hom (X,Y) sdo chamados morfismos € a operagdo o ¢
chamada composig3o.

Exemplo: O tragado identidade id: X — X por x — x ¢é bijetivo. A
constante do tragado f : X — Y é definida por f(x)=c com ¢ fixadoem Y e
ndo ¢ injetivo (subjetivo) se X [se Y] tem mais do que um elemento.

Um morfismo f € Hom (X,Y) ¢ chamado um isomorfismo se existe g e
Hom (Y,X), tal que:

fog=14dy, g ‘o =41 dx.

Exemplo: A classe de todos conjuntos junto com os tragados entre eles é uma
categoria: os isomorfismos s3o as bijegdes.

Sejam A e B duas categorias, Mor(A) e Mor(B) as classes dos seus
morfismos. Um fator covariante de A para B ¢ um tragado C:(A, Mor (A)) —» (B
Mor (B)) tal que:

>

1) Se f ¢ ummorfismo X - Y, C(f) é um morfismo
CX) » C(Y).

2) Se f e g sdomorfismosem A osquais podem ser
compostos entdo: C(g) o C(f) = C(g o f).

3) C(idx) = id,

Para um fator covariante de A para B temos o diagrama:
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Ry e 7 VI A
CX) ~29% & G (V)W (Z) M0 (x)IC (V)L Ci2)'<B

Um tragado c¢: ( A, Mor(A)) - (B, Mor(B)) é chamado um fator
contravariante de A para B se:

X L5 Y —£5 Z XYZcA
CX) «2— C(Y) «2— C(»), CX),C(Y),C(Z) « B

e CH o C(e = C(gol)

C(idx) = id

C(x)*
C (f) é muitas vezes simbolizado por f*

Lidaremos mais tarde com outras categorias, cujos objetos sdo conjuntos
com estrutura adicional e cujos morfismos sdo tragados preservando esta estrutura,
por exemplo, a classe de todos grupos com seus homorfismos. Um isomorfismo
sera entdo um morfismo bijetivo cujo inverso ¢ também um morfismo. Contudo,
desde que noés teremos frequentemente que considerar varias estruturas
simultaneamente usuaremos em geral uma terminologia mais explicita, e
reservaremos a palavra isomorfismo para uma categoria mais basica dentro da
extensdo deste texto, isto €, a categoria cujos objetos sdo os espagos de vetores
topoldgicos, e cujos morfimos sdo tragados lineares continuos.

1.3. Relacoes

A relagdo entre X € Y ¢ um subconjunto IR de X x Y, onde x e y sdo
ditos ser arelagdio IR se (x,y) € IR, também escrito x IR y.
Umarelagdo IR € X x X € uma relagdo de equivaléncia em X se ela € :
- Reflexiva: (x,x) e IR , V x € X,
- Simétrica: (x,y) e IR = (yx) e IR, V X,y € X,
- Transitiva: (x,y) e IRe(y,z) e IR = (x,2) € IR, V x,y,z € X.
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Se x € relacionado para y por uma relagdo equivalente em IR, escrevemos x
~y ou x=y (modR).

A classe de equivaléncia de x e X, simbolizada [x], é o subconjunto de
X tal que {y; y ~x}. X é aunido disjunta de classes de equivaléncia. O conjunto
destas classes de equivaléncia é simbolizado X/IR ou X/IN.

Exemplo: Faga uma classe de equivaléncia com pontos x e IR pela relagdo de
equivaléncia: x~x,,se X=X, =2 zn,n =0,1,2,3,... [x]={x:x+ 2zn=x_}.
Uma destas classes de equivaléncia [x] pode ser considerada como um ponto em
um circulo.

1.4. Arranjos

Uma relagdo IR < X x X é uma disposigdo parcial de X se esta for:

-Reflexiva: (xx). elIR, VixeX
-Anti simetrica: (x,y) e IR e (y,x) e IR = x=y
-Transitiva: (xy) eIR e (y,z) e IR = (x,2) e IR

Notagdo: x + y ( x precede y ou y segue x). x € relatado para y pela disposigdo
parcial < .

Seja P ser um conjunto disposto e a,b,c €P. Sea < ceb < ¢, entdo ¢ é dito
ser limite superior paraae b . Se além disso ¢ < d para todo d e P os quais sdo
limites superiores para a € b, entdo ¢ ¢é dito ser o menor limite superior, ou o
supremo de a e b, e denotamos ¢ = sup(a,b).

Similarmente, definimos um limite mais baixo € o maior limite mais baixo ou
infimo de aeb e simbolizamos por inf (a,b).

Um conjunto parcialmente disposto P é conduzido se todo par de elementos
de P tem um limite superior.

Se sup (a,b) e inf (a,b) existe para todo par (a,b), entdo P é uma rétula.

Sejam, p € P; m é maximo se m < p implicar que m = p, isto €, nenhum
outro elemento, a ndo ser o préprio m, segue m.
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Um conjunto parcialmente ordenado P € linearmente ordenado ou totalmente
ordenado, se para qualquer dois elementos a,b € Ptém-se a<b ou b<a.

Dado qualquer conjunto ndo vazio de conjuntos distintos ndo vazio X, , i e
I, um conjunto pode ser formado o qual contém precisamente um elemento que
pertence a cada conjunto X, (axioma de escolha de ZERMELO).

Lema de ZORN: seja P um conjunto parcialmente ordenado ndo vazio tal
que todo subconjunto de P linearmente ordenado tenha um limite superior em P.
Entdo para cada x e P existe um elemento maximo y € P, talquex <y. O
lema de ZORN ¢ equivalente para a axioma de escolha de ZERMELO.

Exemplo: Seja P o conjunto IN de todos niimeros inteiros positivos, € seja m < n
tal que m divide n. Entdo

Sup. (m,n) = minimo multiplo comum de m e n.

Inf. (m,n) = maior divisor comum de m e n.
IN ndo tem elemento maximo.
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2. ESTRUTURAS ALGEBRICAS [1]

Definigdes:- Uma operagdo interna de um conjunto X € um tragado de X x X
em X. Seja A e X conjuntos. Um tragado de A x X em X é chamado uma operagao
externa de X. Os elementos de A sao chamados operadores em X

2.1. Grupos

Um grupo € um conjunto X junto com uma operagdo interna X xX — Xy
tal que:

1) A operagdo € associativa
(xy)z=x(yz) para todo x,y,z € X
2) Ha elementos e¢ e X chamado a identidade, tal que:
xe =ex paratodo x e X,
3) Para cada x € X ha um elemento de X chamado o inverso de x,

denotado por x ', talque x'x=xx"=e

Pode ser usado com mais frequéncia.

O grupo abeliano = comutativo se Xy = yx para todo x, y € X. A operagdo
¢ entdo frequentemente chamada adi¢do e escrita (x,y) - x + y. Neste caso o
inverso de x ¢ escrito -x e a identidade é simbolizada por 0.

O centro do grupo X € o conjunto de elementos os quais comutam com todos
os elementos do grupo.

Um subconjunto A de X ¢é um subgrupode X sexy € A e x' e A para
cada xed, yeAd (equivalente, xy™" € 4).

Seja A um subgrupo de X. O conjunto Ax={axacd} e xeX é
chamado “coset” direito de A em X.

Um “coset” esquerdo (direito) pode ser definido como o conjunto
equivaléncia [x] = 4, [o conjunto equivaléncia [x]=4,] determinado pela relagdo
de equivaléncia y~x se y' €4 [se xy' € 4]. Analogamente para o “coset”
direito.
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Um subgrupo A de X ¢ invariante (normal) se xax™' € A para todo

aed etodo xeX.O “coset” direita 4, e o “coset” esquerdo x* de um
subgrupo invariante A sdo idénticos.

A colegdo de todos os “coset” de um subgrupo invariante A em X é um
grupo chamado o grupo quociente (fator) de X por A; e simbolizado por X/A. A
operacdo de grupoem X/Aé: (xA)(yA)=(xy)A

2.2. Anéis

Um anel é um conjunto X com duas operagdes internas (X,y) — Xy e (X,y)
— x +y, chamados respectivamente multiplicag¢do e adigdo, tal que:
1) X é um grupo abeliano sob adig¢éo,
2) Multiplicagdo ¢ associativa e distributiva com relagdo a adigéo, isto €:

(xy)z=x(yz)
X (y+tz)=xy+xz
(y + z) x =yx + zx para todo x,y,z € X

Se para a multiplicagdo ha um elemento e € X , tal que ex = xe = x para
todo x € X, entdo o anel é um anel com identidade (unidade). Se o anel é
abeliano sob multiplicagédo ele é chamado um circulo abeliano.

Seja X um circulo com identidade . Se um elemento x € X tem um
inverso, x ¢ dito ser regular ( inversivel, ndo singular).

Um anel com identidade é chamado um campo se todos seus elementos
exceto o zero (elemento neutro da adigdo) sdo regulares.

Simbolizamos por K os campos de numeros complexos ou reais K=C ou
R.

Um imaginario esquerdo I de um circulo X é um subanel (um subconjunto
com propriedades de aneis de X, tal que: i e/ > x, e/ ,Vx e X

Seja I um imaginario em X; a relagdio x~y se x-y e I é uma relagdo de
equivaléncia. O conjunto X/I de conjuntos equivalentes distintos [ x ] = { x +1;1 €
I}=x+1,formaumanelsob([x],[y]) = [x][y]=[xy] e adicdo ([ x],[y]
- [x]+[y]l=[x+y]. Oanel X/1 échamado de anel quociente (fator) de
X por L

2.3. Modulos

AV
AVAYAY

il 2 3 4 5 6 7 unespw.l X2 43 18 15 le Y 18



Um moédulo X acima do circulo R é um grupo abeliano X com uma
operagdo externa , chamada multiplicagdo escalar, R x X —» X por ( @ ,x )

— aX, tal que:

a(x+y)=ax+ay
(a+P)x = ax+ px

(aff)x = a(fx)

paratodo a,feR e X,y € X. Se o anel R tem uma identidade e entdo:
=x paratodo x € X.

2.4. Algebras

Uma algebra A ¢ um moédulo acima de um anel R com identidade e com
uma operagdo associativa interna, geralmente chamada multiplicag3o, tal que:
1) A € um anel.
2) a operagdo externa (a,x) —»> ax € tal que: a(xy) = (ax)y = x()

A maioria das algebras sdo espagos lineares junto com uma operagdo interna
chamada multiplicagdo. A defini¢do geral dada aqui inclui tais algebras, como a
algebra de campos de tensores sobre anéis de fungdes.

2.5. Espacos Lineares

Um espago linear ¢ um moédulo para o qual o anel de operadores é um
campo. O campo ¢ o campo K de numeros reais R ou de niimeros complexos C. Os
elementos de um espago linear serdo chamados vetores.

Seja L e M subespagos lineares do espago linear X. Se cada vetor zeX é
unicamente expresso na forma z=x+y com xel e y eM, entdo X é dito ser a soma
direta (geométrica) simbolizada L@ M, dos subespagos L € M. L e M sdo entdo
complementares. Eles necessariamente implicam que LN M= {0}.

Um subconjunto A de um espago linear X é chamado linearmente
independente se para todo subconjunto finito ndo vazio {x:i=12,..,n} de A em

relagdo 3 '=A,x =0, 4, eK implica 4, = 0 para todo i < n.
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3. VARIEDADES DIFERENCIAVEIS

3.1. Introducao

O conceito de uma variedade diferenciavel [3] generaliza o conceito de uma
superficie diferenciavel em R’, isto é, de uma superficie com um plano tangente em
cada ponto. Os vetores tangentes para uma variedade serdo definidos
intrinsicamente, isto €, sem referéncia a um sistema de coordenada particular.

Uma definigdo precisa de uma variedade (topoldgica) é a de um espago
topologico de HausdorfT, tal que todo ponto tem um homeomorfico aberto a R”.

Um grafico (U,p) de uma variedade X ¢ um conjunto aberto U de X,

chamado de dominio do grafico, junto com um homeomorfismo @:U -V de U
sobre um conjunto ¥ em R".
As coordenadas (x',..,x") da imagem ¢(x) eR" do ponto xeUc X sdo

chamadas as coordenadas de x no grafico (U,p) (coordenadas locais de x). O
grafico (U,p) ¢é também chamado um sistema local de coordenadas.

Um atlas da classe C* em uma variedade X ¢ um conjunto {(U,,,qa,,)} de
graficos de X tal que os dominios {U,} sejam de X e homeomorfismos satisfagam a

seguinte condi¢do de compatibilidade:
Os mapas ¢, oqo;’:(aq((/,,ﬂU,,) - .;o,,(Uu ﬂUﬂ) sdo conjuntos abertos de R" em

R de classe C*. Em outras palavras, quando (x') e (y') sdo respectivamente as
coordenadas de x nos graficos (U,,p,) e (Uﬂ,qoﬂ), o grafico ¢,0¢; € dado em
¢.(U.NU,) por n real avaliado. C* fungdes de n variaveis

(¥) >y =1'()

(xl’"/x") K

A%

Classe de ¢ Classe de y
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3.2. Dois graficos de uma variedade

Dois atlas C* (U,.¢,) € (U,..¢,.) s3o equivalentes se e somente s¢ a unido

do dominio deles (Ua ,Ua_) com os homeomorfismos ((0a ,@a,) ¢ novamente um atlas
e

Uma variedade topologica X junto com uma classe equivalente C* atlas é
uma C* estruturada em X, dizemos que X é uma variedade C*.

Estritamente falando uma variedade diferencidvel ¢ uma variedade tal que os
mapas ¢, -, de conjuntos abertos em R" dentro de R" sdo diferencidveis, mas

ndo necessariamente continuamente diferenciavel; mas as expressoes de variedades
diferenciaveis; variedade planos sdo frequentemente usadas para designar uma
variedade C* onde k é grande e suficiente para o contexto dado, eventualmente
k = . Uma variedade analitica real (C" ) ¢ definida similarmente: os mapas ¢, -¢;'

tem que ser analitico reais, isto €, dados por n fungdes de n vanaveis os quais
podem ser expandidas em uma série convergente de Taylor em uma vizinhanga de
cada ponto.

Uma variedade complexa analitica € definida similarmente com C”,
substituindo R", e os mapeamentos ¢@,o¢, sendo holomoérficos (analitico

complexos).

Observagado 1: Algumas vezes uma variedade € definida apenas como um espago
localmente euclidiano topolégico X, junto com exigéncias apropriadas para os
mapas os quais tragam um conjunto aberto de X em R". Mas entdo X pode ter a
caracteristica indesejavel de ser ndo Haussdorff como sera mostrada no
seguinte exemplo. Considere o espago o qual que consiste de duas semi-retas
fechadas (—=,0) ¢ uma semi-reta aberta (0,+0), junto com uma base de vizinhos

abertos

0,,i = 1,2 da formula
(-a,,0,)U(0,5)
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Este espago é localmente euclidiano; ele ndo ¢ Hausdorff porque qualquer
dois conjuntos abertos contendo 0, e 0, contera um segmento (0,).

3.3. Difeomorfismo

Em particular f é um (C) difeomorfismo se f é uma bijegdoe f e f' sdo

continuamente ~ diferencidveis (C’). Difeomorfismo sdo para variedades

diferenciaveis o que homeomorfismos sdo para espagos topologicos, € o que
isomorfismos sdo para espagos vetoriais.
Seja f:X - Y e seja g uma fungdo em ¥

A imagem reciproca sob f da fungdo g ¢é a fungdo
gofix—(gof)x)=g(f(x)); e é simbolizada por
gof=r+*(g)
A mesma definigdo aplica para a imagem reciproca f‘og de um gréafico
gY—>Z sob f:1 XY
fge=gof

3.4. Grupos de Lie I

Um grupo Lie [1] G € um grupo que ¢ também uma variedade diferenciavel
tal que a estrutura diferenciavel ¢ compativel com a estrutura do grupo, isto ¢, tal
que a operagdo Gx G — G por (x,y) xy™' € um grafico diferenciavel.
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Dois grupos de Lie sdo isomorficos se existe um difeomorfismo entre eles o
qual preserva a estrutura do grupo (a qual ¢ um homorfismo de grupo).

Exemplo 1: — R" junto com a operagdo de adigdo de vetor é um grupo de Lie
quando dotado com sua estrutura usual diferenciavel.
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4. GRUPOS DE TRANSFORMACOES

Em toda esta segdo “plano” significa “diferenciavel da classeC*”, com k
grande o suficiente para as afirmagdes serem significativas.

4.1. Campos de vetores como geradores de grupos de
transformacgoes

Seja X uma variedade plana de dimensdo » com pontos x,y..e X. Seja v
um campo vetorial em X e seja o:/ c R— X uma curva tal que a tangente a curva
o em x =o(+) € o vetor v(x). A curva o satisfaz a equagéo diferencial

do(f)dt =(o(t)) tel

equagdo de campo diferencial
o ¢ chamada uma curva integral do campo vetor v

Sistemas dindmicos s3o frequentemente governados por este tipo de equagdo.
Uma curva integral ¢ entdo chamada de uma trajetoria do sistema.

Dado um campo do vetor v, pode alguém sempre encontrar uma curva
integral através de um ponto x, ? Esta curva ¢ inica? Resposta: “sim, localmente se

v é C'”. Enunciamos o seguinte:

TEOREMA: Suponha que v ¢ um C" campo do vetor variedade X, entdo para
todo x € X, existe uma curva integral de v, 1 — o(1,x), tal que:

1) o(t,x) € definida por ¢ para algum intervalo /(x) c R, contendo #=0, e é de
classe C™*'

2) o(0,x) =x paratodo x e X

3) Esta curva € unica, ou seja, x € X, ndo ha curva integral C' de v definida em um
intervalo estritamente maior do que /(x), e passando através de x (isto &, tal que

o(0,x) =x).

A prova ¢ facilmente obtida da prova dada por equagdes diferenciaveis
ordindrias. O seguinte teorema é uma consequéncia da unica propriedade 3:

TEOREMA:
Se 1,5,1+s €l(x) entdo o(t,0(s,x)) = o(t +s5,x)
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PROVA: As curvas - o{t,0(s,x)) € t—>o(r+s,x) satisfazem a mesma equagdo

O mapeamento o:). — X por (x,f)—> o(t,x) é chamado de fluxo de
C' campo do vetor V. Se Xe v sdo C°, o fluxo é C*.

O mapeamento o(t,)=0c,:x > o(t,x) é definidko em N(x)c X para
t €1(x,). Ele é uma transformagdo de N(x,) - transformagdo local de X - gerada
pelo campo do vetor v. Sob este mapeamento, um ponto x € N (xo) ¢ levado para
um ponto o,(x) € X ao longo da curva integral de v em X - a localizagdo de
o.(x) ao longo da curva sendo determinada por £ .

X

Geralmente o intervalo /(x,) € R depende de N(x,).. A intersecgdo I de

todos os intervalos /(x,) correspondendo para um conjunto de vizinhos {N(xu)}

cobrindo X pode ou nio ser vazia. I ndo é vazio quando X é compacto, desde que
ele seja entdo dado por uma intersec¢do finita. Quando / ndo € vazio, entdo O,
com ! €1 define uma transformagio global de X. Além do mais podemos definir
o, paratodo ¢ € R através da relagdo:

o =0 O s

I+s
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e cada O, tem um inverso, O_, . Temos, entdo, provado o seguinte

TEOREMA: Um campo de vetor plano em uma variedade compacta X gera um
grupo de um parametro de difeomorfismo de X.

Como consequéncia natural, mostraremos

COROLARIO: Um campo vetorial plano em uma variedade X, o qual desaparece

fora de um conjunto compacto K < X | gera um grupo de um parimetro de
difeomorfismos de X.

PROVA: Seja x € X \K, o, é o mapeamento identidade, definido por todo .
Consequentemente nds sabemos que cobrindo K com um numero finito de vizinhos
abertos IN(x,), que ha um intervalo ndo vazio / < IR, tal que o mapeamento o,
seja definido no inteiro de X por ¢ €/ , deste modo para todo ¢ €R.

Desde que o(t,0(s,x))=o(t+s,x) se t,5,t+sel(x), temos a lei da
composigao

O'" - O-s = O-H.s

O mapeamento o, é chamado um pseudo grupo local de um parametro. Este
¢ um grupo local de um parametro se o,, €/ define uma transformagio global de
X; 1€ um grupo de um parametro se /=IR.

Contrariamente, qualquer pseudo grupo local de um pardmetro {o,} de

transformagdo o,:x = o,(x) = o(¢,x) pode ser gerado por um campo de vetor v
definido exclusivamente pela equagdo v(x) = do(t,x)/ dl|,_, , isto é

v(x) = do(t,x)/di|,_, implica v(a(t,x)) =do(t,x)/ dt .
PROVA: Considere a curva C, gerada de x por o, , tal que:
:+s(x) 0,00 (x) [.s,l+s E](J.')

Derivando ambos os membros desta equagdo com relagdo a s

d
Ea(r+s,x) a(t+sx 0'(5 o'(fx) :
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a qual implica que

%cr(t,x) = -i-—o{s,o(t,x)) = V{O'(I,x)) pela definigdo de v".

O campo de vetor v € o gerador do pseudo grupo de transformagédo {0',} :

Os fisicos frequentemente chamam este vetor um gerador “infinitéssimo” e
escrevem a equagdo prévia na forma

oo = vot
Entdo, desde que o(0,x,) = x, temos,
0'(51‘) =X, + Vot
TEOREMA: Dado um campo de vetor v gerando o pseudo grupo local o, , a
imagem (f’v) de v sob o difeomorfismo f de X sobre X gera o pseudo grupo local de

um parametro { foo,of™ }.

PROVA: Provaremos que W(y) definido por

W)= {F 0,01 () o

¢ igual para ('v)(y). Realmente

o Ohen= 2 G e =)

Alternativamente poderiamos observar que sua definigdo W()) é o vetor
tangente para a curva f © o(-,x)o f ! em y
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COROLARIO: O campo de vetor v é invariante sob f/ se f comuta com o, .

PROVA: v ¢ invariante sob f se e somente se

fv=v

: 3 d = d
1sto €, se E(f oo,of (J’))[:-o - E;O';(}’)l;-o

ficao s =0,=>fca =aof

4.2. Derivadas de Lie

O fluxo de um campo vetorial v determina transformagdes locais o, de uma
variedade X, mapeando a vizinhanga N (x) € X em X.

A derivada de Lie de um campo de tensor caracteriza a diferenga entre o
campo tensorial e sua imagem [inversa] sob o, [2].

A derivada de Lie L,W do campo vetorial contravariante ¢ definida:

Lw _1}3}:[ M (Mo, (x)-w

onde é necessaria a introdugdo do mapeamento inverso O para computar a
derivada de Lie em x

Ur_lw(y) 5 w(x) wix)
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A derivada de Lie L,@ de um campo de vetores covariantes @ ¢é o campo
dos vetores covariantes e é definida por

[0'
=0 f

EXERCICIO: Compute a derivada de Lie de uma fungdo 1.

Resposta: Lf], =lim ‘:-[f (o:(x) -1 (x)] =v(/f).

PROPOSICAO: A derivada de Lie é um operador local:

seu=stem N(x)c X, L,u=L,t em Nk

se ¥, =V, em N(x), Lu=L, u em N(x

PROPOSICAQ: A derivada de Lie ¢ uma derivagdo na algebra de campos de
tensores diferenciaveis, isto é:

Lv ¢ um operador aditivo L(u+t)=L(u)+L () ;
L, satisfaz aregra de Leibnitz L,(u® )= Lu®t+u® Lt
PROVA: A propriedade aditiva pode ser verificada prontamente. A propriedade de

Leibnitz basea-se no fato que as transformag¢des de um tensor produto é o tensor
produto das transformagGes de seus fatores. Tipicamente
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(0': ® 0',’1)((0 Ow)=00®0,'w .

Deste modo,

- in[07(a(o(+))) @ 7' (v{0 () - (@@ w))] .
Vamos inserir dentro do parénteses do lado direito
~0()®07 (wo,(3)) + o) @7 (o () 5
e a propriedade de Leibnitz das derivadas de Lie fica satisfeita.

4.3. Expressdes coordenadas locais da derivada de Lie [2]
Se , por exemplo, a expressdo coordenada local de um tensor arbitrario ¢ da

t—tjk(x)éf ® dx' @ dx*

;, ®di’ ® dx* +1,(x)L, (;) ®dr’ ® dr*

Ll = L(6:() =7
+t:.k(x)§ ® L,(dx')® dx* + zﬂ‘(x) -® dx' ® L,dx’

Por definigdo

(1 2= mil ()20

Os componentes de

g no sistema de coordenadas naturais sdo

; as componentes desta transformagdo O (69/ 6”55‘) sdo

o' (t,y) ss _ P '(1.¥)

ﬁyh i ayl
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Deste modo, em coordenadas locais,

(-3). {22 1)

@’(0,y)
- _— & =—2~
T e R

da’| &

100) 2| oy 4(202) 2
B dt o' :=o§x"‘x

—| — =—0] =0
usando i\ & 7 .

Consequentemente

174 AN 8
Lv&,- = —&‘, a usando dO'(f)/dt = V(O'(f)) y

Um calculo similar conduz a

Em resumo,

J I i 1 i i 1 i I

EXERCICIO: Compute a derivada de Lie de um campo de vetores contravariantes

o 17
Resposta; va = Lv(wf)af + W‘Lv g

&) &

= (V%—w’lﬁ)i = [v,w] .
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4.4. Campos de tensores invariantes sob um grupo de
transformacoes

TEOREMA: Um campo de tensor € invariante sob o (local, pseudo) grupo {0',}

de transformagdes gerado por V se e somente se sua derivada de Lie com relagéo a
v for zero.

PROVA: Pela defini¢gdo da derivada de Lie, da invaridncia do tensor implica o

desaparecimento da derivada de Lie:
ow(x)= w(o,(x)) = Lw=0
oia(o (x) = o(x) = Lw=0

A prova do inverso, isto é, L,f=0 = “ invariante sob o grupo de
transformagdes geradas por v”, serd efetuado na vizinhanga de um ponto x, onde
v# 0. O caso geral é obtido por um procedimento limite quando v ndo ¢é
identicamente zero na vizinhanga de X,. Construimos um sistema coordenado onde,

Seja (x”) um sistema coordenado na vizinhanga de X, tal que

x"=0 e v"(x)=0
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Seja (x‘) o sistema coordenado desejado. Neste sistema a curva integral de v
a qual passa por x em =0 ¢

o'(t,x)=x"+8,t .

Desde que uma mudanga de coordenadas mapea curvas integrais em curvas

integrais, as fungdes x"(x" ,x“), as quais caracterizam a mudanga de coordenadas,
satisfazem as equagdes,

dx'' [ dx" = v”(x'f(x",x“)) ,

onde a varidvel x" tem sido escolhida como pardmetro ao longo da curva.
Localmente, este sistema tem exatamente uma solugdo x"(x" : y) a qual passa de Y
para x" =0

x"(0,y) =y" .

Por conveniéncia escolha pontos em y tal que 0= y'"" = x'"(0,y) e escolha o
x-sistema tal que y tenha as mesmas coordenadas em ambos os sistemas
y' =y =x". Segue que,

ot of @frf(o,y) LA - .
@ lx=0 = *"a‘;_ usando a continuidade de x" em x

=0, usando a condig3o inicial

Deste modo, a transformagao jacobiana
a'| & (s
det[&j : u]: | = x) 2 0.

A tnica solugdo x”(x" ,x“) caracteriza uma mudanga admissivel de
coordenadas tal que, no sistema x, de coordenadas de v tem os valores desejados.

Além do mais, neste sistema de coordenada &' / &’ =0 e os componentes
da derivada de Lie de ¢ se reduz em a derivada parcial de seus componentes com

relagdo a x”, ou seja,
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(L) = a1 |
Deste modo,

L 0=>(af a0 #(>E )
As curvas integrais de v sendo
gi(tx)=x +5lt,

ndo dependem de ¢. ¢  invariante sob as transformagdes {o,} geradas por v .
A métrica g € um tensor 2-covariante simétrico ndo degenerado em X. Uma

isometria € um difeomorfismo de X a qual deixa g invariante. As isometrias de X

formam um grupo de transformagdes de X. Um grupo, um-parametro de
transformagdes gerado por um campo de vetores v € um grupo de isometria se e
somente se

0= (L), = v'(%u ! &')+gu(V' 1 &*)+gu(¥' 1 &") .
Faga v, = g,,v', entdo esta equagdo torna-se:

P BB By )

+

& & & & &

4.5. Grupos de Lie II

DEFINICOES :
Consideremos o grupo dimensional finito de transformagdes {0 ,:8 ¢ um

elemento de um grupo Lie G de dimensdo p}. O conjunto {0'3} ¢ um grupo Lie de
transformagdes se 0 mapeamento

o:Gx X —> X por (g,x) - O'(g,x)
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¢ diferencidvel e se o conjunto de transformagdes {crg:X - X;o,(x)=0 (g,x)};
junto com o mapeamento composi¢do, segue a propriedade do grupo.

0,00, =0, (agdo esquerda de G em X)
0,00, =0, (agdo direita de G em X)

o, ¢ atransformagdo identidade

Segue que,

Desta maneira,
(1) > G opera efetivamente em X se 0, (x) = x para todo x € X implica g=e

(2) > G opera livremente em X se 0, (X) # X a menos que g=e
(3) —» G opera transitivamente em X se paratodo x € X e y € X existe g € G tal
que 0, (x) =y

As propriedades do grupo de transformagdes uni-dimensional {o,} sio
amplamente exprimidas em termos do campo do vetor v o qual o gera. Propriedades
similares para as propriedades de {0',} podem ser derivadas para os grupos de
transformagdes {O'g (1);1 ER} onde {g(t);t €R} ¢ um subgrupo de G de um
parametro.

Um subgrupo de um pardmetro de um grupo de Lie G é uma curva
diferenciavel

R—> G por t—g(t)

{g(t)g(S) = g(t+5)
g0)=e i

Os conceitos desenvolvidos para o grupo {0',} se aplicam para o grupo

{Usm}
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G

G(g(f),x)

O-X
% %= Oe)
g

g(1)

\\

O o) = o(g(1),x) = o,(g(1))

A curva gerada pelas transformagdes {Jg(f);r € R} operando em x € a imagem
do subgrupo de um  parametro {g(f);t € R} por o, onde
o.(g(1)) = ofa(r )x) =0 s(f)(x) :

O campo do vetor o qual gera o grupo de transformagdo {0'3(,,;1’ ER} é

chamado um campo do vetor de Killing em X relativo a a¢do do grupo G (doravante
chamaremos vetor de Killing, simplesmente vetor Killing).
A curva integral passando por x do campo do vetor Killing v satisfaz as

equagoes
{dax(g(r)) Jai = (o (&(1)

o.(e)=x

Veremos que um subgrupo de um pardmetro € definido pelo seu vetor
tangente ¥ em e

y = dg(t)/dtl L

Consequentemente podemos classificar o campo do vetor Killing o qual gera
{Jg(,);dg(t)/dd,ﬂo: ¥t eR} por 7,
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7 (x) = dag(r)(x)

do (g(?))

==t .= ol(e)y.

dt w0 dt

As transformagdes seguintes de G em si mesmo desempenham um papel
central na teoria dos grupos de Lie

L;:G— G por L,(h)=gh chamada transformagio a esquerda
R,:G — G por R (h)=hg chamada transformagio a direita .

Obviamente Rg(h) = L,,(g)

N'(x,)c X

O campo de vetor Killing v ¢ definido por

do,(x) do (g(t
+t)|:-0 = %L-o ~ O';(E)}/
O, mapea o subgrupo de um parametro g(?) dentro da curva integral de v na

trajetoria de x. Cada subgrupo de um parametro de G define um campo de vetor
Killing em X. Se G atua efetivamente em X, o espago dos campos de vetores Killing
¢ 1somorfico para a algebra de Lie de G.
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OBSERVACOES: Resumiremos aqui as anotagdes usadas no estudo de grupos de
transformagdes de multiplos, quando coordenadas locais sdo usadas. Abreviamos

166) pa /(7).

x € X com coordenadas (x‘) €IR" ¢ g € G com coordenadas (g“) €lR?;
0:Gx X - X por (g,x) > o(g,x) com coordenadas (o" (g“ Sl )) elR";
g, X > X poro,(x)=o0(g.x);

0.G—> X por o,(g)=o0c(gx):

oy (x): T, (x) > T, (¥) representado por (a;(x)); = ﬁo"(g“ 2t )/ &

ol(g) T;(G) - 7;’(8)()( ) representado por (G;(g)); = do’ (gﬂ Sl )/ s
Se o grupo de transformagdo opera no proprio grupo, entio:

L:GxG — G por (g,h) = gh com coordenadas (gh)* = L‘"(g‘H yid );

R:Gx G — G por (g,h) > hg com coordenadas (hg)* = R“(gﬂ N4 );
L:G— G por Lg(h) =gh;
R,:G = G por Rg(h) = hg;

L. (h).T,(G) > T,(G) representado por (L;(h))z =dl’ (8’6 S )/ 1z
R!(h).T,(G) - T,,(G) representado por (R;(h)): = 073“(8’6:}1’)/ a*

4.6. Transformagdes esquerda e direita de G. Algebra de Lie
¢ de G. Estruturas constantes.

Os dois grupos de transformagdes de um grupo de Lie G em G definidos
pelas translagdes esquerda e direita atuam efetivamente, transitivamente e
livremente em G.

O conjunto de campos vetores invariantes sobre de translagdes esquerda
[direita] sdo chamados de os campos de vetores invariantes de esquerda [direita]
em G. Mostraremos que cada um daqueles dois conjuntos formam um espago vetor
da mesma dimens@o como G e que, junto com a operagdo de suporte de Lie, cada
um € uma algebra de Lie.

Um campo de vetor v em G ¢€ invariante esquerda se
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Lg'(v(h)) = v(Lgh) = v(gh), Vg.heG
Segue que

Ly = v(g) com y = v(e) ]

Em coordenadas locais a equagao

Contrariamente L;v(e) = v(g) implica que v é invariante esquerda

WL, ) = W(gh) = Ly(€) = (L, o L) We) = Lt o Liv(e) = Liv(h)

Deste modo, temos provado o seguinte

TEOREMA: Ha uma correspondéncia bijetiva entre 0o conjunto de campos dos
vetores invariantes esquerdos e o conjunto de vetores tangentes para G em e, isto €,

o espago vetor tangente 7,(G).

Poderemos, sem prova, enunciar o seguinte:

TEOREMA: O conjunto de campos dos vetores invariantes esquerdos [direito] é
fechado sob a operagdo suporte de Lie.

Como consequéncia, seja {v“;a = 1,.--,P} uma base da algebra Lie. Existem

numeros C7;, tal que:

[va,vﬁ] =Clyv, .

Os coeficientes C; sdo chamados as estruturas constantes do grupo Lie G.
Suas propriedades do suporte de Lie sdo
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(1) antisimetria do suporte Lie = CJ; =-C,
(2) identidade  Jacobi para o suporte Lie =
C;,C,’j, + Cgc,C“t +Cl,+Cy =0

re

(3) bilinearidade do suporte Lie = (%) transforma por uma

troca da base em & como os componentes de um tensor de
terceira ordem .

4.7. Subgrupos de um-parametro

TEOREMA: Os subgrupos de um pardmetro de G sdo as curvas integrais passando
pela origem e dos campos de vetores invariantes esquerdos [equivalentemente

direitos].

As curvas integrais de campos de vetores invariantes direitos e esquerdos os
quais ndo passam pela origem e coincidem apenas quando o grupo é abeliano.
PROVA: Seja g:/R—> G um subgrupo de um pardmetro

Lg(f)g(s) =g(r+5s).
Consequentemente
I dg(s) X dg(t + s) ! dg(t +5)
B

Colocando s = 0, teremos

Ly = dg(1)/ dt

onde ¥ € o vetor tangente em g(0))=e para a curva { —> g(f) :

Contrariamente, para cada 7 €7,(G) existe uma solugdo unica g(t),

passando pela origem, da equagdo diferencial para cada campo do vetor invariante
esquerdo ou direito. Esta solugdo obedece a propriedade de grupo

gr)g(s) = (¢ +5).
Em contradigio a solugdo o(f) obtida anteriormente, a qual foi definida
somente para vizinhos em X e para t €/ c IR, g(t) é uma transformagdo global de
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G e é definida para todos os valores de ¢ €/R. Em outras palavras {o,} é um
pseudo grupo local, considerando que {g(t)} ¢ um grupo.

dLg(r}(h)

=D R =Ry

Um elemento » € 7,(G) define o gerador v* [0 gerador v®] de um
subgrupo de um parametro de transformag¢des {Lg(,)} [de transformagdes {Rg(,)}] :

v* é também o campo de vetor invariante de direita gerado por ¥ . Similarmente a

curva integral através de 4 do campo de vetor invariante de direita e esquerda v* e
v* geradas pelo mesmo elemento da 4lgebra de Lie ¢ coincidem. Os isomorfismos

de & com os espagos de campos de vetores invariantes de direita e esquerda sdo
definidos por ¥ <> v, ¥ < V*.

TEOREMA: Seja v* o gerador do grupo de transformagdes de um pardmetro
{Lg(,);f GIR} de G sobre G. Entdo v" é um campo de vetor invariante de direita.

Similarmente o gerador v* de {Rg(,)} ¢ um campo de vetor invariante de esquerda.
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_ dRy(g(1))

=R
s Ay

OBSERVACAO: v*[v*] & um campo do vetor Killing em G relativo & agao Z[R]
do grupo G .

4.8. Representacio adjunta

A representagdo ¢ uma representagdo de um grupo G na sua algebra Lie &.
Desde que a algebra Lie & ¢ isomorfica para T(G) um mapeamento de ¢ dentro

dele mesmo pode ser definido por um mapeamento de 7, (G) dentro dele mesmo.
O mapeamento

LR;':h— ghg™

¢ um automorfismo interior de G que define um mapeamento linear (LSR; ‘) (e) de

T.(G) em si mesmo. O mapeamento

Ad(g)-G-G
¢ por definigdo o mapeamento correspondente para (LSR; l) (¢) no isomorfismo

entre YL(G) el Z. Seja a,.r, eT,(G); seja a,y €4 os campos de vetores
invariantes de esquerda gerados por a, € ¥, respectivamente

a, = (LSR;')' (e)y, © a=Ad(g)y .

Identificaremos frequentemente 7,(G) com & e escrevemos

ad(g) = (LK) () = L(g™)R (o)
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O mapeamento de G, dentro do espago L(Z. &) de mapeamentos lineares de
G dentro de si mesmo
Ad:G > L(G.9) por Ad:gr> Ad(g)

¢ chamado a representagdo adjunta de G em 4.
A seguinte anotagdo abreviada é também usada:

Ad(gly =g1g”', 7 €4.

Esta equagdo ¢ literalmente correta se G € o grupo linear GL(n) ou um dos
seus subgrupos. Realmente Z, e R, sdo entdo mapeamentos lineares e a derivada

de um mapeamento linear pode ser identificada com o seu proprio mapeamento.

EXERCICIO: Prove que o mapeamento Ad ¢ uma representag3o.

O centro de G ¢ a parte central do homomorfismo g = LR', e é também a

parte central da representagdo adjunta provida de G é conectada. Em um certo
senso esta mede a ndo comutatividade de G. -

A representacio adjunta Ad de & em & ¢ a diferencial da representagdo
adjunta de G em & na origem, modula o isomorfismo de 7,(G) sobre g
Ad = Ad'(e) .
Mostraremos que:

AdG-L(G.G) por Ad(S))= [5._.-].
Realmente, na anotagdo abreviada,
Ad(g(1))r = g(0)m(r)”,

!
d

4d(g()(r) = A4d'()s(r) = 4d(s)(r)

t=0

onde & = dg(t)/ di|,., modula o isomorfismo de 7,(G) em &. Por outro lado,

SeO()y| =[],

t=0
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O mapeamento Ad(8):G— & ¢ chamado um mapa adjunto.
Seja {e,} uma base de &, e cj; as estruturas constantes nesta base e
y =r%,, 8 =8%,. A expressdo coordenada de Ad(5)(y)=[5,7] nos da

Ad(5), = 6"c, também escrita Ad(5)=5-c.

Aqui dois dos trés indices das estruturas constantes atuam a regra de indices
de matrizes, mas ndo qualquer dos dois indices.

Desde que Ad ¢ um homomorfismo de G dentro de L(Z. &), este mapea um

subgrupo de um parametro {g(t)} de G em um subgrupo {Ad(g(t))} de L(Z. ).
Consequentemente, existe um transformagao linear 4:4— & tal que:

Ad(g(t)) = exp.iA .

A ¢é prontamente obtido de d(Ad(g(f)))/ d,., e encontrado igual para
Ad(5) onde & é o gerador de {g(f)} . A equagido

Ad(exp 6) = exp(4d(5))

¢ também escrita com a precaugdo dada abaixo

Ad(exp 5) =exp(d-¢c) .

A forma Killing em & é a forma bilinear B(y,5) = trdd(y)Ad(5).

4.9. A Forma Canéonica ou Maurer-Cartan

A forma canénica ou Maurer-Cartan @ em um grupo Lie G é uma forma
com valores na algebra Lie & de G definida através da relagdo

w(vg)=y onde y=L]vgeT(G).
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A forma Maurer-Cartan ¢é frequentemente definida pela equagdo
w(vg) = g"'vg . Esta notagdo abreviada é literalmente correta se G é o grupo linear

GL(n) ou um dos seus subgrupos desde que a derivada de um mapeamento linear
possa ser identificado com o seu proprio mapeamento.

TEOREMA: A forma candnica @ ¢ invariante esquerda e sua imagem reciproca
sob uma translagdo a direita satisfaz a equagao

Ro=Ad(g")ew .

(Lio)(v,0,) = @(Liv,,) pela definigdo de L,
= L'L;v,.. pela definigio de

=Lty =w(v_ )
’l-lg h'lg hl'g 1

Similarmente:

(Rha))( e ) = a)(R,',vgh_l)

= LRy, por definigdo de @

' '
-1 r-1 '
=l 2L SRV
h -l h” gh™

!

’
=L R;L;:,_: v, desdeque R' e L' sempre comutem

=L R},w(vg,,-l) por definigdo de @ .
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5. FORMAS DIFERENCIAIS EXTERIORES - ALGEBRA
EXTERIOR [4], [5], [6]

Um campo tensorial covariante de ordem p totalmente antisimétrico é
chamado de uma diferencial exterior p-forma (forma de grau p).
A?(x) ¢ o espago de p-formas em X. Uma forma de medida p superior para a

dimensdo » do multiplo no qual ele é definido € identicamente ZERO porque os
unicos componentes ndo ZERO de um campo-tensorial de ordem p totalmente anti
simétrico sdo aqueles nos quais todos os indices s3o diferentes. Uma situagdo a
qual nunca pode existir se p>n.

O produto exterior A (produto Grassman) de uma p-forma e uma g-forma ¢
um mapeamento

~(AP(X),A7 (X)) > AP (X)

por (@,B) = @A B com a A f definido por

[sinal zr) 71'{ac(v1 oY, )ﬂ(vp+l 0225 pig )]

onde v, € T(X) e 7 é uma permutagio de (1,2,....,p+¢). Em particular, se @ ¢ S
sdo 1-formas

anf=a®p-R«.

PROPRIEDADES:
Segue da defini¢do que o produto exterior é

(1) associativo (@ AB)Ay =an(BAy)

(2) bilinear an(f+y)=anf+any
(a+ﬂ)/\;y =any+pAy
flanp)=fanf=anfp

e em geral ndo ¢ comutativo
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anf=(-1)"pfra se aeN ,feN .

Para mostrar esta ultima propriedade note que, no processo de permutagio de
B e a, termos comparaveis serdo obtidos fazendo p 1-forma saltar g vezes, isto &,
por pq permutagoes.

O conjunto de formas de todas as medidas em X junto com o produto exterior

¢ chamado a algebra exterior (Grassman). Estla é simbolizada A(X) ou
simplesmente A.A, .

Nota: Alguns autores usam o fator ll(p +q)! antes do que 1/ p!q!.
Entdo se @ e [ sdo 1-formas

a/\ﬂ=—:1-3-(a®ﬂ—ﬂ®a).

A.A, € o espago de formas em x. Uma 1-forma é também chamada uma
forma linear. Uma fungdo f em X pode ser considerada também como um elemento
do circulo no qual 0 médulo A(X) ¢ definido, ou como uma 0-forma. O produto de
uma forma @ euma fungdo f é fAa = fa.

A dlgebra A(X ) ¢ uma algebra graduada, isto é, é uma colegdo {A" (X )}

dos moédulos indexada pelos nimeros inteiros p junto com um mapeamento
associativo bilinear A(X)x A(X)—> A(X).

S.1. Coordenadas locais. Bases para A’(X). Componentes
pontuais.

1) Em um ponto x € X . Seja (6";:‘ = 1,...,n) uma base arbitraria de 7, (X).

Uma base de Aﬁ(X ") ¢ o conjunto de (ﬁ) p-formas independentes

{45"",f\...,f\t9""",1J = 1,...,n}_
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PROVA: O espago de p-formas em x é um subespago de ®”7. O conjunto
{9" ®..04" i, = 1,...,n} é uma base para ®” 7 . Consequentemente, uma p-forma

pode ser escrita

a=a, ...ip6“"®...®9" * com €, ...I, totalmente antisimétrico

e il &t g G0 R0
1S @

k
kl__jpﬁ 'ALNG

As ultimas duas linhas sdo ambas perfeitamente boas expansdes de «.
Contudo, o conjunto {9*’ /\.--/\9*"} ndo é uma base para A%(X) porque seus

elementos nao sdo0 independentes, por exemplo:
" AG* . . AO"" = —0" AGM..AB" . No espago ®° T:(X "), os componentes de

a sdo {akl __k,}- No espago A’,’,(X ”) os componentes com indices escolhidos sdo

chamados os componentes estritos de « .
A dimensdo do espago A’;(X ") ¢ igual para o coeficiente bindminal

(;)= n!/(n—p)'p!. Em particular, uma m-forma « eA’;(X ”) tem somente um
componente estrito &,...n. A soma da dimensdo dos espagos de formas de todas
medidas é Z::o (;) =2",

Uma p-forma com somente um componente & = a@" A..A0" & chamada de
um mondmio.
2) Seja (6") uma base arbitraria para campos de vetores covariantes no dominio de
um grafico. Entdo (9‘ ) ¢ também a base natural (dxf) ou uma estrutura local
{9’ = a,dx’ } onde [aj-(x)] ¢ uma matriz diferencidvel regular. Segue que

{9’ NN } ¢ uma base para as p-formas no gréfico escolhido.
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EXEMPLO:
Seja @ e B serem duas 1-formas em IR?

a=ad' p=pd

Seja (al) as componentes de um vetor V e (ﬂ,) as componentes de um
vetor U. Entdo

aAﬂ=(alﬂ2 '_‘5’52/51)"1"7I A dx? +(auB3 _aaﬂl)dxl Adx?
+(a By —asB,)dx? Adx’

As componentes de @ A f estdo relacionadas com as componentes do vetor

produto ¥ X U . Notamos que estes seriam iguais se as bases de A’ (1R3) fossem
(dx? A e’ ,de® nds',ds' A dx*) ao invés de (dx Adx™).
Sejam agora @ € A”(X"),ﬁ € A"(X”) . Entdo,

11
e LRI RIS B G TR
(a A ﬁ)i’l '"'fpn} o p' q1 E'f}l “-"‘p+q aJI “Jpﬂkl “'*q _ell. '“ip-tq aJl "Jpﬂxl "Xq .

onde a escolha dos indices no caso superior é uma escolha parcial na qual o
subconjunto J e o subconjunto K sdo ambos totalmente ordenados, mas ndo
relacionados um com o outro.

Troca de base. A transformagdo dos componentes de uma p-forma induzida

pela troca de base (9f) = (9 ''=a QIJ pode ser prontamente obtida da formula

acima. Seja @ = @ ,;"J;H“A...AH’ * com @, ; totalmente antisimetrica.
Entdo,

1 : i
w = _1‘0)";__1;91[/\.../\9119
P
l il i :
=—o, .d L YN 2
p. 1-%p 1 Jp

hok, 4 J
iSrial ar@innG”)
P 1 P




Consequentemente,

s

P

=7 ekl ...kp a[l a
Dy, S P Siiy, i

ky..k I - . “ -
os termos €, J, @ sdo os determinantes de todas as px g matrizes obtidas da

. i bl . .
matriz nxn [aj] eliminando n-p linhas e n-p colunas em todas as maneiras
possiveis. E frequentemente conveniente considerar determinantes como os
elementos de uma nova matriz chamada a matriz p-complexa derivada de [aj ]

Se a troca de base é uma troca de base natural induzida pela troca de
coordenadas x — X(x), entdo a/ =&’ /&' e

Dy (x) =@n (f(x))% )

D(f’ ')/D(xJ) é a matriz p-complexa derivada da matriz jacobiana

[&' ) c'ak‘"]. Estas relagdes ddo as regras para a troca de variaveis de uma p-integral,

num espago n-dimensional. Uma troca de coordenadas pode ser escrita como
segue: '

= —l—lco,l L (x)dxt A dx' . Adx'
p! »

! % D(x)A.. AdE"
=Ea)ﬁu_,;(x(x))df (x)A.Adx?(x)

onde: df‘:’(.x) = (ﬁ‘} / &t )dxk’ N

5.2. Diferenciacio exterior

Seja @ uma p-forma diferencial de classe C* (a1, (x) sdo fungdes

diferenciaveis de x da classe C*).
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O operador de diferenciagdo exterior 4 mapea uma p-forma a da classe C*
para uma p+/ forma da da classe C*~' chamada a derivada exterior (colimite) de
a . Este tem as seguintes propriedades:

1) d é linear: d(a+p)=da+dp,
se A éaconstante d(da)=Ada.
2) dlanp)=danp+(-1)andp.

3)d*=0.

4) se f¢é a 0-forma, df ¢ a diferencial ordinaria df de £

5) a operagdo d é local, isto é, se @ e¢ B coincidem em um conjunto aberto U,
entdo da = df em U. Ou seja, o comportamento de @ exterior de U ndo afeta

da em U,(da)|U= d(a|u)_

TEOREMA: Propriedades de 1 a 4, definem exclusivamente o operador d.

PROVA: Seja d’ um operador o qual satisfaz as propriedades 1 a 4 e seja @ uma
p-forma diferencial '

I
a=a; Adx""A..AdX”
7

onde @, ; ¢ tratado aqui como uma 0-forma porque no curso da prova este sera

operado por d’. Mostraremos que d'a ¢ exclusivamente definido.
De fato, pela propriedade 2

d'a=dj , ndx" .Ads” +a, , d(dd" A nds”) .

Se o produto exterior ¢ definido com (p + q)! preferencialmente do que

p! q!, entdo a derivada exterior é modificada adequadamente. Temos entdo que,
d = d/(p+1) quando operando em uma p-forma. Nés escolhemos a definigio do

produto exterior a qual conduz para uma expressdo mais simples para a formula de
Stokes.

Pela propriedade 4
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da, = da, 1o dx' =dx'

Pelas propriedades 2 e 3

d’(d’x" /\...Ad'x"") =0 .

Consequentemente
d'a=da, Adx" A AdX'

e d’ é o operador exclusivamente definido d.

Verificamos (1) que o operador d definido em coordenadas locais por esta
expressdo satisfaz as propriedades 1 a 5, (2) que esta definigdo ndo depende da
escolha de coordenadas, ¢ (3) que da dado por esta expressdo em todos os

graficos é uma (p + 1) -forma definida acima da variedade inteira.
(1) De da=da; ; Adx"A.Adx"
obtemos a expansdo de da

(2T

e dxh A AdXT

Desta defini¢do de da , pode-se prontamente verificar as propriedades 1,2 e
)

A propriedade 3 segue da simetria em j e k das segundas derivadas
8 | &’&x* . A propriedade segue da anticomutatividade de duas 1-formas.
(Sugestdo: no reagrupamento de termos necessarios para provas a

propriedade (2), df,, ;. tem que saltar p termos d_,, A..AdX” ).

poy

(2) Fazendo a troca de coordenadas (x’) - (x ) Seja (da)x a expressdo para

da no sistema coordenado x. Das regras obtidas anteriormente para a
transformagdo de uma forma debaixo de uma troca de coordenadas temos
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Deste modo, depois de alguns calculos

o, » &x* ; .
(da)x zi, éfl:p %dxl AT A.. AdX"
p!

1 a'}-’,'p k' it it
=— ——dx ANAX YA .ADX”
p! &

=(da);
(3) Sejam U, e U, os dominios dos dois mapas. Sejam d, e d, as derivadas

exteriores definidas em U, e U, respectivamente. Entdo d, =d, em U, NU, pelo
teorema tinico. Isto completa a prova da existéncia e unicidade de d.

OBSERVACAO:
(1) A prova acima mostra que, considerando Ja, , /&" ndo sdo os
componentes de um p+I-tensor, as expressdes anti  simetrizadas
L 9a, . / &"* sdo o conjunto de componentes de tensores.

(2) A derivada exterior de uma n-forma em X" ¢ zero.
(3) d é um exemplo de uma anti derivagdo.

Seja A= {A"’ } uma algebra graduada. Um mapeamento linear 7:4 — 4 é
um operador diferencial de grau s em 4 se

TT=0 e T.A7 > 47" .

Deste modo, A(X ) junto com d é a algebra graduada com operador
diferencial de grau 1 ou uma 4lgebra graduada diferencial (4GD) .

Nos seguintes exemplos as formas sdo definidas em IR,

EXEMPLO 1: A derivada exterior de uma O-forma f ¢ a 1-forma

df=%dx",

Os componentes de df sdo os componentes de grad 1.




EXEMPLO 2: A derivada exterior de uma 1-forma @ = Adx + Bdy+ Cdz . Seja V o
vetor com componentes (A,B,C).

da—(ﬁ-@)d dz+(-@‘l—§)dz dx + [@—@)dx dy
& & & & & o

Os componentes de da com respeito a base indicada, sdo componentes de
rotagdo V=rot V=VxV _

EXEMPLO 3: Derivada exterior de uma 2-forma

w = Pdy A Qdz A dx + Rdx A dy

dw=[@+@+@]dr/\dy/\dz ]
& & &

Seja W o vetor axial (relativo ao eixo) com componentes (P,Q,R); um vetor
axial € o conjunto das 3 componentes ndo relacionados de um tensor anti simétrico
de ordem 2 definido em/R’. Em notagdo de calculo denotamos vetor @ =W -df
onde d@ ¢ a area do elemento vetor infinitésimo.

As componentes de dw sdo as componentes de div .

EXEMPLO 4: Da propriedade d” = 0 concluimos que:

ddf =rot (grad f)=0

dda=div (rot V)=0 .
Onde: rot=rotacional, div=divergente e grad=gradiente.

EXERCICIO: Compute grad fg, rot fV, div fV, div (VxU) onde ¥ e U sio vetores
em /R’ , usando a relagdo

d(anpB)=danpB+(-1)"andpB, p=grau(a) .

Resposta:
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grad fg=g grad f+f grad g
curl fV=grad fxV+frotV }p=0
div fV=grad f-V+fdivV

divlVxU)=U-rot V-V-rot U p=1

5.3. Imagem reciproca de uma forma

Imagens reciprocas representam uma regra importante na integragdo de
formas e em integragdo de sistemas diferenciais exteriores.

Seja fum mapeamento diferenciavel X" — Y? eseja v e Y;(X )

Entao,

fye Y}m(Y") :

Seja f* o mapeamento induzido por f'em p-formas

Xﬂ

A imagem reciproca (fazer retroceder) f * @ da forma @ € definido por
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(f *a))(vl,...vp) = co(fbl,...f'bp) ,
A imagem reciproca f *@ é também chamada a forma induzida por fde @.
Nas coordenadas locais ¢ definido por »* (xf) comi=l,..ne a@=1,.q.
Entdo:

" Y
* —_ :
(f Ct))‘.l wdp é)xi, ék!‘" a)a, i S

b
= D(x,-l,..-xfp) @44,

P

e desde que:

o=, , (V)" A.ndy® 4,=1,.q,

fro=0, , ( y(.x))dy"" (x)A..Ady™ (x)

~(/ *0), ,, @ nndds I =Ln

Deste modo, obtemos f *@ de @ simplesmente expressando y* como uma

fungdo de x', isto é, y“(x") e, consequentemente, dy“ como a diferencial de

ye(x').

TEOREMA: O mapeamento induzido /* ¢ um homomorfismo na algebra graduada
diferencial A(Y q).

PROVA: Sabemos que
fi *(}la} + pB) = Af *@w + yf * 0 homomorfismo no espago vetor A(Y "").
Manipulagdes algébricas simples mostram que
i *(w AO)= f *w A f *6 homomorfismo a algebra de grau A(Yq).

Mostraremos agora a prova disso
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f *(dw) = d(f * ) homomorfismo no AGD (Algebra Graduada Diferencial) .

Uma forma arbitraria é uma soma finita de produtos exteriores de fungdes e
de fungdes diferenciais, consequentemente, temos que provar o teorema apenas nos
casos onde @ € um-forma exata.

1) @ ¢ uma O-forma g

f*dg=d(gof ) por defini¢do de uma imagem reciproca
=d(f*g) .

2) @ ¢é uma diferencial exata dg

f*(ddg)=0.

Por outro lado

d(f*dg)=dd(f*g)=0 .

5.4. Derivacio e antiderivacido em A (X)
(1958 - Lichnerowicz)

Ja mencionamos que a derivada Lie ¢ uma derivagdo no espago de campos
de tensores e que a derivada exterior é uma antiderivagdo em A(X). Desejamos
agora dar algumas propriedades gerais de derivagdo e antiderivagdo e introduzir
outro exemplo de antiderivagdo, o produto interior.

Seja 7 um operador linear em A(X), 7(Aw + po) = ATw + uT6 , onde

A, u sdo constantes. 7'é dito ser de grau p se

T:N(X)—> A*?(X) paratodo 7.
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T é uma derivagdo em A(X) se seu grau é par e se ele obedece a regra
Leibnitz

T(an\@)= TonO+awnTO .

7" é uma antiderivagdo em A(X ) se seu grau € impar e se ele obedece a regra
antiLeibnitz

T(a)/\(?):Ta)/\9+(—1)gmdman\7‘9 /

PROPOSICAQ: - O comutador de duas antiderivadas é uma derivagao.

- O anticomutador de duas antiderivadas ¢ uma derivagao.

- O comutador de uma derivagio com uma antiderivagdo € uma
antiderivagao.

Um operador 7" em formas € dito ser local se a restrigdo de 7w para
qualquer conjunto aberto U depende somente da restri¢gdo de @ para U .

PROPOSICAQ: - Duas derivagdes [antiderivagdes] sdo iguais se elas sdo iguais

em O-formas e em 1-forma.

PROPOSICAOQ: - Se 7 é uma derivagdo local ou antiderivagdo a qual comuta com
a derivada exterior d, entdo ele é completamente determinada por sua agdo em 0-
formas.

PROVA:

(g df) = Tg ndf +gI(df) = Tg ndf +g d(T)

5.5. Formas definidas em um grupo Lie

Consideramos uma variedade G o qual é também um grupo Lie. Uma forma
diferencial @ em G € um invariante a esquerda (consequentemente co(g) significa

0, €T;(G))se
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Lyo(Lh) = w(h) onde Lh=gh, gheG .
Como no caso dos campos vetores em G, @ ¢é um invariante a esquerda se e
somente se L;»(g) = w(e) onde ¢ é o elemento identidade de G.
A diferencial invariante esquerda p-formas em G, forma um espago vetor de
dimensdo (:;)
A forma diferencial invariante direita é definida similarmente.

Se @ ¢ uma forma invariante diferencial esquerda [direita], entdo dw é
invariante esquerda [direita]

L;dco = dL'ga) =dw .

5.6. Equacgdes estruturais de Maurer-Cartan

O dual (composto de dois nimeros dual) &* da algebra Lie & de G € o
espago de formas lineares invariantes esquerdas em G.

Seja (v,) e (9’6) bases duais em & e &* respectivamente. Desde que d6” é

também invariante esquerdo, pode ser expresso na base (6‘3 A 9') para o espago de
2-formas invariantes esquerdas

a a r 1 a .
do* =-c30° NO" = —Ecp}, N Equagdes estruturais de Maurer-

Cartan

e a

PROVA: As componentes de d68* sido

(a67), = d6°(v,.v,)
=£,, 9“(\),)- £ 9“("3)‘ 90(["&":’])
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Note que ¢, = f[,ﬂ’,rlga :

5.7. Sistemas diferenciais exteriores

Encontrar variedades integrais de um sistema de equagdes diferenciais
exteriores. Sistemas diferenciais exteriores compostos de 1-forma, chamados
sistemas Pfaff, sdo particularmente simples. Uma variedade integral de um sistema
S de formas de grau arbitrario pode ser descrito em termos de variedades integrais
de um sistema Pfaff associado com o fechamento de S. O sistema Pfaff é chamado
o sistema caracteristico de S .

Equagdes diferenciais parciais podem ser escritas como sistemas diferenciais
exteriores. Por exemplo, um sistema de equagdes diferenciais parciais de primeira
ordem

=0

! | &' o”z”)
&1 r":&n ""’&n

a 1 [ | P
F [x s J2h Wz

pode ser declarado em termos do seguinte sistema diferencial exterior

fe =EE (2t ) =0
0'=dz' - pldx' =0

Trataremos em detalhes do caso da equagdo diferencial parcial de primeira
ordem nado linear.

1) EQUACOES EXTERIORES

Consideramos quantidades definidas em um ponto x € X" ; ocasionalmente o
subscrito x ¢ omitido por concisdo nos paragrafos 1, 2 e 3 quando ndo pode ocorrer

confusdo. Como uma regra nesta seg¢do os simbolos 8, 8“,... designam 1-formas

(Pfaff formas); @, %, @, &, ¢ ... designam formas de grau arbitrario.
Uma solugdo do sistema de equagdes exteriores
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{a)f =i0: Q= 1,2,...N}
é qualquer sub espago P C TL(X ") tal que @; (Vn---vp,) =0, Va quando
Vy,...V, € P isto é, qualquer sub espago P o qual anula cada @3 .

Note que se P ¢ de dimensdo menos do que p, uma p-formas @, desaparece

em P trivialmente. Segue que, se todos @; sdo de grau maior do que ou igual a p,
entdo todos sub espagos de 7, de dimensdes menores do que p sdo solugdes.

2) EQUACAO EXTERIOR AVULSA @, =0, ONDE @, E UMA p-FORMA
EM x

Seja {9j = 1,———,"!} uma base em 7;'()( "). A expressdo geral para @,
inclui todos » elementos desta base. Contudo é frequentemente possivel encontrar

um subconjunto linearmente independente {éa;a =1,.,r com p<r< H} de 7,

X 2
com menos do que » elementos em termos dos quais @, pode ser expresso:

—a,

T e

al...ap
—4
A.NO
onde 4, =1,...,r e 4 <4,<.<A4, . Agorasejar o numero minimo de 1-formas

linearmente independentes necessarios para expressar @, ; entdo @, ¢ dito ser de
grau r. Note que p<r<n. O espago Q. produzido pelo conjunto minimo

{‘9;61' =il } é chamado espago associado @, ; isto é, Q. é o menor sub espago

de 77, tal que @, €A°(Q) ((N(Z7)) ou (A(Q))))

Se r=p a forma ® é o monémio (consiste de somente um termo

7= -P . . o
@, ,0 A.AO") e contrariamente. Uma 1-forma ¢ sempre de ordem (ndo
identicamente zero).
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Seja 0, o espago de vetores v, tal que i,8 = 0 para todo 8 € 0. . O espago
Q ¢ um sub espago de 7, de dimensdo n-r porque as equagdes homogéneas
iv=0 para v tem n-r solugdes linearmente independentes.

Note que enquanto 7, e T, sdo espagos duais, 0, e Q. nio sdo dual.

O espago O, é uma solugdo particularmente interessante da equagdio @, = 0.
Chamamos a solugdo maxima de Q.. Toda solugdo do sistema Pfaff associado a
Q: e um sub espago Q,. O teorema seguinte da outra caracterizagio do espago Q..

TEOREMA: Seja @, ser uma p-forma em x € X" com espago associado Q.,
deixe O, ser o espago de vetores v, tal que 7,0 = 0 para todo 6 € Q.. Entdo

ved iw, =0 .
PROVA:

1) veQO=iw=0, porque se

—A
D, =Wy 40 AN, A=1.r

entao
LoL ="y (i)a)AlmApaA'A...iv@A’ A" =0
J

2)i,w. =0 = v e(,.

Seja Q! ser o espago de vetores v’ tal que i,@ = 0. Seja Q" ser o espago
de formas &' tal que i,6' =0, Vv' € Q! . Provaremos que O, < Q'" o qual implica
Q' < Q. e prova a proposigdo. Seja {9";-" = L---n} ser uma base de 7, , tal que

seus primeiros elementos geram Q. . Nesta base

1
=) 0NN

i@ =(Z - Z J(i)m}l_%@“{‘ NN UNIN 2

1,sr 12r'+1
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Desde que #,,6"” = 0 para /; < 7', a primeira soma é zero. Além do mais
in@="
v =

onde V"' sdo os componentes de v’ na base dual para {9”'}. Deste modo os
primeiros »’ componentes de v’ nesta base sdo zero, os restantes n-r’ sdo
arbitrarios. Desde que i,@ = 0

: 1 ol 1
O=i.w= Z (2)v ’a),l__Jj_JpG“" ANNGIN NG
1,2r'+1

(o circunflexo indica omissdo), concluimos que,

@y,.1,.1, =0 para .[J, >r+1,

Consequentemente @ pode ser expresso em termos do conjunto
{9"';" - 1,---,?"}. O espago associado (. de @, esta contido em Q.".

AV
AVAYAY

il 2 3 4 5 6 7 unespw.l X2 43 18 15 le Y 18



6. ALGEBRA DE DIRAC E ALGUMAS IDENTIDADES
DE FIERZ PARA UMA TEORIA SUPERSIMETRICA EM
5 DIMENSOES [7], [11]

6.1. Introducio

6.1.1. Bases de um Espaco Vetorial

A posicdo de uma particula em um sistema de coordenadas OXYZ
(coordenadas), consideremos apenas um espago vetorial 3-dimensional, ¢ dada pelo
vetor

r=xi+xj+zk (1),
AN A . P .
onde i,j,k sdo respectivamente vetores unitarios ao longo dos eixos X, y, z.
Esses vetores unitarios sio chamados de vetores bases. Eles definem um

sistema de coordenadas, ou base, na qual x, y, z sdo as coordenadas da particula.
A demais:

D) ;}?c sdo linearmente independentes
II) Se r= 0, entdo x=y=z=0,
III) Qualquer vetor no espago 3-dimensional pode ser expresso como combinagdo

AAA

linear de i,/ k,

IV) O quadrado do comprimento do vetor r é definido por:

r* =x*+y* +z* (Teorema de Pitagoras para 3-dimensdes) (2)

Com o objetivo de construir um algoritmo que nos leve a (2), nos € util
introduzir um tipo de multiplicagdo de vetores conhecida como produto escalar
definido como segue:

i=ik=0(3)

Isso prova a existéncia de ortogonalidade dos vetores base.
Entdo temos a Ortogonalidade dos vetores-bases.
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Se requerermos que a multiplicagdo escalar de vetores abdica a lei
distributiva da multiplicagdo, entdo:

-2 - -

r =r.r= (x?+y}+z!z)(x?+y}+zlz) =

AN AN A A AN M NN Al N

= xzii+xyij+xz:’k+yxji+y2jj+yzjk+zxki+zyk}+zzkk =x*+y*+2°

Analise vetorial pode ser generalizada para vetores complexos em um espago
vetorial n-dimensional, onde n ¢ finito, porém arbitrario. Um espago vetorial €, por
defini¢do, n-dimensional se existirem “n” vetores linearmente independentes e
quaisquer “n+1” vetores sejam linearmente dependentes.

Chama-se este espago de C,

Seja ui(i = 1,2,...,n) um conjunto de vetores linearmente independentes em um
espago de “n” dimensdes

- —
O conjunto de vetores u formam uma base em C,. Os x; sdo as

- -
componentes de x na base u; de C,
A expressao:

< o g
x* - Y|x| , ¢ chamada também de o quadrado do comprimento de x.
i=1

6.1.2. A representacio de operadores lineares por matrizes.

Um operador L € determinado se e somente se, seu efeito em cada vetor é

conhecido. Em particular, seu efeito em cada vetor base precisa ser conhecido. Isto
significa que a matriz menor tal que:

- -
L uj = z UJ.Lﬂ. .
7

precisa ser uma matriz conhecida. O inverso é também verdadeiro, ou seja, o
conhecimento de matriz L, em um dado sistema de coordenadas, determina
completamente L. E preciso entdo mostrar somente que o conhecimento de L nos
habilita ao calculo de,
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y=Lx (2) ,paracada x
A prova é trivial, ou seja:

x= > z}:xf (3), entdo:
i

-

y=Lx =LY ux, = ¥ (Lu)x=3.@L,)x (4)
i i iJ

O ultimo resultado pode ser ainda reescrito como:

Y= ZLﬁxi (5) ou y=Lx (6)

Uma demonstragdo alternativa de que L, determina L ¢ dada pelo
procedimento seguinte
A partir de
LZ;‘ = ZuJ.Lﬂ
-

segue que,

LY = Lunu=u,Lu (7)
i i Ji

S u i =1 (8) entdo L= L, u; (9)

6.1.3. Operador no espaco dual
Seja

x= Y ux, (10)
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entdo o correspondente vetor no espago dual é

A partir da definigdo:
y=Lx (12)

temos que:
y=Lx (13)ou y, = zl‘axj (14)

y, = ZJEJ.E; (15) ou y* =x'L (16)

O resultado (16) sugere a seguinte notagao:

y =x"L* (17). Se: L= uL,u; (18), entdo: L*=>u Lyu; = > wL,u; (19)
iJj iJ

)

Do resultado (19) segue que as “n” linhas »° sdo respectivamente a
representagdo do vetor y° e do operador linear * no espago dual, do mesmo modo
que as “n” colunas y e a matriz L s3o respectivamente as representagdes do vetor
v e do operador linear L no espago vetorial n-dimensional.

Observe que o ultimo resultado € equivalente ao algoritmo.
(LE)*=% L*(20)
Algumas propriedades da operagdo* sio:
e
ID) (L% *=L
I) x*y = (*x)*= (*x)

Ent3o:

(x*Ly)y*=(Ly)*x = y*L*x
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6.1.4. A representacio espectral de um operador
Se um operador L e um vetor x sdo relacionados por:

Lx=Ax (21) onde A € um escalar (; quando “operado” por L ¢ transformado em

um multiplo de si préprio), entdo x & chamado de um auto-vetor do operador L, A
¢ chamado de um auto valor do operador L.

Suponha agora que os auto-vetores do operador linear L, chamados aqui w ,
formam uma base bi-ortogonal.
Entdo:

Liuy=1u: (22)

- 2 -
onde: 1 é o outro valor de L pertencente ao auto-vetor u; , isto €,

L=5valn 23)
1 "

Esta representagdo do operador L evidencia todas as suas caracteristicas, isto
€, seus auto-valores e auto-vetores. Ela é conhecida como a representagdo espectral
do operador L. A representagdo espectral do operador L*, ou o adjunto hermitiano

-3

do operador L, na base dos autovetores u. ¢é dado por

B=>1 il

6.1.5. A formagdo de bases pelos autovetores de um
operador linear

Anteriormente foi suposto que os autovetores do operador linear L formavam
uma base bi-ortogonal. Isso, no entanto, ndo ¢ verdadeiro para todos os operadores.
Contudo, isso sera sempre verdadeiro para operadores L que satisfagam a condi¢do

(1) LL*=L*L.
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Operadores satisfazendo a condigdo (1) sdo conhecidos como operadores
normais.

Deveremos mostrar que L*L=LL* ¢ uma condi¢gdo necessaria e suficiente
para que os autovetores do operador L formem uma base bi-ortogonal.

-3
Mostraremos apenas a condigdo necessaria: Sejam u: os auto-vetores de L.
Entdo:

=y

—’
url u e ainda

usando que:

fakf:z; ||xi|2; Zr i:}-u:=1_

6.1.6. Diagonalizacao de matrizes normais

Seja A*A=A.A* . A matriz A é chamada entdo de matriz normal. Qualquer
outra matriz f{ que satisfaga a condigdo H=H* é chamada matriz hermitiana.
Claramente matrizes hermitianas sdo matrizes normais

(1) H*H-HH* = HH-HH (2)

E facil verificar também que qualquer matriz dual simétrica é uma matriz
normal, por quanto aquela pode ser consideradas como um caso especial de uma

matriz hermitiana
\112
; "\ Matriz (M x N)
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Qualquer matriz U, tal que U* =U"",
3) U'U=UU" =1 — échamada de matriz unitaria
U-U'=1, U'U=1 — Matriz unitaria sio matrizes normais .

Posto que U *U = UU *, entdo é 6bvio que matrizes unitarias s3o matrizes
normais.

Para qualquer matriz normal A4, corresponde um operador normal que é
expresso em uma base ortogonal % . Como:

@ A=D, w4,
os autovetores X, de A satisfazem:
5) Ax,=X,4,
e podem ser escolhidos para formar uma base ortogonal se:

6 X, = Zf usS,, ,entdo de:

(7) YJ‘:Z;Lﬂxi e V=LX

temos que:

Desde que X, e % sdo bases ortogonais, S ¢ unitaria. Se 4 é normal

(11) AS=SA
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S*S=1

A=SAS*
(13) e o

{S ¥AS=A
(12)

Se A* ¢ dual (M normal) entdo 4.4 *=A4*4

entdo AS = SA
S YAS = (SSHA =
= S*¥AS = A= A(SS*) =SAS*
(14) A=SAS* .

Isso significa que uma matriz normal pode ser diagonalizada por uma matriz
unitaria.

S diagonaliza a matriz 4, porque S é unitaria.

A é a Matriz dos autovetores.

A, —> autovetores - diagonal da matriz

(’111

0325

0 A

0 o
\0 A

G‘G')

Mostraremos agora os auto valores das matrizes hermitianas (/) s3o reais.
Se:

(15) HS=SA=
= S*HS = A

=S*H*S=
= (S*HS)*=
=(S*SA)*=
=A*

Entdo A*=A ou A, =4, .
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6.2. Sobre a Equagao de Dirac

Por volta de 1925, P.A . M.Dirac recebeu um artigo de Werner Heisenberg
no qual o jovem fisico alemdo langava os fundamentos matematicos de uma teoria
para os fendmenos atomicos, que seria a partir de entdo conhecida como Mecanica
Quantica. Dirac imediatamente percebeu que o trabalho de Heisenberg antecipava
um novo modo de examinar o universo numa escala sub-microscopica. No ano
subsequente Max Born, Wolfgang Pauli, Pascual Jordan e o mesmo Heisenberg
reelaboraram o trabalho original de Heisenberg, colocando-o agora em termos da
matematica de matrizes. Na primavera de 1926, o fisico austriaco Erwin
Schrédinger propunha outra teoria quantica - mecanica ondulatdria - que produzia
os mesmos resultados quanto as mais abstratas versdes anteriores. Muitos na época
acreditavam ser essas versdes, € a proposta de Schrodinger, eram meramente
aspectos de uma teoria geral da mecanica-quantica [8].

Em 1927, trabalhando por 6 meses no Instituto de Fisica Teodrica,
Copenhagen - Dinamarca, Dirac encontrou a teoria geral tdo esperada. Sua teoria
generalizadora, pode ser sintetizada nas palavras do fisico inglés Charles G.
Darwin (neto do famoso naturalista) que escreveu a Bohr, em 26 de dezembro de
1927: “Eu estive em Cambridge, ha alguns dias e encontrei Dirac. Ele conseguiu
encontrar um sistema completamente novo de equagdes para o elétron, a qual
produz corretamente o SPIN em todos os casos e parece ser a coisa. Suas equagdes
sdo todas equagdes diferenciais de primeira ordem, contrariamente as equagdes de
Schrodinger que sdo equagdes ‘de segunda ordem’ [9].

“A coisa”, como chamou Darwin, foi a equagdo de Dirac para o elétron, que
invariante por tranformagdes de Lorentz, satisfazia os muitos requisitos da
relatividade especial [10]. Esta era, portanto, uma equagdo relativista, que levava
em conta, além das transformagdes de Lorentz, o SPIN do elétron que assumia

1 1
valores +5 ou ~7, SPIN “UP” ou SPIN “DOWN?”. A equagdo de Schrodinger

ndo era relativista; a sua versdo relativista ficou conhecida como equagdo de Klein-
Gordon, no entanto esta ndo levava em consideragdo o spin do elétron.

O uso de apenas derivadas da 1° ordem, foi crucial por duas razdes. Primeiro
porque Dirac manteve a estrutura formal da equagdo de Schrédinger, a qual
continha a derivada de primeira ordem apenas no tempo, € segundo porque ele
aproximou-se da relatividade, que contém derivadas de 1* ordem. Dirac conseguiu
conciliar os dois critérios de uma maneira bela e funcional: quando ele aplicou a
nova equagdo para o caso de um elétron movendo-se num campo eletromagnético,
o valor correto do SPIN era obtido automaticamente. Esta bem sucedida equagdo,
conhecida desde entdo como equagdo de onda de Dirac, € plena de sutilezas e por
ser uma equagado cujos componentes sdo “SPINORS”, levou ao nascimento de uma
nova linha de pesquisas, conhecida hoje como “andlise de Spinors”. Esta poderosa
linha de pesquisas proporciona estruturas matematicas para analise de problemas
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em praticamente todas as areas da Fisica e ao desenvolvimento das equagdes de

1
onda relativisticas para particulas tendo SPIN diferente de 5

Recentemente uma equagdo de onda de Dirac foi encontrada para uma reoria
de Yang-Mills em 5 dimensdes, desenvolvida numa variedade de grupo, a partir de
critérios como os de supersimetria ¢ analise dimensional dos campos envolvidos
[11].

Cabe-nos estabelecer para as combinagdes de spinors e vetores bosonicos, o
carater de realidade ou ndo dessas combinagdes - identidades de Fierz - bem como
o grau e o grading (graduagdo) das formas associadas aos campos fisicos. Faremos
1Ss0O na préxima se¢do.
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TABELA I

Equagio de
Schrodinger

Equacio de
Klein-Gordon

Equacio de
Dirac

(5+2)s -

—hz(é“ il 52]
&y a

8mm

onde:
E= energia total do elétron
r = distancia para o nucleo

e = carga do elétron

w = fun¢do de onda de

Schrodinger
m = massa do elétron

mz)w(x) =10%

[
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1. GO C

Equagdo de Dirac para um
elétron em um campo ele-

tromagnético
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V = matriz associada ao

vetor potencial eletro-
magnético
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6.3. Spinors de Dirac

Em um recente artigo [11] um conjunto de curvaturas para uma teoria
supersimétrica de Yang-Mills foi encontrada. E interessante ressaltar que na
solugdo das identidades de Bianchi para o sistema originalmente proposto, ou de
suas condi¢des de integrabilidade, os parametros livres s6 foram todos calculados,
e por conseguinte, aquelas curvaturas explicitamente determinadas, se uma
importante condigdo, que apareceria como condi¢gdo de vinculo, for imposta nos
calculos de todos os passos intermediarios. Essa condi¢do € a propria equagdo de
Dirac

I"A, =0

Os I'" sdo as chamadas matrizes de Dirac em 5 dimensdes, cujas
propriedades, ou algumas delas, dissertaremos brevemente ao longo da presente
se¢do, na sequéncia, apds o que calcularemos algumas identidades, chamadas em
supersimetria de Identidade de Fierz ), para o caso especifico do problema
recentemente resolvido. Estas identidades serdo importantes para o estudo da agado
geométrica de Yang-Mills em 5 dimensdes.

Em um espago de tempo arbitrario, as matrizes de Dirac satisfazem a relagdo
fundamental [12]:

{ra OFb} = 277(:6

onde 77, ¢ o tensor métrico de Minkowiski, para d=5, em particular, escolhemos

n. —>diag (+1,—1,—1,——1,—1) _

Em d=5, as matrizes I', sdo 4x4 e os “SPINORS” possuem quatro

parametros complexos sendo definidos entdo por oito parametros reais. Neste caso,
contudo, ndo ¢ possivel ter “SPINORS” que tornam-se puramente reais na

(1) Uma vasta literatura foi desenvolvida entre as duas grandes guerras, sobre
equagdo de onde relativista (equagdo de Dirac). Varios textos foram publicados
sobre equagdes envolvendo Spinors € sem divida o mais importante sobre o
assunto, que incluia o que se convencionou chamar desde entdo de “Identidades de
Fierz” foi: “M.Fierz, Uber die Relativistche theorie Kraftefreier Teilchen mit
beliebigen SPIN”, Hev Phys Acta, 12,3 (1938) .
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representagdo apropriada da I', 5. Isto é possivel em d=4, quando “SPINORS” a la
Majorana podem ser definidos

=T

a)y“ =y, onde: b))y =Cy

C sendo a matriz de conjugagdo de carga cujas propriedades mais notaveis podem
ser encontradas na proxima se¢do.

Além de usar a definigdo (b) e algumas das propriedades das matrizes I' e
C [segdo 1.8.2] podemos deduzir:

T
(v =cv® =](crv) ] =
= C(I"C)Lyy =
= CCT Ly = -y

Isto entdo mostra que “SPINORS” de Majorana ndo podem ser definidos em
um espago-tempo de Minkowiski em S5-dimensdes. Trabalharemos entio com
“SPINORS” de Dirac os quais em d=5, podem ser decompostos da seguinte forma

=y, ty,
onde ¥, e ¥, sdo tais que
v =Cyy =y,
v: =Cy3’ ==y, .
Poderemos agora introduzir uma anotag¢io mais util
wvi=Cv, =ep ¥, AB=12

€, sdo as entradas da matriz.
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6.4. Algebra de Dirac em 5 dimensdes

6.4.1. T, - matriz de DIRAC em d=5

{ra’rb} =21, (A.1)

N =diag (+1,-1,-1,-1,-1,)

a,b=0,1234 (82

6.4.2. As matrizes I'* podem ser definidas a partir das matrizes de DIRAC em 4
dimensdes, ou seja:

Ir*=iy’y* (a=0]123) (A.3)
[ReE="rped (A.4)

E conveniente mencionar algumas propriedades tuteis das matrizes I em
cinco dimensdes:

=T, (A.5)
Fi=_T:(i=1234) (A.6)

Tl =13 (A.7)

rﬂzab I = Zab ; (A.8)

.2, = i1l - n.T) (A-9)

55 B e o (A.10)
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[Zab ’ch ] = _i(nm Zbd + Msa zac ~Naa Zbc
_Thxzad )

1
{Z“f’ ’ch }= E(Uacqbd —Uadnbc)'l+

k

i =§[DIb] (A.13)

onde: €, ¢ o tensor de Levi-Civita. €,.,,=0 se dois sub-indices coincidirem.
€= t1 se a permutagdo de sub-indices for par e €., = —1 se a permutagdo
for impar.

6.4.3. C: matriz de conjugagio de carga

(A.14)
(A.15)

CTiGi=T¢ (A.16)
ERSucts (—Z“"’ ) (A.17)

I;C=CT, (A.18)

6.5. Algumas identidades de Fierz em S dimensdes

Nas combinagdes entre as 1-formas y e as 0-formas A do espago de cinco
dimensdes, vamos considerar, por exemplo:

— ab
WarD, Wa. (A.19)
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A partir da defini¢do de que

wa=CW¥y=€, ¥, , AB=12, entio:
c\’ —
(vs) c=w, (A.20)

-¥9) =v". (A.21)

Consequentemente:
VanZ” va=—yi) ACT” ) =

o (WAC)Q(Z@ +ja WAC) B = (A22)

ab

ab
‘/’AC=_‘//AAZ w,=0

_ _C
=—Van

Nesta ultima, foram usadas a defini¢gdo do produto exterior e as definigdes na
[secdo 6.4].

Usando raciocinio analogo, é possivel descobrir combinagdes entre as 1-
forma y e as O-formas A, se serdo, por exemplo, nulas ou ndo. Uma lista
completa ¢ mostrada na tabela II. Outra importante consideragdo sobre
combinagdes de 4 e yw diz respeito se essas possuem carater real ou imaginario.

Como um exemplo, tomemos

FI ) (A.23)

a qual ¢ logicamente diferente de zero em geral, posto que ela é a combinagdo de
dois “fermions” diferentes. Estudemos sua realidade. Teremos que:

(LanTaya) =[(247), ) T), w0, ] =

=(VA‘)r(ra*)ﬁr(r;)aﬁ(aA)a =

=y, ALT A, =¥ L, [,'T A, =¥, AT,A,
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Depois de usar a conjugagdo complexa exploremos as propriedades da
simetria de CI'“ e anti comutagdo do produto exterior:

AT A, = —(I/IAC)r A CI"‘,C(Z,,C)T =
SR T TR (7R (Fa)ﬂa(z,q)ﬂ = (A.25)
=~2)BA(C.)Ba(y )a = -2, ATy,

(ALwa) =—A,ATw, . (A.26)

Portanto a combinagdo que estamos considerando € puramente imaginaria.
Em um modo analogo, podemos descobrir outros resultados os quais sdo também
mostrados na tabela II .

TABELA II

Identidades para algumas Propriedade de Realidade ou ndo de
combinagdes em 5 dimensdes algumas combinagdes em 5 dimensdes

Anulando-se Nio anulando-se Real Imaginario

v, 3 V4 7N IA AZ® V4 VAV,

WACAWA v Ay, v, ATy,

YanTy, yinX® ¥ 4 AyNY 4

AgNLap Ay AnTy,
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TABELA III
“Grading”(graduacdo) e grau dos campos seguintes

GRADING (graduagio) Grau

1 0 0 1

A, (férmion) @ (bdson) A, (férmion)| A (bbson)
A (bdson) @ (boson)
V (bdson) A, (férmion) V (bdson)
@, (bbson)

A, (férmion) F® (boéson) |v, (férmion)
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CONCLUSAO

A equagdo de Dirac para o movimento do elétron, que reproduz o SPIN e é
relativista, tem um carater generalizador que transcende a motivagdo maior que
levou a sua descoberta, ou seja: unificar as versdes de Schrodinger e as de Bom,
Pauli e P. Jordan, dando origem a uma teoria geral para os fendmenos atémicos,
conhecida hoje como Mecanica Quantica (Diagrama 1)

DIAGRAMA 1

MECANICA QUANTICA

— Versdo de:
P. Jordan, M. Born,
W. Heisenberg

P. Dirac
(Equagdo de Onda)

EA"=0
— Versio de: /

E. Schrodinger

A equagdo de onda I',A" =0 de Dirac aparece em modernas propostas
supersimétricas como um limite de validade geométrica das teorias. Sem a condigdo
de vinculo imposta pela equagdo de Dirac, as identidades de Bianchi ndo sdo
satisfeitas e portanto ndo ha como se estabelecer uma interpretagdo geométrica para
aquelas.

As 1dentidades de Fierz sdo utilissimas para que se estabelega o carater real
ou imaginario das combinagdes algébricas em que aparegam matrizes e Spinors de
Dirac e no posterior estabelecimento da lagrangeana geométrica e das equagdes de
movimento.
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