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Resumo 

Consideramos modelos de quarks quirais para estudar o espalhamento tt — tt 

a baixas energias. A quebra dinâmica da simetria quiral é estudada através 

do método variacional de Bogoliubov-Valatin. Dentro deste esquema, a estru- 

tura de quarks dos pions considerados como bosons de Goldstone é obtida. 

Através do formalismo Fock-Tani obtemos um Hamiltoniano efetivo em ter- 

mos dos graus de liberdade piônicos e a partir deste obtemos a amplitude de 

espalhamento tt — tt no limiar. Usando a propriedade de “crossing” da matriz 

de espalhamento, o resultado é estendido para energias além do limiar. 0 re- 

sultado concorda com aquele obtido por Weinberg no contexto da álgebra de 

correntes. 

Palavras-chaves: Simetria quiral, modelos de quarks, espalhamento de mesons. 

Área do conhecimento: 1.05.03.00-5 



Abstract 

We consider chiral quark models to study tt — tt scattering at low energies. The 

dynamical chiral symmetry breaking is studied by means of the Bogoliubov- 

Valatin variational method. Within such a scheme, the quark structure of 

the pions considered as Goldstone bosons is obtained. By means of the Fock- 

Tani formalism we obtain an effective Hamiltonian in terms of pion degrees 

of freedom and from this we obtain the tt — tt scattering matrix at threshold. 

Using the Crossing property of the scattering matrix, the result is extended 

to energies beyond threshold. The result agrees with the one obtained by 

Weinberg in context of current algebra. 

Key words: Chiral symmetry, quark models, meson scattering 
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Capítulo 1 

Introdução 

Atualmente, existe a convicção generalizada de que a Cromodinâmica Quântica (QCD) seja 

a teoria fundamental para descrever as interações fortes [1]. Esta convicção vem do grande 

sucesso que esta teoria tem alcançado na descrição dos fenômenos envolvendo hadrons a 

altíssimas energias e grandes momenta transferidos. A propriedade de liberdade assintótica 

da teoria [2] permite o uso da teoria de perturbações para tais processos e, por isso, cálculos 

sistemáticos podem ser efetuados. Entretanto, para processos na escala de alguns GeV’s a 

QCD não pode ser tratada perturbativamente. Este fato, em conexão com a inexistência de 

métodos de aproximação não-perturbativos que sejam suficientemente precisos em teorias 

quãnticas de campos, implica em que a QCD não pode ser tratada a baixas energias. Desta 

forma, fenômenos que são eminentemente não perturbativos, tais como o confinamento de 

cor e a quebra espontânea da simetria quiral, permanecem à espera de uma explicação 

adequada por parte da QCD. Teorias de calibre na rede têm alcançado algum progresso 

nesta direção, mas os resultados obtidos até o momento não são ainda suficientemente 

precisos para uso prático. Deste modo, para que se possa obter alguma intuição física a 

respeito da estrutura dos hadrons, bem como de suas interações a baixas energias, torna-se 

necessário o emprego de modelos. 

Muito tem sido aprendido a respeito da espectroscopia e transições hadrônicas com o 

emprego de modelos de quarks constituintes [3]. Em tais modelos, os hadrons são estados 

ligados de um número finito de quarks massivos; os barions são constituídos de três quarks 

e os mesons são constituídos de um quark e um antiquark. Um modelo tal para os hadrons 

parece estar em contradição, ã primeira vista, com a QCD, pois, sob o ponto de vista estrito 
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de uma teoria quântica de campos, o número de constituintes de um estado ligado não está 

definido. A possível reconciliarão [4] entre o modelo de quarks constituintes e a QCD 

vem através do fenômeno da quebra dinâmica da simetria quiral no setor de quarks leves. 

Através deste fenômeno, os graus de liberdade da QCD na escala de energias da ordem de 

alguns poucos GeV’s não são os graus de liberdade que aparecem no Lagrangiano da QCD, 

os quais são os gluons sem massa e os quarks de massas da ordem de poucos MeV’s, mas 

sim, quarks e gluons constituentes com massas de algumas centenas de MeV’s e bosons de 

Goldstone cujas massas são muito menores que as massas dos hadrons mais leves. 0 caráter 

não perturbativo de tal fenômeno é evidente, tendo em vista que a interção fundamental da 

QCD deve produzir a transmutação de quarks e gluons leves para quarks e gluons massivos 

e produzir os bosons de Goldstone como estados ligados de quarks e gluons. Enquanto tal 

fenômeno não puder ser deduzido a partir da QCD, a atitude que tem sido seguida é a de 

empregar modelos efetivos que o realizem de maneira menos complicada. Está claro que 

para tornar estas idéias em boa fenomenologia, são necessárias novas hipóteses, contato 

com dados experimentais, e sobretudo desenvolver uma intuição a respeito do problema. 

Tendo isto em vista, nesta dissertação, vamos considerar uma classe de modelos de 

quarks que incorporam a simetria quiral do Hamiltoniano da QCD, para estudar o mecan- 

ismo de quebra da simetria quiral. A técnica empregada para estudar a quebra de simetria 

é similar àquela empregada por Nambu e Jona-Lasinio [5]. Partindo de um Hamiltoniano 

para campos fermiônicos sem massa, empregamos o método de Bogoliubov-Valatin para 

construir o estado de vácuo do modelo através da condensação de pares de quarks e anti- 

quarks. A função de correlação dos pares de quarks and antiquarks no vácuo, usualmente 

chamada de ângulo quiral, é determinada exigindo que a densidade de energia do vácuo 

tenha um mínimo frente a variações desta função. Com isto, obtemos a equação de “gap”. 

As quantidades físicas que indicam a quebra dinâmica da simetria quiral, tais como o con- 

densado de quarks no vácuo, a massa dos quarks constituintes e a constante de decaimento 

do píon são funções do ângulo quiral. Adicionalmente, obtemos a função de onda do píon 

a partir da estrutura do vácuo, considerando-o como o bóson de Goldstone associado à 

quebra dinâmica da simetria quiral [6] [7]. A classe de moldelos considerados nos permite 

incluir a característica do confinamento dos quarks [8] [9] [10], embora este aspecto não 
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seja relevante para as aplições nesta dissertação. 

Considerando a estrutura de quarks dos pions obtida destes modelos de quarks, nos 

propomos a considerar o espalhamento tt — tt levando em conta esta estrutura. O espal- 

hamento de partículas compostas é um problema de muitos corpos muito complicado. Além 

das complicações usuais que caracterizam um problema de muitos corpos, existe a dificul- 

dade adicional devido à presença simultânea de partículas compostas e seus constituintes. 

Estas dificuldades se devem ao fato que as técnicas usuais da teoria de campos, tais como 

diagramas de Feynman, funções de Green, teorema de Wick, etc., são desenvolvidas para 

campos satisfazendo relações de comutação canônicas, o que não é o caso em tal problema. 

Para lidar com um problema tal, consideramos um método desenvolvido em 1971, inde- 

pendentemente, por Girardeau [11] e Vorob’ev e Khomkin [12] para tratar problemas em 

física atômica onde os graus de liberdade internos dos átomos não podem ser despreza- 

dos. Este método foi empregado com sucesso para estudar uma variedade de problemas 

de reações envolvendo átomos e seus constituintes, e tem sido aperfeiçoado ao longo dos 

últimos anos [14] [15] [16]. Girardeau cunhou o nome de Fock — Tani para o formal- 

ismo, devido a semelhança com uma transformação empregada por Tani [13] para estudar 

o espalhamento de uma partícula por um potencial com um estado ligado. Recentemente, 

este formalismo foi estendido para problemas de espalhamento no contexto da física de 

hadrons [17] [18]. 

0 método Fock-Tani consiste em introduzir operadores de criação e destruição de partículas 

fictícias, chamadas de partículas ideais, em corresponência direta com os estados ligados, de 

tal forma que estes operadores obedeçam relações de comutação de partículas elementares, 

i.e., relações de comutação canônicas. Isto é feito através de uma transformação unitária, 

a qual transforma os estados de um hádron real em um estado de um hádron ideal. A 

aplição desta transformação unitária ao Hamiltoniano microscópico de quarks, resulta num 

Hamiltaniano efetivo envolvendo os graus de liberdade originais e os graus de liberdade 

hadrônicos. 

Uma propriedade importante do Hamiltoniano transformado é que este não permite a 

formação dos estados ligados que foram transformados em hadrons ideiais. Esta carac- 

terística da transformação Fock-Tani realiza a idéia de quasi-partículas de Weinberg [19]. 
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Weinberg introduz partículas fictícias em correspondência direta com os estados ligados, 

as chamadas quasi-particulas, e, para não mudar a física do problema, o potencial deve ser 

modificado. A modificação do potencial é tal que este se torna enfraquecido e não é mais 

capaz de formar os estados ligados em questão. 

Utilizando o método Fock-Tani, calculamos a amplitude de espalhamento tt —tt no limiar 

no contexto dos modelos de quarks quirais considerados nesta dissertação. 0 objetivo de se 

efetuar tal cálculo é estudar a viabilidade de empregar o formalismo Fock-Tani para estudar 

as interações entre hadrons a baixas energias no contexto de modelos de quarks quirais. 

Mais especificamente, este cálculo será efetuado para o modelo de Nambu e Jona-Lasinio. 

Devido à sua simplicidade matemática, este modelo permite que o cálculo seja efetuado 

analiticamente. Utilizando a propriedade de “Crossing” da amplitude de espalhamento, 

estendendemos o resultado para energias além do limiar. Com isto, é possível comparar 

com o resultado obtido por Weinberg [20] através da álgebra de correntes. 

Esta dissertação está organizada da seguinte forma: no Capítulo 2 consideramos o mo- 

delo de quarks a ser tratado. Inicialmente, obtemos alguns resultados de caráter geral e, 

no final, estes resultados são detalhados para o modelo de Nambu e Jona-Lasinio. No 

Capítulo 3, fazemos uma revisão do formalismo Fock-Tani,e obtemos o potencial de in- 

teração méson-méson a ser usado na obtenção da amplitude de espalhamento n — tt. No 

Capítulo 4 verificamos a preservação da simetria quiral pelo formalismo Fock-Tani e obte- 

mos a amplitude de espalhamento tt — tt no limiar. As conclusões e Perspectivas futuras 

são apresentadas no Capítulo 5. A dissertação apresenta ainda dois Apêndices. 



Capítulo 2 

Modelos de Quarks Quirais 

Neste capítulo iremos considerar uma classe de modelos de quarks invariantes sob trans- 

formações quirais. 0 objetivo principal será o estudo, no contexto destes modelos, da que- 

bra espontânea da simetria quiral e a obtenção dos parâmetros quirais mais importantes. 

A estrutura de quarks do píon será estudada identificando este como sendo o bóson de 

Goldstone da quebra espontânea da simetria. Como exemplo de aplicação do formalismo, 

vamos considerar o modelo de Nambu-Jona-Lasinio (NJL) [5]. 

Este capítulo está organizado da seguinte forma: na Seção 2.1 definimos o Hamiltoniano 

que caracteriza a classe de modelos de quarks que vamos estudar. Na Seção 2.2 introdu- 

zimos a transformação de Bogoliubov-Valatin. Na Seção 2.3 consideramos o Hamiltoniano 

transformado e obtemos a equação de “gap”. Na Seção 2.5 obtemos a estrutura de quarks 

do píon como um bóson de Goldstone, na Seção 2.6, consideramos a introdução do termo 

de quebra explícita de simetria no Hamiltoniano. Na Seção 2.7 consideramos o modelo de 

Nambu e Jona-Lasinio. 

2.1 O Hamiltoniano 

As massas dos quarks que aparecem no Hamiltoniano da QCD, massas de corrente, são 

pequenas quando comparadas à escala de energias hadrônica (~ 1 Gev) [21]. Isto é verdade 

pelo menos para os três quarks mais leves: íí, des. Deste ponto de vista, temos que uma 

boa aproximação seria considerar os quarks como tendo massas iguais e nulas. Para os 

nossos objetivos nesta dissertação, vamos nos concentrar no setor de quarks u e d. 
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No caso de considerarmos quarks u e d com massas iguais a zero, verifica-se que o 

Hamiltoniano da QCD é invariante sob o grupo de transformações SU{2)l, ® SU{2)r[22], 

cujos geradores são as cargas vetorial e axial de isospin, dadas, respectivamente, por: 

Q“-(í) = J, (2.1) 

onde ^(x) é o operador de campo de quarks, e i é o índice que identifica a cor. 

0 fato que estas cargas geram a álgebra SU{2)i 0 SU{2)ft pode ser visto definindo as 

seguintes cargas: 

<31 = j (<3* - Q*") . 

Q% = 1 {Q‘ + <3"“) . (2.2) 

as quais obedecem, separadamente, a álgebra do grupo SU{2): 

[<3l(<),0Í(í)] = -£“‘'<3l(i), 

[<3r(<),<3Íí(í)] = ■£“'“<3r(<). 

[«i(<).<3íi(<)] = 0, (2.3) 

onde é o tensor totalmente antissimétrico com a,6, c = 1,2,3 e = 1. Devido à 

forma de (2.2), que tem estrutura 1 ±7^ e, portanto, é autoestado do operador quiralidade 

7®, esta álgebra também é chamada SU{2) ® SU{2) quiral. 

Esta simetria do Hamiltoniano da QCD (Hqcd) implica em importantes consequências 

para o espectro hadrônico. Seja \h> um autoestado de Hqcd representando um hádron /i, 

em repouso, de massa m: 

HqcD\h>=rn\h> . (2.4) 

A invariância do Hamiltoniano sob os grupos de simetria SU{2)l e SU{2)r implica em que 

este comute com os geradores destes grupos e, portanto: 

HQcoQ‘'\h>= , 

HQCDQ"‘^\h>=mQ^‘^\h> . (2.5) 
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Isto implica que os estados > e > são degenerados com o estado |/r >. Adi- 

cionalmente, indicando por V o operador paridade, temos: 

, PQ5ap-l ^ _Q5a ^ (2.6) 

o que, juntamente com a Eq. (2.5) implica que os hadrons devem se manifestar em multi- 

pletos de isospin e que para cada multipleto haja o correspondente multipleto de paridade 

oposta. Ocorre, porém, que apenas os multipletos de isospin de massas aproximadamente 

degeneradas são observados experimentalmente; não há a correspondente manifestação de 

hadrons em dubletos de paridade. 

A manifestação de uma simetria de um Hamiltoniano através de multipletos degenerados 

é conhecida como realização a la Wigner. A discussão acima pode então ser resumida 

dizendo que a simetria quiral da QCD não se manisfesta no modo de Wigner. 

Assim, o estado > não pode ser interpretado como o estado de um hádron de 

mesma massa que o hádron h. No entanto, este estado pode ser interpretado como um 

estado contendo um píon e um hádron h. Sendo estes estados degenerados, o píon deve ter 

massa nula. Este argumento, com h substituído pelo vácuo, implica em que a carga quiral 

não aniquile o vácuo: 

g"“|0>7^0. (2.7) 

Diz-se, então, que a simetria quiral foi espontaneamente quebrada: ainda que o Hamil- 

toniano seja invariante sob o grupo de simetria, esta não se reflete no espectro de auto- 

estados. Os estados gerados pela aplicação dos geradores de simetria g^“|0 >, conforme 

veremos, podem ser associados aos pions de massa e momentum nulos. Isto é, em essência, 

a manifestação do teorema de Goldstone, o qual associa partículas de massa nula à que- 

bra espontânea de uma simetria contínua, sendo que as partículas de massa nula têm os 

números quânticos do gerador de simetria quebrado[22] [23]. 

A manifestação no espectro de uma simetria da maneira como discutida no parágrafo 

anterior é conhecida como realização a la Nambu-Goldstone. Na literatura é comum a 

expressão de quebra dinâmica da simetria quiral, ao invés de quebra espontânea. Apesar 

de haverem autores que fazem distinção entre quebra dinâmica e quebra espontânea, nesta 

dissertação, estas duas nomenclaturas serão usadas como se representassem a mesma coisa. 
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Muito do que foi aprendido fenomenologicamente a respeito das interax^ões hadrônicas 

a baixas energias nas últimas quati'o décadas foi obtido a partir da implementa-ção da 

simetria quiral em modelos efetivos. Com o advento da QCD como candidata para teoria 

fundamental das interações fortes, há a expectativa de que, finalmente, ter-se-ia um en- 

tendimento mais preciso do mundo hadrônico. No entanto, como discutido na Introdução, 

devido ao fato de os fenômenos de quebra espontânea de simetria serem de natureza não 

perturbativa, não foi possível demonstrar a partir do Hamiltoniano da QCD que a sime- 

tria quiral se manifeste a la Nambu Goldstone. Portanto, o uso de modelos torna-se uma 

necessidade prática. 

A idéia da quebra espontânea da simetria quiral pode ser ilustrada de maneira muito 

simples através do modelo de Nambu-Jona-Lasinio. Este é um modelo de teoria quãntica de 

campos para férmions auto-interagentes, originalmente construído em termos de graus de 

liberdade de núcleons. Após o advento da QCD, este modelo, agora formulado em termos 

dos graus de liberdade de quarks, tem sido empregado como protótipo para a realização da 

simetria quiral na QCD. A densidade Hamiltoniana do modelo, para quarks u e d, é dada 

por: 

'Hnjl = 'Ho + l-Lint 

= '^(x) (-Í7 • V )- G ('í'(a:)'I'(a;))^ - (^(a:)7V^(a:))^ , (2.8) 

onde G é a constante de acoplamento entre os cjuarks. Não foram explicitados os índices 

de cor e sabor, i.e., cada espinor ^ tem, além das quatro componentes no espaço de Dirac, 

duas componentes no espaço de sabor (isospin) e três componentes no espaço de cor. 

Não é difícil mostrar que a Hamiltoniana de N.JL é invariante sob transformações de 

SU{2)®SU{2). Para tal, é crucial a ausência de um termo de massa, do tipo = —m^'P. 

A questão que se quer investigar é saber se a simetria manifesta em 1-Lnjl é quebrada 

espontaneamente. A maneira mais simples de se responder esta questão é a sugerida por 

Nambu e Jona-Lasinio em sua publicação original [5]: encontrar o propagador dos férmions, 

S{p). A simetria será quebrada espontaneamente se (1) o propagador contiver um termo de 

massa e, (2) se a energia do vácuo calculada com este propagador com termo de massa for 

menor que a energia calculada com o propagador sem termo de massa. A questão consiste 
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então em como calcular o propagador de férmions (no presente caso, quarks). 

A estratégia adotada por NJL foi a seguinte. Como a geração de massa é o resultado dos 

efeitos de auto-interação entre os férmions, a informação da geração de massa deve estar 

contida na auto-energia dos férmions, denotada por S(p), e definida por: 

S~Hp) = S™-‘(p) - E(p) , (2.9) 

onde é o inverso do propagador referente a Ho da Eq. (2.8), dado por 

= (2.10) 

Como foi dito anteriormente, não é possível gerar massa em teoria de perturbação. Pois, 

em primeira ordem de teoria de perturbação, a auto-energia é dada por: 

S"'(p) = I ^ {Tr(S"»(</)l - S'°H<Ú - 75Tv[5'“I(9)75] + 75S<“’(9)75} ■ (2.11) 

Substituindo 5^°^ obtido pela inversão da Eq. (2.10) na Eq. (2.10), pode-se mostrar que: 

E<i)(p) = 0. (2.12) 

Portanto, ^^^^(p), o propagador em primeira ordem em teoria de perturbação, é dado por 

s"l(p) = i = s"»(p) . (2.13) 

Agora, não é difícil se convencer que a auto-energia continuará sendo igual a zero em 

qualquer ordem de teoria de perturbação, pois calcular a auto-energia em ordens mais altas 

significa simplesmente iterar o resultado da ordem imediatamente inferior à desejada. Fica 

claro a necessidade de um método não perturbativo. 

Nambu e Jona-Lasinio sugerem o seguinte. Como o interesse está na geração de um 

termo de massa, então, um termo da forma Hs = é adicionado ao Hamiltoniano Hint 

original e, ao mesmo tempo, substraído de 'Ho- 

^NJL = Ho + Hint 

= ( Ho — Hs) -f- {Hint + Hs) 

^ H'o + H\nt- (2.14) 
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A seguir, ao invés de diagonalizar Hq = f (Px Ho e tratar = / cPx Hint como uma 

perturbação, H'o = f (Px H'o é diagonalizado e = / cPx H,'int é tratado em teoria de 

perturbação. Desta forma, o vácuo é um autoestado de H'q e, portanto, não é invariante 

quiral, embora o Hamiltoniano?{/v^j£, ainda o seja. Então, M pode ser determinado exigindo 

que a auto-energia correspondente à nova interação H'int seja igual a zero. De fato, isto 

leva a uma equação autoconsistente para yV/, chamada de equação de “gap” de massa, dada 

pela expressão: 

M = 
26G 

(27t)3 /' 
(Pk 

M 
(2.15) 

VM2 + A;2 ’ 

onde A é um momentum de corte, o qual é necessário devido ao fato de o modelo não ser 

renormalizãvel. 

Encontrada uma solução diferente de zero para iV/, Nambu e .Jona-Lasinio mostraram 

que a densidade de energia do vácuo calculada com o propagador com termo de massa: 

S{p) = 
1 

^ - M + ie ’ 
(2.16) 

é, de fato, menor que a densidade de energia calculada com 

No que segue, vamos considerar uma classe de modelos quirais similares ao modelo de 

NJL, mas que incorporam os aspectos de interções não-puntuais da QCD, simulando a 

interação quark-glúon. Em particular, o modelo considerado pode tratar interações que 

incorporem a importante característica do confinamento dos quarks [8] [9] [10]. 

A quebra espontânea da simetria quiral nestes modelos será estudada através de uma 

técnica muito similar à proposta originalmente por NJL. Partindo da formulação Hamil- 

toniana com H = Hq + obtém-se H — H'o + H'int através do método variacional de 

Bogoliubov-Valatin, o qual surgiu no contexto da teoria da supercondutividade. No método 

de Bogoliubov-Valatin, do qual foram subtraídos efeitos de auto-energia, é tratado 

como uma perturbação e H'q é diagonalizado exatamente. 

Consideramos modelos cujos Hamiltonianos podem ser escritos na seguinte forma geral: 

H = y<í=iít(x)(-,a-V)<I'(x) + iy<i“xAJr(x)D;t(x-yK‘'(y), (2.17) 

onde as correntes (x) são da forma geral: 

j,"(x) = 'pt(x)r^vp(x). (2.18) 
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Como no caso do modelo NJL, não foram explicitados os índices de Dirac, nem os de 

simetria interna de cor e sabor. As matrizes T estão no espaço de Dirac, cor e sabor. é 

o propagador, representando a interação entre os quarks. As matrizes a que aparecem em 

Eq. (2.17) são as matrizes de Dirac (Apêndice A). As matrizes em geral terão a seguinte 

estrutura: 

o Ca , (2.19) 

onde a matriz A** está relacionada às matrizes de Dirac 7*^, podendo ser dada por uma delas 

ou um produto destas, e a matriz Ca será uma matriz de cor de Gell-Mann a = 1,..., 8 

(Apêndice A), ou uma matriz de Pauli a = 1,..., 3 , ou ainda o produto de ambas 

(neste caso o índice a é na realidade dois índices, um para a cor, outro para o sabor). Para 

o modelo NJL, Ca é a matriz identidade no espaço de cor, e é a matriz identidade ou a 

matriz de Pauli de sabor (ver Eq. (2.8)). 

Os campos de quarks e satisfazem as relações de anticomutação, a tempos iguais, 

usuais: 

n(!/)} = {fíí (^). 'fs (»)} = 0. 

{4i(i), íjks/)} = - y) , (2.20) 

onde, agora sim, foram explicitados os índices de Dirac a e /3 e os de simetria interna i,j. 

Por toda parte se usará /i = c = 1 e, a menos que seja especificado o contrário, a 

convenção de somatório sobre índices repetidos. 

É importante notar que a interação entre os quarks não inclui efeitos de retardamento, 

i.e., os modelos considerados não são covariantes. .Apesar de ser uma restrição impor- 

tante, como será visto no decorrer desta dissertação, a não covariância não representa um 

empecilho para o desenvolvimento de um estudo muito interessante a respeito da quebra 

dinâmica da simetria quiral e suas consequências para a espectroscopia [9] [10] e interações 

hadrônicas no contexto de modelos de quarks. Por outio lado, o modelo incorpora algumas 

características relativísticas, como pode ser visto da forma do termo cinético e da expansão 

para os operadores de campo da Eq. (2.21) abaixo. Voltaremos a discutir um pouco mais 

sobre a não covariância mais adiante. 

Para quarks não interagentes sem massa, a expansão Fourier para os operadores de 
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campo, em í = 0, é dada por 

>P(x) = íd?k + t,(">(-k)?<“'t(-k)l e'"’' , (2.21) 
(27t)2 L J 

onde s indica projeção de spin. Os espinores u^°*(k) e —k) são dados por: 

u (2.22) 

vi°\-k) = ;^ í ^ \ x:, (2.23) 

onde 

Y, = -^cr2Xs (2.24) 

sendo <t e as matrizes de Pauli (.Apêndice .A) e o espinor de Pauli. Note que não 

estamos explicitando as funções correspondentes a cor e sabor. Na realidade, os espinores 

ulO(k) e u^°l(k), dados respectivamente pelas Eqs. (2.22-2.23), devem ser multiplicados 

pelas funçêos de cor e sabor. Mas como estas entram de maneira trivial e não interferem na 

transformação de Bogoliubov-Valatin, vamos simplesmente continuar escrevendo-os como 

acima. 

Os espinores e estão normalizados como: 

u<.°)t(k)uW(k) = r(°)t(-k)u(“)(-k) = , 

u(°ít(k)v,(-k) = u(“)t(_k)í4°)(k) = 0 . (2.25) 

Para que o Hamiltoniano da Eq. (2.17) seja invariante quiral, é necessário que a estrutura 

operatorial do produto das matrizes P e do propagador seja tal que este comute com 

Na Seção (2.4) apresentamos um exemplo especifico de Hamiltoniano quiral. 

No que segue, vamos implementar o método variacional de Bogoliubov-Valatin para o 

estudo da quebra dinâmica da simetria quiral no contexto de modelos do tipo da Eq. (2.17). 

Este método é particularmente conveniente para o estudo das interações entre hadrons 

através do formalismo Fock-Tani discutido no próximo capítulo. 
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2.2 A Transformação de Bogoliubov-Valatin 

Uma maneira prática de se estudar a quebra dinâmica da simetria quiral com um Hamilto- 

niano da forma da Eq. (2.17) é o método variacional de Bogoliubov-Valatin (BV). A idéia 

básica do método BV é construir o vácuo que quebra a simetria a partir do vácuo invari- 

ante, através da população deste último com pares quark-antiquark. Como ficará claro no 

que segue, os pares quark-antiquark no vácuo são os equivalentes pares de elétrons num 

supercondutor, os chamados pares de Cooper. 

Inicialmente, o operador de campo í'(x) é expandido em termos de novos espinores «^(k) 

e Us(k): 

'í(x) = —í-j í u,{k)q,{k) + v^{-k)ql{-k) 
(27t)2 ■> I 

,ikx (2.26) 

onde Ui(k) e Uj,(k) não mais são os espinores do campo de quarks sem massa, e não ne- 

cessariamente são soluções da equação de Dirac. Estes são espinores variacionais que serão 

determinados a partir da minimização da densidade de enegia de um vácuo variacional, a 

ser definido a seguir. Além disto, estes espinores devem ser tais que mantenham as relações 

de anticomutação dadas na Eq. (2.20) e as normalizações: 

tí|(k)iís(k) = uí(-k)us(-k) = 5rs , 

4(k)u,(-k) = uj(-k)u,(k) = 0 . (2.27) 

Sendo assim, implementa-se o método BV através de uma transformação unitária tal 

que, sendo > o vácuo trivial, não-interagente, definido como 

ç(°>(k)|0<“>>= c7(°)(k)|0‘°>>= 0 , (2.28) 

um novo vácuo é definido como um condensado de pares cpiark-antiquark (vácuo não tri- 

vial), relacionado ao vácuo trivial da seguinte forma: 

|0 > = >= exp (Bt - B)|0<°) > , (2.29) 

onde 

flt = y d^k d>(k) «(‘"'kkjx-jo- • kx:5Í°'*(-k). (2.30) 



Capítulo 2. Modelos de Quarks Quira,is 16 

A função 4>{k) é chamada de “ângulo quiral”, a qual é uma função (real) variacional a ser 

determinada pela minimização da energia do vácuo não trivial. 

A forma do operador é definida de modo que tenhamos o acoplamento ^Pq entre 

o par quark-antiquark, resultando na paridade correta para o vácuo. Isto pode ser visto 

notando que na Eq. (2.30) temos a matriz M = —<r • kia2, cujos elementos são dados por; 

1 
= <ll,íTm|ll,00><l/2 1/2,SiS2|1/2 1/2,1(T> k„ , (2.31) 

m,<7=—1 

onde km é o m-ésimo componente do tensor esférico de ordem 1 correspondente ao vetor k: 

k+i =-^ (ícx + iky) , íc_i = ^ (k:^ - iícy) , ko = kj . (2.32) 

Adicionalmente, o fato de o ângulo quiral depender apenas de |k| garante a invariância 

rotacional do novo vácuo. 

Tendo definido o novo vácuo, o próximo passo é definir os novos operadores de criação e 

aniquilação de um quark (antiquark). Sendo <7^°^(k) e k) os operadores de destruição 

de um quark e um antiquark, respectivamente, ao vácuo trivial, temos que no vácuo não 

trivial os operadores de destruição são dados por 

,,(k) = . 

<i.W = U7if\-k)U-' . (2.33) 

Os novos operadores de criação são dados de forma análoga, tomando o conjugado Hermi- 

tiano de (2.33). 

Para obter a relação entre os operadores transformados e os antigos operadores, faremos 

uso do fato que 

e^Ce-^ = C + [A, C] + ^ [A, [A, C]] + ^ [A, [A, [A, C]]] + ... , (2.34) 

onde A = — B e 

(B* - B).9<“>(k)] = -m< ■ k9Í“’*(-k), 

(B* _ e),.jl“'t(-k)l = <p{k)<l ■ k9!°'(k). (2.35) 



Capítulo 2. Modelos de Qiiarks Quirais 17 

Assim, obtemos uma série infinita para os operadores transformados, que é linear nos 

antigos operadores, e cujos termos podem ser somados para obtermos a transformação de 

Bogoliubov-Valatin para os novos operadores como: 

/ 9r(k) \ cosó{k) -sen(p{k)(T% ■ k\ / \ ^ 

\gl(-k)j \senç!>(A:)a-í,t • íc cos^k) J \çi°’^(-k)j 

onde <7^3 = XrO''Xv As relações para gj(k) e Ça{ —k) são obtidas tomando o hermitiano 

conjugado da eq. (2.36). 

Para obter a transformação BV para os espinores, notamos que a imposição que o ope- 

rador de campo seja invariante sob esta transformação é equivalente a fazer 

u.(k),,(k) + „,(-k),-t(_k) = «l"l(k)<íf (k) + t,fl(-k)<7f *(-k). 

Então, invertendo a Eq. (2.36) e substituindo nesta última expressão, obtemos a trans- 

formação para os espinores 

Ur(k) = cos(p(/t)i4°'(l^) — send»(/c)t>*°'(—k)<r^'J • k , (2.37) 

Uj( —k) = senç(k)uj.°^(k)cr^^ ■ k -|- cosç>(k)vl°\ — k) . (2.38) 

As Eqs. (2.36-2.38) definem a transformação BV. Para que completemos a implementação 

da transformação BV devemos obter o Hamiltoniano transformado, o que será feito na 

próxima Seção. Porém, ao se fazer a transformação do Hamiltoniano será necessário o uso 

dos projetores definidos como: 

A+(k) = íi,(k)ííj(k) ; 

A-(k) = u,(-k)uj(-k). (2..39) 

Usando as Eqs .(2.37-2.38), temos 

A'*'(k) = ^ [l + sen20(A;) /3 -f cos'2(f>{k) a • k ; 

A (k) = - 1 — sen'2(l){k) f3 — cos24>{k) a • k (2.40) 

Da expressão (2.40) observamos que fazendo 4){k) = 0, obtemos os projetores na base dos 

espinores livres sem massa: 

A‘“)±(k) = i(l±a-k) . (2.41) 

onde ct e (3 são as matrizes de Dirac. 
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2.3 O Hamiltoniano Transformado Bogoliubov-Valatin 

Nesta Seção vamos efetuar a tranformação BV no Hamiltoniano. Isto é, vamos obter o 

Hamiltoniano em termos dos novos operadores de criação e aniquilação. Para tanto, vamos 

considerar Hamiltonianos da forma da Eq. (2.17) bastante gerais, com a única restrição que 

as matrizes Ca tenham traço nulo. 0 caso em que Ca não têm traço nulo será considerado 

somente no caso específico do modelo de Nambu e Jona-Lasinio. 

Para que tenhamos uma forma conveniente para o Hamiltoniano, convém considerarmos 

Hn = Nw [H] , (2.42) 

ao invés da Eq. (2.17), onde N\v indica o ordenamento de Wick. Portanto, usando o 

teorema de Wick, podemos escrever o Hamiltoniano como 

. Hn = : y d^a;^t(x) (-ía . V )'I»(x) : + : J Sx 4>T(x) {-ia ■ V ) ^(x) : 

+ A'pt(x)r|í'I'(x)D,.(x-y)'ít(y)r-^(y): 

+ J d^x d^y ^^(x)r^<I>(x)E)^:.(x - y)^^(y )rg^(y) : 

+ l ■ j ^^1/ 4>t(x)r^‘<P(x)D^^(x - y)4>^(y)P^>P(y) : 

+ j d^xA^t(x)r^vp(x)D,,(x-y)^t(y)r-g/(y) : , (2.43) 

onde, por simplicidade deixamos de lado os índices de Dirac, isospin e cor. 

As contrações de Wick são dadas por 

/dH-A^k) , (2.44) 

Jd=kA-„(k)e‘'^<^-yK (2.45) 

Estas expressões evidenciam que o ordenamento normal depende da base usada através 

dos projetores. Para se obter o Hamiltoniano ordenado normalmente na base de espinores 

livres sem massa, deve-se substituir .A.^(k) nas contrações acima por A^°l*(k). 
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Pode-se observar que não há termos contraídos no mesmo vértice na Eq. (2.43), isto é 

conseqüência do fato que estamos considerando Tr [Ca] = 0. Adicionalmente, pode-se notar 

que a Eq. (2.43) tem a seguinte estrutura 

H = -f- H2 + . (2.46) 

onde uma constante, é a densidade de energia do vácuo e V é o volume de todo o espaço. 

H2 é um termo envolvendo somente dois operadores de quarks (ou antiquarks) e H4 é um 

termo envolvendo quatro operadores. 

Conforme foi dito na Seção 2.1, o Hamiltoniano pode ser separado em H = H'q -\- H'i, 

onde identificamos o termo a ser diagonalizado, //'o, com + H2, e o termo a ser tratado 

perturbativamente, com H4. Consideremos agora cada um dos termos Eq. (2.46) 

separadamente. 

Para obtermos a densidade de energia do vácuo, usamos as Eqs. (2.44-2.45) e o fato que 

CaCa = F, onde F é uma constante, e também que Tr[CaCa] = FN onde N = NcNj é o 

número total de quarks. Com isto, obtemos: 

íW 
N 
— / d^k T.- [(a . k)A-(k)] 

(2>r): 

+ 
FN r r 

J d^k2 C^.(ki - k2)Tr [A'^A+(k,)A‘'A-(k2) (2.47) 

onde — k2) é a transformada de Fourier de Z)^;,(z), definida como: 

- ki) = J d^z D^,{z) . (2.48) 

A função (f>{k) é determinada a partir da minimização da funcional densidade de energia 

do vácuo não trivial, dada pela Eq. (2.47). Ao fazer isto, e considerando que a paridade é 

conservada nas interações fortes, o que implica em D^^{x) = z), obtemos a equação 

de “gap” de massa: 

A(k) COS 20(/ü) — 5(k)sen20(A;) = 0 , (2.49) 

onde A(k) e B(k) são dados por: 

A{k) = Jd^k' D,Uk - k') Tr [a‘'3A^ (A+(k') - A"(k'))] , (2.50) 
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B{k) = k+ j Sk' D,,{k - k') Tr [.ra • kA>^ (A+(k') - A-(k'))] . (2.51) 

A equação de “gap” determina 4>{k) e, portanto, fica determinada a transformação BV. 

0 método BV consite em, feita a transformação, procurarmos por um estado BV (o 

vácuo não trivial) que minimize a funcional densidade de energia. Ou seja, devemos obter 

o ângulo quiral 4>{k) tal que : 

e, ao mesmo tempo: 

- > 0 . (2 

A primeira das condições acima é a equação de ‘‘gap”. Tratar a segunda destas condições é 

um problema bastante difícil em geral [8]. Uma forma equivalente, porém menos rigorosa, de 

resolvermos este problema é, após obtermos uma solução da equação de “gap”, verificarmos 

se esta solução é tal que, 

Ae < 0 , (2.54) 

onde 

AÇ = Ç|,#.(í:)|-fWí:)=01 , (2.55) 

é a diferença entre a densidade de energia do vácuo não trivial e a densidade de energia 

do vácuo trivial. Quando isto acontece, o vácuo não trivial passa a ser o vácuo físico, e há 

quebra espontânea de simetria. 

Vamos agora considerar o termo do Hamiltoniano contendo dois operadores de quarks 

{H2). Usando as contrações dadas nas Eqs. (2.44-2.45), H2 pode ser posto na forma: 

(2.56) 

onde 

//(k) = A(k)/?-f 5(k)a • k . (2.57) 

Deve-se notar a semelhança entre a Eq. (2.57) e o Hamiltoniano da partícula livre de 

Dirac. Com base nesta analogia, temos que A(k) é um termo de massa dinamicamente 

gerada e, analogamente, B{k) é um termo cinético dinamicamente gerado[9]. 
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Deste modo, vemos que o vácuo considerado como um condensado de pares qq gera uma 

massa para os quarks, mesmo quando a massa no Hamiltoniano original é nula. Isto pode 

ser entendido com base em uma analogia com um sistema constituído de uma partícula 

com spin e um material ferromagnético (que é um exemplo de sistema onde ocorre quebra 

espontânea da simetria rotacional). Do mesmo modo que a partícula com spin no ferro- 

magneto sente a ação do campo magnético criado pelos spins alinhados, um quark no vácuo 

com estrutura sente a ação dos pai’es qq, criando um “gap” de energia entre o estado de 

vácuo e o estado com uma partícula com momentum zero. 

Não é difícil mostrar que a condição de minimizcição da funcional densidade de energia 

(2.47) é equivalente à diagonalização de H2. A forma fmal diagonalizada de H2 fica sendo: 

H2 = J d^k E{k) [c/‘^k)c/‘(k) + q‘Ji-k)qli-k) (2.58) 

onde £^(k), a energia de um quark (ou antiquark), é dada por 

^(k) = A(k)sen24>{k) + B{k)cos2(f){k) . (2.59) 

Esta, juntamente com a Eq. (2.49), implica em 

.4(k) = E{k)sen2cf>{k) ; B(k) = E{k)cos2cf>{k) , (2.60) 

e, obviamente: 

£(kf = {[.-llk)]''+ |B(k)p} . (2.61) 

Assim, as Eqs. (2.47) e (2.58) provam que H'o = + 77? está diagonalizado. 

O termo do Hamiltoniano contendo quatro operadores, que será tratado perturbativa- 

mente, é dado por 

H, = 
2{2tt) 

l— : í d^ki d^k2 dAk^ d^k, á(k, + k3 - k2 - k,) D^,(k, - k2) 
i7r J 

“!,(ki)<75,^(ki) + u|,(-ki)f7„(-ki) ii,2(k2)9,2(k2) + U52(-k2)9Í,(-k2) 

“!3(^3)9Í3(k3) + uJ3(-k3)f733(-k3) lí,,(k4)</,,(k4) + u„(-k4)gt (-k4) 

•4pós avaliar os produtos internos de espinores ii,(k) e i>,(k), encontramos dez amplitudes 

de interação em H4. Os produtos internos dos espinores ií,(k) e ^^(k) para o modelo de 

Nambu e Jona-Lasinio, o qual será dicutido na Seção (2.7), estão listados no Apêndice B. 
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2.4 Um Exemplo de Hamiltoniano 

Nesta Seção vamos exemplificar alguns resultados da Seção anterior para uma interação de 

troca de um bóson vetorial do tipo de um glúon. Neste caso, a corrente Jq (x) da Eq. (2.18) 

é dada por; 

7í(x) = Í(x)7<‘Ía„Í(x) , (2.62) 

onde 7^ são as matrizes de Dirac e ^Aa são as matrizes de Gell-Mann. Para o propagador, 

podemos escrever: 

= g^^D{x-y) , (2.63) 

onde D(x — y) é um função arbitrária de x — y, a qual pode ser identificada como um 

potencial. 

O Hamiltoniano é então dado por; 

H — y 'P^(x) ( —ia • V )'5(x) 

+ J (Px cPy D(x-y) 'I'^(x)^í'(x)'I''^(y)^'P(y) 

- 'I't(x)a^'I'(x)^^(y)a^^P(y) (2.64) 

Este Hamiltoniano é claramente invariante quiral, pois cada um dos termos nesta expressão 

é, por si só, invariante. 

O primeiro passo a ser dado, conhecido o Hamiltoniano, é determinar a densidade de 

energia do vácuo e obter a equação de “gap”. Tomando o ordenamento de Wick deste 

Hamiltoniano, e usando as Eqs. (2.44-2.45), temos que a funcional densidade de energia do 

vácuo, Eq. (2.47), para este Hamiltoniano é dada por; 

J d^k k COS 2(l)(k) 
(27t)3 

+ ^ / d^k, d^k2 D(x - y)Tr [A+(ki)A-(k2) - aA+(ki) • aA"(k2)] /2.65) 

onde foi usado o fato de que estamos trabalhando com A^c = 3, e que para as matrizes de 

Gell-Mann, a constante F da Eq. (2.47) é 4/3. 

Após avaliados os traços, ^ [cp] pode ser escrita como 

e [<f\ = J dPk [2C(k) - 3E(k) - Zk COS 2,j>{k)\ . (2.66) 
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onde a função C(k) é definida como 

C(k) = / dV D{x - y) . (2.67) 

As quantidades A(k) e fl(k) são dadas por: 

^(k) = D{x - y) sen20(k') , (2.68) 

fi(k) = k+ J d^lc’ D(x - y) cos2cf>{k')k ■ k' . (2.69) 

.E(k) é dada pela Eq. (2.59). 

Conhecendo A(k) e 5(k), a equação de “gap” é dada diretamente pela Eq. (2.49). Para 

resolvermos a equação de “gap” e verificarmos se a solução corresponde a um mínimo da 

densidade de energia do vácuo, temos que explicitar a forma da função Z)(x — y). 

Uma variedade de potenciais têm sido empregados na literatura. As Refs. [10] [8] apre- 

sentam várias formas de potenciais. Em particular, o emprego de potenciais confinantes é 

particularmente interessante para estudar a quebra de simetria quiral conjuntamente com 

confinamento. 

Para os nossos objetivos nesta dissertação, não vamos nos deter neste modelo, pois 

isto exigiria um estudo numérico das equações acima. No entanto, na Seção (2.7) vamos 

discutir o modelo de Nambu-Jona-Lasinio, o qual permite soluções analíticas da maioria 

das equações. Antes disto, vamos dar continuidade ao estudo dos parâmetros quirais e do 

píon como bóson de Goldstone no contexto geral. 

2.5 O Píon como Bóson de Goldstone 

A afirmação que o Hamiltoniano da Eq. (2.17) é invariante quiral significa 

UHU^ = H , (2.70) 

onde U é dado por 

U = exp , (2.71) 
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onde os a“ são números reais e é a carga quiral dada pela Eq. (2.1), a qual pode ser 

escrita (para í = 0) como: 

= J d^x 'P'^(x)7^Ç'P‘(x) . (2.72) 

A Eq. (2.70) é equivalente à afirmação que o Hamiltoniano comuta com os geradores da 

transformação: 

[q^\h = 0 (2.73) 

Deve-se notar que a relação de comutação do Hamiltoniano com a carga quiral é inde- 

pendente de estarmos considerando a base de espinores livres sem massa ou o Hamiltoniano 

transformado BV, uma vez que as relações de comutação canônicas dos campos de quarks, 

Eq. (2.20), se mantém invariantes frente a uma transformação de Bogoliubov-Valatin, visto 

que esta é uma transformação unitária. Ocorre, porém, que na base dos espinores livres 

sem massa, esta simetria se estende ao espectro de estados do Hamiltoniano, visto que o 

vácuo trivial é invariante quiral 

Q5a|Q(ü) Q ^ ^|Q(0) |Q(0) ^ _ (2.74) 

Este é, conforme já foi dito na Seção 2.1, o modo de VVigner de realizar a simetria. 

Na base dos espinores transformados das Eqs. (2.37-2.38), o vácuo não é invariante 

quiral: 

Q5“|()> ^0 U\0>^ \0> . (2.75) 

Então, temos que a transformação BV realiza a simetria no modo de Nambu-Goldstone, 

como desejávamos. Pelo teorema de Goldstone, quando ocorre quebra espontânea de uma 

simetria contínua, devem existir partículas de spin zero e massa nula associadas a esta 

quebra de simetria, sendo que há um bóson de Goldstone para cada gerador que não 

aniquila o vácuo. Assim, da Eq. (2.75), temos que existe um isotripleto de bósons de 

Goldstone, os quais têm os números quãnticos do píon. 

No formalismo aqui usado, desde que H4 é tratado como uma perturbação, vemos que 

o vácuo é aproximadamente autoestado de H com autovalor ^V. Subtraindo a energia do 

vácuo temos 

/7e/et|0> 0 , (2.76) 
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onde Hefet = H — ^V. Neste contexto, quando aplicamos Hejet no estado criado por 

temos, devido à relação de comutação da Eq. (2.73), que 

//e/eíQ"10>=0. (2.77) 

.Assim, vemos que o estado de momentum nulo criado por também tem energia nula, 

de modo que podemos associar Q^“lO > ao estado de um píon com momentum nulo[6][7]. 

Explicitamente, temos: 

|7t“(0)> = iV,g"“|0>; 

= /V,|,Pfc,;},,(k)xt^,Y;/7;L(-k)sen20(k)|O>, (2.78) 

onde indicamos os índices de cor e sabor. /V,r é uma constante de normalização. Usando a 

invariância translacional, o estado de um píon com momentum p é dado por 

|,r‘(p) >= N, I d?k (k + p/2)xl, + p/2)sen2.í(k)|0 > . (2.79) 

Sendo a componente z do isospin, temos que os pions carregados têm projeção 

/. = ±1 e o píon neutro 7t° tem /, = 0. Desta forma, de acordo com as propriedades 

de trasformação dos tensores esféricos de ordem 1, temos a seguinte associação entre a 

Eq. (2.79) e os pions físicos: 

|ir*(p)> = ç.^{|ir‘(p)> ±í|>r^(p)> ,} 

k“(p)> = k"(p)> . (2.80) 

Extritamente falando, quando temos a realização da simetria no modo de Nambu- 

Goldstone, Eq. (2.75), a carga que não aniquila o vácuo não existe, no sentido de que 

o estado Q^“|0 > não é normalizável. Impondo a normalização 

<7r“(0)|;r'(p)>=<í“'’í(p), 

obtemos, usando as Eqs. (2.78-2.79), que 

<7T“(0)|7r‘(p)>= sen220(k)) ^(p) . 

(2.81) 

(2.82) 
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De modo que a constante de normalizaqão N„ satisfaz 

J d^ksen^2(f>{k) = 1 . (2.83) 

É importante notar que a realização da simetria quiral no modo de Nambu-Goldstone no 

contexto dos modelos de quarks tratados através da transformação de Bogoliubov-Valatin 

depende do fato de que o vácuo BV seja um autoestado aproximado de /fe/et- Dito de outra 

forma, é importante que a Eq. (2.76) seja verificada para cada modelo. No caso do modelo 

de Nambu-Jona-Lasinio, como foi discutido na Seção (2.1), esta equação é obviamente 

satisfeita, pois foi exatamente a imposição da Eq. (2.76) que levou a à equação de “gap” 

para o modelo, a Eq. (2.15). 

2.6 Simetria Quiral Aproximada ( PCAC ) 

Na Seção anterior obtivemos o pion, de massa nula, como bóson de Goldstone partindo de 

um Hamiltoniano invariante quiral. Ocorre, porém, que nem o píon possui massa nula nem 

o Hamiltoniano da QCD é exatamente invariante quiral. Deste modo, devemos adicionar 

ao Hamiltoniano da Eq. (2.17) um pequeno termo de quebra explícita de simetria. Isto 

é feito dando uma pequena massa de corrente para os quarks, supondo m„ = mj = rrio, 

temos que o Hamiltoniano de quebra de simetria é: 

Hsb = irio J (Px 'Í'(x)í'(x) . (2.84) 

Como uma conseqüência da introdução do termo Hsb no Hamiltoniano, visto que não há 

mais simetria quiral, não podemos obter os pions como bosons de Goldstone. Porém, desde 

que rUo é pequena na escala hadrônica, a simetria quiral pode ser considerada como uma 

simetria aproximada do Hamiltoniano, e os pions podem ser obtidos como “quasi” bosons 

de Goldstone. Isto justifica usarmos a transformação BV mesmo na presença de H,b- 

0 termo de quebra de simetria modifica a estrutura do vácuo, como pode ser visto do 

fato que a densidade de energia do vácuo passa a ser dada por 

0 772 f 
(2.85) 
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com (^ [<?!)] dado pela Eq. (2.47), e o segundo termo do lado direito da Eq. (2.85) sendo a 

contribuição de Assim, a equação de “gap” passa a ser dada por: 

[rrio + .4(k)] cos2<?!)(/c) — B(k.)sen2(j){k) = 0 , (2.86) 

com A(k) e i9(k) dados pelas Eqs. (2.50-2.51). 

Considerando a inclusão de Hsb, temos que o vácuo passa a ser um autoestado de H'o = 

^'V -f H'2, sendo H'2 = H2+ : fCb e H2 dado pela Eq. (2.58). £’(k) passa a ser dada por: 

E{k) = [7773 -f A(k)] sen2d>(fc) -|- 5(k)cos20(/e) . (2.87) 

Assim, o termo de interação a ser considerado como uma perturbação continua sendo dado 

por H4. 

Desta forma, a massa do pion. em primeira ordem em teoria de perturbação, é dada por: 

<7r“(0)|//'e/eík“(0)>= 777,5(0) , (2.88) 

onde H'efet = H + — íJV. Não há somatório sobre o índice a na expressão acima. 

Adicionalmente, podemos observar que: 

<7T“(0)|/7Ve7|7r“(0)> = < 0|g^“//'e/etQ"“|0 > 

+ <o|{//Veí,g"“g"“}|o>] 

~ <o| ,g"“] |o>, (2.89) 

onde, na passagem da segunda para a terceira linha, foi feito o uso da Eq (2.73), e da 

Eq. (2.76). Evidentemente, H'e/et foi usado no lugar de He/et- 

Podemos obter uma relação entre a constante de normalização a massa do píon m, 

e a constante de decaimento do píon, cujo valor experimental é ~ 93 MeV. Para tanto 

notamos que, sendo Jq°{x) a componente temporal da corrente axial, em t = 0, temos[25] : 

<0|Jo^“(x)|7r"(p)> = 
5“'’ if^po i p X 

(27t)2 (2po)2 

Usando a Eq. (2.78) e a condição de normalização da Eq. (2.81), obtemos a relação: 

(2.90) 

|A^,|2(J(0) = <o|g"“g^“|o> 
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= jép <0|Q=“|7r‘(p)>or‘(p)|0*«|0> , (2.91) 

onde saturamos os estados intermediários com pions, e está subentendido somatório sobre 

o índice ò, mas não sobre o índice a. Portanto, usando as Eqs. (2.90-2.91), obtemos ; 

1 2 
~ /.-) \3 f2 ’ (27r)3 7U„/2 

Por outro lado, a Eq. (2.83) então implica em: 

(2.92) 

N 
- [• 
i„ U 

d^k sen^24>{k) 

1 
2 

(27r)3m, 

onde N = NcNj é o número total de quarks. 

A relação da Eq. (2.92), juntamente com as Eqs. (2.SS-2.S9), e o fato que 

(2.93) 

< 0| ,Ç^“] 10>= -(27r)3m, ú(0) , (2.94) 

resulta em 

= • (2.95) 
J 7T 

Este resultado é conhecido da álgebra de correntes, conhecido como a relação de Gell-Mann- 

Oakes-Renner. 

2.7 O Modelo de Narnbu e Jona-Lasinio 

O Hamiltoniano do modelo de Nambu-Jona-Lasinio pode ser escrito, a partir da Eq. (2.8), 

na forma dos Hamiltonianos da Seção (2.1) como: 

Hnjl = J d^x 1-Ínjl 

= J d^x{x) {—ia • V )'íf{x) 

- \ J d^x d^y ^'^(x)7° 'k(x) Ds{yi - y) 'l'^(y)7°^(y) 

- d^y í'*^(x)7°7V“vp(x) Dps(x - y) í'^(y)7°7V“^(y) , (2.96) 

onde os propagadores escalar Ds e pseudo-escalar Dps são dados por: 

Ds{x -y) = -Dpsix - y) = 2GS{x - y) . (2.97) 
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O Hamiltoniano de NJL é invariante quiral, embora os termos escalar e pseudo-escalar 

não o sejam independentemente. Os termos proporcionais a Ds(x — y) e Dps(x — y) que 

não são invariantes sob a transformarão de simetria se cancelam mutuamente. 

Deve-se notar que devido ao fato de a interação entre os quarks do modelo NJL ser 

puntual (de contato), a propriedade de confinamento dos c[uarks não está contida no modelo. 

Esta talvez seja a maior limitação do modelo. Estudos de teorias de calibre na rede indicam 

que os fenômenos da quebra espontânea da simetria quiral e o confinamento dos quarks estão 

intimamente ligados. Esta indicação vem de estudos da QCD na rede a altas temperaturas, 

donde há evidências que as temperaturas crfticas das transições de fase de desconfinamento 

dos quarks e da restauração da simetria quiral são muitos próximas uma da outra, se não 

forem iguais. Isto estaria significando que ambos fenômenos ocorrem na mesma escala 

de energias e, portanto, um modelo que não incorpore ambas características pode estar 

perdendo muito da física da QCD. Neste sentido, os modelos quirais tratados na Seção (2.1), 

os quais podem incorporar de maneira natural o confinamento, são muito interessantes e 

devem ser estudados com mais vigor. 

Tomando o ordenamento de Wick na Eq. (2.96), temos que o Hamiltoniano ordenado 

normalmente para o modelo de NJL será dado pela soma de termos da forma dada na 

Eq. (2.43), mais termos devido ã contribuição de diagramas “tadpolelike”, os quais não 

foram considerados anteriormente. Isto se deve ao fato que para o modelo NJL, no termo 

de interação escalar (o termo proporcional a Ds), as matrizes Ca são dadas pelo produto 

das matrizes identidade 3 x 3 no espaço de cor, e 2 x 2 no espaço de sabor, de modo que 

Tr(C.)^0. 

A contribuição devido aos diagramas “tadpolelike” é dada por 

^NJL = ~ J ^^(x)7°^(x)Ds(x - y)^t(y)/ip(y) : 

- j (Px cPxj <I>t(x)7°^(x)D5(x - y)'I'^(y)7°^(y) : 

- : cPx (Py Í'T(x)7°'I'(x)Ds(x - y)^^(y)7°^(y) : • (2.98) 

Assim, a densidade de energia do vácuo, dada pela soma da Eq. (2.47) com o primeiro 
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termo da Eq. (2.98) acima, resulta em 

/-o 
^NJL = ”7^^ / ^ cos24>{k) 

(ítt)"* J 

AGN r 
+ 7^ / (Pk2 - 2GN{2N + l)l\ (2.99) 

(27r)“ J 

onde o termo de ordem N'^ vem da contribuição dos diagramas “tadpolelike”, e / é definido 

como 

I = J sen20(A:) . (2.100) 

As funções A(k) e 5(k), incluindo as contribuições dos dois últimos termos da Eq. (2.98), 

são dados por: 

■4(k) = 2G'(2/V + 1)7 = 4/, 

7?(k) = k . 

Os termos “tadpolelike” contribuem com o termo AGNI para .4(k) apenas. 

Das das Eqs. (2.49,2.101), temos que a equação de “gap'’ de massa vem a ser 

2G(2yV + l)7 .4/ 
tg20(/c) =     = — , 

onde M é a massa dinamicamente gerada para os quarks. Portanto, como 

sin 2é{k) 

(2.101) 

t^2ó{k) = 
cos2(j){k) ’ 

(2.102) 

(2.103) 

sin'^ 2(f){k) + cos'^ 2(f){k) = 1 

temos que: 

s\n2(f){k) = 
M 

cos20(/c) = - 

Vk^ + 4/2 ’ 

k 

(2.104) 

(2.105) 

Vk^ + A/2 

A Eq. (2.102), juntamente com a Eq. (2.100), fornece a relação de autoconsistência 

(2.106) 

M = 
2G(2^ 1^3, M 

(27T) = VAP + k^ 
(2.107) 
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Esta é exatamente a mesma relação de auto-consistência obtida por Nambu e Jona-Lasinio [5], 

Eq. (2.15). 

A integral da Eq. (2.107) diverge quadraticamente. Para evitar esta divergência introduz- 

se um “cutofT’ ultravioleta (A), o qual passa a ser um parâmetro do modelo, pois o modelo 

não é renormalizável. A equação de auto-consistência tem uma solução trivial, M = 0, e 

uma outra, não-trivial, M ^ 0: 

27t2 AP AP, 

G(2N+l)A^ 

a qual terá solução Aí ^ 0 se[5] 

= 1 + ^ A2 A2 AP 

in 2 
(2.108) 

GjP > 
2P 

2N + 1 ■ 

Esta é a condição para a quebra de simetria, pois sendo a = Gh? menor que o valor crítico 

Oc — 2Pf{2N -f- 1), a equação de “gap” tem apenas a solução trivial Aí = 0, e a simetria 

quiral não é quebrada. Porém, para a > ac a massa dinamicamente gerada difere de zero 

e há quebra de simetria. 

A diferença entre a densidade de energia do vácuo não trivial ^NJL[í>{f^)] e do vácuo 

trivial ^atjl[<^(^) = 0] é dada por 

+ 2G(2ÍV + 1)'^' ’ <2.109) 

a qual, para as soluções desejadas, deve ser negativa. Deste modo, o vácuo gerado como 

um condensado de pares quark-antiquark tem energia mais baixa que o vácuo trivial e, 

portanto, pode ser considerado como o vácuo físico. 

Adicionalmente, podemos calcular o parâmetro de ordem; 

<^'I»> = <0|^'^(x)7“'P‘(x)|0> . (2.110) 

Usando a expasão dos campos 'P, Eq. (2.26), em termos dos espinores u e v, dados na 

Eq. (2.37), o parâmtero de ordem é dado por: 

2N 

/' 
d^k 

Aí 

-f AP 

= ^AÍA^ 1 A/'V 
.\2 

In 
A A2 
TT+ 1 + TTT 
AI AP 

(2.111) 
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Em nossa notação, < > = < üu> + <dd>, onde ii e d são os operadores de campo dos 

quarks “up” e “down”, respectivamente. 

A partir da Eq. (2.111), pode-se ver que quando não há quebra de simetria (M = 0), 

temos < >= 0 e, quando M aumenta a partir de zero (há quebra de simetria), o 

parâmetro de ordem < 'í'!' > também aumenta. Por isso, < > pode ser interpretado 

como uma medida do grau de quebra de simetria. 

O modelo de NJL tem dois parâmetros ajustáveis, G e A. A equação de autocon- 

sistência, Eq. (2.108) relaciona G e A a M, a massa constituinte dos quarks. E claro que os 

parâmetros devem ser ajustados a dados experimentais. Os mais comumente empregados 

são o parâmetro de ordem < >, a constante de decaimento do píon /,r, e a massa do 

píon m,r- A Ref. [24] apresenta um estudo detalhado do ajuste dos parâmetx'os do modelo 

NJL aos dados experimentais. 



Capítulo 3 

O Formalismo Fock-Tani 

Neste capítulo, inicialmente será feita uma revisão do formalismo Fock-Tani tendo em vista 

sua apliccição para a interação rr —tt. Esta revisão está baseada nas referências [14] [17] [18]. 

Não vamos nos alongar no formalismo mais geral possível, mas sim vamos nos concentrar 

no formalismo para estados hadrônicos da forma do estado |ri“(p) > da seção anterior. 

Estados de três ou mais quarks, e estados contendo quarks e gluons, não são considerados 

aqui. 0 formalismo geral para tais estados pode ser encontrado na Ref. [18]. Após esta 

revisão, vamos obter o potencial efetivo méson-méson, o qual é o objetivo principal deste 

capítulo. 

O capítulo está organizado como segue. Na seção .3.1 considera-se a transformação Fock- 

Tani e seu significado físico. Na seção 3.2 obtém-se os operadores de quark e antiquark 

transformados. Na seção 3.3 obtém-se o Hamiltoniano transformado Fock-Tani para o 

modelo de quarks, em particular, a interação efetiva méson-méson. 

3.1 A Transformação Fock-Tani 

Para que possamos definir a transformação de Fock-Tani, para um sistema envolvendo 

mesons, devemos considerar a representação do sistema no espaço de Fock, usando o- 

peradores de criação e aniquilação para as partículas constituintes elementares, no caso 

quarks e antiquarks. Nesta representação os operadores de criação de um méson com- 

posto podem ser definidos em termos de um produto de operadores de criação de quarks e 

33 
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antiquarks. Assim, sendo |q> o vetor de estado de um méson no estado a, pode-se escrever 

|a>=M]|0>, (3.1) 

onde mÍ é o operador de criação de um méson composto e j0> é o estado de vácuo, definido 

por; 

0 operador A/l é definido como 

f/^lO>= qu\0>= 0 

m1 = , 

(3.2) 

(3.3) 

onde é a função de onda do méson. 0 índice a indica os números quãnticos do méson: 

Q = {espacial, spin, isospin}. Os índices p e u, por sua vez, indicam os números quãnticos 

dos quarks: = {espacial,spin,sabor,cor}. 

E conveniente trabalhar com as funções de onda normalizadas de forma que 

= (3-4) 

Com o operador de criação de um méson A/J definido pela Eq. (3.3) e o operador de 

aniquilação Ma dado pelo conjugado Hermitiano da Eq. (3.3), podemos obter as relações 

de comutação destes operadores entre si e com os operadores de quarks. Fazendo uso das 

relações de anticomutação usuais para os operadores de quarks e antiquarks 

9t/} — {qniíjiy} ~ 0 1 

^ (3-5) 

juntamente com a condição de normalização da Eq. (3.4), temos que as relações de co- 

mutação dos operadores de mésons compostos são dadas por: 

[A/q, Mfs] = 0 , 

[Ma, Mp] = Sa0 — Aq/5 , (3.6) 

onde 

= trvéii- + ■ (3.7) 
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Adicionalmente, temos 

[<7^1 Mal — 0 1 

fc,M]l = -í„„.4'r'9Í. (3.8) 

A presença do termo Aap na Eq. (3.6), bem como o fato de os dois últimos comutadores 

na Eq. (3.8) não se anularem, são uma expressão da natureza composta e da estrutura 

interna dos mesons. A existência do termo na Eq. (3.6) complica em muito os proble- 

mas em que os graus de liberdade internos dos mesons não podem ser desprezados, pois as 

técnicas usuais da teoria de campos (funções de Green, teorema de VVick, etc.) são desen- 

volvidas para operadores satisfazendo relações de comutação (ou anticomutação) canônicas 

e, portanto, não podem ser aplicadas em tal sistema. 

Seria desejável obtermos uma representax^ão na qual os operadores de criação e aniquila- 

ção dos mesons satisfizessem as relações de comutação elementares de Bose. Este é o 

objetivo da transformação de Fock-Tani: partindo do espaço de Fock ordinário para o sis- 

tema, onde todos os operadores são dados em termos de cj, ,q e , fazer uma mudança de 

representação de modo que os mesons compostos passem a ser representados por operadores 

de “mesons compostos ideais” satisfazendo relações de comutação canônicas. 

Para que se possa introduzir os operadores de mesons compostos ideais que, por definição, 

comutam com os operadores de criação e aniquilação dos quarks e antiquarks, devemos 

aumentar o espaço de Fock original, pois não há neste espaço nenhum operador (com 

exceção de múltiplos do operador unidade) que satisfaça tais relações de comutação. 

Assim, consideramos o espaço de Fock físico, indicado por JE, como o espaço gerado por 

todas as combinações lineares de estados da forma 

(3.9) 

com /em arbitrários. 

Introduz-se, então, e m], como os operadores de aniquilação e criação de mesons 

compostos ideais que, por definição, satisfazem as relações de comutação elementares de 

Bose 

[ma,m0] = 0 , 
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fma, ml] = (3.10) 

Estes operadores atuam em um espaço de Hilbert yVd, o espaço de mesons ideais, com- 

pletamente independente do espaço de Fock físico T. Este espaço de mesons ideais é gerado 

por todas as combinações lineares de estados da forma 

, (3.11) 

com n arbitrário e |0)>t o vácuo de M, definido por 

mdO)M = 0 . (3.12) 

Agora, define-se um novo espaço de Hilbert, chamado “espaço de estados ideais”, como 

o produto direto dos espaços cie Fock físico JF e de mesons ideais A4. Representando o 

espaço de estados ideais por I, temos: X — J- ® M.. E o vácuo de X é dado por 

|0) = |0> 01O)a< . (3.13) 

Os operadores de quarks atuam em |0> e os operadores de mesons ideais atuam em |0)x, 

de modo que temos 

c/j0) = c7,|0) = m„|0) = 0. (3.14) 

Desta forma, as relações de comutação da Ecj. (3.10), inicialmente definidas em A4, 

passam a valer também em X. Do mesmo modo, as relações de comutação das Eqs. (3.6)- 

(3.8), inicialmente definidas em X", são válidas também em X. Adicionalmente, em X temos 

que são válidas as relações 

[f/io ma] = [<7^, mj] = 0 

[fh,,ma] = [ch,,ml\ = 0 , (3.15) 

as quais expressam a independência cinemática dos operadores de quark (antiquark) com 

relação a rria e ml. 

Tendo aumentado o espaço de Fock original, de forma que o novo espaço comporte 

os operadores ma e ml satisfazendo as relações de comutação desejadas, conforme as 

Eqs. (3.10,3.15), se faz necessário estabelecer uma correspondência um-para-um entre os 



Capítulo 3. 0 Formalismo Fock-Tani 37 

estados do espaço de Fock físico ^ e os estados de algum subespaço de X. Esta cor- 

respondência pode ser estabelecida notando-se que, se Xo é um subespaço de X tal que 

ma|í)>=0 Vq, ou Nm\^>=0, (3.16) 

para todo jí)>€ Xo, onde Nm é o operador número total de mesons ideais 

= (3.17) 
a 

Então, há um isomorfismo trivial entre J- e Xo- De modo que, para cada estado |íí >€ T 

há um estado correspondente em Xo- A Eq. (3.16) passa a ser um vínculo a ser satisfeito 

pelos estados permitidos em X. 

A equação de vínculo, ou condição subsidiária, revela cpie em Xo os mesons ideais são 

modos redundantes, no sentido de estados totalmente desocupados. Estes mesons ideais 

adquirem sentido no momento em que se faz uma transformação unitária sobre um estado 

de um méson composto que, de algum modo, muda a representação para um estado de um 

méson ideal. É importante notar que satisfazer a condição de vínculo é necessário para 

evitar múltipla contagem de graus de liberdade. 

Assim, deve-se encontrar uma transformação unitária U, a transformação Fock-Tani, tal 

que 

mJ10>-> fí"^V/t|0) = mt|0) . (3.18) 

0 operador U, que realiza esta transformação, é dado explicitamente por [14] 

f/ = exp(-|F) , (3.19) 

onde F, o gerador da transformação, é dado por: 

F = Y.(mlMo.-Mlm^ . (3.20) 
Or ' ' 

Conforme pode ser facilmente verificado fazendo uso da definição da exponencial como 

uma série de potências, e aplicando o gerador da transformação sucessivamente em m\ |0), 

U ^MÍ|0) = COS ^ yV/j|0) + sen^ m|[0) 

= m!|0). 

que: 
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Deve-se notar que o operador unitário U é definido em J e não pode ser definido T. 

Contudo, U é definido em Xo que é isomói fico a J-. 

Pode-se, agora, definir o espaço de de Fock-Tani o espaço onde serão efetuados os 

cálculos, como o espaço imagem de Xq. Simbolicamente a relação entre e Xo pode ser 

escrita como 

J^ft = C-^Xo . (3.21) 

Assim, o espaço .Fft é o subespaço de X cujos vetores de estado |D) estão relacionados aos 

vetores de estado de Xo por 

|Q>= C|Q) \ü) = (3.22) 

de modo que para todo e qualquer estado |n >G Xo, há um estado correspondente |D) G 

Assim sendo, qualquer cálculo efetuado no espaço físico é equivalente ao cálculo no espaço 

de Fock-Tani pois, sendo O um operador arbitrário, temos 

<D|0|D'>= {Q\U-^OU\n') = (Q|Oft|í^') , (3.23) 

onde 

Oft = U~'OU, (3.24) 

é o operador transformado Fock-Tani. .Além disso, os produtos escalares são preservados, 

pois a transformação Fock-Tani é uma transformação unitária: 

<n\n'>= {n\ü'). (3.25) 

Adicionalmente, temos que os estados pertencentes ao espaço J-pT têm que satisfazer a 

condição subsidiária transformada: 

U-^m^U\Ü) = 0 V Q , ID) € J^FT , (3.26) 

ou, equivalentemente 

U~^NaU\Ü) = 0, 1D)€J^ft- (3.27) 
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Ainda que todos os cálculos efetuados em jFpj sejam equivalentes àqueles efetuados 

em JF, a vantagem de trabalhar em está em que neste espaço todos estados ligados 

são representados por operadores ideais, e os operadores q,q^ ,q e representam somente 

quarks e antiquarks não ligados. Assim, todos os operadores de criação e aniquilação em 

.Fft satisfazem relações de (anti)comutação canônicas. 

Finalmente, deve-se notar que a transformação Fock-Tani foi definida em termos da 

atuação do operador unitário U em estados de um único méson composto. Porém, quando 

atuando em estados contendo vários mesons compostos, |qi,---,q„ >= m1, ••• mÍ„|0), 

esta transformação não resulta, em geral, em um estado produto de mesons ideais da 

forma ml, pois U~^mIu difere de ml por uma série infinita contendo efeitos 

de quarks. 

No entanto, estes termos contendo efeitos de quarks são esperados contribuir somente 

quando temos sistemas de altas densidades, de modo que para estados assintóticos (como 

é o caso para estados de espalhamento) vale a relação: 

= "4 •■■"■LlO)- (3-28) 

Isto é o que se espera com base no fato que em estados assintóticos as funções de onda não 

se superpõem, de modo os mesons se comportam como se fos,sem partículas sem estrutura 

e o termo Aa0 não contribui na relação de comutação da Eq. (3.6), o que imediatamente 

leva a relação da Eq. (3.28). 

3.2 A Transformação Fock-Tani dos Operadores 

Para implementarmos a transformação Fock-Tani devemos obter os operadores transfor- 

mados. Uma vez que os operadores do modelo de quarks são sempre expressos em termos 

dos operadores de quark e antiquark, basta obtermos a transformação para estes. Assim, 

temos 

<7ft — U ^ qU 

qPj = U~^qU. (3.29) 
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Os operadores de criação são dados de forma análoga, tomando o conjugado Hermitiano 

da Eq. (3.29) e lembrando que U~^ = C/t. 

Ao avaliarmos a Eq. (3.29) pelo método de multicomutadores, conforme a Eq. (2.36), 

obtemos séries infinitas que devido à presença do termo A^/? na Eq. (3.6) são muito com- 

plicadas, de modo que a esperança de reconhecer os termos relevantes para o processo em 

questão é pequena. Porém, pode-se resolver a Eq. (3.29) iterativamente através do método 

de equações de movimento [14]. Neste método, para qualquer operador O, define-se: 

0{t) = exp{—tF)Oexp{tF), (3.30) 

onde t é um parâmetro real (a notação t é adotada devido ao fato que a transformação é 

avaliada pelo método de equações de movimento, ainda que t seja um ângulo de rotação 

no espaço de Hilbert). 

Diferenciando a expressão acima com relação a í, obtemos a equação de movimento para 

o operador O: 

^ = lO{t),F], (3.31) 

com a condição inicial 

0{t = 0) = 0 . (3.32) 

e com os operadores transformados Fock-Tani dados pelas soluções das Eqs. (3.31-3.32) 

quando t = 

Oft = LI-^OU = 0{-7tI2) . (3.33) 

Deste modo, usando a Eq. (3.31) e o gerador da transformação conforme dado na 

Eq. (3.20), temos que as equações de movimento para os operadores de quarks e antiquarks 

são dadas por 

dt 

(3.34) 

e 

dqM) 
= [cUt),F] 

dt 

(3.35) 
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Desde que as equações de movimento para q e q envolvem rriait), é necessário obter a 

equação de movimento para ma{t): 

druait) 

dt 

= MM)- (3.36) 

Do mesmo modo, 

dMM) 
dt 

[mm)M] 

- [Sap - AcM)]^'^M) ■ (3.37) 

As Eqs. (3.34)-(3.37), juntamente com suas Hermitianas conjugadas, formam um con- 

junto de equações diferenciais não lineares acopladas, e são tão difíceis de resolver quanto 

as expressões obtidas pela técnica de multicomutadores. Porém, notando que ao fazer uma 

aproximação de ordem zero (isto é, desprezando a estrutura do méson) os termos despreza- 

dos nas Eqs. (3.6,3.8) são potências positivas em <I>q e , é razoável supor que se possa 

resolver este conjunto de equações iterativamente, considerando cada um dos operadores 

como sendo uma soma de termos 

qM) = êçJHO. 
í=0 

CO 

fiM) = . 
i=:0 

CO CO 

ma{t) = , (3.38) 
1=0 1=0 

onde (i) indica a ordem dos operadores nas funções de onda de estado ligado e <&*. Para 

que se tenha uma contagem de potências consistente com as Eqs. (3.36-3.37), as funções 

de onda implícitas, entrando por meio da definição da Eq. (3.3) para Ma e mJ, não devem 

contribuir para a contagem. 

Os termos dependendo das funções de onda de estado ligado e entram no problema 

através de operadores, presentes no lado direito das Eqs. (3.6,3.8), que se anulam no limite 

de densidade zero, ou seja, quando não há superposição das funções de onda dos mésons 

e sua estrutura pode ser desprezada. Desta forma, a expansão da Eq. (3.38) pode ser 

considerada, neste sentido, como uma expansão na densidade do sistema. 

Assim, as equações de movimento em ordem zero nas funções de onda são dadas por: 

dt 



Capítulo 3. O Formalismo Fock-Tani 42 

it 

= -..-(0 . 

íKíííi = , 

Usando as condições iniciais, as soluções resultam em 

9^(0 = > 

, 

i~nS^\t) = rUa COS t + MoSent , 

A/f )(U = A/„ COS t — /UoSent . 

(3.39) 

(3.40) 

Deve-se notar que as condições iniciais foram impostas sobre o termo de ordem zero na 

expansão da Eq. (3.38). Assim, para que esta expansão seja consistente com a Eq. (3.32), 

devemos ter como condições iniciais para os termos de ordem > 1 que: 

= 0) = q^^\t = 0) = (t = 0) = = 0) = 0 , para f > 1 . (3.41) 

Desde que o termo Aap não contribui para as equações de movimento de primeira ordem, 

temos que estas são dadas por 

dt 

= Mí'\t) . 

dt 

dt 
(3.42) 

que, juntamente com as condições iniciais da Eq. (3.41), implicam em 

íí, [j-fícsent -f Mc (1 - cost)] , 

qi^\t) = [mcsent-f Mc (1 - cost)] , 

= 0 , 

A/f )(0 = 0 . (3.43) 
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Consideremos agora as equações de movimento de segunda ordem para m„ e M». Con- 

forme pode ser visto da definição de Eq. (3.7), este termo começa a contribuir em 

segunda ordem na função de onda de estado ligado, sendo que esta contribuição vem da 

substituição de ç, q, qt e qt por seus termos de ordem zero. Assim, continuando a indicar 

por Aafi o termo temos que 

dt 

dt 

= , 

= -1- Aa0m^p\t) . 

0 termo Aap quebra a simetria das equações acima, de modo que obtemos duas equações 

diferenciais não homogêneas para e Estas equações podem ser facilmente resolvi- 

das pelo método dos coeficientes indeterminados. Porém, estas originam termos seculares 

(funções não trigonométricas de t) que levam a dificuldades tais como discrepâncias “post- 

prior” na análise de espalhamento [26] [16]. 

Este problema é resolvido generalizando-se o gerador da transformação Fock-Tani F, tal 

que [15]: 

^ “ Olnia^ , (3.44) 

onde o operador Oa é uma função somente dos operadores de quarks e antiquarks, escolhido 

de tal forma que satisfaça relações de comutação canônicas, ou seja: 

[Oa,O^]=0, 

[0a,0j] =ía/J. (3.45) 

Isto leva a equações de movimento simétricas para iria e Oa em todas as ordens nas funções 

de onda de estado ligado e í>*: 

'l^^l^ = [ma{t),F] = Oa{t), 
dt 

f] = ^rria(t) , (3.46) 

cujas soluções 

ma{t) = OoSent + m^cost , 

Oa{t) — O a cost — 7?ZoSent , (3.47) 
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contém somente funções trigonométricas de t e, portanto, não introduzirão termos seculares 

nas expressões para q e q. 

O operador Oa é determinado iterativamente, ou seja ordem a ordem em e $*, de 

modo que Oa pode ser expandido como 

OO 

0.(1) = E0Í"(Í), (3.48) 
1=0 

onde, novamente, (i) indica a ordem considerada em e $*. 0 termo de ordem zero 

é escolhido de modo a reproduzir os resultados da transformação Fock-Tani original, em 

ordem mais baixa. Deste modo = Ma, e de (3.6)-(3.7) fica evidente que as relações de 

comutação (3.45) são satisfeitas somente até segunda ordem. Os demais termos com 

i > 2, visto que não há nenhum termo indesejado de primeira ordem, são determinados de 

forma a cancelar os operadores indesejados até a orde (i) na direita da Eq. (3.45). Assim, 

até terceira ordem verifica-se que O a é dado por [17]: 

, Oa = Ma + -AapMp -f -A/j[A/3-^, Ma]M~f -|- • • • , (3.49) 

onde • • • indica contribuições de quarta ordem ou maior. De modo que, com Oa dado pela 

Eq. (3.49), temos 

[0a,0p]=O{^^) 

[0a,0l]=Sa,3 + 0{^‘') , (3.50) 

com (9($‘‘) indicando contribuições de ordem superior ou igual a quatro nas funções de 

onda de estado ligado. 

Antes de prosseguirmos, devemos observar que a equação de vinculo transformada 

Eq. (3.26), quando submetida a transformação Fock-Tani generalizada da Eq. (3.44), resulta 

na condição: 

O,,|n) = 0 Vq, (3.51) 

conforme pode ser visto de (3.47) com í = — f- 

Portanto, para estados assintóticos Eq. (3.28), desde que Oa é uma função somente de 

ope-radores de quark e antiquark e, portanto, comuta com ml, a condição de vínculo é 
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substituída pela condição que Oa aniquile o vácuo: 

(9a|0) = 0 Va. (3.52) 

Esta é, mais do que uma suposição razoável [18] a ser feita com base nos termos até terceira 

ordem para Oa, uma condição necessária a ser imposta sobre Oq se desejamos que o vácuo 

permaneça invariante sob a transformação Fock-Tani, pois somente no caso da Eq. (3.52) 

ser satisfeita teremos: 

FjO) = 0 => f/|0) = |0) , (3.53) 

o que é uma propriedade extremamente importante para que possamos realizar os cálculos 

no espaço iFn. 

Assim, pode-se supor que 0^^ i > 0 possa sempre ser construído como um produto 

ordenado normalmente contendo sempre um operador de aniquilação na direita, de modo 

que a Eq. (3.52) seja satisfeita e, portanto, a equação de vínculo seja satisfeita trivialmente 

para estados assintóticos. 

Adicionalmente, pode-se notar que 

A/]10) = 01|0), (3.54) 

o que até terceira ordem segue imediatamente da Eq. (3.49) e, de acordo com as ob- 

servações acima, espera-se que se mantenha para qualquer ordem desejada. Desta forma 

a transformação Fock-Tani sobre um estado contendo um único méson composto pode ser 

escrita como 

í/-M/j|0) = U-'ol\0) = U-'OÍUlO] 

= milO) (3-55) 

onde o último passo segue da eq. (3.47) com ^ — f- Desta forma, nota-se que a trans- 

formação Fock-Tani generalizada mantém o significado físico da transformação original, 

dada pela Eq. 3.20). 

Podemos, agora, considerar as equações de movimento de segunda ordem dadas pela 

tranformação Fock-Tani generalizada. Para nia e Oa temos, diretamente da Eq. (3.46), 
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que 

dt 

dPIJHO 
dt 

= OÍ^\t) , 

= • (3.56) 

Ao considerarmos as equações de movimento para os operadores q e q, também temos que 

considerar as contribuições adicionais que advém da mudança do gerador da transformação. 

Assim, temos; 

dq^^\t) 

dt 
= -5 

dt 
= s. ui/\ 

1 
9 (3.57) 

As condições iniciais para ), j g q\í\t) com i > 1 são dadas na Eq. (3.41). 

Porém, para 0^'^t), temos que 

Oi"(i = 0) = Ol'l V (3.58) 

onde Ob) é o termo correspondente na Eq. (3.49). .Assim, temos = 0) = e, 

integrando as Eqs. (3.56,3.47), temos 

(0 = -Ac/jAZ/jsent , 

= ^A„^M/jCOSÍ, 

ml^M^sent cost — m^m/jsen^t — m|m^(2 — 2cost 

— sen^t) — M^m^ (2sent — sent COS t) 

A//5sentcost — m|m/3sen^t — mJM/j(2 — 2cost 

— sen^t) — m|it1;3 (2sent — sent cos t) (Jl/2 (3.59) 
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Do mesmo modo as equações de movimento de terceira ordem para os operadores de 

quarks e antiquarks são 

dt “ a 

' ^ a 7 m' 

- í>7‘^'á(°H0A7a(0"^L' 

= Í.4(2*5‘" M!“’<')’4^’(9 + <J,!P'(')mí.“'(íi 

‘ ^Of ^ (J 

- ^7' (0<7ÍÍ°>(í(0(0 

(3.60) 

que podem ser integradas para dar 

?ním/3m.ysen^t + M^M/jm^ (sent - sen^t) 

+ A/Jm/jM-y ^2sent — sent COS t — sen^tj 

+ cost + cos^ 

+ m\mpM-y COS t + cos^ t + sen^t j 

+ A/J MpM^ ^2 — COS t — cos^ t — sen^tj 

+ mlMffM-, ^sent — sent cos t — sen^tj 

+ K,\k^K"'''^TíUU’’ [2/Wí (cosí - 1) - mflsent] 

+ <í|ii.i^*;'’°'I'S''"l>S"’'7l,‘lJi'í'>P('í/3(cosí-I)-"•flsonti 

^7'"'■/j, mím^/77.^sen^t + MjM/jm^ (sent - sen^t) 

+ (2sent — sent cos t — sen^t) 
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+ + mi Mpm^j (^—COS t + cos^ 

+ mimpM^ COS t + cos^ t + sen^t j 

+ AípM-f ^ 2 — COS t — cos^ t — sen^t^ 

+ mihípM^ ^sent — sent cos t — sen^tj 

+ -'osO + raíSent] 

+ (3-61) 

Em princípio, este processo pode ser continuado até qualquer ordem desejada, ainda 

que a complexidade das expressões obtidas para os operadores de quark e antiquark au- 

mente muito com a ordem considerada. Porém, para que o método seja útil devemos ter que 

apenas os termos de ordem mais baixa devem ser suficientes para descrever os processos de- 

sejados. Verifica-se [14] [17] cpie para obter uma interação efetiva méson-méson necessita-se 

ir somente até terceira ordem nos operadores de quarks transformados. .A.ssim, os oper- 

adores transformados Fock-Tani cpie nos serão necessários são obtidos das Eqs. (3.40)-(3.61) 

mediante a substituição < = — 

3.3 O Hamiltoniano Transformado Fock-Tani 

Tendo obtido a tranformação Fock-Tani para os operadores de quark e antiquark, devemos 

agora obter o Hamiltoniano transformado. Para tanto, é necessário que tenhamos uma 

forma explícita para o Hamiltoniano em termos de r/, ,q e q^. 

Para as aplicações nesta dissertação, mais especificamente o espalhamento tt —tt a baixas 

energias, os termos relevantes de Hamiltonianos da forma da Eq. (2.17) podem sempre ser 

colocados na forma: 

H = T ip) qlq,, -b T (//) qlq^ + {pu; ap) qlqUpq^r 

+ ^^9? (^P) + Kç {pi^; <rp) qlqlqpqa ■ (3.62) 

Alguns outros termos presentes no Hamiltoniano da Eq. (2.17) contribuem para a interação 

entre mesons, mas não para a interação tt — tt no limiar. 
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0 Hamiltoniano transformado é obtido pela aplicação da transformação unitária U con- 

forme indicado na Eq. (3.33). 0 Hamiltoniano original da Eq. (3.62) tem apenas ope- 

radores de quarks e antiquarks, de modo que a presença de mesons compostos não aparece 

explicitamente na álgebra dos observáveis. Após a transformação Fock-Tani, obtemos um 

Hamiltoniano que contém os operadores q,q^,q e q^, sendo que agora estes representam 

apenas quarks e antiquarks não ligados. Adicionalmente, o Hamiltoniano transformado 

dependerá de rria e ml representando os mesons compostos. 

A estrutura geral do Hamiltoniano transformado U~^HU = i/pT é: 

//fT = //q + + f/mq , (3.63) 

onde /fq indica termos contendo somente operadores de quarks e antiquarks, Hm contém 

apenas operadores de mesons e indica termos contendo operadores de mesons e quarks. 

O procedimento para obter a Ecj. (3.63) é substituir na Eq. (3.62) os operadores de quarks 

transformados e, então, colocar todos os operadores em ordem normal. 

Vamos agora considerar cada um dos termos de (3.63) em separado. 0 termo Hq tem 

estrutura muito semelhante à Eq. (3.62), sendo dado por; 

//q = T{p)qlq^ + T{u)4q^+ ^Vgg{piy;(Tp)qlqlqpq„ 

+ + Vgg- {pu; ap) ql^hq^q^ . (3.64) 

Conforme pode ser visto na expressão acima (e na Eq. (3.65) abaixo), H e diferem pela 

forma do termo de interação quark-antiquark. Como será visto logo abaixo, a intera.ção 

quark-antiquark da Eq. (3.62) é capaz de formar estados ligados, enquanto que a interação 

quark-antiquark da Eq. (3.64) não é capaz, pois estes são tratados em separado pelo termo 

Hm- Portanto, os operadores q e q presentes em H e têm significados distintos, pois em 

/fq estes representam somente quarks e antiquarks não ligados. 

Os primeiros quatro termos em //q são obtidos diretamente da substituição em (3.62) 

dos operadores q e q pelos seus termos de ordem zero nas funções de onda de estado ligado. 

Por exemplo, o termo de interação quark-quark é obtido de ^Vqq (////; ap) 

O termo de interação quark-antiquark, V,^(/ii^; crp), é dado por [17]: 

V„-(/ii/; ap) = [Vgg{pu; ap) - A [pu\ p u') H{pi/'\ ap) - H{pu\ a'p')A {a'p'\ ap) 
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+ ^/(/xV;crV)A(cry;crp)] ^ (3.65) 

onde A [pi/] p'u') é o “kernel de estado ligado” 

A (,.1/; A') = E«C (3.66) 
a 

e H{pu\crp) é dado por: 

H{pir, p'u') = [T (y) + T (i/')] + \/„- [pu-, p'u') . (3.67) 

O primeiro termo da Eq. (3.65) vem da contribuição dos termos de ordem zero nas 

funções de onda de estado ligado para os operadores de quarks: 

. (3.68) 

0 segundo termo vem dos termos: 

7’(i/)f/J('V/í,°) , V„-(^;y;cr/3)f/t(‘)f7t(o)ç(o)ç(o) . (3.69) 

0 terceiro termo é dado pelo conjugado Hermitiano destes. O quarto termo vem dos termos: 

r(/^)d"’9Í‘’. r(t.),Jt",í'>, v„-(/<i^;.Tp),t(i)5t(o)5(oi,(i), (3,70) 

Seja um autoestado do Hamiltoniano microscópico de quarks, isto é: 

H{pu-,p'u')^Í‘'' , (3.71) 

onde Cq é a energia total do méson, dada por 

ea=<a\H\oí> . (3.72) 

Neste caso a Eq. (3.65) reduz-se a 

Vggipu; ap) —)■ V^q[pu\ ap) - Y, . (3.73) 
a 

Esta modificação no potencial de interação quark-antiquark é tal que esta não é mais 

capaz de formar os estados ligados Isto fica evidente se notarmos que a Eq. (3.64), 
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juntamente com a Eq. (3.73), e usando a relação de ortonormalização dada pela Eq, (3.4), 

implicam em que: 

<a\H^\a>=0, (3.74) 

onde |a> é o estado ligado de um quark e um antiquark dado pela Eq. (3.1). 

Este fato de que a interação quark-antiquark remanescente não pode formar os estados 

ligados empregados na transformação unitária é uma realização explícita da idéia de quasi- 

partículas de Weinberg [19]. 0 formalismo de quasi-partículas de VVeinberg foi introduzido 

com o objetivo de calcular amplitudes de espalhamento para potenciais muito fortes, para 

os quais a teoria de perturbação não pode ser empregada. Neste formalismo, partículas 

elementares fictícias são introduzidas na teoria, ein correspondência direta com os estados 

ligados da teoria. Para que a física do problema não seja modificada, Weinberg argumenta 

que é necessário mudar simultaneamente o potencial. Como os estados ligados da teoria 

original são introduzidos como partículas elementares, o potencial modificado não deve 

produzir estes estados ligados. Portanto, o potencial modificado torna-se mais fraco e, 

por isso, a teoria de perturbação pode ser usada. No formalismo Fock-Tani, o potencial 

enfraquecido de Weinberg é realizado pelo potencial da Eq. (3.73). 

Vamos agora considerar o termo do Hamiltoniano transformado (3.63) contendo somente 

operadores de mesons: Hm- Este termo tem a forma 

-f , (3.75) 

onde Tm é um termo de energia de um único méson, e é dado por 

= . (3.76) 

Nesta expressão, os termos proporcionais a T(/í) vêm de: 

, (3.77) 

e o proporcional a Vqq{pu‘, ap) vem de: 

Vqqipu; . (3.78) 
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Se é um autoestado do Hamiltoniano microscópico de quarks, Eq. (3.71), temos que 

o termo Tm reduz-se ao seguinte: 

Tm = ^ • (3.79) 
a 

o termo Vínm em (3.75) é uma interação efetiva méson-méson: 

Knm = ^ Knm(a/?;7Í)mj77zjmirn.^ , (3.80) 
" a(3-^8 

onde Vmm{oíl3’,jS) é dado por: 

Kn„,(a/3;7J) = 

- $r- $rcrV)$f 

+ $;'*"$^""V;-,-(aí.;aV)$Y^r' • (3-81) 

Os termos proporcionais a T{p) que contribuem para os dois primeiros termos acima 

através de H{pu] p'i>') vêm de: 

+ 1>-C., (3.82) 

onde h.c. significa Hermitiano conjugado. Os termos proporcionais à interação quark-quark 

vêm de: 

^V„(^í/;crp)f/J(^)(7jí^>f4i)ç^i> , (3.83) 

do mesmo modo os termos de interação antiquark-antiquark vêm de: 

(3.84) 

Os termos de interação quark-antiquark vêm de 

Vqq{pu-, + h.c. V^q{pu-, + h.c. , (3.85) 

os quais contribuem através de p'C) para os dois primeiros termos da Eq. (3.81), e 

para os terceiro e quarto termos desta mesma equação. Também há uma contribuição que 

vem de: 

V7,-(/iz/;(Tp)<7j<‘V7t(*)f7ji)(y^i) . (3.86) 



Capítulo 3. O Formalismo Fock-Tani 53 

Ê importante notar que esta interação efetiva méson-méson foi obtida através da ex- 

pansão em funções $ até a terceira ordem. Os termos de ordem mais alta contribuem 

para a interação méson-méson como correções de ortogonalidade aos termos acima [17]. 

Para o caso que estamos interessados nesta dissertação, espalhamento tt — tt no limiar, a 

interação efetiva entre os pions se comporta como se fosse uma interação puntual, devido 

à natureza de bosons de Goldstone dos pions, e, portanto, correções de ortogonalidade não 

são importantes. No entanto, para espalhamento tt — tt a energias acima do limiar, estas 

correções podem contribuir de maneira importante. 

Finalmente, o termo do Hamiltoniano transformado contendo operadores de quarks e 

mesons não será considerado explicitamente aqui, pois não contribuem para o espalhamento 

TT — 7T no limiar, como será discutido no próximo capítulo. Apenas a título de ilustração, 

mostramos aqui um termo típico de //mq. 0 termo: 

> (3-87) 

onde 

'a/3 'qq ^a ^0 ' ' qq ^0 ' ~ ' qq ^0 i 

representa a quebra de dois me.sons em dois quarks e dois antiquarks. Num modelo que 

incorpore o confinamento dos quarks, este termo somente contribuirá quando iterado com 

o seu Hermitiano conjugado, o qual representa a recombinação de dois quarks e dois anti- 

quarks em dois mesons. 

0 formalismo necessário pai a tratar o espalhamento tt — tt a baixas energias foi apre- 

sentado nas seções acima. No próximo capítulo vamos colocar este formalismo no contexto 

dos modelos de quarks quirais apresentados no capítulo anterior. 



Capítulo 4 

Espalhamento tt — tt no Formalismo Fock-Tani 

Neste Capítulo vamos empregar o formalismo Fock-Tani para o espalhamento tt —tt a baixas 

energias empregando os modelos quirais descritos no Capítulo 2. O objetivo maior de tal 

estudo é investigar as intereiqões entre hadrons a baixas energias, empregando o formalismo 

Fock-Tani, no contexto de modelos quirais formulados em termos dos graus de liberdade 

de quarks. Um estudo tal tem a pretensão de ser mais fundamental do que a teoria de per- 

turbação quiral (TPQ), na qual são empregadas Lagrangianas fenomenológicas contendo 

um número infinito de constantes de acoplamento. Na formulação da TPQ, os processos 

hadrônicos são calculados perturbativamente em potências da energia dos hadrons; a me- 

dida que novos gráficos de ordem mais alta na energia são calculados, novas constantes 

de acoplamento são necessárias. Essas constantes de acoplamento, que em prinçípio são 

fixadas pela QCD, são determinadas experimentalmente fitando alguns observáveis. Há 

uma limitação de ordem prática, qual seja, o aumento brutal do número de gráficos a 

serem levados em conta à medida que processos a mais altas energias são considerados. 0 

emprego do formalismo Fock-Tani serviria para transferir a ignorância das constantes de 

acoplamento da TPQ para os parâmetros do modelo de quarks microscópico, bem como 

a complicação do acúmulo do número de diagramas a ser considerado com o aumento da 

energia. 

Para evitar o número infinito de constantes de acoplamento da TPQ, Weinberg, em 

seu memorável artigo de 1979 [28], sugere empregar um formalismo similar ao das quasi- 

partículas, por ele desenvolvido nos anos 60 [19]. Especificamente, Weinberg imagina que 

seria possível “enfraquecer” as forças da QCD através da introdução de um “cutofF’ in- 

54 
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fravermelho A, preservando o conteúdo físico da teoria pela introdução dos estados liga- 

dos da teoria como partículas elementares fictícias. Estes estados ligados nada mais são 

do que os hadrons ordinários, os quais devem ser descritos por uma Lagragiana quiral 

fenomenológica. Os parâmetros desta Lagrangiana fenomenológica teriam que ser funções 

de A, definidas por equações diferenciais que garantam a independência da matriz S do 

parâmetro A, com a condição iniciai de que a teoria no limite de A —)■ 0 seja a QCD. A 

expectativa seria que a baixas energias, poder-se-ia estender as soluções destas equações 

para um valor de A tal que se pudesse empregar a teoria de perturbação. 

Nesta dissertação, a formulação do problema das interações hadrônicas através do for- 

malismo Fock-Tani é, obviamente, menos pretenciosa c[ue a ideia de Weinberg discutida 

acima. Em primeiro lugar, não empregamos a QCD diretamente, mas sim modelos de 

quarks. Também, não relacionamos os parâmetros dos modelos de quarks aos parâmetros 

fundamentais da QCD, tais como a constante quark-glúon e o parâmetro de escala Aqcd- 

Portanto, nosso estudo aqui deve ser entendido como um passo intermediário tendo em 

vista o objetivo maior. 

Especificamente, o objetivo aqui é efetuar um estudo exploratorio a respeito da viabi- 

lidade prática de se calcular a amplitude de espalhamento tt —tt através do formalismo Fock- 

Tani empregando modelos de quarks, como os discutidos no Capítulo 2. Para tal, vamos 

calcular a amplitude de espalhamento n’ — tt no limiar, empregando como modelo de quarks 

o modelo de Nambu-Jona-Lasinio. Através do emprego da propriedade de “crossing” da 

amplitude de espalhamento, o cálculo pode ser estendido para energias além do limiar. 

Para tal, vamos usar uma técnica similar à que Weinberg empregou em 1966 [20] para 

estudar o espalhamento tt — tt a baixas energias no contexto das álgebras de corrente. Em 

princípio, tanto o formalismo Fock-Tani quanto o modelo de NJL, não são fatores limitantes 

para o estudo do espalhamento a energias muito além do limiar. Efetuamos o cálculo no 

limiar devido a duas razões importantes. A razão determinante é que para energias acima 

do limiar, é necessário o emprego de cálculos numéricos muito extensos. A segunda razão 

é que a amplitude tt — tt a energias baixas pode ser calculada analiticamente empregando 

o modelo NJL e, por isso, pode ser imediatamente comparada com o resultado da álgebra 

de correntes derivado por Weinberg. 



Capítulo 4. Espalhamento n — tt no Forma.Usmo Fock-Tani 56 

Na próxima Seção vamos discutir a preservação da simetria quiral frente ao truncamento 

da transformação unitária de Fock-Tani. Na Seção 4.2 vamos discutir o espalhamento de 

mesons compostos no formalismo de Fock-Tani e apresentar algumas fórmulas gerais da 

teoria do espalhamento. Nesta mesma Seção vamos também discutir a propriedade de 

“Crossing” da matriz de espalhamento. A matriz de espalhamento para espalhamento tt — tt 

a baixas energias, empregando o formalismo Fock-Tani, será apresentada na Seção 4.3. 

4.1 O Formalismo Fock-Tani e a Simetria Quiral 

O modelo de quarks considerado no capítulo 2 tem como principal objetivo considerar 

algumas consequências da quebra dinâmica da simetria quiral. .Assim sendo, é importante 

saber como a transformação Fock-Tani preserva a simetria quiral do Hamiltoniano. Esta 

questão seria trivial se a transformação tivesse sido implementada sem truncamentos, já 

que a transformação é unitária, por construção: 

U-' [h, íf“] U = = 0. (4.1) 

Ocorre, porém, que ao avaliarmos a transformação FT sobre o Hamiltoniano de quarks 

consideramos os operadores transformados como uma série de potências na função de onda 

de estado ligado e esta série foi truncada em 

Como o Hamiltoniano transformado Hpr foi calculado com termos até a ordem 

a questão importante a ser analisada é se a transformação é consistente, no sentido de 

que HpT é invariante quiral até a ordem de Ou seja, como a transformação FT 

foi truncada em termos eventuais termos que não preservam a invariância quiral 

devem ser, no mínimo de ordem 

O Hamiltoniano microscópico de quarks, dado pela Eq. (2.17): 

H = J d^x 'ft(x) {-ia • V ) 'I'(x) + ^ J d^x d^tj J“(x)T»f^(x - y)Jb{y) , (4.2) 

é invariante quiral porque comuta com o gerador da simetria Q^°". 

Q^‘ = J ífix 'pt(x)7*^í(x) . (4.3) 
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Isto é: 

0 = [h, 

= J d^x d^x' vjí^íx), 

+ ^d^xd^yd^x' \j^{x)DlÍ{x-y)J^{y), t(x')7^Ç^(x')] . (4.4) 

Para provar isso, faz-se uso das relações de anticomutação dos campos fermiônicos: 

{íi(a-),'tJ(!/)} = {4>;t(x),4.JI(„)} = 0, 

{'ÍÍ(x),'l'í(„)} = í'JJ„^íCT(x-y). 

't. 

(4.5) 

Sob a transformação FT, temos que a equação que garante a invarianciaquiral do Hamil- 

toniano fica sendo: 

U -1 

= j d^x (Px' 

+ 

í-7.(x) (-za ■ V ) 

i jSx £y êx' [jí(x)DÍ(X - yjA-íy), 

Portanto, precisamos provar que a expressão acima difere de zero por termos ©(í»"*). Para 

tal, precisamos provar que as relações de anticomutação dos campos de quarks são preser- 

vadas até sob a transformação FT . 

Os campos de quarks 'P(x) foram transformados de acordo com: 

'I'(x) —>• ^ft(x) = U ''I'(x)t/ 

(4.6) 

onde 

«■‘“'(X) = ^ j<f>k [u,(k),l”l(k) + i>.(-k)<jtl”»(-k)} e'!'* , (4.7) 

sendo que o índice (m) indica a ordem considerada na função de onda de estado ligado $. 

Devido a (4.7), temos que a relação de anticomutação Eq. (4.5) sob a transformação FT 

é: 

{(*FT)<.(x),(>tb.)„(y)}= i;J>I'L’”(x),'íí“(y)} . (4.8) 
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O anticomutador do lado direito na expressão acima pode ser colocado em termos de 

anticomutadores de quarks usando-se (4.7), de modo que temos: 

1 

(27r)3 P.9 
U sj a (kx) u 32 (kí) 

{<íSr’(ki),4‘’’(k2)} + .■„«(k.)4c(-k2){9!r'(k,),4'’(-k2)} 

+ u„c,(ki)uJ^^(k2){9j/P>(-ki),9Í2^‘'’(k2)} + U2,,a(ki)uj’^^(k2) 

X {qíí^\-kr),ciil\-k,)} . (4.9) 

Estes anticomutadores podem ser calculados ordem a ordem em $ empregando as ex- 

pressões dadas no Capítulo 3 para os operadores de criação de quarks e anitiquarks trans- 

formados FT. 

Os comutadores de ordem zero em í> resultam na relação de anticomutação usual para 

os operadores de campo, conforme pode ser visto da Eq. (3.40): 

9Í°’(0 = 1 

onde voltamos a usar os índices p e u para indicar os números quânticos dos quarks. 

Para os termos de ordem (1), temos: 

= -2A(pu2-, . 

w:\e^}+w:Ke} = o- 

0 termos de ordem (2) são dados por: 

+ {gÍ2^^gí‘°’} = 2j\{pui; ui^2)é/i‘'7 + 0($“) 

- 2A{pL'úpiU2)^'^'‘'ql^q^Tna 4-0($“) . 
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Finalmente, os termos de ordem (3) são dados por: 

{gí^^ + {tf \ tf + {<7r> tf + {tf’> tf’} = P2i^i)ql,q^^rria 

+ ■2A{pui;piU2)K'‘'qt^q^rna 

+ 0(^“), 

Termos da forma e podem ser obtidos dos termos acima por 

conjugação Hermitiana destes. Não há necessidade de considerarmos os demais comuta- 

dores que contribuem para a Eq. (4.9), visto que estes já são diretamente de ordem maior 

do que três. 

Como pode ser visto, somando-se todos os anticomutadores de quarks de uma dada 

ordem (m) os termos em cancelam-se, de modo que sobram apenas termos de ordem 

> m. Deste modo, temos que; 

(í'f!r)i>(y)} = - y) + oct"). (4.10) 

Seguindo um procedimento análogo ao resumido acima obtem-se: 

{(4'Fr).(>‘M>í'ÍT)tf(y)} = Ol-t") ■ (4.11) 

Isto prova que a transformação FT preserva a invariância quiral. 

4.2 Espalhamento Méson-Méson no Formalismo Fock-Tani 

Consideremos o espalhamento méson-méson: 

A + B —>C + D . (4.12) 

Sejam os estados iniciais e finais, |z > e |/>, dados respectivamente por: 

lz>= \A,B>= A/]jv4i0> 

|/>= |C,D>= a4A'4|0>, (4.13) 
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onde • • • são os operadores de criação dos mesons -4, • • •: 

\A>= m]10>,-- - . 

Suponhamos que operador m\ seja definido como na Eq. (3.3) 

’ 

(4.14) 

(4.15) 

onde é a função de onda do méson. 0 índice a indica os números quânticos do méson: 

A = {espacial, spin, isospin}. Os índices p e u, por sua vez, indicam os números quânticos 

dos quarks: = {espacial, spin, sabor, cor). Estes estados de um méson são normalizados 

como: 

</l|/l^>= 0,4.4/ • (^-1®) 

A matriz Sji para o espalhamento da Eq. (4.12) é dada por 

5/,=</, oíiílz, ín > , (4-17) 

onde in e out indicam passado e futuro remoto, respectivamente. Assim, desde que a 

transforma.ção FT é unitária, temos que no espaço Tft- 

Sf, = (J\out\i,in) . (4.18) 

onde os estados \i,in) e \ f,out) são os estados transformados FT: 

|í, in) = |i, in > , 

I/, out) = U~^ I/, out > , (4.19) 

Da Eq. (4.18) segue que, em primeira aproximação de Born, o elemento de mariz Sji é 

dado, na representação Fock-Tani, por: 

Sji = 6j, - í{2f)8{Ej - E,){f\VFT\i), (4.20) 

onde Ei e Ef são as energias totais dos estados |í) e \f), respectivamente, que são os estados 

transformados FT de |í > e |/ > e, desde que os estados |A, B > e |C, D > na Eq. (4.13) 
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são assintóticos, temos que 

|i) = U-^\í>=U-\m\mI\0> 

= U-HíluU-^íluU-^\0> 

\f) = m^míjlO) . (4.21) 

Vft na Eq. (4.20) é o Hamiltoniano de interação transformado FT 0($^), e é dado pela 

expressão Eq. (3.80): 

H , (4.22) 
“ úipyS 

onde Vmm{oí0]l^) é dado pela Eq. (3.81). 

Ao se calcular explicitamente o elemento de matriz (/IV/rrli), usando a expressão da 

Eq. (4.22), obtem-se uma função delta de Dirac. a qual representa a conservação de mo- 

mentum no processo, que pode ser fatorada como: 

(JIVftIí) = + Pb - Pc - PD)hj, , (4.23) 

onde hfi é uma função dos momenta assintóticos. Com isto, temos que a matriz S/i da 

Eq. (4.20) pode ser escrita como: 

S/i = 5/i - i{2n)5{E/ - + Pb - Pc - Po)h/i . (4.24) 

Por outro lado, a matriz S/, para o espalhamento tt — tt, que é o objeto de nosso interesse, 

é escrita em termos da matriz invariante de Lorentz M/i como*: 

5=1-1- i{2n)‘^Sy\pA + PB - Pc - pd)M{27t)~^{16EaEbEcEd)~^^^ , (4.25) 

onde os estados mesônicos são normalizados covariantemente como: 

<.4|.4'>= 2£;^(27r)3í^^, . (4.26) 

Comparando esta última equação com a Eq. (4.16), vemos que [31]: 

M/i = -{2nf{lQEAEBEcEDy^^h/i . (4.27) 

Note que esta defínição envolve +i, ao invés de —i como na Ref. [29]. 
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Para o que segue na próxima Seção, é conveniente definir as varáveis de Mandelstan s, 

teu: 

s = {pa + Pb)^, t = {pA-pcf, u = {pa-PdY • (4.28) 

Para o caso em que a massas dos quatro bósons são iguais, = tub = rnc = mo = M, 

temos que: 

s + t + u = ANP . (4.29) 

Por completeza, vamos apresentar as fórmulas das seções de choque diferenciais e totais 

escritas em termos de hji. Temos que [31]: 

1 d(T 

dQ 647t2 

da 

dt 167ts(s — 4il/2) 

yVÍ/,1^ = TT** s , (4.30) 

(4.31) 

1 
a — f dt\Mj,\ 

167ts(s — 4M2) 7-(s-4M2) 

47r^s , I, i2 

O elemento de matriz h/i nestas relações deve ser calculado no sistema c.m.: 

(4.32) 

Pa = -Pb = P , (4.33) 

Pd = -pc = p' • (4.34) 

Uma propriedade importante da matriz S que faremos uso na próxima Seção é a simetria 

de “Crossing” [27]. Esta simetria tem a ver com o seguinte: considermos um processo que 

envolve quatro partículas assintoticamente livres, cujos quadri-momenta são Pi,P2,Ps,P4 e 

cujas massas são p] = Mf. A invariância translacional do processo de espalhamento exige 

que 

=0. (4.35) 
1=1 

A componente temporal E{ de cada quadri-momentum pode ser considerada positiva ou 

negativa, dependendo se se trata de uma partícula incidente ou emergente. Cada conjunto 

escolhido de valores de E{, consistente com a conservação de energia, corresponde a priori 
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a um processo físico diferente. Se nenhuma das partículas decai numa das outras três 

restantes, três escolhas diferentes são possíveis, cada uma correspondendo a um processo 

de espalhamento diferente, isto é: 

A + B -^C +D , 

A C —y B D ^ 

A+D—>B + C. (4.36) 

As partículas B, C, e D são as conjugadas de carga de B, C, e D. Note que uma partícula 

incidente de energia negativa corresponde à sua conjugada de carga emergente. Uma in- 

versão do sentido da flecha é obtida pela invariância CPT. Cada um dos processos acima é 

referido como um canal. 

A simetria de “Crossing” diz que uma mesma amplitude relativisticamente invariante 

representa, ao mesmo tempo, todos os diferentes processos das Eq. (4.36). Deve-se notar 

que, no entanto, é impossível passar de um canal para outro através de um número finito 

de processos físicos; as regiões das variáveis cinemáticas, onde os diferentes processos são 

físicos, são desconectadas. 

Figura 1. Representação gráfica das amplitudes Af da Eq. (4.36). 
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Para uso na próxima seção, vamos discutir a forma geral da amplitude de espalhamento 

7T — 7T, Mirm consistente com a propriedade de “crossing”, baseados em diagramas de 

dualidade [30]. A idéia é representar graficamente o conteúdo de quarks dos pions. Para 

um dado processo, deve-se desenhar todas as possíveis maneiras de reajustamentos de linhas 

de quarks que possam levar aos estados finais do processo. Os diagramas possíveis para o 

espalhamento tt — tt estão representados na Figura 1 acima. 

Vamos a seguir obter a forma geral da matriz Á4jtk no plano s,t,u seguindo a estratégia 

de Weinberg [20]. Até a primeira ordem nas variáveis s, t e u, a matriz de espalhamento 

no canal s pode ser escrita como: 

yV((canal s) = (.4 -|- Bi u -|- B-2 t C s) , (4.37) 

onde a,b,c,d são os índices isovetoriais dos pions. Usamos a conservação do isospin, e A, 

Bi, B2 e C são constantes independentes do isospin e de s,t,u. Agora, pela estatística 

de Bose-Einstein, esta amplitude deve ser invariante frente a trocas (p>i,a) {pB,b) ou 

(pcjc) {pD,d). Em termos das variáveis de Mandelstam, estas trocas equivalem à troca 

u t. Isto implica em: 

Bi = B2 = B , (4.38) 

e, portanto: 

yVÍ(canal s) = [A + B {u + t) + C s] . (4.39) 

Podemos agora obter as amplitudes nos outros dois canais usando a simetria de “crossing”. 

Somando as três amplitudes, obtemos: 

yVífl-,r(^? U n) = [/I B (ti -f- í) -f C .s] 4- [A 4- B (s li) -f- C í] 

+ [A + B{t + s) + C u] . (4.40) 

Agora, pelo argumento de auto-consistência de Adler [3-3], o qual diz que a amplitude 

deve se anular no limite em que o quadri-momentum de um dos pions for igual a zero 

e os outros três pions estiverem na camada de massa, obtemos: 

.4 4- 2m\B 4- = 0 . (4.41) 
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Isto se segue notanto que no limite de Adler, s = t = u = m\. Esta relação nos será útil 

na próxima Seção para a determinação dos coeficientes .4, B,C da Eq. (4.40). 

Na próxima Seção vamos analisar o espalhamento tt — tt com o formalismo Fock-Tani e 

obteremos, usando a simetria de “crossing”, a amplitude relativistica completa A4,r7r- 

4.3 Espalhamento tt — tt 

Nesta Seção vamos calcular explicitamente a matriz de espalhamento M. para o espal- 

hamento píon-píon a baixas energias, mais precisamente, no limite dos momentos externos 

irem a zero. Empregando o modelo de Nambu-.Iona-Lasinio,este cálculo pode ser realizado 

analiticamente, sem a necessidade do uso de cálculo numérico. 

Vamos iniciar definindo os estados iniciais e finais. Seja IlÍ o operador de criação de 

um píon com os números quânticos a = (p^, /q), onde /„ denota o autovalor de isospin. 

Podemos escrever os estados inicial e final do processo de espalhamento como: 

l/>= ní,ntjo> . (4.42) 

Os operadores de criação de pions são escritos em termos dos operadores de criação de 

quark e antiquark como: 

nl = «trdíJ ■ (■»•«) 

Os índices p e i/ identificam os números quânticos espaciais e de simetria interna, p = 

(ki,si,/i, í), 1/ = (—k2, ^2,/2,i), onde Si,S2. /11/2 e i,j indicam respectivamente spin, 

sabor e cor. 

A função de onda é dada pela Eq. (2.79): 

K'' = NJij5{p - kl - k2)^(r“)/,/,xt x^^sen2d>(l/2|ki - k2|) , (4.44) 

onde foi feita uma transformação para coordenadas centro de massa e relativas. Ntt é a 

constante de normalização determinada pela condição: 

<7r“(p')|7r'’(p)>= ú“'’ú^^>(p' - p) , (4.45) 
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a qual nos leva a 

. \N^\^j J d^ksen^2cf>{k) = 1 , (4.46) 

onde N = NjNc = 6. 

Para os estados transformados FT, jz) e |z), dados pelas Eqs. (4.19), escrevemos 

10 = ^ 

\f) = 4A.\^)^ (4-47) 

onde denotamos os operadores de criação de pions transformados FT por ttI. 

Para calcular a amplitude de espalhamento, precisamos das amplitudes de Vpr, as quan- 

tidades 1/214,01 dadas pela Eq. (3.81). Vamos iniciar considerando a primeira amplitude, 

a qual vamos denotar por Th- 

Th = ('•■'18) 

O segundo termo da Eq. (3.81) é o complexo conjugado do primeiro. Uma representação 

gráfica desta expressão é mostrada na Figura 2 abaixo. 

Figura 2. Representação gráfica de Th- 0 X nos gráficos significa a atuação do operador 

Hamiltoniano sobre os respectivos estados. 
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Comparando este gráfico com os gráficos de dualidade da Figura 1, vemos que a ampli- 

tude dada pelo formalismo Fock-Tani corresponde ao segundo gráfico desta figura, o qual 

corresponde ao canal t. 

Sejam as funções de onda Õ, dadas na Eq. (4.44), auto-estados do Hamiltoniano de 

quarks microscópico, isto é: 

, (4.49) 

onde J?,r(Pa) é a energia total do píon de momentum p^. Então, obtemos para Th a seguinte 

expressão: 

Th = - + Pa, - Pa, ~ PaJ X ^Tr(t“') 

X E,r(Pa3) ^A(Pa,,Pa2,Pa3,PaJ • (4-50) 

No produto 3 X 2, 3 é devido à cor e 2 é devido ao spin. A integral /a(Poi , Poj, P«3, PoJ é 

dada por: 

^A(Pa,, Paj, Pa3, PaJ = j (TK d^kp d^k„5^^\pa3 “ ~ k,,)í<^)(pa, - kp - kp) 

X 5(3)(Pa. -K- kJ5(l/2|kp - kj) 5(l/2|kp - kj) 

X 5(l/2lkp - kj)5(l/2|kp - kj) . (4.51) 

onde, como no Apêndice B, deiinimos a função S{k), a qual no modelo NJL é dada pela 

Eq. (2.105): 

S[k) — sin ‘24>[k) = 
M 

(4.52) 
v/FTÃê ’ 

onde M é a massa do quark constituinte. 

Agora, para prosseguirmos, teriamos que resolver a integral acima numericamente. No 

entanto, se nos limitarmos ao limite em que todos os momenta dos pions externos vão a 

zero, temos que a integral da Eq. (4.51) pode ser escrita como: 

rA ^ !o"d^kS\k) 
h{0,0,0,0) = Nt [ d^kS\k) = 

Jo [!í <Pk SHk)] 

Re-escalonando com A os momenta nas integrais acima, temos que 

A^ /o d^x S‘*{x) 1 /o d^x S‘^{x) 

(4.63) 

/a(0, 0,0,0) = 
[A3f /„■ #X 53(l)] A3 [a fj d3x S3(i)]' 

(4.54) 
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Vamos agora considerar os outros termos da interação efetiva píon-pion Vft, dados pelas 

Eqs. (3.80,3.81), os quais vamos denotar por Ta- 

+ ■ (4-55) 

Para prosseguirmos, precisamos das interações V^q e Vqq. Estas são dadas a partir 

da Eq. (2.96); 

X 

+ k3 - k2 - k,) 

.!,(ki)7V2(k2)til3(k3)7V4(k4) 

(^a)/,/2(T-a)/3/,til,(ki)7°7^“.2(k2)i43(k3)7Vw34(k4) (4.56) 

0(^ 
Vqg{p,u;a,p) = + k3 - k2 - k^) 

X {<^/./2^/3/4 4,(ki)7V2(k2)yJ3(-k3)7V,(-k4) 

+ ííí,(ki)7V2(-k2)vJ3(-k3)7“íÍ3,(k4) 

- (T-a)/,/2(Ta)/3/, líj,(ki)7VíÍ32(k2)4(“k3)7Vl^3,(-k4) 

+ wl,(ki)7Ví^32(-k2)í^Í3(-k3)7Vw»,(k4) I . (4.57) 

0 termo Vqq é obtido de trocando os espinores u pelos v. Os produtos internos da forma 

uEu, uPu, uEu e uPu, onde P representa uma ou o produto de duas matrizes de Dirac, que 

aparecem nestas equações são dadas explicitamente no .Apêndice B. 

Substituindo estes termos na Eq. (4.55), não é diffcil se convencer que Tq é da forma 

geral: 

7g TqsS^^ HPqi d" Pc>2 Poa P04)"7a(PoiiPc»2 5P'3:3)Pct4) ? (4.58) 

onde Fcsf é um fator que só depende de cor, spin e sabor e -^a(Poi , Pa2» Pas» Pcm) ® ^"la 

integral que só depende dos momenta e envolve as funções S{k), as quais vêm tanto das 
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funções de onda como também dos termos de interação V^g, Vgg, e Vgg. No limite de 

momenta externos iguais a zero, não é difícil de mostrar que J\ é da forma: 

rA /A 
J(0,0,0,0) = GNÍ í <Pk P[S{k)] = G- 

Jo l2 ! (4.59) 
[fS^{k)\ 

onde P[S'(/i:)] é uma funcional polinomial da função S{k) definida na Eq. (4.52). 

Re-escalonando os momenta com A nas integrais acima, temos que J\ pode ser escrita 

como: 

Ja(0,0,0,0) = G 
P[S{x)] 

= 7t(GA")' 
/o^ <Px P[S{x)] 

(4.60) 
[A3f íi d?k S2(i)] A» • 

No limite de momenta iguais a zero, os pions se comportam no espalhamento como 

se fossem partículas puntuais. Um píon puntual implica que a energia de ligação do par 

quark-antiquark que compõem este píon seja infinita. No entanto, como a massa do píon 

é finita, a massa do quark constituinte deve ser infinita. Portanto, o limite de momenta 

externos iguais a zero é equivalente a tomar o limite de massas constituintes infinitas. 

No modelo de NJL, a massa constituinte é determinada por uma única escala, o “cutoff’ 

y\.. Portanto, ao se tomar o limite M —y oo, deve-se tomar concomitantemente o limite 

A —> oo, tal que a razão M = M/A seja matida fixa. Por outro lado, a equação de “gap” 

Eq. (2.15) pode ser escrita em termos de M como: 

26GA2 /■! M 
M = /■ d^x (4.61) 

(2:r)3 7o v^.t2 + A/2 

Como a integral acima é finita, para que a quantidade M permaneça inalterada no limite 

de A —>• oo, a constante adimensional GA^ também deve permanecer inalterada neste 

limite [32]. 

Neste mesmo limite, a relação de Gell-Mann-Oakes-Renner, Eq. (2.95), exige que que 

f^/A^ pemaneça finita, pois < >~ A^. Esta expectativa é realmente confirmada, pois 

pela Eq. (2.93), temos: 

’ ' rA 

f’=\i [r li' ’ ■ 
(4.62) 

O valor /,r = 93 MeV é determinado experimentalmente no limite assintótico de pions 

com momenta iguais a zero. No contexto do modelo NJL, o valor = 93 MeV deve ser 

entendido, portanto, como sendo determinado no limite em que f^/A^ é fixo. 
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As discussões acima nos levam à seguinte concluão: no limite de zero momenta dos pions 

externos, ou, equivalentemente de A —> oo, os termos Tq se tornam desprezíveis frente 

aos termos de T//, pois: 

lim 
Ja(0,0,0,0) 1 

(4.63) 
A-.» /j(0,0,0,0) A2 

Prosseguimos agora para a determinação da amplitude de espalhamento tt — tt. Inicial- 

mente, notamos que podemos escrever a integral /a(0, 0,0,0) como: 

/a(0, 0,0,0) = n; I tPk S“(k) = Nt j íPk S"‘(k) [l - C^{k)] 

~ NíJ d?k S\k) = ^Nl , (4.64) 

onde usamos a Eq. (4.46) para yV,,, e C{k) é dado pela Eq. (2.106): 

C(k) = cos2(t>{k) = —y==== . (4.65) 

Com isto, podemos escrever para a amplitude T// o seguinte: 

T„= - Í>“'(P=,+P»,-P«-P».)j^Ti-(T“'r'-T"T"')£,(0)/Vj 

= - '*'“’(Pai+Poí-Po.-Po,)lTr(T“'r‘»T“'T“'), (4.66) 

onde na última linha usamos para A,r a Eq. (2.92). 

Finalmente, usando o fato de que o traço do produto de quatro matrizes de Pauli é dado 

por: 

-Tr(T“'T“^r‘^^r'^'') = ^ (Jai04^'02a3 _ ^0102^0304 

e que a energia de um píon em repouso é igual à sua massa: 

E,r(0) = , (4.68) 

obtemos para Th: 

Th = + P«2 - Pa3 - Pa4) ^ (Ú“‘“3^a2a4 + ^a,a4^a2a3 _ ^a,a2^a3a4) _ 

(l69) 

Podemos agora somar a esta amplitude o segundo termo da Eq. (3.81), o qual é o 

complexo conjugado de Th- Usando a Eq. (4.27), obtemos a amplitude invariante M.\ 

4t77^ 

fK 
(4.70) 
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onde usamos a simetria de Bose-Einstein, a qual requer que a amplitude seja simétrica 

frente à troca de entre pions iniciais ou finais entre si. 

O passo final é obter a amplitude completa Esta é dada pela soma das amplitudes 

correspondentes aos diagramas da Figura 1. A partir do diagrama da Figura 2, podemos 

obter as amplitudes correspondentes aos outros diagramas através da imposição da simetria 

de “Crossing”. Lembrando que o “crossing” implica que troquemos o sinal da energia das 

partículas correspondentes e, por conveniência, trocando os índices de isospin de acordo 

com 

Qi —^ a , 

02 —> c , 

03 —> d , 

Q4 -> ò , (4.71) 

obtemos finalmente para a amplitude M„rr no limite de momenta externos iguais a zero a 

seguinte expressão: 

— 
4m^ 

n 

^ ^ab^cd _ ^ac^bdj _ f^jadjbc ^ ^ac^bd _ ^ab^cdj 

J ir 
(4.72) 

Agora estamos na posição de determinar as constantes indeterminadas A,B,C da 

Eq. (4.40). Inicialmente vamos escrever a Eq. (4.40) para momenta iguais a zero. Neste 

limite, temos que as variáveis de Mandelstam são dadas por: 

5 = ÍPA+ PbY = 4ml , (4.73) 

i = [PA-PC? = Q. (4.74) 

u = (p^-Pd)" = 0, (4.75) 

e, portanto, a Eq. (4.40) é dada por: 

-ml,-ml) = S“'S“‘ (.4 + C 4ml) + <5“^“ {a + B 4mj) 

+ (.4 + B 4ml) . (4.76) 



Capítulo 4. Espalhamento tt — n no Formalismo Fock-Tani 72 

A comparcição da equação acima com a Eq. (4.72), juntamente com a Eq. (4.41), nos 

leva às seguintes equações para os coeficientes A, B,C: 

A + B 2ml + C ml = 0 , 

A + C4ml= 

A + B 4ml — 

n 

■ n 

(4.77) 

(4.78) 

(4.79) 

Subtraindo acima a última equação da segunda, nos leva à seguinte relação entre B e C: 

C = ^ + B . (4.80) 
J rr 

Substituindo esta nas Eqs. (4.78-4.79) e subtraindo as equações resultantes destas substi- 

tuições, obtemos: 

fí = 0 , (4.81) 

a qual nos leva a 

C = — 
n 

(4.82) 

Agora, substituindo estas duas últimas equações em qualquer uma das Eqs. (4.78-4.79), 

obtemos: 
4iiB 

.4 = -^. (4.83) 

Substituindo os valores de A,B,C na Eq. (4.40), obtemos, finalmente, a matriz 

a baixas energias: 

M.As,t,u) = ^ {s - -I- [t - ml) 4- {u - m^)] . (4.84) 
J 7T 

Este é o célebre resultado de Weinberg [20], derivado no contexto das álgebras de correntes. 

Para energias além do limiar, torna-se necessário considerar ordens mais altas do que a 

aproximação empregada aqui. Em particular, torna-se necessário o cálculo de “loops” com 

Th e dos termos correspondentes à amplitude Tq- 



Capítulo 5 

Conclusão e Perspectivas Futuras 

Considerando uma classe bastante ampla de modelos de quarks quirais, derivamos alguns 

resultados de caráter geral a respeito da simetria quiral, através do método variacional de 

Bogoliubov-Valatin. Estes resultados aparecem como função do ângulo quiral 4>{k), o qual 

é determinado da equação de “gap” para cada potencial especifico. Adicionalmente, dentro 

deste contexto, obtivemos o estado de um pion como um par ligado qq, como o bóson de 

Goldstone associado à quebra de simetria, em termos do ângulo quiral. 

Então, introduzimos o formalismo Fock-Tani e consideramos a viabilidade de se tratar 

o espalhamento tt — tt, levando em consideração a estrutura de quarks do pion obtida nos 

modelos quirais considerados. Demonstramos, então, que não há nenhum motivo a priori 

para que o método Fock-Tani não seja aplicável em conexão com os modelos de quarks 

quirais, visto que a implementação da transformação FT se dá de forma consitente com a 

simetria quiral, ou seja, a simetria quiral é preservada ordem a ordem na função de onda 

de estado ligado 

Utilizando o modelo de Nambu-Jona-Lasinio obtivemos a amplitude de espalhamento 

7T — 7T no limiar de energia, empregando o Hamiltoniano de interação méson-méson obtido 

através do emprego do formalismo Fock-Tani ao Hamiltoniano do modelo de quarks. Devido 

a propriedade de “crossing” da amplitude de espalhamento foi possível estendermos este 

cálculo para energias além do limiar. Obtivemos o mesmo resultado derivado por Weinberg 

usando a álgebra de correntes. 

Ainda que este último resultado tenha sido derivado considerando o modelo de Nambu- 

Jona-Lasinio, está claro que é de se esperar que o mesmo possa ser obtido para outras 
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formas de potenciais. O único fator determinante a favor de que considerássemos Nambu- 

Jona-Lasinio foi sua simplicidade matemática. 

Estes resultados são bons indícios de que podemos investigar de modo mais profundo a 

aplicaqão do método Fock-Tani em conex ao a modelos de quarks quirais para o estudo das 

interaqões entre hadrons a baixas energias. Isto podería se dar seja estendendo diretamente 

o cálculo da amplitude de espalhamento tt — tt para energias acima do limiar, por um 

cálculo numérico, seja pela consideração de modelos para os quais o potencial de interaqão 

seja confinante. Esta última é uma possibilidade particularmente atrativa pois permitiría 

o estudo concomitante da influência da quebra da simetria quiral e do confinamento sobre 

as interaqões hadrônicas a baixas energias. 

Outras possibilidades incluem o emprego de modelos de quarks que permitam a inclusão 

de barions e/ou de modelos que permitam considerarmos, em adição aos graus de liberdade 

de quarks, graus de liberdade de gluons [18]. 



Apêndice A 

Matrizes de Pauli, de Dirac e de Gell-Mann 

a) As matrizes de Pauli cr‘ (ou r“) são as matrizes Hermitianas 2 x 2 de traço nulo, 

dadas por: 

0 1 
a = 

1 0 

e satisfazem as relações 

0 -i 

1 0 

1 0 

0 -1 
(A.l) 

b) As matrizes de Dirac cx e j3 são dadas por 

a = 
0 cr‘ 

(7‘ 0 

1 0 

/?= . I , 
0 -1 

(A.2) 

(A.3) 

onde 1 é a matriz identidade 2 x 2. As matrizes são dadas em termos destas como: 

= /? , 7' = /3a‘ , com i = 1,2,3. (A.4) 

Sendo que 

onde 

{7^7‘'} = •25"^ (A.5) 

— 
9'^ = 

(l 0 

0 -1 

0 0 

VO 0 

0 

0 

-1 

0 

0 \ 

0 

0 

-ly 

(A.6) 
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c) As matrizes de Gell-Mann A“ são as matrizes hermitianas de traço nulo 3 x 

podem ser escolhidas tendo a forma: 

Al = 

A'* = 

A® = 

/O 1 0\ 

1 0 0 

VO 0 0/ 

/O 0 1\ 

0 0 0 

U 0 0/ 

/o 0 0\ 

0 0 1 

vo 1 0/ 

tendo normalização 

A^ = 

A® = 

A^ = 

/ 0 -i 0 \ 

i 0 0 

vo 0 0/ 

/o 0 -i\ 

0 0 0 

\i 0 0 / 

/o 0 0 \ 

0 0 -i 

vo 2 0 / 

Tr A“A^] = , 

A" = 

/I 0 0\ 

0-10 

VO 0 oy 

A« = -^ 

/I 0 0 \ 

0 1 0 

vo 0 -2/ 

A“ 
= ^r'^- • 

é totalmente antissimétrico com membros não nulos dados por: 

^ 
J 9 1 

f257 _ ^ 
J ~ 9 ’ 

p45 _ ^ 
J ’ 

fótíl _ r458 _ 
J 9 ’ J — 

j678 _ 

3, que 

(A.7) 

(A.8) 

(A.9) 

9 (A.IO) 



Apêndice B 

Produtos internos de espinores do modelo NJL 

Neste Apêndice vamos apresentar os produtos internos dos espinores u e u do modelo de 

Nambu-Jona-Lasinio, os quais são necessários para a interaqão Eq. (2.62). 

Na seqüência serão adotadas as seguintes convenções: 

— Xr^Xi ) 

(Tl. = 

t = 

CTl. = 

Xr^o-Xí; 

Xr^O-X^ 

Para o termo escalar temos de considerar os produtos internos 

nt(ki)7V,(k2) = i [(v'! + + 52 - - 52 k, ■ ÍC2) 

- - Siyjl - 62 iCTs^si • (kl X ÍC2) 

4,(-ki)7Vj(-k2) = + Siy/l + S2 - \/l - Siy/l - S2 kl • ÍC2) 5,1,2 

- yjl - Siy/l - S2 ■ (kl X kj) 
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“Íi(^l)7°^42(“k2) = —- ^\/l — Si\/l + ^2 íci + — S2 Íc2^ 2 • <T *l«2 

^Í,(“ki)7°u,2(k2) — —- (\/l - Si\/l + ^2 íci + ^1 + -Sn/l — S2 ÍC2') • 

onde S = sen20(k). 

Para o termo pseudo-escalar temos 

w!,(ki)7V«*2(k2) = (^)/l - 51^1 + 52 íci - ■^1 + Si\/l - S2 k2^ 2 -o- 

^í.(-ki)7Ví^*2(-k2) = (^\/l - Si^l + 52 kl - ■/! + Siyjl - S2 ÍC2) • 

SiS2 

Sl32 

«!,(ki)7Vi^52(-k2) = ^ (^v^l + Si^Jl + S2 + ^/l - Si^/l - S2 íci • í<2) xl,X 

+ yjl- Si\/l - ^2 ■ (kl X k2) 

4(-ki)7V«*2(k2) = [(\/l + S,^/l + 52 + v^l - 51^1 - 52 íci • ^2) X^.^ X«2 

+ \/l-5,\/l-S2Í<„t.(k, xkj) 
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