IFT Instituto de Fisica Teorica
Universidade Estadual Paulista

DISSERTACAO DE MESTRADO I[FT-D.006/13

Mecanica Quantica Supersimétrica: Aplicagoes

Jonathan Bolatios Coral

Orientador

Prof. Dr. Bruto M. Pimentel Escobar

Marco de 2013



“A mi Zarca, mi Flaca,
mi Canela y mi Gatuna”



Agradecimentos

Primeiramente, agradeco ao Prof. Dr. Bruto M. Pimentel, nao apenas pela
orientacao no desenvolvimento desta Dissertagao, mas também agradecer a
ele pela sua amizade e, em especial pelas discussoes que contribuiram para
minha formagao como pesquisador em Fisica e por me ensinar que o primeiro
dos objetivos tem que ser a procura pelo conhecimento. Infelizmente, o Prof.
Dr. Pimentel nao foi meu orientador desde o inicio de meu Mestrado, o que
sem duvida me fez perder. Contudo, espero que no futuro eu tenha a opor-
tunidade de continuar trabalhando com ele.

A todos os meus companheiros Brasileiros com os quais desfrutei de uma
amizade durante estes dois anos; pela paciéncia com meu “portunhol” e prin-
cipalmente por me aceitarem como um companheiro, apesar de nao ser Bra-
sileiro; espero que essas amizades continuem e crescam cada dia.

A Nathaly, Paulo, Pablo, Patrice e o Guilherme pela ajuda na revisao do
portugués nesta dissertacgao.

Ao Danilo Ruy, Pablo, Carlisson, Mario e ao mesmo Prof. Dr. Pimentel
por terem me ajudado com os iniimeros problemas que tive para me manter

no Brasil e para poder viajar para meu pais nas férias de fim de ano.

As funcionarias Luzinete, Rosane e a Neila, por sua disposicao perma-
nente.

Finalmente, agradeco a CAPES pela bolsa de estudos, sem a qual nao
seria possivel realizar meu Mestrado no Brasil.

ii



Resumo

Aqui se introduz os conceitos basicos de Mecanica Quéntica Supersimétrica
(SUSYQM), bem como sua aplica¢do nos regimes relativistico e nao relati-
vistico. Discutindo inicialmente o conceito de simetria e cargas conservadas,
a algebra da SUSYQM ¢ introduzida. Sua aplicacao é mostrada utilizando-
a para calcular as autoenergias e autofuncoes do Atomo de Hidrogenio e o
Oscilador Harmonico Tridimensional em ambos os regimes mencionados.

Palavras Chaves: Mecénica Quantica Supersimétrica; Atomo de Hidrogé-
nio nao-relativistico; Oscilador Harmoénico Tridimensional; Atomo de Hidro-
génio relativistico; Oscilador de Dirac.

Areas do conhecimento: Mecanica Quéantica Supersimétrica.
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Abstract

From the concepts of supersymmetric quantum mechanics (SUSYQM) we
studied the hydrogen atom and the three-dimensional harmonic oscillator in
non-relativistic and relativistic levels .

The calculation of eigenenergies and eigenfunctions of such systems were
also performed by the conventional method in order to establish a comparison
with the results obtained from SUSYQM.
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Capitulo 1
Introducao

Stmetrias e cargas conservadas: O conceito de simetria é um dos conceitos
mais importantes em Fisica. A maioria das pessoas tem uma ideia sobre o
que é uma simetria, no entanto, a maneira de cada uma pensar faz com que a
definicao de simetria nao seja universal. Além disso, para que a simetria seja
incorporada na Fisica, precisamos que a mesma seja descrita por uma lingua-
gem matemaética, com a qual podemos trabalhar. Dessa forma, o conceito
de simetria em Fisica deve ser entendido no sentido das teorias de grupos e
representagao, e da algebra e geometria diferencial [1].

O tema das simetrias em Fisica foi historicamente desenvolvido em vir-
tude de um grande entendimento da teoria de grupos. As simetrias em Fisica
tém relacoes diretas com a fisica experimental por meio das leis de conserva-
¢ao. Conservacao de energia, de momento linear e de momento angular sao
quantidades medidas experimentalmente e vinculadas a invariancia de um
sistema fisico sob diferentes classes de transformagoes, no caso, transforma-
¢Oes espaciais e por rotacoes, respectivamente. A relacao entre as diferentes
transformacoes de simetria e suas correspondentes leis de transformacao é
estabelecida pelo teorema de Noether [2].

Basicamente, as simetrias sao classificadas em dois grandes grupos: si-
metrias do espago-tempo e simetrias em um espago interno [1]; e a ideia de
grupo é fundamental no desenvolvimento do primeiro grupo citado. Histori-
camente, a eletrostatica e a magnetostatica foram teorias descobertas inde-
pendentemente e sabemos que ambas sao invariantes sob o grupo de rotagoes.
Atualmente sabemos que, diferentemente do que se acreditava no passado,
essas duas teorias nao sao totalmente independentes, elas fazem parte de uma
mesma teoria que é invariante sob o grupo de Lorentz: o eletromagnetismo
de Maxwell. Matematicamente, o grupo de Lorentz é considerado como uma
generalizacao do grupo de rotagao, e assim, neste caso, a unificagao das duas



teorias fisicas aparentemente independentes surge como resultado de uma
ampliacao dos grupos sobre os quais as teorias sao construidas. Alguns fi-
sicos acreditam que estas ampliacoes ajudarao na formulagao de uma teoria
que inclua como casos particulares todas as teorias fisicas conhecidas [3].
Supersimetria: Um dos postulados da relatividade restrita é o principio
de constancia da velocidade da luz no vacuo. Este principio é equivalente a
estabelecer a invariancia do intervalo s? = 7, 2*z" em diferentes referenci-
ais inerciais, na expressao do intervalo (z#) = (2°, 2!, 2%, 23) ¢ um ponto da
variedade espaco-tempo. O conjunto de transformacoes lineares x* = A* z¥
que preservam o intervalo s? constituem o chamado grupo de Lorentz. Ge-
ralmente a definicao do grupo de Lorentz se faz mediante a transformagao

da meétrica
L:=0(1,3) = {A € GL(4,R)|A"nA = n}, (1.1)

onde GL(4, R) é o conjunto de todas matrizes 4 x4 invertiveis e de componen-
tes reais [3]. Qualquer transformagao de Lorentz (TL) pode ser descomposta
como o produto de rotagoes, boosts, inversoes temporais e inversoes com-
pletas. Sendo assim, é suficiente estudar rotagoes e boosts. Sabemos que
existem trés rotagoes e trés boosts, entao as TL sao descritas em funcao
de seis parametros [4]. Outro postulado da relatividade restrita estabelece
que todos os fendmenos fisicos sao invariantes perante translacoes espaco-
temporais. Fisicamente, este postulado representa a isotropia do espaco e
do tempo. As translagdes espago-temporais podem ser expressas da forma
xt — 2" = ¥ +a*, onde a* é um quadrivetor constante arbitrario. Este tipo
de transformacao também deixa invariante o intervalo. O grupo de Poincaré
é o grupo de todas as transformagoes reais no espaco de Minkowski da forma

ot — 2t = A ¥ + a" = constante (1.2)

que deixa invariante o intervalo. Por sua defini¢ao, o grupo de Poincaré tem
10 geradores e denotaremos como M* os geradores das TL e como P* os
geradores das translagoes. Podemos mostrar que

[Py, )] =0, (1.3a)
(M, P = i(nup Py — mpp o), (1.3b)
(M, Mpo| = =i(MupMoo = Mo Mup — Mup Mo + Mo My,)- - (1.3¢)
Existe um importante teorema que vincula os geradores do grupo de Poincaré

e a matriz S. O teorema se conhece como o teorema de Coleman e Mandula
[5], e estabelece que a &lgebra de Lie de simetrias da matriz S mais geral é

[P,ua Bl] = 07 (14&)
(M., Bi)] =0, (1.4b)
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onde {B;} é um conjunto finito formado por operadores escalares de Lorentz
que satisfazem a algebra [B), B,] = iC,FBy e C,F sdo as constantes de
estrutura desta algebra de Lie [3].

Uma algebra de Lie graduada Z, é um espaco vetorial L que pode ser
considerado como a soma direta de dois subespacos, L, e L1, no qual atua
um produto o : L x L — L, tal que se L\”, L{” € L, e LV, L{" € L. Assim,
temos

1. L\?e LY e L,
2. Lo LM e Ly,
3. LYoV e L,

Algebra de Lie graduada Z,: Uma algebra linear L = L, @ Ly pode ser
considerada um grading de Zs se o produto o : L x L — L atua como

L,oL,C L,, (1.5a)
LOOLl C Ll, (15b>
LioL, C L, (1.5¢)

e L, é uma algebra de Lie. Para tudo z, € L existe um g € {0,1} o qual é
determinado com as regras

9(z,) =0z, € L, (1.6a)
g9(z,) =1z, € L. (1.6b)

Se g(z,) = 0, se diz que z é par, no caso contrario = é impar. Definimos o
produto como

T, 01, = 1,1, — (—1)9@Ie)y g (1.7)
assim, se L, = espan{B;}, i = 1,2,--- ,dimL,, L; = espan{Q,}, a =
1,2,---,dimL; e L = espan{z,}, onde espan{y} representa o espacio ex-

pandido pelos elementos do conjunto {y}, temos

B;o B; = [B;, B, (1.8a)
Bi © Qa - [Bzy Qa] ) (18b)
Qa0 Qy ={Qu, Qs} - (1.8¢)

Essas defini¢oes sao suficientes para fazer uma extensao da algebra de Poin-
caré.

Extensao da dlgebra de Poincaré: Uma possibilidade para extensao da
algebra de Poincaré é utilizar uma algebra de Lie graduada Z, na qual
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1. L, : Algebra de Poincaré,
2. Ly = espan{Q,}, a=1,2,34,

e neste caso, exigindo que as relagoes (1.5) sejam satisfeitas, temos que (1.9)
fica

Pu °0Qq = [ Qa] =0, (1.9&)
M,LLI/ o Qa = [ nZz Q ] (qu)abea (19b>
Qoo Qp =A{Qu, @} = a(W'C)wpP*, (1.9¢)

onde a é uma constante arbitraria. De (1.9¢) e assumindo que os @) sdo
espinores de Majorana temos que @, o Q, = {Qa, Qb} = —a(y")wPy. No
caso de P° definido positivo geralmente se adota a convencao a = —2, assim,

no referencial em repouso {Qa,@b} = 2799 Py. Logo, 8Py = {Qa,éb} 7o, do
qual

(Qa%b Qp + Q1pQa)
(Qa7 Qc%b QZVSb%?aQa) )
(QaQT QlQ.) . (1.10)

|HOO|>—‘OO|}—‘

Como os espinores de Majorana sao reais, entao

= iZQi. (1.11)

Por definigao, um estado [(2) ¢ supersimétrico se @,[S2) = 0. Escrevendo
a expressao {Qa, Qb} = 2(v*) P, em fungdo de espinores de Weyl obtemos

{Q4,Q7} =0, (1.12a)
{Q4.Qp} = 20" .P,, (1.12b)
{@A,GB} =0, (1.12¢)
{@A,QB} = 20"Pp,. (1.12d)

Uma completa dedugao dessas expressoes pode ser encontrada em [3].
algebra dada por (1.9) é conhecida como algebra supersimétrica e seu estudo
deu origem a supersimetria [6].



Atualmente a supersimetria é uma importante linha de pesquisa, muitos
pesquisadores acreditam que se é possivel desenvolver uma teoria que inclua
todas as teorias atuais, entao essa teoria deve ser supersimétrica.

Mecanica quantica supersimétrica: De (1.11) vemos que todo estado pos-
sivel |¢)) cumpre

(V[H|¢p) = 0. (1.13)

Diz-se que supersimetria nao é quebrada se
(QH|Q) =0, (1.14)

¢ o minimo valor possivel de (|H|¢). No caso contrério, se diz que super-
simetria é quebrada. Se um estado supersimétrico existe, ele tem que ser
necessariamente o estado fundamental, e assim a supersimetria nao é espon-
taneamente quebrada. Na procura de um mecanismo de quebra dinamica
de supersimetria por efeitos nao perturbativos, foi formulada a mecanica
quéantica supersimétrica (SUSYQM), atualmente a SUSYQM e uma teoria
grandemente desenvolvida e aplicada [7]. Por definigdo, um sistema da me-
canica quantica supersimétrica é um sistema no qual os operadores de carga
(0; comutam com o superhamiltoniano, isto ¢,

e seguem a algebra

{Q;,Qr} = 6;1H, (1.16)

onde J;;, ¢ a delta de Kronecker [8]. Essa algebra é caso nao-relativistico da
algebra supersimétrica.

Uma Simples Realizagao: o caso mais simples da algebra da SUSYQM é
com N = 2. Neste caso [9], a construgao dos operadores de carga pode ser
feita assumindo a existéncia de operadores bosdnicos

hod
A:\/T_m@ W (x), AT:—\/T_m%—i-W(:C), (1.17)

que cumprem
[2 dW
A AT =/ =—h 1.18

e de operadores fermidnicos

f=(8(1)>’ f+:<(1)8) (1.19)

{f,/f}=1 (1.20)

5
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Com esses operadores é possivel construir os operadores de carga

Qz(glg), QTE(S/S)- (1.21)

Usando esses dois operadores, se constroi o superhamiltoniano fica definido

CcOomo ATA
0
HE( ; AAT>‘ (1.22)

Pode-se mostrar que esses operadores de carga e o hamiltoniano seguem a
algebra da SUSYQM. Na construcao anterior, vimos que os operadores fermi-
onicos sao completamente definidos, porém os operadores bosénicos depen-
dem da determinagao do superpotencial W (z). Diferentes superpotenciais
implicam na determinacgao de diferentes operadores bosonicos, e consequen-
temente, diferentes superhamiltonianos. Uma importante caracteristica da
SUSYQM é que a mesma ¢ uma teoria formulada em uma dimenséo [§].

Um breve comentdrio sobre método de fatoracao: Os métodos de fatora-
¢ao de operadores diferenciais sao partes de uma area de pesquisa puramente
matemética, nao dependendo do fato de que o operador diferencial possa ser
utilizado na construgao de uma equagao da fisica, em particular em mecanica
quantica [10]. Os métodos de fatoragao de equagoes diferenciais sdo muito
utilizados no caso das equagoes de valores proprios [11]. Estes métodos apre-
sentam uma importante caracteristica: sao aplicaveis unicamente nos casos
de espectros de energia discretos e as equagoes diferenciais nao precisam ser
resolvidas mediante a substituicao de séries de poténcias.

Os espectros dos sistemas estudados nesta dissertacao sao discretos, en-
tao podem ser estudados com os métodos de fatoracao e isto é justamente
o que fazemos nesta dissertacao, aqui fatoramos os hamiltonianos de qua-
tro sistemas quanticos e mostramos que os operadores resultantes seguem a
algebra de SUSYQM, assim, utilizando as propriedades desses operadores,
encontramos as autofungoes e as autoenergias de cada um dos sistemas.

Os elementos da diagonal do superhamiltoniano (1.22) definem dois ha-
miltonianos H; = ATA e Hy, = AA' os quais estdao evidentemente relaciona-
dos, pois sao resultados de uma fatoracao em funcao de dois operadores. A
técnica basica utilizada na determinagao do superhamiltoniano é uma classe
particular dos métodos de fatoracao de equagoes diferenciais, contudo, nesta
dissertagao desenvolvemos os calculos com a linguagem e dentro do contexto
da SUSYQM.

A ordem desta Dissertacao: Esta Dissertagao tem como objetivo principal
apresentar as nocoes basicas da SUSYQM fazendo a sua aplicagao no estudo
de dois sistemas fisicos realmente importantes: o Atomo de Hidrogénio (AH)



e o Oscilador Harmonico Tridimensional (OAT). O estudo desses dois siste-
mas se desdobra em dois casos, o nao-relativistico e o relativistico. No caso
nao-relativistico os sistemas sao modelados com a equagao de Schrédinger
(ES) e no caso relativistico a equagao utilizada é a equagado de Dirac (ED).
Mostraremos que SUSYQM, que é uma teoria desenvolvida para sistemas em
uma dimensao, pode ser utilizada para estudar a parte radial destes siste-
mas. Enquanto a ordem desta dissertacao, além deste capitulo introdutoério,
apresentamos mais trés capitulos. No capitulo 2, desenvolvemos o aspecto
nao-relativistico do AH e o OAT. O capitulo 3, inclui a parte relativistica.
No capitulo 4, apresentaremos as conclusoes e as perspectivas.



Capitulo 2

Caso nao-relativistico

2.1 Introducao

A equacao com a qual se estuda a dindmica dos sistemas da mecanica quan-
tica nao relativistica é a ES. Existe uma grande quantidade de sistemas
quanticos no nivel nao-relativistico que podem ser estudados com SUSYQM,
isso significa que, a SUSYQM pode ser aplicada no caso de algumas equagoes
de Schrédinger, dependendo da forma do potencial. No caso de potenciais
que dependem das coordenadas e do tempo a ES nao pode ser resolvida pelo
método de separagao de variaveis. Contudo caso de potenciais que dependem
s6 das coordenadas a ES é separavel. Na representacao de coordenadas a ES
é

s ViV T (2.1)

J— _ /L _— = .
2m0 ot

onde V' é o potencial. Se o potencial é radial, ou seja, se o potencial é da forma

V = V/(r), é natural tentar solucionar a equagao utilizando coordenadas

esféricas. Em coordenadas esféricas o laplaciano é

10 0 1 0 0 1 0?
2o_ 10 (5,0 9 (g 2 (22
V= <r ar> 2 sin(0) 96 (Sm(e)ae) T (9) <a¢2) (22)
Com este laplaciano e procurando solugoes independentes do tempo da forma
U(r,0,9) = R(r)0(0)®(¢), a ES (2.1) ¢

R? 10(0)®(4) d [ ,dR(r) R(r)®(¢) d (. dO(0)
a QmO[ 2 dr (T dr > T sin(d) do <Sm<9) df )
R(1)O(0) (d%@)
72 sin”(6) dg?

)] +[V(r) = E]R(r)©(0)®(¢) = 0, (2.3)



logo, multiplicando essa equagao por —2mor?/h*R(r)O(0)®($) obtemos

1 d [ ,dR(r) 2mr? 1 d (. do(0)
R@)%(T dr )_ 72 [V(T)_EHsm(e)@(e)%(Sm(e) d )

L ()
T2 0)8(9) ( 157

Nessa equagao, os dois primeiros termos dependem unicamente da coorde-
nada r, os outros dois termos dependem s6 de 0 e ¢, assim

) —0. (24)

% (7«2%) _ 2”;2’" V(r)— E] =1(l+ 1)R =0, (2.5a)
1 d (. do®) 1 20(¢) -
w@ (Slnw)W) + w o —I(l + 1) sin“(#), (2.5b)

onde [(l + 1) é uma constante se separagao, aplicando um procedimento
similar na segunda dessas equagoes, obtemos finalmente que a ES (2.1) ¢
equivalente ao sistema

d <r2d7€(7’)) _ 2mgr?

V(r) — E]R(r) = Il + DR(r), (2.6a)

dr dr h?
sin(G)d% (sin(@)%go)) +1(I +1)sin?(0)0(0) = m?6(0), (2.6b)
*®(¢)

= —m2d(¢), (2.6¢)

onde m é outra constante de separacao. A equacao 2.6a é a equagao radial
e suas solugbes sao as autofungoes radiais (FR). Utilizando a propriedade
®(0+ 27) = ®(0) na equagao (2.6¢), obtemos a condigao m = 0, £1, 42, - - -.
A solugao fisicamente aceitavel de (2.6b) ¢ O(0) = AP™(cos(f)) onde A é
uma constante e

) = (- (1) ’ [ﬁ <di) (= l)l] 27

sao os polindomios de Legendre associados [12]|. Essa expressao s6 tem sentido
se [ ¢ inteiro ndo negativo e, se |m| > [ temos P"(x) = 0, logo, as condi¢oes
em [ e m sao

[=0,1,2,-- (2.84)
m=—l,—l+1,-1+2,-,-1,0,1,--- 1 —2,1—1,1, (2.8b)



assim, para todo [ existem 2[+1 valores possiveis de m. A funcao de onda an-
gular Y (0, ¢) = ©(0)P(¢), é normalizada sob a condi¢ao fozw S 1Y(0, )| sin(0)dfdp =

1, assim

20+ 1 (1= |m])! . m
Y, ¢) = e\/ I U5 ) exp (im¢) P"(cos(0)), (2.9)
na qual € = (—=1)", param > 0 e ¢ = 1 para m < 0 [13]. Comumente a
equagao (2.6a) é escrita utilizando a func¢do de onda radial reduzida (FRR)
U(r) = rR(r), assim a parte radial da ES (2.1) é

[ D vy~ Blue) o, (2.10)

_QmOﬁ 2mg 12

onde a condi¢do de normalizacdo desta nova variavel ¢ [ [U(r)|*dr = 1. Do
sistema (2.8) e da equagao (2.10), vemos que as autoenergias desta classe de
sistemas dependem unicamente da coordenada radial e podem ser calculadas
utilizando a equacdo (2.10). Uma carateristica especial do operador desta
equacao é o fato que pode ser fatorado como o produto de dois operadores que
seguem a algebra da SUSYQM, logo, todo sistema quéantico nao-relativistico
que apresente um potencial radial em principio pode ser estudado com o
formalismo da SUSYQM.

Neste capitulo vamos mostrar que SUSYQM pode ser aplicada no caso
de dois importantes sistemas quanticos nao-relativisticos para os quais o po-
tencial é radial; o AHNR e o OAT. Com o objetivo de conseguir uma melhor
completude conceitual da aplicacao do formalismo da SUSYQM nessa classe
de sistemas, primeiramente se resolvera tais problemas utilizando o método
convencional, a solucao explicita das equacoes diferenciais e, finalmente apre-
sentaremos as respectivas comparacoes dos métodos.
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2.2 Atomo de hidrogénio: V(r) ~ r~!

2.2.1 Introducao

No eletromagnetismo classico, duas particulas carregadas estéaticas interagem
por meio do campo eletrostatico que cada uma delas geram. A consideragao
que o campo elétrico é estatico pode ser uma boa aproximacao quando as
aceleracgoes das cargas sao pequenas. O problema de dois corpos interagindo
mediante o campo eletrostatico ¢ muito importante e ¢ matematicamente
analogo ao problema de dois corpos interagindo mediante o campo gravita-
cional newtoniano.

No estudo do problema de dois corpos é usual considerar que um deles
tenha a massa muito maior que a massa do outro, logo, é possivel assumir
que o corpo de maior massa permanece na mesma posicao. No caso que
uma das cargas tenha uma magnitude pequena no sentido que o campo que
gera nao modifica sustancialmente a magnitude do campo gerado pela outra
carga e sua aceleragao é baixa, é possivel estudar o problema de uma carga no
interior de um campo eletrostatico Coulombiano. O principal modelo classico
do AH consiste em um elétron de carga —e ~ —1.6 x 107 e massa m. ~
9.11 x 1073'kg ligado a um préton de carga e e massa m, (m, ~ 1836m.), a
forga sobre o elétron é F = —kr/r3, onde k = €2 /dmeq ~ 9x10°xe2N-m?/C?
e r & o vetor de posicao do elétron com respeito ao préoton e r sua magnitude.
Da forga que experimenta o elétron, temos que a sua energia potencial é
central e tem a forma V(r) = —k/r. Em mecanica quantica o AHNR ¢
o sistema descrito pela ES para o potencial central V(r) = —k/r [13], esse
potencial é radial e entao as autofungdes podem ser calculadas com a equagao
(2.10) para esse potencial

h?* d? R Il+1) k

———-F =0 2.11
2modr? = 2mgy 12 r utr) ’ (2.11)

a fatoragao desse tipo de equacgoes tem uma relagao com o fechamento das
orbitas cléssicas [14]. Para solucionar a equagao (2.11) na procura de estados
ligados devemos exigir que as energias sejam negativas, no caso de energias
positivas a equagao se associa ao espalhamento do elétron [15], métodos de
fatoracdo podem ser utilizados para a solugao [16]. Em referencia a rela-
¢ao entre supersimetria e o AHNR, uma supersimetria exata no AHNR ja
foi encontrada [17], as autofungoes desse sistema podem ser calculadas via
supersimetria [18]. A solugdo do atomo de hidrogénio supersimétrico em
diferentes dimensoes foi tratada em [19].
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2.2.2 Solucao explicita da equacao diferencial radial

Como se discutiu anteriormente, no caso de estados ligados as autoenergias
tém de ser negativas, esse fato faz com que seja conveniente introduzir a
constante k2 = 2m|E|/h?, logo a equacao (2.11) pode ser escrita como

[1d2 I(1+1)  2mk

K2 dr? K272 h2k2r

+ 1} Ur) =0, (2.12)

e fazendo as substituigoes p = kr e pg = 2mk/h*k, obtemos

?  l(l+1
{ (t+1)  po

dp? p? p

- 1} U(p) = 0. (2.13)

Para encontrar a solucao dessa equagao de segunda ordem primeiramente
vamos encontrar as solugoes das equacoes diferenciais obtidas em casos limite.
Com essas fungoes é possivel propor a forma da fungao U(p).

O limite p — o©

Nesse limite os termos proporcionais a p~! e p=2 em (2.13), decrescem rapi-
damente, assim

[j_; _ 1] U (p) = 0, (2.14)

essa equacao diferencial é muito conhecida nos estudos de dindmica de uma
particula, cuja solugao geral é U, ,o.(p) = Aexp(—p) + Bexp(p), onde A e
B sao constantes. Entretanto, precisa-se que esta funcao seja normalizéavel,
exigindo que a constante B seja nula, a solugao fisicamente admissivel é

Upoc(p) = Aexp(—p). (2.15)

Essa funcao limite depende do fato que o potencial decresce com a distancia,
sem isso o terceiro termo de (2.13) nao poderia ser descartado.

O limite p — 0
Nesse limite o termo proporcional a p~2 cresce rapidamente em comparacao
aos outros termos de (2.13), assim

[dQ I(1+1)
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procurando uma solucao da forma

Upso(p) = p* Y aup”, (2.17)
p=0
podemos obter
gtep) =7 |ala=1) D aupt 20 paup + Y plp - Dapt|
n=0 ©n=0 ©n=0

(2.18)

Substituindo (2.17) e (2.18) em (2.16), obtemos as duas condigoes
ala—1)—=1(l+1)=0, (2.19a)
w20+ p—1) =0, (2.19b)

e assim U, _o(r) = Ap'™ + Bp~', contudo o termo proporcional a p~' cresce
ilimitadamente quando p aproxima-se de zero, logo, a constante B tem de
ser nula e

Up-olp) = Apth. (2:20)

Esse resultado depende da forma do potencial e é valido para todo potencial
proporcional a p™ com n > —2, caso contrario o termo angular de (2.13) nao
é o termo que cresce mais rapidamente nesse limite.

Autofuncgoes radiais

Obtidas as fungdes limite (2.15) e (2.20), podemos propor que a forma geral
da FRR é

U(p) = pexp(—p) f(p), (2.21)

na qual f(p) é uma fungao ainda nao conhecida. A especificagao dessa fungao
vai determinar a FRR totalmente. Substituindo (2.21) em (2.13) vemos que
a fungao f(p) precisa satisfazer a equagao

2

P AL ) o = 2+ 1)1] fo) =0, (222)

substituindo nessa equacao a solucao em série de poténcias

Fp) =Y aup", (2.23)
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encontramos que os coeficientes tém de cumprir a relacao de recorréncia

P 2lp+ (L +1)] = po a
P e D20+ D]

(2.24)

Essa rela¢ao de recorréncia é sempre valida, no entanto, a FRR (2.21) tem
de ser normalizavel, esse fato faz com que precisemos impor uma condigao
aos a, com o intuito que a funcdo (2.23) nao divirja. No caso de grandes
valores de p a relagao de recorréncia (2.24) pode se aproximar como

CL#g+1 ~

2

—ay,,, 2.25
,U/g + 1 Hg ( )
na qual o subindice g indica que o pu € suficientemente grande. Supondo que
existe um a;y; nao nulo com ¢ + 1 igual a um valor particular de p, que
satisfaca

2 2 2 s ==L (5 4 1)
a#g ~ — R ;11 = (' ) a1, (226)
g g — 1 1+ 2 fig!
temos
CLH_l('i + 1)' > (2,0)“9 ai+1(i + 1)'
Hg=0 g
substituindo essa func¢do em (2.21), obtemos
Uy(p) ~ +2sz+1 exp(p). (2.28)

A funcao g(p) = p"*texp(p) é sempre crescente com p, o que faz com que
seja uma func¢do nao é normalizavel, no entanto, Uy(p) ~ a;1(i + 1)!/27F,
logo, a nao normalizabilidade de g(p) implica a nao normalizabilidade de
U,(p) unicamente se o coeficiente a;1(i + 1)!/2* ndo ¢ nulo, o qual s6 ¢
possivel se a;41 = 0. De (2.23) vemos que a;41 nao pode ser o primeiro
dos coeficientes, nesse caso a fun¢ao f(p) se anularia, pois todos os termos
seriam nulos. Se o primeiro dos coeficientes nulos é o a;y1, entao o tultimo
dos coeficientes nao nulo é o a;, assim, a fungdo f(p) é um polinémio de grau
i. De (2.24) vemos que a condigdo a;41 = 0 implica py = 2(i + [ + 1), os
valores possiveis de i e [ sao inteiros, isso faz com que a quantidade 7 +1+ 1
também seja inteira, além do que, diferentes valores de ¢ e [ podem gerar o
mesmo valor de ¢ + [ + 1, sugerindo essas duas carateristicas a defini¢ao de
nimero quantico principal

n=1+10+1. (2.29)
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Em fungao dele podemos dizer que f(p) é um polinémio de grau n — [ — 1
em p, logo, a FRR (2.21) nao normalizada é

n—I[l—1

Uni(p) ~ pHexp(—=p) Y aup™. (2.30)
©n=0

Das definigoes de p e pg temos p = 2mkr/poh?, onde py = 2n foi a condigao
encontrada pela existéncia de um a;41 = 0, logo p = r/an onde a = h*/mk
¢ o raio de Bohr. Assim, a FR nao normalizada R, (r) = Un(r)/r é

n—I[{—1

min () e () S () e

o subindice nl mostra que a FR depende dos dois ntimeros quanticos.

Autoenergias

Na subsecao anterior vimos que a existéncia de um a;;; = 0 implica py = 2n,
onde n é o niimero quantico principal. Além disso, vimos que py = 2mk/h*k
onde x = 2m|E|/h?, estas relagoes implicam

m e2 \?| 1
En:_ ﬁ 4_7]'60 E, n:1,2,~~ (232)

isto ¢, o AHNR tem um espectro discreto de energia e os valores possiveis
dependem apenas do niimero quantico principal.

2.2.3 Solucao via SUSYQM
A equagao para a FRR (2.11) resulta

[W£+WW*Wme:mm, (2.33)

2mdr? = 2m  r? r
a qual pode se escrever como

ﬁ{lf_l“”fuqum:Ewm (2.34)

m | 2dr? 272 ar

onde a = h%/mk, aqui definimos o hamiltoniano

h2[1d2 I(1+1) 1]'

2 dr? 272 ar

(2.35)



Veremos que esse hamiltoniano pode ser fatorado como o produto de dois
operadores A e A" com os quais é possivel fazer a construcao de um su-

perhamiltoniano de maneira que esses operadores satisfacam a &lgebra da
SUSYQM.

Fatoragao da equacgao radial

Para que seja possivel aplicar as técnicas proprias da SUSYQM apresenta-
das no primeiro capitulo ao estudo do hamiltoniano (2.35), primeiramente
esse hamiltoniano deve ser fatorado como um produto de dois operadores
os quais tém de ser hermiticamente conjugados. Pela forma dos termos do
hamiltoniano (2.35), procuramos uma fatoragao da forma

ad  [(L+9) vk ad  p(1+9) ~k
= <_% L ( +5)a> (% LA (1 +5)a) , (2:36)

onde «, 8 e v sao contantes ainda indeterminadas. Nao é possivel encontrar
a, B e vy pelas quais a equagao (2.36) seja satisfeita diretamente, no entanto,
fazendo as escolhas a« = f = v = h/v/2m , obtemos os operadores

h d (I1+9) 1
A= — | —— — 2.37
1 om { dr * r I+ 5)@} ’ (2:372)
h d (I+9) 1
Al=—_ | = — 2.37b
b /om {dr + r I+ 5)@} ’ (2.37b)
os quais, além de ser hermitianos conjugados satisfazem
RPI 1d* 1(14+6)Il+6+1) 1 1
ApA =" |- — + = - — 4+ ———1. (238
e Ty [ 2dr? 2 r? ra * 2a%(1 + 5)2} (2.38)
O produto resultado da troca dos operadores é
P 1d 1(14+6-1)(1+0) 1 1
Afa. = | = Z _—t — 2.39
By { 2 dr? * 2 r2 ra  2a3(l +5)2] » (2:39)

solucionadas as equagoes (I +d)(l+d+1)=Ill+1)e(I+5—-1)(+9) =
[(I 4 1) vemos que o produto de operadores da forma (2.38) pode ser escrito
como a soma do hamiltoniano H; e uma constante unicamente no caso § =
0. Similarmente, com um produto de operadores da forma (2.39) o mesmo
resultado pode unicamente ser obtido com § = 1. Adicionando a quantidade
h?/2ma®l? nos dois lados da equagao (2.34), obtemos
h2
AZOAZOTZ/{(T) = [E -+ —} U(r), (2.40)

2ma?l?
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correspondentemente, adicionando o termo h?/2ma?(1+1)? & mesma equagao

h2

T _
An Aald(r) = | B+ o1y

U(r). (2.41)
Contudo, as duas equagoes nao podem ser adequadas para o estudo da equa-

¢ao (2.34) com o formalismo da SUSYQM. O critério para a escolha de uma
dessas duas equacgoes sera apresentado na seguinte subsecao.

Definicao dos operadores de escada

A forma da equagao (2.40) sugere estudar a possibilidade de se encontrar uma
fungio normalizavel Usf (r) que satisfaca a equagao AU (r) = 0, similar-
mente, (2.41) sugere procurar uma funcéo normalizével U (r) que satisfaga
ApU; (r) = 0, o que explicitamente, essas equacoes diferenciais sao

L% + % - a Uy (r) =0, (2.42a)
{—d% G J; 1) g +11)a] Uy (r) =0, (2.42D)
com solugoes gerais
U (r) = Cor™'exp [a , (2.43a)
Uy (r) = Crr'*lexp [— U f 1)(1} , (2.43b)

nas quais C e C5 sao constantes ainda indeterminadas. As func¢oes da forma
(2.43a) sdao nao normalizéveis, pelo qual ndo podem descrever uma particula
ligada, no entanto

M} 20+3 | .40

desses resultados, podemos concluir que unicamente (2.41) inclui a equagao
(2.34), pois oferece a possibilidade de encontrar uma autofungao normalizavel
para o estado fundamental. Alem do mais, o primer tipo de fungoes nao é
normalizavel no caso | = 0.
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Identificagao de SUSYQM no sistema.

Vimos que os operadores adequados para a fatoragao sao

Ch [ d (+D 1

All = —\/% |:—a , — (l n 1)a:| , (245&)
f_ h [d _(@+n 1

P e TR S

a existéncia de um estado fundamental que se pode destruir com a aplicacao
do operador A;; é uma importante carateristica para considerar os opera-
dores anteriores como operadores escada. Com A e A“T construimos os
operadores de carga e o superhamiltoniano, os hamiltonianos componentes
do superhamiltoniano sao

R 1d# 10+ 1 |
Afa, =5 |24 S S 2.4
e oy [ 2 dr? 212 ra  2a*(l + 1)2} ’ (2.462)
P 14 (I+1D)(0+2) 1 1
ApAl =" 2@ LTINS 2 (24
1 [ 2 dr? 212 ra + 2a2(1 + 1)2} (2.46b)

Entao, o AHNR pode ser estudado totalmente com o formalismo da SUSYQM,
pois o hamiltoniano AliAll que compoe o superhamiltoniano é o hamiltoniano
que difere em uma s6 constante do hamiltoniano H;.

Autofungao e autoenergia do estado fundamental

Por definicao, o estado fundamental tem a propriedade de ser aniquilado
pelo operador de destruigao. A tnica possibilidade para a FRR do estado
fundamental é U, (r) apresentada em (2.43b). No entanto, primeiramente
esta func¢do deve ser normalizada utilizando a equagao (2.44), assim

0 _ 2[4+ Da** r
U (r) = \/ TR+ 3] 1 exp {—m} : (2.47)

na qual o simbolo (0) indica que se trata do estado fundamental. Substituindo
esta fungao em (2.41) encontramos a energia associada com esse estado

h2
C2ma(l+1)2
Invertendo o ordem dos operadores na equagao (2.41) podemos obter a nova
equacao

Eyo = (2.48)

2

2ma?(l + 1)?
onde V(r) é uma nova fungao. As equagbes (2.41) e (2.49) sao vinculadas
mediante a SUSYQM.

AnA,V(r) = |E + V(r), (2.49)
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Autofungoes e autoenergias dos estados excitados

Explicitamente as equagoes (2.41) e (2.49) podem ser escritas como

Rd® RI(l+1)  h?
{_%ﬁ m 2 mar E} U(r) =0, (2.50a)
R da?> mI+1)1+2) R
“2mdr? ' 2m - - B =0, (2.
{ omdr? | 2m 2 mar ] V(r) =0, (2.50b)

das quais podemos ver que o operador da equagao (2.50b) pode ser obtido
do operador da equagao (2.50a) fazendo a troca | — [ + 1, assim, a fungao
do estado fundamental do conjunto de autofungoes {V(r)} pode ser obtida
diretamente da fung¢ao (2.47) utilizando a mesma troca, logo

0 _ 2/(1+ Q)G]QHE) 142 r
V() = \/ TRi+5 P {_ (i —|—2)a} ’ (251)

correspondentemente a energia desse estado pode ser obtida da energia (2.48)
mediante o mesmo procedimento de substituigao, assim

h2

O —
VO 2ma?(l + 2)?

(2.52)
O conjunto de equagoes (2.41) e (2.49) inclui os dois hamiltonianos que for-
mam o superhamiltoniano. Este fato faz com que exista uma relacao entre
os conjuntos de fungoes {U(r)} e {V(r)}, como foi explicado no capitulo
de introdugao, em particular a autofun¢ao nao-normalizada do primeiro es-
tado excitado ¢ UM (r) ~ A, VO (r) e E ) = Fyw, assim, a autofuncdo
nao-normalizada e a correspondente autoenergia sao

-
UV (r) ~ Ay exp [— = 2)(11 : (2.53a)

h2

Ez,{(l) =
A equagao (2.50b) foi obtida de um operador do tipo (2.38) no qual § = 1,
no entanto, essa equacao também pode ser obtida utilizando um operador
do tipo (2.39)com 6 = 2. Em correspondéncia, deve existir outra equagao
similar & equagao (2.50b) construida utilizando operadores do tipo (2.38)
com § = 2, assim podemos construir as equacoes

{_h_w_z R+ R

2

- E] V(r) =0, (2.54a)

2mdr? = 2m r

mar
nod: R (14+2)(1+3) A
[—%w Tom 2 mar E} Wir) =0, (2:54b)
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onde pode-se obter a equagao (2.54b) de (2.54a) fazendo a troca | — [ + 1,
assim, utilizando (2.51) teremos

0 12/ 3)aPtT r
W()(”—\/ P eXp{_<z+3)a1’ (2.55)

de maneira similar, a energia associada com esse estado pode ser obtida de
(2.52)

h2
2ma?(l+ 3)?

O fato que as duas equagoes (2.50) sejam relacionadas por SUSYQM garante
que a autofuncio ndo-normalizada do segundo estado excitado seja U (1) ~
A"V (r), da mesma maneira, as equacoes (2.54) garantem que V) (r) ~
AZQTW(O) (1) e, as correspondentes relagoes entre as energias sao Ey 2 = Eya)
e Eya) = By, assim, a autofuncao nao-normalizada e a correspondente
autoenergia sao

Eyyo) = (2.56)

r
UD (1) ~ A AL T3 exp [— 0+ 3)a} : (2.57a)
h2
Eu(z) - —m (25713)

A fungao do estado fundamental (2.47), a sua energia (2.48) e as corres-
pondentes expressoes para o primeiro e segundo estado excitado e as suas
energias apresentadas em (2.53) e (2.57), sdo casos particulares das relagoes
gerais

r
U(N)<7‘) ~ AuTAnT o 'AJNTTJJFNJrl P [_m} 7 (2.58a)

h2
E, = — 2.58b
Ut 2ma?(l + N + 1)2} ’ (2.58b)

nessas expressoes temos o termo [ + N + 1. Para diferentes valores de [ e
N os valores de energia podem ser diferentes, porém, para todos os possiveis
valores de [ e N que gerem o mesmo nimero [ + N + 1 os valores de energia
sao iguais, fato esse que sugere a definicao do ntimero quantico principal

n=101+N+1 (2.59)
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Com a definicao desse nimero quantico as expressoes finais para as autofun-
¢oes radiais nao-normalizadas e as autoenergias sao

~ = HAlZ ™ exp [ na] (2.60a)
ﬁ2 1
E,—— — 2.
\ [Qm] L (2.60b)

onde [TX, A, = A,TA,"--- A, sendo a ordem dos operadores relevantes.

Exemplos

Vamos apresentar alguns exemplos do calculo de diferentes autofungoes ra-
dias

~ = HAh r" exp [ na} , (2.61)

onde os operadores A" sdo

_ h [d  (I+9) 1
Ausz{gﬂL . _(l+i)a]' (2.62)

Como sugere a notagao das autofungoes (2.61) a escolha da autofungao se
faz mediante a determinacgao dos dois niimeros quanticos n e [, o nimero N
fica implicito com a relacgado N = n — [ — 1. A especificagdo desse nimero
¢ muito importante, pois determina o ntimero de operadores que atuam na
fungao geratriz r" exp [—r/nal.

As autofuncgoes que tém o nimero quantico principal menor ou igual a
trés se mostram na seguinte tabela:

[n]!]

R(r ‘N:n—l—l‘

r

r

(r)
Ro(r)
Rao(r)
Rgl(T)
Rao(r)

(r)

(r)

r
r
r

Wl Wl w| ||~ S
|~ o | o o ~
ol N ol —lo

Caso n = 1:
Como vemos na tabela a tinica possibilidade paran =1 ¢

Rio(r) ~ exp (—2) (2.63)
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Caso n = 2:
Neste caso existem dois possiveis valores do ntimero quantico angular, [ =

0,1, assim, existem duas autofungoes

Rao(r) ~ %AHTTQ exp (—%)
1 h d 1 1|, r
:;\/ﬁ {%4—;—5}7“ exp(—%>
= ﬂ [1 — %} exp (—%) (2.64)

V2m

Ro1(r) ~ rexp (—;—a> : (2.65)

Caso n = 3:
Neste caso existem trés possiveis valores do nimero quantico angular, [ =

0,1,2, assim, existem trés autofungoes

1 T
Rao(r) ~ AHTAIQTT3 exp (_3_a>

r
\Vem/) rldr v alldr 7T 2a p3a
hN?1[d 1 1 r r
=5|—) ~ | —4+=-——|r?(1-— -
(\/Qm) r {dr+r a}rr ( 6a> exp( 3a>
15h> 2r 272 r
~2m (1_3_a+27a2>eXp (_3_a)’ (2.66)
Ra1(r) ~ 1A T3 exp (—L>
5 ro i 3a
R 1d 2 2], r
= Vamr [%*rﬂ exp (—5;)
5h r r
= 2mT (1_6_a> exp (_3_a> (2.67)
e
r
Raa(r) ~ rexp <—£> : (2.68)

Todas essas FRR sao totalmente iguais as func¢oes de FRR nao-normalizadas
que podem ser obtidas com a equagao (2.31), método apresentado nos textos

usuais [13].
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2.3 Oscilador Harmoénico 3D: V(r) ~ r?

2.3.1 Introducao

Em mecéanica classica, é dito que uma particula oscila quando se desloca
periodicamente em relagao a sua posicao de equilibrio. Entre os movimen-
tos oscilatorios um dos mais importantes ¢ o movimento harmoénico simples
(MHS). E dito que um particula descreve um MHS se sobre ela age uma
forca F = —k.r, onde k. é uma constante positiva de proporcionalidade e r
é o vetor de posicao da particula com respeito a sua posicao de equilibrio.
Em geral esse vetor pode ter componentes nas trés dimensoes. A particula
que descreve um MHS ¢ chamada oscilador harmoénico simples (OHS), em
ocasioes, o estudo do OHS pode ser feito em funcao de sua energia, a energia
potencial de um OHS ¢ V(1) = mw?r?/2, na qual w = \/k./m ¢ a frequéncia
das oscilacoes e m é a massa da particula. O OHS é um dos sistemas clas-
sicos mais importantes pelo fato de que toda particula oscilante, no limite
de pequenas oscilagoes pode ser aproximada como um desses osciladores.
Em mecénica quantica, o sistema descrito pela equagao de Schrodinger para
um potencial central V(r) = mw?r?/2 é chamado oscilador harménico tri-
dimensional (OHT) [13]. A conexao entre o fechamento de orbitas cléssicas
e possiveis fatoragoes da parte radial da ES associada ao OHT ¢é tratada
em [14]. A dinamica do OHT foi estudada por P. Kundrat [20] e algumas
propriedades das autofungdes deste sistema se estudam em [21]. O OHT é
particularmente importante no estudo do modelo de camadas em Fisica Nu-
clear, pois nesse modelo os nucledes individuais se deslocam em um potencial
médio o que é aproximado como um potencial de OHT [15]. Geralmente o
OHT ¢ estudado em mecéanica quantica relativista utilizando métodos con-
vencionais [22], ndo entanto também pode ser estudado com a utiliza¢ao dos
métodos da SUSYQM |[23].

2.3.2 Solucao explicita da equacgao diferencial radial

Como foi dito na introducao desta se¢ao, em mecanica quantica o OHT é o
sistema descrito por a ES para o potencial V (r) = mw?r?/2. Nesse caso a
equagao (2.10) resulta em

h? d? RPI+1) 1 5,
S S Z =F 2.
2mdr?  2m 1?2 + me | U(r) Ur), (2.69)

23



de maneira semelhante & secao anterior, introduzindo a constante x? =
—2m/|E|/h?, podemos reescrever a equagao acima como
L& I(l+1)  mPw?
{——— ML r? + 1 U(r) =0, (2.70)

K2 dr? K212 h2K?

a partir da qual fazendo as substituicoes p = kr e py = mw/hx? obtemos
1l +1)
dp? p?
Para solucionar essa equacao diferencial utilizaremos o mesmo método do

capitulo anterior. Primeiramente estudaremos as solugoes das equagoes dife-
renciais que sao obtidos calculando certos limites de p.

R - 1} Up) = 0. 271)

O limite p — oo

Nesse limite o termo de momento angular na equagao (2.71) é muito pequeno
em comparagao aos outros termos e pap? + 1 & p2p?, logo a equagao resulta
em

d2
[d_pz - PSPQ] Up—oo(p) =0, (2.72)

cuja solugao

1 1
Up o (p) = Ay/pliya (5,0002) + By/pKi4 <§P0PQ) : (2.73)

onde I,(z) e K,(z) sdo as fungdes de Bessel modificadas de primeira e se-
gunda espécie, respectivamente. No limite p — oo o termo com a fun-
¢ao de Bessel de primeira espécie introduz divergéncias, no caso da funcao
de Bessel de segunda espécie no limite p — oo utilizamos a propriedade

K,(z) = \/7/2x exp(—x) [12], logo

1
Upﬁoo(p) ~ eXpP (_§p0p2) . (274)

O limite p — 0

Contrariamente ao caso anterior, nesse limite o termo de momento angular
¢ o termo relevante, nesse limite a equagao (2.13) resulta em

> l(l+1
[d_pz - ( P )} up—>0(P) =0, (2.75)
equacao essa obtida no capitulo anterior, e cuja solucao encontrada foi
Up-o(p) = B (2.76)
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Autofuncoes Radiais

Com as solugoes das equagoes diferenciais obtidas nos casos limite da variavel
p (2.74) e (2.76), podemos continuar a construgdo da FRR geral, que precisa
ter a forma

Ulp) = 7 exp (—%) 7o), (2.77)

na qual f(p) é uma fungao ainda ndo conhecida. Substituindo essa fungao
em (2.71), obtemos que a fungdo f(p) tem que satisfazer

Crr(P o) o s -0 e

introduzindo a nova variavel ¢t = pyp?, obtemos

[tj—;+(z+g—t)%—B(m%)-%ﬂ)”ﬂ@:o, (2.79)

que é uma equagao diferencial de Kummer [ver apéndice|, entdao a solugao
geral é

1 3 1 3
AR = (142 - — 2. o
f(p> 1 1|:2 (l+2 2p0)7l+27p0p:|

1 1 1 1
+ Bp_(2l+1) 1F1 |:§ <—l + - — _) , =L+ 53 Pop2:| ) (2-80)

no caso [ # 0 o segundo termo fica proporcional a p~#**+Y e nao pode ser

normalizado pelo seu comportamento perto do p = 0. No caso [ =0

2
Pop 1/3 1 3 9
Rip,l=0)=A 0 ) 2 I 2.
(pa ) eXp( 92 ) 141 |i2 (2 2,00) 727,000

2
_ Pop 1/1 1 1 9
Bp~! Y R 22— = 2.81
+ Bp eXP( 5 > 1 1{2(2 2[)0),27/)0/) , (2.81)

a forma do segundo termo faz com que seja divergente na origem o que implica
que este termo contribui infinitamente na energia cinética média, mantendo
a energia potencial média. Esse fato nao é aceitavel e o termo precisa ser
eliminado, logo, B = 0. Uma descri¢ao detalhada dessa divergéncia pode ser
encontrada em [13]. Das propriedades da fungao 1Fi(a,c;z) [ver apéndice|,
sabemos que o primeiro termo de (2.80) é normalizavel se

1 3 1
§(l—|—§—2—po>:—n, onde n=0,1,2, -+, (2.82)
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logo, a FR nao normalizada, em fun¢ao da variavel original r = p/k, é

3
Ru(r) = rlexp (—7721—;:7“2) 1 F [ n,l+ = 5 n;lw 2] , (2.83)

na qual os subindices nl indica que as FRs em geral dependem dos dois
nimeros quanticos n e [. Essas FRs nao-normalizadas podem ser escritas em
fungao dos polinémios de Laguerre associados [ver .1.6 do apéndice].

Rou(r) = rlexp ( 7721;; ) L”l/2 ( - 7"2> : (2.84)
Autoenergias
Utilizando as relagoes pg = mw/hk? e k* = —2m|E|/h* vemos que (2.82) ¢é
equivalente a
3
Enl:hw<2n+l+§>, onde n,l =0,1,2,---. (2.85)

Nesta expressao vemos que as autoenergias dependem dos dois niimeros quan-
ticos n e [, o que é uma importante diferenca com o AHNR, para o qual as
autoenergias dependem s6 do numero quantico n.

2.3.3 Solucao via SUSYQM

Como foi discutido anteriormente o potencial sob o elétron atomico esté

submetido é o potencial de Coulomb gerado pelo proton do niucleo, potencial

esse é radial e, nesse caso a equagao para a FRR (2.10) resulta em
{h2d2+h2l(l+) 1 5

2mdr? = 2m  r? + §mw " } Ufr) = EU(r). (2.86)

Essa equacao pode ser reescrita de um modo mais conveniente

o +l(l+1) +m2w2
dr? r2 h?

7«2] U(r) = EU(r), (2.87)

2m

onde definimos o hamiltoniano

h2{ 1+ 1) m2wzr2}

e e 2

(2.88)

Para que SUSYQM seja aplicavel ao OHT, é preciso que o hamiltoniano
anterior possa ser fatorado como o produto de dois operadores A e At como
foi discutido na introducao.
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Fatoracao da equacao radial

Pela forma dos termos do hamiltoniano (2.88), procuramos uma fatoracao

H = (—O‘d+w—w> (O‘d+M—w>, (2.89)

o o

onde «, (3 e v sao constantes ainda indeterminadas. Nao é possivel encontrar
a, f e v de tal maneira que a equagao (2.89) seja cumprida exatamente.
Entretanto, escolhendo a@ = 3 = h/v2m e v = wy/m/2 construimos os
operadores

_h d (+9) nw
Alé = Tm |:—$ + T - TT’:| i (290&)

h [d (I+95) mw

f=_ 2 |2 _
A = o [dr + " N r} , (2.90b)

que sao tais que
n? > (I+0)(I+d+1) mw\? mw
T_ _ 2 _ —

AisAys _Qm[ - = +(52) -T2 1)].
(2.91)

O resultado da troca dos operadores fornece

h? [ d? (l+(5—1)(l+5)+(mw)2r2_%

A = — |-
Ais Ais = 2m | dr? 2 h h

(20 +20 + 1)} )

(2.92)
Solucionando as equagoes (I +8)(l+6+1) = Il +1) e (I +5—-1)(1+
d) = I(l + 1) vemos que o produto de operadores da forma (2.91) pode ser
escrito como a soma do hamiltoniano H; e uma constante unicamente no
caso 6 = 0. Similarmente, com um produto de operadores da forma (2.92) se
obtém o mesmo hamiltoniano mais uma constante com ¢ = 1. Adicionando

a quantidade —hw(2] — 1)/2 nos dois lados da equagao (2.87) obtemos
1
A A U(r) = [E — Shw(2 - 1)1 Ulr). (2.93)

Analogamente, adicionando —hw(2[ + 3)/2 nos dois lados da mesma equagao
obtemos

A ARU(r) = {E - %m}(zz + 3)] U(r). (2.94)
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Definicao dos operadores escada

Como no caso do AHNR, a forma da equagao (2.93) sugere estudar a pos-
sibilidade de se encontrar uma fungao normalizavel U (r) que cumpra com
A, US(r) = 0. Similarmente (2.94) sugere procurar outra funcdo norma-
lizavel U}, (r) que satisfaca A;U;(r) = 0. Explicitamente, essas equacoes
diferenciais sao

d I mw Loy
ity e = 240
d (+1) nw o
[—5 + T 7“] Uy (r) =0, (2.95Db)

e as solugoes sao

U (r) = Cirtexp [%73] : (2.96a)
U (r) = Cor™ exp [—%rﬂ : (2.96Db)

nas quais C; e Cy sado constantes. As fungoes da forma (2.96a) sdo nao
normalizaveis, entretanto, no caso das fungoes do tipo (2.96b) temos

] e (2.97)

/0 T U ()] dr = CPTl 4 3/2] [—

mw

Desses resultados é possivel concluir que unicamente (2.94) pode ser utilizada
para o estudo do OAT com formalismo da SUSYQM.

Identificagcao de SUSYQM no sistema

Na subse¢ao anterior vimos que os operadores adequados para a fatoracao
sao

h d (I+1) mw
Ap=— |- & e 2.98
"7 Vom [ dr r h ] ’ (2.982)
ho[d  (I+1) mw
A= — | — 42— 2.98b
i \V2m {dT + r h 7”:| ( )

De maneira analoga aos operadores (2.45), esses operadores também podem
ser considerados como operadores escada, o operador A;; é um operador de
destruicao devido & existéncia de um estado fundamental, que pode ser des-
truido pela acao deste operador. Com esses operadores, A;; e AHT, também
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é possivel introduzir os operadores de carga e o superhamiltoniano com ha-
miltonianos componentes

h? ? 1(+1) mw 2 mw
An'An om [_W o () e 34 . (299)
€
2o (I+10)1+2)  rmw\?
T 2
Andy’ = 2m [_dﬁ 72 +< h ) "
. %(QZ + 1)] (2.100)

Assim, o OAT pode ser estudado totalmente com o formalismo da SUSYQM,
pois o hamiltoniano AZIAH que compoe o superhamiltoniano difere somente
de uma constante do hamiltoniano H; do OHT.

Autofungao e autoenergia do estado fundamental

Vimos que unicamente a equagao
1
At ApU(r) = [E — Shw(2l + 3)} Ur), (2.101)

é adequada para o estudo do OHT com o formalismo da SUSYQM. A FRR
de estado base pode ser construido utilizando as relagoes (2.95b) e (2.97),

dita FRR ¢

(mw / h)l+3/2
I'[l+3/2]

Substituindo essa fun¢do em (2.101), encontramos a autoenergia associada

com o estado fundamental

U (ry = it (2.102)

1 _mw 2]
exp[ T

3
By = hw (z + 5) . (2.103)

Invertendo o ordem dos operadores na equagao (2.101) podemos obter uma

nova equagao

AnA,V(r) = [E - %hw(% + 1)] V(r). (2.104)

As equagoes (2.101) e (2.104) sdo vinculadas por SUSYQM. Os lados direitos

das relagoes (2.101) e (2.104) sao diferentes, o termo hw(2l + 3) pode ser
obtido do termo Aw(2l + 1) fazendo a substituicao [ — [+ 1, nos célculos das
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energias essa diferenga precisa ser considerada. Explicitamente as equagoes
(2.101) e (2.104) podem ser escritas como

B RI+1) 1 .,
S - —F =0 2.105
[ omdrr Com 2 2T 1 ur) =0, ( 2)

& R+ 0)10+2) 1,
S e L A S e A —E = 0(2.105b
{ 573 T o 2 + g } V(r) = 0(2.105b)

a equacao (2.105b) pode ser obtida de (2.105a) com a troca [ — [ + 1, logo

1+5/2
0) (. — (mw/h) 1+2 _mw o
V&P (r) Tl +5/2] r T exp [ 57" } , (2.106a)
EV<0) = hw (l + g) . (2.106b)

Autofuncgoes e autoenergias dos estados excitados

Com as autofuncoes de estado fundamental calculadas podemos obter as
autofuncgoes dos estados exitados utilizando as relagoes apresentadas na In-
troducao, as quais neste caso sao

UMD (1) ~ ATV (), (2.107a)
Ey=Ey(l—1+1), (2.107¢)

em (2.107c¢) introduziu-se a correcdo de | — [ + 1 da qual se falou ante-
riormente. Utilizando (2.106), (2.107a) e (2.107c) temos que a autofungao
nao-normalizada e autoenergia do primeiro estado excitado sao

W () ~ ATpi+2 _mw o
U (r) ~ ATr'"™ exp [ Tl ] : (2.108a)
7
Eu(l) = hw <l + 5) . (2108b)

Em analogia a (2.105) podemos construir o sistema de equagoes

2 2 2
{ R I+D)(I+2) . %mwz,,j _ E} V(r) = 0,(2.109a)

2m dr?  2m r2

R d* P l+2)(1+3) 1 L,
S SN /A /A _E — ((2.109b
[ 573 T 5 2 + g ]W(r) 0(2.109b)
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essas equacoes sao construidas utilizando os operadores AZQTAIQ e AZQAZQT
respetivamente, assim em analogia a construgao de (2.102) e (2.103) temos
que

WO (r) = 3 exp [—ﬂ;—;rﬂ : (2.110a)
By = hw (l + ;) . (2.110D)
das quais em analogia & construcao de (2.108) temos
VO (r) ~ A)r 3 exp [—%rﬂ : (2.111a)
By = hw (z + g) , (2.111b)

com a qual podemos gerar a segunda autofuncao de estado excitado do con-
junto {U(r)}, utilizando (2.107) obtemos

UD () ~ A A exp [~ 2502 (2.112a)
2h
11

na qual A," = At. E possivel mostrar que as relacoes (2.102), (2.103), (2.108)
e (2.112) sao casos particulares das relagoes gerais

Ui (1) ~ AllTAl2T .. .Alnfrl+n+1 exp [—7;—;1"2] ’ (2.113)
E, = hw (2n Tl g) . (2.113b)

De (2.113a) temos que a expressao para as autofungoes radiais nao normali-
zadas é
1~ mw
Ro(r) ~ = [T A, [—— 2} . 2.114
()~ T ep [ (2114)

onde [, A, = A,,TA,,"--- A, T sendo o ordem dos operadores relevante.

Exemplos

Apresentaremos alguns exemplos do calculo de diferentes autofungoes radiais
nao normalizadas

n

1
Ru(r) ~ - I_IAMT?””’”l exp [—T;—;rﬂ , (2.115)
i=1
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onde os operadores Al: sao escritas como

AliTEL i+(l+i)—%r

V2m | dr r h

Escolhendo alguns valores de n e [ para os quais o estado tem a mesma
energia, podemos escrever a seguinte tabela

(0| L Rulr) | Ew |

(2.116)

010 Roo(T’) 3%/2
0|1 Rol(r> 577/0.)/2
110 Rlo(T> 777/(,«]/2
02| Roa(r) | Thw/2
11| Ru(r) | 9w/2
03 R()g(’l“) 9%/2
210 Rgo(r> 11%/2
12 ng(T) 11]}11(4.)/2
0|4 R04(T> 117710)/2

Calculando algumas destas autofungoes temos

Caso n = 0:
De (2.115), vemos que neste caso o produto dos operadores é igual & identi-
dade, logo

Rau(r) ~ ' exp | =) (2.117)
assim, alguns casos particulares sao
Roo(r) ~ exp [—7;—;7“2} , (2.118a)
Ro1(r) ~ rexp [—n;—;drﬂ : (2.118b)
Roz(r) ~ rexp [—T;L—;TQ] : (2.118c)
Roz(r) ~ ¥ exp [—n;—;dr?] : (2.118d)

Caso n = 1:
Neste caso precisa-se aplicar unicamente um dos operadores

1 mw
Ru(r) ~ ;AHTTHQ exp (—%ﬁ) ,

1 A d n [+1 mwr 2 ( mwTQ)
= - | — _ X -
r/2m | dr r h P 2h ’

_2h 3 mw o| mw .
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assim, alguns casos particulares sao

Rlo(T') ~
RH(T) ~
R12<7’) ~

R13<T) ~

Slsgeey

rlexp
2 exp

3 exp

mw

r exp (——7“2) . (2.120a)

2h
(—%H) . (2.120b)

(—%ﬁ) . (2.1200)

(—%rz) . (2.1204)

Todas essas fungoes sao iguais as FR nao-normalizadas que podem ser obtidas
com a equagao (2.84) o qual é o método apresentado nos textos usuais [15].
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Capitulo 3

Caso relativistico

3.1 Introducao

Uma das equagoes com as quais se estudam muitos sistemas da Mecanica
Quantica Relativistica é a equagdo de Dirac (ED) [24]. A ES é uma equa-
¢ao nao-relativistica que, em representacao de coordenadas, pode-se escrever
como

2 2
—Qh—m Z 8?03'2 + V(r,t) — ih% U (r,t) =0, (3.1)
J

a forma dessa equacgao mostra, evidentemente, a sua nao covariancia e,
quando substituindo os operadores desta equacao pelas variaveis dinamicas
correspondentes obtemos a equagao classica E = p?/2m + V(r,t). Em par-
ticular, esse resultado implica que as particulas com momento zero e que nao
estao no interior de um potencial, nao tém energia, este fato mostrando que
a ES nao pode descrever particulas para as quais a sua energia em repouso
moc? é relevante. Uma generalizacao relativistica e covariante da ES tem que
apresentar a mesma ordem nas derivadas para as diferentes coordenadas e,
no caso de momento p e potencial zero, as particulas devem ter uma energia
de repouso myc?. Dessa ultima consideracao, vemos que a nova equacao pre-
cisa de um novo termo que dependa da energia em repouso. A apropriada
extensao relativistica da ES é a ED

[—ihco? V4 moc®f + V(r,t) — zh%} Uy(r,t) =0, (3.2)
onde
. (0 o s (1 0
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e Wy(r,t) é o espinor de Dirac [24]. Dois sistemas relativisticos que podem
ser estudados com a ED sao o Atomo de Hidrogénio Relativistico (AHR) e o
Oscilador de Dirac (OA).

3.2 Atomo de Hidrogénio: V(r) ~ r~!

3.2.1 Introducgao

O estudo do AHNR foi apresentado no segundo capitulo. Importantes efeitos
do AH s6 podem ser discutidos em anélises relativisticas desse sistema, que
podem ser feitas utilizando a ED para o elétron no interior do mesmo po-
tencial de Coulomb gerado pelo nicleo utilizado no segundo capitulo V(r) =
—k/r [25], neste caso a ED (3.2) resulta em

—ificiv - V + moc?f — k_ zh%} U(r,t) =0, (3.4)
T

possiveis simetrias do AHR foram fortemente discutidas [26]. A equagao (3.4)
pode ser resolvida perturbativamente [27] e diretamente utilizando coorde-
nadas esféricas [15], neste ultimo caso definimos o operador

hl%:B[&’-iJrh}, (3.5)
no qual, substituindo o momento angular L = —ih# x V, obtemos

Bk = B [—ihé’ - (7 x V) + K],
— —ihfB6" - (7 x V) + hf, (3.6)

utilizando a propriedade
z&’-(AxB>:(@A)(d-é)—ﬁ.é, (3.7)
podemos escrever

Wi = —hB[(a-7) (& V) — 7 V] + hp,
— —hf(a-7) (G- V) +hBr -V + hp, (3.8)

multiplicando por r -1 /B os dois lados da equagao e utilizando a propriedade
32 = I, obtemos

BBk = —h (@) (@ V) 40t (B VBT (3.9)

35



na qual o operador 7'# = ¢, é o operador vetor unitario na direcao da
coordenada r. Decompondo o operador vetor & em coordenadas esféricas e
fazendo a multiplicacao dos dois lados da equacao pela matriz &,., temos

A
Oy~ »

hTﬁk:—h&f(&-V)Jr%(hf-VJrh), (3.10)

assumindo que & = I, multiplicando toda a equagao por ¢ e olhando a unica
componente nao trivial ao fazer atuar o operador V, é a componente radial,
obtemos por fim

_iha -V = ih gk — (hr 2y h) ,
r T or

& Ar o . a
— i Bk — iha, = —inST 3.11
th— Bk —ih& 5 (3.11)
substituindo esse resultado na ED para o AHR (3.4), resulta

B U B i k0
& Bk — ihedn— — ihelr 4 _E in 2w t) = 12
ihc . Bk — ihcé, e ihc -t mac g . zhat] (r,t) =0, (3.12)

procurando uma solu¢do da forma W(r,t) = 1 (r)¢(t), observa-se que nossa
ED é equivalente as duas equagoes

zh%sf) = E¢(t), com solucao ¢(t) = exp (—%) (3.13)

Ar 57 . N d ~ k . AT
[ihc(x—ﬁk — iR, — + mc®B — — — iher — E] P(r)=0 (3.14)
r dr r r

nas quais F é uma constante de separagao. Explicitamente a equagao (3.14)
resulta em

(2 3)(8) ot (5 ) ()

e (35 (5)

a qual é equivalente as duas equagoes

d k

hc—G +hela - {E + moc® + —} F =0, (3.16a)
dr r r
dF k

hel —helF o {E —moc® + —] G =0, (3.16b)
dr r r
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lembrando que k = €?/4me, podemos escrever as equagoes anteriores como

dG FE 2
& R | e, (3.17a)
dr T he T

dF HF+|:E—m062 a

“la= 1
- +T]G 0, (3.17b)

dr T

onde a = €*/4meghc é a constante de estrutura fina. Vimos que encontrar a
solugao de (3.4) é equivalente a encontrar a solugao do sistema (3.17), esse
sistema pode ser resolvido perturbativamente [27], resolvendo as equagoes
diferenciais utilizando series de potencias [15] ou utilizando o formalismo da
SUSYQM 28], a relagao deste ultimo método e as autofungoes do estado
fundamental é brevemente discutida em [29], propriedades gerais das auto-
fungdes foram estudadas em [30].

3.2.2 Solugao explicita da equacao diferencial radial

Como foi feito no capitulo anterior, aqui solucionamos o sistema de equagoes
radiais (3.17), estudando inicialmente os casos limites das equagoes para
poder determinar a forma das solugoes gerais do sistema

O limite r — 0

Neste caso os termos proporcionais a 7~ em (3.17) crescem rapidamente e,
as equagoes podem se aproximar por

G,
U R AR (3.182)
dr r T
dF.
20 TR o+ 260 =0. (3.18b)
dr r r

Este tipo de sistema de equagoes pode ser resolvido assumindo uma solugao
da forma G, o(r) = ar’ e F,_o(r) = br’, onde a,b,d,v sdo constantes,
substituindo em (3.18), obtemos

Sard™ & kard™t — abr®l = 0, (3.19a)
5b7,5—1 _ /‘ib'f’é‘_l + aa/}ﬂ(s_l = O’ (319b)

onde as igualdades so serao satisfeitas se

a(d + k) —ba =0, (3.20a)
b(0 — k) + aae = 0, (3.20b)
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esse sistema tem solucao se
Det ( d Z " 5__(1& ) =0, é dizer §=+VK?—al (3.21)

A condigao de normalizagao da funcao de onda exige que a integral

/ (F2 0+ Gr o) dr ~ / r®dr, (3.22)

seja finita. Para isso precisa-se que 6 < —1/2, assim, de (3.21) temos a
condicao
1
d=—Vr:—a?< —3 (3.23)

O limite r —

Nesse caso os termos proporcionais ao r~ em (3.17), podem ser desprezados,
assim temos

dG, oo E +myc?

T e P =), (3.24a)
df, ... FE — 2
Ty h?OC Gyosoo = 0, (3.24b)
fazendo as trocas
2cA _ F2
p=26r, €= (3.25)
nas equagoes (3.24), estas ficam da forma
dG,os  E +myc?
C;; - 50 F,yeo =0, (3.26a)
dF, ... FE —myc?
C’l’; i 50 Gproo = 0, (3.26h)

essas equacoes podem ser desacopladas diretamente, obtendo
dQGp_,oo E? — m%c4
5 T 2
dp (2hc€)

szp_wo E? — m%c4

Gpooo =0, (3.27a)

2 et L =0 (3.27D)

nas quais substituindo o & de (3.25) resultam
% _ igﬁm —0, (3.28a)
d2§;j°° — }leW =0, (3.28b)
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essas equacoes tém as solugoes gerais

Gpoo = ae/? + be P2, (3.29a)
Fpioo = ceP!? + de=P/?, (3.29b)

nas quais a, b, ¢ e d sao constantes, no entanto os termos exponenciais posi-
tivos nao sao normalizaveis, portanto nao devem ser considerados. Assim

Gpsoo = be P2, (3.30a)
F, oo = de "%, (3.30b)
o que diz que para grandes distancias as func¢oes GG e E decrescem exponen-

cialmente.

Autofungoes radiais

Substituindo em (3.17) as trocas (3.25) obtemos

dG Kk E+my® «
—+-G—-|———+—|F=0 3.31
dp ~ p { ohee pl ’ (3:31a)
dFf  k E—my® «

— ——F e =0. 3.31b
dpp " { 2hcg " p} G=0 ( )

Para procurar a solugao geral deste sistema de equacoes, suponhamos que
as fungoes G e F' podem ser escritas como a soma e a subtracao de duas
outras funcoes ainda desconhecidas, ou seja G = ¢ + w2 € F' = 1 — pa.
No entanto, nas subsegoes anteriores estudou-se o comportamento dessas
funcoes para pequenas e grandes distancias, primeiramente vamos incluir
o comportamento para grandes distancias fazendo que a ¢ = e /% e
0o = e P?ny, assim G = e P2 (n +my) e F =e?/2(n —1ny). As relagoes

moc® + E 2_m002+E’ moc® — E 2_m002—E
hc€ hcé  me® + FE

(3.32)

 me? — E
fazem que seja conveniente escrever as fungdes G e F' como

G = /moc® + Ee™"/? (p1 + ba), (3.33a)
F=+/myc® — Ee™*? (¢) — o) . (3.33Db)

Substituindo (3.33) em (3.31), obtemos o sistema

et P (01— 2) =0

(3.34)

ko1 dpy  dos {E + mgc? N Oé:| moc® — E
2

g g mesT B
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e

k1 doy dgbg E—my® « moc® + E
g e [P ] e o0 =0

(3.35)

subtraindo e adicionando as equagoes anteriores, obtemos

dp1 o [(moc® — FE a (mec® + E B
_¢2_¢1+2d_p_; (h—cf) (1 — ¢2)+; (h—cf) (P + ¢2) =0

e

2 2
—¢1—¢2 dq: 2 <M) (1 — ¢2)—% <M) (o1 +¢2) =0

p hcé hc&
(3.37)
é dizer
do, aF K amyc?
o (o 22 Z = .
dp ( hC&O) ot (p " hep ) 72 =0 (3.38)
dpo  alb Kk amgc? B
dp heep” (p  help ) v2=0 (3.:380)

Na obtencao das equagoes (3.33) apenas foram utilizadas as funcoes G, . €
F, o que dao o comportamento das G e F' para grandes distancias, porém
as fungoes G, ¢ F,,0 que dao o comportamento das mesmas fungoes para
pequenas distancias, ainda nao foram utilizadas. Incluindo essas ultimas
fungoes, vamos assumir que em (3.38)

or=p") st =" bt (3.39)
k=0 k=0

assim temos

aFE 2
(k? + (5) — Qp—1 + h_fak + (li + Oé’];nc()fc ) bk = 0, (340&)

E 2
by (k + ) — h—gbk + ( - O‘;_L”CO; ) by = 0, (3.40b)

de (3.40b
! ) amoc?®/hicé — k

= A1
g k—i—é—ozE/hc{ak’ (3:41)
substituindo em (3.40a)
ok amoc®\ amgc?®/hcE — k
= kE4+0+— 42
@1 “’“{ * +hc§+(ﬂ het >k+(5—aE/hc§ o (342)
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multiplicando essa expressao por k + § — aF/hc

aE\ ) aE\? ame®\®
(k+5_h_§)_ak (k+9) _(h_cf) +( hee ) —/{]

= a; [k(k +20) — (a)? — (%)2 " (a21202>2] |

(3.43)
desprezando os termos de ordem superior ao primeiro em «, temos
k+0—aF/hct
= _ 44
BT T Rk 20) (844
dessa e (3.41)
kE—1+6—aFE/h
by = +0 — aB/hcg (3.45)

by
k(k + 20) b
substituindo em (3.39)

k+5—aEhc§

(1+06— aE/hcf) 24+ —aFE/he)...(k+d— aF/hct)
_paoz KU1+ 20)(2 + 20) ... (k + 20) 4

= aopp 1F1(1+5—aE/hc§,1+25;p) (3.46)

—14+0—aF/hc
¢2—PSZ k—|—25)/ gbk—mk

—aE/hc§) (1 +6 — aE/hct)--- (k =1+ — aB/hcg)
= p°bo Z N1+ 26)(2 +26) ... (k + 20)

= bop° 1F1( —aFE/hcg, 1+ 20;p), (3.47)

essa ultima pode-se escrever em fungao do ag com a ajuda da relagao (3.41)
Py = agp’ (amoc® | hcE—k) [ (6—aE [hc€) 1Fy (0 — aE /hc€, 1+ 26;p) . (3.48)

Para que as fungoes 1 F) de (3.46), (3.47) e (3.48) sejam normalizaveis tem
que se cumprir |ver apéndice]

n' = aF/hc€ — 0, n=0,1,2,---, (3.49)
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assim, substituindo (3.46) e (3.47) em (3.33) temos que as FRR sao

G = C’p(se_p/2
X [ 1F1 (14,1428 p) + (amoc®/hcé — K)/n 1 F1 (n, 1+ 285 p)]  (3.50)

F =Cpler?
x [ 1Py (1+n,1428;p) — (amoc?/he§ — &) /n 1 Fy (n, 1+ 265 p)]  (3.51)

onde C' = agv/moc® + E.

Autoenergias

Com a expressao (3.49) podemos definir o ntimero quéantico principal
n=aFE/hc€—0+|k| = ZaFE/hc€ —d+75+1/2, n=0,1,2,---, (3.52)

ou seja

ZoFE
n:L—(S-i-j-i-l/Q, n=20,1,2--- (3.53)

vmict — E?

logo, os valores proprios de energia E,, sao

~1/2
A 2
B =me® {1+ (Za) G
. . 2
i d [ ) - )]
n=01,2--:  j=1/2,3/2,5/2,--. (3.54)

Na teoria de Dirac o elétron do AHR tem um espectro de energias diferente
do encontrado no caso do AHNR [15].
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3.2.3 Solugao via SUSYQM

Na introdugao dessa segao apresentou-se a solugao da ED para o AHR. O
estudo foi focado na solucao das equagoes radiais, feito na subsegao 3.2.2
resolvendo diretamente as equacoes diferenciais pelo método de substituicao
em série de poténcias. Em particular mostrou-se que as autoenergias de-
pendem apenas da coordenada radial. Nesta subsecao equagcoes diferenciais
radiais (3.17)

dG, k E+moc® «
R | B ol p .
2+ 26, { T T} =0, (3.55a)
dF, & E—my® «
— —F, —+ —| G, =0, 3.55b
dr * [ he + r} ( )

serao resolvidas utilizando as técnicas proprias da SUSYQM [28|. Nas equa-
¢Oes anteriores é possivel fazer um reagrupamento de termos

dG, 1 E 4+ myc? B
O L inti, —ap) - [—hc } Fo=0,  (3.36)
dF, 1 E —myc? _
dr — ; [1"@17H — O./GH] + [T] GN = 0. (356b)

Em principio esse reagrupamento so é possivel pelo fato de que o potencial é
o potencial de Coulomb.

Equacao diferencial matricial

A importancia do reagrupamento anterior radica no fato que assim é possivel
escrever as equacoes como uma s6 equacao diferencial matricial

(5 ) (s =)
- ( [moc? —OE] Jhic [mOCﬁ)E} fhe )] ( i: ) =0, (3.57)

na qual o simbolo ’ significa derivagao da funcao com respeito a coordenada
radial. Nem todas as matrizes da equagao (3.57) sao diagonais. Esse fato
indica que as equagbes (3.56) nao podem se desacoplar diretamente. Com
o fim de gerar um sistema desacoplado de combinagoes lineares das fungoes
Gy e F,, pode-se calcular a matriz diagonalizante D da matriz nao-diagonal.
Em verdade, para nosso caso, o importante é a matriz D~!. Essa matriz é

Dl = ( stho o ) (3.58)

- S+K
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onde s = y/k? — 2. Multiplicando a equagao (3.57) pela esquerda com essa
matriz, obtemos

d [ (s+ k)G, —aFy s ( (s+k)G, —aF,
%((s+/€)F,§—aG,@ ) +;(aGH—(s+/{)Fk)

_ 1 mec?[(s +K) Fi — aGy] + E|(s + k) Fe + oG]

ke < moc? [(s + k) Gx — aF,] — E[(s + k) Gy + aF] >’ (3.59)

que sugere escolher G, (p) = (s + k) G, — aF, ¢ Fu(p) = (s + k) F, — aGy
como possiveis fungoes para separar o sistema. Embora, a tultima matriz
nao apresenta unicamente estas duas fungoes, o sistema AG,(p) + BF.(p) =
(s + k) F. + aG, e CG.(p) + DF.(p) = (s + k) G + aF,;, tem solucdo para
A=D=a/se B=C = k/s, logo (3.59) pode-se escrever como

F(5) (%) - G Elrog L erma )
(3.60)

da qual fazendo a troca p = Er pode-se escrever como as duas equagoes

(F+2- ) ot - (M +5) R on

d s o 1 moc® K
(~i5+ 2 ) 7o = (= - ) 0. o)

que embora ainda acopladas, se podem desacoplar, utilizando os métodos da

SUSYQM.

Definicao dos operadores de escada

Os operadores diferenciais que fazem parte das equagoes de autovalores (3.61)

sao adjuntos
d s ~y f d s v
— -] =+ -—-— .62
(dp+p ﬁCS) ( i p hCS)’ (462

para esses operadores podemos procurar fungoes R*(p) e R™(p) que cumpram

d s y
—4+-——|)R"=0 3.63
(dp T hCS) ’ (3632)
d s v
——4+-—— R =0. 3.63b
( dp " p hCS) ( )
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As solucoes gerais dessas equagoes sao

R*(p) = Cip~“exp (%@ , (3.64a)
R (p) = Cop” exp (—1p) (3.64b)

onde C e Cy sdo constantes arbitrarias. As fungoes da forma (3.64a) nao
podem se normalizar e, no caso das fungoes da forma (3.64b) temos

/OOO [R=(p)] " dp = C3 (Z—f)QSH T(2s+1). (3.65)

Desses resultados podemos concluir que unicamente (3.63b) oferece a possi-
bilidade de encontrar uma autofuncao normalizavel que possa ser destruida
pela aplicacao de um operador. Definimos os operadores

d s v
d s y

Veremos que esses operadores sao importantes para mostrar que o sistema

segue a algebra da SUSYQM.

Desacople das equagoes

Com a definigao dos operadores de escada, pode-se escrever as equagoes (3.61)
como

A'G,(p) = % (mg + g) Fi(p), (3.67a)
AF(p)= (mE _ —) G.(p). (3.67h)

multiplicando a primeira dessas equacdes por A e a segunda por A’ temos

1 2
AAIG(p) = 1 (mg + f) AF.(p), (3.68a)
1 2
ATAF(p) = =+ (mg; - g) ATG, (p). (3.68b)
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de (3.67) e (3.68) obtemos as duas equagoes desacopladas

At4z4p>=zggg[(5)2—-(ﬁ%f)2 Fdol (36%)
Afﬂgﬂo»:=(hiy [(5)2—-(”§§2)2 Gulp),  (3.60D)
que sao duas equacoes de valores proprios.
Identificagcao de SUSYQM no sistema
Com os operadores
At = d% + % - % (3.704)
= —dip % . % (3.70b)

podemos construir os operadores de carga e o superhamiltoniano

ATA 0

do qual os os hamiltonianos componentes sao

> 2a s(s—1) a2

ATA= —— - — 4+ 25 ([ — 72
dp?*  hep + p? + <h03> ’ (3:722)
> 2a  s(s+1) a2

AAT = -2 =& — ) . 72
dp*> p + p? + (hcs) (3.72b)

logo o sistema de equagoes radiais pode ser estudado com o formalismo da

SUSYQM.

Autofungao e autoenergia do estado fundamental

A funcao de onda do estado fundamental ]:,io) (p) tem de satisfazer AF, ,50) (p) =
0, que é justamente a propriedade satisfeita pelas fungoes do tipo (3.64b),
logo, de (3.65) temos

«

FOp) = " exp | —=—p| . (3.73)
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substituindo essa fun¢ao em (3.69a) obtemos que o valor da energia neste
estado Eé_[-)k) é
2 4.2
02  myc's

Utilizando a propriedade x? = s + o podemos escrever (3.69) como
>  2a  s(s—1) moc 2
L 1| Fp) =0, (3.75
{ 2 hep T P2 +<hE) 1F(”) (3.752)
?  2a  s(s+1) (moc
2 hE

2

i, ) 1} Gulp) =0, (3.75b)
em que a unica diferenca entre os operadores diferenciais nessas duas equa-
¢oes é o terceiro termo. A segunda equacao pode ser obtida a partir da
substituicao s — s 4+ 1. Similarmente ao segundo capitulo, tem de existir
um hamiltoniano H; = A‘;Al, que de uma forma completamente analoga a
(3.69a) satisfaca a equacdo H G, = FEG,, assim, analogamente a (3.73) e
(3.74), temos que a funcdo do estado fundamental e a sua correspondente
autoenergia no caso de G, sao

GO(p) = pexp {—ﬁp} , (3.764)
O _ _mocls+1) 3.76b
2+ (s 1)V (3.76b)

Com as autofuncoes e as autoenergias desses estados fundamentais, é possivel
obter as autofungoes e as autoenergias dos estados excitados.

Autofungoes e autoenergias dos estados excitados

As formulas gerais das autofungoes (ndo normalizadas) e as autoenergias dos
estados excitados apresentados na Introducao nesse caso sao

FiD(p) ~ ATGH (p), (3.77a)
G (p) ~ AFI D (p), (3.77b)
EWY = B (3.77¢)
De (3.76)e (3.77) temos
(D ( ) = At 5+1 o«
Fe'(p) p exp[ hels +1)p}, (3.78a)
2

1
B — _mocls )1/2, (3.78b)

T [+ (s+1)?
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De (3.75) e da discussao anterior temos que com os operadores A, AI pode-

mos construir as duas equagoes

em analogia as equagoes (3.76)
0)( ) — ,5+2 >
T (p) = p*~exp { hels T z)p} ,
(0) mocz(s + 2)
Eﬁ —
[a? + (s +2)?]

1/27

e, em analogia a (3.78)

(D ( ) = Af ps+2 L«
gli (p) lp eXp|: hc(s+2)p:| )

1 m002<3 + 2)
I a2+ (s +2)2 Y

dessas relagoes e das (3.77), podemos escrever
FO(p) = ALy 2 exp |~ —pl
" he(s +2)
E(Q) . mOCQ(S -+ 2)
Fe =
[0 + (5 +2)?]

1/2°

(3.79a)

(3.79D)

(3.80a)

(3.80D)

(3.81a)

(3.81b)

(3.82a)

(3.82b)

nas quais A;r] = A'. Pode-se mostrar que (3.78) e (3.82) sdo casos particulares

das expressoes gerais

n—1
(8%
F(p) =[] Alo**" exp {——p] 7

i hic(s +n)
m)  moc®(s+mn)
T a2t s+ )2
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Com as funcgoes Fim podemos obter as fungoes radiais originais 28], utili-
zando as defini¢coes de F e G,

Gl (s + )G + aF
EY | 2s(s+r) | (s+m)FY +agl” |

1 [ (54 K)(K/5 — Mo/ E) " AgFS 4+ aFW
25(s + m)he | (s + 8)FM + alk)s — moc2/E) T AgF™ |

B 1 [ s+r o« (ks — moc?/E) " AgF"
N 2s(s+ Kk)he | « s+ kK ]:,gn) )
(3.84)
e as autoenergias sao
2 2 2\1/2
E,gn) _ mopC [n + ("{ —Q ) / ] (3.85)

a2 + [n+ (k% — 042)1/2]2]1/2’

similarmente ao primeiro capitulo, o simbolo (n) indica o estado.
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3.3 Oscilador de Dirac: V(r) ~ ra B

3.3.1 Introducao

A equacdo de Dirac livre pode ser escrita como [—ihica-V+mgc? 3—ih(0/0t)| ¥ =
0, o momento ¢é apresentado linearmente. Entre a grande possibilidade de
possiveis potenciais externos podemos incluir um potencial que depende li-
nearmente da coordenada radial, no entanto, existe uma quantidade infinita
de possiveis potenciais com essa carateristica. Em particular, pode-se con-
siderar o potencial V(7) = —icmowrda - 8, como o resultado da substituicdo
nao minimal p — p — imowfr’B , onde w é uma constante. Veremos que essa
constante é uma frequéncia de oscilacao. Com a introducao desse potencial,
a equacao de Dirac correspondente é
ih% = [—icd : (ﬁV + m0w7'3> + mOCQB] U(r,t). (3.86)

Esta equacao foi primeiramente apresentada por It6 et. al. desenvolvendo
estudos de cromodinamica quantica do estudo de modelos de confinamento
quark em mesons e baryons [33|, revisado por Cook [34] e anos mais tarde
redescuberto independentemente por M. Moshinsky et al. [35]. O sistema
descrito pela equagao (3.86) ¢ conhecido como oscilador de Dirac (OD). As
autofung¢oes do OD em trés dimensoes formam um conjunto completo [36],
autofungoes e autoenergias do OD podem ser calculadas solucionando di-
retamente sua equacgao diferencial [35] e tambem utilizando os métodos da
SUSYQM [37]. Propiedade algebraicas do OD sao demostradas em [38]. A
relacao do OD com alguns problemas de quebra de supersymetria podem ser
encontrados em [39]. O OD foi utilizado em diferentes estudos e aplicagoes,
em particular, se estudé o comportamento do OD no interior de um campo
magnetico [40] e algumas propriedades estadisticas, fazendo a comparagao
com o oscilador harmonico [41], recentemente foi aplicado em optica quan-
tica [42] e no modelamente de propriedades dos mésons utilizando sistemas
particula-antiparticula [43], uma realia¢do fotonica do OD foi proposta em
[44].

Assumindo que a fungdo de onda mencionada é da forma V(r,t) =
(r)o(t), podemos escrever a equagao (3.86) como

it () 90D _ ines(t)a - Vib(r) — imuwep(r)$() - T + mp(r)o(0)5

dt
(3.87)
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a qual vemos que é equivalente as duas equagoes

zh%it) = E¢(t), com solucao o(t) = exp <—%) (3.88a)
—ifici - V(1) — imwe (r)a - 78+ mc(r)§ = Eg(r), (3.88D)

onde E é uma constante numérica com dimensoes de energia. A equacgao
(3.88b) pode ser escrita, explicitamente como

(e 57 (20
_<imw(c)(7~r mega.r)(é BI)(%E:D
e (4)(20)-#(4 1) (2) o9

fazendo algumas simplificacoes, temos

0 —iheo - V 4 imwes - r Y1 (r)
—ihco -V —imwed - r 0 Po(r)
[ E—mc 0 i (r)
N ( 0 E +mc? ) < 1/1;(1") ) » (3.90)

essa equacao é equivalente as duas equagoes acopladas

6 - (—ihV +imwr) Ya(r) = (E — mc®) ¢ (r), (3.91a)
6 - (—ihV — imwr) (1) = (E 4+ mc®) is(r), (3.91b)

que podem ser desacopladas diretamente. Multiplicando a primeira por
(E + mc?), obtemos

c6 - (—ihV +imwr) (E 4+ mc®) a(r) = (B> — m*c*) ¢ (r). (3.92)

Em funcio da equagao (3.91b), podemos substituir o termo (E + mc?) 1 (7)
pelo termo - ¢6 - (iAV + imw?r) ¢y (r), assim obtemos uma equagao desaco-
plada para ()

6+ (—ihV + imwr) 6 - (—ihV — imwr) Y1 (1) = (E* — m*c*) ¢1(r). (3.93)

De uma maneira totalmente similar, podemos obter a equagao correspondente
& componente ¥ (r). Multiplicando (3.91b) por (E — mc?), obtemos

c6 - (—ihV — imwr) (E — me®) Y1 (r) = (B> — m*c*) ¢o(r), (3.94)
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em fungao da equacao (3.91a), podemos substituir o termo (E — mc?) ¢ (r)
pelo termo c6 - (—ihV + imw?r) ¢y(r), assim obtemos uma equagao desaco-

plada para 1y(7)
6+ (—ihV — imwr) 6 - (—ihV + imwr) Yo(r) = (E* — m*c*) ¢ha(r). (3.95)

Com a funcao (3.88a) e as fungoes solugao das equagoes (3.93) e (3.95),
podemos obter a funcao de onda total do OD.
E usual fatorar as componentes espaciais do espinor [15] como

( Z;Eg ) - ( j?&?)%%%ﬁ% ) : (3.96)

logo, temos
Y Uy (r)
—zha-V(wz(r))
(16 V) (/) + Bg(r)6 - Vi (/1)
‘<—m&~[v?"<r>1 ) b >awﬂfm<r/r>> (3.97)
¢é dizer
- Yi(r)
—zho-V(wz(r))
(o Dy /) = 90) (2 226 By ()
D (5.7 0, (r/r)—Zf()<% 1025) Q1)

(3.98)
na qual L é o operador de momento angular, assim

+1

Qjim (r/7)

jim (1/7)
(3.99)

i) —chdil” jom (/1) — chg(r)"

N ien D o i)

além disso, utilizando a relagao (3.96), temos

mesor(50) = (restiiodeiny ) 0w

<
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substituindo (3.99) e (3.100) em (3.93) e (3.95), obtemos

(_Cﬁali —ent - mocw) gx(r) = = [E +moc’] fulr),
r r

-1
(—ichd% +ich™ + imgcwr) fo(r) = [E — moc®] iga(r). (3.101)

Essas equagoes mostram que as energias proprias do OD dependem apenas
da coordenada radial. Fazendo as trocas G, = rg. e F, = rf,, temos

(chdi + chE + mocwr) Gi(r) = [E + moc®] Fi(r),
r r
d k 2
_Chdr + Ch?“ + mocwr | Fy(r) = [E — moc®] Gi(r), (3.102)
conjunto de equagoes que formam a parte radial do OD.

Desacople de equacoes

Nesta subsec¢ao estamos interessados na interpretagao das equagoes (3.93) e
(3.95), as quais s@o as equagoes diferenciais para cada uma das componentes
do espinor da equagao diferencial do OD. A equagao (3.93) pode ser escrita
como

(E? —m*ct) i(r) = ¢ O’ZO'j[ R’V V; — hmw (V,1;)
— hmwr; Vi + hmwr; V; + mzwzrirj] P1(r) (3.103)
e aplicando a propriedade das matrizes de Pauli 0,0, = &-j +i€;j,0) obtemos
(E? —mPch) i (r) = [—h2v2 + m*w?r? — 3hmw
— Zh Eijkviv]'a'k — ihmwsijk (Vz-rj) @'k
—+ ihmwsijk (r,-Vj — iji) &k + imegeijkrirj@ 77[)1(1"), (3104)

em que dois termos foram cancelados por serem iguais e de sinais opostos.
Utilizando as relagoes €;;1,V;V,; = 0, €;;sVir; = 0 e g;5,1;7; = 0, e observando
que th‘:z‘jk (TiVj — eri) = QZhﬁijk’f‘iVj = _25ijk7aipj = —2(’)” X p)k: = —2Lk
onde L é o momento angular da particula, obtemos

=RV +mPw’r? = 3hmw—2mwL-6 |y (r) = (E* — m*c*) ¢4 (r), (3.105)
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na qual pode-se escrever a fun¢ao da matriz spin S = hd /2, assim, finalmente
temos a seguinte equagao para a primeira componente do espinor

> | =h*V? + mPw?r? — 3himw — 4m(w/h)L - g} Yi(r) = (E* —m?c*) ¢ (7).

(3.106)

E importante destacar que essa equacdo é totalmente equivalente a equacao

(3.93). De uma maneira totalmente similar, o mesmo procedimento aplicado

na equagao (3.95) leva a seguinte equac@o para a segunda componente do
espinor

c? [—h2V2 + m2w?r? + 3hmw + 4m(w/h)L - 5”} Yo(r) = (B> — m>c*) ho(r).

(3.107)
As equagoes (3.106) e (3.107) juntamente com (3.88a) sao suficientes para a
determinagao do espinor da equagao (3.86) para o OD.

O limite de baixa energia das equagoes das componentes da funcao

de onda

A fim de estabelecer o sistema nao-relativistico equivalente ao OD temos
de calcular o limite de baixas energias das equagoes (3.106) e (3.107). Para
toda particula massiva, a magnitude do momento linear p satisfaz a condigao
p < mgpc e considerando, termos até segunda ordem em p/mec, temos que a
energia £ = y/mic* + p2c2 = moc®+/1 + (p/moc)? da particula, pode ser
escrita como E & moc®[1 + (p/moc)?/2] = moc® + p*/2my = moc® + ¢,
onde a energia cinética da particula ¢ = p?/2mg tem um pequeno valor em
comparagao a energia propria. Substituindo essa aproximagao em (3.106) e
(3.107), desconsiderando o termo proporcional ao €2 e dividindo por 2mc?,
obtemos
{ h? 1 3

2w -
—%VZ + §mw2r2 — 57%} — fL . S:| 1/)1(7’) = 61#1(7‘),(3.108&)

h? 9 1 9 o 3

Essas equacgoes incluem termos proporcionais a A, termos esses de natureza
quéantica e cujo significado fisico sera discutido mais adiante. Por enquanto,
se a magnitude de L cumpre L > h, os termos ~ hw podem ser descartados
e os termos ~ L terao magnitudes muito grandes. Nesse caso as equagoes
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ficam

h? 1 2 A
[—%VQ + §mw2r2 — %}L . S} Pi(r) =er(r), (3.109a)

R, 1 ., 2w o4
{—%V + §mw re 4+ ?L . S:| 77[)2(7') = €¢2(T)7 (3109b)

e cada uma delas corresponde a um oscilador harmoénico simples com um
acoplamento spin-orbita, este resultado que no limite nao-relativistico deu
origem ao nome de oscilador de Dirac [35]. Em comparagao, as duas equagoes
descrevem osciladores harmonicos simples de mesma massa e frequéncia, os
valores de spin se diferenciam apenas pelo sinal e, as autoenergias dos dois
osciladores sao as mesmas.

Condigao de normalizagao
Obtivemos as equacoes acopladas

(E = moc®) ¢1(r) = (—iché - V + imgcwd - 7) 1s(r), (3.110a)
(B + moc®) ¥a(r) = (—iché - V — imgcwd - 7)1 (), (3.110Db)

com as quais é possivel calcular as duas componentes espaciais do espinor

U(r,t) = ( i;g;g )eXp (—%) , (3.111)

que ¢ a solugao da equagao do OD (3.86). Das equagoes (3.110), temos

(E — moc?) / [y (7)) 2dr = /w;(r) (—iché -V + imocwd - 1) Po(r)dr,
(3.112)

(E + moc2) / o () |Pdr = /lp;(r) (—icho -V — imocwa - )y (r)dr,
(3.113)

em que os lados direitos sao iguais, logo

(E — mOCQ) / |1/J1(’I")|2d7‘ = (E + mOCQ) / |¢2(7’)|2dr, (3114)

além desta propriedade, a condigao de normalizagao do espinor (3.111) exige
que

/ [ (r) P + / () P = 1, (3.115)
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com essas duas propriedades, temos

/|¢1(?°)|2dr = % (1 + mf) , (3.116a)
/|¢z(7“)|2d1° = % (1 - mgQ) : (3.116b)

condigoes essas de normalizacao para cada uma das componentes espaciais
do espinor do OD.

3.3.2 Solucgao via SUSYQM

As equagbes radiais no caso do OD (3.102) podem ser resolvidas diretamente
tomando os casos limites das mesmas e depois propor uma solugao em séries
de poténcia. Esse método de solugao foi discutido nas ultimas trés secoes, e
no caso no OD apresentaremos diretamente a solucao utilizando o formalismo

da SUSYQM.

Determinacao dos operadores de escada

Os operadores diferenciais nas equagoes diferenciais acopladas (3.102), satis-
fazem a relacao

d K f d K
ch— + ch— + mocwr | = | —ch— + ch— + mocwr | , (3.117)
dr r dr r

que é uma das carateristicas dos operadores de criagao e aniquilagao. Pro-
curando a forma geral de fungoes RT(r) e R~ (r) pela qual a agdo desses
operadores aniquila a func¢ao temos

d K
(—ch% + ch; + mocwr) R*(r) =0, (3.118)
d K
(cha + ch; + mocwr) R (r)=0,. (3.119)
essas equacoes tenham as solugoes
Ry(r) = Cyrfexp (%72) , (3.120)
Ry(r) = Cor " exp (—%rz) , (3.121)

nas quais C; e (5 sao constantes. Dos dois possiveis tipos de solugoes, a
primeira tem de ser descartada, pelo fato que Ry(r) = r* exp (mwr?/2h) nao
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pode ser normalizada contudo, as fungoes do tipo Ro(r) = r~* exp (—mwr?/2h)
sao normalizaveis. Em correspondéncia ao qual, temos que os operadores po-
dem ser definidos como operadores de criacdao Af e de aniquilacao A, logo

Al = —chi +ent mocwr, (3.122a)
dr r
d K
A = ch— + ch— + mpcwr, (3.122b)
dr r

e a funcao de onda do estado base ¢ do tipo Ry(r).

Desacoplamento das equacgoes

Com a definicao dos operadores de escada, podemos escrever novamente as
equagoes (3.102) como

ATF(r) = [E —moc?] Gi(r), (3.123a)

AG,(r) = [E + moc?| Fi(r), (3.123b)

multiplicando a primeira dessas equacoes por A e a segunda por Af, temos
AATE,(r) = [E — moc®] AGy(r), (3.124a)

AVAGK(r) = [E + moc®] ATF(r). (3.124b)

A partir da equagao (3.123b) podemos substituir o termo AG,(r) por

[E + moc?] F(r) na primeira equagao de (3.124), similarmente, de (3.123a)
podemos substituir o termo ATFy(r) por [E — moc?] G.(r) na segunda equa-
¢ao de (3.124), assim obtemos as equagoes desacopladas

ATAG,(r) = [E* — mc'] Gu(r), (3.125a)
AATF,(r) = [E* — mic'] Fu(r), (3.125b)

que sao duas equagoes de valores proprios.

Identificacao de SUSYQM no sistema

Com os operadores (3.122) podemos fazer a construgao dos operadores de
carga e do superhamiltoniano no qual

> 2mwr  mwr\?  k(k+1) mw
_ 272
ATA = 2h {—th ; ( > ) t=—a - h] (3.126)
e
> 2mwk mwr\?2  k(k—1) mw
_ 22
AAT = 2h {—ﬁJr : ( - ) S+ h} (3.127)
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assim, o superhamiltoniano (3.71) pode se escrever como [37]

H = {_j_;Jr <§+m;;r)2+ (%—%) o—g]. (3.128)

Autofungao e autoenergia do estado fundamental

A funcao de onda do estado fundamental F, 0 (r) tem que satisfazer a condic¢ao
AFY (r) = 0, mostrou se que esta é uma das propriedades cumpridas pelas

fungdes (3.121), logo, a fun¢do ndo normalizada é

FO(r) = r " exp (—%ﬁ) , (3.129)

Com a substitui¢ao dessa fungao na equacao (3.125a) temos que a energia do
estado fundamental é

EY = moc®. (3.130)
Utilizando os operadores (3.126) e (3.127) para escrever explicitamente as
expressoes (3.125), obtemos

d? mwr\?2  k(k+1) mw E? moc 2
202 | S D O I (A
Ch[dr2+<h>+ 2 T el 02h2+<h>}F”(T)’
(3.131)

d? mwr\2  k(k—1)  mw E? MoC\ 2
2,2 | 47 b7 moC
Ch{ ()t ) 02h2+<h>}G”<r)’
(3.132)

2

d 2
At A = _02h2W + <ch; + mcwr) + (027127% — thmw> (3.133)

Autofungoes e autoenergias dos estados excitados

As equagoes (3.125), onde o hamiltoniano é (3.128), se podem escrever como

(&) -0
(3.134)

2 (k4 mowr?/h)’ N (k — mowr?/h) E? — m3ct

dr? 72 72 c2h?

o qual tem como solucao geral as fungoes

E? —mic* 1 11 1 mow
G.=C “12)7 - 0 _ - - = - 2

E? —m2ct 1 11 I mow

+ OQGKT_I/QUW (



E?2 —m2t 1 11 1 mow
Fo =0, My | 2 — oK — = ok — o
E? —m2c 1 11 1 mow
Co 2 0 W ook - 2 (3136
TG 0w Gaan 2% T 1 xR ) B0

nas quais C1g, , Coa,, Cir, € Cir, sao constantes e My (a, 8,7) e Uw (a, 8,7)
sao as fungoes de Whittaker [12|. Precisa-se que as fungoes G (r) e F(r)
no caso de r — oo permanecam limitadas, porém os termos proporcionais a
Uw(a, 8,7) nao satisfazem tais condigoes, assim, as respectivas constantes
devem ser anuladas, logo

K/2+3/4
G.(r) = Ciqa, (m;w> 1 exp (—2—;#)
1 E? — mict 3 mow ,
XMW (§+I{—W7li+§, 7 r (3137)
e
K [241/4
F.(r)= Cir, (m;;w) r exp (—n;—;dr2>

1 E? —m2ct 1 mow
X My | =+ K — —=2 k' + = 2). (3.138
W<2+K 4m002wh’ﬁ+2’ h r) ( )
Fazendo a definicao do niimero radial principal n como
B2 — mict 1
= —K— = 3.139
"= Amoccwh Ty ( )

vemos que os possiveis valores de energia sao

dwh 1\
EE = +myc? [1 e (n + K+ 5)1 . (3.140)

moc?

Nas fungoes de onda ainda nao-normalizadas (3.137) e (3.138) podemos uti-
lizar a relagao [12]

nlm!
logo
B nl(l+1/2)! mowy V4 [ rmowy /2 15 Mow 5
Gl_cl@l(n+z+1/2)!( n ) ( h ) " exp<_ 2hr)

x [LH1/2 (%ﬂ) (3.142)
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(" 4+ 1/2)! rmow\ V4 [ fmowy 1/2 v mow o
Fll:CIFl’(n’+l’+1/2)!< I ) ( I ) " exp(_ QHT)

x LV (%ﬂ) . (3.143)

n

Nestas expressoes as constantes de normalizacao Ciqg, e C4 F, ainda nao sao
conhecidas. Calculando estas constantes, a parte espacial do espinor

(DY LG Y

serd determinada. Fazendo a troca z = mowr?/h em (3.142) e (3.143), a
condigao de normalizagao (3.116) ¢

Cla, [(n!(l +1/2) !r ( i )1/2 /OOO dx "2 exp (—x) [LLF/? (m)]2

n+1+1/2) mow
E,. + moc?
= ——— 3.145
(P ) )

" Ik /2 poo , , 2
Cip, {(n'(l +1/2>J < h ) /0 dr 2" % exp (—x) [Lﬁfm(x)}

n+1U+1/2) mow
. <E7m — m002

. ) (3.146)

nas quais [12]

/000 dx 2"/2 exp (—z) [LEF1? (acﬂ2 = M, (3.147)

n!

assim

mow\ /4 | (n ! e - moc? 1/2
.= ()" s ()] s

(MW VAT 4+ 1 4+ 1/2)! ( Eny — moc? 1/2
Cir, _< A ) [n’![(l’—l—l/Q)!]? E.. ,(3.148Db)

substituindo essas constantes em (3.142) e (3.143), obtemos as fung¢oes G (r)
(S Fk(T)

[ mown! (B + moc?) 1/2 mow\ 1/2 bl MW 5
Gu(r) = [h(n+z+1/2)!Em ( h ) " eXp<_ oh T)

x [LH1/2 (%ﬂ) (3.149)
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hn' + '+ 1/2)1E,, h oh
I'+1/2 (TMoW o
w IV (—h r ) (3.150)

n

1/2 v
Fo(r) = {mown’! (Epk — mOCQ)} / {(mmu)lﬂ r] 1 exp (_mow 2)

finalmente, temos que o espinor do OD é

n

vy = L] RO T I2E, h 7
’ r mown'! (Epx — moc?) 1/2 <m0w>1/2 . e [ <m0wr2>
h(n' +1 +1/2)\E,, h " h

It
X exp (—”;‘;iwﬂ - %) . (3.151)

[mown! (B + moc2)} 1/2 {(mow)lﬂ b+l [/ <m0w 2)
r —r
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Capitulo 4

Conclusao

Neste trabalho foi apresentado o estudo do Atomo de Hidrogénio e do Osci-
lador Harmoénico Tridimensional nos niveis nao-relativisticos e relativisticos,
utilizando o formalismo da Mecanica Quantica Supersimétrica (SUSYQM).

Inicialmente, no capitulo 1, introduzimos os fundamentos da SUSYQM.
No capitulo 2, realizamos o estudo nao relativistico do Atomo de Hidrogénio
e do Oscilador Harmonico Tridimensional, cujas expressoes gerais para as
autoenergias e as autofuncoes destes dois sistemas foram calculadas, sendo
necessaria a construgao de operadores de escada com os quais o hamiltoniano
de cada um destes sistemas pode ser fatorado como o produto de dois opera-
dores que seguem a algebra da SUSYQM. Apresentamos diversos exemplos
que ilustram a igualdade das autofungoes encontradas pelo método conven-
cional e utilizando o formalismo da SUSYQM . Finalmente, no capitulo 3,
realizamos o estudo relativistico dos mesmos dois sistemas, a parte radial da
ED para o Atomo de Hidrogénio Relativistico e do Oscilador de Dirac (a
versao relativistica correspondente do Oscilador Harmoénico Tridimensional)
foram fatoradas utilizando operadores que seguem a algebra da SUSYQM,
se obtiveram as respectivas expressoes para as autoenergias e autofuncoes
destes dois sistemas.

As expressoes para as autoenergias e as autofungoes dos quatro sistemas
estudados, Atomo de Hidrogénio relativistico e nao-relativistico, Oscilador
Harmonico Tridimensional e Oscilador de Dirac que foram obtidas com a
utilizacao do formalismo da SUSYQM, podem ser comparadas com os resul-
tados correspondentes obtidos por métodos convencionais os quais também
sao desenvolvidos neste trabalho. Em particular, as expressoes para as auto-
energias obtidas pelos dois métodos sao evidentemente iguais, no entanto, os
resultados obtidos para as autofungoes, embora iguais, oferecem dificuldade
para efeito de comparacao, pois a resposta geral para qualquer autofuncao
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obtida com o formalismo da SUSYQM resulta em funcao de operadores e
nao pode ser simplificada, contrario ao caso do método convencional.

Possiveis trabalhos futuros sao:

e Encontrar as constantes de normalizacao das autofungoes do AHNR e
o OAT utilizando unicamente o formalismo da SUSYQM.

e Estender os resultados encontrados no caso do AHNR e o OAT, estabe-
lecendo as condigOes sob as quais a ES para um potencial central pode
ser resolvida utilizando o formalismo da SUSYQM.

e Estender os resultados encontrados no caso do AHR e o OD, estabele-
cendo as condigoes sob as quais o sistema formado pelas equagoes que
conformam a parte radial da ED pode ser resolvido com o formalismo

da SUSYQM.
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Capitulo 5

Apéndice

.1 Equacao Diferencial Hypergeométrica

Uma equagao diferencial que pode-se reduzir a forma

d*¢ do
2(l—z2)—=+lc—(a+b+1)z] — — abp = 0, 1.1
(1-2) 55 +le— (a+b+1)2] 5 —abg (L1)
onde a, b e ¢ sao constantes arbitrarias, é chamada equacao diferencial hyper-
geométrica. Fazendo primeiramente a troca x = bz e posteriormente pegando
o limite b — oo obtemos a equagao
d*¢ do
rT—+(c—z)— —ap =0, 1.2
et (- 2)5E e (12)
que é conhecida como equacao diferencial de Kummer. Utilizando os simbolos
de Pochammer

(@o=1,  (a)p=ala+1)--(a+p—1) (.1.3)
as solugoes® das equagoes (.1.1) e (.1.2) respetivamente sao
#(2) = A yFy(a,b,c;2) + Bz, Fi(a+1—c,b+1—¢,2—c;z2);

com oFi(a,b,c;z) = Z (@u(b)uz" (.1.4)

*As solugbes das equagoes (.1.1) e (.1.2) podem-se calcular propondo uma solugao da

forma

¢(x) =z i cr'd(z) = i cix
i=0 i=0



p(zr) = A 1F1(a,C;:L‘)+Bx1_C Fila—c+1,2—cx);

o u
com 1F1ac:vzza“x' (.1.5)
p=0 (€) !
Das definigbes das fungdes 1Fi(a,c;z) e oFi(a,b,c;x) vemos que a sua exis-
téncia implica ¢ # —n com n = 0,1,---, além disto, no caso a = —n (ou
b= —n)comn=0,1,---, as séries terminam, e as fun¢des 1Fi(a,c;z) ou
o F1(a,b, c; x) definem polindmios finitos, em particular

nim! 7(m)

Fi(— 1r) = —
1Fi(=n,m + 1) (n+m) "

(x), (.1.6)

define a relacao entre as solugoes da equacao de Kummer e os polinémios de
Laguerre [12].
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