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RESUMO

Este trabalho teve como objetivo desenvolver um estudo exploratdrio sobre a constitui¢ao do
conceito de finito e infinito no processo historico-filoso6fico da Matematica. Justifica-se pela
importancia desse conceito, principalmente em suas caracteristicas potencial e atual e por este
ser parte integrante de muitos aspectos matematicos, principalmente no ambito das disciplinas
Cdlculo Diferencial e Integral e Andlise Matematica. Partindo disso, nos propusemos ao
estudo de alguns trabalhos académicos, que apontam para dificuldades no ensino e na
aprendizagem do Célculo e para uma dificuldade epistemoldgica na busca pelo entendimento
nessa disciplina, sendo o infinito um dos agentes dessas dificuldades. O resultado ¢ um texto
que apresenta uma compreensdo acerca da construgdo do conceito de finito e infinito na
Matematica, partindo da estrutura historica e filosofica que adentra nesta ciéncia. Por isso,
abrangemos desde o bergo da sociedade, na Grécia Antiga, onde o infinito possuia significado
filosofico, até a era contemporanea, na qual o infinito ¢ uma ideia estruturadora da

Matematica e, por consequéncia, do proprio Célculo Diferencial e Integral.

PALAVRAS-CHAVE: Infinito atual e potencial. Calculo diferencial e integral. Ensino e

aprendizagem. Educacdo matematica.



ABSTRACT

This work aimed to develop an exploratory study on the constitution of the concept of finite
and infinite in the historical-philosophical process of Mathematics. It is justified by the
importance of this concept, mainly in its potential and actual characteristics and because this
is an integral part of many mathematical aspects, mainly in the scope of the Differential and
Integral Calculus and Mathematical Analysis disciplines. From this, we set out to study some
academic works, which point to difficulties in the teaching and learning of Calculus and to an
epistemological difficulty in the search for understanding in this discipline, with infinity being
one of the agents of these difficulties. The result is a text that presents an understanding about
the construction of the concept of finite and infinite in Mathematics, starting from the
historical and philosophical structure that enters in this science. We have therefore covered
from the cradle of society in Ancient Greece, where the infinite possessed philosophical
meaning, up to the contemporary age, in which infinity is a structuring idea of Mathematics

and, consequently, of Differential and Integral Calculus itself.

KEYWORDS: Actual and potential infinity. Differential and integral calculus. Teaching and

learning. Mathematics education.
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1 INTRODUCAO

A construcao do conceito de finito/infinito na ciéncia Matematica ¢ algo nebuloso e ao
mesmo tempo interessante, sendo causa de perplexidade e discussdes entre os estudiosos do
tema. No ambito do ensino dessa ciéncia, principalmente no que se refere as discussoes em
torno do Calculo Diferencial e Integral e da Analise Matematica, onde esse conceito ¢
amplamente discutido no estudo de limites, de derivadas e de integrais. Tal assunto se
apresenta como fonte de muitas dificuldades de aprendizagem entre os estudantes.

Por essa complexidade envolvendo o assunto, nos interessa apresentar a construcao
desse conceito ao longo da histéria da Matematica, pois “somente através de um estudo
aprofundado e global de nosso passado ¢ que poderemos entender nossa situacdo no presente
e, a partir dai, ativar nossa imaginacdo e nossa criatividade com propostas que oferecam ao
mundo todo um futuro melhor” (D’AMBROSIO, 1999, p.113). O objetivo ¢ apresentar ao
leitor um texto que possibilite, mesmo que potencialmente, a compreensao desse conceito na
perspectiva historico-filosofica dessa ciéncia, esclarecendo fatos e discutindo conceitos.

Nossa inten¢do aqui ndo ¢, e nem tenciona, exaurir o assunto. Desejamos pesquisar o
tema, refletir e pleitear sobre ele. Ao mesmo tempo, aflorar nossas compreensoes e auxiliar
outras pessoas que tenham interesse em produzir conhecimento sobre o assunto. Iniciamos
esse percurso esclarecendo nosso entendimento sobre alguns assuntos que devem ser levados
em consideracdo, para compreensao do tema. O primeiro ¢ refletir, mesmo que brevemente,
sobre diferentes concepgdes do que € o comnhecimento e o segundo ¢ compreender o
significado de crise do conhecimento.

Segundo o diciondrio Abbagnano (2007, p.175), o conhecimento, para Platdo,
“significa tornar o pensante semelhante ao pensado”, isto &, partindo da nog¢do de que ndo se
pode conhecer com certeza o objeto estudado, o conhecimento revela ‘“as relagdes
constitutivas do proprio objeto” (ABBAGNANO, 2007, p.174). Nesse sentido, para Platdo,
conhecer ¢ “estabelecer uma relacdo de identidade com o objeto em cada caso, ou uma
relacdo que se aproxime o maximo possivel da identidade” (ABBAGNANO, 2007, p.175).
No que diz respeito especificamente aos objetos matematicos, essa corrente filosofica os
considera “repletos de perfei¢dao e verdade. E cabe ao homem esforgar-se para conhecé-los e,
conhecendo-os, evoluir” (MONDINI, 2008, p.02). Na concepgao platonica a Matematica ¢ a
maior de todas as ciéncias mundanas.

Para a filosofia aristotélica empirista, o conhecimento ¢ construido por meio da

experiéncia do homem no mundo. E a Matemadtica ¢ uma ciéncia dedutiva e logicamente
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construida, ou seja, um modo de produzir conhecimento. J4 o intuicionismo, uma das
principais correntes do movimento construcionista, considerava que todo e qualquer

conhecimento deveria ser construido a partir da intuicao.

Os intuicionistas consideravam o ser humano dotado de uma intui¢do primeira sobre
0s numeros naturais. Por isso defendiam uma reelaboracdo da Matematica desde
seus fundamentos. Partindo sempre da intui¢do, os axiomas, os teoremas, enfim,
toda a Matematica deveria ser reconstruida. O que fundamentava o movimento
intuicionista era a consideragdo de que as entidades abstratas existiam somente
quando eram construidas pela mente humana. Desse modo, o que ndo partisse da
intuicdo ndo era Matematica (MONDINI, 2008, p.05).

Na concepgao de conhecimento do formalismo, cuja filosofia de base ¢ o nominalismo,
segundo o qual “as entidades da Matemética ndo existem, nem como objetos reais € nem
como objetos mentais” (MONDINI, 2008, p.05), o conhecimento (matematico) ¢ tudo o que
pode ser provado ou demonstrado em um sistema formal, livre de contradigdes.

Nesse contexto, quando falamos ou discutimos sobre o conhecimento, mais
especificamente sobre o conhecimento matematico, ¢ preciso estar atento para o que estamos
definindo como tal, visto que essa palavra tem significados diferentes, dependendo da
concepcao que assumimos.

Sendo assim, esclarecemos que neste trabalho assumimos a concep¢do de
conhecimento como “o conjunto dindmico de saberes e fazeres acumulado ao longo da
histéria de cada individuo e socializado no seu grupo” (D’AMBROSIO, 1999, p. 105, grifo
nosso). Isto ¢, o conhecimento, apesar de possuir uma caracteristica acumulativa, ¢ dinamico e
vivo. Dessa maneira, o conhecimento ¢ fluido, ou seja, ¢ maleavel, moldavel e adaptavel, nao
se enrijece ou petrifica, mas busca sempre se renovar e modificar. E, segundo D’ Ambrosio
(1999), “ndo podemos nos esquecer que a Matematica ¢ a espinha dorsal do conhecimento
cientifico, tecnoldgico e socioldgico” (D’AMBROSIO, 1999, p. 107) da sociedade atual.
Deste modo, se sabemos que o conhecimento ¢ dinamico e renovavel, sabemos também que
sua espinha dorsal também se renova e modifica. Nesse sentido, devemos entender que o
conceito de finito e infinito, objeto de estudo desse trabalho, apesar de ja possuir grande
desenvolvimento em relacdo a Antiguidade, ainda estd sendo construido e, portanto, nao
existe um lugar Gltimo em que esse conceito sera delimitado ou definido.

O segundo assunto que desejamos abordar ¢ a ideia de crise do conhecimento. Segundo
o diciondrio Abbagnano (2007), crise ¢ um “termo de origem médica que [...] indicava a
transformagdo decisiva que ocorre no ponto culminante de uma doenga e orienta o seu curso

em sentido favoravel ou ndo” (ABBAGNANO, 2007, p. 222). Atualmente, esse termo passou
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“a significar transformagdes decisivas em qualquer aspecto da vida social” (ABBAGNANO,
2007, p. 222). Assim, podemos notar que uma das diversas significagdes de crise se
caracteriza por algo que, apesar de ser arduo, faz as coisas evoluirem, se transformarem.

Nesse sentido, entendemos que

como toda a comunidade cientifica, a dos matematicos assenta suas praticas em
pressupostos universalmente aceitos, em geral ndo questionados até que eventuais
problemas obriguem-na a revé-los ¢ de algum modo corrigi-los. Até que a crise se
instale, pressupde-se tacitamente que as bases do edificio matematico sejam solidas.
Abre-se, assim, mao da certeza e da seguranca absolutas para que o trabalho
cotidiano ndo seja prejudicado, pois uma excessiva preocupagdo com O0s
fundamentos pode ter efeito nocivo sobre a pratica matematica, ainda mais se ndo se
chega, como de habito, a uma conclusdo consensual sobre a melhor fundamentacao.
E, na hipotese da crise, a comunidade cientifica adapta de maneira mais ou menos ad
hoc seus pressupostos de modo a supera-la da melhor forma possivel (em geral,
desviando-se minimamente de seus procedimentos usuais) (SILVA, 2007, p.27).

Ainda segundo o autor, “a Matematica vive em constante crise de fundamentos”
(SILVA, 2007, p.47), exemplificando com “a descoberta das geometrias ndo-euclidianas e a
introdugdo dos numeros imaginarios no calculo algébrico” e concluindo que “a Matematica
estd constantemente revendo seus fundamentos” (SILVA, 2007, p.47) e que “importa aqui
notar sobretudo que a crise dos fundamentos gerou, além de um notével progresso na propria
Matematica, [...] toda uma tradi¢do de reflexao filosofica que s6 nos dias de hoje tem sofrido
alguma concorréncia” (SILVA, 2007, p.48).

Posto essa breve exposi¢ao sobre conhecimento e crise, entendemos que, conforme nos
mostra a Historia da Matematica, o conceito de finito e infinito, ainda mais no que tange os
aspectos atual e potencial deste ultimo, foi e é construido sendo permeado por diversas crises

que acometeram a Matematica, afinal

a aceitagdo do infinito atual, na Matematica ou mesmo na natureza, foi um processo
longo e dificil ainda ndo de todo encerrado. Negado por Aristételes, redimido por
Leibniz, combatido por Descartes; admitido ¢ estudado por Bolzano e Cantor e
desacreditado por Kronecker no século XIX; atacado como fonte segura por
Poincaré e alijado da Matematica por Brouwer ja no século XX — o infinito ainda
causa vertigens (SILVA, 2007, p.83).

Dito tudo isso, neste texto, buscamos pelo entendimento do conceito de finito/infinito
(atual e potencial). Trata-se de um trabalho de conclusdo de curso (TCC) composto por cinco
capitulos, nos quais apresentamos os procedimentos metodologicos do desenvolvimento da
pesquisa, a justificativa sobre a relevancia do assunto e o estudo da constituicdo desse

conceito, na perspectiva historico-filosofica da ciéncia Matematica.
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2 ESCLARECIMENTOS SOBRE A POSTURA METODOLOGICA ASSUMIDA

Este capitulo tem como finalidade apresentar os procedimentos metodologicos
escolhidos para o desenvolvimento da pesquisa que realizamos. Sobre pesquisar, Bicudo
(1993) destaca que ¢ o ato de procurar entender e desvendar o que se propde a estudar, além
de alcangar, paulatinamente, explicagdes mais concretas ¢ bem fundamentadas acerca da
interrogacao proposta. A interrogacao, segundo a autora, ¢ o que direciona a pesquisa, isto €,
“ela se constitui no Norte que da direcdo aos procedimentos da pesquisa” (BICUDO, 2012, p.
20). Além disso, a interrogagdo permite que o pesquisador se achegue cada vez mais ao cerne
do que se procura, “entretanto, ndo ha uma ultima resposta, uma solu¢do definitiva, ndo ha
compreensdo ¢ interpretagdes plenamente desenvolvidas e que dao conta de todas as
dimensdes do fendmeno interrogado” (BICUDO, 1993, p. 18).

Também podemos definir a pesquisa como uma atividade cientifica pela qual
compreendemos a realidade, “[...] ¢ um processo interminavel, intrinsecamente processual” e,
portanto, “um fendmeno de aproximagdes sucessivas e nunca esgotado” (DEMO, 1985, p.
23). Nesse sentido, nunca se podera dar por encerrada uma area de pesquisa, nem por
esgotada uma interrogacdo proposta, entendendo que haverd, sempre, a necessidade de,
gradualmente, circundar a interrogagao, no continuo movimento de pesquisar.

Em relacdo a pesquisa em Educagdo, Bicudo (2012) destaca que essa area de estudo ¢
complexa, pois no que tange aos aspectos epistemologicos referentes a educacdo e formagao
do ser humano, a Educacao nao atua sozinha, isto ¢, ela se confunde com muitas outras areas,
tais como aprendizagem, ensino e ideologias e, essa complexidade, se expressa no objeto de
estudo.

Ainda, segundo Ludke e André (1986), ¢ necessario que a pesquisa em Educagdo se
aproxime “da vida diaria do educador, em qualquer ambito em que ele atue, tornando-a um
instrumento de enriquecimento do seu trabalho” (LUDKE; ANDRE, 1986, p. 02). Isto porque
a pesquisa proporciona ao professor, por exemplo, reflexdes de seu posicionamento enquanto
docente, o que lhe pode conferir um enriquecimento em sua area de atuacao, ja que “o recurso
a reflexdo aparece mesmo como parte inerente ao desempenho do bom professor, ainda que

ele ndo se dé conta claramente disso” (LUDKE, 2001, p.81).
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2.1 SOBRE AS PESQUISAS DESENVOLVIDAS QUALITATIVAMENTE NO AMBITO
EDUCACIONAL

Para Goldenberg (1997) a pesquisa qualitativa no ambito da Educagao “¢ 1til para
identificar conceitos e varidveis relevantes [...] e para estudar questdes dificeis de quantificar,
como sentimentos, motivagdes, crencgas e atitudes individuais” (GOLDENBERG, 1997, p.63).
A autora argumenta que “os dados da pesquisa qualitativa desenvolvidas na area da Educagdo
objetivam uma compreensdo profunda de certos fenomenos sociais” os quais se contrapdem a
inaptiddo “da estatistica de dar conta dos fendmenos complexos e da singularidade dos
fendmenos que nao podem ser identificados através de questionarios padronizados”
(GOLDENBERG, 1997, p.49).

Segundo Garnica (2001) a pesquisa qualitativa ¢ um meio fluido, vibrante e vivo

e, portanto, impossivel de prender-se por parametros fixos, similares a legislaggo, as
normas, as agdes formalmente pré-fixadas. Em abordagens qualitativas de pesquisa,
ndo hd modelos fixos, ndo ha normalidade absoluta, ndo ha seguranga estatica dos
tratamentos numéricos, do suporte rigidamente exato. E investigagio que interage e,
interagindo, altera-se. E alteracio que se aprofunda nas malhas do fazer e forma-se
em-acdo (GARNICA, 2001, p. 42).

Nesse sentido, a pesquisa qualitativa permite ao pesquisador uma certa mobilidade na
sua area de pesquisa, algo que ¢ interessante se buscar nas pesquisas em Educagdo por ser

essa de alta complexidade (BICUDO, 2012).

Para Bicudo (2012), a pesquisa qualitativa em Educacao

permite colocar em relevo o sujeito do processo, ndo olhado de modo isolado, mas
contextualizado social e culturalmente; mais do que isso e principalmente, de
trabalhar concebendo-o como ja sendo sempre junto ao mundo e, portanto, aos
outros e aos respectivos utensilios dispostos na circunvizinhanga existencial,
constituindo-se, ao outro ¢ a0 mundo em sua historicidade (BICUDO, 2012, p.17).

Além disso, segundo Tozoni-Reis (2010), ao pesquisador que desenvolve seu trabalho
no ambito da Educagdo a pesquisa qualitativa permite compreensao e interpretacao do objeto
de estudo, isto possibilita “contribuicdes para o processo educacional, enquanto tarefa
filosofica para os pesquisadores da area. Essa pesquisa trata, portanto, de compreender como

o ser humano se relaciona com as coisas, a natureza e a vida” (TOZONI-REIS, 2010, p. 05).
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2.2 SOBRE A POSSIBILIDADE DE PESQUISAR QUALITATIVAMENTE EM
EDUCACAO MATEMATICA

A Educacao Matematica, enquanto area do conhecimento, nao tem uma data especifica
de surgimento, entretanto seu desenvolvimento pode ser relacionado com
situacdes/acontecimentos que marcaram o final o século XIX e inicio o século XX e que
podem ter influenciado o interesse nessa area. Entre esses acontecimentos podemos destacar
trés: I) a preocupagao dos matematicos e de professores de Matematica com relacdo a
qualidade da divulgagdo e aprendizagem das novas geragdes das ideias matematicas, 1) o
interesse das Universidades europeias em formar professores de ensino basico com boa
formag¢do e III) a iniciativa de psicologos americanos e europeus de pesquisarem a
aprendizagem dos alunos na disciplina de Matematica (FIORENTINI; LORENZATO, 2012).

No Brasil, segundo Fiorentini e Lorenzato (2012), as pesquisas em Educacio
Matematica obtiveram seu impulso inicial entre os anos de 1970 e 1980 por influéncia do
Movimento da Matematica Moderna, movimento esse ocorrido entre as décadas de 50 e 60
decorrente da “constatagdo, apds a 2° Guerra Mundial, de uma consideravel defasagem entre
o progresso cientifico-tecnologico e o curriculo escolar entdo vigente” (FIORENTINI;
LORENZATO, 2012, p.6), principalmente em relagdo ao ensino de Matematica.

Atualmente, a Educagdo Matematica, enquanto area do conhecimento, pode ser
compreendida tanto como “uma 4area da pesquisa tedrica quanto uma area de atuagdo pratica,
além de ser, ao mesmo tempo, ciéncia, arte e pratica social” (FIORENTINI; LORENZATO,
2012, p.12). Isto porque as interrogagdes norteadoras das pesquisas em Educagcdo Matematica,
segundo Fiorentini e Lorenzato (2012), sdo aquelas que, de modo geral, surgem
essencialmente da pratica de ensino, ou seja, do proprio ato de reflexdo do professor ou sdo
aquelas que sdo geradas a partir de pesquisas anteriores, baseadas em seus resultados ou seus
dados.

No que se refere ao objeto de estudo da Educacdo Matemadtica, apesar de estar ainda
em formacgdo, pode-se, “de modo geral, dizer que ele envolve as multiplas relagcdes e
determinagdes entre ensino, aprendizagem e conhecimento matematico em um contexto socio
cultural especifico” (FIORETINI; LORENZATO, 2012, p.09). Isto quer dizer que os
educadores matematicos desenvolvem suas pesquisas ‘“tendo como perspectiva o
desenvolvimento de conhecimento e praticas pedagogicas que contribuam para uma formacao

mais integral, humana e critica do aluno e do professor” (FIORETINI; LORENZATO, 2012,
p. 4).
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Para Bicudo (1993), as pesquisas desenvolvidas em Educagdo Matematica devem se
atentar “com o compreender a Matematica, com o fazer Matemadtica, com as interpretagdes
elaboradas sobre os significados sociais, culturais e historicos da Matematica” (BICUDO,

1993, p. 19-20). Isto &,

de modo geral, poderiamos dizer que a Educacdo Matematica caracteriza-se como
uma praxis que envolve o dominio do conteudo especifico (a Matematica) e o
dominio de ideias e processos pedagogicos relativos a transmissdo/assimilagdo e/ou
a apropriagdo/construgdo do saber matematico escolar (FIORENTINI e
LORENZATO, 2012, p. 5).

Posto isso, podemos identificar, segundo Bicudo (1993), na Educacdo Matematica dois

ambitos principais: a Educacdo e a Matematica. Isto ¢, a Educacdo Matematica

ndo se restringe a producdo do conhecimento matematico. Por sua vez, ndo basta
adentrar pelas questdes da Educagdo, tanto postas em termos ontoldgicos, quanto
epistemologicos, axioldgicos e culturais para definir procedimentos de pesquisa. E
preciso, sim, considerar esses aspectos, porém a luz de concepg¢des da Matematica e
sua realidade, modos de conhecer seus objetos e de trabalhar com eles (BICUDO,
2013, p.15).

Assim sendo, a pesquisa em Educacdo Matematica ndo ¢ uma investigagdo em
“Matematica, nem ¢ uma pesquisa em Educagdo, embora trate de assuntos pertinentes a
ambas, trabalhe com a Matematica e utilize-se de procedimentos concernentes ao modo de
pesquisar proprios da Educacao” (BICUDO, 1993, p. 19). Somado a isso, D’ Ambrosio (1993)
diz que “ndo se pode tirar Educagdo Matemadtica de seu lugar muito natural entre as varias
areas da Educacao” (D’AMBROSIO, 1993, p.7) e, além disso, a Educagdo Matematica “tem
tudo a ver com Matematica” (D’AMBROSIO, 1993, p.7).

Nesse sentido, muito além de estudos de aprendizagem da Matematica ou maneiras de
se ensinar Matematica, D’ Ambrdésio (1993) destaca que “ha certas especificidades que tornam
a Educa¢do Matematica merecedora de um espago proprio” (D’AMBROSIO, 1993, p.7).

A Matematica ¢ uma ciéncia e, portanto, possui “um corpo de conhecimentos
organizado de modo logico e explicado em uma linguagem especifica que almeja ser
suficientemente objetiva para evitar ambiguidades” (BICUDO, 1987, p.46). Segundo
D’Ambroésio (1993), a Matemdtica ¢ “a tUnica disciplina que chegou, nos sistemas
educacionais, a atingir um carater de universalidade” e “é¢ a unica disciplina escolar que ¢
ensinada aproximadamente da mesma maneira € com o mesmo conteido para todas as
criancas do mundo” (D’AMBROSIO, 1993, p.7). Ainda segundo o autor, “a Matematica

representa a esséncia do que € chamado pensamento moderno e que a partir do século XVII se
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alastrou por todo o mundo com crescente importancia” (D’AMBROSIO, 1993, p.8) e, por
isso, “a complexidade da Matematica, sobretudo por suas relacdes com outras areas de
conhecimento e por suas implicagdes sociais, politicas e econOmicas, justifica, desde a
Antiguidade, reflexdes, teorias e estudos sobre seu ensino” (D’AMBROSIO, 1993, p.9)
Segundo Bicudo (1987), j4 no que se refere ao processo de ensino da Matematica
surgem varias “indagacdes sobre o ser dessa area, como ela se mostra, (...) qual o seu
significado no mundo humano, o que ela revela desse mundo” (BICUDO, 1987, p.51) e isto
causa uma preocupagdo com o ensino e a aprendizagem, “pois a medida que caminha em
torno dos conteudos a ela (Matematica) pertinentes, comecam a aparecer dificuldades até
entdo ndo percebidas” (BICUDO, 1987, p.46). “Agora, acrescida a questdo conhecimento-da-
Matematica aparece a do ensino da mesma, a qual envolve componentes da sala de aula”
(BICUDO, 1987, p.47). Isto é, além das questdes da propria Matematica, surgem questdes
que envolvem “ideologias, modos de ver e de entender as atividades desenvolvidas na escola
e seus respectivos fins e objetivos” (BICUDO, 1987, p.54) o que requer “uma analise atenta,
rigorosa e lucida para que, além da aparéncia, se capture a ideologia que esta sendo
trabalhada” (BICUDO, 1987, p.55) e, por isso, podemos entender que ““a atividade pedagogica
em Educagdo Matematica ha que ser direcionada pelas analises e reflexdes sobre modos de

conceber a Matematica e a Educacdo” (BICUDO, 2013, p. 15).

Nao se pode negar que ao se fazer o ensino de uma disciplina com caracteristicas tdo
peculiares quanto a Matematica, abre-se enorme espago para consideracdes
especificas de cognicdo, de organizagdo intelectual e social do conhecimento e de
politica, enfim, das formas de explicitagdo, de entendimento ¢ de manejo da
realidade (D’AMBROSIO, 1993 p. 9).

Segundo Kilpatrick (1996 apud FIORENTINI; LORENZATO, 2012, p.187), assuntos
tematizados pela Educacdo Matematica sdo relevantes para a pratica ou para as pesquisas
vindouras, pois essa area ‘“nos equipa com ferramentas para pensar sobre o nosso trabalho. Ela
fornece conceitos e técnicas, nao receitas” (KILPATRICK, 1996 apud FIORENTINO;
LORENZATO, 2012, p.187). Trata-se de uma area abrangente, que foca seus objetos de
estudos em diferentes perspectivas, tais como: histdrica, filosofica, epistemoldgica, cultural,
entre outras.

Tais estudos seguem orientagdes de diferentes abordagens metodoldgicas. Dentre as
possibilidades de se desenvolver uma pesquisa qualitativa no ambito da Educagdo
Matematica, uma delas ¢ o Estudo Exploratério, que permite ao pesquisador um estudo inicial

do assunto que pretende investigar. Na sequéncia do texto, apresentamos o que
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compreendemos por Estudo Exploratério e a justificativa de sua escolha para o

desenvolvimento da pesquisa.

2.3 ESTUDO EXPLORATORIO

O estudo exploratorio ¢ uma abordagem de pesquisa qualitativa indicada para um
pesquisador iniciante se aprofundar a respeito de um tema que seja de seu interesse, isto
porque, segundo Mattar (1994 apud REVILLON, 2003) ele proporciona ao pesquisador o
conhecimento inicial sobre um tema, “por isso ¢ apropriado para os primeiros estagios da
investigacdo, quando a familiaridade, o conhecimento ¢ a compreensdo do fendmeno por
parte do pesquisador sdo geralmente insuficientes ou inexistentes” (MATTAR, 1994 apud
REVILLON, 2003, p. 22).

Em concordancia com isso, Gil (2008) argumenta que o estudo exploratdrio permite ao
pesquisador maior familiaridade com o tema, tendo como “principal finalidade desenvolver,

esclarecer e modificar conceitos e ideias” (GIL, 2008, p.27). Segundo ele,

pesquisas exploratorias sdo desenvolvidas com o objetivo de proporcionar visdo
geral, de tipo aproximativo, acerca de um determinado fato. Este tipo de pesquisa ¢
realizado especialmente quando o tema escolhido é pouco explorado e torna-se
dificil sobre ele formular hipéteses precisas e operacionalizaveis (GIL, 2008, p.27).

Trivinos (1987) afirma que além de ampliar o conhecimento do pesquisador sobre um
assunto, o estudo exploratorio possibilita novos horizontes para o desenvolvimento de novas
interrogacdes. Afirmacao que condiz com o que declaram Sampiere, Collado e Lucio (2006).

Para eles,

os estudos exploratorios servem para nos tornar familiarizados com fendmenos
relativamente desconhecidos, obter informagdes sobre a possibilidade de realizar
uma pesquisa mais completa relacionada com um contexto particular, pesquisar
novos problemas, identificar conceitos ou varidveis promissoras, estabelecer
prioridades para pesquisas futuras ou sugerir afirmagdes e postulados. (SAMPIERE;
COLLADO; LUCIO, 2006, p. 101)

Desse modo, o estudo exploratdrio se caracteriza como uma pesquisa teorica, isto €,
possibilita ao pesquisador uma reflexdo acerca de seu objeto de estudo, a partir de estudos ja
realizados ‘““as polémicas vigentes, a cristalizacdo de certas praticas de investigacdo, o
ambiente atual da discussdo em torno do assunto” (DEMO, 1985, p.23). Além disso, quando

ocorre a imersdo na produgdo existente, ha a possibilidade de dialogar com olhar critico e,
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somado a isso, acompanhar as discussdes interminaveis que circundam o tema da pesquisa
(DEMO, 1985).

Gil (2008) ainda relata que o planejamento do estudo exploratorio ¢ flexivel,
entretanto, envolve, geralmente, levantamento bibliografico e documental, entrevistas nao
padronizadas e estudos de caso. Apesar dessa aparente maleabilidade, Trivifios (1987) declara
que “este tipo de investiga¢do ndo exime a revisdo da literatura, as entrevistas, o emprego de
questionarios etc., tudo dentro de um esquema elaborado com a severidade caracteristica de
um trabalho cientifico” (TRIVINOS, 1987, p.109).

Tendo em vista que este estudo tem como finalidade a escrita de um trabalho de
conclusdo de curso sobre a ideia de finito e infinito, principalmente no que tange suas
caracteristicas atual e potencial, na perspectiva histérico-filoséfica da Matematica,
entendemos que essa abordagem ¢ adequada, visto que nos permite a imersao em trabalhos ja
realizados por autores reconhecidos no meio académico e que abordem a tematica
investigada.

A seguir, visitaremos algumas pesquisas desenvolvidas na area da Matematica e da
Educacdo Matematica relacionadas a disciplina de Calculo Diferencial e Integral, visto que,

nesta disciplina, a ideia de infinito se faz presente nas ideias de limites, derivadas e integrais.
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3 ALGUMAS PESQUISAS SOBRE O ENSINO DE CALCULO DIFERENCIAL E
INTEGRAL 1

Este capitulo tem por objetivo apresentar um estudo sobre algumas pesquisas que focam
o ensino de Calculo Diferencial e Integral I, na perspectiva da Educa¢do Matematica. Diante
da complexidade a qual encontra-se inserida essa tematica, iniciamos a discussdo tematizando
o porqué de tal disciplina estar presente na grade curricular de diversos cursos do Ensino
Superior, em diversas areas do conhecimento.

Sabemos que ¢ grande a quantidade de graduacdes que possuem em suas grades
curriculares o curso de Calculo Diferencial e Integral, tal como: a Matematica, a Fisica, a
Engenharia, a Economia, a Biologia, entre outras. Isso nos leva a pensar que o conhecimento
apresentado na disciplina ¢ importante para a formacdo desses profissionais, seja por sua
aplicabilidade ou pelo tipo de raciocinio que intenciona desenvolver.

Historicamente, o Célculo esta presente nas mais diversas ramificacdes da ciéncia e
permite, por exemplo, estimar a evolucdo de um tumor nas terapias radioativas, encontrar a
maximizag¢do dos lucros na fabricacdo de certo produto, calcular o fluxo de sangue através de
uma artéria e determinar a quantidade de diluicdo de um corante em determinados testes
fisiologicos (SWOKOWSKI 1994 apud AMORIM, 2011, p. 18).

Segundo Lopes (1999), o Célculo possibilita

[...] a analise sistematica de modelos que permitem prever, calcular, otimizar, medir,
analisar o desempenho e performance de experiéncias, estimar, proceder analises
estatisticas e ainda desenvolver padroes de eficiéncia que beneficiam o
desenvolvimento social, econdomico, humanistico dos diversos paises do mundo
(LOPES, 1999, p.125).

Entretanto, Bressoud (1991 apud BARUFI, 1999, p.152) ndo considera suficiente
justificar o ensino de Calculo pensando apenas em suas aplicagdes, ja4 que existem outras
matérias em Matematica também muito Uteis para os estudantes, como a Geometria, que nao
se faz presente nas grades curriculares do mesmo modo que o Calculo Diferencial e Integral
se faz. O autor propde um segundo argumento e afirma que o Calculo se encontra nos

fundamentos da nossa visdo de mundo cientifico, pois,
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O pensamento cientifico moderno foi formado a partir dos conceitos do Calculo e
ndo tem sentido fora desse contexto. Quando falo de ciéncia, ndo me restrinjo a
outras disciplinas. Numa maneira muito significativa a propria Matematica passou a
ser encarada dessa forma, com o desenvolvimento do Calculo' (BRESSOUD, 1991
traduzido por BARUFI, 1999, p.152).

Nessa perspectiva, as ideias do Calculo sdo uma contribui¢do fundamental para o
desenvolvimento do pensamento cientifico e da racionalidade da ciéncia moderna. De acordo
com Rezende (2003) o Célculo ¢ a espinha dorsal do conhecimento matematico, “isto ¢, ¢ o
dominio do conhecimento matematico que da sustentagdo e realiza as diversas interfaces entre
as outras areas do proprio conhecimento matematico” (REZENDE, 2003, p. 37).

Podemos compreender o Céalculo como um agente integrador da propria Matematica e,
por consequéncia, da propria ciéncia, que pauta o conhecimento cientifico a partir da
axiomatizacao dos fendomenos naturais. Desse modo, as técnicas do Caélculo Diferencial e
Integral possuem um carater de auxilio para a compreensdo de situagdes reais, 0 que torna seu
ensino importante.

Justificada a importancia do Célculo, voltaremos nossas atengdes para o seu ensino, o
qual, segundo Rezende (2003), estd em crise e beira uma catastrofe pois, em geral, sdo altos
os indices de reprovagdo e evasao dessa disciplina nas universidades brasileiras. Contudo, isto
ndo ¢ uma caracteristica peculiar do pais, pois “o problema vai além de nossas fronteiras e se
encontra presente também no ambito educacional dos paises ‘desenvolvidos’” (REZENDE,
2003, p. 3).

Ainda segundo o autor, na década de 80, preocupados com a situacdo do ensino de
Calculo, pesquisadores estrangeiros deram inicio ao movimento internacional conhecido
como calculus reform, no qual ¢ defendido um ensino que utilize a tecnologia e que se mostre
a aplicabilidade do Calculo. Tal movimento influenciou pesquisadores brasileiros que se
dedicaram a estudar tal situacdo, o que acarretou uma “predominancia dos trabalhos
envolvendo as dificuldades do ensino e da aprendizagem de Calculo nos trabalhos da area de
Educagdao Matematica, que se dedicavam ao assunto” (NASSER, 2016, p.03).

Como resultado das pesquisas realizadas, surgiram varios porqués de o ensino do
Célculo estar em crise, dentre os quais destaca-se a ‘falta de base’ do aluno para compreender

a disciplina. Para Cury (2003) esse déficit na aprendizagem tem relagdo com duas vertentes: a

! Modern scientific thought has been formed from the concepts of Calculus and is meaningless outside this
context. When I speak of science, I do not restrict myself to other disciplines. In a very significant respect,
mathematics it self came into being with the development of Calculus (BRESSOUD, 1991 apud BARUFI, 1999,
p.152)
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auséncia de conhecimentos prévios e o mal entendimento de conceitos que foram formulados
anteriormente.

Isto porque, segundo Palis (2010),

[...] o professor que trabalha na area de Matematica com alunos recém-ingressos no
Ensino Superior ndo tem, em geral, uma percep¢do clara das aprendizagens
anteriores dos alunos e tendem a supervaloriza-las ou subvaloriza-las. Além disso,
se detém pouco a analisar a qualidade do conhecimento que o seu aluno esta
construindo. O professor universitario das disciplinas iniciais de Matematica precisa
reconstruir uma série de conceitos e de procedimentos cuja constru¢cdo comegou nos
Ensinos Fundamental e Médio [...] (PALIS, 2010, p.02).

Portanto, os alunos ingressantes nas universidades se encontram despreparados, tanto
pela falta de conhecimentos anteriores, como por nao terem conceitos basicos bem definidos,
0s quais, muitas vezes, s30 necessarios para a compreensdo de conteudos relacionados a
disciplina.

Porém, o problema ndao ¢ so esse. Por outro lado, o professor que ministra essa
disciplina no Ensino Superior, muitas vezes, ndo ¢ capaz de sanar as dificuldades dos
estudantes ou de desenvolver estratégias que auxiliem o aluno na recuperagdo de eventual
defasagem, seja pela estrutura da disciplina, que normalmente possui uma ementa
excessivamente longa, ndo dando ao estudante o tempo necessario para compreender as ideias
do Célculo ou por sua formagdo que, em muitos casos, ndo contou com discussdes sobre 0s
processos de ensino e aprendizagem do conteudo que ensina quando em sua formagao inicial
e, também, nao se dedicou em buscar tal formagao a nivel de formag¢ao continuada.

A disciplina de Célculo Diferencial e Integral caracteriza-se por ser uma disciplina em
que sdo trabalhados diversos conceitos em uma mesma aula. O professor geralmente dedica-
se a cumprir a ementa ¢ o programa da disciplina, ndo focando nas dificuldades dos
estudantes. Na tentativa de reverter este cenario, Rezende (2003) relata que algumas
institui¢des de Ensino Superior oferecem cursos iniciais de revisdo do conhecimento
matematico de nivel médio. Tais cursos sdo denominados Calculo Zero, Pré-Calculo, dentre
outros nomes. Neles sdo abordados os contetidos de “toda aquela Matematica bésica
necessaria a realizacao técnica do Calculo” (REZENDE, 2003, p.17). Em vista disso, sdo
discutidos, por exemplo, os conceitos de fungdes e graficos; o primeiro ¢, “em geral, mal
construido na educacdo bésica” (NASSER, 2016, p.05) e o segundo, os alunos tém muitas
dificuldades tanto no tracado como na analise (NASSER, 2007, p.03).

Atrelado a esse motivo, podemos identificar também a falta de letramento matematico,

isto ¢, “a capacidade de ler, interpretar e comunicar ideias de modo oral ou escrito” (FROTA,
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2011, p.490). Para essa autora, podemos dizer que um grupo de estudantes ¢ letrado na ciéncia

Matematica quando estes

[...] compreendem o dominio de conceitos matematicos amplos, sobre dependéncias,
relagdes entre variaveis, estimativas, entre outros, e de contetidos especificos, de
acordo com o curriculo dos vérios cursos. Incluem as diversas formas de
comunicagdo do pensamento matematico, entre elas, o uso de uma linguagem
propria, a modelagem, os procedimentos e habilidades de resolucdo de problemas.
Ter letramentos matematicos ¢ ter desenvolvido competéncias de utilizar a
Matematica em contextos que vao além da Matematica, para lidar com questdes
cientificas de varios dominios e questdes do cotidiano (FROTA, 2011, p.490).

Na disciplina de Célculo Diferencial e Integral I, espera-se que o aluno tenha atitude de
investigacdo, saiba validar a resposta, generalize ideias, abstragdes e argumentacdes, pense no
passo-a-passo das realizagdes das tarefas, tenha autonomia no pensar e saiba ler, escrever e
representar matematicamente (MASOLA, 2015). No entanto, nem sempre o estudante possui
tais habilidades e competéncias. Talvez por nao estarem familiarizados com essa outra faceta
da Matematica, segundo Nasser (2007), parece aos professores de Calculo Diferencial e
Integral que os estudantes ndo estdo acostumados a ‘raciocinar matematicamente’ e foram
treinados para “aplicar algoritmos, procedimentos e formulas decoradas, sem saber bem o que
estdo fazendo e porque adotam determinado procedimento” (NASSER, 2007, p.06).

Em decorréncia disso, segundo Barufi (1999), a maioria dos alunos ndo estabelece
relacdo entre o conhecimento matematico desenvolvido no ensino bésico com o que ¢
desenvolvido em Calculo, fazendo com que o carater de anélise, com o qual o aluno se depara
ao frequentar a disciplina de Calculo, no Ensino Superior, torne-se uma dificuldade.

Considerando essa lacuna, existe a necessidade, segundo Malta (2004), dos discentes
aperfeicoarem suas habilidades de leitura em Matematica e exteriorizar suas linhas de
pensamentos, abrindo possibilidades para a reflexdo e assimilacido dos resultados
matematicos.

Outro aspecto a ser destacado pelos pesquisadores diz respeito as demonstragdes e ao
rigor exigidos ao longo da disciplina. E importante ressaltar que ndo se deseja questionar a
importancia das demonstragdes “para o conhecimento matematico, mas o seu uso exclusivo e
excessivo para atingir a compreensdo ou a esséncia de um resultado matematico”
(REZENDE, 2003, p.10), que muitas vezes esta sendo vivenciado pelo estudante pela
primeira vez na disciplina de Calculo Diferencial e Integral, num curso superior.

Segundo Nasser (2007), os alunos recém-egressos do Ensino Médio ndo desenvolveram

a capacidade de “expressar e comunicar ideias ou justificar procedimentos e estratégias
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usadas na resolucdo de tarefas”, deste modo, eles ndo “se familiarizam com o raciocinio
logico-dedutivo e, em particular, com as demonstragoes” (NASSER, 2007, p. 03). A autora
declara também que os discentes, em sua maioria, nao identificam a utilidade de uma
demonstracdo, pois “eles simplesmente aceitam a verdade de uma afirmativa, ¢ nao se
preocupam com a sua generalidade” (NASSER, 2007, p. 04).

Além disso, “a transcrigdo do pensamento matematico elementar para o avancado gera
dificuldades em alunos do Ensino Superior, pois requer a constru¢do de fundamentos
intuitivos para conceitos matematicos mais elaborados” (NASSER, 2016, p.04).

J& para Barufi (1999), existem situa¢des em que

a coeréncia e a justificacdo através de prova, apesar de perfeitas, ndo fornecem
estimulo suficiente para a grande maioria dos alunos, pois para eles ndo fica de
modo algum claro a razdo pela qual certas afirma¢des sdo importantes, precisam ou
ndo ser demonstradas, e assim por diante (BARUFI, 1999, p. 150).

A autora completa ainda que, por se tratar de alunos que acabaram de sair do Ensino
Médio e, frequentemente, nao tiveram contato com “os rudimentos do Calculo, a rede
conceitual, individual e coletivamente falando, ndo sdao capazes do estabelecimento de
vinculos com uma teoria que, primordialmente, busca articulagdo através da légica interna”.
(BARUFI, 1999, p. 150). Segundo Carvalho e Savioli (2013), quando se trata de
demonstragdo, ¢ necessario que o aluno tenha um amadurecimento matematico, algo que os
estudantes que frequentam essa disciplina raramente possuem.

Para Rezende (2003) as dificuldades ndo sdo exclusividade da disciplina de , pois essas
questdes se manifestam também em outras matérias, como por exemplo, Geometria Analitica
e Algebra Linear. Contudo, o indice de reprovacio nessas matérias nio se compara com as
reprovagdes em Calculo Diferencial e Integral. Por que isso ocorre?

Segundo o autor, a dificuldade do Célculo se deve, em maior parte, a sua natureza
epistemologica, isto ¢, a0 modo como o conhecimento que hoje denominamos de Calculo
Diferencial e Integral foi constituido. Questdes que provocaram conflitos na estruturagdo do
Célculo Diferencial e Integral, ao longo da historia da Matematica, sdo geradoras de conflito
na aprendizagem dessa ciéncia na atualidade.

Esses desacordos no pensamento matematico nao sao passados para os alunos de ensino
basico, o que resulta em um ensino de Matematica com lacunas, pois ao se evitar essas ideias
na educacdo basica, por se acreditar que sdo de dificil compreensdo, causa-se obsticulos

epistemologicos no ensino dessa ciéncia. E mais, ao se esquivar da dificuldade apresentada
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anteriormente, ensina apenas as “regras do jogo”, sem fundamentar os elementos que dao
significado ao jogo.

Uma exemplificacao disso, segundo Rezende (2003), seria a apresentacdo pronta da
expressdo para se achar a area do circulo ao invés de se apresentar, mesmo que
intuitivamente, o método da exaustdo e, entdo, representar a expressao da area do circulo, por
exemplo.

Analisando as divergéncias do pensamento matematico, o autor apresenta um macro-
espacos’ das dificuldades de natureza epistemologica, ou seja, se propde um agrupamento de
ideias conflitantes, muitas vezes contrarias, que permeiam o Célculo e a Matematica, e que
ndo podem ser camufladas por se encontrarem nas bases da construcdo dessas areas do
conhecimento. Os macro-espagos definidos sdo: discreto/continuo, variabilidade/permanéncia,
local/global, sistematizagcdo/constru¢do e finito/infinito (REZENDE, 2003).

Sobre a dualidade discreto/continuo, o autor ressalta que esse macro-espago se constitui
pelos problemas que envolvem as “grandezas geométricas, intuitivamente continuas, através
de processos aritméticos discretos" (REZENDE, 2003, p. 327). Isto ¢, a dificil relagdo entre a
geometria e a aritmética, a qual j& despontava na era grega, percorre toda a histéria da
Matematica e se faz presente também na compreensdo final do aluno sobre o dualismo da
geometria com a aritmética, a qual fica aquém do esperado, segundo o autor. Ainda segundo
Rezende (2003), a falta de tato que os professores tratam essa dualidade prejudica o proprio
conceito de numero, isto porque, essa nocao se relaciona diretamente com a constituicdo da
ideia de reta numérica.

Sobre o macro-espaco variabilidade/permanéncia, o qual se refere aos conceitos
dindmicos e estaticos que permeiam o Caélculo, o autor declara uma valorizacdo das ideias de
permanéncia em detrimento das ideias de variabilidade. Para exemplificar, usa o conceito de
derivada, o qual, segundo ele, ¢ mais relacionado para os alunos com sua caracteristica
estatica, isto €, ha maior associagdo com o conceito de limite e de coeficiente angular da reta
tangente, do que com a nog¢do de variabilidade instantanea. Segundo o autor “interpretar o
conceito de derivada tdo somente como ‘“coeficiente angular da reta tangente” significa
ignorar o problema historico essencial da “medida” instantdnea da variabilidade de uma

grandeza” (REZENDE, 2003, p. 350).

? Partindo do entrelagamento dos fatos histéricos e pedagogicos, Rezende (2003) fez um mapeamento das
dificuldades de aprendizagem de natureza epistemolédgica do ensino de Célculo. O qual tomou-se como base
para o autor consolidar cinco esferas de dificuldades de aprendizagem de natureza epistemologica do ensino de
Célculo, os quais ele denominou como macro-espagos.
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No que tange ao local/global, o autor escreve que esta dualidade ¢ recente, nao
participando da “inven¢do” do Calculo e, portanto, “tanto Newton quanto Leibniz ndo faziam
distingdo e sequer relacionavam os conceitos locais e as propriedades globais das “curvas”
que diferenciavam e integravam” (REZENDE, 2003, p.375). Nesse sentido, as curvas com
que trabalhavam eram ‘“bem-comportadas” e, portanto, ndo suscitavam problemas locais.
Apenas com a introducdo do conceito de fungdo no Calculo, através de Euler e Lagrange,
junto com a nocao de limite, essa dualidade se efetivara no Calculo, fazendo dele “uma rede
de significacdes e correlagdes entre os polos dessa dualidade” (REZENDE, 2003, p.377). Por
esse motivo, segundo o autor, se o aluno ndo se encontra acostumado com esse macro-espago,
¢ dificil que ele se locomova com tranquilidade entre as ideias de “pontos diferenciaveis” e
“fungdes diferenciaveis”, por exemplo.

A respeito da dualidade sistematizagdo/constru¢do o autor escreve que por via de regra
os cursos de Calculo seguem a ordem proposta por Cauchy-Weierstrass, isto ¢, limite-
continuidade-derivada-diferencial-integral e que em todo esse processo ¢é, primeiro, definido
formalmente o conceito e, depois, os resultados sdo validados, seguidos pela apresentacdo de
exercicios com a finalidade de treinar o aluno. Deste modo, ¢ estabelecido um método para os
cursos de Calculo, isto é, “primeiro define-se o conceito, depois, apresentam-se os exemplos,
como se estes nada tivessem a ver com a origem historica do conceito definido” (REZENDE,
2003, p. 391). A isso o autor chama de desmaterializag@o dos resultados e conceitos basicos.

Segundo o autor

para se recuperar o “real” nivel de significagdo dos conceitos e resultados do Calculo
¢ preciso que se inverta a polaridade da dualidade sistematizagdo/construgao; isto é,
ao invés de se construir as significagdes no nivel do conhecimento ja sistematizado,
deveriamos € construir os campos de significagdes dos resultados e ideias basicas do
Célculo para, num momento posterior, buscar a sistematizacdo desses elementos
(REZENDE, 2003, p. 392).

Com relagdo ao macro-espaco finito/infinito o autor declara que falar sobre o infinito ¢

falar sobre o proprio Calculo e também da propria Matematica, isto pois

¢ sabido que todo numero real ¢ uma quantidade finita de uma soma discreta
infinita, que a integral definida e a derivada de uma funcéo sdo processos infinitos,
ou que ao aproximarmos uma curva por uma linha poligonal — devemos realizar tal
processo ad infinitum para que possamos encontrar “o verdadeiro” valor do
comprimento — ou area da figura dada. E sdo exatamente esses procedimentos ad
infinitum que caracterizam as ideias e as operagdes basicas do Céalculo (REZENDE,
2003, p.355).
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Entretanto, ainda segundo Rezende (2003), tratar sobre o conceito de infinito com os
alunos ¢ complexo pois, em geral, eles entendem o infinito como “algo que ndo tem fim”,
“algo incontavel”, “algo ilimitado” ou algo que ndo tem “forma definida”. Ou seja, a maioria
dos discentes entende o infinito apenas na sua caracteristica potencial (SIERPINSKA, 1987
apud REZENDE, 2003, p. 358).

Essa falta de tato que os estudantes apresentam pode ser constatada quando se trabalha
no curso de Calculo o conceito de séries e limites, por exemplo. Segundo Rezende (2003), em
relagdo ao primeiro, falta aos estudantes compreender a nogao de convergéncia de uma soma

infinita e, ao segundo, aprender a lidar com indetermina¢des matematicas em que o infinito

, . . . + oo 0
esta envolvido, tais como resultados do tipo T e™.

O autor conclui que os discentes, em geral, consideram, apenas, o infinito potencial, se
afastando da ideia de infinito atual, além de possuirem dificuldades com processos e
operagdes que utilizam o infinito. Ele atribui essa “ignorancia da nog¢do de infinito” a
“auséncia de conhecimentos basicos a respeito dos estudos matematicos de Dedekind e
Cantor” (REZENDE, 2003, p.370).

Posto isso, segundo Rezende (2003)

fica evidente que a ideia de infinito ndo participa e nem contribui de forma
significativa na construcdo das redes de significagdes estabelecidas num curso usual
de Calculo. As atitudes ingénuas dos estudantes em relagdo as operagdes infinitas e
as indeterminagdes matematicas sdo fatos evidentes disso. O infinito € um elemento
estranho ao nosso aluno do ensino médio e, por conseguinte, para o nosso aluno de
Calculo. Mas continua estranho para o estudante, mesmo ap6s um curso de Analise.
Alguns desses estudantes sdo agora professores de Matematica, lecionam nos
ensinos médios e fundamental, e o conceito de infinito continua estranho para a
maioria deles. Com isso, reproduzem o ciclo que eles proprios vivenciaram
(REZENDE, 2003, P. 369).

Nesse sentido, apresentamos na continuidade desta pesquisa, nossa compreensao sobre
o conceito de finito/ infinito na perspectiva historico-filosofica da Matematica, com a intengao

de contribuir para estudos que busquem uma fundamentacao desse conceito.
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4 A CONSTITUICAO DO CONCEITO DE FINITO E INFINITO NA PERSPECTIVA
HISTORICO-FILOSOFICA DA CIENCIA MATEMATICA

A dualidade de certas ideias matemadticas que acerca os conceitos de finito e infinito
ndo ¢ recente, tendo indicios que remetem a época dos gregos antigos. Tao antiga quanto ela ¢
a polémica que envolve tais conceitos. Nosso interesse neste texto ¢ apresentar ao leitor um
estudo historico-filosofico sobre o caminhar da constru¢ao dos conceitos de finito e infinito ao
longo da constru¢do da ciéncia Matematica, associado principalmente as ideias do Calculo
Diferencial e Integral, onde tal polémica aflora, conforme ressaltado por Hilbert (1925). Em
uma conferéncia, Hilbert discursa ‘Sobre o infinito’, argumentando que buscar uma defini¢ao

para o conceito de infinito, significa esclarecer,

nos processos de passagem ao limite do Célculo Infinitesimal, o infinito, no sentido
de infinitamente pequeno e de infinitamente grande, se mostrou como um mero
modo de falar, também assim devemos reconhecer o infinito, no sentido de uma
totalidade infinita, forma essa em que ele ainda figura nas demonstragdes, como algo
meramente aparente. E assim como as operagdes com o infinitamente pequeno
foram substituidas por processos finitos, os quais produzem o mesmissimo resultado
e conduzem as mesmissimas elegantes relagdes formais, também assim os métodos
de inferéncia com o infinito devem geralmente ser substituidos por processos finitos
que produzam exatamente o mesmo resultado, isto é, argumentos e métodos que
permitam obter formulas e teoremas (HILBERT, 1925, p.2).

O infinito desde sua origem apresenta grandes contestagdes. Mas a ‘“geometria
euclidiana conduz necessariamente a admissdo da infinitude do espagco” (HILBERT, 1925,
p-2). Sabemos que esse ramo da Matematica ¢, segundo o mesmo autor, “um sistema
conceitual livre de contradi¢des internas; disso, porém, nao decorre que ela seja vigente na

realidade” (HILBERT, 1925, p.4).

A esse respeito podem decidir apenas a observacdo e o experimento. Nas tentativas
de provar especulativamente a infinitude do espago passam furtivamente evidentes
equivocos. Do fato de que por fora de uma parte do espago sempre haja espaco
decorre apenas que o espago seja ilimitado mas, de modo algum, que seja infinito.
Porém finito e ilimitado s@o qualidades que ndo se excluem. A pesquisa Matematica
fornece o modelo natural do mundo finito na denominada geometria eliptica
(HILBERT, 1925, p.4).

De modo ingénuo, é facil compreendermos o infinito como o muito grande. Dessa
compreensdo surge os paradoxos e as inconsisténcias, geradoras das crises dos fundamentos
da Matematica. Por outro lado, também sabemos que teoremas que dizem de contextos

matematicos finitos, ndo podem simplesmente ser estendidos para os conceitos que abordam o
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infinito. Sdo exemplos “a parte ¢ menor que o todo, a existéncia de minimo e a
comutabilidade da ordem das parcelas ou dos fatores” (HILBERT, 1925, p.4).

Sabemos também que o infinito ocupa seu lugar apenas na ciéncia Matematica, ou seja,
ndo existe uma ciéncia empirica que consiga tratar o infinito por meio de observagdo ou
experimento. Sabemos que o infinito “ndo se encontra realizado em lugar algum. Nao existe
na natureza nem ¢ admissivel como base de nosso pensamento intelectual [...]” (HILBERT,
1925, p.6). Bem como, sabemos que as operagdes com ele, “podem ser legitimadas apenas
mediante o finito” (HILBERT, 1925, p.6). Diante dessa breve exposi¢ao, apresentamos a
problematica que envolve a escrita do seguinte capitulo, cuja intengdo ¢ apresentar nosso
estudo sobre a estruturagdo desse conceito ao longo da historia e da filosofia da Matematica.
Iniciamos na Grécia Antiga, onde esse conceito surgiu no ambito da ciéncia Matematica,

segundo informacgdes que temos acesso nos dias atuais.

4.1 ERA GREGA

Hé muito tempo se sabe que a cultura ocidental existente na atualidade deve muito a
civilizacdo grega por seus diversos feitos e realizagdes, isto porque “naquelas cidadezinhas
dos vales rochosos do extremo oriental do mar Mediterrdneo, hd mais de 2000 anos,
langaram-se os fundamentos da sociedade ocidental” (EVES, 2004, p.93). L4, foram
desenvolvidos, por exemplo, concepcdes politicas que ainda hoje regem nossa sociedade,
assim como os primordios dos jogos olimpicos.

A Grécia também foi ber¢o de muitas ideias que ainda sao discutidas na época atual.
Ideias essas de diferentes areas do conhecimento. Esse € o caso do infinito. Desde que se tem
relato, o infinito foi abordado inicialmente no campo da filosofia grega pré-socratica. Isto
porque, na época em questdo, existia, no campo das ideias, a busca do principio de tudo, a
arkhé. Esse principio, segundo os filésofos pré-socraticos, seria o principio constitutivo
primeiro do universo (SANTOS, 2008, p.21). “Em ultima instancia, esta era uma discussao
sobre a natureza do ser. Essas discussdes caminhavam no sentido de definir as propriedades
do ser, sua forma, sua dindmica, sua estrutura” (SANTOS, 2008, p.21).

Muitas foram as hipdteses e intuigdes apontadas pelos pensadores como sendo a arkhé,
entre elas o to apeiron, que representa “‘aquilo que ndo apresenta limite ou forma’, o que
naturalmente ganhou o sentido de ‘aquilo que ndo tem fim: o infinito ou o ilimitado’”

(SANTOS, 2008, p.21). O filésofo de Mileto Anaximandro, foi um dos primeiros a abordar o

infinito como a arkhé, no século V a.C. Para ele, o to apeiron seria o suporte “de qualquer
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explicagdo mais fundamental sobre a ordem das coisas no mundo, ndo havendo nada a ser
buscado além dele” (SANTOS, 2008, p.22).

Para Anaximandro, o fo apeiron deveria atender a variedade de tudo que existe, isto €,
segundo esse filosofo grego, ao observar as multiformes variedades de vidas e objetos
existentes no mundo, ¢ necessario que a origem de tudo seja ilimitada, assim como ¢ ilimitada
essa variedade. Nesse sentido, “em tudo o que Anaximandro podia observar, reconhecia ele a
auséncia de limite” (SANTOS, 2008, p.23). Ainda dentro do infinito, segundo Anaximandro,
existira lugar para dualidades existentes no mundo, tal como o dia e a noite, o bem e o mal, e
por isso, segundo o filésofo, o infinito seria “a matriz de toda a diferenciagdo e, por este
motivo, de todo antagonismo [...]. Anaximandro via neste tipo de explica¢do algo menos
arbitrario do que a assun¢do de outros elementos mais ligados a intuicdo sensivel como a
agua, ou o ar” (SANTOS, 2008, p.24).

Outro grupo filosofico que se empenhou na busca da arkhé foram os pitagoricos. Essa
sociedade se desenvolveu em torno de Pitdgoras, filosofo e matematico grego que nasceu por
volta de 572 a.C. na ilha egéia de Samos (EVES, 2004). Sobre Pitagoras, existe muito
misticismo envolvendo sua figura e ndo se sabe, muitas coisas a seu respeito (EVES, 2004).
Especula-se a possibilidade de ter sido discipulo de Tales de Mileto, pois eram
contempordneos ¢ residiam na mesma regido’. Porém, foi em Crotona, uma colonia grega
situada no sul da Italia, que “ele fundou a famosa escola pitagérica, que, além de ser um
centro de estudo de filosofia, Matematica e ciéncias naturais, era também uma irmandade
estreitamente unida por ritos secretos e cerimonias” (EVES, 2004, p.97). Muitas foram as
contribui¢cdes matematicas dos pitagdricos e provavelmente a mais famosa dela € o teorema
de Pitagoras. Isto porque ¢ dado a Pitdgoras a primeira demonstracdo geral do teorema ja
conhecido pelos babilonios a mais de um milénio antes (EVES, 2004).

Os pitagodricos, assim como outras escolas filosoficas da época, também possuiam a sua
ideia para o principio de tudo, isto €, para a arkhé. Entretanto, diferente dos outros filésofos
que atribuiam a elementos naturais a origem de tudo, para eles, o “nimero/entidade ¢,
exatamente, o principio pitagorico, o elemento, o a&tomo” (SANTOS, 2008, p.24). Isto ¢, a
filosofia pitagorica possuia uma confianga que os numeros eram o principio de tudo. Segundo
0s pitagoricos, os numeros eram a representacao fisica da bondade, da harmonia, da justigca e

da perfeicao (SANTOS, 2008). Assim sendo, na visao dessa escola, “os nimeros gozavam de

> Também se especula a existéncia desse filosofo. Ha a possibilidade de ele ser um personagem ficticio
inventado pelos membros da sociedade pitagorica.
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um papel impar na constituigdo dos demais fendmenos [...] tudo mais revelavam uma
estrutura que poderia ser compreendida pelas relagdes que poderiam ser estabelecidas entre os
numeros” (SANTOS, 2008, p.24).

Nesse sentido, para os pitagoricos, o estudo da Matematica, mais especificamente no
que tange o estudo da geometria e da aritmética, era o melhor modo de se conhecer o universo
e o unico modo de alcangar a verdade sobre o cosmos. Desse modo, seriam eles, a geometria e
os numeros, que elevariam o homem ao plano divino, ou seja, seriam os Unicos capazes de
aproximar o homem de sua divindade e, por consequéncia, a sabedoria deste, “tornando-o
coparticipante da criagdo e da organizacao do universo” (SANTOS, 2008, p.24). Segundo
Boyer (1996), os pitagdricos possuiam uma estima e uma confianga tdo grande pelos nimeros
que basearam e desenvolveram sua filosofia e modo de viver focado neles. Tal era a ligagdo
da escola com os numeros que se podia verificar essa relacdo no lema do grupo, o qual era
“tudo € namero” (BOYER, 1996, p.34).

Os pitagoricos, segundo Teixeira (2016), exaltavam em tdo alto grau os atributos, os
parametros e a aritmética dos numeros e sequéncias que chegavam a conclusdo que o cosmo ¢
regido por uma esséncia matematica, em outras palavras, eles acreditavam que a inteligéncia
superior, segundo 0s quais regia O universo, possuia em seu cerne conceitos e ideias
matematicas.

Posto isso, fica compreensivel entender o

papel quase sagrado desempenhado pelos numeros (devemos ter em mente que 0s
pitagoricos consideravam apenas a existéncia dos nimeros inteiros positivos) como
uma encarnagdo intelectual da ordem divina do universo. Para os pitagdricos, os
numeros inteiros positivos encarnavam a bondade e a beleza da mais perfeita
propor¢ao. Os niimeros inteiros expressavam os designios divinos e davam forma
aos proprios deuses (SANTOS, 2008, p.24).

Segundo Boyer (1996), os pitagéricos concebiam atributos masculinos aos niimeros
impares e atributos femininos aos nUmeros pares, além disso, cada nimero possuia

caracteristicas proprias, deste modo,

o numero um, diziam eles, ¢ o gerador dos numeros e o niimero da razao; o dois é o
primeiro niimero par, ou feminino, o nimero da opinido; trés ¢ o primeiro niumero
masculino verdadeiro, o da harmonia, sendo composto de universidade e
diversidade; quatro ¢ o niimero da justica ou retribuicdo indicando o ajuste de
contas; cinco ¢ o nimero do casamento, unido dos primeiros numeros verdadeiros
feminino e masculino; e seis € o nimero da criacdo (BOYER, 1996, p.36).
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Apesar da grande valorizacdo que os numeros inteiros positivos possuiam para os
pitagoricos, ja era de seus conhecimentos os numeros fraciondarios, isto porque existia a
necessidade de “medi¢do de varias quantidades, como comprimento, peso e tempo” (EVES,
2004, p. 104), que ndo eram satisfeitas por unidades inteiras de medida. Para atender essas
caréncias, utilizava de fracdes, “definindo-se, assim, um nimero racional como o quociente
p/q, q # 0” (EVES, 2004, p.104), sendo p e q nimeros inteiros. Deste modo, “o sistema dos
numeros racionais ¢ suficiente para propositos praticos [...], uma vez que ele contém todos os
inteiros e todas as fragdoes” (EVES, 2004, p.104).

Uma vez que os numeros possuiam enorme prestigio para os pitagoricos, estes
“condenavam o que ndo pudesse receber determinagdo, o que ndo pudesse receber um metro,
uma medida, um ntmero” (SANTOS, 2008, p.26). Para os discipulos de Pitdgoras, a
totalidade do que existe era passivel de ser definida, isto é, “as formas geométricas, a
harmonia das proporg¢des, o fruto do plano divino, tudo isso era determinavel, era péras”
(SANTOS, 2008, p.26).

Nesse sentido, tudo aquilo que nao era possivel receber medida ou que nao pudesse ser
determinavel, isto é, que fosse considerado apeiron (indeterminado, aquilo que carece de
medida) seria abominavel. Assim, “para os pitagdricos, o infinito é o abominavel caos, o
interminavel conflito sem trégua e sem ordem” (SANTOS, 2008, p.27).

Para os pitagdricos, ao conceber que os nimeros eram o principio de tudo, além de
revelarem a integridade e a esséncia do cosmos, aquilo que ndo fosse passivel de receber

delimitag¢@o ou determinacao, o fo apeiron, seria imperfeito. Assim,

os pitagoricos atribuiam ao infinito a imperfeicdo propria do mundo natural.
Enquanto os niimeros revelam a perfei¢do contida no mundo dos deuses, trazida até
o nivel humano pelo poder da abstragdio — dadiva concedida a poucos para a
compreensdo da constitui¢do ultima do universo —, o infinito revela o contrario
disso, a ignorancia oferecida pela seducdo dos sentidos (SANTOS, 2008, p. 27-28).

Deste modo, os pitagoricos consideravam “o infinito como uma aberragdo, fruto da
auséncia de determinacdo. Como aquilo que recusava a receber um numero” (SANTOS, 2008,
p.27). Portanto, possuiam uma repulsa ao infinito, pois este era simbolo daquilo que ndo se
poderia ser alcangado com a razdo “e, por conseguinte, inacessivel ao filosofo, a0 matematico,
ao moralista” (SANTOS, 2008, p.27).

Contudo, em um dos varios estudos matematicos, os pitagdricos fizeram uma

descoberta que abalou toda estrutura filosofica da escola e “esse golpe atingiu exatamente a
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base do sistema matematico dos pitagoricos, a perfei¢do das propor¢des numéricas e suas
relagdes geométricas” (SANTOS, 2008, p.28).
A descoberta dos niimeros irracionais (o que significa nimeros nao-racionais) se deu

quando os pitagoricos observaram que a medida da diagonal de um quadrado de lado 1, isto &,

V2, ndo poderia ser escrita na forma s / q # 0. Esse acontecimento “foi surpreendente e

perturbador para os pitagdricos” visto que “parecia contraria ao Senso comum, pois
intuitivamente havia o sentimento de que toda grandeza poderia ser expressa por algum

numero racional” (EVES, 2004, p.106).

Figura 1 - Representacdo da diagonal de um quadrado de lado 1.

1
Fonte: Teixeira (2016).

Devemos lembrar que os pitagéricos acreditavam que os nimeros inteiros apontavam

para

as formas divinas do céu; sdo eles que constituem a imagem da perfei¢do do Cosmos
pitagérico que, a um s6 tempo, se apresenta, corporificado nas figuras da geometria,
a intui¢do sensivel e a razdo humana; os nimeros inteiros sao o principio € o fim, 0s
elementos fundamentais do universo; por meio deles, tudo o que € belo, justo e bom,
pode ser compreendido e descrito como propor¢des numéricas perfeitas (SANTOS,
2008, p.28).

Portanto, essa descoberta fez com que os pitagdricos tivessem que ver ruir grande parte

de sua estrutura filosofica e revelou “uma perniciosa auséncia de limite, que deveria ser



33

evitada a qualquer custo, ja que conduz ao apeiron, a irracionalidade” (SANTOS, 2008, p.31).
Além disso, essa descoberta “levantava dividas quanto a correcdo da tese pitagérica de que os
numeros eram os constituintes ultimos da realidade” (SILVA, 2007, p.33). Segundo Silva
(2007), “a descoberta da incomensurabilidade foi a primeira grande crise da Matematica”
(SILVA, 2007, p. 34).

Outra escola filosofica que lidou, durante a era grega, com a ideia de infinito foi o
eleatismo. Essa escola tinha como fundador Parménides de Eléia, que viveu por volta de 450
a.c. (BOYER, 1996, p. 51), o qual ficou conhecido “por ter inspirado Platdo e, sobretudo, por
conceber o mundo como imutdvel: ndo ha movimento, ndo hd mudanga, ndo hé nascimento
nem morte, ndo ha espaco nem tempo” (ROQUE, 2012, p.133). Nesse sentido, os ecleatas
defendiam que o ser (entenda-se a arkhé) ¢ indivisivel e homogéneo e, portanto, “o ser nao
admite quer o vazio, quer o ilimitado” (SANTOS, 2008, p.32). Isto faz com que eles se
oponham “a concepg¢do segundo a qual o universo € uma estrutura que admite o vazio e o
infinito” (SANTOS, 2008, p.32). Procurando mostrar “que ¢ um absurdo considerar ndo
apenas que as coisas sao infinitamente divisiveis, mas também que sao compostas de infinitos
indivisiveis” (ROQUE, 20012, p.134), Zendo de Eléia, discipulo de Parménides, propde
quatro paradoxos, denominados Dicotomia, Aquiles, Flecha e Estadio, os quais se
considerarmos como verdade a hipdtese, a conclusdo conduz a impossibilidade do movimento
(ROQUIE, 2012).

Um dos paradoxos propostos por Zendo, intitulado Aquiles e a Tartaruga, propde que
Aquiles disputa uma corrida com a tartaruga no percurso de A até B. Ele oferece a ela uma
vantagem inicial, de modo que, dada a largada, a tartaruga percorre do ponto A até o ponto C
e Aquiles fica parado. Apos isso, Aquiles percorre o espaco de A até¢ C, enquanto isso a
tartaruga avanga do ponto C até o ponto D e, assim, sucessivamente. Dessa forma, Aquiles

jamais alcangard a tartaruga.

Figura 2 - Representacdo do paradoxo Aquiles e a tartaruga.
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Fonte: Elaborado pela autora
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Desse modo, “se o espaco ¢ infinitamente divisivel, o percurso realizado pela tartaruga
pode ser infinitamente dividido. Sendo assim, se Aquiles realizar o mesmo percurso da
tartaruga subdividindo o percurso realizado por ela, ele jamais conseguird alcanca-la”
(ROQUE, 2012, p.135). Assim, Zendo pretendia mostrar que “as consideragdes sobre o
movimento em geral, assim como a existéncia desses pontos em quantidade infinita [...]
permite um raciocinio cuja conclusdo ¢ um absurdo” (SANTOS, 2008, p. 37).

Segundo Amadei (2005), os paradoxos propostos por Zenao, os quais indicam atributos
desconcertantes da nocao de ndo-finitude, consistem nos exemplos mais antigos dos dilemas
provocados pela ideia de infinito na historia.

Entretanto, ¢ nas maos de Aristoteles, discipulo de Platdo e mestre de Alexandre, o
Grande, que o conceito de infinito ¢ tratado e aprofundado. Apesar de Aristoteles ser filosofo
e estudioso das ciéncias da natureza, ele “estava completamente a par das atividades dos
matematicos” (BOYER, 1996, p.67). Segundo Santos (2008), a filosofia de Aristoteles parte
do pressuposto que “a logica e a Matematica sdo instrumentos necessarios para a
compreensdo do real, mas o real, em si mesmo, ndo pode ser reduzido a légica, a Matemadtica
ou a consideragdes meramente abstratas” (SANTOS, 2008, p. 54-55). Por isso, mesmo que o
infinito constitua “um problema logico e conceitual”, sua compreensdo e investigacdo nao
podem ser descartadas por causa das ‘“suas possibilidades empiricas denunciadas pela
natureza” (SANTOS, 2008, p. 56), concluindo que “o infinito, o que quer que ele seja, nao
pode ser completamente abstraido das formas sensiveis, seja como principio, seja como pura
ideia” (SANTOS, 2008, p. 59).

Deste modo, Aristoteles, em seu livro intitulado Fisica - parte III, inicia sua discussao

da existéncia do infinito, declarando que

visto que a ciéncia acerca da natureza versa sobre as grandezas, 0 movimento € o
tempo, sendo cada um destes necessariamente ou infinito ou finito [...] seria
conveniente que aquele que se ocupa da natureza contemplasse o infinito, se existe
ou ndo, e, se existe, o que € (ARISTOTELES apud RIBEIRO, REIS e COELHO,
2009, p.99).

Assim, ao se propor a pesquisar sobre o infinito, Aristoteles ndo procura determinar,
como fizeram seus antecessores, o infinito como algo que ndo possui limite, mas como o
intransponivel, uma vez que o infinito seria melhor compreendido, intuitivamente e
fundamentalmente, como algo que ndo pode ser concluido no sentido abstrato ou empirico,

isto ¢, o infinito seria “aquilo que ndo pode ser superado por meio da acdo do corpo ou do
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pensamento” (SANTOS, 2008, p. 57). Entretanto, apesar de ser de dificil compreensao e tato,

Aristoteles afirma que

a crenca de que o infinito ¢ algo dar-se-ia aos que examinam tal assunto, sobretudo,
por cinco motivos: pelo tempo (pois este ¢ infinito), bem como pela divisdo que
ocorre nas grandezas [...], pelo fato de que somente desse modo geragdo e corrupgdo
ndo se esgotam [...], além disso, pelo fato de que o limitado sempre faz limite com
relagdo a algo [...]; enfim, sobretudo pelo principal motivo, o qual produz a aporia
comum a todos: por ndo se esgotar o que estd no pensamento, 0 nimero parece ser
infinito assim como as grandezas matematicas e o que estda fora do céu
(ARISTOTELES apud RIBEIRO, REIS e COELHO, 2009, p.100-101).

Isto ¢é, Aristoteles lista cinco argumentos que sugerem a existéncia do infinito: 1) o
tempo, por este ndo ter principio e fim; ii) por causa das grandezas/magnitudes poderem ser
divididas ad infinitum; ii1) porque a geragdo e a corrupcao se estendem perpetuamente; iv) se
algo ¢ limitado, ele devera estar incluido em outro algo, e este algo em outro algo, ¢ assim por
diante v) os numeros jamais se esgotam (SANTOS, 2008, p.58).

Apds uma andlise mais profunda, Aristoteles rejeita os argumentos iii) e iv) e pondera
que as trés consideracdes restantes “estdo interligadas e se referem a um unico infinito [...]
que redundam em apenas duas predicagdes possiveis: 1) Infinito por adi¢do continua; 2)
Infinito por divisao continua” (SANTOS, 2008, p. 59). Reconhecendo a existéncia do infinito,

Aristoteles afirma que

¢ preciso determinar de quantos modos ¢ dito o infinito. De um modo, o impossivel
de percorrer, porque, por natureza, ndo se o pode percorrer [...]. De outro modo,
aquilo cujo percurso na dire¢do da fronteira ndo cessa, quer esse percurso se dé com
dificuldade, quer por natureza, mas que ndo tem fronteira ou limite. Além disso,
todo infinito ou ¢ por adigdo ou por divisio ou pelos dois (ARISTOTELES apud
RIBEIRO, REIS e COELHO, 2009, p.101).

Isto €, Aristoteles declara que € necessario identificar os modos em que o infinito ¢é
concebido e, segundo ele, essa visdo pode ser entendida de duas maneiras diferentes: aquilo
que nao pode ser percorrido e aquilo que ndo pode ter limite. Sobre o primeiro, denominado
infinito atual, Aristoteles afirma que se subentende que o infinito seria um corpo/ente que nao

pode ser transposto e sobre isso ele escreve que

Ora, se a defini¢do de corpo ¢ “o limitado por uma superficie”, ndo haveria corpo
infinito, nem inteligivel, nem sensivel [...] pois corpo ¢ aquilo que tem extensdao no
seu todo, e infinito € o que se estende ilimitadamente, de modo que o corpo infinito
sera aquilo que se estendeu por toda parte ao infinito. Mas ndo ¢ admissivel que um
corpo infinito seja um e simples, nem de modo absoluto, nem, como dizem alguns,
aquilo que est4 a parte dos elementos e do qual estes vieram a ser (ARISTOTELES
apud RIBEIRO, REIS e COELHO, 2009, p.102).
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Somado a isso Aristoteles relata que

[..] € manifesto também que ndo ¢ admissivel ser o infinito como ente em ato, nem
como substancia e principio, pois qualquer parte dele que se tome serd infinita [...].
Com efeito, ¢ impossivel que 0 mesmo seja muitas coisas infinitas (mas, como a
parte do ar ¢ ar, assim também a parte do infinito seria infinito, se ele fosse
substancia e principio) [...]. Mas é impossivel que o ente em ato seja infinito, pois
ele é certa quantidade necessaria determinada (ARISTOTELES apud RIBEIRO,
REIS e COELHO, 2009, p.102).

Ou seja, Aristoteles afirma que ndo € possivel entender o infinito como um possuidor
de um corpo, isto porque se pressuporia que o infinito seria algo acabado, possuidor de limite,
e qualquer parte que se pegasse dele também seria infinita. Por exemplo, se fosse possivel
tomar uma parte do ar, essa parte também se constituiria em ar.

Apos a rejeicdo que Aristoteles faz ao primeiro modo de se considerar o infinito, ele
declara que o segundo modo, chamado infinito potencial, deve existir porque, caso esse
ultimo fosse negado, existiriam conclusdes absurdas, tais como “o tempo haveria algum
principio e fim; as grandezas ndo seriam divisiveis em grandeza; e o nimero ndo seria
infinito” (ARISTOTELES apud RIBEIRO, REIS e COELHO, 2009, p.106). Deste modo,

Aristoteles escreve que

de fato, o infinito ndo existe de outro modo, sendo em poténcia [...], o infinito em
poténcia é também por adi¢do, o qual dizemos ser, em certo sentido, 0 mesmo que o
infinito por divisdo, pois sempre havera algo fora para tomar, embora isso nio
ultrapasse toda grandeza, como, por divisdo, se ultrapassa todo determinado e
sempre haverd algo menor. Por conseguinte, ndo é possivel ultrapassar tudo por
adigdo, nem em poténcia [...]. Infinito, de fato, é aquilo desde que, segundo a
quantidade, sempre se pode tomar algo além do ja tomado (ARISTOTELES apud
RIBEIRO, REIS e COELHO, 2009, p.107).

Deste modo, devemos a Aristételes “a distingao fundamental entre o infinito atual e o
infinito potencial, ou seja, entre a nogdo de uma totalidade finita em que sempre cabe mais um
indefinidamente — o infinito potencial — e uma totalidade infinita acabada” (SILVA, 2007,
p-51). Assim, Aristoteles conclui, segundo Silva (2007), que o infinito potencial € suficiente

para os matematicos.
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4.2 ERA MEDIEVAL

Apos o dominio grego da antiguidade, iniciou-se o poderio do Império Romano, o qual
se divide em Ocidental e Oriental. Entretanto, o Império Romano Ocidental veio a esmorecer
na metade do século V, acontecimento que marca o inicio da Idade Média, e o “poder politico
na Europa transladou-se para a Galia (hoje Franga) onde os francos fundaram um solido
império” (EVES, 2004, p.285). Esses novos imperadores francos adotaram a religido catdlica
e iniciou-se, entdo, a construcdo de um poderio da Igreja Catodlica, a qual estava “sob a
orientacdo de um Papa que exercia suas fungdes na cidade de Roma, assistido por uma
burocracia integrada” (EVES, 2004, p.287).

O homem da Idade Média apresentou grande competéncia ao que tange conhecimentos
de engenharia, os quais sdo verificados pela grande variedade de enormes catedrais “repletas
de belos e detalhados vitrais e notaveis arcobotantes” (EVES, 2004, p.287), assim como pela
construcdo de reldgios precisos, constru¢do de pontes em grandes rios e drenagem de
pantanos. Apesar disso, a produgao cientifica de ciéncia ¢ Matematica era muito pouca ¢ isto
s6 comecou a mudar no Renascimento (EVES, 2004). Isso porque, influenciados pelo
cristianismo, houve um interesse muito grande pela compreensdo das ciéncias naturais.
Porém, a filosofia aristotélica foi rejeitada pelos cientistas medievais, pois para Aristoteles o
mundo era eterno em si mesmo, enquanto para o cristianismo o mundo havia sido uma cria¢ao

divina, “ex nihilo, sendo assim temporal, e ndo eterno” (WOODS, 2008, p.79).

Essa compreensdo cristd da ordem do mundo foi decisiva para as bases do
conhecimento cientifico que se desenvolveu na modernidade. Um caso de
“precursor” das teses sobre o movimento e a inércia dos corpos fisicos
foi Jean Buridan (1295-1358), um sacerdote e professor da Sorbonne no século XIV.
Buridan era herdeiro direto da filosofia escolastica e, como destacou o historiador
Thomas Woods Jr.: “O que Buridan procurou descobrir foi de que modo os corpos
celestes, uma vez criados, puderam comegar a mover-se € permanecer em
movimento na auséncia de uma for¢a que os continuasse a propelir. Se os corpos
ndo participavam de um motor imoével que os movia eternamente, como teorizava
Aristoteles, com permaneciam em movimento apds sua criacdo por Deus?
(WOODS, 2008, p. 79)

Buridan conclui que “Deus, apds ter criado os corpos celestes, lhes havia conferido o
movimento, € que esse movimento nunca se havia dissipado porque os corpos celestes,
movendo-se no espago exterior, ndo encontravam atrito [...]” (WOODS, 2008, p.79). Por
conta da filosofia que imperava na Idade Média, ndo houve avancos na compreensao € na

constituicdo do conceito de infinito nesse periodo em relagdo a ciéncia Matematica. O

finito/infinito volta a ser focado com o Renascimento.
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4.3 ERA MODERNA

A Idade Moderna possui como marco inicial o Renascimento. Este ultimo ¢ um termo
usado para identificar o movimento socio-historico-cultural que ocorre entre meados
do século XIV at¢ o fim do século XVI na Europa. Recebe esse nome porque ¢ um
movimento que busca retomar valores da Antiguidade e abandonar os que estavam em vigor.
Caracteriza-se pela passagem da sociedade feudal para a sociedade capitalista. No
Renascimento, ocorreu uma movimentagao cientifica e artistica em se aproximar das origens
gregas. Isto ¢, ocorreu uma valorizagao das obras artisticas e intelectuais da civilizagao grega,
o que “deflagrou um novo interesse pela ciéncia e a arte” (EVES, 2004, p.288). Com isso,
muitos “intelectuais do Renascimento foram incapazes de conciliar normalmente suas ideias
sobre ciéncia com as doutrinas religiosas da Igreja Catélica e grande parte do trabalho
cientifico da época encontrou tenaz oposicdo das autoridades eclesidsticas” (EVES, 2004,
p.288).

Entre esses pensadores destaca-se Galileu Galilei, nascido em Pisa no ano de 1564, que
ficou muito conhecido por suas contribui¢des a Astronomia. Um dos seus feitos mais famosos
foi o aperfeicoamento do telescopio, através do qual ele pdde observar o céu e fazer
descobertas astrondmicas que, ao fim, desafiaram os conceitos tidos como verdade pela Igreja
Catdlica e culminaram na prisdo domiciliar de Galileu até o fim dos seus dias.

Durante os seus dias de reclusdo, Galileu deu grande contribuicdo a elaboragdo do
conceito de infinito. Isto porque, em seu livro intitulado Duas novas ciéncias, de 1638, o qual
seria um “tratado sobre dindmica e resisténcia dos materiais” (BOYER,1996, p. 225), Galileu
apresenta colocagdes que abordam o infinito e o infinitesimal. Sobre o livro destacamos que €
escrito como sendo um dialogo entre trés personagens: Salviati, um estudioso bem informado
cientificamente, Sagredo, um leigo inteligente, e Simplicio, um aristotélico obtuso (BOYER,
1996, p. 224).

Em um primeiro trecho, “Salviati afirma a Simplorio que tdo facil quanto decompor um
segmento de reta numa quantidade finita de partes ¢ decomp6-lo numa quantidade infinita”
(TEIXEIRA, 2016, p.21), isso ¢ exemplificado por Salviati quando ele “diz que dobrando um
segmento de reta em [...] oito partes iguais, formamos [...] um octdégono regular. Logo,
curvando-se o segmento em forma de circunferéncia, estariamos trazendo a realidade os

infinitos nimeros de partes contidas no segmento” (TEIXEIRA, 2016, p.21). Isto ¢, Galileu
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coloca a circunferéncia como sendo um poligono regular formado por uma quantidade infinita
de lados, se remetendo assim ao método da exaustdo de Eudoxo®.

Entretanto, foi em outro trecho desse mesmo livro que Galileu chegou mais perto do
infinito, principalmente em sua caracteristica atual, uma vez que essa passagem do texto
mostra “que ele captou a ideia de equipoténcia de conjuntos infinitos” (EVES, 2004, p. 355).

Essa descoberta ficou conhecida como Paradoxo de Galileu expressa no seguinte didlogo:

Salviati. (...) Se eu disser que os niimeros tomados na sua totalidade, incluindo os
quadrados e os ndo quadrados, sdo mais numerosos do que os quadrados sozinhos,
enunciarei uma proposicao verdadeira, ndo &?

Simplicio. Certamente

Salviati: De seguida, se eu perguntar agora quantos quadrados ha, podemos
responder, sem nos enganarmos, que ha tantos quantas as raizes quadradas
correspondentes, atendendo a que todo o quadrado tem a sua raiz ¢ toda a raiz o seu
quadrado, que um quadrado ndo tem mais do que uma raiz, nem uma raiz mais do
que um quadrado.

Simplicio. Exatamente.

Salviati. Mas se eu perguntar quantas raizes ha, ndo se pode negar que ha tantas
quantos os numeros, porque todo o numero ¢ a raiz de algum quadrado. Assim
sendo, sera, portanto, preciso dizer que ha tantos nimeros quadrados como niimeros,
uma vez que eles sdo tantos como as raizes e que as raizes representam o conjunto
dos numeros. No entanto diziamos de principio que hd mais numeros do que
quadrados, ja que a maior parte dos numeros nao sdo quadrados. (...)

Sagredo. Entdo, qual a conclusdo a tirar nestas condigdes?

Salviati. Aos meus olhos, a tnica conclusdo possivel ¢ dizer que o conjunto dos
nameros, dos quadrados, das raizes ¢ infinito; que o total dos nimeros quadrados
ndo ¢ inferior ao conjunto dos nlimeros, nem este superior aquele. E finalmente, que
os atributos igual, maior e menor ndo tém sentido para quantidades infinitas, mas
somente para quantidades finitas (GALILEU, 1638 apud ANDRADE e
PINGUELLI ROSA, 2012, p. 04).

No inicio desse didlogo observamos o personagem Salviati expor uma ideia tida
como obvia: a parte de algo ¢ menor que o todo desse algo. Isto ¢, se fosse possivel pegar os
nimeros quadrados perfeitos, estes seriam menor que o grupo dos niimeros, o qual ¢ formado
pelos quadrados perfeitos juntamente com os que ndo sdo. Entretanto, Salviati continua seu
pensamento “observando que uma correspondéncia um a um pode ser estabelecida entre todos
os inteiros e os quadrados perfeitos” (BOYER, 1996, p.226) e que, por isso, existem tantos
nimeros quanto quadrados perfeitos. Deste modo, Galileu nota a existéncia de uma relagao de
um numero quadrado perfeito com sua raiz, criando uma correspondéncia biunivoca entre

esses dois conjuntos de niimeros, tal como ¢ representada pela Figura 3.

* O método admite que uma grandeza possa ser subdivida indefinidamente (EVES, 2004, p.419).
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Figura 3 - Correspondéncia biunivoca dos naturais com seus quadrados.

{l.. 2. 3.4, B O,

I

{1, 4, 9, 16, 25,36,...}

Fonte: Teixeira (2016).

Logo ap6s isso, Galileu declara, na fala de Salviati, que a inica conclusio possivel seria
a de que o conjunto dos numeros, assim como dos quadrados e das raizes, ¢ infinito. E por
1sso, ndo ¢ possivel classificar um conjunto maior, menor ou igual ao outro. Nota-se aqui que

Galileu

enfrentava a propriedade fundamental de um conjunto infinito — de que uma parte
dele pode equivaler ao conjunto todo — mas Galileu ndo tirou essa conclusio.
Embora Salviati concluisse corretamente que o numero de quadrados ndo ¢ menor
que o numero de inteiros, ndo teve dnimo para afirmar que sdo iguais. Em vez disso,
ele concluiu simplesmente que “os atributos ‘igual’, ‘maior’ e ‘menor’ ndo se
aplicam ao infinito, mas somente a quantidades finitas”. Afirmou até
(incorretamente, como sabemos agora) que ndo se pode dizer que um numero
infinito ¢ maior que outro nimero infinito, ou mesmo que um numero infinito é
maior que um numero finito (BOYER, 1996, p. 226).

Deste modo, assim “como Moisés, Galileu chegou a avistar a terra prometida, mas ndo
pdde penetrar nela” (BOYER, 1996, p. 226).

Outro estudioso pos-renascimento que deparou com o conceito de infinito no percurso
de seus estudos foi René Descartes. Nascido perto de Tours em 1596, foi apenas em 1612, em
Paris, que “passou a dedicar parte do seu tempo ao estudo da Matematica” (EVES, 2004, p.
383). Foi nesse periodo que Descartes “progrediu para tornar-se o “pai da filosofia moderna™”
(BOYER, 1996, p. 230), apresentando uma nova visdo cientifica e estabelecendo uma nova
area da Matematica (BOYER, 1996).

Em seu livro Discours, publicado em 1637, Descartes da a sua contribuicdo a
Matematica, mais precisamente no ambito da geometria. No terceiro apéndice do livro,
denominado La géométrie, Descartes apresenta: uma “explanacao de alguns dos principios da
geometria algébrica e revela um avango real em relagdo aos gregos” (EVES, 2004, p. 384),
“uma classifica¢do de curvas agora superada e um método interessante de construir tangentes

a curvas” (EVES, 2004, p. 385) e “resolu¢do de equagdes de grau maior que dois” (EVES,
2004, p. 388).
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E também nesse apéndice que Descartes apresenta uma diferenciagdo em relagdo aos
geometras gregos. “Para os gregos, uma varidvel correspondia ao comprimento de um
segmento, o produto de duas varidveis a area de algum retangulo e o produto de trés variaveis
ao volume de algum paralelepipedo retangulo” (EVES, 2004, p. 384). Ja para Descartes, o “x?
ndo sugeria uma area, antes porém o quarto termo da propor¢do 1 : x = x : x?, suscetivel de ser
representado por um segmento de reta facil de construir quando se conhece o x” (EVES,
2004, p. 384).

Deste modo, era passivel a Descartes representar em um espago geométrico qualquer
poténcia de varidvel, com ou sem atribuicdo de valores, sendo que neste ultimo caso, a
variavel poderia variar de um valor muito pequeno ao muito grande, abrangendo os
infinitésimos até o infinito (EVES, 2004, p. 384). Nesse sentido, Descartes afirma que “a
ideia de infinito desempenha um papel tdo ou mais fundamental que a de finito, tanto em
logica, como em Matematica e também em filosofia” (SANTOS, 2008, p. 94).

Ainda segundo Descartes, a ideia do infinito estaria impressa em nos “por vontade de
um ser criador do universo, sendo ele proprio a consubstancia¢do e manifestacao originaria do
infinito” (SANTOS, 2008, p. 94). Entretanto, por conta de nossa natureza finita, tentamos
reduzir o infinito ao finito. Um exemplo disso, segundo Descartes, seria quando nos
indagamos “sobre o maior numero, o nimero de todos os numeros” (SANTOS, 2008, p. 94).

Entretanto ¢ importante ressaltar que, para Descartes, o infinito ndo seria o ilimitado,

como tantos antes dele declaravam. Isto ¢é

o infinito para Descartes nao ¢ aquilo que seus adversarios chamavam de ilimitado,
como um tipo de negativo do que é finito — a maneira como se poderia entender um
infinito meramente potencial —, baseado na auséncia de uma constatacdo sensivel
de um universo limitado e, portanto, finito. Contrariamente a isso, para ele o infinito
se impde positivamente, como conceito afirmativo. Assim, o infinito em Descartes é
associado ao infinito atual, como unidade, seja no pensamento, como ideia, seja na
natureza, como forga por si s6 insondavel (SANTOS, 2008, p. 94).

Outro matematico que ird utilizar a ideia de infinito em suas descobertas serd Leibniz,
um dos fundadores do Calculo Diferencial e Integral. Gottfried Wilhelm Leibniz, nasceu em
Leipig, Alemanha, em 1646, cidade onde ingressou na Universidade com apenas quinze anos
e obteve grau de bacharel com apenas dezessete anos. Aos vinte, Leibniz j& estava capacitado
para receber o titulo de doutor. Entretanto, devido a pouca idade, seu titulo foi recusado. Por
1sso, ele se mudou para Niiremberg, onde conseguiu seu titulo de doutor na Universidade de
Altdorf e passou a trabalhar para familias influentes da época, prestando servicos

diplomaticos (BOYER, 1996, p. 275).
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Entre os anos de 1673 e 1676, Leibniz desenvolveu suas ideias que contribuiriam para
a formag¢ao do Calculo. Nessas ideias, ele utilizava-se de quantidades infinitamente pequenas,
as quais os matematicos tinham muitas dificuldades de lidar, as “chamadas “diferenciais”,
designadas na notacao de Leibniz por dx e dy. Tais quantidades eram utilizadas nos calculos
como quantidades auxiliares, e com exito” (ROQUE, 2012, p.361). Somado a isso, “Leibniz
enunciou as regras para encontrar a derivada de somas, diferengas, produtos, quocientes,
poténcias e raizes” (ROQUE, 2012, p.355).

Leibniz também possuia a compreensdo de que o simbolismo em Matematica era de
suma importancia e, portanto, tinha um cuidado em utilizar os simbolos nas suas descobertas.
Exemplo disso seria o uso do simbolo da integral “um S alongado, derivado da primeira letra
latina summa (soma) [...], o objetivo era indicar uma soma de indivisiveis” (EVES, 2004,
p.443).

As ideias propostas por Leibniz “obtinha sucessos nos céalculos e nas aplicagdes. O que
estava em jogo, portanto, na discussdo sobre os fundamentos ndo era a utilizagdo efetiva
dessas quantidades ndo finitas, mas sim seu estatuto” (ROQUE, 2012, p.361). Era claro que as
tecnicas desenvolvidas por Leibniz calculavam corretamente tangentes e areas, por exemplo,
entretanto, o que era incomodo na visdo de outros matematicos, era a utilizagdo da ideia do
infinito, em suas caracteristicas potencial e atual, misturadas a ideia do continuo e discreto.

Leibniz também afirmava que “as novas curvas e técnicas de solugdo propostas [...]
visavam ainda trazer para o dominio da Analise alguns problemas fisicos da época” (ROQUE,
2012, p. 356). Isto ¢, “em um artigo de 1694 [...], ele afirmou que seu método fazia parte de
uma Matematica geral que tratava do infinito e que, por isso, ele seria necessario se
quisessemos usar a Matematica na Fisica, uma vez que o infinito esta presente na natureza”
(ROQUIE, 2012, p. 356).

Deste modo, as ideias de Leibniz envolviam “ndo sé a logica e a Matematica, mas
também a fisica, a moral e a metafisica” (SANTOS, 2008, p. 70). Nesse sentido, “uma
filosofia deve, segundo Leibniz, ser uma Scientia Infiniti’; ou seja, propiciar um acordo sobre
a existéncia do infinito e sobre a forma de como podemos nos expressar rigorosamente sobre
ele” (SANTOS, 2008, p. 71).

Na Matematica, Leibniz confere “a sua propria analise sobre o infinito, principalmente
através de sua formulacdo do Cdlculo Infinitesimal, [...] uma maneira de remediar uma

situacdo que vinha se repetindo por toda a Idade Média” (SANTOS, 2008, p. 71). Essa ideia

> Titulo de uma das obras jamais publicadas por Leibniz.
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era a de que o uso do infinito “pareciam se restringir, exclusivamente, a argumentos
teologicos” (SANTOS, 2008, p. 71). E para Leibniz o uso do infinito deveria abranger

também o conhecimento terreno. Desse modo, segundo o matematico

fornecer uma argumentagdo matematica para o infinito significava também
restabelecer a razdo um poder e um alcance deixado na antiguidade classica. Nesse
sentido, também Leibniz se vera envolto com teses platonicas e aristotélicas. E com
a reapresentagdo dessas teses, através de uma cuidadosa investigacdo matematica,
que uma nova metafisica podera surgir como ciéncia unificadora. (SANTOS, 2008,
p- 72).

E importante ressaltar que, para Leibniz, o infinito decorre de algumas situagdes. Uma
delas seria aquela em que o infinito seria uma atribui¢do divina, “neste caso, infinito ¢ a ideia
mesma de perfei¢do. O que ¢é perfeito deve ser infinito e, reciprocamente, o infinito, por tudo
abarcar, ¢ a propria perfeicao” (SANTOS, 2008, p. 74). Uma segunda situagdo, ap0s assumir
a existéncia divina, seria a “infinidade de mundos possiveis sendo, cada um deles, por si
mesmos, infinitos” (SANTOS, 2008, p. 74). Entretanto, essa infinitude de mundos nunca
ultrapassara a capacidade divina de compard-los. Desse modo, percebemos que “Leibniz
concebe uma infinidade de possiveis infinitos, cada um deles distintos entre si, ¢ ainda assim,
passiveis de serem agrupados e comparados” (SANTOS, 2008, p. 75).

Podemos entender que Leibniz concebe o infinito em suas caracteristicas potencial e
atual, uma vez que o primeiro “permite um regresso ou um avango que, em comunhdo com o
tempo, se estende como um processo que ndo conhece limite” (SANTOS, 2008, p.76). Por
isso, “sO existe em relagdo a um procedimento intelectual inserido no tempo” (SANTOS,
2008, p.79). O segundo, ¢ testificado pelas operagdes de adicdo e de divisdo, uma vez que “a
propria possibilidade de realizacdo dessas operacdes j4 demonstraria que deve existir uma
realidade pré-teorica por elas desvelada e sobre a qual se projetam” (SANTOS, 2008, p.76) e,
portanto, “possui uma existéncia pré-teorica, absoluta, independente” (SANTOS, 2008, p.79).

Isto é

porque o mundo ¢ infinito em todas as suas possibilidades que torna possivel a
realizacdo dessas operacdes ao infinito. E a existéncia prévia de um mundo infinito €
condicdo de possibilidade de um procedimento infinito de divisdo e adi¢do. O
infinito potencial, ou matematico, reafirma a existéncia do infinito atual, ou
metafisico. Isto é, para Leibniz, esses dois tipos de infinito ndo sdo opostos, ou
excludentes, mas sdo modos distintos de descrever uma mesma realidade. A
argumenta¢do matematica pode tentar se aproximar, a seu modo, principalmente
pelo recurso aos infinitesimais, de uma realidade que ¢, em esséncia, infinita
(SANTOS, 2008, p.76-77).
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Sendo tudo isso muito claro na mente de Leibniz, este também compreendia que as
ideias que englobavam os infinitesimais e o conceito de limite, seriam tteis instrumentos em
questdes metafisicas, fisicas e morais, uma vez que “aquelas ciéncias mais de acordo com os
aspectos sociais € humanos [...], podem se beneficiar grandemente por meio dessas analogias
com o cdlculo, principalmente através de uma reinterpretagdo de suas proposi¢des atomicas
em termos de variaveis diferenciais e integrais” (SANTOS, 2008, p. 72).

Contudo, esse pensamento foi duramente criticado. Principalmente, por d’Alembert, o
qual considerava um abuso sugerir tal coisa, uma vez que, segundo esse, “Leibniz nao sé
ultrapassou as fronteiras que a ciéncia aconselha jamais atravessar, como também nao
compreendeu que o infinito ndo se submete livremente [...] a abordagens que estdo para além
das demarcagdes fornecidas pelo Cdlculo Diferencial” (SANTOS, 2008, p. 72),
especialmente, no que se refere a ideia de limite. Para d’Alembert, ainda referente as suas
criticas a Leibniz, “a afirmagdo da existéncia dessas grandezas infinitamente pequenas, estéd
para além do alcance de uma analise rigorosa e, por esse motivo, sua metafisica merece o

adjetivo de “abusiva” (SANTOS, 2008, p. 73). Além disso, para d’ Alembert

a adogdo dos infinitesimais tornou o sistema de Leibniz obscuro ¢ mistico. Sdo
muitos os momentos de dubiedade em suas afirmagdes como quando, por exemplo,
este se pergunta se o infinito seria um predicado exclusivamente divino ou se
poderia ser entendido como um atributo fundamental da natureza. Para d’Alembert,
esse tipo de questionamento abre espaco para interpretacdes que estdo muito além
do trabalho cientifico (SANTOS, 2008, p. 73).

Segundo Eves (2004), “a segunda crise nos fundamentos da Matematica seguiu-se a
criagdo do Calculo” (p. 673), uma vez que os métodos desenvolvidos ndo haviam sido
demonstrados. Apenas no comego de XIX, quando “Cauchy deu os primeiros passos rumo a
superacao da crise” (EVES, 2004, p.673) e depois com Weierstrass e seus seguidores ¢ que
“entedeu-se que a segunda crise dos fundamentos da Matematica tinha sido superada e que
toda a estrutura da Matemadtica tinha sido reabilitada e colocada sobre bases impecaveis”

(EVES, 2004, p.673).

4.4 ERA CONTEMPORANEA

Apds o periodo renascentista, marcado por grandes transformagdes e avangos
cientificos, “as ideias politicas, sociais e econdomicas do feudalismo, baseadas na agricultura
de subsisténcia, foram substituidas pela filosofia do liberalismo cldssico [...] e,

consequentemente, promoveu a Revolucao Industrial do século XIX” (EVES, 2004, p. 456).
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Assim, a época atual, tal como a conhecemos, deve muito aos séculos XVIII e XIX,
uma vez que foram neles que se deu a revolugdo industrial, a qual, sem duvidas, marcou e
mudou o mundo (EVES, 2004). Isto porque “a revolug¢dao industrial trouxe mudangas de
grande alcance em sua esteira” (EVES, 2004, p. 514), entre elas “o progresso tecnologico [...]
desencadeou uma era de investigacdes cientificas sem precedentes” (EVES, 2004, p. 518).
Além disso, “as necessidades da industria no século XX exigiram a participagdo de
matematicos e cientistas com grau universitario” (EVES, 2004, p. 518).

Um dos matematicos que viveu nessa época de transformacgdes foi Bernhard Bolzano, o
qual nasceu em 1781, em Praga, Tchecoslocaquia, lugar onde também veio a falecer em 1848
(EVES, 2004, p. 529). Na Universidade de Praga, apesar de estar muito envolvido no meio
teoldgico, notou sua “inclinacdo para logica e Matematica, especialmente a Andlise” (EVES,
2004, p. 529), sendo que, atualmente, “pode ser considerado o precursor da ‘aritmetizagao da
Analise’” (EVES, 2004, p. 530). Entretanto, os contemporanéos do matematico ignoraram
suas obras, sendo redescobertas apenas depois do falecimento de Bolzano.

Em sua obra pdstuma, lancada em 1851, denominada Paradoxos do infinito, Bolzano
faz a sua maior contribuicdo a Matematica, principalmente na constru¢do do conceito de
infinito. E nela que o matemético “discutiu muitos exemplos analogos ao paradoxo de Galileu
referente a correspondéncia biunivoca entre os inteiros positivos e seus quadrados e parece ter
percebido que o infinito do conjunto dos reais ¢ de um tipo diferente do infinito dos conjuntos
dos inteiros” (EVES, 2004, p. 530).

Inicilamente, Bolzano introduz o “conceito de colecdo, de conjunto e de pluralidade”
(AMADEI, 2005, p. 50). Depois, analisando varias contradicdes que envolvem o infinito,
propoe que este conceito deve estar intrinsecamente relacionado a grandeza infinita, uma vez
que a “grandeza infinita pode ser apreendida sob um duplo ponto de vista, o de conjunto: uma
grandeza infinita ¢ um todo no qual todo conjunto finito ¢ uma parte; e de aritmética: uma
grandeza infinita que nao se exprime por nenhuma expressao inteira, racional ou irracional”
(AMADEI, 2005, p. 57). Deste modo, Bolzano entende o infinito em suas duas
caracteristicas, potencial e atual, pois essas também eram perceptiveis nas grandezas infinitas,
e, portanto, segundo Bolzano, o infinito ndo pode mais ser associado ao indeterminavel, como
desde antigamente se fazia (AMADEI, 2005).

Ainda no que se refere a existéncia de diferentes infinitos, o que Bolzano denomina de

pluralidades infinitas, ele declara que se deve
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reconhecer também a existéncia de pluralidades infinitas distintas por suas
grandezas. S80 necessarios diversos infinitos para estabelecer a existéncia positiva
do infinito simplismente; o infinito Unico leva a contradi¢cdes, mas multiplos
infinitos nos fazem escapar do paradoxo do maior infinito. Ora, de fato, nada ¢ mais
simples que existir conjuntos infinitos distintos (BOLZANO, 1851 apud AMADEI,
2005, p. 54).

Deste modo, Bolzano valida o uso matematico do infinito atual, o considerando como o
‘verdadeiro infinto’, isto porque “todo conjunto infinito, e ndo somente aquele dos pontos de
uma linha, pode ser decomposto em partes que contém, nelas mesmas, conjuntos infinitos que
podem ter uma infinidade de tais partes” (BOLZANO, 1851 apud AMADEI, 2005, p.54). Por
i1sso, o infinito deve estar envolvido com grandezas infinitamente grandes ou infinitamente
pequenas, e “esta ideia pressupde que considere conjuntos infinitos como totalidades acabadas
e ndo mais como sucessoes nao finitas” (AMADEI, 2005, p. 52).

Ele ainda argumenta que se admitirmos apenas o infinito em sua caracteristica
potencial estariamos determinando “o infinito pelo finito, como aquele que ndo se alcanga ou
ndo se esgota jamais. Admitir apenas o infinito potencial ¢ mesmo, de fato, ndo sair do finito”
(AMADE]I, 2005, p. 51). Deste modo, para Bolzano, “uma grandeza suscetivel de ser sempre
tdo grande quanto se queira e de tornar-se maior que toda grandeza (finita) dada, pode apesar
de tudo permanecer constantemente finita, como ¢ o caso, em particular, de toda grandeza
numérica 1, 2, 3, 4, ...” (BOLZANO, 1851 apud AMADEI, 2005, p. 52).

Ainda nessa obra, Bolzano mostrou propridades importantes dos conjuntos infinitos
(EVES, 2004, p. 530) e chegou a apresentar uma determinagdo: “a de que todo conjunto
infinito pode ser posto em correspondéncia biunivoca com uma de suas partes proprias”
(AMADEI, 2005, p.52), sendo considerada essa contribui¢cdo a “descoberta fundamental dos
“Paradoxos”” (AMADEI, 2005, p. 52).

Outro matematico que ird lidar com o infinito serd Georg Cantor. Nascido em S.
Petersburgo, Russia, no ano de 1845, foi morar em Frankfurt, Alemanha, em 1856. Cantor
estudou em Zurique, Gottingen e Berlim, onde foi influénciado por Weierstrass e conseguiu o
doutorado em 1867, entretanto sua carreira se deu em maior parte na Universidade de Halle,
vindo a falecer no hospital de doencas mentais em 1918 na cidade que dava nome a
universidade (EVES, 2004).

Cantor, ainda quando estudante, demonstrava seu interesse por “teologia medieval e
seus argumentos intrincados sobre o continuo e o infinito” (EVES, 2004, p. 615). Porém,
como matematico, seus primeiros interesses “se voltavam para a teoria dos numeros, equagdes

indeterminadas e séries trigonométricas” (EVES, 2004, p. 615). Entretanto, foi apenas em
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1874 que iniciou “seu revolucindrio trabalho em teoria dos conjuntos e teoria do infinito”

(EVES, 2004, p. 615). No que se refere a este ultimo

Cantor criou um campo novo da pesquisa matemdtica. Em seus artigos ele
desenvolveu a teoria dos conjuntos transfinitos, baseado num tratamento matematico
do infinito atual e criou uma aritmética dos nimeros transfinitos analoga a aritmética
dos numeros finitos (EVES, 2004, p. 615).

A teoria de Cantor tem como pontapé inicial no seu estudo de analise de convergéncia
e unicidade de séries trigonométricas. Isto porque, quando Cantor, em 1869, vai lecionar na
Universidade de Halle, este inicia uma cooperagdo de pesquisa com o matematico alemao
Edward Heine, o qual sugere a Cantor que “considerasse fungdes reais de varidveis reais, no
que tange a representacdo por séries trigonométricas, visando a unicidade de tal
representacdo” (BICUDO, 2003, p.18). Em 1870, “o préprio Heine provara [...] a unicidade,
no caso de a fungdo dada ser continua quase em toda parte, e de a série em questdo também
ser uniformemente convergente quase em toda parte” (BICUDO, 2003, p.18). Ainda nesse
ano, Cantor melhora essa conclusdo de Heine, “assumindo apenas que a série trigonométrica
em pauta fosse convergente para todos os valores de x” (BICUDO, 2003, p.18).

Em 1871, Cantor

continuou obtendo proposi¢does mais gerais, provando a unicidade da representagdo
mesmo se, para certos valores de x, fosse desprezada a representagdo da fungéo ou,
entdo, a convergéncia da série, desde que o total desses pontos de excegdo fosse
finito. Em 1872, mais um grande avango: o teorema continuava valido, no caso de
uma infinidade de pontos de exce¢do, mantida somente uma limitagdo quanto a
distribuigdo desses pontos. Ora, uma infinidade de pontos em um intervalo limitado
se acumulara em torno de, pelo menos, um ponto — seu ponto de acumulag@o. Cantor
hotvesse bem ao tratar do caso em que a infinidade dos pontos excepcionais admitia
um unico ponto de acumulagdo. Continuou triunfante, quando aquela infinidade
possuia um ntimero finito de pontos de acumulagdo e, ainda mais, no caso de haver
uma infinidade de pontos de acumulagdo, mantido que essa infinidade tivesse, por
sua vez, um unico ponto de acumulagdo, e assim por diante, vencendo,
persistentemente, cada etapa (BICUDO, 2003, p.18).

Deste modo, “Cantor ndo s6 mostrou a unicidade da representacdo de qualquer funcao,
representada por uma série trigonométrica, como também obteve, por meio de sua prova, uma
série de conjuntos infinitos de pontos” (SANTOS, 2008, p.110). Assim, por meio da
concepcao de ponto limite de um conjunto de pontos, Cantor pode projetar um agrupamento
infinito de conjuntos de pontos “que poderiam ser colocados lado a lado, hierarquicamente”

(SANTOS, 2008, p.110).
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A partir disso, o matematico comega a observar mais atentamente a distribuicdo de
pontos na reta numérica e percebe a necessidade de se estudar com maior profundidade os

nimeros reais e seus subconjuntos, pois

o estudo de problemas referentes a convergéncia dessas séries mostrou-lhe quédo
pouco se conhecia da estrutura do dominio dos nimeros reais, ¢ quio premente se
fazia uma teoria do continuo aritmético (isto ¢, a sequéncia continua dos nimeros
reais ordenados pela relacdo usual de ordem — o que faz esse arranjo continuo € o
fato de ndo haver ai nenhuma posi¢@o ndo ocupada por nimero, nenhum “buraco’)
(SILVA, 2007, p.112).

Assim, Cantor se empenha nessa pesquisa ¢ questdes relacionadas ao tamanho dos
conjuntos naturais, inteiros, racionais, irracionais e reais sao levantadas (ROQUE, 2012). Até
0 momento, os matematicos, apoiados no paradoxo de Galileu, consideravam conjuntos
infinitos diferentes “como formas de conceber infinitos por enquanto apenas qualitativamente
diferentes” (SANTOS, 2008, p.112).

Em 1874, Cantor publica o teorema que enuncia ndo haver a possibilidade de criar uma
correspondéncia de um-a-um entre os conjuntos dos reais ¢ dos naturais (BICUDO, 2003).

Isto é, Cantor acabava de admitir

dois tipos distintos de conjuntos infinitos: um primeiro tipo capaz de reunir todos
aqueles conjuntos que poderiam ser colocados em uma relagdo um-a-um com o
conjunto dos nimeros naturais, e entre si; ¢ um segundo tipo, cuja caracteristica era,
justamente, a de ndo aceitar uma correspondéncia, um-a-um, com aqueles conjuntos
do primeiro tipo. Em poucas palavras, tudo indicava que havia infinitos de tamanhos
distintos, isto ¢é, infinitos que apresentam quantidades distintas de elementos
(SANTOS, 2008, p. 113).

Deste modo, considerando que dizer que um conjunto ¢ enumerdvel se for possivel
criar uma correspondéncia um-a-um com os conjuntos dos naturais, tal como feita por Galileu
por exemplo, Cantor concluiu que os reais ndo sdo enumeraveis, € a prova dessa conclusdo
ficara conhecida como argumento da diagonalizagdo, a qual também foi apresentada no artigo
publicado em 1874, e esta descoberta “era justamente o que faltava para Cantor dar inicio a
sua inovadora teoria para o infinito” (SANTOS, 2008, p. 113).

Ainda neste periodo, Cantor conclui que o conjunto dos racionais podem ser associados
ao conjunto dos naturais, e se fosse possivel contar a quantidade de elementos de cada um
desses conjuntos, “o resultado [...] serda um niimero infinito” (ROQUE, 2012, p. 467). Assim,
Cantor conclui que “o conjunto dos numeros racionais ¢ infinito de uma maneira distinta do

conjunto dos nimeros reais, que ndo podem ser enumerados” (ROQUE, 2012, p. 467). De
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modo andlogo, os conjuntos dos naturais e inteiros sdo infinitos de modo diferente do infinito
do conjunto dos reais.

Ou seja, Cantor descobriu que a quantidade de elementos existentes no conjunto dos
naturais ¢ a mesma que a dos inteiros e racionais, sendo entdo que, no artigo de 1878, Cantor
insere a ideia de equipoténcia® desses conjuntos, isto ¢, apesar de ndo se saber um numero
finito que correspondesse a cardinalidade’ deles, era possivel concluir que eles possuiam
tantos elementos quanto o conjunto dos nimeros naturais (SANTOS, 2008). Assim sendo,
Cantor, do mesmo modo que propde que o conjunto dos naturais seja a referéncia para decidir
se um conjunto ¢ enumeravel ou ndo, o conjunto dos nimeros reais “serviria de base de

continuidade para todos os conjuntos infinitos continuos” (SANTOS, 2008, p. 116). Deste

modo, Cantor separa inicialmente duas classes de conjuntos,

em primeiro lugar, hé a classe dos conjuntos infinitos enumeraveis, que reune todos
0s conjuntos equipotentes ao conjunto de todos os numeros naturais. Em segundo
lugar, aparece a classe de todos os conjuntos infinitos ndo-enumeraveis, ou que
possuem a poténcia do continuum® (SANTOS, 2008, p. 115-116).

Entdo, Cantor propde uma hierarquiza¢do dos conjuntos infinitos, isto €, levando em
considera¢do a cardinalidade do conjunto, ¢ possivel estabelecer uma ordem crescente. Com
essa ideia, Cantor estava “formalmente dando inicio a sua teoria dos numeros transfinitos”
(SANTOS, 2008, p.117). Nessa hierarquiza¢do, o conjunto dos nimeros naturais, € todos os
conjuntos que pudessem ser colocados em uma correspondéncia biunivoca com ele, deveriam
ser postos anteriormente do conjunto dos reais, € todos os outros conjuntos infinitos
continuos.

Cantor propde, entdo, em seu artigo denominado Beitrdige zur Begriindung der
transfiniten Mengenlehre (Contribuicdes a Fundamentagdo da Teoria Transfinita dos
Conjuntos), publicado em duas partes nos anos de 1895 e 1897, a utilizagdo da primeira letra
do alfabeto hebraico (aleph) com o indice zero, isto ¢é, 8¢ (aleph zero) para representar a

cardinalidade dos conjuntos naturais e dos conjuntos que podem ser colocados em

% Segundo Cantor, dois conjuntos sdo equivalentes, ou tém a mesma cardinalidade, ou a mesma poténcia, quando
¢é possivel estabelecer uma correspondéncia que leve elementos distintos de um conjunto em elementos distintos
do outro, todos os elementos de um e do outro conjunto sendo objeto dessa correspondéncia. Em termos
precisos, a correspondéncia que estamos falando chama-se bije¢io (AVILA, 2001, p. 14)

"0 conceito de cardinalidade é uma extensdo, a conjuntos infinitos, do conceito de “nimero de elementos de um
conjunto” (AVILA, 1999, p.10)

¥ O conjunto dos niimeros reais é conjunto do continuum (CINDRA, 2012, p.12)
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correspondéncia biunivoca com os naturais (SANTOS, 2008). Desse modo, Cantor escreve

que

Depois de ter introduzido o menor niimero cardinal transfinito ¥, ¢ de ter derivado
suas propriedades mais a méo, surge a questdo quanto aos numeros cardinais mais
elevados e de como eles procedem de N,. Mostraremos que os numeros cardinais
transfinitos podem ser arranjados de acordo com sua magnitude, e que, nessa ordem,
formam, como os numeros finitos, um “agregado bem ordenado”, em um sentido

estendido das palavras. A partir de N, procede, por uma lei determinada, o préximo
numero cardinal maior, N;; a partir desse, pela mesma lei, o préoximo maior, N;; e
assim por diante. Mas, mesmo a sequéncia ilimitada de nlimeros cardinais N, N,
N, ..., N, ... ndo exaure o conceito de nimero cardinal transfinito. Provaremos a
existéncia de um numero cardinal, que denotaremos por N, ¢ que se mostra ser o
préoximo maior do que todos os ntimeros N,; a partir dele, procede, do mesmo modo

como N; de Ny, um proéximo maior N , €, assim, por diante, sem fim” (CANTOR,
1895 apud BICUDO, 2003, p.20).

Assim, Cantor pode conceber “uma sucessdo bem ordenada’, infinita, de niimeros

cardinais transfinitos” (SANTOS, 2008, p.126). E, deste modo,

ha um infinito matematicamente tratavel, o infinito medido por nimeros cardinais e
ordinais, associados a quantidades e boas ordens determinadas, que Cantor
denominava de transfinito, ¢ um infinito absoluto, que ndo mede nenhuma
quantidade determinada nem representa formalmente nenhuma contagem idealizada
(SILVA, 2007, p. 115).

Entretanto, ainda existe a necessidade de se provar que “a quantidade de numeros reais
¢ a menor quantidade infinita maior que a infinidade dos niimeros inteiros positivos (essa ¢ a
chamada hipétese do continuo) ” (SILVA, 2007, p. 19). Em outras palavras, Cantor levantou a
hipétese de que o N; era o numero transfinito que representava a cardinalidade do conjunto
dos reais.

Na época em questdo

o continuum era tratado como uma categoria absolutamente incompativel com a
Analise Matematica que, até o aparecimento dos resultados mais recentes da teoria
de conjuntos, ndo possuia, e nem poderia chegar a possuir, 0s recursos necessarios €
suficientes para se adaptar a natureza ndo-discreta do continuum. No entanto, ao
construir sua teoria dos numeros reais, Cantor concluiu que era possivel fornecer
uma analise puramente aritmética do continuum, isto ¢, uma analise livre das
comuns acep¢des espaciais ¢ temporais acerca do continuum (SANTOS, 2008,
p.122).

? Uma colegdo de objetos ¢ bem ordenada quando seus elementos estdo ordenados numa fila linear de tal modo
que cada pedaco dela tem um primeiro elemento (SILVA, 2007, p. 114)
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Cantor ndo conseguiu demonstrar a veracidade da hipdtese do continuo, sendo “talvez
uma das maiores frustacdes de Cantor” (SILVA, 2007, p. 115). Segundo Eves (2004), a
terceira crise nos fundamentos da Matematica se deu logo apos a publicacao da segunda parte
do artigo de Cantor em 1897, pois, ela deflagrou na “descoberta de alguns paradoxos na teoria
dos conjuntos que puseram em duvida a validade dos proprios alicerces da Matematica”
(EVES, 2004, p.674).

Apenas apo6s a morte de Cantor, a hipotese do continuo, depois de muitos estudos e
debates, obteve uma conclusao significativa: a teoria cantoriana era “incapaz de demonstrar a
falsidade da conjectura” (SILVA, 2007, p. 115). Essa demonstracao foi apresentada por Kurt
Godel na década de 30 no século XX e deixou “em aberto a possibilidade de que se pudesse
eventualmente demonstrar a sua veracidade” (SILVA, 2007, p. 115). Entretanto, em 1963,
Paul Cohen “mostrou que a teoria dos conjuntos também ¢ incapaz de demonstrar a verdade
da hipotese do continuo, a menos que essa teoria seja inconsistente, o que seria um desastre
ainda maior” (SILVA, 2007, p. 115-116).

Apesar da hipotese do continuo de Cantor ter sido uma grande questdo aberta da
Matematica por diversos anos, ndo podemos nos esquecer de que a teoria dos conjuntos “¢
associada a admiss@o, no interior da Matematica, de ideias complexa, como a de infinito”
(ROQUIE, 2012, p.470). E, neste sentido, podemos apontar Cantor como sendo o grande autor
da incorporacdo do conceito de “infinito na Matematica, um dos ingredientes principais para o
florescimento espetacular da Matematica Moderna” (ROQUE, 2012, p.470).

Deste modo, podemos lembrar que

Cantor era de ascendéncia judaica e que ha, na tradicdo mistica do povo judeu, a
ideia de Moisés como intérprete da voz divina para os filhos de Israel. Essa visao foi
desenvolvida, mais radicalmente, por Maimonides, cujo pensamento encontra, no
rabino Mendel de Rymandv, seu mais importante porta-voz. Segundo este, tudo o
que Israel ouvira da revelacdo no Monte Sinai foi o Aleph, com que o texto biblico
comega o primeiro Mandamento — o Aleph da palavra “anokhi” (eu). Alias, o Aleph
sempre foi tido, pelos cabalistas, como a raiz espiritual de todas as outras letras,
encompassando, em sua esséncia, o alfabeto todo e, portanto, todos os outros
elementos do discurso humano. Mas, ouvir o Aleph é ouvir quase nada, ndo
transmite um significado especifico. No entanto, por isso, o ocorrido no Monte Sinai
transforma-se em uma revelacdo mistica, impregnada de um significado infinito e
que, para tornar-se uma fundamentacdo da autoridade religiosa, deve ser traduzida
na linguagem humana. Foi o que fez Moisés (BICUDO, 2003, p. 20).

Assim, podemos “interpretar que, ao escolher o Aleph para representar as infinidades,
mesmo que nao conscientemente, Cantor chama a si o papel de Moisés, vertendo para a lingua

dos homens a, até entdo, inconcebida linguagem do infinito” (BICUDO, 2003, p. 20).
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Apesar de todo o esfor¢o de Cantor em desenvolver sua teoria, muitos foram os
matematicos que se opuseram firmemente contra ela. Um desses matematicos era Leopold
Kronecker, nascido em Liegnitz, em 1823, Alemanha. O matematico formado pela
Universidade de Bonne, onde foi aluno de Ernst Kumeer, ¢ pela Universidade de Berlim,
iniciou sua carreira docente nesta ultima em 1861, onde, juntamente com Weierstrass ¢ seu
antigo professor, fazia parte do “trio de ferro da Matematica local” (EVES, 2004, p.616).

Segundo esse matematico, a teoria cantoriana se apresentava mais “como teologia e
ndo como Matematica” (EVES, 2004, p. 616). Isto porque, Kronecker, com seu
posicionamento finitista, “s6 acreditava na realidade dos nimeros naturais, € mesmo assim ele
ndo os via como constituindo um conjunto infinito dado de uma vez por todas” (SILVA,
2007, p.191).

A oposicao de Kronecker foi tdo veemente que dificultou a vida de Cantor: primeiro, se
posicionando contra o ingresso de Cantor como professor na Universidade de Berlim (EVES,
2004, p.615) e, segundo, um dos possiveis responsaveis pelo desequilibrio emocional de
Cantor no final de sua vida (SILVA, 2007, p.190).

Outro matematico que se opds aos estudos desenvolvidos por Cantor foi Jules Henri
Poincaré. Nascido em Nancy, Franca, em 1854, Poincaré pode ser considerado como principal
matematico da sua época, isto porque, “deu contribui¢des notdveis a varias areas da
Matematica e da fisica, além de praticamente ter criado algumas, como a topologia” (SILVA,
2007, p.168).

Poincaré se posicionava desfavordvel a teoria cantoriana pelo uso que esta fazia do
infinito atual, pois, para este matematico, “a aceitagdo tanto de definicdes impredicativas'®
quanto o infinito atual gera paradoxos” (SILVA, 2007, p.173). Para entender o
posicionamento deste matematico, devemos ter em mente que, para Poincaré, “uma assercao
matematica so ¢ significativa se puder ser, em principio, verificada” (SILVA, 2007, p. 170).
Isto €, “um enunciado particular (...) € verificavel se existe um procedimento de natureza
algoritmica capaz de decidir o seu valor de verdade” (SILVA, 2007, p. 171). Esse
procedimento algoritmico seria “uma demonstragao, que, para Poincaré, ¢ o somatorio de uma
série infinita de verifica¢des” (SILVA, 2007, p. 171).

Posto isso, segundo Poincaré, se supormos um enunciado impredicativo € quiséssemos

que ele “fosse significativo ele precisaria ser verificavel” (SILVA, 2007, p. 172), e essa

' Essas defini¢des — ditas impredicativas — (...) definem um termo (ou, se quisermos, um objeto) por mencio
indireta a ele proprio (SILVA, 2007, p. 134).
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“verificacdo (...) requereria um procedimento que ndo terminaria em tempo finito”. Por isso,
esse enunciado ndo seria verificado (SILVA, 2007). Deste modo, para Poincaré, “assim como
asser¢oes envolvendo termos impredicativos, as assercoes envolvendo o infinito atual ndo sao

(...) passiveis de verificagao” (SILVA, 2007, p. 173). Exemplificando isso,

suponhamos que A seja um conjunto atualmente infinito. A asser¢do a € A ndo
poderia ser verificada (em tempo finito), pois essa verificagdo requereria que
percorréssemos toda infinita extensdo de A. Com os conjuntos potencialmente
infinitos — que sdo apenas conjuntos finitos que podem ser indefinidamente
aumentados (como uma lista de adesdes sempre a espera de novos membros) — isso
ndo ocorre, pois a cada momento eles t€ém apenas uma quantidade finita de
elementos (SILVA, 2007, p. 173).

Assim, para Poincaré, a aceitacdo do infinito atual, quanto a aceitacao de defini¢des
impredicativas, gera paradoxos, que ndo podem ser verificados e introduzem inconveniéncias
na Matematica (SILVA, 2007).

Apesar da forte oposi¢do a teoria dos conjuntos, esta tltima encontrou grande apoio no
matematico David Hilbert. Nascido em Konigsberg, Prussia Oriental, em 1862, desenvolveu a
parte inicial de sua vida académica na Universidade dessa mesma cidade, instituicdo essa
onde lecionou e alcangou seu Ph.D. Apenas em 1895, Hilbert foi lecionar na Universidade de
Gottingen, onde veio a aposentar em 1930 (EVES, 2004, p. 683-684).

O matematico foi um grande admirador da teoria dos conjuntos, e via “como sua tarefa
assegurar um lugar na Matematica para a teoria de Cantor, para o infinito e para os métodos
infinitarios” (SILVA, 2007, p. 191). Isto talvez se devesse ao posicionamento formalista que
0 matematico possuia com relagdo a Matematica, pois, na visdo dele, a Matematica seria “uma
cole¢do de desenvolvimentos abstratos em que os termos sdo meros simbolos e as afirmagdes
sdo apenas formulas envolvendo simbolos” (EVES, 2004, p.682). Nesse sentido, para Hilbert,
“a simples consisténcia de uma nog¢ao ou teoria era suficiente para torna-la matematicamente
aceitavel” (SILVA, 2007, p. 191).

Como defensor da teoria do infinito desenvolvida por Cantor, Hilbert, durante o II
Congresso Internacional de Matematicos, realizado em Paris em 1900, “chamou para si a
responsabilidade de indicar possiveis rumos para a Matemdtica do século que comegava,
apresentado uma lista de problemas abertos que ele considerava relevantes e merecedores de
especial atencdo por parte dos matematicos nesse novo século” (SILVA, 2007, p. 192). A
lista, que contava com 23 problemas, dos quais apenas 10 foram apresentados na conferéncia,

era encabecada pela hipdtese do continuo.
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Em um segundo momento, Hilbert proferiu o discurso conhecido como Sobre o
infinito, em uma conferéncia em memoria de Weierstrass, realizada pela Sociedade
Matematica de Westfalen, em 1925. Nessa conferéncia, Hilbert demonstra claramente seu
apoio a teoria cantoriana, quando declara que ela ¢ “a mais admiravel florescéncia do espirito
matematico e mesmo uma das mais altas facanhas da atividade humana puramente
intelectual” (HILBERT, 1925, p.07). Ainda nesse discurso, o matematico admite que o
entendimento do infinito constituiu, e ainda constitui, uma dificuldade para a humanidade,
pois ele “atuou incitante e fecundamente sobre o entendimento talvez mais que outra qualquer
ideia” (HILBERT, 1925, p.03). Somado a isso, o matematico declara que “a Analise
Matematica, de certo modo, constitui uma sinfonia unica do infinito” (HILBERT, 1925, p.06)
de modo que, em Cantor, “o infinito foi elevado ao trono e saboreou o instante do mais alto
triunfo. O infinito alcangou, em um audacissimo voo, a altura vertiginosa do bom éxito”
(HILBERT, 1925, p.08). Assim, podemos entender que Cantor proporcionou a Matematica
um novo campo de descobertas, ou um paraiso, como Hilbert se referiu uma vez.

Atualmente, ¢ dificil encontrar um campo da Matematica que nao tenha sido impactado

pela teoria cantoriana, pois,

a teoria de Cantor, além de uma teoria matematica por direito proprio — a teoria de
conjuntos abstratos e numeros infinitos -, desempenha também um papel
fundacional, uma vez que ¢é possivel reduzir nogdes matematicas, como a de
nimero, a nog¢des conjuntistas e definir em termos conjuntistas estruturas
matematicas quaisquer — o que transforma teorias como a aritmética, as geometrias e
as teorias algébricas abstratas em aspectos da teoria dos conjuntos. Esse papel
coloca a criagdo cantoriana no centro das atengdes matematicas, fazendo da filosofia
da teoria dos conjuntos um capitulo singular da filosofia da Matematica. A natureza
ferozmente ndo construtiva de conjuntos e numeros infinitos faz da ontologia da
teoria dos conjuntos um tépico de acirrada e apaixonada discussio e (...) a
epistemologia tem na questdo da indecidibilidade de alguns enunciados da teoria — a
hipdtese do continuo e outros tdo interessantes quanto ela, como a existéncia de
certos cardinais muito grandes, que também ndo se pode demonstrar na teoria, quer
pelo sim, quer pelo ndo — um assunto para animados debates (SILVA, 2007, p. 116-
117).

Deste modo, segundo Eves (2004), a maior contribui¢do da teoria do infinito foram as
variadas opgdes de progressos matemadticos que ela escancarou, progressos esses que nao
eram possiveis de imaginar em um curto periodo anterior e, “em resumo, sob a influéncia da
teoria dos conjuntos verificou-se uma unificacdo consideravel da Matematica tradicional e se

criou muita Matematica nova em ritmo acelerado” (EVES, 2004, p. 659).
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Desde os tempos mais antigos, o entendimento do infinito constituiu, e ainda constitui,
uma dificuldade para a humanidade, possivelmente incentivada pela percep¢cdo do homem em
relacdo a sua finitude em meio a algo que parece ser infinito, tal como ¢ o tempo. Segundo
dados historicos de que temos conhecimento, tal conceito emerge no berco da sociedade
antiga, mais especificamente com os gregos, onde ha o inicio das discussdes sobre o assunto e
a tentativa de entender de modo logico esse conceito.

Um dos primeiros a dar um tratamento légico ao infinito, foi o filosofo Aristoteles.
Este o concebe sob duas perspectivas: potencial e atual. Segundo ele, o infinito potencial se
refere a ideia de sempre ser possivel adicionar mais um, ou seja, aquilo que ndo ¢ limitado,
exemplificando, podemos pensar na sequéncia dos nimeros naturais, isto ¢, 1, 2, 3, .... Ja o
infinito atual seria aquela ideia de algo acabado, isto €, se considerdssemos, por exemplo, o
intervalo de [0,1] na reta numérica, encontrariamos infinitos nimeros dentro desse intervalo,
tal como 0,1; 0,01; ... e, portanto, o intervalo, o qual possui uma fronteira, no caso os nimeros
0 e 1, é também infinito.

Segundo Aristdteles, o infinito em sua caracteristica atual ndo poderia ser concebido
por sua aparente contradi¢do e “com o aparecimento da concepgao aristotélica de infinito, esta
paulatinamente passou a predominar em Filosofia e em Matematica, tornando-se o
pensamento oficial sobre o assunto” (SANTOS, 2008, p. 133).

A partir desse momento a questdo de conhecer o infinito se modificou: as vezes
envolveu questdes filosoficas, outras teoldgicas e outras matematicas. E, assim, areas que
pareciam ser independentes, iam se misturando e se tornando indissociaveis a partir deste
ponto em comum: a maneira como o homem produz conhecimento sobre esse assunto.

Na perspectiva da Matemadtica, o infinito marcava, inicialmente, a infinidade de
nimeros existentes € também os processos infinitos, isto €, a Matematica utilizava-se apenas
do infinito em sua caracteristica potencial. Apesar disso, a cada era que se passava, 0sS
matematicos cada vez mais percebiam a necessidade de integrar o infinito atual na
Matematica, e essa necessidade se expressava muito bem no inicio do desenvolvimento do
Célculo Diferencial e Integral, nos conceitos de limite e derivada, por exemplo.

Nesse sentido, o infinito em suas duas caracteristicas se constituiu parte integrante do
proprio Célculo e se expressava como uma dificuldade para os matematicos, uma vez que esse
conceito ainda carecia de um tratamento especifico, o qual serd oferecido apenas no fim do

século XIX pela teoria cantoriana, onde o infinito “foi elevado ao trono e saboreou o instante
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do mais alto triunfo. O infinito alcangou, em um audacissimo voo, a altura vertiginosa do bom
éxito” (HILBERT, 1925, p.08).

Na atualidade, esse conceito ainda se constitui uma dificuldade de carater
epistemologico na aprendizagem do Célculo, uma vez que, apesar de ser grande o nimero de
graduagdes que possuem em sua grade curricular essa disciplina, os alunos, em geral, ndo
possuem uma compreensao do infinito em suas caracteristicas, de modo que ¢ comum a esses
a percepcao do infinito potencial em detrimento do atual.

Nesse sentido, esse trabalho pode auxiliar na compreensao desses alunos sobre o
conceito de infinito, afim de que, no desenvolvimento de suas graduacdes, eles possam
compreender que, apesar da teoria cantoriana tratar sobre o infinito, assim como qualquer

conhecimento humano este ¢ um conceito mutavel e esta em construcao.
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