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analise a partir da epistemologia genética. 2014. Dissertagdo (Mestrado em Filosofia) —
Universidade Estadual Paulista “Julio de Mesquita Filho” (Unesp), Campus de Marilia, 2014.

RESUMO

O objetivo geral desta dissertagdo ¢ estudar, segundo a Epistemologia Genética, a correlagio
entre as estruturas necessarias ao conhecimento do sujeito epistémico, o sujeito do
conhecimento, ¢ as estruturas légico-matematicas, e, a partir dessa correlagdo, responder a
questdo: como ¢é possivel o conhecimento matematico abstrato? Dentro desse contexto, neste
trabalho: (1) Introduzimos a definicdo usual de estruturas em Logica ¢ Matematica. (2)
Explicitamos o que vem a ser a no¢do geral de estrutura para Piaget ¢ a nocdo de estruturas
necessarias ao conhecimento do sujeito epistémico, isto &, as estruturas epistémico-
psicoldgicas. (3) Apresentamos exemplos de estruturas epist€émico-psicologicas, em especial o
Grupo Prético de Deslocamentos, o Sstema de Esquemas de Transfiguracéo e o Sistema de
Esguemas de Transgnacgéo. (4) Explicitamos a correlagdo entre tais estruturas epistémico-
psicoldgicas e as estruturas logico-matematicas. A partir dessa correlacdo entre estruturas
légico-matematicas e as estruturas necessarias ao conhecimento, elaboramos algumas
hipdteses para responder a pergunta epistemoldgica “como o sujeito compreende as estruturas
l6gico-matematicas abstratas?”. Nesse sentido, argumentamos que o sujeito epistémico
compreende as estruturas estudadas na Logica e na Matematica por meio de uma estrutura
epistémico-psicologica que denominamos de Sistema de OperacOes sobre Sgnos, sistema
cujas raizes podem ser encontradas nas a¢des sensorio-motoras, tomando sua forma geral por
meio de abstragdes reflexionantes e experi€ncias l6gico-matematicas ininterruptas. Segundo
nossas hipdteses, devido as suas caracteristicas formais, tal sistema possibilita, ao sujeito
epistémico, a representagdo das estruturas légico-matematicas, e, assim, sua compreensao.

Palavras-chave: Estruturas logico-matematicas. Estruturas epistémico-psicologicas.
Epistemologia Genética. Epistemologia da Matematica. Sistema de Operagdes sobre Signos.



FERRAZ, ALEXANDRE AUGUSTO. How is mathematical knowledge possible: an
analysis from genetic epistemology. 2014. Dissertagdio (Mestrado em Filosofia) —
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ABSTRACT

The aim of this work is to study, based on Genetic Epistemology, the correlation between the
necessary structures of knowledge of the epistemic subject, the subject of knowledge, and
logical-mathematical structures, and based on this correlation, to answer the following
question: how is abstract mathematical knowledge possible? Given this context, in this work:
(1) we introduce the usual definition of structures in Logic and Mathematics. (2) We explain
the general notion of structure according to Piaget and the notion of necessary structures of
knowledge, which are the epistemic-psychological structures. (3) We show examples of
epistemic-psychological structures, specially the Practical Group of Displacements, the
System of Transfiguration Schemas and the System of Transignation Schemas. (4) We explain
the correlation between such epistemological-psychological structures and the logical-
mathematical structures. Given such correlation, we elaborate some hypothesis to answer the
following epistemological question: “how can the subject understand the abstract logical-
mathematical structures?” We argue that the epistemic subject understands structures which
are studied in Logic and Mathematics through a epistemological-psychological structure that
we call the System of Operations over Signs, a system whose roots can be found in sensory-
motor actions, and which gets its general form from Reflecting Abstractions and uninterrupted
logical-mathematical experiences. According to our hypothesis, given its formal
characteristics, this system allows the epistemic subject to represent logical-mathematical
structures, therefore enabling his comprehension.

Key-Words: Logical-mathematical structures; Epistemic-psychological Structures; Genetic
Epistemology; Mathematical Epistemology; System of Operation over Signs.



SUMARIO

INTRODUGAO . .......oeieie ettt tee e tse et ass st en s saes e nae 12
Capitulo 1: As EStruturas MatemAatiCas. .........c.ooeriieriiieriiiiieie st 20
1.1. ESTRUTURAS MATEMATICAS ESPECIFICAS ......ceuieiiiieiieitieiieieetie e aeieeeieaeessaeeseeen sneea 21
1.2. ESTRUTURAS MATEMATICAS ESPECIFICAS E OPERACOES PARCIAIS UNITARIAS ............... 24
1.3. A ESTRUTURA DE GRUPO E AS ESTRUTURAS MATEMATICAS ABSTRATAS ....cceeevveereeennnnne 27
1.3.1. AS EStruturas de GIUPO .....ccueeeiieuiiieriieiieeiieeieeeeiee e svieeeeeeveeeeseinesaeessereesesesseesessseaeanns 27
1.3.2. Estruturas Matematicas ADSIIAtas ........c..eeeervvieieiiiieieiieeeeciiree e eieree e ee e eeveeeeeenea s 29
1. 4. FORMAS MATEMATICAS .....vietieuiieiietieeeieeneeeeetensaestteeteeeneeesaeenseesnseenseesseesssennseenseenneenns 30

Capitulo 2: As Estruturas Epistémico-Psicologicas e uma de suas Formas no Periodo
SBNSOFIO-IMOTON ... .ttt et e et et e et e et e ae e st aeaeabeebe sbe e s e eraens 34
2.1. AS ESTRUTURAS EPISTEMICO-PSICOLOGICAS .......uveieuviieniiieiieeecieeeeeaeeeeiiee e evee e 35
2.2. UMA ESTRUTURA EPISTEMICO-PSICOLOGICA: O GRUPO PRATICO DE DESLOCAMENTOS...41

2.3. AS FORMAS MATEMATICAS NO PERIODO SENSORIO-MOTOR .....cceevveieieeeeeeeeeeeeeeaaeeeeenns 45

Capitulo 3: Estruturas Epistémico-Psicolégicas no Periodo Operatério Concreto e suas

0] 1 0= LT PR TRO USSP a7
3.1. A DEFINICAO DE OPERACAO EM PIAGET E A OPERACAO CONCRETA PARTE-TODO ........... 48
3.2. O SISTEMA DE ESQUEMAS DE TRANSFIGURACOES E AS OPERACOES CONCRETAS.............. 55

3.2.1. Da A¢fo a Experiéncia Sensivel a Estruturacdo Ldgico-Matematica do Real: a
Definig8o de TranSfigUIACA0 .......ccovuiiiiieiie ittt et e e e etree s eser e e e eebeaeesenee s 56
3.2.2. O Sistema de Esquemas de Transfigurag¢des ¢ as Operacdes Concretas....................... 60
3.3. OS DIGRAFOS COMO FORMAS MATEMATICAS DO SISTEMA DE ESQUEMAS DE
TRANSFIGURAGOES......cuuuieeeeeeeeee ettt e e e e et e e e ee e e e e e et e s eeeneeeeesee e e et eeeeeeeearr i eeenss 61
3.3.1. A estrutura matematica de digrafos..........coovvviiiiiiiiieriiiiie e 61
3.3.2. Os digrafos como formas matematicas do Sistema de Esquemas de Transfiguragdes.. 63

3.4. OPERACAO SOBRE SIMBOLOS E SUA FORMA MATEMATICA ......cooviiiiiiiieieee e 63

Capitulo 4: Como o sujeito compreende as Estruturas Logico-Matematicas
AADSTFATAS? ..ottt b e she e et e et e e ateeareeareeareeeree e 66



4.1. O PERIODO OPERATORIO FORMAL .....coiiiit it ee e e e e e e e e e eeen 67
4.2. A PASSAGEM DO OPERATORIO CONCRETO AO OPERATORIO FORMAL.....c.ceeeveeeeeaaannnn.. 70

4.3. Os ESQUEMAS DE TRANSIGNACOES E A COMPREENSAO DAS ESTRUTURAS LOGICO-

IMATEMATICAS ...ttt ettt ettt ettt s bbbttt ebe e este st enbe st eiee 74
4.3.1. Transignacdo ¢ Esquemas de Transignagses .........cvvreriverrerireeiereirieeenvreeessereeeeseenenns 74
4.3.2.A Compreensio das Estruturas LOgico-Matematicas ...........ccceereeeveereirieeeeeeieeeennnennnn 76
4.3.3. O Funcionamento do Sistema de Operagdes Sobre Signos..........ccceveevervvreeecvveeeeenennnnen. 80

Capitulo 5: A demonstracdo do Metateorema da Completude segundo o Sistema de
Operacgies Parciais SODIE SIGNOS .........oiuiiiiiiiiiie et 85
5.1. COMO SISTEMAS FORMAIS PODEM SER ENTENDIDOS COMO SISTEMAS DE OPERAGOES SOBRE
) (€] 01 USSP SPRPSRPRR 86
5.1.1. Definicdo de Sistema FOrmal............ccccviiiiiiiiiiiiiiiieece e 87

5.1.2. Como Sistemas Formais podem ser entendidos como Sistemas de Operagdes sobre

ST@II0S .ttt ittt ettt te ettt e e ettt e e ettt et e ettt e e e et tbeeeetebee s etaeae e tbeeaeastbeeeattraeseaeeaeenraeeeannns 89
5.2. ESTRUTURAS PARA LINGUAGENS DE PRIMEIRA ORDEM ........ccotimiiiieiiiiniieanieeeieesrenienne 90
5.3. O METATEOREMA DA COMPLETUDE PARA LINGUAGENS DE PRIMEIRA ORDEM................ 93
5.3.1. A Defini¢do de Estrutura CanOmiCa................coovureeeeeeeeeeeeiiiineeeeeeeeeieeeeeeeeeeerrree e 94
5.3.2. Teorias de Henkin Completas e Modelos para Teorias Consistentes ...........ccccceeeen... 95
5.3.3. O Teorema da Completude e o sistema de operagdes SObre signos...........ccevveeervenennns 97
5.3.3.1. A demonstracdo do Teorema da Completude..........c.cceeeveririeriiieieeiiniiieciiee e 97

5.3.3.2. Analise da demonstracio do Teorema da Completude por meio do Sistema de

OPETACOES SODTE SIZNOS ..eeerieriiierierieieirieeeeetttteeeareeeesereeeessreeeesssssseesssssseesnseesesssseessssssseens 98

CONSIDERAGOES FINAIS ..ottt ettt s 102

REFERENCIAS ..ottt et ettt e e et e e et et e e e ee et ee et e e eeeeeereeseeereereeerarsaeenes 107



12

INTRODUCAO

Podemos dizer que Jean Piaget é o fundador de duas areas do conhecimento
contemporaneo: a Psicologia Genética e a Epistemologia Genética. Resumidamente, ambas as
areas t€m por objetivo analisar a génese dos conhecimentos e das estruturas a eles necessarias,
desde suas origens organicas até os niveis mais complexos, em especial, o do Conhecimento
Cientifico. A Psicologia Genética ¢ um estudo experimental e tedrico, no dominio da
Psicologia, que visa verificar questdes de fato sobre a génese do Conhecimento e de suas
estruturas. A Epistemologia Genética se encontra em um plano filosoéfico e se constitui tanto
de analises dos conhecimentos gerados pela Psicologia Genética quanto de analises historico-
criticas da génese do Conhecimento Cientifico e de suas estruturas.

Em linhas gerais, podemos dizer ainda que, a partir da delimitagdo metodologica da
Psicologia Genética, pela observagdo e explicitacdo dos fatos que estdo relacionados ao
desenvolvimento dos sujeitos, a Epistemologia Genética surge em um contexto que busca
descobrir a génese dos mais distintos tipos de conhecimentos para entfo analisar sua
evolucdo, desde os niveis clementares até o conhecimento e raciocinio em contextos
cientificos. Nesse sentido, por um lado Piaget busca compreender como se da a evolugdo dos
conhecimentos individuais, no campo psicogenético, e, por outro, faz uma analise historico-
critica da ciéncia, de sua génese e desenvolvimento. Podemos entdo dizer, grosso modo, que a
Epistemologia e a Psicologia Genéticas sdo duas areas de estudo que buscam determinar quais
sd0 as estruturas epistémico-psicologicas (ou estrutura mental'), necessarias ao conhecimento
cientifico.

Nesse contexto, dois tipos de conhecimentos cientificos considerados por Piaget sdo a
Légica e a Matematica.

Notemos entdo que, para Piaget (1983, p. 39-49), ndo existem conhecimentos que sdo
resultados de meros registros de observagdes, uma vez que sempre ¢ necessaria uma estrutura
que se origina das atividades do individuo®. De fato, para Piaget (1973, p. 15), o

conhecimento ndo se constitui como mera copia do real, se constitui em “agir sobre ele ¢

: Conforme veremos no Capitulo 2 do presente texto, segundo Ramozzi-Chiarotinno (1984, p. 34), “A

estrutura mental € a estrutura orgénica responsavel pela capacidade humana de estabelecer relagdes, condigao de
todo conhecimento possivel.” Entretanto, neste trabalho, ndo estudaremos a correlagdo entre as estruturas
epistémico-psicoldgicas e suas raizes organicas.

2 Notemos que para as atividades que o sujeito realiza quando interage com o objeto, sdo necessarias
estruturas anatomicas e morfoldgicas ja constituidas e que, no caso da estrutura mental, em especial, essa se
origina das e nas atividades do sujeito.
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transforma-lo [...] em fun¢@o dos sistemas de transformagdo aos quais estdo ligadas estas
acOes”. Tais estruturas cognitivas ndo sdo inatas, uma vez que, para Piaget (1983, p. 39-49)
somente o funcionamento da inteligéncia é hereditario, e ndo as proprias estruturas; assim, as
estruturas epistémico-psicologicas sdo resultados de organizagdes de agdes exercidas sobre
objetos ¢ reorganizadas segundo as caracteristicas especificas de tais objetos e das
possibilidades de organizag¢do (coordenacdo) das acdes. As estruturas cognitivas sdo, assim,
construidas mediante a interag@o entre o sujeito e o objeto de conhecimento.

Essa concepgdo estrutural, bem como a no¢do da qual o conhecimento ¢ suas
estruturas necessarias sdo construidos pelo sujeito por meio de sua acdo sobre o objeto, ambas
presentes na teoria piagetiana, fornecem os elementos para uma possivel formalizacdo e entdo
solucdo de questdes relacionadas a andlise do conhecimento cientifico por meio de uma
explorag¢@o l6gico-matematica, levando em consideragdo a forma dos modelos abstratos que
constituem o conhecimento cientifico (PIAGET, 1979, p. 37), sendo as estruturas dos
modelos abstratos estudadas nas areas da Logica e da Matematica.

Dentro desse contexto geral, a presente dissertacdo busca compreender e explicitar,
através da Epistemologia Genética, COMO 0 sUjeito epistémico constréi as estruturas 16gico-
matematicas, partindo das relagdes entre as estruturas epistémico-psicoldgicas, encontradas na
Psicologia Genética, e as estruturas abstratas, estudadas na Ldgica e na Matematica. Nesse
sentido, o trabalho pretende responder a pergunta de uma forma eminentemente piagetiana:
buscando explicitar a génese no desenvolvimento de uma estrutura necessaria ao
conhecimento a partir das relagdes entre sujeito e objeto.

Notemos que o problema principal investigado neste texto situa-se em um contexto
epistemoldgico, em especial, na Epistemologia da Matematica e da Légica. Devido ao carater
extremamente abstrato e cada vez mais formal das estruturas ldgico-matematicas, esse
conhecimento ¢é bastante distinto dos demais tipos, o que sugere o questionamento acerca da
possibilidade e do tipo de existéncia de tal conhecimento formal e, por conseguinte, a busca
pelo entendimento da natureza das estruturas que tém carater estritamente abstrato, uma vez
que os objetos logico-matematicos evidentemente ndo sdo passiveis de observagdo empirica.
Ora, para Piaget, a Epistemologia, sob sua forma geral, deve considerar o conhecimento tanto
do ponto de vista do objeto quanto do ponto de vista do sujeito. Em particular, quando a
Epistemologia trata da Matematica, seja sob sua forma axiomatizada, seja sob a forma de
relagdes 1dgicas puramente formais, a Epistemologia acaba tratando apenas do conhecimento
do ponto de vista do objeto, apesar de ser constantemente reconduzida aos problemas das

relagdes estabelecidas entre o sujeito e o objeto de conhecimento. Nesse sentido, o problema
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especifico em Epistemologia da Matematica que o presente trabalho aborda é o de
compreender como a Logica e a Matematica sdo possiveis (e, como diria Piaget, ndo somente
no aspecto que concerne as atividades do sujeito que produz tal conhecimento, mas ainda da
adequagdo desse conhecimento produzido ao real propriamente dito).

Quanto a Epistemologia da Logica, em primeiro lugar, a presente dissertacdo busca
explicitar, segundo o pensamento de Piaget, a l6gica enquanto axiomatizacéo das estruturas
operatdrias do sujeito, mas ndo a elas se limitando. Nesse sentido, como veremos, as
estruturas légicas sdo formalizagGes das estruturas operatorias do pensamento do sujeito ou,
em outras palavras, as estruturas logico-matematicas sdo estruturas operatorias formais
especificas.

Para Piaget, o conhecimento é um processo continuo de construgdes que se origina das
¢ nas atividades do sujeito. As estruturas logicas, enquanto conhecimentos cientificos,
resultam desse processo continuo de construgdo. Nesse contexto, o presente texto busca
identificar algumas das estruturas operatorias do pensamento do sujeito para mostrar as
relagdes dessas estruturas com as estruturas ldgicas (e matematicas), iniciando com uma
estrutura psicoldgica que ¢é construida pelo sujeito no primeiro periodo de seu
desenvolvimento, periodo denominado por Piaget de sensorio-motor, cuja estruturagio se da
por meio de agdes propriamente ditas sobre objetos fisicos.

Nesse sentido, quando nos perguntamos COMO O sujeito epistémico compreende as
estruturas 16gico-matemdticas abstratas, no contexto da Epistemologia Genética, estamos
justamente buscando as relagdes que podem ser estabelecidas entre as estruturas epistémico-
psicologicas e as mais diversas estruturas da Logica e da Matematica. Nossa hipotese entdo ¢é
a de que o sujeito epistémico (sujeito do conhecimento) compreende as estruturas abstratas
por meio de um sistema de operagdes sobre signos (e, no caso das geometrias, por um sistema
de signos e simbolos). A pergunta que nos fazemos, diante dos dados precedentes ¢: como
explicitar o funcionamento de uma estrutura epistémico-psicoldgica, cujo surgimento, no
sujeito do conhecimento, se d4 no Periodo Operatorio Formal, por um processo ininterrupto
de abstracdes reflexivas e experiéncias logico-matematicas, iniciado nas ag¢des sensorio-
motoras?

Segundo Piaget (1978, p. 40), ainda que a Logica axiomatizada possa cortar todos os
seus vinculos com o sujeito, tornando-se puramente formal, algumas perguntas ainda sio
necessarias: “quais as relacdes entre os procedimentos da formalizacdo e os do pensamento
‘natural’? Que ¢é que a logica vem a formalizar? Por que depara a légica com limites, como

demonstrado por Godel?”.
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Nesse contexto, se buscarmos nas estruturas operatérias do sujeito os elementos que a
Loégica formaliza, devemos levar em conta o processo histérico de construgdo interessante a
todos os niveis do desenvolvimento, desde os mais elementares até as formas das estruturas
operatdrias superiores (PIAGET, 1980, p. 320). Ao percorrer essa génese de construgdo do
conhecimento, devem-se deixar de lado as experiéncias internas consideradas estaticamente,
para considerar os meios pelos quais o sujeito passa de um conhecimento elementar rumo as
formas superiores, por meio de abstragdo reflexionante. A abstracdo reflexionante, segundo
Piaget (1995, p. 4-5), consiste em uma forma de abstracdo que “[...] procede de agdes ou
operacdes do sujeito” e, a partir dessas agdes ou operagdes tal abstracdo “[transfere] a um
plano superior o que foi tirado de um nivel inferior de atividade, do que advém diferengas que
levam necessariamente ao patamar de chegada a composigdes novas e generalizagdes.” Trata-
se de uma abstracdo de suas proprias coordenacdes de suas agdes (diferentemente de uma
“abstragdo empirica” das propriedades fisicas dos proprios objetos fisicos). Nesse contexto, a
psicologia estdo reservados, segundo Piaget, as condi¢des de fato que se referem a formagéo
dessas estruturas elementares e a passagem do plano de coordenacdo de a¢des ao da abstragio
reflexionante. Piaget considera, enfim, que “as pressuposi¢des operatdrias de uma tal
axiomatizagdo logica sdo extraidas por abstracdo reflexionante das estruturas operatorias
subjacentes do pensamento natural” (PTAGET, 1980, p. 332). A Loégica podera, entdo,
formaliza-las enquanto Sistema de operacdes abstratas.

Cabe ainda evidenciar que tal abordagem epistemoldgica ndo se identifica com as
formas de psicologismo, que reduzem as verdades Logicas e Matematicas a Psicologia. Pelo
contrario, segundo Piaget, trata-se da formaliza¢do de estruturas operatorias subjacentes ao
pensamento e ndo dos dados introspectivos da consciéncia. Segundo o tedrico (1980, p. 331),
“a consciéncia atinge apenas o resultado dos processos mentais sem incidir sobre os seus
mecanismos intimos e s6 descobre uma parte destes por meio de abstragdo reflexionante”.
Portanto, os sujeitos ndo tém consciéncia das estruturas que estdo subjacentes aos seus
processos mentais; e ndo se poderia reduzir a Logica e a Matematica aquilo que se encontra
em tais consciéncias, pois voltariamos as concepgdes psicologistas, que empobrecem as
formas abstratas que caracterizam as axiomatiza¢des das teorias da Logica e da Matematica.

Devemos, com isso, buscar nas estruturas epist€émico-psicologicas elementares, do
ponto de vista genético, a constitui¢do inicial das estruturas logico-matematicas abstratas. De
fato, como nos diz Piaget (2001, p. 82), no caso da transitividade de rela¢des seriais ou
mesmo de encaixes topoldgicos no plano representativo, é possivel encontrar sua equivaléncia

funcional ja no Periodo Sensdrio-Motor, quando o sujeito tem uma inteligéncia pratica. Por
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exemplo, “[...] quando um bebé levanta uma cobertura, sob a qual se tinha colocado um
relogio e percebe um chapéu (que se tinha escondido 14, sem que ele soubesse ¢ sob o qual se
colocou o relogio) imediatamente levanta o boné, esperando ai encontrar o reldgio.” Nesse
caso, continua Piaget: “compreende entdo, através da agdo, uma espécie de transitividade das
relagdes que se poderia exprimir em palavras: ‘o reldgio estava sob o chapéu, o chapéu sob a
cobertura, donde o relogio esta sob a cobertura’.”

E mais instrutivo, porém, e isso nos diz Piaget (1980, p. 347), iniciar nossas analises
nas “primeiras estruturas propriamente operatorias que se constituem [...] sob uma forma
relativamente equilibrada e que servem de trampolim a todas as outras construcoes
ulteriores.” Trata-se, como veremos, do Periodo Operatdrio Concreto, sendo que os trés tipos
de estruturas que se apresentam na analise genética, nesse periodo, sdo sempre estruturas que
recaem ora sobre objetos, ora sobre relagdes, ora sobre no¢des de vizinhanga, de limite ¢ de
continuidade’.

Primeiramente, como diz Piaget (1980, p. 323) as operacdes elementares provém das
agdes: a operagdo reunido consiste numa interiorizagdo do ato propriamente dito de reunir
objetos. Portanto, tal ato — o de reunir, por exemplo — incide sobre o proprio objeto fisico ¢ se
desenrola num contexto geral que Piaget denomina de experiéncia. Tal fato exprime uma das
principais razdes utilizadas por Piaget para justificar que a linguagem nd3o é a Unica
responsavel pelo surgimento das operagdes 16gico-matematicas elementares. Para o autor,
existem origens mais profundas do que a linguagem no que diz respeito a constitui¢do das
estruturas do Periodo Operatério Concreto. O estudo das operacdes de classes e relacdes
mostra que as operacgdes que possibilitam reunir ou dissociar as classificacdes ou seriagoes
tém suas origens nas agdes de organizar e desorganizar objetos, isto ¢, nas coordenagdes de
acdes e, portanto, tém suas raizes do Periodo Sensoério-Motor. Logo, ndo é somente a
linguagem que forma esse tipo de operagdo: podemos observar na inteligéncia sensdrio-
motora o seu equivalente funcional.

No entanto, evidentemente, a linguagem fornece uma generalidade para tais estruturas
de classes e de relagdes. A questdo ¢ considerar unica e exclusivamente a linguagem como
sendo a origem desse pensamento operatorio. Tal exemplo, € muitos outros nesse sentido

poderiam ser dados, fornece o esclarecimento da origem das operagdes constitutivas de

3 Respectivamente as estruturas algébricas, as estruturas de ordem e as estruturas topoldgicas,

consideradas estruturas-mées pelo grupo de matematicos Nicolas Boubarki, frequentemente citado por Piaget.
Estes trés tipos de estruturas sdo irredutiveis umas as outras. No entanto, fornecem entre si diversas
combinagdes, gerando outras estruturas mais complexas e generalizadas do ponto de vista genético bem como do
ponto de vista matematico.
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encaixamentos representativos, por exemplo: t€ém suas raizes nas proprias coordenagdes
motoras.”

Portanto, para este trabalho, a linguagem ndo ¢ suficiente para explicar o surgimento
das estruturas logico-matematicas, uma vez que as raizes de tais estruturas estdo no Periodo
Sensorio-Motor (se construindo através do Periodo Operatdrio Concreto até chegar ao Periodo
Operatorio Formal ou Hipotético Dedutivo), assim definido por Piaget e colaboradores (1976,
2003, 2008), onde a inteligéncia consiste em coordenar ag¢des sobre as bases de uma
inteligéncia pratica ou perceptiva (portanto sensorial) e motora.

Por meio dessa breve discussio sobre algumas das concepgdes epistemologicas
presentes na teoria de Jean Piaget, claboramos nossa principal hipotese: o sistema de
operagdes sobre signos € a estrutura epistémico-psicoldgica que possibilita, ao sujeito
epistémico, a compreensdo das mais variadas estruturas da logica e das matematicas abstratas.

De forma resumida, podemos dizer que a correspondéncia entre as estruturas
epistémico-psicologicas e as estruturas matematicas permite explicar como essas ultimas s&o
possiveis na medida em que aquelas adquirem a forma dessas e também permite explicar
como o sujeito entende essas ultimas na medida em que elas sdo formas de um sistema de
acdes e operagdes, o que permite entdo que ele venha a tomar consciéncia dessas formas.
Nesse sentido, as estruturas abstratas sdo construidas através de abstragdes reflexivas e
experiéncias légico-matematicas sobre operacdes do pensamento natural.

Para compreendermos o funcionamento do sistema de operagdes sobre signos,
estrutura epistémico-psicologica que permite ao ser humano compreender as estruturas
matematicas especificas e abstratas, pressupomos que o correspondente funcional dessa
estrutura pode ser encontrado nas agdes sensorio-motoras, que sdo, por sua vez, a base para
qualquer tipo de conhecimento e, em especial, o cientifico, segundo a Epistemologia
Genética. Além disso, como veremos, optamos por uma analise estrutural do ponto de vista

genético e ndo uma analise funcional ou funcional e estrutural. Como estamos interessados

4 Nesse sentido, apesar de Piaget dizer que € mais instrutivo buscar nas estruturas operatorias elementares

a constitui¢do inicial das estruturas 16gico-matematicas, o segundo capitulo do presente texto relaciona uma
estrutura sensorio-motora, o Grupo Pratico de Deslocamentos, com uma estrutura matematica, o Grupo,
mostrando como essa ¢ a forma matematica daquele. Isso nos parece necessario, porque, primeiro, podemos
mostrar que a origem das estruturas 16gico-matematicas estd de fato nas agdes sensorio-motoras e, segundo, uma
de nossas principais hipdteses apresentadas serd a de que o sujeito compreende as estruturas logico-matematicas
por meio de uma representacdo dessas estruturas através de um sistema de operagdes parciais sobre signos. De
forma geral, podemos correr o risco de pensar que o sistema de operagdes sobre signos ¢ meramente um sistema
linguistico, mas, como veremos, a génese desse sistema estd nas agcdes sensorio-motoras que torna a sua analise
muito mais profunda do ponto de vista psicogenético.
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em compreender a possibilidade do conhecimento das estruturas 16gico-matematicas, optamos
por limitar nossa analise somente do ponto de vista estrutural.

Para realizar a analise da constituicdo das estruturas l6gico-matematicas pelo sujeito,
através das relagdes possiveis entre tais estruturas e as estruturas epist€émico-psicologicas, no
Capitulo 1 apresentamos alguns conceitos 16gico-matematicos e, a partir de tais conceitos,
buscamos explicitar o que entendemos por formas matematicas através das nogdes de
estruturas (matematicas) e de isomorfismos entre tais estruturas.

No Capitulo 2, apresentamos alguns elementos da teoria de Piaget que dizem respeito
ao Periodo Sensorio-Motor ¢ mostramos que, ja na estruturacdo sensério-motora, existem
formas matematicas no sentido definido no primeiro capitulo. No segundo capitulo
mostramos que a génese das estruturas abstratas estd nas agdes sensorio-motoras e que, de
acordo com a teoria epistemologica de Piaget, encontramos os fundamentos para a
compreensdo das estruturas matematicas nas agdes e, por conseguinte, podemos dizer que em
suas acdes praticas o sujeito j4 possui uma estruturacdo que tem uma forma ldgico-
matematica. Assim, os atos representativos que o sujeito ¢ capaz de realizar nos proximos
estagios de seu desenvolvimento sdo agdes internas cada vez mais complexas e coordenadas
em sistemas.

No Capitulo 3, inspirados nos trabalhos de Tassinari (em especial, 1998 e 2011),
explicitamos uma estrutura matematica — a estrutura de Digrafos-RPT — associada a uma
estrutura epistémico-psicologica — o Sstema de esquemas de transfiguragdes. Além disso,
analisamos como o sistema de esquemas de transfiguragdes é uma estrutura epistémico-
psicolégica necessaria para compreendermos como se da a passagem na qual a crianca age
sobre a experiéncia sensivel até surgimento das estruturas logico-operatorias.

No Capitulo 4, elaboramos nossas principais hipdteses para responder a pergunta
“como o sujeito compreende as estruturas logico-matemadticas abstratas?” a partir de um
sistema de esquemas de transignagoes.

Por fim, no Capitulo 5, apresentamos uma versdo da demonstracdo do Teorema da
Completude para teorias com linguagens de primeira ordem, mostrando como sistemas
formais e estruturas para tais linguagens podem ser vistos como sistemas de operagdes sobre
signos, bem como a propria demonstragdo do teorema se da por meio de uma construgdo de
um modelo partindo de elementos sintaticos sobre uma teoria consistente. Além disso, a
possibilidade dessa construgdo se da por um sistema de operagdes sobre signos, justamente a
estrutura epistémico-psicoldgica que possibilita, ao sujeito, o conhecimento das estruturas

l6gico-matematicas abstratas, segundo nossa principal hipdtese.
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Como realizamos uma pesquisa bibliografica, buscamos nos livros de Logica ¢ de
Matematica os fundamentos conceituais para definirmos fung¢des, predicados, operagdes,
estruturas, isomorfismos entre estruturas etc. Nesse sentido, no Capitulo 1, que apresenta os
conceitos logico-matematicos gerais que serdo utilizados neste trabalho, nds utilizamos
Mathematical Logic (SHOENFIELD, 1967) como livro-base, por acreditarmos que se trata de
um livro de referéncia na area da 16gica-matematica. Para alguns conceitos especificos, como,
por exemplo, o conceito de “sistemas de objetos” abstratos, utilizamos o livro Introduction to
Metamathematics (KLEENE, 1952).

Nos capitulos seguintes (Capitulos 2, 3 e 4) nds utilizamos basicamente a bibliografia
de Piaget. No Capitulo 2, utilizamos diversas obras para tratarmos do Grupo Pratico de
Deslocamentos. Em especial, no Capitulo 3, um dos livros-base foi o Ensaio de Légica
Operatéria (1976), pois esse livro nos permitiu uma comparagdo mais precisa entre a
definicdo de operagdo de Piaget e os exemplos das primeiras operagdes (concretas) que Piaget
descreve nesse livro. A partir dessa comparacdo, apresentamos a critica do epistemologo
Gilles Gaston Granger de que haveria uma ruptura, na obra de Piaget, na explicacdo da
passagem da aglo sobre a experiéncia sensivel a estruturacdo l6gico-matematica do real.
Assim, o capitulo apresenta outra interpretagdo possivel para o problema, dando énfase ao
papel da imagem mental na constituicdo das primeiras estruturas operatorias, através dos
trabalhos de Tassinari (1998, 2011). No Capitulo 4, utilizamos novamente varios livros da
obra de Piaget para tratarmos do Periodo Operatério Formal, em especial o livro Da Ldgica
da crianga a Logica do Adolescente, escrito por Piaget e Inhelder (1976), que possibilita
explicitar como se d& a passagem do Periodo Operatdrio Concreto para o Periodo Operatorio
Formal. No Capitulo 5, para a defini¢do de sistemas formais utilizamos o livro Introduction
to Mathematical Logic (MENDELSON, 1997) e novamente o livro de Shoenfield (1967) para
demonstracdo do Teorema da Completude segundo o sistema de signos e de operagdes

parciais sobre eles.
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CAPITULO 1: AS ESTRUTURAS MATEMATICAS

E impossivel consagrar-se a uma exposicao critica do estruturalismo
sem comegar pelo exame das estruturas matematicas, e isso devido a
razdes ndo apenas logicas mas também pertencentes a propria
histéria dasideias.

[...] parece incontestavel que a mais antiga estrutura, conhecida e
estudada como tal, foi a de “grupo” descoberta por Galois, e que
lentamente conquistou as matematicas do século XIX.

[...] Fundamento da algebra, a estrutura de grupo revelou-se de uma
generalidade e de uma fecundidade extraordinarias. Encontramo-la
em quase todos os dominios das matematicas e na logica; adquiriu
uma importancia fundamental na fisca e é provavel que o mesmo
acontecerd um dia em relagdo a biologia. E importante, pois,
procurar compreender as razdes desse sucesso porque, podendo ser
considerado como um protétipo das“ estruturas’ , e em dominios onde
tudo o que se afirma deve ser demonstrado, o grupo fornece as mais
solidas razdes para confiar em um porvir do estruturalismo quando
reveste formas precisas (PIAGET, 1979, p. 12).
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Neste capitulo, apresentamos nossa concep¢do de um tipo particular de forma
matematica a partir das nog¢des de estruturas ¢ de isomorfismos entre estruturas. Para tal, na
Secdo 1.1, explicitamos a defini¢do de estrutura matematica especifica, a partir do trabalho de
Shoenfield (1967); na Se¢do 1.2, introduzimos a defini¢do de operacdo parcial unitaria e
mostramos como uma estrutura matematica especifica A pode ser considerada como
constituida de conjuntos de conjuntos de operagdes parciais unitarias no conjunto de
individuos de A; na Secdo 1.3, exemplificamos uma das mais importantes estruturas estudadas
em Matematica, a Estrutura de Grupo, e tratamos da nogdo de “estrutura matematica
abstrata”, mediante a nog¢do de sistema abstrato de Kleene (1952), para mostrar que o Grupo ¢
uma estrutura matematica abstrata; finalmente, dentro desse contexto, na Se¢do 1.4
explicitamos o que entendemos por forma matematica para, nos capitulos posteriores,
discutirmos a questdo da existéncia de formas matematicas nas estruturas epistémico-

psicologicas do sujeito epistémico.

1.1. Estruturas Matematicas Especificas

Nesta seco, introduzimos a definicdo de estrutura matematica especifica. Para
introduzir essa defini¢do, vamos seguir o livro Mathematical Logic (SHOENFIELD, 1967),
por se tratar de uma obra de referéncia na area. Comecemos, entdo, com algumas defini¢des
necessarias para a defini¢do de estrutura matemética especifica.’

Definigdo 1.1. Dado um conjunto A, uma n-upla em A ¢é uma sequéncia de n
elementos (ndo necessariamente distintos) de A.

Notacdo 1.1. Denotamos por (@i, a2, ..., &) a n-upla cujos elementos sdo,
respectivamente, ay, @y, ..., an ¢ denotamos por A" o conjunto de todas as n-uplas em A.

Por exemplo, a n-upla (0, 3, 5, 5, 394) é uma 5-upla (ou quintupla) no conjunto dos
nimeros naturais.

Temos entdo as seguintes definigdes, segundo Shoenfield (1967, p. 10).

> Notemos que Shoenfield (1967, p. 9) introduz inicialmente os conceitos de conjuntos € mapeamento

para depois derivar todos os outros a partir desses; essa introducdo inicial visa apenas estabelecer a terminologia
e a notagdo, pois tais conceitos sdo posteriormente tratados axiomaticamente por Shoenfield (1967, Capitulo 9).
Neste trabalho, necessitamos apenas estabelecer a terminologia e notagdo relativas as estruturas matematicas
para, a partir dai, mostrar alguns resultados gerais sobre elas, motivo pelo qual também assumiremos, em nossa
exposicdo, as nogdes de conjunto e mapeamento como nogdes primitivas, sem discutirmos a questdo de
fundamentagdo da Matematica a partir de teorias axiomaticas de conjunto (como usualmente se faz nos estudos
contemporaneos em Logica Matematica), pois ultrapassa o objetivo deste trabalho.
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Definicao 1.2. Dado um conjunto A, um predicado n-ario em A é um subconjunto do
conjunto de n-uplas em A.

Por exemplo, no conjunto dos numeros naturais, o predicado (relagdo ou propriedade)
unario “X é Par” € o conjunto {2, 4,6, 8, ...}, o predicado 2-ario (binario) “X ¢ menor que y” é
o conjunto {(X,y) | X<y}, ou seja, {(0,1), (0,2), (1,2), ...}, e o predicado binario “X é maior
que Y’ é o conjunto {(X,y) | X>y}, ou seja, {(1,0), (2,0), (2,1), ...}.

Notacdo 1.2. Se P denota um predicado n-ario, entdo P(ay, ay, ..., @,) denota que a n-
upla (a1, @, ..., an) estd em P. Em especial, quando P é um predicado binario, escrevemos a; P
ay para denotar que (a1, a2) esta em P.

Por exemplo, escrevemos “Par (2)” para denotar que o niimero 2 ¢é par e escrevemos
“0 < 17, para denotar que 0 € menor que 1.

Defini¢é@o 1.3. Dados dois conjuntos A e B ndo-vazios, um mapeamento F de A em B
¢ uma atribui¢do de um objeto b em B para cada objeto a em A. Nesse caso, b é denominado
valor de a segundo o mapeamento F, A de dominio de F e B de contradominio de F.

Notacdo 1.3. Escrevemos F(@) para denotar o valor de a segundo o mapeamento F.

Definicdo 1.4. Uma funcio n-aria de A em B ¢ um mapeamento de A™ em B.°

Por exemplo, a func¢do sucessor S do conjunto dos nimeros naturais para o conjunto
dos numeros naturais, tal que S(0) = 1, 1) =2, §(2) = 3, etc. € uma fungio unaria; a fungio
adi¢do “+” do conjunto de pares de niimeros naturais para o conjunto dos nimeros naturais,
tal que ao par (X,y) ¢ atribuido o valor x+y, ¢ uma fun¢o binaria.

Podemos agora introduzir a defini¢do de estrutura matemética especifica’.

Definicéo 1.5. Uma estrutura matematica especifica A é constituida por®:

6 Notemos que, ao considerar uma fungdo n-aria como um mapeamento, pressupomos que na Definicao

1.3 cada objeto a de A esta relacionado com um Unico objeto b em B. Nesse caso, cada n-upla (&, &, ..., &, de
A™ esta relacionada com um Unico elemento b de B e, portanto, a nogéo de fungio de A em B e de mapeamento
coincidem. Buscamos definir fungio a partir da nogdo de mapeamento, pois acreditamos que a nog¢do de
mapeamento € mais intuitiva ao leitor. Além disso, seguimos aqui o livro do Shoenfield (1967), cuja defini¢do de
fungdo se faz através da defini¢do de mapeamento.

7 Em geral, nos textos matematicos, usa-se o termo “estrutura matematica” sem o adjetivo “especifica”
como fazemos aqui. Entretanto, usamos o adjetivo “especifica” para distinguir das estruturas matematicas
abstratas que consideraremos mais adiante e que ndo satisfazem a defini¢do introduzida neste momento. Assim,
ambas, estruturas matematicas especificas e estruturas matematicas abstratas, serdo consideradas como tipos
especiais de estruturas matematicas.

8 Essa nocdo ¢ introduzida por Shoenfield (1967, p. 18). No entanto, a definicdo de estrutura em
Shoenfield (como usualmente se faz em 1dgica-matematica) estd definida em termos de linguagens de primeira
ordem. Nesse caso, Shoenfield faz, na defini¢do de estrutura, um mapeamento que leva cada simbolo nao 16gico
(simbolos predicativos n-arios e simbolos funcionais N-arios) da linguagem a predicados n-arios e fungdes n-
arias da estrutura para a linguagem. Por outro lado, para tratarmos do estudo das estruturas logico-matematicas
em termos de operagdes parciais unitarias, como faremos no decorrer deste trabalho, € suficiente considerar a
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(i) Um conjunto ndo vazio |A| de elementos; |A| é denominado o universo ou dominio

da estrutura e os seus elementos sdo denominados individuos da estrutura;

(i) Um conjunto Pa de predicados n-arios em |A|™;

(iiil) Um conjunto Fa de fungdes n-arias de |A|™ em |A|.

Por exemplo, podemos considerar a estrutura N constituida pelo (i) conjunto dos
numeros naturais, com (ii) os predicados binarios “X é menor que y” (denotada por “<”) e “X é
maior que Y’ (denotada por “>”), e (iii) com as fungdes adi¢do (denotada por “+”) e
multiplicacdo (denotada por “.””). Neste caso, (i) [N
={< >} e(iii) Fa= {+, .}.

Notacdo 1.4. Escrevemos < |A|, Pa, Fo > para denotar a estrutura matematica

¢ o conjunto dos niimeros naturais, (ii) Pa

especifica A, constituida pelo conjunto |A|, pelo conjunto de predicados n-arios Pa e o
conjunto de fungdes N-arias Fa,

Notemos que, ocasionalmente, o conjunto P, ¢ o conjunto F5 podem ser vazios, finitos
ou infinitos.

Por fim, pela Definigdo 1.5, podemos ainda considerar que os predicados n-arios e as
fun¢des n-arias podem ser considerados eles proprios estruturas matematicas. Com efeito,
temos que, ocasionalmente, o conjunto P4 de predicados ¢ o conjunto Fa de fungdes de uma
estrutura A podem ser vazios. No caso de um predicado n-ario P, podemos considerar que P
determina biunivocamente uma estrutura Ap cujo dominio sdo os elementos relacionados por
P, o conjunto de predicados é o conjunto unitario {P} constituido apenas por esse predicado P
e o conjunto de fung¢des Nn-arias ¢ vazio. Analogamente, no caso de uma fungdo n-aria f,
podemos considerar que f determina biunivocamente a estrutura Af cujo dominio sdo os
elementos que estdo no dominio e contradominio de f (que, neste caso, sera considerado o
proprio conjunto A, uma vez que Fa ¢ um conjunto de fungdes n-arias de |A|™ em |A|), o
conjunto de predicados ¢ vazio e o conjunto de fungdes é o conjunto unitario {f}constituido
apenas por essa fungao f.

Temos entdo os seguintes resultados particulares importantes para nossas analises
posteriores.

Proposicao 1.1. Os predicados n-arios sao estruturas matematicas.

Proposicao 1.2. Asfungdes n-arias sdo estruturas matematicas.

estrutura como conjuntos de individuos, de predicados n-arios e de fun¢des n-arias e, para tal, ndo ¢ necessaria,
por hora, a defini¢do de linguagem de primeira ordem.
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Vemos assim como uma estrutura matematica pode ser definida de maneira
completamente geral e abstrata, considerando-se apenas um conjunto de individuos e os

predicados n-arios e fungdes N-arias entre eles.

1.2. Estruturas Matematicas Especificas e Operac¢des Parciais Unitarias

Nesta se¢do, introduzimos a defini¢do de operacdo parcial unitaria e mostramos como
uma estrutura matematica especifica A pode ser considerada como constituida de conjuntos
de conjuntos de operacdes parciais unitarias no conjunto de individuos de A.

Uma operagdo matematica’ pode ser considerada como um procedimento sobre certos
elementos. Usualmente, define-se opera¢do matematica a partir da no¢do de fungfo, mas
introduziremos essa definicdo aqui a partir da no¢do de mapeamento, mais basica neste
trabalho.

Defini¢do 1.6. Dado um conjunto A, uma operacdo matematica n-aria em A é um
mapeamento do conjunto de n-uplas em A para o proprio A.

Por exemplo, a operag¢@o adi¢do, no conjunto dos numeros naturais, atribui ao par
ordenado (2, 3) o nimero natural 5. Notemos entdo que as fungdes sucessor “S”, adigdo “+” ¢

(IS

multiplicagdo “.” citadas anteriormente sdo operagdes matematicas no conjunto dos niimeros
naturais, sendo que a operacdo “S’ ¢ uma operagdo unaria, ¢ as operagdes “+” e “.” sdo
operacdes binarias.

Notemos entdo que uma operagdo matematica em A é uma funcdo (Defini¢édo 1.4) n-
aria de A™ em A.

Além disso, ¢ condi¢do necessaria que uma operagdo N-aria tenha, para cada elemento
ou n-upla do dominio, um e somente um elemento correspondente no contradominio. No
entanto, podemos considerar certos tipos de operagdes que ndo estdo definidas para todos
esses elementos, o que motiva a defini¢do a seguir.

Defini¢cdo 1.7. Dado um conjunto A, seja B um subconjunto de A™; uma operacéo
matematica parcial n-aria em A é um mapeamento de B em A, atribuindo, a cada n-upla
pertencente a B (e cada n-upla pertencente a B é uma n-upla pertencente a A™), um elemento

correspondente em A.

! O adjetivo “matematica” serd usado para distinguir os dois diferentes usos da nog@o de operagdo neste

trabalho: utilizaremos operagdo matematica para designar as operagdes em Ldgica e Matematica, no sentido que
sera definido a seguir, e simplesmente operacdo para designar as operagdes mentais estudadas pela
Epistemologia Genética.
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Notemos que uma operagdo matematica parcial n-aria em A pode ndo estar definida
para todos os elementos de A™. Por exemplo, a operagdo divisdo no conjunto dos nimeros
racionais ¢ uma operagdo parcial bindria, pois ndo esta definida para os casos em que o divisor
¢ igual a zero.

Um ponto importante para este trabalho ¢ que n-uplas em A denotam tipos particulares
de operacdes matematicas parciais em A, como veremos a seguir.

Definigdo 1.8. Dado um conjunto A nio-vazio, seja B um subconjunto unitario de A™;
uma operacdo matematica parcial unitaria e n-aria em A é um mapeamento de B em A,
atribuindo a n-upla pertencente a B (que é uma n-upla em A), um Unico elemento de A. Em
outras palavras, uma operagdo matematica parcial unitaria em A é um mapeamento de apenas
uma n-upla pertencente a A™ para um elemento de A.

Assim, uma opera¢do matematica parcial unitaria esta definida apenas para uma n-upla
pertencente a |A|™.

Notacdo 1.5. A operagdo parcial unitaria que atribui o valor an+1 a n-upla (as, ay,...,
a,) sera denotada por (a1, a,. .., 8n, An+1).

Por exemplo, o par (a, 82) denota a operagdo matematica parcial definida apenas para
o elemento a; cujo valor desse elemento pela operagdo parcial é o elemento az; ou ainda, o par
(0,1) denota a operagdo matematica parcial (operagdo sUCessor, por exemplo) no conjunto dos
nameros naturais definida apenas para o elemento 0 e cujo valor desse elemento pela
operacdo parcial é o elemento 1.

Notemos entdo que a nota¢do anterior implica, por outro lado, que toda n-upla
pertencente a |A|"™ denota uma operagdo parcial unitaria em A: a n-upla (ay, a, ..., a,) denota
a operagdo parcial unitaria que atribui a (n-1)-upla (az, @z, ..., @n.-1) o valor an ¢ ela ¢ parcial
pois esta definida somente para a (n-1)-upla (ay, ay, ..., @n.1) do dominio A" 1.

Esse resultado nos permite entdo correlacionar as operagdes parciais unitarias com as
estruturas matematicas. Vejamos como.

A partir da Defini¢do 1.5, temos as seguintes proposigdes.

Proposicao 1.3. Pa ¢ um conjunto de conjuntos de operacbes matematicas parciais
unitariasem|A|.

Demonstracao. Por defini¢do, como um predicado n-ario em |A|™ é um subconjunto
do conjunto de n-uplas em |A|, entdo o conjunto Pa ¢ um conjunto de subconjuntos de n-uplas

de |A]™. Como vimos anteriormente, as n-uplas de |A|™ denotam operagdes matematicas
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parciais unitarias em |A|"~ . Portanto, Pa é um conjunto de conjuntos de operagdes parciais
unitarias em |A|.

Por exemplo, consideremos a estrutura dos niimeros naturais com os predicados
binarios “x ¢ menor que Yy~ (designado por “<”) e “X maior que Yy’ (designado por “>""). Neste
caso, temos para esses predicados, respectivamente, os conjuntos <= {(0,1), (0,2), (1,2),...} e
> = {(1,0), (2,0), (2,1),...}. Assim, nesta estrutura, Pa = {<, >} = {{(0,1), (0,2), (1,2),...},
{(1,0), (2,0), (2,1) (0,2), (1,2), (2,2)...}}, e vemos claramente que Pa ¢ um conjunto de
conjuntos de operagdes parciais unitarias denotadas por (0,1), (0,2), (1,2),..., (1,0), (2,0) etc.

Proposicdo 1.4. Fa se constitui um conjunto de conjuntos de operacdes matematicas
parciais unitarias em |A|.

Demonstracao. Por definigdo, uma fungfo n-aria f de |A|™ em |A| € uma atribui¢do de
um valor a em |A| para cada n-upla (ay, a, ..., @) de |A|™. Assim, para cada atribui¢do por f
de um valor a em |A| para cada n-upla (as, a, ..., @n) estd associada univocamente a operacao
parcial unitdria (@i, ay,..., an, @) pertencente a |A|"*1. Logo, a funcdo f estd associado
univocamente um conjunto de operagdes parciais (ay, @y, ..., an, &), para qual a = f(ay, ay, ...,
an). Portanto, se Fa é um conjunto de fungdes n-arias de |A|™ para |A|, entdo temos que Fa Se
constitui um conjunto de conjuntos de operagdes matematicas parciais unitarias em |A|.

Por exemplo, consideremos a estrutura com as fungdes “+” (adigdo) e “.”
(multiplicagdo) no conjunto dos nimeros naturais. Neste caso, a opera¢do adi¢do constitui o
conjunto de operacdes parciais (XY, X+Yy), isto é, {(0,0,0), (0,1,1), (1,0,1), (1,1,2), ...}, onde
cada terna do conjunto ¢ uma operagdo parcial unitaria; igualmente, a operagdo multiplicagio
constitui o conjunto de operagdes parciais (XY, X.y), isto €, {(0,0,0), (0,1,0), (1,0,0), (1,1,1),
...} e, novamente, cada terna do conjunto ¢ uma operagdo parcial ou funcdo unitaria. Logo, o
conjunto Fa = {+, .} constitui o conjunto {{(0,0,0), (0,1,1), (1,0,1), (1,1,2), ...},{(0,0,0),
(0,1,0), (1,0,0), (1,1,1), ...}} que, claramente, ¢ um conjunto de conjuntos de operacdes
parciais unitarias denotadas por (0,0,0), (0,1,0), (0,1,1), (1,0,0), (1,0,1), (1,1,1), (1,1,2), etc.

A partir dos resultados acima, temos entdo o seguinte resultado geral que sera central
para este trabalho, pois permite relacionar o conceito de estrutura matematica com o conceito
de estrutura epistémico-psicoldgica em Epistemologia Genética.

Uma estrutura matematica especifica A pode ser considerada como constituida por
conjuntos de conjuntos de operagdes parciais unitarias em |A|.

Notemos, por fim, que assim como um predicado Nn-ario ou uma fungio Nn-aria podem
ser considerados estruturas matematicas especificas, como vimos no final da se¢do anterior,

uma operagdo parcial n-aria unitaria (ay, ay,..., a), an+1) também pode ser considerada uma
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estrutura matematica especifica. Na medida em que uma operagfo parcial n-aria unitaria (ay,
ay, ..., @n, an+1) pode ser considerada uma relagdo (n+1)-aria unitaria, ou seja, o conjunto {(au,
ay,..., an, @n+1)}, @ operagdo parcial N-aria unitaria (ay, az,..., @, an+1) determina univocamente
a estrutura A cujo dominio ¢ {@y, ay,..., @n, 8n+1}, 0 conjunto de predicados ¢ {{(as, az-.., an,
an+1)}} ¢ o conjunto de fungdes N-arias é vazio. Temos entdo o seguinte resultado particular
que sera importante para nossas analises posteriores.

Proposicao 1.5. Asoperacdes parciais unitarias sio estruturas matematicas.

Introduzidas as estruturas matematicas especificas e os resultados a elas relativos,

vamos, na proxima se¢io, tratar de outro tipo de estrutura matematica mais geral.

1.3. A Estrutura de Grupo e as Estruturas Matematicas Abstratas

Esta se¢@o ¢ dividida em duas partes principais. Na primeira, introduzimos uma das
mais importantes estruturas estudadas em Matematica: a Estrutura de Grupo. Na segunda
parte, tratamos da nocdo de estrutura matematica abstrata, introduzida através da nog¢do de
sistema abstrato de Kleene (1952), para mostrar que o Grupo ¢ uma estrutura matematica

abstrata.

1.3.1. A Estrutura de Grupo'’

Antes de apresentarmos as definigdes e exemplos de grupos, consideremos
inicialmente a estrutura cujos individuos sdo os nimeros inteiros Z com apenas a operagio de
adigdo “+”. Podemos elencar algumas propriedades da adigdo, como segue.

GO0) Paratodos ae b em Z, (a+ b) esta em Z; (Fechamento).

G1) Paratodo aem Z existe 0 em Z tal que a+ 0 = 0 + a=a; (Elemento neutro).

G2) Para todo a em Z, existe — aem Z, tal que a + (— a) = (— a) + a = 0; (Elemento
inverso ou simétrico).

G3) Paratodosa,becem Z, a+ (b+ c)=(a+ b)+ c; (Associatividade).

Se considerarmos a operag@o de adi¢do em estruturas cujos conjuntos de individuos
s80 0s niumeros racionais, 0s nimeros reais, os nimeros complexos ou as matrizes reais mx n,
as propriedades acima permanecem validas. Existem muitos outros exemplos de estruturas
com operagdes que satisfazem essas quatro propriedades (notemos os Exemplos 1 a 2 abaixo),

0 que justifica um estudo genérico de estruturas com uma operagdo que satisfaz tais

10 A exposicdo da Estrutura Algébrica de Grupo, neste trabalho, foi inspirada no livro Estruturas

Algéoricas (NASCIMENTO; FEITOSA, 2013, p. 37).
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propriedades: sdo os Grupos Matematicos, estudados pela Teorias dos Grupos, cujo conceito
surgiu do estudo de equacdes polinomiais realizado por de Evariste Galois em 1832.

Definigdo 1.9. Sejam G um conjunto ndo vazio e “*” uma operagdo binaria em G.
Dizemos que (G, *) é um grupo se as seguintes condigdes sdo satisfeitas:

G1) Existe eem G tal que, para todo a em G, a*e= € a= a; (Elemento neutro).

G2) Paratodo a em G, existe b em G, tal que a*b = b*a = €, (Elemento inverso).

G3) Para quaisquer &, b, c em G, a* (b*c) = (a*b)*c; (Associatividade).

3733

Notemos que, ao dizer que ¢ uma operagdo binaria em G, a propriedade do

fechamento (GO) introduzida anteriormente é pressuposta, pois uma operagdo binaria ¢ uma
fun¢@o binaria e, logo, esta definida para todos os elementos do dominio, ou seja, para todos a
e bem G, (a*b) esta em G.

Um Grupo (G, *) é abeliano ou comutativo se vale a propriedade:

G4) Paratodo a, b em G, a*b = b*a; (Comutativa).

Exemplo 1.1. Tomemos o conjunto Z[v2] = {a+ bv2: a b em Z}. Temos que Z[v2]
com a operagdo de adi¢do € um grupo abeliano.

GO0) Para mostrar que a propriedade de fechamento ¢é satisfeita, precisamos mostrar
que o resultado da adi¢do de dois elementos do conjunto (isto é, com a forma a + bv2, com a
e b em Z) esta no conjunto (isto é, tem a forma a + bv2, com a e b em Z). Sejam entdo X, y
em Z[v/2]. Temos entdo que X+ y=(a+ bv2) + (c+ dv2) =a+ c+ (b +d) V2 e como (a+ ©)
+ (b+ d) V2 esta em Z[vV2], pois a+ c e b+ d estdo em Z, temos que GO ¢ satisfeita.

G1) Existe em Z[v2] um elemento neutro para a adigo, pois 0 + 0v/2 é um elemento
de Z[V2] e 0+ 0v2 =0, que é elemento neutro para a adi¢io em R.

G2) Para todo X em Z[2], existe em Z[v2] um elemento inverso de X para a adi¢io,
pois, se X tem a forma (a + bv2), com a, b em Z, entiio existe em Z[v2] o elemento — X=— (a
+bvV2)=—a+ (- b)V2 tal que X+ (= X) = (- X) + Xx= X—X = 0.

G3) A associatividade é valida para o conjunto Z[v2] com a operacio adigdo, pois
como os elemento de Z[v2] sdo elementos de R'' ¢ a associatividade ¢ vélida para a adicdo

em R, entio a associatividade ¢ valida para a adigio em Z[v2].

11 7 . , . . . , . .
R ¢ o conjunto dos Numeros Reais. Como podemos verificar, o conjunto dos Numeros Reais, munido da

operagdo usual de adigdo “+” é um Grupo, pois satisfaz as quatro propriedades enunciadas na Defini¢do 1.9.
Assim, <R, +> ¢ uma estrutura de Grupo. Notemos também que < R, +> é um Grupo Abeliano.
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Vemos assim que Z[v2] com a adi¢io é um grupo. Z[v/2] ¢é abeliano pois a adi¢io em
R ¢ comutativa.

Exemplo 1.2. Qualquer conjunto {a+ br: a, bem Z} em que r é um nimero irracional
com a operacdo adigdo ¢ um grupo. A demonstragdo desse enunciado é analoga a do exemplo
anterior, que é um caso particular desse enunciado com r =+/2.

Exemplo 1.3. (N, +), no qual N ¢ o conjunto dos nimeros naturais, ndo ¢ um grupo,
pois, por exemplo, 1 ¢ um elemento de N, mas ndo existe um numero nem N tal que 1 + n=
0. Em outras palavras, (N, +) ndo admite elemento inverso.

Os grupos matematicos tém algumas propriedades que podem ser facilmente
demonstradas a partir das propriedades acima. Se (G, *) é um grupo, entdo podemos
demonstrar, por exemplo, que: (i) o elemento neutro de (G, *) é tinico; (ii) para todo elemento
a do dominio de (G, *), o elemento inverso de a ¢ tnico; e (iii), dada uma equagdo a*b = c,
sempre podemos isolar um elemento do dominio de (G, *) da equag@o, pois, para todos &, b e
cem G,sea*b=c, entioa=c* b1 eb=a"'* c nas quais a~! e b~! sdo, respectivamente,

os elementos inversos de a e b.

1.3.2. Estruturas Matematicas Abstratas

O estudo das estruturas matematicas, em especial dos grupos, nos conduz ao estudo
das estruturas matematicas abstratas, que apresentamos por meio da nog¢do de estrutura de
sistemas de objetos abstratos de Kleene (1952).

Kleene (1952, p. 25, traducdo nossa) define Sistemas de objetos, como sendo um
sistema constituido por “[...] um conjunto ou classe ou dominio D (nfo-vazio) [...] de objetos,

. ~ . ~ 12
entre os quais sdo estabelecidas certas relagdes”

. No entanto, tais objetos podem ndo ser
diretamente reconhecidos por meio de suas caracteristicas especificas. Nesse caso, nds ndo
temos uma especifica¢do do que os objetos SA0, apenas os conhecemos através de algumas
propriedades das relagdes (mais exatamente, propriedades dos predicados n-arios e fungdes n-
arias) que eles estabelecem entre si. Tais consideragdes nos conduzem a definigdo de Sstemas
de objetos abstratos. Segundo Kleene:

Quando os objetos sdo conhecidos apenas através das relagdes do sistema, o
sistema ¢ abstrato. O que ¢ estabelecido neste caso ¢ a estrutura do sistema,
€ 0 que os objetos sdo, em quaisquer aspectos exceto como se combinam no

12 By a system of objects we mean a (non-empty) set or class or domain D [...] of objects among which
are established certain relationships.
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interior da estrutura, ¢ deixado indeterminado (KLEENE, 1952, p. 25,
traducdo e segundo grifo nossos)".

Assim, consideraremos que uma estrutura matematica abstrata é um conjunto de
propriedades formais dos predicados n-arios e das fungdes n-arias das estruturas matematicas
especificas, tais como definidas anteriormente. Lembremos que uma estrutura matematica
especifica ¢ constituida de um conjunto de individuos, fun¢bes Nn-arias ¢ predicados n-arios.
Assim, uma estrutura matematica abstrata diz respeito as propriedades formais das relagoes
das estruturas matematicas especificas. Por simplicidade, neste trabalho, consideraremos
apenas estruturas matematicas abstratas cujas propriedades formais podem ser expressas por
axiomas em alguma teoria formal.

Por exemplo, as propriedades de GO a G3 da Definicdo 1.9 definem a estrutura
matematica abstrata de grupo.

Introduzidas as no¢des de estrutura matematica, tanto a especifica quanto a abstrata,
passemos agora a discutir a nogdo de formas matematicas, como sera considerada neste

trabalho.

1.4. Formas Matematicas

Como definidas anteriormente, a estrutura matematica especifica e a estrutura
matematica abstrata serdo consideradas aqui formas matematicas.

Quanto as estruturas matematicas especificas, como veremos a seguir, nds as
consideraremos uma forma matematica no sentido expresso por Piaget e demais autores: “O
termo estrutura ¢ empregado aqui no seu sentido classico (Russell-Whitehead) de conjunto
das propriedades e relacdes comuns aos sistemas isomorficos.” (APOSTEL, MAYS, MORF e
PIAGET, 1957, p. 44, Nota de Rodapé).

Para melhor compreender como as estruturas matematicas especificas constituem uma
forma matematica, vamos introduzir a defini¢do de isomorfismo entre estruturas matematicas
especificas. Para tal, algumas defini¢des anteriores sdo necessarias.

Defini¢do 1.10. Dada uma fungdo f de A em B, A ¢ denominado dominio de f, B o
contradominio de f e a imagemde f ¢ o conjunto Im(f) = {b € B; b=f (a) para algum a € A}.

Notemos que Im(f) é subconjunto de B.

13 When the objects of the system are known only trough the relationships of the system, the system is
abstract. What is established in this case is the structure of the system, and what the objects are, in any respects
other than how they fit into the structure, is left unspecified.
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Defini¢do 1.11. Uma fungdo f ¢ sobrejetiva quando Im (f) = B. A funcéo f é injetiva
quando, para X, Y pertencentes ao dominio da fun¢do, se X # Y, entdo f (X) # f (y). A fungdo f é
bijetiva quando ¢ injetiva e sobrejetiva.

Notemos que se a fungdo f: A — B ¢ bijetiva entdo: (1) por ela ser injetiva, temos
associado a cada elemento da imagem apenas um elemento do dominio (pois, por
contraposi¢do da propriedade que define a fungdo injetiva, temos que se f (X) = f (y), entdo X =
Y); (2) por ela ser sobrejetiva, cada elemento do contradominio B estd associado a um
elemento do dominio A, ja que o contradominio e a imagem de f coincidem (pois, como f é
sobrejetiva, entdo Im (f) = B); logo, (3) podemos atribuir a cada elemento y do contradominio
B um elemento x do dominio A tal que f(X) =, ou seja, ¢ possivel definir uma fung¢fo inversa
f Ttalquey="f ().

Defini¢do 1.12. Dizemos que duas estruturas < |A|, Pa, Fao > ¢ < |A’|, Pa-, Fo- > sdo
isomorfas e denotamos por A = A’ se existe uma fungéo bijetiva | de [A|[U PAU Fa em |A’|U
Pa'U Fa, tal que as condigdes a seguir sdo satisfeitas'.

(0) | restrita ao conjunto |A| estabelece uma bije¢do com o conjunto |A’|, ou seja, a
cada elemento a de |A| esta associado um elemento 1(@) em |A’| e, inversamente, a cada
elemento &’ de |A’| esta associado um elemento | *(@’) em |A|.

(i) Para cada predicado n-ario p em P4, existe um predicado p’ n-ario em Py, tal que
p’=Il(p) e p(ai, a,..., &) se, e somente se, pP’(I(as,),l (&),..., [(an)).

Notemos que como | é uma bije¢do entdo a condigdo (i) acima implica que para cada
predicado n-ario p’ em Py, existe um predicado p n-ario em Py, tal que p=1 (p’) ¢ p’(a,
..., @) se, e somente se, p(l (@), (@),..., | @)

(ii) Para cada fungdo n-aria f em F,, existe uma fungdo f * n-aria em Fy, tal que f ’=
I(f) e I(f(ay, a...., an)) = ’(I(a)), |(&)...., I(@n)).

Notemos que como | é uma bije¢do entdo a condi¢do (ii) acima implica que para cada
fungdo n-aria f > em Fy-, existe uma fungio f n-dria em F,, tal que I71(f *(I1(a), (@), ..., I(an)))
=f( Ya), I'(@),..., | Xan)).

Defini¢édo 1.13. A fun¢do | da definigdo anterior ¢ chamada de um isomorfismo entre
as estruturas < |A|, Pa, Fa > e <|A’|, Pa>, Fa» >.

Podemos agora discutir a no¢do de uma estrutura matematica especifica como uma

forma matematica.

14 U designa a operagdo unido usual entre conjuntos.
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Podemos considerar que uma estrutura matematica especifica < |A|, Pa, Fa > constitui
uma forma matematica: o conjunto das propriedades dos predicados n-arios ¢ das fungdes n-
arias comuns a todas as estruturas isomorfas a < |A|, Pa, Fa >. Se duas estruturas sio
isomorfas entre si, entdo, do ponto de vista das teorias que tratam de estruturas, elas ndo
diferem uma da outra quanto a forma, uma vez que a bije¢do entre elas preserva suas relagdes,
identificando suas propriedades. Dada uma estrutura matematica especifica < |A|, Pa, Fa >,
podemos entdo associar a ela uma estrutura matematica especifica geral: a forma da estrutura
< |A], Pa, Fao > (comum a todas estruturas especificas isomorfas a < |A|, Pa, Fa >). Nesse
sentido, toda estrutura matematica especifica constitui uma forma matematica, a saber, a
estrutura matematica especifica geral comum a todas as estruturas isomorfas a ela.

Tratemos agora da consideragdo das estruturas matematicas abstratas como formas
matematicas.

As estruturas matematicas especificas, como definidas anteriormente, sio uma

especificacdo das estruturas matematicas abstratas, pois, como nos diz Kleene:

Ent3o qualquer especificagdo adicional do que os objetos sdo da uma
representacéo (ou modelo) do sistema abstrato, isto ¢, um sistema de objetos
que satisfaz as relagdes do sistema abstrato e tem algum outro status também
(KLEENE, 1952, p. 25, tradugdo nossa)'’

Para uma estrutura matematica abstrata definida por axiomas, temos trés casos, como
analisa Kleene:

Entdo trés casos surgem. Os axiomas podem nio ser satisfeitos por nenhum
sistema de objetos [...]; ou por exatamente um sistema abstrato, quaisquer
dois sistemas que satisfagcam [os axiomas] sdo isomorfos [entre si]; ou por
mais de um sistema abstrato, i.e., existem sistemas ndo-isomorfos que
satisfazem [os axiomas...]. No primeiro caso, nés podemos chamar de Vacuo
o conjunto de axiomas; nos outros dois casos, NA0-Vacuo; e, além disso, no
segundo caso, categorico [...] e, no terceiro, ambiguo (KLEENE, 1952, p.
27, tradugdo nossa)'°.

As edruturas categoricas sdo as estruturas matematicas abstratas que tém uma

identidade definida pelos axiomas a menos de um isomorfismo, pois todas as estruturas que

» Then any further specification of what the objects are gives a representation (or Model) of the abstract

system, i.e. a system of objects which satisfy the relationships of the abstract system and have some further
status as well.

Then three cases arise. The axioms may be satisfied by no system of objects [...]; or by exactly one
abstract system, any two systems which satisfy being isomorphic [...]; or by more than one abstract system, i.e.
non-isomorphic systems exist which satisfy [...]. In the first case we may call the set of axioms vacuous; in the
other two non-vacuous; and furthermore in the second categorical [...] and in the third ambiguous.
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tém a forma matematica descrita pelos axiomas sfo isomorfas entre si. Nesse sentido,
podemos dizer que tais axiomas definem uma Unica forma matematica e que essa forma
matematica ¢ uma estrutura matematica especifica.

Quanto as estruturas matematicas abstratas ambiguas, elas sdo formas comuns as
estruturas matematicas especificas que satisfazem o mesmo conjunto de axiomas, mas que
ndo sdo isomorfas entre si. No entanto, mesmo nesse caso podemos falar de uma Unica forma
matematica: justamente as propriedades abstratas definidas pelos axiomas. Assim,
consideramos que a estrutura matematica abstrata corresponde a uma Unica forma matematica
de tais estruturas. Em outras palavras, temos, para contelldos matemati cos distintos, a mesma
forma matematica.

Nesse sentido, apesar de a estrutura (matematica abstrata) de grupo ser uma estrutura
ambigua, pois, como vimos, temos varias estruturas especificas que satisfazem os axiomas de
grupo e que ndo sdo isomorfas entre si (e, logo, ndo definem uma estrutura geral), vamos
considerar a existéncia de uma estrutura matematica de grupo, supondo unicidade, ja que se
trata de @ mesma forma para conteudos matematicos distintos.

Podemos, pois, concluir essa se¢do com a seguinte afirmacao.

Uma forma matemdtica € uma estrutura matematica especifica ou abstrata. Em
particular, como as fun¢des e predicados n-arios sdo estruturas matematicas especificas,
entdo também sdo formas matematicas.

Do exposto, se torna mais claro o problema que nos colocamos nesta dissertacdo:
como, segundo a Epistemologia Genética, somos capazes de compreender as estruturas
matematicas (especificas e abstratas)? Qual a relacdo entre as estruturas matematicas e as
estruturas epistémico-psicologicas do sujeito epistémico? No proximo capitulo, introduzimos

algumas consideragdes iniciais para estabelecer tal relagdo.
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CAPITULO 2: AS ESTRUTURAS EPISTEMICO-PSICOLOGICAS E UMA DE SUAS
FORMAS NO PERIODO SENSORIO-MOTOR

Entdo é preciso dizer, eisto emtodos os nivels, que a acdo — ponto de
partida comum das intuigdes imaginadas e das operagbes —
acrescenta algo ao real, ao invés de simplesmente extrair (ou, como
se diz, de ‘abgrair’) os elementos de sua propria construcao
(PIAGET, 1946, p. 31).
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Neste capitulo, apresentamos alguns elementos da teoria de Piaget que dizem respeito
ao Periodo Sensorio-Motor ¢ mostramos que, ja na estruturacdo sensério-motora, existem
formas matematicas. Nesse sentido, na Se¢do 2.1, apresentamos inicialmente duas nogdes
fundamentais da Epistemologia Genética e que sdo conceitos centrais para o presente texto: a
defini¢do de estrutura para Piaget e a nogdo de estrutura epistémico-psicolégica; na Secdo
2.2, apresentamos a estrutura Grupo Pratico de Deslocamentos, introduzida por Piaget (cf.
1970; 1978; 2008) e por Piaget e Inhelder (2002) e explicitada por Margal ¢ Tassinari (2013);
por fim, na Se¢éo 2.3, argumentamos que o sujeito no Periodo Sensdério-Motor ja possui uma
estruturagdo que comporta uma forma mateméatica que, por sua vez, é fundamental para as

construcdes ulteriores, ainda que tal forma seja inconsciente para esse sujeito.

2.1. As Estruturas Epistémico-Psicoldgicas

Nesta secdo, apresentamos inicialmente duas nogdes fundamentais da Epistemologia
Genética e que sdo conceitos centrais para o presente texto: a defini¢do de estrutura para
Piaget e a nogdo de estrutura epistémico-psicologica.

Comecamos com uma breve descricdo de algumas das principais propostas
epistemologicas do construtivismo de Piaget, para entdo apresentarmos a defini¢do de
estrutura ¢ alguns exemplos de estruturas epistémico-psicoldgicas, iniciando pelo Grupo
Prético de Deslocamentos (GPD).

Segundo Piaget, a Epistemologia Genética tem como propostas: (i) descobrir a génese
dos diversos conhecimentos, isto ¢, “por a descoberto as raizes das diversas variedades de
conhecimento” (PIAGET, 1971, p. 14); e (ii) analisar a evolucdo desses conhecimentos, desde
as suas apresentagdes mais elementares até o conhecimento e raciocinio cientifico. Preocupa-
se, por conseguinte, em saber como se da a passagem de estado de um conhecimento inferior
para outro superior, considerando ndo somente os conhecimentos individuais, mas levando
em conta, por outro lado, uma analise historico-critica da ciéncia, ou seja, o progresso de todo
o conhecimento cientifico. Piaget escreve:

Ora, como toda ciéncia estd em permanente transformacio ¢ ndo considera
jamais seu estado como definitivo, [...] este problema genético, no sentido
amplo, engloba também o do progresso de todo conhecimento cientifico
(PIAGET, 1971, p.14).

Além disso, Piaget considera a Epistemologia Genética um campo de conhecimento de

natureza interdisciplinar, uma vez que suscita, a0 mesmo tempo, questdes de fato e de

validade: se se tratasse apenas de questdes de fato, seria 0 mesmo que reduzir a epistemologia
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“a uma psicologia das fung¢des cognitivas ¢ esta ndo ¢ competente para resolver questdes de
validade” (PIAGET, 1973, p. 14); se se tratasse, por outro lado, somente de questdes de
validade, ela se confundiria com a ldgica, sendo que “o problema ndo ¢ puramente formal,
mas chega a determinar como o conhecimento atinge o real” (PIAGET, 1973, p. 14) e,
portanto, esta preocupada com as relagdes que um sujeito estabelece com seu meio.

Nesses moldes, Piaget sustenta a ideia de que a Epistemologia Genética ¢ a teoria do
conhecimento que suscita, necessariamente, duas questdes: as de fato e as de validade'” e,
justamente por isso, foi necessaria a criagdo da Psicologia Genética para que essa pudesse
contribuir ao campo da Epistemologia; segundo ele proprio,

O primeiro objetivo que a epistemologia genética persegue €, pois, por assim
dizer, de levar a psicologia a sério e fornecer verificagdes em todas as
questdes de fato que cada epistemologia suscita necessariamente, mas
substituindo a psicologia especulativa [...] por meio de analises controlaveis
(PIAGET, 1973, p. 13).

E justamente na Psicologia Genética que encontramos a explicitacio dos fatos que
estdo ligados ao desenvolvimento do sujeito epistémico, o sujeito do conhecimento, por meio
de sua acdo sobre o objeto.

Logo, em linhas gerais, o que Piaget chama de epistemologia ¢ o estudo do
conhecimento que se estabelece na relagdo entre individuo/objeto, por meio da interacdo entre
ambos, bem como o estudo do conhecimento cientifico: de sua génese e desenvolvimento.

Segundo a Epistemologia Genética, a génese e o desenvolvimento desse conhecimento
se da por meio de estruturas que sdo necessarias para que o sujeito epistémico se desenvolva e
venha a conhecer. No entanto, para Piaget, “[...] o conhecimento ndo poderia ser concebido
como algo predeterminado nas estruturas internas do individuo”, tampouco “[...] nos
caracteres preexistentes do objeto, pois estes s6 sdo conhecidos gracas & mediagdo necessaria
dessas estruturas” (PIAGET, 1971, p. 13)18. Essas estruturas, portanto, se constroem mediante

a interacdo que o sujeito realiza, por meio de sua agdo sobre o objeto, de diversas formas.

7 No que se refere as questdes de fato, Piaget busca entender e explicitar o “[...] estado dos

conhecimentos em um nivel determinado e a passagem de um nivel ao seguinte”. Ja acerca das questdes de
validade, Piaget faz uma “avaliagdo dos conhecimentos em termos de aprimoramento ou de regressao, estrutura
formal dos conhecimentos” (PIAGET, 1971, p 14, itdlico nosso).

18 Essas concepgdes englobam a critica que Piaget faz ao apriorismo e ao empirismo, de forma geral.
Quanto ao apriorismo, grosso modo, Piaget sustenta que existe, sem duvida, certas “tendéncias especulativas e
[...] desprezo da verificagdo efetiva” sendo que, sobre as formas a priori, “ndo basta analisar a consciéncia dos
sujeitos, mas suas condi¢des preliminares” (PIAGET, 1973, p. 12). Quanto ao empirismo, Piaget sustenta que
“se se quiser abranger o conjunto dos conhecimentos apenas pela ‘experiéncia’, ndo se pode justificar tal tese
sendo procurando analisar o que € experiéncia e acaba-se entdo por recorrer as percepgdes, as associacdes € aos
habitos, que sdo processos psicologicos” (PIAGET, 1973, p. 11).
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A nogdo de estrutura em Piaget remete a um sistema de relagdes, no qual sdo
estabelecidas certas no¢des sistémicas: a de totalidade (o todo ndo é apenas a soma de suas
partes), a de auto-regulacdo (uma estrutura estabelece um sistema fechado e qualquer relagio
entre seus eclementos resulta, por assim dizer, num elemento proprio do sistema) e
transformacdo (no qual, grosso modo, existe a possibilidade do sistema se organizar ¢ passar
de um estado de menor complexidade, para um estado de complexidade maior). Segundo o
proprio Piaget:

Uma estrutura ¢ um sistema de transformacdes que comporta leis enquanto
sistema [...] € que se conserva ou se enriquece pelo proprio jogo de suas
transformacdes, sem que estas conduzam para fora de suas fronteiras ou
facam apelo a elementos exteriores. Em resumo, uma estrutura compreende
os caracteres de totalidade, de transformacdes e de auto-regulagdo (PIAGET,
1979, p. 6).

Essa concepcdo estrutural, bem como a no¢fo da qual o conhecimento é construido
pelo sujeito por meio de sua interagdo com o objeto, ambas presentes na teoria piagetiana, nos
fornecem ferramentas relevantes de uma possivel formalizagdo ¢ entdo solug¢do do problema
proposto sobre a analise do conhecimento cientifico por meio de uma exploragdo ldgico-
matematica. Sobre isso, Piaget nos diz:

De modo tal que um dos meios mais instrutivos para analisar as suas a¢des ¢
construir, em equacdes ou em maquinas, modelos de “inteligéncia artificial”
e fornecer delas uma teoria cibernética para atingir as condi¢des necessarias
e suficientes, ndo de sua estrutura em abstrato (a algebra faz isto), mas de
sua realizacdo efetiva e de seu funcionamento (PIAGET, 1979, p. 37).

Sobre a nogdo geral de estrutura, Ramozzi-Chiarottino (1972, p. 14), de acordo com
Piaget, diz que “[...] ha estrutura quando os elementos estdo reunidos em uma totalidade
apresentando certas propriedades enquanto totalidade e quando as propriedades dos elementos
dependem inteira ou parcialmente das caracteristicas da totalidade”.

Com essa apresentagio e discussdo de alguns elementos da Epistemologia Genética de
Jean Piaget, podemos, pois, chegar ao entendimento de estruturas que sdo necessarias ao
conhecimento do sujeito epistémico, isto ¢, as estruturas epistémico-psicologicas, sendo que
essas estruturas, segundo os estudos de Piaget ¢ seus colaboradores, se constroem através da
interacdo entre o sujeito € seu meio.

Por defini¢do, “A estrutura mental [ou, segundo nossa denominagdo, estrutura
epistémico-psicologica] ¢ a estrutura orgénica responsavel pela capacidade humana de

estabelecer relagdes, condicdo de todo conhecimento possivel.” (RAMOZZI-

CHIAROTINNO, 1984, p. 34). Nesse sentido, denominamos estrutura epistémico-
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psicolégica (ou edrutura mental) aquelas estruturas que surgem da organizagdo das
atividades do sujeito enquanto interage com o objeto em um contexto de experiéncia (seja
experiéncia fisica ou l6gico-matematica, seja por meio de acdes ou de operagdes)'.

A teoria de Piaget trata de explicar como o sujeito em desenvolvimento vai conquistar
as estruturas necessarias ao conhecimento, desde seu nascimento, no primeiro Periodo,
concebido como nivel sensorial-motor, passando pelos niveis intermediarios ¢ chegando até o
ultimo nivel considerado, o do Periodo das Operagdes Teoricas, presentes na Ciéncia
Contemporanea, por exemplo. Nessa concepcdo de desenvolvimento Piaget diz:

Certamente, as estruturas humanas nio partem do nada e, se toda estrutura ¢é
o resultado de uma génese, ¢ preciso admitir resolutamente, em vista dos
fatos, que uma génese constitui sempre a passagem de uma estrutura mais
simples a uma estrutura mais complexa e isso segundo uma regressiao
infinita [...]. H4, portanto, dados de partida a assinalar a construgdo das
estruturas légicas, porém, ndo sdo nem primeiros, j4 que marcam apenas o
inicio de nossa andlise, em falta de poder remontar mais alto, nem estdo ja na
posse daquilo que sera, ao mesmo tempo, tirado delas e apoiado sobre elas
na sequéncia da construgdo (PIAGET, 1979, p. 34).

Além disso, devido ao carater interacionista da teoria de Piaget, isto ¢, da forma que o
conhecimento emerge da relagdo que o sujeito estabelece com seu meio, modificando e sendo
por ele modificado, é a agdo um dos fundamentos para o conhecimento do sujeito e, por
conseguinte, essencial para a teoria epistemologica.

Segundo Piaget (1973, p. 15), o conhecimento ndo esta na copia do real, mas, por
outro lado, estd em “agir sobre cle e transforma-lo [...] em fung¢do dos sistemas de
transformagdo aos quais estdo ligadas estas agdes”.

Nesse contexto, “E acdo toda conduta (observavel exteriormente, inclusive por
interrogatorio clinico) visando a um objetivo do ponto de vista do sujeito considerado.”
(APOSTEL et. al., 1957, p. 43). Tais condutas observaveis acontecem “[...] quando qualquer
coisa, fora de no6s ou em nds (no nosso organismo fisico ou mental) se modificou” (PIAGET,
2001, p. 15); trata-se, por isso, de um reajustamento de conduta devido a mudanga ocasionada
pelo meio. Assim,

A aclo ¢ desequilibrada pelas transformagdes que aparecem no mundo,
exterior ou interior, ¢ cada nova conduta vai funcionar nio sé para

1 Tal denominagdo nos parece necessaria para distinguir da nog¢do de estruturas matematicas especificas e

abstratas, definidas no capitulo anterior. Notemos que ambas as formas de estrutura possuem as caracteristicas da
estrutura, em sentido amplo, segundo Piaget, como citado anteriormente: totalidade, transformagdes e auto-
regulaco.
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restabelecer o equilibrio, como também para tender a um equilibrio mais
estavel que o do estagio anterior a esta perturbacdo (PIAGET, 2001, p. 16).

A estrutura das agdes possiveis constitui, portanto, a forma de interagdo que da
possibilidade ao sujeito conhecer. E como sdo estruturas necessarias para aquisicdo desse
conhecimento, podemos inferir que a estrutura das agdes possiveis constitui a forma de
interacdo que da possibilidade, ao sujeito, de construir as outras estruturas epistémico-
psicoldgicas e, por isso mesmo, ¢ fundamental na teoria de Piaget.

Na medida em que o sujeito executa acdes semelhantes, podemos verificar a
possibilidade de “repeticio™™ da ac¢do executada, sendo que essa “generalizacdo da acdo” é
considerada, na teoria de Piaget, um esquema de acédo. Por conseguinte, a nogdo de esquema ¢
pensada como um aspecto estrutural das construgdes funcionais, as quais se transferem ou
generalizam no momento da repeticdo da agdo. Ramozzi-Chiarottino (1972) faz essa alusdo de

forma clara:

O esquema ¢ aquilo que ¢ generalizdvel numa determinagdo ag@o. O
esquema de sugar corresponde ao saber sugar, independente do que ¢
sugado. Todo esquema tende a assimilar todo objeto, de tal maneira que uma
vez construido um certo esquema, o de sugar, por exemplo, a crianga tende a
sugar tudo o que toca. Posteriormente com a constru¢do dos esquemas de
olhar e pegar, tentara pegar tudo o que olha e a olhar tudo o que pega. Os
novos esquemas resultam sempre dos anteriores, na medida que implicam
uma coordenacdio destes ultimos. Assim o “saber puxar” depende do “saber
pegar” e do “saber olhar”, da mesma maneira que os primeiros esquemas,
como o de sugar, olhar etc., dependeram de estruturas motoras hereditarias
(RAMOZZI-CHIAROTTINO, 1972, pp. 10-11).

[...] O esquema funciona como um conceito pratico no sentido de que na
presenca de um objeto novo a crianga tenta assimila-lo, aplicando-lhe
sucessivamente todos os esquemas dos quais dispde, como se se tratasse de
defini-lo pelo uso (RAMOZZI-CHIAROTTINO, 1972, pp. 10-11).

Segundo Piaget, conforme dispomos, cada vez mais, de esquemas de agfo, podemos
constatar a generalizacdo desses esquemas pelos processos de assimilagdo e acomodacio,
esquematizando estas a¢des em sistemas que, segundo Ramozzi-Chiarottino, (1972, p. 13)
“coordenam as agdes ¢ que permitem as classificagdes dos objetos ¢ as relagdes entre eles”.

Dai conclui-se, entdo, que um Sistema de esquemas de agéo é o nome dado ao conjunto de

» A agdlo, para Piaget, ocorre em um determinado tempo e espago e, logo, ndo pode ser repetida. No

entanto, podemos encontrar um padrao de semelhanca nas a¢des executadas pelo sujeito. Assim, ao “puxar” um
corddo, por exemplo, e, a0 executar novamente essa a¢do, diz-se que ha, neste caso, um padrio na agéo.
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todos os esquemas de acdo dos quais dispde o sujeito, de forma coordenada; essa forma
coordenada pode ser verificada no sentido que, dentro do sistema, o prdprio sujeito coordena
0s esquemas, enquanto interage com o objeto. Essa coordenacdo dos esquemas pode ser
constatada, por exemplo, segundo Ramozzi-Chiarottino, na conduta de uma crianga,

Quando lhe apresentamos um objeto “novo™: o objeto sera sucessivamente
apanhado, chupado, balangado, esfregado etc., como se, para conhecé-lo, a
crianga tentasse ver em que esquemas se encaixa. Estes esquemas se
relacionam entre si de varias formas: tudo que pode ser pegado pode ser
olhado, mas a reciproca ndo ¢ verdadeira; ha objetos que podemos pegar e
ouvir, outros que possuem a primeira propriedade sem a segunda [...]. Em
suma, ha uma esquematizacdo sensorial motora que comporta uma certa
estrutura de “classificacdo operatoria” ainda bem elementar (RAMOZZI-
CHIAROTTINO, 1972, p. 12).

Na medida em que o sujeito coordena suas ac¢des e, consequentemente, seus esquemas
de acoes, ele também vai coordenando e complexificando seu sistema de esquemas de agdes,
de forma que, a cada complexificagdo, dada sempre por sua interacdo com o meio, ele
consegue organizar o mundo, cada vez mais, culminando na construgo de seu real.

A uma dessas agdes, Piaget (¢ Inhelder (2002)) denomina deslocamento (1970; 1978;
2002; 2008). Tal nomeagdo refere-se a uma acdo que engloba deslocamentos de objetos no
espago e os deslocamentos do proprio sujeito. No livro A construgdo do real na crianca
(1970), Piaget faz uma descri¢do detalhada sobre a estrutura epistémico-psicologica que se
constitui mediante as interacdes espaciais que o sujeito realiza enquanto interage com o
mundo, qual seja, o Grupo Pratico de Deslocamentos. Tal estrutura, quando construida pelo
sujeito, faz parte de seu sistema de esquemas de acdo, como descrito acima, sendo que, a
partir da interagdo com o meio, o sujeito constroi seu real por meio de esquemas de acdo
coordenados, constituindo a estrutura mencionada.

Como visto, a acdo de deslocar quer dizer um deslocamento dos objetos no espago,
bem como do préprio deslocamento que um sujeito realiza neste espaco. Nesse sentido, Piaget
(1978, p. 8) diz que “[...] coordenar a¢des quer dizer deslocar objetos, e na medida em que
esses deslocamentos sdo submetidos a coordenagdes, o ‘grupo de deslocamentos’ [permite]
atribuir aos objetos posicoes sucessivas”. No que se refere especificamente ao sujeito, Piaget
salienta que, para que os deslocamentos ja percebidos (portanto coordenados) sejam

representados por esse sujeito,

[...] é preciso que os objetos submetidos a deslocamento sejam considerados
como coisas que se movem em relagdo reciproca ou em relagdo a certos
pontos de referéncia; portanto, é imprescindivel que se estabeleca entre eles
um conjunto de relagdes espaciais. [Além disso] é preciso que o proprio
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sujeito se conceba como um objeto entre os demais elementos em jogo e
represente 0s seus proprios deslocamentos como relativos aos das outras
coisas (PIAGET, 1970, p. 100).

A estrutura Grupo Pratico de Deslocamentos, como veremos, se constitui no Periodo
Sensorio-Motor, primeiro periodo do desenvolvimento do sujeito epistémico considerado por
Piaget. Tal periodo se refere a uma estruturagdo do real que se da puramente por meio de
acOes e de esquemas de agdes motoras e ¢ anterior a toda e qualquer representagio, inclusive a
linguagem. Assim, o pensamento, nesse periodo, consiste nessa coordenagdo de agdes sobre
as bases de uma inteligéncia pratica e independe de todo tipo de representacdo. Mais do que
isso: o Periodo Sensério-Motor se mostra como condigdo necessaria para supor evocagdes
representativas do sujeito, sejam essas evocagdes quais forem. Passemos entdo a explicitago

do Grupo Pratico de Ded ocamentos.

2.2. Uma Estrutura Epistémico-psicolégica: O Grupo Pratico de Deslocamentos
(GPD)

Nesta se¢do, apresentamos inicialmente a estrutura epistémico-psicologica Grupo
Pratico de Deslocamentos, introduzida por Piaget ¢ Inhelder (cf. 1970; 1978; 2002; 2008). Por
meio de uma representagdo vetorial dos deslocamentos e de uma operagdo que
denominaremos de composi¢ao de deslocamentos, verificamos como tal estrutura tem a forma

da estrutura matematica de Grupo, conforme Defini¢éo 1.9.

Deslocamento e Composigdo de Deslocamentos
Para a descri¢do da estrutura epistémico-psicologica Grupo Pratico de Deslocamentos
(GPD), consideremos inicialmente a seguinte situagdo, descrita por Piaget:

Laurent, ao 0; 11 (22)[*'], est4 sentado entre duas almofadas A e B. Escondo,
alternadamente, meu relégio sob cada uma delas: Laurent procura
constantemente o objeto no lugar onde ele veio a desaparecer, ou seja, tanto
em A como em B, sem ficar preso a uma posi¢do privilegiada como no
decorrer da fase precedente (PIAGET, 1970, p. 67).

Na citagdo acima, ¢ possivel perceber como Laurent considera o deslocamento do
objeto (relogio) do ponto A — ponto do qual o objeto partiu — até o ponto B — ponto onde tal

objeto desapareceu. Podemos dizer que ha um conhecimento pratico pelo sujeito do

2 Piaget utiliza a notagdo “x; y (z)” para indicar as idades dos sujeitos observados em dada situagdo

experimental. As letras X, ¥ e z indicam, respectivamente, a idade, o més e o dia do sujeito quando esse foi
submetido ao experimento. Por exemplo, 0; 11 (22) indica que Laurent tem 0 ano, 11 meses e 22 dias de idade.
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deslocamento de A até B do objeto. Tal consideragdo nos possibilita entdo perguntar sobre a
estrutura dos deslocamentos que a crianca coordena, seja dos deslocamentos de objetos seja
dos seus proprios deslocamentos, e, a partir dai, explicitar™ a estrutura epistémico-psicologica
GPD.

Iniciamos pela representacdo dos pontos do espago e dos deslocamentos do sujeito ou
de um objeto, conforme Margal e Tassinari (2013).

Sejam os pontos do espago representados por letras latinas maiusculas A, B, C, etc.
Como vimos, um sujeito ou objeto que parte do ponto A e chega até o ponto B (ou de B até C)
realizou um deslocamento AB (ou BC), que serd representado aqui pela notagdo vetorial
AB,BC etc. Do ponto de vista psicoléogico, o vetor representa justamente a agdo de
deslocamento realizada pelo sujeito ou o deslocamento do objeto do ponto A ao ponto B no
espago, cuja no¢do o sujeito constroi. Por exemplo, na citagdo anterior, temos deslocamentos
A—B), ﬂ, A—C), C_A), B—C), C—B), etc. do reldgio, ao ser escondido nas almofadas e ao ser levado a
um ponto C distante das almofadas A e B.

Considerando entdo o sistema de esquemas de agdes, temos que a estrutura de tais
deslocamentos se complexifica, como mostra Piaget em todo o segundo capitulo do livro A
Construcéo do Real na Crianca (1970).

Suponhamos, agora, que o sujeito consiga coordenar dois deslocamentos contiguos,
por exemplo, AB ¢ BC. Do ponto de vista psicoldgico, isso quer dizer que ele pode partir (ou

deslocar um objeto) do ponto A até o ponto B e, novamente, partir do ponto B até um ponto
C, entendendo que, com isso, realiza um deslocamento final AC. Denotaremos por *
(asterisco) a composicdo de dois deslocamentos. No exemplo acima, usamos AB * BC = AC

para expressar uma coordenagio dos deslocamentos AB e BC, resultando o deslocamento AC.

Assim definidas as representacdes dos deslocamentos e sua coordenacdo ou
composi¢do, vamos analisar o que vem a ser a estrutura epistémico-psicologica Grupo Pratico
de Deslocamentos ¢ mostrar em que sentido ela tem a forma de uma estrutura abstrata de

Grupo Matematico, conforme Definigéo 1.9.

O Grupo Pratico de Deslocamentos

2 Tal explicitagdo esta de acordo com as descri¢des que Piaget — e colaboradores — faz em sua obra (cf. A

construcao do real na crianca (1970); A Epistemol ogia Genética (1978); A Psicologia da Crianga (2002); e O
Nascimento da Inteligéncia na crianga (2008)).
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Conforme Margal e Tassinari (2013, p. 15), se representarmos os deslocamentos ¢ suas
composi¢des como feito anteriormente, temos entdo que o Grupo Pratico de Deslocamentos

tem as seguintes propriedades:

1. Deslocamento Nulo, representado, por exemplo, por AA,BB,CC etc.;

2. Deslocamento Inverso ou a Conduta do Retorno, no qual para todo deslocamento,
por exemplo, A_B), temos que existe 0 seu inverso Eél);

3. A Conduta do Desvio, representada, por exemplo, por AB « (ﬁf * C_D)) = 4B «
BD = (4B + BC) « CD = AC + CD

Vamos entdo analisar cada uma das propriedades acima a partir dos conceitos
introduzidos por Piaget e Inhelder (em especial, 1970; 1978; 2002; 2008) ¢ inspirados no
artigo O Modelo 'Grupo Pratico de Deslocamentos' em Psicologia e Epistemologia Genéticas
e sua Formalizacdo (MARCAL; TASSINARI, 2013, p. 6-18).

1. Existéncia de Deslocamentos Nulos
Suponhamos a composi¢do de um deslocamento qualquer AB com seu inverso BA;

neste caso temos AB * BA = AA. Essa equacdo expressa que o sujeito coordena dois

deslocamentos de tal forma a realizar um deslocamento que parte do ponto A e retorna ao

ponto A, representado por AA. Logo, todo deslocamento do tipo A4, BB, CC representa o
deslocamento nulo, ou ainda, o vetor nulo.

E possivel explorar o significado algébrico do deslocamento nulo, quando

representado em um sistema formal. Por exemplo, tomemos o deslocamento A4 resultado da

composi¢do de dois deslocamentos contiguos (adjacentes) e inversos, o que ¢ representado
pela equagio AA =4B * BA [1]. Seja, agora, outro deslocamento qualquer cujo ponto de
partida ainda seja A, por exemplo, AC [2]. Fazendo a composic¢do de [1] com [2], temos: (A_B)
* Eél)) * AC [3]. Da equacdo [1] e também por [3] temos que (A_B) * Eél)) * AC = AA * AC =
AC. Logo, podemos concluir que, ao compor o vetor nulo A4 com um vetor contiguo AC , 0
resultado € o proprio vetor AC.

2. Conduta do Retorno. Para todo deslocamento AB existe um tnico deslocamento

inverso BA.
A conduta do retorno ¢ um tipo particular de coordenagdo de deslocamentos realizada
pelo sujeito, como observado por Piaget, em que, em sua pratica, a crianga sabe que pode

voltar ao ponto de partida, dai o nome “retorno”. Ela consegue compor o deslocamento
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realizado inicialmente com o deslocamento inverso, voltando ao ponto de onde partiu,

“anulando” seu deslocamento ou o de um objeto qualquer.
. . . —_—
Se representarmos o deslocamento inicial por AB, temos que seu deslocamento

inverso é BA. Logo, segundo Piaget, se a crianga ¢ capaz da conduta do retorno, entdo, para
todo deslocamento, ela sabe realizar um deslocamento a ele inverso.
3. Conduta do Desvio

O sujeito pode coordenar seus deslocamentos de forma mais complexa. Por exemplo,
. R —_— — — . i
consideremos trés deslocamentos AB, BC, CD. Como podemos verificar, as composi¢des dos

trés deslocamentos resultam em AD, ou seja, (AB * BC) * CD = AD.
No entanto, consideremos a seguinte observagio:

Aos 1; 6 (8), Jacqueline joga uma bola sob um sofd. Mas, em vez de se
abaixar, imediatamente, e¢ de procura-la no chdo, ela olha o local,
compreende que a bola atravessou o espago situado sob o sofa e se coloca
em marcha para ir atrds desse. Entretanto, ha uma mesa a sua direita e o sofa
estd encostado em uma cama a sua esquerda, ela comega por virar as costas
ao local onde a bola desapareceu, em seguida ela contorna a mesa e, por fim,
chega atras do sofd, diretamente no lugar certo. Ela, portanto, contornou o
circulo por um itinerario diferente daquele do objetivo e elaborou, assim, um
«grupoy» por representacdo do deslocamento invisivel da bola e do «desvio»
a cumprir para reencontra-la (PIAGET, 1970, p. 190).

Tal situagdo evidencia que houve a necessidade de um desvio no deslocamento de
Jaqueline para pegar novamente a bola, devido a um conjunto de objetos que obstruiu o
caminho direto dela a bola. Nesse caso, para alcangar a bola, foi preciso que ela coordenasse
seus deslocamentos frente a impossibilidade de se deslocar diretamente até seu objetivo.
Quando o sujeito ¢ capaz de desviar de obstaculos por meio de deslocamentos equivalentes
aquele que o levaria diretamente ao seu objetivo, como na citacdo anterior, diz-se que ele ¢
capaz da conduta do desvio.

Consideremos dois pares de vetores AB e ﬁ)), AC e CD. Compondo os dois primeiros,
temos que AB * BD = ﬁ; ¢ compondo os dois ultimos, temos que AC * CD = 4AD. Logo,
notamos uma equivaléncia entre a primeira ¢ a segunda composi¢do: nos dois casos, o sujeito
realiza um deslocamento que parte do ponto inicial A e chega ao ponto D; no primeiro caso
passando por B e no segundo por C. Ou seja, podemos representar a conduta do desvio pela
equacgio AB * BD = AC * CD. Essa coordenagdo expressa exatamente a propriedade da

associatividade da operacgéo *: AB « (B_C) * C_D)) = (A_B) * B_C)) « CD.
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Segundo Piaget, a crianga esta de posse do Grupo Pratico de Deslocamentos (pelo qual
ela constrdi a nogdo de espaco) na medida em que coordena suas agdes de deslocamentos em
uma estrutura epistémico-psicoldgica que tem as caracteristicas: (i) o deslocamento enquanto
ac¢do coordenada; (ii) a composi¢do de dois deslocamentos; (iii) a conduta do retorno; (iv) o
deslocamento nulo; (V) a conduta do desvio. Ou seja, o significado psicoldgico do Grupo
Pratico de Deslocamentos ¢:

[...] @) um deslocamento AB ¢ um deslocamento BC podem coordenar-se
num unico deslocamento AC, que ainda faz parte do sistema; b) todo
deslocamento AB pode inverter-se em BA, donde a conduta do “retorno” ao
ponto de partida; c) a composi¢do do deslocamento AB e do seu inverso BA
da o deslocamento nulo AA; d) os deslocamentos sdo associativos, o que
quer dizer que, na seqiiéncia ABCD, temos AB + BD = AC + CD: isto
significa que um mesmo ponto D pode ser atingido a partir de A por
caminhos diferentes [...] o que constitui a conduta do “desvio” (PIAGET,
2002, p. 22).

Assim, a estrutura epistémico-psicoldgica Grupo Pratico de Deslocamento nos permite
fazer uma correlag@o direta coma estrutura matematica abstrata de Grupo, discutida na Se¢do

1.3.1 (Definigéo 1.9), o que nos leva a proxima segéo.

2.3. As Formas Matematicas no Periodo Sensorio-Motor

A explicitagdo da estrutura epistémico-psicologica Grupo Pratico de Deslocamento na
se¢do anterior nos conduz a uma pergunta fundamental neste momento: existe uma forma
matematica ja no Periodo Sensorio-Motor, entendendo-se por forma matemética as estruturas
matematicas abstratas ja definidas neste trabalho? Isto €, o sujeito no Periodo Sensdério-Motor
ja possui uma estruturagdo que comporta uma forma matemética e que ¢ fundamental,
inclusive, para as construgdes ulteriores, ainda que tal forma seja inconsciente para o sujeito?
Nesta se¢do, tentamos responder a essas questdes, estabelecendo uma relagdo entre o GPD ¢
Grupo Matematico.

Lembremos entdo que, do ponto de vista deste trabalho, como vimos, a estrutura
abstrata de grupo ¢ a forma matematica de todas as estruturas matematicas que satisfazem os
axiomas de grupo.

Passemos entfo a discussio de tais formas no Periodo Sensério-Motor.

3T 33

Sejam G um conjunto ndo vazio e uma operagdo binaria em G. Assim, pela
Definigéo 1.9, (G, *) ¢ um grupo se as seguintes condigdes sdo satisfeitas:
G1) Existe eem G tal que, para todo a em G, a*e= € a= a; (Elemento neutro).

G2) Paratodo a em G, existe b em G, tal que a*b = b*a = e, (Elemento inverso).
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G3) Para quaisquer a, b, c em G, a* (b*c) = (a*b)*c; (Associatividade).

Consideremos entdo G como sendo o conjunto de deslocamentos realizados pelo
sujeito epistémico e * a operagdo cOMpPOSi¢ao de deslocamentos vetoriais. Temos entdo que a
estrutura (G, *) tem uma estrutura de Grupo, pois satisfaz os axiomas da estrutura abstrata de
Grupo, quando constituida pelo sujeito. De fato:

G1) Deslocamento Nulo e Elemento Neutro: Existe 0 =44 =BB = CC=DD =...)

em G, talque,paratodoA_B) em G,TA* AB =AB BB = AB.

G2) Conduta de Retorno e Elemento Inverso: Temos que, para todo AB em G,

existeﬂemG,talqueA_B)*ﬂ=ﬂ=E4)*A_B)=B_B)

G3) Conduta do Desvio e Associatividade: Para quaisquer A_B', B_C', CD em G,

4B « (BC + CD) = 4B « BD = (4B » BC) + CD = 4C » CD = AD.

Neste caso, verificamos como as propriedades dos deslocamentos realizados pelo
sujeito no espago satisfazem os axiomas da estrutura abstrata de Grupo, caracterizando a
forma matematica da estrutura epistémico-psicoldgica Grupo Pratico de Deslocamentos como
um Grupo Matematico.

Podemos assim responder parte de nossa pergunta epistemologica, que é a de entender
como 0 sujeito compreende as estruturas |6gico-matematicas abstratas. Nossa hipotese,
diante dos dados precedentes, ¢ que, na medida em que o sujeito epist€émico constitui seu
sistema de esquemas de agdo, ja existe, em sua estruturagdo, uma forma matematica no
sentido que aqui definimos. Entretanto, tais formas ainda sdo inconscientes para o sujeito e
um longo caminho tera que ser percorrido até que haja a possbilidade da tomada de

consciéncia das formas matematicas.
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CAPITULO 3: ESTRUTURAS EPISTEMICO-PSICOLOGICAS NO PERIODO
OPERATORIO CONCRETO E SUAS FORMAS

[..] todo sistema de operagdes intelectuais apresenta-se
psicologicamente sob dois aspectos paralelos. exteriormente trata-se
de agdes coordenadas entre s (agOes efetivas ou mentalizadas) e
interiormente, isto €, para a consciéncia, trata-se de relagdes que se
implicam umas as outras (PIAGET, 1976, p. 13).
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Neste capitulo, inspirados nos trabalhos de Tassinari (em especial 1998 e 2011),
explicitamos uma estrutura matematica — a estrutura de Digrafos-RPT — associada a uma
estrutura epistémico-psicoldgica — o sistema de esquemas de transfiguragdes — ¢ mostramos
como aquela pode ser vista como uma estrutura matematica especifica. Para tal, na Se¢éo 3.1,
apresentamos a definicdo de operagdo em Piaget (1957, p. 45) e algumas caracteristicas do
pensamento operatorio concreto (agrupamento); na Se¢do 3.2, estabelecemos uma relagdo
entre o sistema de esquemas de transfiguragdo e as operagdes concretas, mostrando, através de
um exemplo, como essas resultam da coordenagdo daqueles esquemas; na Secdo 3.3,
mostramos as relagdes entre o sistema de esquemas de transfiguragdes e a estrutura de
Digrafos-RPT; por fim, na Se¢do 3.4, propomos designar as transfiguragdes e seus esquemas
de operagdes sobre simbolos e mostramos que as operagdes parciais podem ser consideradas

como formas matematicas dessas operagdes sobre simbolos.

3.1. A Definicéo de Operagédo em Piaget e a Operagao Concreta Parte-Todo

Como vimos no capitulo precedente, o sujeito caracteristico do Periodo Sensdrio-
Motor constrdi a estrutura mental (ou, segundo nossa denominagdo, estrutura epistémico-
psicologica) a partir da organizacdo do real por meio de agdes localizadas no espaco e no
tempo. As conexdes entre os fatos estabelecidos pela inteligéncia sensdrio-motora sdo assim
limitadas pelos dados atuais da percepc¢do e dos movimentos; por isso, tais conexdes s6 ligam
as percepgdes e os movimentos de forma sucessiva, sem ligar todos os dados em um conjunto
que domine cada estado em particular, distintos no tempo e no espago, e que os reflita em
quadro total e simultidneo, caracterizando a representacao.

No entanto, posteriormente, na construgio das estruturas necessarias ao conhecimento,
o0 sujeito se torna capaz de “[...] um conjunto de condutas que supde a evocacdo representativa
de um objeto ou de um acontecimento ausente” e que “[...] envolve, por conseguinte, a
construcdo ou o emprego de significantes diferenciados” (PIAGET; INHELDER, 2002, p.
48). Tais condutas representativas resultam da complexificagdo do sistema de esquemas de
acdes dando possibilidade, ao sujeito, de representar os elementos com o0s quais interage.

Essa capacidade de evocar objetos ou acontecimentos distantes no tempo e no espago,

através de significantes, é chamada de fungdo semidtica e, segundo Piaget,

Consiste em poder representar alguma coisa (um “significado” qualquer:
objeto, acontecimento, esquema conceitual etc.) por meio de um
“significante” diferenciado e que sO serve para essa representacio:
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linguagem, imagem mental, gesto simbolico etc. (PIAGET; INHELDER,
2002, p. 47).

Temos entdo que, por definicdo, a capacidade de representacdo do sujeito epistémico
envolve necessariamente a utilizagdo de um significante atrelado ao significado que evoca.
Assim, a fungdo semiotica permite um novo patamar no desenvolvimento e, por isso, marca o
surgimento de uma forma totalmente nova de inteligéncia.

Portanto, ao tratarmos da questdo da significacdo representativa — incluindo, por
definicdo, a no¢do de significante ¢ de significado — devemos distinguir dois tipos de
significantes: o signo e o simbolo®.

Um signo ¢ um significante arbitrario em relagdo ao significado que evoca: uma
palavra, uma letra, qualquer sequéncia finita de simbolos de dado alfabeto, etc., e é arbitrario
porque ndo guarda semelhanga com seu significado e, por isso, ¢ uma evocagdo admitida por
convencdo social. Piaget (2008, p. 185), nesse contexto, diz que “o signo ¢ um simbolo
coletivo e por isso mesmo “arbitrario”. O seu aparecimento ocorre, igualmente, durante o
segundo ano, com o inicio da linguagem e, sem divida, em sincronismo com a constitui¢do
do simbolo [...].”

O simbolo, por sua vez, é

Uma imagem evocada mentalmente ou um objeto simbolico materialmente
escolhido intencionalmente para designar uma classe de agdes ou objetos.
Assim, a imagem mental de uma arvore simboliza na mente as arvores em
geral, uma determinada arvore de que o individuo se recorda ou certa agdo
relativa as arvores etc. (PIAGET, 2008, p. 185).

Nesse contexto, Tassinari (2011, p. 34) diz que a imagem mental é “[...] o significante
semelhante ao significado, usado pelo sujeito epistémico para representar, e, portanto, ¢ um
simbolo”; além disso, se atentando as agdes interiorizadas e enfatizando o papel da imagem
mental na constitui¢do de sistemas ulteriores — em particular no Periodo Operatério Concreto
— o autor (2011, p. 34) continua: mas, [0 simbolo] “ndo é um objeto do meio exterior [...] e

sim ¢ interno ao sujeito epistémico.” Assim,

As imagens mentais sdo “copias” do real; entre aspas, pois elas ndo derivam
dos objetos ou dos acontecimentos “em si”, mas do real tal qual esta

5 Existe, ainda, outro significante considerado por Piaget: o indicio. Sendo um significante concreto e que

ndo estd vinculado a representagdo, mas, ao invés disso, a percep¢do direta, ndo trataremos dele neste trabalho.
De maneira geral, Piaget chama de indicio “toda e qualquer impressdo sensorial ou qualidade diretamente
percebida cuja significago € [...] um objeto ou esquema sensorio-motor” (PIAGET, 2008, p. 185).
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construido pelo sujeito num determinado momento segundo suas agdes. A
imagem mental, como mostra Piaget (1978)[**] ¢ o produto da interiorizagdo
dos atos de inteligéncia, imitacdo interiorizada, ou ainda, o esbogo de uma
imitagdo possivel (e portanto tem suas raizes no plano sensdrio-motor)
(TASSINARI 2011, p. 34).

Do exposto na citagdo acima, podemos dizer que ha uma significagdo inerente aos
esquemas de ac¢des do sujeito epistémico, enquanto constrdi seu real por meio da assimilagio
dos dados, quando esses sdo incorporados ao seu sistema de esquemas de agdes. Tal
“significacdo”, por meio da agdo, é a raiz para significacdes inerentes aos sistemas mais
complexos (incluindo as estruturas matematicas abstratas), que necessitam da fungdo
semidtica, de imagens mentais ¢ de a¢des internas.

Com efeito, a fungdo semiotica consiste na representagdo de um significado qualquer,
por meio de um significante diferenciado (simbolo ou signo) e que serve somente para essa
representacdo. Assim, podemos representar um objeto, um acontecimento, um esquema de
conceito, por meio de uma linguagem, de uma imagem mental, de um gesto simbolico, etc.
(PIAGET; INHELDER, 2002, p. 46).

E nessa linhagem que Ramozzi-Chiarottino trata também de apresentar e definir os
tipos de significantes, ja que a fungdo semidtica “é mais ampla que a linguagem, por incluir,
além dos signos verbais [...], os simbolos [...] no sentido estrito” e diferencia os significantes,
de forma que “o signo [...] € geral e abstrato (arbitrario), o simbolo [...] ¢ individual e social,
de uma mesma elaboracdo de significacdes” (RAMOZZI-CHIAROTTINO, 1972, p. 16).

Em concordancia, Piaget (2008, p. 185) diz que “simbolo e signo apenas sdo os dois
poélos, individual e social, de uma mesma elaboragdo de significagdes.”

Com o aparecimento da fungio simbolica, estabelecem-se novas relagdes entre sujeito
e seu meio, enriquecendo, assim, seu pensamento e, segundo Ramozzi-Chiarottino,

especialmente pela aquisi¢do da linguagem. Porém, uma vez em posse da linguagem,

A crianga ndo chega imediatamente as operagbes implicitas em suas
estruturas. E necesséria uma atividade que vai de dois a sete anos para que a
crianga chegue as operacdes concretas (que dizem respeito aos objetos) e
depois € preciso esperar os dez ou onze anos [...] para que ela alcance as

# A formagdo do simbolo na crianca: imagem,jogo e sonho: imagem e representacdo (1978). Notemos

que, neste trabalho, utilizamos a edi¢do de 1990 desse livro.
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operagdes proposicionais (RAMOZZI-CHIAROTTINO, 1972, p. 17, italico
1n0ss0)™".

Como veremos, as operagdes concretas aparecem, segundo Piaget, nas transformagdes
do real, por a¢des interiorizadas ¢ coordenadas em sistemas coerentes e reversiveis.

Por definicdo, as operagdes sdo “[...] agdes interiorizadas ou interiorizaveis,
reversiveis [no sentido de: podendo ser executadas nos dois sentidos] e coordenadas em
estruturas totais™*® (APOSTEL; MANDELBROT; PIAGET, 1957, p. 44-45), sendo que uma
acdo interiorizada é

[...] uma acdo executada em pensamento sobre objetos simbolicos, seja pela
representagdo de seu desenrolar possivel e sua aplicacdo aos objetos reais
evocados por imagem mental [...], seja pela aplicagdo direta aos sistemas
simbolicos (signos verbais, etc.) (APOSTEL; MANDELBROT; PIAGET,
1957, p. 44-45).

Sdo objetos simbdlicos os objetos ndo materiais, tais como as imagens mentais, oS
sistemas de signos ou simbolos, etc. Piaget (PIAGET, BETH & MAYS, 1974, p. 43) diz que
“[...] psicologicamente a operagdo é uma acdo interiorizada que se faz reversivel por sua
coordenagdo com outras agdes interiorizadas numa estrutura de conjunto que engloba certas
leis de totalidade.”

As caracteristicas da operagfo, de ser uma acdo interiorizada, reversivel e coordenada
numa estrutura total — no sentido expresso por Ramozzi-Chiarottino (1972, p. 20), de que uma
“operag¢do [...] nunca aparece s6 [mas] sempre ocorre em fun¢do de um conjunto de operagdes
coordenadas entre si” — sd0 necessarios para caracterizar a maneira pela qual o sujeito
operatorio concreto age no mundo. Segundo Piaget (1980, p. 328) “[...] as operagdes s se
constituem ao coordenarem-se entre si sob a forma de estruturas de conjunto”, resultando no
fechamento de tais estruturas (seu carater auto-regulatdrio), cujas caracteristicas operatorias se
implicam reciprocamente de acordo com uma composi¢do necessaria por esse fechamento

estrutural.

25 ; ~ ~ ~ 1 o~
Esse nivel — da “passagem” da agdo a operacdo — ndo é puramente uma transi¢do, uma vez que “se

progride seguramente em relacdo a agdo imediata, que a fungdo semidtica permite interiorizar, ¢ também
assinalado, sem duvida, por obstaculos sérios e novos” (PIAGET, 2002, p. 86).

26 Conforme sera discutido neste capitulo, notemos inicialmente que, assim como as agdes, o sistema das
operagdes também constituem estruturas epist€émico-psicologicas. Nesse sentido, as operagdes concretas
constituem a estrutura de agrupamento (composto por estruturas de classificacdo e seriagdo — respectivamente
constituidas por operagdes de classes e operagdes de relagdes). As operagdes concretas sdo assim executadas por
meio de operagdes sobre simbolos (simbolos representam objetos concretos) ou, ainda, por esquemas de
transfiguragdes, conforme definiremos posteriormente (Se¢do 3.2.2).
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As operagdes evidentemente marcam uma nova estruturagao do real e uma nova e rica
forma de inteligéncia expressa pelo sujeito em meio aos problemas que lhe sdo apresentados.
Anteriormente os raciocinios do sujeito ndo passavam de “experiéncias mentais”,
simplesmente prolongando as coordenagdes sensorio-motoras no campo da representagao; tais
raciocinios continuavam, durante muito tempo, intermediarios entre o pensamento simbdlico
inicial ¢ o Periodo das Operagdes Concretas, que, por sua vez, caracterizam de fato o
pensamento logico (ainda que ligado a objetos “reais”). Esse intermédio € consequéncia do
carater pré-operatorio do raciocinio transdutivo, raciocinio que leva ora a respostas corretas,
ora a respostas incorretas:

A transdu¢do é um raciocinio sem imbricagdes reversiveis de classes
hierarquicas, nem de relagdes. Sendo sistemas de coordenagdes sem
imbricagdes, [...] a transdug@o sera, pois, uma espécie de experiéncia mental
que prolonga a coordenac¢do de esquemas sensorio-motores no plano das
representagdes; como ndo constituem conceitos gerais, € sim meros
esquemas de ag¢des evocados mentalmente, essas representacdes ficaram a
meio-caminho entre o simbolo-imagem e o proprio conceito [i.e., entre o
pensamento operatorio] (PIAGET, 1990, p. 300).

Conclui-se facilmente porque tal raciocinio transdutivo leva ora a conclusdes corretas,
ora a conclusdes incompletas, que ndo estdo sustentadas pelas premissas: devido a falta de
deducdo operatéria. Quando o raciocinio ndo pressupde a inclusdo classificatoria e
intencional, fazendo uso apenas das coordenagdes de esquemas sensorio-motores, bem como
quando se aplica somente a objetos individuais, a transdugéo é correta. A transdugfo também
¢ correta quando o raciocinio deve se aplicar, por meio de experiéncias mentais, somente aos
esquemas ja generalizados ou as suas composi¢des. No entanto, se as inclusdes de classes ou
composigdes associativas de relacdes se fazem necessarias, entdo a transducio falha pela falta
de um pensamento coordenado e reversivel, isto ¢, pela falta justamente de um pensamento
operatorio.

O que falta entdo a inteligéncia transdutiva em relagdo a inteligéncia ldgico-
operatoria? Segundo Piaget, ha entre a inteligéncia sensorio-motora e a inteligéncia 1dgica as
quatro diferengas fundamentais a seguir:

1. No Periodo Sensério-Motor ha auséncia de representacdo, isto ¢, de condutas que
supdem a evocagdo, por parte do sujeito, de significantes diferenciados de seus significados.
Como vimos no capitulo anterior, as conexdes entre os fatos estabelecidos pela inteligéncia
sensorio-motora estdo limitadas pelos dados atuais da percepgio e dos movimentos; por isso,

tais conexdes so ligam as percepg¢des € os movimentos de forma sucessiva, sem reunir todos
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os dados numa estrutura que organize os estados em particular, distintos no tempo, ¢ que os
reflita em quadro total e simultaneo, caracterizando a representagdo. Segundo Piaget (1990, p.
304), ainda, “a inteligéncia sensorio-motora funciona, assim, como um filme em camera lenta,
que representasse uma imagem imovel apds outra, sem levar a fusdo de imagens.”

2. No Periodo Sensdrio-Motor ndo ha pensamento reflexivo, mas uma inteligéncia
pratica, pela falta de uma capacidade de representacdo e da equilibragdo do pensamento
operatdrio. Nesse contexto, a inteligéncia sensorio-motora tende ao éxito e ndo a verdade;
satisfaz-se com a chegada ao objetivo pratico a que se visa e ndo com a constatagdo
(classificagdo ou seriagdo) ou com a explicagdo. E inteligéncia puramente vivida e ndo
pensamento.

3. A inteligéncia sensério-motora trabalha somente na realidade atual, uma vez que
seu dominio ¢ sempre limitado pelos instrumentos e indicios perceptivos e motores (sem a
possibilidade de utilizagdo de simbolos ou signos) e esquemas que se referem as acdes.

4. O pensamento, neste periodo, ¢ essencialmente individual, em oposi¢do aos
enriquecimentos sociais adquiridos com o emprego dos signos.

Como diz Piaget, ndo podemos nos esquecer de admitir a continuidade funcional que
estd presente em todos os sujeitos e em todos os periodos do desenvolvimento, tampouco
podemos esquecer as diferencas estruturais que marcam os estagios do desenvolvimento e
suas especificidades”’. Admitindo, portanto, esses dois aspectos gerais, parece que somente
quatro condi¢des bastam para que a inteligéncia passe da coordenagdo de esquemas de agdes,
limitados pela percepcdo, para a inteligéncia logica e conceitual:

1) uma aceleracdo geral dos movimentos, fundindo-se as agdes sucessivas
numa abreviagdo ou encurtamento mdvel da agdo de conjunto; o desenrolar

7 Notemos que a presente dissertagdo busca explicitar, segundo a Epistemologia Genética, COMO O

conhecimento matemético abstrato € possivel, a partir de uma andlise exclusivamente estrutural, reservando para
trabalhos futuros uma analise do ponto de vista funcional. Em relagdo a essa distingdo, diremos apenas que
segundo Tassinari, Ferraz e Pessoa (capitulo de livro a ser publicado) “O estudo da relagdo entre biologia e
conhecimento em Piaget (2008a) nos leva a considerar, inicialmente, certos fatores hereditarios que
condicionariam o desenvolvimento intelectual, porém, como nos diz Piaget (2008a, p. 13-14), tal implicacdo
pode ser entendida sob dois sentidos biologicamente diferentes: os fatores hereditarios estruturais e os
funcionais. Os fatores hereditarios de ordem estrutural vinculam-se a constitui¢do do sistema nervoso e 0rgios
sensoriais. Essa constituicdo estrutural, ainda que seja limitada, influi na constru¢do das noc¢des mais
fundamentais, tais como na nossa no¢ao de espago, tempo, causalidade e permanéncia dos objetos no espago, por
exemplo (cf. Piaget, 2008b).” Os autores entdo continuam: “A atividade hereditaria de ordem funcional tem
outro sentido distinto. Trata-se da hereditariedade do prdprio funcionamento e ndo da transmissdo desta ou
daquela estrutura. Nesse sentido, a atividade funcional da razdo ou inteligéncia, ndo proviria da experiéncia, mas
estaria ligada a “hereditariedade geral” da prdpria organizagdo vital”, pois, para Piaget (2008a, p. 14), “[...] assim
como o organismo ndo poderia adaptar-se as variacdes ambientais se ndo estivesse ja organizado, também a
inteligéncia ndo poderia aprender qualquer dado exterior sem certas fungdes de coeréncias (cujo termo ultimo ¢ o
principio da ndo contradi¢do), de relacionamentos, etc., que sdo comuns a toda e qualquer organizacio
intelectual.” (PIAGET, 2008a, p.14).
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rapido do filme da conduta constituiria, assim, a representagdo interior,
concebida como bosquejo ou esquema antecipador do ato. 2) uma tomada de
consciéncia que esclarece esse esbogo abreviado, isto €, que desenrola o
filme nos dois sentidos: a constatagio e a explicagdo, fundadas na
classificagdo hierarquica e na seriacdo faz relagdes substituiriam, pois, a
simples busca do objetivo pratico. 3) um sistema de signos, que se acresce as
acdes, permitiria a constru¢do dos conceitos gerais necessarios a essas
classificagdes e seriacdes. 4) a socializagdo que acompanha o emprego dos
signos inseriria o pensamento individual em uma realidade objetiva e
comum (PIAGET, 1990, p. 305).

Segundo ainda Piaget (1976, p. 13) “[...] todo sistema de operagdes intelectuais
apresenta-se psicologicamente sob dois aspectos paralelos: exteriormente trata-se de agdes
coordenadas entre si (agdes efetivas ou mentalizadas)” e “interiormente, quer dizer, para a
consciéncia, trata-se de relacdes que se implicam umas as outras.” Portanto que “[...] o
proprio das operagdes € constituir sistemas.”

Um exemplo tipico de operagdo concreta ¢ a operacdo de classificacdo relativa a
inclusdo parte-todo. Para introduzirmos tal operag¢do, consideremos inicialmente a seguinte
situagdo:

Seja [...] uma caixa contendo somente “contas de madeira” (= classe B), das
quais a maioria € castanha (“contas castanhas” = classe A), mas duas sido
brancas (“contas brancas” = classe A’); a questdo que entdo se coloca ¢ saber
se nessa caixa ha mais contas de madeira B ou contas castanhas A (PIAGET;
SZEMINSKA, 1975, p. 225).

Temos entdo trés respostas possiveis a essa pergunta, que correspondem as trés etapas
que Piaget distingue a partir dessas respostas. A situacdo a seguir exemplifica a primeira fase:

Stro (6 anos): “Existem nesta caixa mais contas de madeira ou mais contas
castanhas? — Mais contas castanhas. — Por qué? — Por que das de madeiras so
ha duas. — Mas as castanhas n3o sdo também de madeira? — Ah, sim. —
Entdo, ha mais castanhas ou mais de madeira? — Mais castanhas (PIAGET;
SZEMINSKA, 1975, p. 227).

Segundo Piaget, durante a primeira fase, a crianga permanece incapaz de apreender
que as classes B abrangerdo sempre mais elementos que as classes A. Do ponto de vista
psicoldgico, ela ndo consegue pensar simultaneamente no todo B e nas partes A e A’.

A fase seguinte pode ser exemplificada pela proxima situagio:

Gail (6;0), F.: “Se fizeres um colar com as contas castanhas que se acham
nesta caixa ou com as contas de madeira que estfo ali, qual seria o mais
comprido? — O maior sera o colar de contas castanhas. — E ha mais contas
de madeira ou mais contas castanhas? — Mais contas castanhas. Nao, mais
contas de madeira. Nao, é a mesma coisa!” Vé-se que Gail quase chega a
incluir uma classe na outra: o que lhe falta somente ¢ compreender que a
classe das de madeira possui dois termos a mais que a classe castanha
(PIAGET; SZEMINSKA, 1975, p. 241).



55

A situagdo acima é um caso particular que caracteriza a fase da descoberta intuitiva — ¢
ndo dedutiva — da resposta certa, o que significa que ha tateios antes da construgdo correta ¢
nao composi¢do imediata.

A tltima situagdo ¢ a consideracdo de um pensamento operatorio, quando o sujeito
adquire a capacidade da composi¢do aditiva das classes a partir da dedugfo correta, em que
seu pensamento leva em conta, simultaneamente, o todo B e as partes A e A’. Diz Piaget:

Em resumo, assim que a crianga raciocina sobre uma das partes considerada
por si mesma, a totalidade como tal se dissolve, transferindo suas qualidades
para a outra parte somente. Se chamarmos de B o todo, de A a parte
considerada e de A’ a outra parte, constatamos pois que a dificuldade das
criancgas [da] primeira fase em compreender a relagdo de inclusdo ou de parte
a totalidade, ¢ na realidade uma dificuldade em conceber o todo como
resultante de uma composicdo aditiva das partes: B=A+A’e A=B - A’
(PIAGET; SZEMINSKA, 1975, p. 236).

Por fim, de acordo com as situagdes descritas anteriormente, podemos apresentar a
primeira operagdo de agrupamento relativa as classes, considerada por Piaget (1976, p. 101): a
adigdo simples ou o agrupamento aditivo das classes.

Consideremos uma série de classes Ac B c C c -+, consideradas primarias nas
quais cada classe estd contida na seguinte. Considerando ainda que as classes ndo sio
equivalentes entre si, mas ordenadas simplesmente da forma acima, podemos, entdo, fazer
corresponder, a cada uma, sua complementar: A’ = B — A; B’ = C — B; tais classes
complementares sdo consideradas secundarias.

A partir de tal ponto de vista, Piaget diz:

A classe A e as classes secundarias A', B’, C',... serdo chamadas, juntas, as
“classes elementares” do sistema. O agrupamento aditivo ¢ ent3o constituido
pela sequéncia de encaixes dicotomicos: [...] A+A’ = B; B+B’ = C;
C+C’=D; etc. [...] (PIAGET, 1976, p. 101).

Do ponto de vista formal, temos que o agrupamento aditivo ¢ o primeiro tipo de
estrutura de classificag¢do apresentado por Piaget no Ensaio (1976).
Na proxima secdo, apresentamos uma nova estrutura epist€émico-psicologica que esta

relacionada com a nogo de operagdo (concreta) em Piaget.

3.2. O Sistema de Esquemas de Transfiguracdes e as Operacdes Concretas
Esta se¢do ¢ dividida em duas partes. Na primeira parte, definimos o conceito de
transfiguragdo e apresentamos uma nova estrutura epistémico-psicoldgica, o sistema de

esquemas de transfiguragdes, que explicita como se da a passagem na qual a crianca age sobre
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a experiéncia sensivel até a estruturacdo ldgico-matematica do real. Na segunda parte,

relacionamos tal estrutura epistémico-piscologica com as operagdes concretas.

3.2.1. Da acao sobre a experiéncia sensivel a estruturacao l6gico-matematica do
real: a defini¢do de transfiguracéo

Como vimos, o conceito de operagdo em Piaget estd ligado a ideia de agdo
interiorizada que, por sua vez, ¢ uma a¢do executada em pensamento sobre objetos
simbélicos. Dessa forma, pressupde representacio™ de tais objetos, uma vez que & através
dessa representacdo que o sujeito pode executar o pensamento.

Ao exemplificar a nog¢do de operagdes, no Ensaio de Logica Operatéria (1976), Piaget
apresenta a estrutura de agrupamento, sendo esta ‘“uma estrutura intermediaria entre o grupo ¢
a rede e, como tal, exprime a natureza propria as totalidades 16gicas, [bem como] ao conjunto
das operagdes que intervém numa classificacio” (PIAGET, 1976, p. 90)%. Assim, relativo ao
periodo que concerne as Estruturas Operatdrias Concretas (logico-operatorias), Piaget
concebe o agrupamento como uma estrutura inerente as estruturas de classes e relacdes,
analisando como essas se constituem e procurando entender as relagdes entre tais estruturas,

que por vezes ele chama de elementares, ¢ as operacdes do pensamento natural. >

# Lembremos que o termo representacdo, no contexto da Epistemologia Genética, estd intrinsecamente

relacionado a capacidade que Piaget denomina fungdo semi6tica, conforme foi discutido anteriormente.

» Na Introducdo & Segunda Edigdo do Ensaio (1976, p. XIX) Piaget estabelece uma relagdo entre o
Grupo, o Agrupamento e a Rede. Segundo ele, “Do grupo, o agrupamento ja possui uma reversibilidade total,
assim com a operagdo idéntica geral e unica, mas, como suas operacdes implicam também tautificagdes, a
associatividade é apenas parcial. Em comparagdo a rede, e deixada de lado esta reversibilidade que ¢ mais forte
do que as complementaridades proprias as redes complementadas, pode-se considerar o agrupamento como uma
semi-rede, pela razdo essencial dela considerar a parte as operagdes aditivas [...] ou multiplicativas [...], donde a
auséncia, [entre outras coisas] de um ‘conjunto das partes’ e uma composi¢do por simples encaixes sucessivos.”
30 Buscando uma génese para as estruturas logico-operatdrias em contraposi¢do as estruturas puramente
formais (mais “gerais”), diz Piaget (1976, p. XVII, italicos nossos): “Se nos interessarmos apenas pelas
estruturas ‘gerais’, [0o] modo de composicdo [do agrupamento] ndo apresenta valor algum e a tendéncia
compreensiva de qualquer axiomatico sera a de eliminar [as] restri¢des para chegar seja a um grupo, seja a uma
rede completa, o que ¢ bastante facil. Por outro lado, se procuramos o ‘€lementar’ com a finalidade de encontrar
as conexdes entre as operagdes ‘naturais’ e as estruturas formalizaveis, ¢ dever do analista estabelecer até onde
pode levar a tais composi¢des. A ideia central ¢ a de que a formalizacdo ndo ¢ um estado, mas um processo, e
que ela se apoia, consequentemente, em estruturas que se elaboram segundo niveis. Procurando atingir, entdo, as
mais €lementares dentre elas, mas na medida naturalmente em que elas ja permitem um jogo de composigdes
necessarias ou de inferéncias validas, nds as encontramos nas operagdes de classificacio e de relacionamento,
representando o estagio mais simples da |6gica das classes e das relagdes.” E nesse sentido que Piaget chama a
estrutura de agrupamento de estrutura [I6gico-operatdria] dementar. Além disso, a relagdo entre as operagdes
do pensamento natural e as estruturas ldgico-operatorias seria analoga aquela relagdo entre as operagdes
matematicas e estruturas matematicas (ou, ainda, entre as agdes € a estruturagdo sensorio-motora): na medida em
que uma estrutura matematica (especifica) ¢ definida como um conjunto no qual sdo estabelecidas certas relagdes
entre seus elementos constituintes (operacdes matematicas, por exemplo), entdo podemos considerar que a
estrutura epistémico-psicoldgica de agrupamento se estrutura a partir de um conjunto de operagdes concretas
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Tais exemplos referem-se a capacidade de seriag@o e classifica¢do (incluindo, nesta, a
unido, a interse¢do ¢ a diferenca de conjuntos) do sujeito epistémico. Assim, no Ensaio,
Piaget expde, sistematicamente, quatro estruturas de agrupamento relativas as classes (dentre
elas: adi¢do simples (ou inclusiva) — que nada mais ¢ do que a conhecida unido de classes,
conforme exemplificamos na se¢do anterior; complemento de classes; multiplicagdo simples —
a intersec¢do; multiplicagdo co-univoca e biunivoca das classes) e quatro relativas as relagdes
(sendo a adigdo das relagdes assimétricas transitivas, as relagdes simétricas e as relacdes
assimétricas de uma muitos e de muitos a um).

Temos entdo que o agrupamento seria o0 modelo das estruturas operatdrias concretas,
pois, segundo Piaget e Beth, (cf. BETH; PIAGET, 1961, p. 185) “a observagéo ¢ a experiéncia
nos tem mostrado [...] que, se chamamos “operacdes” as acdes interiorizadas, reversiveis [...]
e coordenadas em estruturas de conjunto” e ainda “se chamamos de concretas as operagdes
que intervém nas manipulagdes dos objetos ou nas suas representa¢des acompanhadas de
linguagem” entdo podemos dizer que “todas as estruturas do nivel das operagdes concretas se
reduzem a um s6 modelo”, que Piaget designa com o nome de agrupamento.

Lembremos entdo que, como vimos no Capitulo 2, a concepgdo estrutural presente no
pensamento de Piaget, bem como a nog¢do da qual o conhecimento ¢ construido pelo sujeito
por meio de sua interacdo com o objeto, nos fornecem ferramentas relevantes de uma possivel
formalizagdo e entdo solugcdo do problema proposto sobre a analise do conhecimento
cientifico por meio de uma exploracgdo logico-matematica. Sobre isso, Piaget nos diz que um
dos meios mais instrutivos para analise das a¢des do sujeito ¢ a constru¢do de modelos de
inteligéncia artificial, para fornecer de tais modelos uma teoria cibernética a fim de atingir as
condi¢des necessarias e suficientes da realiza¢do efetiva do funcionamento dos sistemas
construidos a partir dessas a¢des (PIAGET, 1979, p. 37).

’ o . 1
No entanto, no caso do Periodo Operatorio Concreto, Grize®! escreve

(classificagdes e seriagdes) sobre objetos concretos. Lembremos ainda que, como salientado na Sec¢éo 3.1, Piaget
(1976, p. 13, italicos nossos) diz que “[...] todo sistema de operagdes intelectuais apresenta-se psicologicamente
sob dois aspectos paralelos: exteriormente trata-se de agdes coordenadas entre si (agdes efetivas ou
mentalizadas)” e “interiormente, quer dizer, para a consciéncia, trata-se de relagdes que se implicam umas as
outras.” Portanto que “[...] o préprio das operacdes é congtituir sistemas.” Assim, dizemos que, ao realizar
operagdes “do pensamento natural”, o sujeito constitui as estruturas epist€émico-psicologicas e ¢ nesse sentido
que as operagdes concretas formam a estrutura de agrupamento. E nesse sentido também que estabelecemos as
relagdes de operagdes do pensamento natural e as estruturas epistémico-psicologicas.

3 Jean-Blaise Grize, 16gico suigo, ajudou Piaget na reedi¢do do livro Traité de Logique: Essai de Logique
Opératoire (1949), dando origem a sua segunda edigdo com o titulo Essai de Logique Opératoire (1976). Como
apresentado na Introdugéo, neste trabalho nds utilizamos a verséo traduzida para o Portugués.
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A estrutura de agrupamento, que Jean Piaget introduziu em 1941, revelou-se
dificil de ser formalizada completamente. As tentativas feitas até hoje, sdo
ainda pouco satisfatdrias, no sentido de que todas comprometem, de uma
maneira ou de outra, o pensamento de Piaget (PIAGET, 1976, p. 90).

Esse projeto — da formalizacdo do Periodo Operatorio-Concreto — era um problema
que Piaget buscava resolver no contexto de seus estudos para a publicagdo do Traité de
Logique e, posteriormente, do Ensaio, pois, segundo ele (PIAGET, 1976, p. XVI), “[...] se é
possivel axiomatizar grandes estruturas acabadas, tais como as de grupos ou de redes’?, etc., a
pergunta permanece aberta no que concerne as etapas anteriores”, como, por exemplo, a
estrutura de agrupamento.

Uma das inimeras dificuldades da formalizagio reside no fato de que uma operagio
concreta ndo € apenas uma acdo interiorizada e coordenada em sistemas de conjuntos
reversiveis: é preciso uma tomada de consciéncia, por parte do sujeito, do mecanismo das
operacdes que realiza ¢ de suas combinagdes. O proprio Piaget, juntamente com Inhelder,

dizem que
Na realidade, uma operagdo concreta ndo ¢ apenas uma acdo interiorizada e
que se combina com outras, em sistemas de conjuntos reversiveis; é também,
e por isso mesmo, uma a¢do que ¢ acompanhada por uma tomada de

consciéncia de seu mecanismo e de suas coordenagdes (PIAGET;
INHELDER, 1976, p. 4).

Nesse sentido, Piaget diz que sem tal “[...] tomada de consciéncia de seu mecanismo ¢
de suas coordenagdes”, o sujeito epistémico “age apenas para atingir o objetivo, € ndo se
pergunta como ¢ que o consegue” (PIAGET; INHELDER, 1976, p. 4). Por outro lado,
comparados aos sujeitos do estagio anterior, nos quais ndo ha tal tomada de consciéncia, os
sujeitos do nivel operatdrio concreto “[...] ndo se limitam mais a agir, mas interiorizam suas
acOes sob a forma de operagdes [...]: portanto, tomam consci€ncia do fato” (PIAGET;
INHELDER, 1976, p. 7).

E a partir dessa diferenca fundamental, entre agdo interiorizada e operacdo, que
Tassinari (1998; 2011) parte para uma analise pormenorizada do papel da imagem mental na

constituicdo do sistema das operagdes concretas e, por conseguinte, tenta determinar se existe

2 Segundo Piaget (1976, p. 88, itdlicos do autor) “De um modo geral, a rede [ou reticulado] ¢ um

conjunto parcialmente ordenado por uma relagdo que assinalaremos por < e tal que, para todo par de elementos
em E, possa se definir o menor majorante comum ou SUPremuUM, e o maior minorante comum ou infimum.” Por
exemplo, “No caso de um sistema de classes, a relagdo de ordem seria a inclusdo no sentido amplo < e ter-se-ia:
supremumde A e B% A UB [e]infimumde AeB €A N B.”
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uma unica estrutura fundamental da qual as estruturas de classes e relagdes (estrutura de
agrupamento, Periodo Operatorio Concreto) seriam subestruturas.

Essa concepcdo esta de acordo com a critica do epistemdlogo Gilles-Gaston Granger,
de que haveria uma lacuna, na obra de Piaget, na explicagdo da passagem da agdo sobre a
experiéncia sensivel a estruturagdo logico-matematica.

Tassinari (1998) em sua dissertagdo de mestrado, Da Experiéncia Sensivel a
Estruturacdo Légica do Real: Um Estudo da Forma da Construcéo do ‘Agrupamento’ em
Piaget, bem como em Ferreira (2011), Sobre o uso da Funcéo Proposicional e sua génese
segundo a Epistemologia Genética apresentam a critica de Granger. Porém, Tassinari (1998),
em sua dissertacdo, também apresenta a interpretagdo feita por Ramozzi-Chiarottino que
mostra o papel da imagem mental na construcdo do sistema de operagdes do sujeito
epistémico, interpretacdo da qual Tassinari parte para explicar como se da a passagem da ac@o
sobre a experiéncia sensivel até o aparecimento das estruturas légico-matematicas.

Tassinari (1998 e 2011, p. 31-46), entdo, propde uma estrutura fundamental para a
Légica Operatoria Concreta para explicar como se da a passagem da acdo sobre a experiéncia
sensivel a estruturacdo logico-matematica; o foco do trabalho ¢ mostrar que existe uma tnica
estrutura da qual as outras oito estruturas de agrupamento, enunciadas nesta secdo, sdo
subestruturas; tal estrutura ¢ denominada sSistema de esguemas de transfiguragoes.

Assim, introduz uma noc¢do que possibilita apresentar essa estrutura fundamental e
responder como se da a passagem da acdo sobre a experiéncia sensivel a estruturagdo 16gico-

matematica do real®’:

Chamaremos de transfiguracdo, por definicdo, uma agdo, realizada
endogenamente pelo sujeito epist€émico, que consiste em passar de uma
imagem mental (que representa uma situacdo ou objeto que chamaremos
estado 1) a outra imagem mental (estado 2) e que permite comparar os
objetos ou situacdes representados, sendo que as imagens ndo podem estar
fundidas [em] uma representacdo imagética Unica, ou seja, o sujeito deve
expressar em seu comportamento (o que mostra haver a consciéncia de) que
se trata de dois objetos ou situagdes diferentes e que estdo ligados por essa
prépria agdo endogena que os compara (TASSINARI, 2011, p. 36).

Tal nogdo de transfiguracdes ¢ condi¢do necessaria (mas ndo suficiente) para a logica
operatdria concreta, pois a ela deve-se somar a coordenagdo das transfiguragdes para que o

sujeito seja capaz de estruturar logico-matematicamente seu real. Logo, temos que a

B Segundo Tassinari (2011, p. 36) “Usamos o termo transfiguragdo, pois, na falta de um melhor, ele

permite designar as agdes interiorizadas (pertencentes, pois, ao aspecto operativo do conhecimento) sobre os
elementos do aspecto figurativo do conhecimento (trans = movimento para além de, figura = imagem).
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existéncia das transfiguragdes ¢é condi¢do tanto das classes individuais, quanto da
representacdo de uma transformacgao do real.

Tassinari (2011, p. 37) também define um esguema de transfiguragdo como o “...]
conjunto das qualidades gerais de uma transfiguragdo, ou seja, daquilo que permite repetir a
mesma transfiguracdo ou de aplica-la a novos contetidos”. Tal nogdo segue da ideia de

esquema de agdo, definida por Piaget e Beth (BETH; PIAGET, 1961, p. 251).

3.2.2. O sistema de Esquemas de Transfiguracgdes e as Operacoes Concretas

A partir dos exemplos introduzidos na Se¢do 3.1, em especial o exemplo sobre a
capacidade da composi¢do aditiva das classes (exemplo (i)), Tassinari (2011, p. 43), no
contexto das pesquisas sobre as relacdes entre acdo interiorizada e operacdo, se pergunta:
como explicar respostas nas quais a crianga do Periodo Pré-Operatério ndo consegue
coordenar a parte ¢ o todo?

Inicialmente, como vimos, Piaget (PIAGET; SZEMINSKA, 1975, p. 235) diz que o
pensamento do sujeito pré-operatorio so considera as relagdes das partes de um todo entre si,
mas nao a relag@o entre a parte A (ou A’) e o todo B, pois, ao considerar um, se esquece do
outro.

Diz, entdo Tassinari:

Apenas utilizando as transfiguragdes, o sujeito epist€émico ¢ capaz de
comparar a parte A e o todo B, e, nesse sentido, as transfiguracdes sido
necessarias para a constitui¢do das operagdes relativas a classificagdo [por
exemplo] (como as operagdes unido e diferenca) (TASSINARI, 2011, p. 44).

Notemos que a composigdo aditiva refere-se a uma transfiguracio executada de A para
B (acrescendo-se A’ a A, i.e., A+ A’ = B) e que sua inversa ¢ uma transfiguracdo de B para A
(determinando-se a diferenga entre Be A’, i.e., A=B - A’).

Segundo Tassinari (2011, p. 44) temos, entdo, a seguinte conclusio:

Em resumo, podemos ver que o que falta a crianga ¢ a capacidade de uma
acdo mental, i.e., realizada endogenamente pelo sujeito epistémico, que
compare os elementos da percepgdo atual com outros imaginados, ou seja,
falta-lhe a capacidade de passar de uma imagem mental (que represente a
situagdo percebida, por exemplo, a parte A) a outra imagem mental (que
represente uma outra possibilidade, como, por exemplo, o todo B) e
comparar seus significados entre si, no caso, A ¢ B, sem que um exclua o
outro, entendendo que se trata de duas coisas diferentes que s@o ligadas por
essa propria acdo endégena que os compara. Ou seja, falta-lhe a capacidade
de realizar transfiguragdes como aqui definida (TASSINARI, 2011, p. 44).

Segundo Tassinari, podemos entdo pensar, a partir do exposto, que as operagdes

concretas sdo esquemas de transfiguragdes ou que resultam da coordenagdo desses esquemas.
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Isso acontece porque as operagdes (i) sdo agdes realizadas endogenamente pelo sujeito, que
(il) podem realizar transformagdes de uma imagem mental a outra (i.e., modificagdes entre
estados), (iii) permitem comparar os objetos ou situagdes envolvidas, havendo a tomada de
consciéncia, pelo sujeito, de que se tratam de dois objetos ou situagdes distintas ¢ (V) repetem
ou aplicam as transfigurag¢des a novos contetidos, de onde a generalizagio.

Evidentemente a mera existéncia das transfiguragdes ndo ¢ condigio suficiente para o
aparecimento da ldgica operatoria concreta, como vimos. No entanto, se tratarmos das
operacdes concretas como esquemas de transfiguracdes, podemos evidentemente pensar o
Periodo Operatorio Concreto como constituindo um sistema de esquemas de transfiguragdes,
respondendo diretamente a critica de Gilles Gaston Granger, como o fez Tassinari (1998,

2011). Trataremos dessas questdes com mais detalhe na préxima se¢ao.

3.3. Os Digrafos como Formas Mateméticas do Sistema de Esquemas de
Transfiguragdes

Tassinari (2011, p. 37) propde uma estrutura matematica para o Sistema de Esquemas
de Transfiguragdes: os Digrafos. Existe, portanto, uma formalizagdo dessa nova estrutura
epistémico-psicologica fundamental, o sistema de esquemas de transfiguragdes, por meio da
estrutura matematica a ela associada, os Digrafos, estabelecendo uma relagdo entre uma

estrutura epistémico-psicologica e uma estrutura matematica.

3.3.1. AEstrutura Matematica de Digrafos®

Definigdo 3.1. Um digrafo é uma estrutura matematica cujo dominio é um conjunto de
pontos (chamados, por definicdo, de Vértices), e tem apenas um predicado binario, um
conjunto de linhas orientadas que ligam esses pontos (chamadas, por defini¢do, de arestas
direcionadas, de setas ou ainda de arcos”).

Notemos que, da definicdo de digrafo, segue necessariamente que um digrafo ¢ uma

estrutura matematica especifica, conforme Defini¢éo 1.5.

4 Notemos que grande parte dos resultados expostos nesta se¢@o (defini¢des, notagdes, proposicdes etc.)

foi inspirada nos trabalhos de Tassinari (em especial, 2011, p. 31 a 45).
» Por questdo de convencdo, neste trabalho denominaremos de Setas as linhas orientadas que ligam um
par de vértices.
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Notacdo 3.1. Denotaremos por Xy o par ordenado associado a uma seta do ponto X ao
ponto y.3 6

Vamos agora definir uma estrutura matematica de digrafos particular, para relaciona-la
com o sistema de esquemas de transfiguragdes. Para tal, consideremos inicialmente algumas
defini¢des.

Definicdo 3.2. Um digrafo-R ou um digrafo reversive®’, ¢ um digrafo tal que para
toda seta Xy, existe uma seta yX a ela reversa.

Do ponto de vista psicoldgico, podemos associar os digrafos-R a reversibilidade das
agdes (conduta do retorno, no Periodo Sensorio-Motor, por exemplo) ou mesmo a
reversibilidade das operagdes, incluindo as transfiguracées.

Definigdo 3.3. Um digrafo-P ¢ um digrafo tal que para todo vértice X e para algum
vértice y, existe uma seta de Xy ou existe uma seta yX. Em outras palavras, um digrafo-P ndo
tem pontos isolados.

Definigdo 3.4. Um digrafo-T ou um digrafo transitivo é um digrafo tal que se existe
uma seta Xy e outra seta yz, entdo existe uma seta Xz

Definigédo 3.5. Um digrafo-RPT ¢ um digrafo que possui todas as propriedades acima.

Para verificarmos que todo digrafo-RPT té€m essas trés propriedades, Tassinari (2011)

apresenta a seguinte proposi¢ao:

Um digrafo ¢ um digrafo-RPT se, e somente se, satisfaz as duas
propriedades abaixo:

1. em todo vértice X existe uma seta de X para o proprio X; €

2. dados dois vértices X e Y, ou existe seta de X para y e de Y para X, ou eles
ndo pertencem a mesma parte [i.e., os vértices X e ¥ ndo sdo comparaveis do
ponto de vista do sistema em questdo] (TASSINARI, 2011, p. 39).

Sobre a relagdo que podemos estabelecer entre os digrafos-RPT e o sistema de
esquemas de transfiguragdo, Tassinari (2011) escreve que os vértices sdo os estados que a
crianga representa por meio de imagens mentais e, a cada transfiguracdo de um estado A para
um estado B, teremos uma seta AB, possibilitando, assim, verificar que o digrafo do sistema
de esquemas de transfiguracdes ¢ um digrafo-RPT*®. Assim, a estrutura de digrafos pode ser

considerada como sendo uma estrutura matematica subjacente ao sistema de esquemas de

3 Tassinari (2011, p. 38) sugere outras op¢des de notagdo, como, por exemplo, a seta Xy ou o par

ordenado (X,y). No entanto, para ndo confundirmos a notagdo dos digrafos com as nota¢des de operagdes parciais
(em especial as operagdes parciais bindrias), introduzidas no Capitulo 1, vamos adotar simplesmente a notagdo
Xy para o digrafo que liga os vértices X e V.

7 Na literatura especializada, os digrafos-R sdo denominados digrafos simétricos. No entanto, para
relacionar com a nogdo da reversibilidade das transfiguragdes, Tassinari (2011, p. 38) utiliza a letra R.

* A demonstragdo pode ser encontrada em Tassinari (2011, p. 40).
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transfiguragdes; por isso, devemos notar que ¢ possivel verificar como as transfiguragdes

satisfazem cada uma das propriedades R, P ¢ T, definidas acima.’’

3.3.2. Os Digrafos como Formas Mateméticas do Sistema de Esquemas de
Transfiguragdes

Como vimos, a partir da Definicdo 3.1, temos entdo que os digrafos-RPT sdo
estruturas matematicas especificas e como a estrutura matematica associada ao sistema de
esquemas de transfiguracdes é a estrutura de digrafo-RPT, podemos entdo concluir que:

A forma matemética dos sistemas de esquemas de transfiguragdes € um digrafo-RPT.

Podemos concluir, por fim, a partir do resultado geral apresentado na Se¢do 1.2 e da
Definigdo 3.1, que a estrutura matematica digrafo-RPT, que é a forma do sistema de
transfiguragdes, ¢ uma estrutura constituida por um conjunto de conjuntos de operagdes

parciais unitarias no conjunto de individuos dessa estrutura.

3.4. Operacdes sobre simbolos e sua forma matemética

Nesta se¢@o, propomos designar as transfiguragdes e seus esquemas por Operagoes
sobre simbolos e mostramos que as operagdes parciais podem ser consideradas como formas
matematicas dessas operacdes sobre simbolos.

Lembremos que o termo transfiguragdo designa uma agdo interna, realizada pelo
sujeito epist€mico, que consiste em passar de uma imagem mental X a outra imagem mental Y,
havendo a consciéncia de que se tratam de duas situacdes ou objetos que sdo ligados por essa
acdo endogena que os compara.

Nesse sentido, a forma de uma transfiguracdo pode ser considerada uma operagdo
parcial unitaria f, tal que f(X) = y, ou ainda, como vimos no Capitulo 1 (Notagdo 1.5),
representada pelo par ordenado (XY).

Assim, temos também que um esquema E de transfiguracdo pode ser representado
como um conjunto de pares ordenados: o conjunto dos pares ordenados que representam as
transfiguragdes com esquema E.

Logo, temos que, por defini¢do, as transfiguracdes e seus esquemas sdo certos tipos de
operacgoes realizadas sobre imagens mentais.

[3

Por outro lado, como vimos na Se¢do 3.1, um simbolo é “uma imagem evocada

mentalmente ou um objeto simbolico materialmente escolhido intencionalmente para designar

¥ Idem (2011, p. 40).
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uma classe de agdes ou objetos” (PIAGET, 2008, p. 185). Como as imagens mentais sdo
simbolos, temos que as transfiguragdes sdo agdes internas realizadas sobre simbolos.

Vimos também, na Secdo 3.2.2, que as operagdes concretas resultam da coordenagdo
de esquemas de transfiguragdes e o Periodo Operatorio Concreto pode assim ser visto como
constituido por um sistema de esquemas de transfiguragdes.

Do exposto, utilizaremos a expressdo operagdes sobre simbolos para designar as
transfiguragdes e seus esquemas. Nesse sentido, o Periodo Operatorio Concreto pode ser
caracterizado pela constitui¢do do sistema de operagdes sobre simbolos. Assim, as operagdes
concretas de classificacdo e seriagdo descritas por Piaget no Ensaio (1976) sdo, segundo nossa
convencdo, o resultado de operagdes sobre simbolos, como argumentado por Tassinari (1998).

Em termos da forma matematica geral do Periodo Operatorio Concreto, temos, pois,
que a ideia é que as transfiguragdes e seus esquemas definem tanto operagdes epistémico-
psicolégicas e suas coordenagdes quanto tém a forma de operagdes matematicas parciais que
constituem estruturas de digrafos-RPT.

Temos entdo o seguinte resultado geral.

Os digrafos-RPT s8o as formas mateméticas das operaces sobre simbolos que o
sujeito realiza a partir do Periodo Operatério Concreto.

No que diz respeito a correlacdo entre as estruturas epist€émico-psicologicas e as
estruturas matematicas, podemos dizer que a forma de tratar das acdes e das operacdes sobre
simbolos como operacdes parciais nos leva a considerar que existe uma conformacao imediata
desses dois tipos de operacdo: as operagdes matematicas parciais unitarias sdo as forma das
operagdes sobre simbolos (lembremos que, conforme a Proposi¢éo 1.5 no final da Segéo 1.2,
as operacdes parciais unitarias podem ser consideradas estruturas matematicas).

Mais adiante (Se¢do 4.3.2) iremos considerar ainda as operagdes sobre signos, em
sentido analogo as operagdes sobre simbolos, mas na qual os objetos ¢ estados sdo designados
por signos e ndo por simbolos, o que nos levaré a ver os proprios sistemas de operacdes sobre
signos como sendo constituidos por operacdes parciais unitérias.

Do exposto, podemos responder mais uma parte da pergunta fundamental desta
dissertacdo: como, a partir das relagdes entre estruturas epistémico-psicoldgicas e estruturas
matematicas, o sujeito epistémico compreende essas ultimas?

Segundo o exposto nesta se¢do, temos que existe uma estrutura matematica especifica
(os digrafos) associada a uma estrutura epistémico-psicoldgica, o sistema de esquemas de
transfiguragdes. Tal estrutura matematica especifica pode ser vista como constituida por um

conjunto de conjunto de operagdes parciais unitarias, e, assim, em relacdo direta com a
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Definicdo 1.5 de estrutura. Devemos salientar que, enquanto o sujeito caminha a um
pensamento ldgico-operatdrio, ele constitui uma estrutura epistémico-psicoldgica necessaria
para o surgimento do pensamento operatdrio concreto e que tal estrutura, o sistema de
transfiguragdes, tem uma estrutura matematica associada. NoOs pensamos a estrutura
matematica como constituida de um conjunto de conjunto de operagdes parciais unarias, pois
essa relacdo sera fundamental para entendermos as operagdes parciais como formas de
operacdes mentais em geral — ndo somente das operagdes sobre simbolos — ¢ nos aproximar
ainda mais da resposta a nossa pergunta original, através do sistema de operagdes sobre

Signos.
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CAPITULO 4: COMO O SUJEITO COMPREENDE AS ESTRUTURAS LOGICO-
MATEMATICAS ABSTRATAS?

Assim se congtituem as estruturas operatdrias que, gracas aos
progressos da reversbilidade, adquirem um caréater extra-temporal,
que permite transcender o fluxo irreversivel das acgfes iniciais: sao
entdo estas conexdes extratemporais que, gracas ao desenrolar
ininterrupto das abstragoes reflexionantes, fornecerdo o dado cuja
axiomatizacao é efetuada pela 16gica dos |16gicos (PIAGET, 19834, p.
327).
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Neste capitulo, elaboramos nossas principais hipoteses para responder a pergunta
“como o sujeito compreende as estruturas 10gico-matematicas abstratas?”. Para tal, na Se¢éo
4.1, de acordo com o livro Da Logica da Crianca a Légica do Adolescente (PIAGET;
INHELDER, 1976), apresentamos as caracteristicas gerais do Periodo Operatorio Formal ou
Hipotético-Dedutivo. Na Secdo 4.2, apresentamos a passagem do Periodo Operatorio
Concreto ao Periodo Operatdrio Formal. Para introduzirmos a no¢do de esquemas de
transignagdes e a compreensdo das estruturas logico-matematicas, a Se¢do 4.3 é dividida em
trés partes. Na primeira parte, apresentamos a defini¢do de transignagdo e mostramos como o
sistema de operagdes formais pode ser visto como resultado da coordenacdo de esquemas de
transignagdes. Na segunda parte, discutimos como o sistema de esquemas de transignacdo nos
permite compreender as estruturas matematicas. Por fim, na terceira parte, apresentamos a

forma geral do funcionamento do sistema de operagdes sobre signos.

4.1. O Periodo Operatdrio Formal

O pensamento do sujeito epistémico no periodo operatdrio concreto esta ligado
diretamente aos objetos reais e sua forma de equilibrio* atingida pelo sistema das operagdes
concretas chega a um conjunto limitado de transformacdes virtuais'; a nocdo da
possibilidade™ nio passa de um prolongamento do real na direcio do virtual, nfo estando
definitivamente aberta para um campo amplo de hipoteses. Nesse periodo, em um problema
apresentado, a crianga apenas age desde o comeco, estruturando a realidade atual por meio de
tentativas de coordenac@o das leituras dos resultados obtidos; se a crianga cria hipoteses, diz

Piaget, essas ndo passam de “projetos de acdes possiveis”, ndo construindo assim um

40 Piaget (1976, p. 7) usa o termo equilibragdo, em contraposi¢do ao termo equilibrio, para mostrar que

ndo se trata de um estado final a ser atingido, determinado desde o inicio, mas de um processo de “constru¢des
sucessivas com elaboracdes constantes de estruturas novas” que conduzem “ndo a formas estaticas de equilibrio,
mas a reequilibragdes melhorando as estruturas anteriores”. Sobre a no¢do de equilibragdo, veja Ramozzi-
Chiarottino, 1972, Cap. 2, Apostel, Mandelbrot e Piaget, 1957 e Piaget 1976.

4 Chamam-se transformagdes virtuais em oposigéo as transformagdes reais. Uma operagdo ¢ uma agéo
interiorizada, reversivel e coordenada em estruturas totais. As transformacgdes virtuais dizem respeito as
operacdes e ndo meramente as agdes (transformagdes “reais”).

4 A nogdo de possibilidade, neste contexto, esta ligada a ideia de o sujeito criar hipoteses segundo as
possibilidades compativeis com a situag@o dada. Diz-se que o possivel ndo passa de mera extensdo do real no
sentido de que, ao se deparar com um problema, o sujeito de pensamento operatorio concreto age desde o inicio,
e apenas procura, nessas agdes, coordenar as leituras sucessivas dos dados que obtém, estruturando a realidade
na qual atua. Se o sujeito cria hipdteses, diz Piaget, ¢ preciso admitir que tais hipdteses sdo meros projetos de
acdo possiveis, e ndo formas de imaginar o que deveria ser o real, caso tal hipotese fosse satisfeita ou ndo. Nesse
sentido, o possivel € mera extensao do real (Piaget, 1976, p. 188).
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conjunto de hipoteses, uma teoria propriamente dita, caracteristica do Periodo Operatério
Formal.

No pensamento formal, segundo Piaget (1976, p. 189), existe uma inversdo de sentido
entre o possivel e o real®: o real se subordina ao possivel, e o sujeito considera que os fatos se
tornam fatos propriamente ditos somente apos uma verificacdo efetiva, verificacdo essa que se
refere as hipodteses criadas e compativeis com a situacdo dada. O fato, portanto, é resultado da
experimentagdo das hipoteses admitidas como possiveis. Nesse periodo do desenvolvimento,
diferentemente da deducdo concreta, a dedug@o formal ndo se refere as realidades atuais (i.e.,
atualmente percebidas), mas as ligagdes entre as hipoteses enunciadas e o resultado buscado,
portanto as proposi¢des (referidas as hipoteses ou dados, esses independentes de seu carater
real). Por isso, o pensamento formal ¢ fundamentalmente hipotético-dedutivo. Deduzir,
segundo Piaget (1976, p. 189, italico nosso) “consiste, entdo, em ligar entre essas suposicdes,
e delas deduzir suas consequéncias necessarias, mesmo quando sua verdade experimental ndo
ultrapassa o possivel.”

Os sujeitos do nivel Operatério Concreto seriam, sem intervencdo, pedacos de madeira
segundo seus comprimentos. Como diz Piaget (1976, p. 189) “coordena[m], por um elemento
E, as duas relagdes E > D > C > B > A (ja colocadas) e E < F < G < H, etc. (elementos
restantes)”, portanto as relacdes “mais que” (ou “maior que”) ¢ “menos que” (ou “menor
que”). Por outro lado, o problema formal “Edith é mais loira do que Suzana e Edith é mais
morena que Lili; qual a mais morena das trés?” s6 é resolvido entre 11-12 anos, mesmo sendo
a seriacdo concreta das cores dos cabelos, do ponto de vista formal, ndo mais dificil do que a
dos comprimentos dos pedagos de madeira. Portanto, ha, segundo Piaget, intervencdo de outra
coisa na resolucdo desses problemas, que ni3o a mera explicitagdo, em enunciados, das
operacdes concretas. Segundo ainda o autor, o exame das imagens mentais mostra como a
representag@o concreta ¢ inadequada nesse caso, uma vez que o sujeito ndo chega a traduzir os
dados em representacdes de imagens: o sujeito é obrigado a crid-los como simples hipdteses, a

fim de deduzir as consequéncias necessarias (PIAGET, 1976, p. 190).

s Com relagio a sua forma, o possivel, como vimos, “reduz-se a um simples prolongamento virtual das

agdes ou operagdes a um conteudo dado. Por exemplo, depois de ter seriado varios objetos, o sujeito sabe que
pode continuar a seriar outros (possibilitado pelo mesmo esquema antecipador de seriagdo, que lhe permite
efetuar sua seriagdo real)” (PIAGET, 1976, p. 218-219, itdlicos nossos). Por outro lado, com relagdo a seu
conteudo, “o pensamento concreto apresenta esta particularidade limitativa de ndo ser imediatamente
generalizavel a todos os contetidos, mas de proceder dominio por dominio, com uma defasagem que as vezes
chega a varios anos entre a estruturagdo de um conteudo e o seguinte” (PIAGET, 1976, p. 219).
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Dessa obrigatoriedade, tem-se, para Piaget (1976, p. 190), uma segunda ¢ importante
caracterizacdo do Periodo Operatorio Formal: sua nova logica. Piaget (1976, p. 190) ressalta
que “[...] quando os objetos sdo substituidos por enunciados verbais, superpomos uma nova
l6gica — a das proposicdes — a das classes e relacdes que se referem a esses objetos.” Tal
loégica das proposi¢oes supde um conjunto mais extenso de possibilidades operatorias em
relacdo ao periodo precedente, uma vez que a forma de tal pensamento leva o sujeito a
elaborar problemas e a criar seus proprios meios para solucdo deles, enquanto que no
Operatorio Concreto os problemas derivam diretamente dos dados experimentais. Esse ¢ um
fator bastante proficuo para constatar a hipdtese de que o pensamento formal ¢ muito mais do
que simplesmente a traducdo, em palavras, das operagdes ligadas aos objetos como tais. Ao
contrario, “[...] € durante as manipulagdes experimentais que se afirma [...] uma série de
possibilidades operatorias novas, formadas por disjungdes, implicagdes, exclusdes, etc., que
intervém desde a organizacdo da experiéncia e desde a leitura dos dados de fato” até os
agrupamentos — de classes e relagdes (PIAGET, 1976, p 190). Novamente, ndo existe
estruturagdo direta dos dados atualmente perceptiveis: ha, ao invés disso, sempre a mediagdo
do possivel, hipoteticamente enunciado:

Portanto, o caracteristico da logica das proposi¢des ndo ¢, apesar das
aparéncias ¢ da opinido corrente, ser uma logica verbal: ¢, antes de tudo,
uma légica de todas as combinagdes possiveis do pensamento, tanto no caso
em que tais combinag¢des aparecem com problemas experimentais, quanto no
caso em que aparecem diante de problemas puramente verbais. Sem davida,
tais combinagdes se superpdem, gracas as hipoteses, a simples leitura dos
dados, e supdem também um apoio verbal interior; mas ndo € esse apoio que
constituiu o motor efetivo da 16gica das proposigdes. Esse motor € o poder
de combinar, gracas ao qual ela insere o real no conjunto das hipoteses
possiveis, compativeis com os dados (PTAGET, 1976, p. 190).

Uma terceira caracteristica do pensamento formal ¢ a constitui¢do de um sistema de
operagdes de segunda poténcia. Considerando as operagdes concretas como operacdes de
primeira poténcia, pois se referem essencialmente e diretamente aos objetos concretos, como
a construcdo de relagdes entre os elementos dados, as operagdes de segunda poténcia
caracterizam-se por serem “relagdes de relacdes”. Nesse caso, a logica das proposigdes supde,
ela mesma, operagdes de segunda poténcia, pois as “operagdes interproposicionais se referem
a enunciados cujo conteido intraproposicional ¢ formado por operacdes de classes e de
relagdes” (PIAGET, 1976, p. 191), portanto, de operagdes de primeira poténcia. Ainda, essas
operacdes de segunda poténcia exprimem mais uma vez, segundo Piaget, o carater de

generalidade inerente ao pensamento formal, qual seja, o de ultrapassar o conjunto de
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transformagdes subordinadas ao real, inserindo-as num sistema de combinagdes hipotéticas e
dedutivas, portanto, possiveis.

A caracteristica inerente ao pensamento operatorio formal subjacente as trés
anteriormente apresentadas ¢ aquela na qual o pensamento operatorio formal ¢ capaz de
pensamento por combinatoria: apenas uma combinatoria constrdi de fato o conjunto dos
possiveis de que tratamos até aqui (e que, portanto, inverte o sentido entre o real e o possivel
com relagdo ao pensamento operatdrio concreto).

Entretanto, apesar de a combinatdria estabelecer o conjunto dos possiveis e possibilitar
a inversdo de sentido entre o real e o possivel, segundo Piaget (1976, p. 191, italicos nossos):
“[...] é a subordinacdo do real ao possivel que efetivamente caracteriza 0 pensamento
formal.”

Mas como se da a passagem do Periodo Operatorio Concreto ao Operatorio Formal?

Tal quest@o nos leva a proxima se¢ao.

4.2. A Passagem do Operatorio Concreto ao Operatorio Formal

O equilibrio do pensamento operatorio concreto ¢ limitado seja pela forma das
ligagdes do sistema, seja pelo contelido das nog¢des que se aplicam as operagdes. (i) De sua
forma, as operagdes concretas estruturam®  diretamente os dados reais, classificando,
seriando, colocando em correspondéncia, etc.; portanto, o sujeito desse nivel insere, num
conjunto de classificacdes e de seriagdes, os conteudos especificos (sejam comprimentos,
pesos, volumes, etc.). E nesse sentido que diziamos que o possivel nio passa de mero
prolongamento das proprias operacdes, aplicadas ao conteudo dado, em diregdo ao virtual. (ii)
De seu conteudo, o pensamento operatdrio concreto, diferente do que se apresentara no
operatdrio formal, ndo é generalizavel a todos os conteudos. Isso quer dizer que os sujeitos
procedem dominio por dominio, passando a estruturar os diferentes contetidos com até anos
de diferenca (por exemplo, no caso dos comprimentos e depois dos pesos ou volumes).

Segundo Piaget (1976, p. 205-206) enquanto que os sujeitos operatdrios concretos

procedem conteudo por conteudo, a realidade cedo ou tarde impde uma mistura de tais

“ Dizemos que o sujeito epistémico, executando as operagdes (concretas ou formais) estrutura a realidade

ou suas estruturas ulteriores no sentido expresso anteriormente: € proprio das operagdes constituir sistemas. Essa
concepgdo, como ja tratamos anteriormente, € analoga aquela em que as estruturas matematicas sdo definidas por
meio de operacdes sobre certos conjuntos de elementos: da mesma forma, as operagdes (concretas e formais) sdo
executadas sobre conjuntos de objetos (ainda que, na maioria das vezes, tais conjuntos ndo sejam especificados,
principalmente para o sujeito epistémico). Nesse sentido, as operagdes constituem estruturas ou, em outras
palavras, estruturam o real.
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conteudos, exigindo a utilizagdo, pelo sujeito, de novos instrumentos operatorios. De fato, no
pensamento formal, os dominios, até entdo considerados qualitativamente heterogéneos
(comprimentos, superficies, pesos, velocidades, volumes, etc.), interferem-se entre si
mutuamente, reunindo, em um Unico sistema, os diversos conteiidos que se influenciam e que
antes eram considerados independentemente, como que se ndo imbricassem um ao outro.
Nesses moldes, um dos meios pelo qual o pensamento formal opera € justamente pelas
relagdes de relacdes, isto ¢, operagdes de segunda poténcia: a primeira serve como
classificacdo ou seriacdo de objetos concretos; a segunda, por sua vez, envolve uma
reorganizagdo, por abstragdes, de objetos ja organizados por meio de classes ou relagdes.
Quais os métodos usados pelo sujeito nessa nova forma de pensamento?

Dois métodos sdo entdo simultaneamente empregados pelo sujeito, conforme explicita
Piaget: (i) como dito, o sujeito operatorio formal procura coordenar entre si os resultados das
operacdes concretas; para tal, como o pensamento formal considera que os dominios ou
conteudos se imbricam um ao outro, € preciso entdo que o raciocinio usado pelo sujeito
elimine as contradi¢des que surgem dessa mesma interferéncia de dominios, para entfo
considerar o sistema enquanto tal; além disso, (ii) o sujeito coordena diretamente entre si as
distintas operag¢des que sdo caracteristicas dos agrupamentos de classificacdo e de seriagfo.
Segundo ainda Piaget, esses dois métodos, que conduzem assim a descoberta da logica

formal das proposigoes, consistem, portanto, em

1) Dissociar a realidade bruta, e, portanto, os contedos dessas operacdes,
em funcdo das diversas combinagdes possiveis; 2) Coordenar os diversos
agrupamentos de classes e de relacdes num unico sistema total. Ora, por
mais diferentes que esses processos possam parecer entre si, veremos que na
realidade se reduzem a um sé, pois o segundo repousa, como o primeiro,
numa combinatéria. O problema real €, portanto, compreender como nasce
essa combinatoria (PIAGET, 1976, p. 212).

As observagdes de Piaget mostraram que, no nivel das operagdes concretas, o sujeito
procura estruturar os dados de maneira que lhe sdo acessiveis, mas ¢ definitivamente limitado
ao real; portanto, o sujeito ndo dissocia os fatores (contetidos), classificando, ordenando,
estabelecendo correspondéncia, etc. somente entre os fatos que observa diretamente. Estrutura
assim os dominios um apo6s o outro, sem 0s inserir num unico sistema coordenado, como
vimos. No entanto, se se pede que o sujeito resolva os problemas quando ¢ necessario
coordenar os diversos dominios (varios fatores heterogéneos) o pensamento concreto

apresenta raciocinios que ndo se coordenam entre si, € os resultados sdo incoerentes ou
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mesmo contraditorios; assim, “quanto mais o sujeito analisa concretamente a realidade ([...],
por simples correspondéncias entre contedos distintos), mais esta lhe apresenta misturas de
regularidades parciais e excecdes, ¢ que nido podem ser interpretadas com seguranga.”
(PIAGET, 1976, p. 212).

E justamente a tentativa de dissociar os fatores que conduz o aparecimento do
pensamento operatério formal, segundo Piaget (1976, p. 212-216). Inicialmente, diz ele, é
natural que o sujeito despreze as regularidades parciais e as exce¢des das quais falamos
anteriormente. No entanto, quando o resultado depende de uma analise que leve em conta
mais do que os simples fatos brutos, se impde nova atitude experimental; essa nova atitude se
generaliza somente no nivel formal:

Uma vez classificados, seriados, igualados, colocados em correspondéncia,
etc., os diversos aspectos da situacdo que condicionam a solugdo de um
problema, pode ser necessario, para resolvé-lo, reunir num unico sistema as
operagdes até entdo realizadas, ¢ é a isso que conduz, exatamente, a
necessidade de coordenar entre si seus resultados, quando sdo

insuficientemente coerentes (PIAGET, 1976, p. 216).

Nio ha qualquer operagdo concreta que retina diretamente os agrupamentos de classes
e de relagdes num sistema unico; suas formas ndo se ampliam além de simples inclusdes por
adicdo ou por multiplicagdo e, portanto, ndo ha conjunto das partes, uma combinatoria que
surge, segundo Piaget, espontaneamente no pensamento do sujeito.

No entanto, ha um agrupamento mais geral que os outros, tanto para as classifica¢des
quanto para as seriagdes, ainda no Operatério Concreto. E mais geral que os outros porque os
contém ou porque os outros agrupamentos dele derivam: ¢ o agrupamento multiplicativo de

classes ou de relagdes, que consiste de no minimo dupla entrada. Segundo Piaget:

O agrupamento concreto mais geral ¢ o agrupamento multiplicativo (de
classes ou de relagdes) que consiste de tabelas de dupla entrada (ou tripla,
etc.). Esta maneira de agrupar os dados equivale, portanto, para dois
acontecimentos ou propriedades, X e Y, a construir as associagdes
elementares (xy + xy + Xy + Xy) [nas quais X e ¥y s@o os
complementares de X e Y, respectivamente]. No entanto, como acabamos de
ver no caso da dissociacdo de fatores e da combinatoria que disso decorre,
novos problemas se apresentam para o sujeito, logo que precisa decidir
quais, entre essas associacdes, sdo verdadeiras, e qual é a significacdo que
deve ser atribuida a esses subconjuntos. Como & que procede nesse caso? E
muito interessante verificar que essa escolha ou essa verificagdo dos
subconjuntos de associagdes verdadeiras, entre as possibilidades xy + xy +
Xy + Xy, se devem a simples operagdes de classificagdo, mas aplicadas as
associagdes (Xy, etc.) e generalizadas a todos os casos possiveis: o sujeito
reline assim o0s casos [...] como se se tratasse de uma reunido de objetos
qualificados por suas propriedades comuns, quando, na realidade, se trata de
reunir as associagdes, isto é, as situagdes nas quais duas propriedades se
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apresentam juntas (ou uma sem a outra, etc. ou ainda, onde dois
acontecimentos se produzem ao mesmo tempo (ou um sem o outro, etc.). Em
outros termos, o sujeito, partindo do conjunto multiplicativo xy + xy + xy +
Xy, constroi seu “conjunto de partes” através de uma nova classificagdo:
portanto, aplica o mais simples dos agrupamentos (a classificacdo) ao mais
geral (a tabela das multiplicagdes ldgicas), chegando assim a uma espécie de
agrupamento de segunda poténcia que coordenara todos os agrupamentos
num sistema superior, uma vez que ndo pode liga-los diretamente entre si.
Ora, esse agrupamento de segunda poténcia por aplicagdo da classificagdo
generalizada as associacdes multiplicativas ndo ¢ mais do que uma
combinatoria n por n [...]” (PIAGET, 1976, p. 216).

Temos entdo as seguintes consequéncias.

1) Até entdo, as classificagdes realizadas pelos sujeitos eram inclusdes simples, um
agrupamento ainda muito elementar. Agora, diferentemente, trata-se de incluir subconjuntos
de associagdes uns nos outros, numa forma de agrupamento multiplicativo, levando em conta
as diversas possibilidades, o que chega a uma combinag¢@o n por n. O sistema novo ndo ¢ uma
classificacdo simples ou uma inclusio elementar. E, antes, uma classificagdo generalizada ou,
segundo Piaget, “o conjunto de todas as classificagdes possiveis compativeis com as
associacdes de base que sdo dadas” e € isso que constitui a estrutura baseada no conjunto das
partes.

2) A negagdo de uma combinag@o sera o conjunto das outras (ou sua complementar em
relacdo a todo o resto do sistema): por exemplo a negacdo da combinagdo Xy € a reunido de
todas as outras combinagdes (xy + Xy + Xy), ou, como diz Piaget (1976, p. 218), a
incompatibilidade X e y.

3) Tal sistema, em fungdo das negacdes apresentadas (Piaget diz inversdes) e das
reciprocidades inerentes as operagdes, constituem portanto um Grupo de 4 transformagdes
(INRC*).

4) Nesse caso, o raciocinio nfo se refere unicamente ao real, mas também ao real em
funcdo do possivel. Efetivamente, a reunido (+) ndo é mais aqui uma adicdo de casos reais,
pois ndo podem sempre realizar-se simultaneamente, mas uma reunido dos possiveis, e é por

isso que a operacdo fundamental da l6gica das proposigdes € indicada por “v” (simbolo usual

da disjungéo) no sentido de “ou”.

» Segundo Piaget (1976, p. 272) “O conjunto das quatro transformacdes I [Idéntica ou Elemento Neutro],

N [Inversa ou Negagdo], R [Reciproca] e C [Correlativa] constitui um grupo comutativo relativamente a sua
composi¢do.” Através da composigdo de cada dois desses quatro elementos, garantimos que (i) a composi¢do de
dois elementos do conjunto ¢ ainda um elemento do conjunto, como RN = C, por exemplo; (ii) a composi¢do é
associativa; (iii) cada elemento tem um inverso (que é ele mesmo); (iv) existe um elemento neutro; ¢ (V) a
composi¢do ¢ comutativa.”
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Resumidamente, assim que o sujeito coordena os agrupamentos concretos em um
unico sistema e, em segunda poténcia, o pensamento se torna formal porque se refere as
combinagdes possiveis e ndo mais aos objetos em si mesmos. Segundo Piaget (1976, p. 219),
o pensamento formal “se orienta para uma nova forma de equilibrio, caracterizado por uma
nova estrutura de conjunto que deriva ao mesmo tempo do reticulado ¢ do grupo das inversdes
e reciprocidades.”

Como veremos nas proximas se¢des, o sistema de operagdes sobre signos ¢ uma
estrutura epistémico-psicoldgica cujo surgimento ¢é soliddrio com as outras estruturas
construidas nos periodos precedentes e também apresenta todas as caracteristicas do Periodo
Hipotético-Dedutivo descritas nesta se¢do, em conformidade com o pensamento de Piaget
(1976). Passaremos agora a tratar de algumas noc¢des necessarias para a compreensdo das
estruturas matematicas para, posteriormente, explicitarmos mais especificamente as
caracteristicas do sistema de operagdes sobre signos relacionadas ao Periodo Hipotético-

Dedutivo, buscando entender o funcionamento de tal estrutura epistémico-psicoldgica.

4.3. Os Esquemas de TransignacBes e a Compreensdo das Estruturas logico-
matematicas

Esta secdo ¢ dividida em trés partes. Na primeira parte, apresentamos a definicdo de
transignagdo e mostramos como o sistema de operagdes formais pode ser visto como
resultado da coordenagdo de esquemas de transignag¢des. Na segunda parte, discutimos como
o sistema de esquemas de transignagdo nos permite compreender as estruturas matematicas.
Por fim, na terceira parte, apresentamos a forma geral do funcionamento do sistema de

operagdes sobre signos.

4.3.1. Transignagdes e Esquemas de Transignagoes

No capitulo anterior, definimos transfiguragdo a partir dos trabalhos de Tassinari
(1998; 2011). Tal definicdo foi elaborada para responder ao problema apresentado pelo
epistemologo Gilles Gaston Granger de que haveria uma ruptura, na obra de Piaget, na
explicacdo da passagem da agdo sobre a experiéncia sensivel a estruturagdo ldgico-
matematica do real. Como vimos, a transfiguracdo constitui uma ag¢do interna que leva uma
imagem mental (que representa uma situacdo ou estado 1) a outra imagem mental (que
representa uma situacio ou estado 2), havendo consciéncia, por parte do sujeito, de que se
tratam de duas situacdes ou estados diferentes e que sdo ligados por essa agdo interna que os

compara. Temos, assim, que a transfiguracdo ¢ condi¢do necessaria para a loégica operatdria
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concreta; em especial, a imagem mental tem papel fundamental na constitui¢io do
pensamento do sujeito caracteristico do Periodo Operatorio Concreto e¢ permite uma
interpretagdo distinta daquela apresentada por Gilles Gaston Granger.

Temos entdo que o termo transfiguracdo permite designar agdes interiorizadas sobre
elementos do aspecto figurativo do conhecimento (trans = movimento para além de, figura =
imagem). Resumidamente, temos que:

(i) transfigura¢do ¢ o termo que designa uma operagdo concreta de uma imagem
mental a outra;

(ii) o esquema de transfiguragdo ¢é a forma geral de certas transfiguragdes e, em outras
palavras, ele é a compreensdo dessas transignagdes, na medida em que o esquema ¢ a forma
geral dessas transignagdes realizadas segundo uma intengdo do sujeito.

(iii) a coordenagdo de esquemas de transfiguragdo é ainda um esquema, (cf. Tassinari,
1998, 2011).

Por outro lado, na Sec¢éo 4.1, vimos que o Periodo Operatério Formal tem como
caracteristicas: a possibilidade do sujeito pensar hipoteticamente ¢ de construir teorias; a
possibilidade de realizar operagdes de segunda poténcia; a capacidade de realizar uma
combinatoria exaustiva; ¢ uma inversdo de sentido entre o possivel e o real. Nesses casos, 0
sujeito ndo apenas se utiliza de signos para a representacdo dos objetos e situagdes, como
também se mostra capaz de agir internamente ou operar sobre tais signos e seus significados,
em uma estrutura operatoria nova que vai muito além das transfiguragdes, pelas quais os
sujeitos agiam internamente apenas sobre imagens mentais. Para entdo considerar essa nova
capacidade, apresentamos as defini¢des de transignacdes e seus esquemas, de forma analoga a
que foi feita em relacdo as nog¢des de transfigurago (e seus esquemas).

Definigédo 4.1. Chamamos de tranggnagao a uma agio, realizada endogenamente pelo
sujeito epistémico, que consiste em passar de um signo (que representa uma situacdo ou
objeto que chamaremos estado 1) a outro signo (estado 2) e que permite comparar os estados
1 e 2, sendo que os signos ndo podem estar fundidos em uma representag@o signica unica, ou
seja, o sujeito deve expressar em seu comportamento (o0 que mostra haver a consciéncia de)
que se trata de dois estados distintos e que estdo ligados por essa propria agcdo endogena que
0s compara.

E, da mesma forma que Piaget ¢ Beth (BETH; PIAGET, 1961, p. 251) definem um
esquema de agdo e Tassinari (2011, p. 37) define um esquema de transfiguragéo, temos a

seguinte definigéo.
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Definicé@o 4.2. Um esguema de transignacado ¢ a forma geral de certas transignagdes,
isto ¢, é o conjunto de qualidades gerais de uma transignagio.

Temos entdo que o esquema de transignacdo é o que permite repetir a mesma
transignagdo ou aplica-la a novos conteudos.

Além disso, como, para a Epistemologia Genética, a coordenacdo de esquemas de
acOes ¢ ainda um esquema de acdo (e como o considera também Tassinari (1998; 2011) sobre
a coordenacdo de esquemas de transfiguragdes), podemos dizer que a coordenagdo de
esquemas de transignagdes ¢ ainda um esquema de transignagao.

Notemos que, na medida em que, no Periodo Operatorio Formal, qualquer objeto,
incluindo os representados por imagens mentais, pode vir a ser um signo, inclusive por uma
convencdo de designagdo estabelecida pelo proprio sujeito, entdo as estruturas operatdrias de
transignag¢do ampliam consideravelmente as estruturas operatorias de transfiguragao.

Na medida em que um esquema de transignacdo ¢ uma operagdo sobre signos, no
sentido de uma ag¢ao interiorizada que se apoia sobre signos, entdo seu surgimento possibilita
a logica operatoria formal, sendo, pois, também um sistema de operacdes de “segunda
poténcia”. Lembremos que, segundo Piaget (1976, p. 191), as “operagdes interproposicionais
se referem a enunciados cujo conteudo intraproposicional ¢ formado por operagdes de classes
e de relagdes”. Como uma proposigdo € constituida por signos, temos entio que as operagdes
sobre signos referem-se também a operacdes sobre enunciados cujo contetido refere-se, por
sua vez, a operagdes concretas.

Na proxima secdo, apresentamos nossas hipdteses para explicitar como, a partir da
Epistemologia Genética, o sujeito epistémico compreende as estruturas ldgico-matematicas

abstratas.

4.3.2. A compreensao das estruturas logico-matematicas abstratas

Notemos inicialmente que, segundo Piaget e seus colaboradores, “A extensdo de um
esquema ¢ a reunido das extensdes de agdes das quais ele € o esquema. A compreensdo de um
esquema ¢ o esquema em si mesmo” (APOSTEL et al, 1957, p. 48, tradugdo nossa). Assim, o
esquema de uma transignagdo € justamente a compreensdo dessa transignagao .

A partir das definicdes de transignacdo e de esquema de transignag@o, temos o0s
seguintes resultados.

1) Assim como uma transfigurag¢do pode ser denotada por “xy” (cf. Se¢do 3.3, Notagéo
3.1) ou por “(X,y)”, temos que uma transignagdo também pode ser representada pelo par (X,Y),

no qual X designa o signo 1 e y designa o signo 2.
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2) Nesse caso, “(X, y)” representa a operagdo parcial unitaria (e unaria) definida apenas
para o signo X, cujo resultado, aplicado a X pela operacdo (X, y) ¢ o signo y. Logo, uma
transignagdo “(X,y)” é também uma operagdo parcial unitaria (¢ unaria).

3) Notemos que a jun¢do de signos ¢ ainda um signo. Por exemplo, temos que as
expressdes “(X, ¥)” ou “(y, X)” sdo signos formados pela jungdo dos signos “(“, “X”, “y” e “)”.

4) A partir do item anterior, podemos considerar que uma n-upla de signos, como, por
exemplo “(ay, 8y, ..., @n)”, constitui um Unico signo.

5) Assim, pela Notagdo 1.4, qualquer (n+l)-upla da forma (ai;, az,..., @, an+1)
representa uma transignagdo que parte do signo “(az, ay,..., @n)” € chega ao signo “an+1” e,
inversamente, toda transignacdo, quando o estado X é composto por n elementos, pode ser
representada pela (n+1)-upla (ay, ay,..., &n, @n+1).

6) Por outro lado, na medida em que o sujeito realiza a mesma transignagdo, isto &,
aplica a mesma forma de operacdo a outro conteudo (n-uplas), ele estd em posse de um
esquema E de transignagdo. Assim, um esquema E de transignacdo determina um conjunto C
de transignagdes: as transignacoes em C s@o justamente as transignacdes que tém o esquema
E.

7) Temos, pois, que, por um lado, os esquemas de transignagdes determinam conjuntos
de transignagdes e, por outro, conjuntos de transigna¢des determinam esquemas de
transignagdes. Nesse ultimo caso, dado um conjunto C de transignagdes, podemos considerar
que uma transignac¢io tem o esquema E se, e somente se, pertence ao conjunto C.

Para melhor entendimento do que foi exposto nos itens acima, consideremos o
seguinte exemplo, ja relacionando os resultados acima com a compreensdo de uma estrutura
matematica abstrata.

Consideremos a estrutura <N,{},{s}>, isto ¢, a estrutura matematica especifica com a
operagdo sucessor (ja apresentada no Capitulo 1) sobre o conjunto dos nimeros naturais.
Notemos que, nesse caso, os niimeros naturais sio representados por numerais e, por questio
de convengdo, vamos usar aqui os numerais arabicos.

Como compreendemos a estrutura matematica acima segundo o que foi exposto até o
presente momento?

Lembremos entdo que a operacdo SUCessor ¢ uma fungdo undria S do conjunto dos
numeros naturais para o conjunto dos miimeros naturais, tal que, por exemplo, S(0) =1, §1) =
2, 9(2) =3, etc.

Nesse caso, temos que cada aplicagdo S sobre um numero define uma operagéo parcial

no conjunto dos nimeros naturais; por exemplo, a aplicagdo S(0) = 1 define a operacdo parcial
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unaria (0,1) que esta definida apenas para o elemento 0 e que tem como resultado o elemento
1. De forma geral, S determina o conjunto de operagdes parciais unitarias da forma (X, S(X))
sobre o conjunto dos nimeros naturais.

Por outro lado, como associado a cada niimero natural temos o numeral arabico
correspondente, a cada operagdo parcial unitaria da forma (X, (X)) esta associada direta e
univocamente a transignagdo (Y, z2) que é uma operagdo parcial unitaria no conjunto dos
numerais arabicos tal que y é o numeral arabico correspondente a X € Z o numeral arabico
correspondente a S(X). Assim, por exemplo, associado a operagdo parcial unitaria (0,1) sobre
numeros naturais estd associada direta e univocamente a transignagdo (“0”,“1”). De forma
geral, existe um isomorfismo entre o conjunto de operagdes parciais unitarias da forma (X,
S(X)) sobre o conjunto dos nimeros naturais ¢ o conjunto de transignagdes da forma (Y, 2)
sobre o conjunto dos numerais arabicos.

Logo, o esquema de transignagdo S determina o conjunto de pares ordenados
{(07,“17), (“17,°2™), (*“27,“3”), ...}e como um esquema de transignacdo, do ponto de vista da
Epistemologia Genética, ¢ compreensdo, temos que o sujeito que o possui compreende a
forma geral dessas transignagdes, e, portanto, compreende a estrutura matematica <N,{},{s}>
(e as estruturas matematicas em geral) por meio de um conjunto de esquemas de
transignagdes.

Mais ainda, como os numerais arabicos sdo signos, o sujeito pode atribui-los a
diversos contetidos e, em especial, pode corresponder a cada numeral n os conjuntos que tém
n elementos. Assim, a estrutura <N, {},{s}> adquire ndo apenas uma significacdo abstrata mas
também uma significagdo concreta na medida em que ordena os conjuntos segundo o nimero
de seus elementos.

Notemos que essa correspondéncia de um numeral N a um conjunto se da, em geral,
por uma contagem (esquema de a¢fo) do sujeito associando o signo “1” a um elemento do
conjunto, o signo “2” a outro elemento e, assim por diante, até esgotar todos os elementos do
conjunto.

Tratando agora da compreensdo das estruturas matematicas em geral, lembremos, uma
vez mais, que, pela Defini¢do 1.5, uma estrutura matematica A ¢ constituida por um conjunto
ndo-vazio |A| de elementos, um conjunto Pa de predicados n-arios em |A| € um conjunto Fa de
fungdes n-arias de |A|™ em |A].

Notemos entdo que nos utilizamos signos para referenciar os individuos do dominio
das estruturas especificas (e, como também podemos verificar, das estruturas matematicas

abstratas). Inversamente, em principio, podemos supor que é possivel a atribuicdo de um
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signo (constante) para cada elemento da estrutura, como o faz Shoenfield (1967, p. 18). Nesse
caso, dizemos que cada constante ¢ o nome de um individuo da estrutura.

Temos entdo os seguintes resultados.

1) Vimos que uma estrutura matematica especifica é caracterizada pelo dominio da
estrutura e pelos predicados n-arios e fungdes n-arias.

2) Pelos dados anteriores, ¢ possivel, em principio, considerar que os elementos do
dominio da estrutura sdo designaveis por signos e, como vimos, cada fun¢do n-aria e cada
predicado n-ario é um conjunto de n-uplas, logo, cada um desses pode ser representado
através de um esquema de transignagdo, o que nos leva ao seguinte resultado geral.

Uma representacdo de uma estrutura matematica especifica pode ser considerada um
sistema de esguemas de transignacao.

3) Mais ainda, se, como escrito anteriormente, “Podemos considerar que uma estrutura
matematica especifica < |A|, Pa, Fo > constitui uma forma matematica: as propriedades e as
relacdes comuns a todas as estruturas isomorfas a < |A|, Pa, Fa >”, logo, a forma de um
sistema de esquema de transignagdes que representa uma estrutura matematica especifica
constitui uma estrutura matematica especifica apenas formal (independente dos signos que
podem ser escolhidos para explicita-las)*.

A ideia aqui, como no caso das transfiguragdes, ¢ que as transignacdes ¢ seus
esquemas definem tanto operagdes epistémico-psicoldgicas e suas coordenagdes quanto tém a
forma de operacdes matematicas e seus sistemas. Ou seja, tem-se uma conformagio imediata
entre as operagdes epistémico-psicoldgicas e as operagdes matematicas enquanto forma
daquelas.

4) Assim, o sujeito pode compreender as estruturas matematicas especificas e abstratas
na medida em que pode compreender esse jogo de signos estabelecidos pelos sistemas de
transignagdes (sendo que, em geral, essa compreensdo ¢ parcial, pois nossas representagdes
das estruturas matematicas abstratas sdo, em geral, parciais, ou ainda, em termos técnicos, as
axiomatizagdes ndo sdo completas ou sdo incompletaveis, como no caso da Aritmética,

segundo os Teoremas da Incompletude de Godel*").

46 Nesse ponto, temos todos os problemas e dificuldades inerentes a representagdo das estruturas

matematicas abstratas como estudado em Teoria de Modelos e ndo € nossa intengdo aqui tratar desses problemas,
mas apenas fornecer o ponto de contato entre as estruturas epistémico-psicoldgicas e as estruturas matematicas.
O primeiro Metateorema da Incompletude de Godel (1931) diz que “Para toda extensdo axiomatizada T
de N, existe, e podemos exibir, uma formula fechada G tal que: (i) G ¢ verdadeira no modelo padrdo N e (i) G
ndo ¢ teorema de T e se T € w-consistente, entdo —G nao ¢ teorema de T.” Segundo Tassinari (2003, p. 94) “O
metateorema [acima] permite estalecer [...] que uma extensdo consistente axiomatizada T de N ¢ incompleta, em
pelo menos dois sentidos: (1) No sentido [...] que existe uma férmula fechada G que ndo ¢ decidivel em T, i.e.,
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Por fim, por razdes analogas as apresentadas na Se¢do 3.5, utilizaremos a expressdo
“operagdes sobre signos” para designar as transignagdes e seus esquemas (ou, em outras
palavras, as operagdes formais sio, segundo nossa conveng@o, operagdes sobre signos;
lembremos que o termo transignagdo designa uma ac¢do interna, realizada pelo sujeito
epistémico, e que consiste em passar de um signo a outro signo, havendo a consciéncia de que
se tratam de dois signos diferentes e que sdo ligados por essa acdo enddgena que os compara).

Logo, a partir do que foi exposto, tanto no capitulo precedente, como neste capitulo,
temos a seguinte conclusao.

As operagdes matematicas parciais n-arias e unitarias sdo formas mateméticas das
operacbes mentais, isto &, das operagdes sobre simbolos em geral e das transfiguragdes em
particular, e das operacdes sobre sgnos emgeral e das transignacdes em particular.

Passamos agora a explicitar o sistema de operagdes sobre signos.

4.3.3. O Funcionamento do Sistema de Operagdes sobre Signos

Para compreender o funcionamento da estrutura epistémico-psicologica que propomos
neste trabalho, com base na Epistemologia Genética, é necessario compreender,
primeiramente, o0 motivo pelo qual nés denominamos tal estrutura de Sistema de operagdes
sobre signos.

Lembremos inicialmente da definigdo de estrutura, conforme apresentada no Capitulo
1 (Segéo 1.5). Segundo Piaget,

Uma estrutura ¢ um sistema de transformacdes que comporta leis enquanto
sistema [...] € que se conserva ou se enriquece pelo proprio jogo de suas
transformagdes, sem que estas conduzam para fora de suas fronteiras ou
facam apelo a elementos exteriores. Em resumo, uma estrutura compreende
os caracteres de totalidade, de transformagdes e de auto-regulacdo (PIAGET,
1979, p. 6).

Podemos assim, segundo a defini¢do de estrutura acima, considerar o sistema de
operagdes sobre signos como uma estrutura epistémico-psicologica, cujos principais
elementos sdo os SigNOS ¢ as transformagdes do sistema sdo as operagdes formais sobre

signos. O sistema assim pensado guarda em sua estrutura os caracteres de totalidade, de auto-

nem ela, nem sua negacdo, sido teoremas de T; e (2) [...] ndo existe uma extens@o consistente axiomatizada T de
N cujos teoremas sejam exatamente as formulas verdadeiras no Modelo Padrdo.” O segundo Metateorema da
Incompletude de Godel diz que “Para toda extensdo consistente axiomatizada T de N, a férmula de T que afirma
que T ¢ consistente ndo ¢ teorema de T.” Para a consulta das demonstragdes dos metateoremas bem como um
debate sobre suas implicagdes e limites das representagdes formais de estruturas, sugerimos a leitura da Tese de
Doutorado de Ricardo Pereira Tassinari |ncompletude e Auto-Organizacao: Sobre a Determinagéo de Verdades
Légicas e Matematicas (2003).
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regulacdo e de transformagdo, condi¢cdes necessarias a todos os sistemas de transformacdes,
conforme evidencia Piaget no livro O estruturalismo (1979, p. 6).

Nesse caso, as operagdes formais (operagdes sobre formas) resultam da coordenagio
de esquemas de transignacdes ¢ o Periodo Operatorio Formal pode assim ser visto como um
sistema de operacoes sobre signos.

Salientamos que tal sistema ndo é uma estrutura epistémico-psicoldgica puramente
verbal. Esse sistema de operagdes sobre signos, necessario para a compreenso, por parte do
sujeito, das estruturas légico-matematicas, guarda, em sua composi¢do, as mesmas
caracteristicas do Periodo Hipotético-Dedutivo.

Temos entdo os seguintes resultados.

(i) O pensamento operatorio, subjacente ao sistema de operagdes sobre signos, ¢ um
pensamento essencialmente hipotético-dedutivo. Por meio do sistema de signos, o sujeito ndo
opera meramente sobre objetos atualmente percebidos ou sobre a realidade concreta, mas
inclusive sobre hipdteses, na forma de proposi¢des ou enunciados hipotéticos e que
independem de seu carater real. O sujeito entdo deduz, i.e., opera sobre tais proposigdes, €
conclui, a partir dessas operagdes, suas consequéncias necessarias (PIAGET, 1976, p. 189).

(i) Logo, é propriedade do sistema de operagdes sobre signos a de referir-se a
elementos verbais, por meio de proposi¢cdes, ¢ ndo diretamente aos objetos concretos.
Segundo Piaget (1976, p. 32) “[...] os signos que servem para formular o enunciado [de tais
proposi¢coes] podem ser os da linguagem comum ou os de um simbolismo convencional”,
como no caso das estruturas da logica e da matematica, como ao definir a linguagem de um
sistema formal e as estruturas para linguagens de primeira ordem, por exemplo.

(iii) O sistema de operagdes sobre signos pressupde assim nova logica: a 1dgica das
proposicdes. E uma logica de todas as combinagdes possiveis do pensamento, independente se
o problema apresentado ¢ um problema experimental ou puramente verbal. Com a logica das
proposicdes, hd um conjunto mais extenso de possibilidades 16gicas em relacdo ao Periodo
Operatdrio Concreto. O sujeito, em posse da logica das proposicdes, opera justamente por
meio de relagdes sobre relagdes e pode, frente ao sistema agora constituido, solucionar com
eficacia os novos problemas que lhe sdo apresentados. O sistema de operagdes sobre signos,
ao mesmo tempo, pressupde e ¢ responsavel pela constituicdo da logica das proposigdes.

(iv) Uma das caracteristicas do pensamento formal, como vimos na se¢@o precedente,
¢ a constituicdo de um sistema de operagdes de segunda poténcia. As operacdes concretas sdo
operacdes de primeira poténcia, pois se referem a objetos concretos, por meio de

classificacdes e seriacdes. Essas classificagdes e seriagdes resultam de experiéncias logico-
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matematicas, uma vez que elas extraem as informag¢des ndo dos objetos como tais, mas das
operagdes realizadas sobre tais objetos.

O sistema de operagdes sobre signos ¢ entdo um sistema de segunda poténcia, ja que,
pela propriedade dos signos, eles podem designar qualquer objeto por convencdo, inclusive
uma opera¢do em primeira poténcia e, portanto, as transignacdes podem ser operacdes de
segunda poténcia, na medida em que sdo operacdes sobre signos que designam operagdes em
primeira poténcia.

(v) Um sistema de operagdes sobre signos ¢ assim um sistema que pressupde a
combinatoria. As operagdes de segunda poténcia, agora, referem-se as proprias classificagdes
¢ seriagdes antes efetuadas concretamente através de experiéncias matematicas sobre os
objetos reais. Para referir-se as operagdes de segunda poténcia, o sujeito o faz através de
hipoteses compativeis com o sistema total. O pensamento operatorio concreto também
repousava sobre proposi¢des, mas elas ndo estavam ligadas umas as outras enquanto
proposi¢des, mas unicamente através de seu conteido logico, por meio de estruturas de
classes e de rela¢des, em correspondéncia com o proprio objeto.

(vi) O sistema de operagdes sobre signos ndo ¢ meramente uma manipulagdo de signos
e simbolos; ¢, antes de tudo, resultado de uma estrutura formal de pensamento; portanto,
supde uma légica nova, como vimos, ¢ essa logica engendra possibilidades em forma de
hipéteses e resultados por necessidade; tais resultados sdo possiveis gracas ao proprio jogo
sintatico-semantico, realizado pelo sujeito epistémico em fungdo das relagdes limitadas pelas
situagdes dadas.

Descrevendo brevemente a constitui¢do do sistema de operagdes sobre signos, temos
que, por meio de abstragdes reflexivas e experiéncias matematicas ininterruptas, o sujeito
estrutura os dados por meio de um sistema Unico de operagdes sobre signos, no qual os
dominios, considerados até entdo heterogéneos, se implicam diretamente ¢ compdem-se em
uma totalidade que caracteriza o sistema. O sujeito formal, entdo, por meio de abstracdes
reflexivas sobre operacdes concretas, situa cada um dos dominios num patamar assim
“superior”, devido a imposicdo de novos problemas que necessitam da composi¢do dos
dominios para serem solucionados. Assim colocados os diversos dominios em um patamar
acima, é necessario que o sujeito epistémico reorganize os dados apresentados, considerando
uma homogeneidade entre os diferentes dominios, de onde o surgimento, por abstracdes
reflexivas e experiéncias légico-matematicas, de operagdes de segunda poténcia. Novamente,
sdo operacdes de segunda poténcia, pois a realidade impos a necessidade de considerar os

dominios de forma homogénea, considerando-os como partes integrantes de um sistema
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unico, para entdo solucionar o problema, por meio de operacdes de operagdes. O sujeito
coordena entre si os resultados das operagdes concretas, (i) dissociando a realidade bruta e os
conteidos das operacdes concretas em fungdo das diversas combinag¢des possiveis entre os
dominios considerados em sua totalidade; portanto, (ii) o sujeito coordena os diversos
agrupamentos de classes e de relagdes num tnico sistema total, conduzindo assim a
descoberta da 16gica das proposi¢des: o surgimento da combinatoria.

(vii) No sistema de operagdes sobre signos, os sujeitos somente admitem os fatos
como sendo fatos propriamente ditos, apds uma verificagdo experimental, subordinada ao
conjunto de hipdteses compativeis com o problema proposto. Isso quer dizer que o real esta
subordinado ao possivel: o real ¢ somente uma entre todas as possibilidades consideradas
compativeis com o sistema que interliga os diversos dominios antes heterogéneos.

Nesse caso, lembremos que, como nos diz Piaget:

Portanto, o caracteristico da logica das proposi¢des ndo ¢, apesar das
aparéncias ¢ da opinido corrente, ser uma logica verbal: ¢, antes de tudo,
uma légica de todas as combinagdes possiveis do pensamento, tanto no caso
em que tais combinag¢des aparecem com problemas experimentais, quanto no
caso em que aparecem diante de problemas puramente verbais. Sem davida,
tais combinagdes se superpdem, gragas as hipoteses, a simples leitura dos
dados, e supdem também um apoio verbal interior; mas ndo € esse apoio que
constituiu o motor efetivo da 16gica das proposigdes. Esse motor € o poder
de combinar, gracas ao qual ela insere o real no conjunto das hipoteses
possiveis, compativeis com os dados (PIAGET, 1976, p. 190).

Por fim, em relagdo ao conhecimento das estruturas matematicas, temos que o sistema
de operacdes sobre signos ¢ condi¢do necessaria para o sujeito compreender as estruturas
l6gico-matematicas. Em especial, as operagdes sobre os individuos das estruturas sio
representados por signos e, através de operagdes sobre signos (transignagdes, reversiveis e
coordenadas em estruturas totais), o sujeito compreende as relagdes sintatico e semanticas
desses sistemas abstratos.

Nesse contexto, Tassinari e D’Ottaviano dizem:

[...] um sistema de signos e de operagdes sobre eles [no sentido explicitado
acima] possui tanto uma parte semantica (relativa aos significados dos
signos) como uma parte sintatica [...]. Nesse sentido, as operacdes sobre a
parte sintatica dos signos representam operagdes sobre a parte semantica os
signos. A ideia ¢ entdo estudarmos as relacdes e operagdes semanticas a
partir das relagdes e operacdes sintaticas dos signos. A vantagem desse
estudo ¢ a de substituir elementos abstratos e invisiveis por outros elementos
concretos e visiveis e, a partir dai, definir, de forma mais rigorosa, nog¢des
logicas como as de dedugdo, consequéncia sintatica, demonstragio e teorema
(TASSINARI; D’OTTAVIANO, 2012, p. 155).
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Vejamos, pois, no proximo capitulo, os detalhes de como se da essa correlacdo entre a
parte sintatica e a parte semantica das estruturas matematicas, relativamente ao sistema de

operagdes sobre signos.
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CAPITULO 5: A DEMONSTRACAO DO METATEOREMA DA COMPLETUDE
SEGUNDO O SISTEMA DE OPERACOES PARCIAIS SOBRE SIGNOS

O uso da linguagem para fins de comunicacdo é anterior a
formulacgdo de teorias axiomaticas. Em realidade, essas teorias foram
inventadas, em parte, com o fito de esclarecer a verdade de certas
sentencas. Por esse motivo, 0s axiomas e as regras de inferéncia
costumam ser escolhidos de modo a permitir-se rapida verificacdo de
que toda sentenca demongtravel é verdadeira. A questéo inversa — de
saber se toda sentenca verdadeira é demonstravel — é o problema da
conpletude. Note-se, pois, que as indagagdes em torno da completude
pressupdem, sempre, uma dada linguagem, uma dada interpretacéo
da linguagem, a permitir que suas sentencas transmitam informes
acerca de um dominio, e uma dada teoria axiomatica, formulada com

osrecursosda linguagem (HENKIN, 1972, p. 67).
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Neste capitulo apresentamos a demonstragdo do Teorema da Completude, inicialmente
demonstrado por Kurt Gédel (1929) com uma breve andlise da compreensdo das estruturas
matematicas ¢ do Teorema da Completude segundo os sistemas de esquemas de operagdes
parciais sobre signos.

O Teorema da Completude tem um papel central em Logica Matematica na medida
em que mostra (na forma em que veremos aqui) que: Uma Teoria T qualquer de primeira
ordem ¢ consistente (0 que diz respeito a parte sintatica, uma propriedade de uma teoria
formal) se, e somente se, tem modelo (que diz respeito a parte semdntica, as estruturas para
linguagens). Para a Logica Matematica, uma das razdes pelas quais o Teorema da Completude
ocupa um papel central ¢ porque correlaciona teorias (sintaxe) de primeira ordem com
modelos (semantica) para essas teorias. Tal razdo ¢ de especial interesse para o tema dessa
Dissertagdo na medida em que, em Ldogica Matematica, o Teorema da Completude também
possibilita correlacionar operagdes sobre signos e estruturas. Mais ainda, veremos, em
especial, que tal Teorema ¢ demonstrado usualmente (como em Shoenfield, 1967)
construindo-se uma estrutura (semantica) a partir de operagdes sobre signos da linguagem
formal (sintaxe). Logo, pareceu-nos importante finalizar esta Dissertagdo com uma analise do
Teorema da Completude a partir da nogdo de sistema de operagdes sobre signos, mostrando,
em especial, que o Teorema da Completude é demonstrado construindo um sistema de
esquemas de operacdes sobre signos.

Notemos que a demonstracdo do Teorema da Completude — em especial para teorias
cuja linguagem ¢ uma linguagem de primeira ordem — ¢ trabalhosa e pressupde familiaridade
com muitos conceitos ldgicos-matematicos. Nesse sentido, a versdo que mostramos neste
trabalho encontra-se no livro Mathematical Logic (SHOENFIELD, 1967), mas aqui ela sera
apresentada de forma concisa e alguns de seus conceitos necessarios serdo pressupostos.

Na Segdo 5.1, apresentamos como sistemas formais podem ser entendidos como
sistemas de esquemas de operagdes sobre signos. Na Secdo 5.2, apresentamos a parte
semantica de linguagens de primeira ordem com a definicdo de estrutura e modelo segundo
Shoenfield (1967). Por fim, na Se¢do 5.3, apresentamos uma breve analise da compreensao
das estruturas matematicas e da demonstragio do Teorema da Completude, segundo os

sistemas de operagdes sobre signos.

5.1. Como sistemas formais podem ser entendidos como sistemas de operacdes

sobre signos
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Esta segdo ¢ dividida em duas partes. Na primeira (Se¢cdo 5.1.1), nds apresentamos a
defini¢do de sistema formal, demongracdo, teorema, deducdo e consequéncia sintatica,
segundo Mendelson (2010, p. 25)*. Na segunda se¢io (Secdo 5.1.2), mostramos
resumidamente como um sistema formal pode ser visto como um sistema de operagdes

parciais sobre signos.

5.1.1. Definicéo de sistema formal

Defini¢éo 5.1. Uma Teoria Formal T (ou Sstema Formal T) esta definida quando as

seguintes condigdes sdo satisfeitas.

1. Existe um conjunto® de signos de T, chamado alfabeto de T. Por definigdo,
chamamos de expressdo de T qualquer sequéncia finita de signos de T.

2. Existe um subconjunto do conjunto de expressdes de T chamado de formulas-bem-
formadas (ou simplesmente formulas) de T. Ha usualmente um procedimento
efetivo para determinar se uma dada expressdo ¢ uma formula-bem-formada.

3. Existe um conjunto de formulas-bem-formadas, chamado o conjunto dos axiomas
de T. Frequentemente, pode-se decidir se uma dada formula-bem-formada é um
axioma; em tal caso, T € chamada uma teoria axiomatica.

4. Existe um conjunto finito Ry,..., R, de relagdes entre formulas-bem-formadas,
chamadas regras de inferéncia. Para cada R; (1 < i < n), ha um unico inteiro
positivo j tal que, para todo conjunto de j féormulas-bem-formadas e para uma
formula-bem-formada B, pode-se efetivamente decidir se elas estdo na relagdo R;
até B e, se sim, diz-se que B segue de ou é consequéncia direta das formulas-bem-
formadas em virtude de R;.

Além disso, os axiomas de um sistema formal sdo classificados de “axiomas 1dgicos ¢

axiomas ndo-logicos”. De maneira geral, os axiomas 16gicos ¢ ndo-ldgicos correspondem,

respectivamente, aos axiomas e postulados de uma teoria. Podemos dizer, como Tassinari e

8 No decorrer deste trabalho, nos utilizamos o livro Mathematical Logic (Shoenfield, 1967) como livro

base. No entanto, para introdugdo da nog¢do de sistema formal, utilizaremos também o livro Introduction to
Mathematical Logic (Mendelson, 2010), pois Mendelson descreve mais detalhadamente os constituintes de um
sistema formal. Como veremos no decorrer desta se¢do, os elementos de uma teoria formal, tal como apresentada
por Shoenfield (1967), utilizando-se de uma Linguagem de Primeira Ordem, de um conjunto de axiomas e de
regras de inferéncia sdo justamente os itens que compdem a nogdo de sistema formal (ou teoria formal)
introduzida por Mendelson e ndo implica problemas de notacdo ou mesmo conceitual.

A Na definigdo de sistema formal, Mendelson utiliza um conjunto contavel de simbolos. Em matematica,
um conjunto contdvel ¢ um conjunto de mesma cardinalidade, i.e., mesmo nimero de elementos, de um
subconjunto dos numeros naturais. Notemos que um conjunto contavel pode ser infinito contavel. Para os
propositos do presente texto, basta considerarmos um conjunto de simbolos.
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D’Ottaviano (2012, p. 156), que “os axiomas ldgicos sdo ‘as verdades da Ldgica’, enquanto
os axiomas ndo-logicos sdo ‘as verdades do dominio particular estudado’”.

A partir dos elementos acima descritos dos sistemas formais (itens 1-4), podemos

definir formalmente as no¢des de demonstracao, teorema, deducéo e consequéncia sintatica.

Notemos que, segundo Shoenfield (1967, p. 3, tradugdo nossa e grifo do autor), “O

estudo de axiomas e teoremas como sentencas € chamado de estudo sintatico do sistema
axiomatico”. Assim, os sistemas formais sdo a parte sintatica de um sistema axiomatico e,
como veremos, também sdo sistemas de esquemas de operagdes sobre signos.

Defini¢é@o 5.2. Dada uma Teoria Formal T (ou Sistema Formal T),

1. Uma demonstracdo em T é uma sequéncia By, ..., B de formulas, tais que,
para cada i (1 <i < K), ou B; ¢ um axioma de T ou B; ¢ uma conseqiiéncia
direta de alguma das formulas precedentes na sequéncia em virtude de uma
das regras de inferéncia de T. Em particular, B; pode ser a propria formula B
e, nesse caso, a demonstragdo da formula é a propria formula.*”

2. Um teorema de T ¢ uma formula B de T tal que B ¢é a ultima féormula de
uma demonstracio em T. Tal demonstragio ¢ chamada de uma
demonstracdio de B em T.”'!

3. Uma formula B é uma consequéncia sintatica em T de um conjunto I' de
formulas se, e somente se, existe uma sequéncia By, ..., B, de formulas tais
que B é By e, para cada i, ou B; ¢ um axioma ou B; esta em I" ou B; ¢ uma
conseqiiéncia direta por alguma das regras de inferéncia de alguma das
formulas precedentes na sequéncia. Tal sequéncia ¢ denominada dedugdo de
B em I'. Os membros de I' sdo chamados de hipdteses ou premissas da
deduc@o. Nos usamos I' - B para dizer que B ¢ conseqiiéncia de I'. Para
evitar confusdes entre teorias, nos escrevemos [ + B (acrescentando o
subscrito T') para indicar a teoria em questdo.”> Escrevemos também Iy + B
para indicar que B é um teorema da teoria T (ou seja, uma dedugdo sem
hipoteses).

Assim definidos, podemos mostrar como os sistemas formais, partes sintaticas dos

sistemas axiomaticos, podem ser vistos também como parte do sistema de esquemas de

operagdes sobre signos. E o que faremos na préxima segio.

30 Cf. Mendelson (2010, p. 34).
3t Idem, p. 34.
2 Idem, p. 35.
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5.1.2. Como sistemas formais podem ser vistos como sistemas de operagdes sobre
signos

Para mostrar como sistemas formais podem ser entendidos como sistemas de
esquemas de operagdes sobre signos, basta mostrar que os elementos que se relacionam no
interior dos sistemas formais sdo signos e que as relagdes entre tais signos sdo operagdes
parciais.

(i) Como vimos, os elementos-base de um sistema formal sdo os signos pertencentes
ao alfabeto da linguagem e, a partir deles, as expressdes sdo sequéncias de signos do alfabeto.
Sdo sobre esses signos que serdo definidas as operacdes presentes nos sistemas formais.
Notemos, em especial, que as expressdes sdo signos, pois sdo jungdes de signos e, como
vimos no item 3) da Se¢éo 4.3.1, a jungdo de signos ¢ ainda um signo.

(ii) As formulas do sistema formal, bem como seus axiomas e teoremas sdo expressdes
e, portanto, sdo signos.

(iii) As relagdes ou regras de inferéncia entre as formulas dos sistemas formais sdo
operagdes parciais. Por exemplo, segundo a regra Modus Ponens (MP) temos que, dadas as
formulas ‘A’ ¢ ‘A = B’ podemos concluir ‘B’. Logo, temos que a terna (A — B, A, B)
representa um conjunto de operagdes parciais 2-arias e unitrias, que estdo definidas somente
para as formulas de tipo A —» B e A.

(iv) Como, por definigdo, as nog¢des de demonstragdo e de dedugdo sdo sequéncias de
formulas, em que cada formula é um axioma, ou uma consequéncia direta de algumas das
formulas precedentes em virtude de uma das regras de inferéncias (operagdes parciais), temos,
pois, que demonstrar ou deduzr, em um sistema formal, também é operar sobre signos, pois
essas agdes sdo o resultado de uma composi¢do de operacdes parciais definidas pelas regras
de inferéncia.

(V) Em particular, os diversos signos que servem para constituir a linguagem dos
sistemas formais, tais como, por exemplo, =, ['r, I etc. sdo simbolos coletivos ¢ ndo guardam
semelhanca com seu significado; logo, sdo signos.

Podemos assim concluir que um sistema formal pode ser visto como um sistema de
esquemas de operagdes sobre signos.

Quanto a parte semantica de um sistema axiomatico, vejamos como interpreta-la em
termos de sistemas de esquemas de operagdes sobre signos na proxima se¢do. Por delimitagio

do trabalho, trataremos apenas da Logica de Primeira Ordem.

5.2. Estruturas para Linguagens de Primeira Ordem
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Uma Teoria Formal para o Célculo de Predicados de Primeira Ordem ¢ apresentada
por Shoenfield (1967, p. 10-25). Abaixo utilizamos de tal apresentacdo. Notemos, em cada
um dos itens, que tal teoria contempla a defini¢do de Sistema Formal, como apresentada na
secdo anterior.

Parte 1.

Defini¢éo 5.3. Uma Linguagem de Primeira Ordem ¢ definida como uma linguagem
na qual o alfabeto e as formulas sdo como os descritos abaixo*:

1) Alfabeto:

(i)  Asvariaveisx y,zwW, X, Y, Z, W, X",y W', ..;>

(i)  Para cada n, os sSimbolos funcionais n-arios e os simbolos predicativos n-arios,
(i)  Os signos logicos = (negacdo), V (disjuncdo) e 3 (existencial).

Outra nogdo presente em uma linguagem de primeira ordem que nos interessa ¢ a

nocio de termos e de formulas.

2) Definicéo (por indugdo generalizada). Termos:

(1) Uma variavel ¢ um termo;

(i)  Seuy, ..., u, sio termos e f é simbolo funcional n-ario, entdo f (uy, ..., u,) ¢ um
termo.”
Notemos que os termos sdo as expressdes da linguagem formal que designam

individuos.

3) As férmulas atbmicas sdo expressdes da forma p(aq, ..., a,), onde p é o simbolo

predicativo n-ario.
Definicdo (por inducdo generalizada). Férmulas’’:
(1) Uma formula atdmica ¢ uma formula;
(i1) Se u é uma férmula, entdo —u é uma férmula;
(i)  Seu e v sdo formulas, entdo u V v é uma férmula;

(iv)  Seu é uma férmula, entdo Ixu € uma formula.

3 Notemos que a Parte 1 contempla os itens 1-2, apresentados na Se¢@o 5.1. Em especial, a Parte 1

contempla a linguagem da Teoria Formal (de Primeira Ordem), isto ¢, contempla o (1) conjunto de signos ou
alfabeto do sistema formal e as expressdes da linguagem,; e (2) as formulas da linguagem.

4 Cf. Shoenfield (1967, p. 14).

» As variaveis podem significar qualquer individuo, desde que seu significado se mantenha fixo em
qualquer contexto.

> Notemos que o simbolo funcional 0-ario ¢ chamado constante e, como parte de (ii), uma constante ¢ um
termo.

57 Cf. Shoenfield (1967, p. 15).
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Definida a linguagem, a parte sintatica de uma teoria de primeira ordem, podemos
agora definir a parte semantica, relativas as estruturas para a linguagem. Como veremos, no
caso das estruturas para uma linguagem de primeira ordem, o significado consiste de um
dominio e uma atribui¢io para cada simbolo ndo-16gico™.

De maneira mais precisa, seja L uma linguagem de primeira ordem. Temos entdo a
seguinte definigdo.

Defini¢é@o 5.4. Uma estrutura 2 para L consiste dos seguintes elementos:

(1) Um conjunto ndo-vazio ||, denominado dominio de A. Os elementos de |A| sdo
denominados os individuos de 2.

(i)  Para cada simbolo f de fun¢do n-aria de L, existe uma fung¢do n-aria fo de ||
para |].

(iii)  Para cada simbolo p de predicado n-ario de L (exceto o simbolo de igualdade),
existe um predicado N-ario per em |A|.>

Dada uma estrutura para uma linguagem L, nosso objetivo agora sera definir quando
uma férmula qualquer A de L ¢ valida na estrutura 2, isto €, quando todos os significados de
A sdo verdadeiros em 2.

Para tal, Shoenfield (1967, p. 18) estende a linguagem L introduzindo uma constante
(fungdo 0-aria) para cada individuo da estrutura. Segundo ele, “considerando 2 uma estrutura
para a linguagem de primeira ordem L, nds temos que, para cada individuo a de U, nds
escolhemos uma nova constante, denominada o nome de a.” A linguagem de primeira ordem
obtida de L adicionando todos os nomes dos individuos da estrutura 2l é designado por L(2).

Definicdo 5.5. Uma expressdo ¢ sem variaveis (variable-free) se ela ndo contém
variaveis.

Defini¢cdo 5.6. O numero de ocorréncias de signos em uma expressdo ¢ chamado o
comprimento da expressdo.

A partir da definicdo de L(U), o individuo A(a) de A para cada termo sem variaveis a

de L(A) ¢ definido por indu¢do no comprimento de a. Considerando uma expressdo sem

58 Simbolos ndo légicos sdo os simbolos funcionais ou simbolos predicativos (com excecdo do simbolo de

igualdade). Todos os outros simbolos sdo simbolos 16gicos. Notemos que a distin¢@o entre simbolo ndo-logico e
simbolo logico ¢ analoga a distingdo entre axiomas 16gicos e ndo-logicos que fizemos na Segéo 5.1.

5 Cf. Shoenfield (1967, p. 18). Notemos que até o momento, nds apresentamos as estruturas matematicas
— chamando-as de estruturas matematicas especificas — sem a defini¢do de uma linguagem para a qual a estrutura
esta definida. No entanto, a partir do presente momento, como queremos mostrar que, dado um sistema formal
como a parte sintatica do sistema de operagdes sobre signos, podemos construir sua parte semantica, definindo
estruturas matemdticas para a linguagem desses sistemas formais e, a partir da construcdo dessas estruturas
quando suas linguagens sdo linguagens de primeira ordem, elas sdo completas.
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variaveis, definimos: “Se a ¢ um nome, 2(a) é o individuo do qual a é o nome. Se a ndo é um
nome, entdo (desde que ele ndo contém variaveis), ele deve ser f(a4, ..., a,), em que f ¢ um
simbolo funcional de L.” E temos, pois, que A(a) ¢ fy (A(a,), ..., A(a,)).

Temos entdo as seguintes defini¢des que nos permitem definir quando uma férmula é
valida em uma estrutura e quando uma estrutura é¢ modelo para uma teoria.

Definigdo 5.7. Uma formula A ¢ fechada se ndo ha variavel livre em A.

Notacdo 5.1. Noés utilizamos b,[a] para designar a expressdo obtida de b pela
substitui¢do de cada ocorréncia de X por a. Igualmente utilizamos A,[a] para designar a
expressdo obtida de A pela substitui¢do de cada ocorréncia livre de X por a.

Defini¢éo 5.8. Para cada formula fechada A em L (), os valores de verdade 2[(A) sdo
definidos por indu¢do no comprimento da férmula A.

(i) Se A ¢é “a = D", entdo, desde que A ¢ uma formula fechada, a € b devem ser
variaveis livres. Assim, A(A) = T sse A(a) = A(b). Em outras palavras, A(a) ¢ A(b) sdo o
mesmo.

(i) Se A € pg,,..q, onde p ndo ¢ o simbolo de igualdade, nds temos que A(A) =T se, e
somente se, py(A(a,), ..., Ala,)), isto &, (Aa,), ..., A(a,)) pertencem ao predicado py.

(iii) Se A é —B, entdo A(A) ¢ H_(UA(B)), onde se H_(A) =T entdo H_(B) = F, sendo
H_(a) é uma funcdo de verdade®.

(iv) Se A é B v C, entdo A(A) é H,(AB), A(C)), onde H,(a,b) ¢ uma funcdo de
verdade binaria definida por H,(T,T) = H,(T,F)=H,(F,T)=T e H,(F,F) =F.

(V) Se A é 3xB entdo A(A) =T se, e somente se, A(B,[i]) = T para algum i em L(20).

Definigdo 5.9. Se A ¢ uma formula de L, uma U-instdncia de A é uma foérmula
fechada da forma A[iy, ..., i,,] em L(A).

Definicdo 5.10. Uma formula A de L € valida em A se A(A’) = T para toda U-
instdncia A’ de A. Em particular, uma formula fechada A de L ¢ valida em U se, e somente
se, A(A)="T.

Parte 2.°'

Definigdo 5.11. Uma Teoria de Primeira Ordem T é um Sistema Formal tal que:

6 Uma fung@o de verdade é uma func¢éo do conjunto de valores de verdade para o conjunto de valores de

verdade. Neste caso, se A é uma férmula qualquer e tem o valor de verdade a, entdo —A tem o valor de verdade
H_(a), onde H_, ¢ uma fun¢@o de verdade unaria definida como: se H_(T) = F, entdo H_ (F) =T, onde T é o
simbolo que representa o valor de verdade verdadeiro (em inglés, true) e F é o simbolo que representa o valor de
verdade falso (ou false).

o Notemos que a Parte 2 contempla os itens (3-4), apresentados na Se¢do 5.1. Em especial, a Parte 2
contempla o item (3), conjunto de axiomas do sistema formal e o item (4), o conjunto de regras de inferéncia.
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(i) a linguagem de T é uma linguagem de primeira ordem;
(ii) os axiomas de T sdo os axiomas 16gicos de L(T), enunciados abaixo, ¢ alguns
outros axiomas nao logicos.
(A1) Axioma Proposicional: ~A V A.
(4,) Axioma da Substituigdo: A, [a] » IxA.*
(A3) Axioma da Identidade: x = x.
(As) Axioma da Igualdade: X = y; = ... @ X = Yn = fe,.x,= [y,..y, OU
X1 =YV172..2Xn = Yn 2 Pxyxp” Pyioyn
(iii) as regras de T sdo as regras abaixo (R1-R5).
(Rq) Regra da Expansdo: Inferir B vV A de A.
(R3) Regra da Contragdo: Inferir A de A V A.
(R3) Regra Associativa: Inferir (AVB)v Cde Av (BV C).
(R4) Regra do Corte: Inferir BV Cde AvBe—AVC.
(Rs5) Regra da Introdugdo do Existencial: Se X ndo ¢ livre em B, inferir 3xA — B
de A - B.
Definigdo 5.12. Um modelo para uma teoria de primeira ordem T é uma estrutura para
L(T) na qual todos os axiomas ndo-logicos de T sdo validos. Uma formula é validaem T se

ela é valida em todo modelo de T.

5.3. O Teorema da Completude para Linguagens de Primeira Ordem

Nesta secdo, elaboramos uma breve descricdo da demonstracdo do Teorema da
Completude para linguagens de primeira ordem, de acordo com Shoenfield (1967) ¢ a
analisamos, conjuntamente com seu papel frente a compreensdo das estruturas matematicas,
segundo os sistemas de operacdes sobre signos. A versdo do teorema que apresentaremos
nesta secdo diz que “Uma Teoria T é consistente [que diz respeito a parte sintatica, uma
propriedade de uma teoria formal] se, ¢ somente se, tem modelo [que diz respeito a parte
semantica, as estruturas para linguagens]” e, como veremos, sua demonstragdo pode ser
interpretada como a “constru¢do” de um modelo a partir de operagdes parciais sobre objetos

sintaticos (signos).

62 Lembremos que A, [a] designa a expressdo obtida de A pela substitui¢do de cada ocorréncia livre de X

por a. Assim o axioma diz que se temos uma expressdo obtida de uma formula A pela substitui¢do de cada
ocorréncia livre de x por &, entdo existe um X que satisfaz A.
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Vejamos entdo definigdes e proposi¢des necessarias para demonstrar o Teorema da
Completude para, posteriormente, analisar a demonstragdo por meio dos sistemas de

~ . 6
esquemas de operagdes sobre signos.”

5.3.1. A Definic¢do de Estrutura Candnica

Nesta secdo, apresentemos a defini¢do de Estrutura Canoénica. Para tal, sdo necessarias
algumas defini¢des preliminares.

Definigédo 5.13. Uma teoria T é inconsistente se toda formula de T ¢ um teorema de T.
Caso contrario, dizemos que T é consistente.

Definigdo 5.14. Se a e b sdo termos livres de variaveis de T, entdo definimos a ~ b
como , a=Db.%

Notemos que ~ ¢ uma relagdo de equivaléncia, isto ¢, que ~ é (i) reflexiva “a~ a”, (ii)
simétrica “se a ~ b entdo b ~ a” e (iii) transitiva “sca~beb~ centdoa ~c”.

Notacdo 5.2. Seja || o conjunto de todas as classes de equivaléncia de ~.
Designaremos a classe de equivaléncia de a por a®. Assim, a® = {b € L(T); b~a}, sendo b e
a termos livres de variaveis.

Seja T uma teoria contendo uma constante (simbolo de fung¢do 0-ario - termo).
Podemos agora definir uma estrutura 2, que denominaremos Estrutura Candnica para T.

Defini¢cdo 5.15. Uma estrutura candnica para T (cuja linguagem ¢é L) é constituida
por:

(i) O conjunto || das classes a® de equivaléncia dos termos livres de variaveis de L.

(ii) Para cada simbolo f de fun¢do n-aria de L, uma fungo n-aria fo de |U| para ||,
definida por fy(a? ...,ayn )= (fa,,..a,)°-

(iii) Para cada simbolo p de predicado n-ario de L, um predicado n-ario pg em ||,
definido por py(a? , ..., ap ) se, e somente se, b7 Py, qa, -

As proposigdes abaixo nos permitem saber como interpretar os termos e as formulas
atomicas da linguagem L da Teoria Consistente T.

Proposicédo 5.1. A(a) = a°, para cada termo sem variaveis ade T.m

Proposicdo 5.2. Se A ¢ uma formula atdmica livre de variaveis, entdo A(A) =T se, ¢

somente se, - A.1

6 Notemos também que os resultados e demonstracdes detalhadas relativas as partes da demonstragido do

Teorema da Completude podem ser encontradas em Shoenfield (1967, p. 43-48). Neste texto apenas
enunciaremos alguns resultados.
6 Conforme Item 3, da Definig&o 5.2, a expressido -, a= b indica que “a=Db" ¢ teorema em T.
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Vemos que a definicdo de estrutura candnica implica que toda formula atémica livre
de variaveis de T ¢ valida em sua estrutura candnica. Seria, pois, a estrutura canénica um
modelo para T? Ou seja, sera que toda formula fechada de T é verdadeira em sua estrutura

candnica? Essa questdo nos leva a proxima sec¢fo.

5.3.2. Teorias de Henkin Completas e Modelos para Teorias Consistentes

Nesta secdo, tratamos das questdes: dada uma teoria T consistente, a Estrutura
Candnica para T ¢ um modelo para T? Se ndo, quais sdo as condigdes para que o seja?

Notemos inicialmente que os resultados obtidos pela definicdo de estrutura candnica,
nos permitem interpretar somente os termos e as formulas atomicas livres de variaveis da
linguagem L da Teoria T. Nesse sentido, tais resultados ndo sdo validos para qualquer
formula fechada (ou sentenga), como, por exemplo, uma foérmula com quantificador
existencial.

Nosso trabalho é o de mostrar que uma féormula fechada ¢ valida na estrutura se, e
somente se, ela é um teorema.

No entanto, notemos dois problemas iniciais a respeito dos resultados obtidos pela
definicdo de estrutura candnica: tais resultados ndo sdo validos para qualquer formula fechada
ou sentenca.

1) Suponhamos uma teoria T consistente com apenas dois axiomas —~Ma e IxMx,
onde MX representa uma propriedade (um predicado undrio) e tal que a linguagem de T tem
apenas M e a como simbolos ndo 16gicos. Nesse caso, o Unico termo sem variaveis € a e sua
classe de equivaléncia é a® = {a} e, portanto, ndo temos um individuo na estrutura que
satisfaca o axioma IxMx, ja que ndo € o caso que F; Ma. Ora, a interpretagdo da férmula
AxMx diz que existe pelo menos um individuo na estrutura 2 que satisfaz a propriedade M ¢
vimos que tal formula, segundo a construcdo da estrutura U, ¢ falsa. Assim, temos que ter
sempre, na estrutura, um individuo associado aos teoremas da forma IxMx.

2) Outro problema apresentado ¢ aquele no qual os teoremas podem ndo determinar a
verdade ou falsidade de todas as férmulas, ja que pode existir uma férmula fechada A tal que
nem A nem —A ¢ um teorema.

Esses dois problemas nos levam a consideragdo de algumas teorias particulares, que
nos permitem eliminar as dificuldades geradas: as Teorias de Henkin (primeira problema) e as
Teorias Completas (segundo problema).

Definigdo 5.16. Uma Teoria T ¢ uma Teoria de Henkin se para toda instanciagdo

fechada de tipo 3xA de T, existe uma constante etal que -y IxA — A,[e].
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Definicdo 5.17. Uma férmula A de T ¢ indecidivel em T se nem A nem —A ¢ teorema
em T. Caso contrario, A ¢ decidivel em T.

Definigdo 5.18. Uma teoria T é completa se ela ¢ consistente ¢ se toda formula
fechada em T € decidivel em T. Em outras palavras, T ¢ completa se, para toda féormula
fechada A em T, exatamente uma das formulas A ou —A é um teorema.

Com as defini¢des acima, temos entdo o seguinte resultado.

Lema 5.1. Sejam T uma teoria de Henkin completa, 2 a estrutura candnica para T ¢
A uma formula fechada de T. Entdo 2(A) =T sse A ¢ um teorema de T.m

O resultado abaixo é uma consequéncia imediata do Lema anterior.

Corolario 5.1. Se T € uma Teoria de Henkin Completa, entdo a Estrutura Candnica
para T ¢ um modelo de T.m

Notemos entdo que, se os teoremas de uma teoria T consistente sdo também teoremas
de uma teoria H de Henkin completa, entdo como a estrutura candnica ¢ modelo de H, ela é
também modelo de T. Logo, a ideia geral da demonstragdo do Teorema da Completude sera
construir uma Teoria de Henkin Completa com essa propriedade, para uma teoria T
consistente.

Mas como obtemos Teorias de Henkin ¢ Teorias Completas? Como construi-las de
maneira que as duas dificuldades apresentadas acima possam ser eliminadas?

Uma explicitagdo detalhada de como obter Teorias de Henkin e Teorias Completas
pode ser encontrado no Capitulo 4, em Shoenfield (1967). Resumidamente, podemos dizer
que nds ampliamos a linguagem L da Teoria T com o acréscimo do que Shoenfield (e como
usualmente se diz em Ldgica) chama de uma constante especial. A linguagem obtida de L
pela adi¢do de todas as constantes especiais de todos os niveis ¢ denotada por L.. Nesse
sentido, se 3xA é uma instanciacdo fechada de L., entdo existe em L, uma Unica constante
especial para 3xA.

Além disso, acrescentaremos, aos axiomas de T, novos axiomas para as constantes
especiais, que denominaremos de axiomas especiais: se I ¢ a constante especial para IxA,
entdo a formula 3xA — A, [r] é chamada de axioma especial.

Logo, verificamos que, em vias de eliminar a restricdo do problema das férmulas
existenciais, nos definimos constantes especiais ¢ atribuimos uma formula — axioma especial
— para essas constantes. Assim, temos uma nova teoria T, cuja linguagem ¢ L.

A partir dessas consideragdes, temos entdo as seguintes definicdes e resultados,

segundo Shoenfield (1967, Capitulo 4).
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Definigdo 5.19. Uma Linguagem de Primeira Ordem L’ é uma extensdo de uma
Linguagem de Primeira Ordem L se todo simbolo nao-logico de L ¢ simbolo ndo 16gico de L’.

Defini¢cdo 5.20. Uma Teoria T’ é uma extensdo de uma teoria T se L(T') ¢ uma
extensdo de L(T) e todo teorema de T ¢ um teorema de T°.

Definigdo 5.21. Uma extensdo conservativa de uma teoria T € uma extensdo de T’ tal
que toda formula de T, que é teorema de T’, é um teorema de T.

Lema 5.2. T, ¢ uma extensdo conservativa de T.m

Defini¢éo 5.22. Uma extensdo T’ de uma teoria T ¢ uma extensio simples completa se
T e T’ tém a mesma linguagem.

Teorema 5.1 (Teorema de Lindenbaum). Se T é uma teoria consistente, entdo T tem
um extensao simples completa.m

Definigéo 5.23. Se a Linguagem de Primeira Ordem L’ ¢ uma extensdo da Linguagem
de Primeira Ordem L e 2’ ¢ uma estrutura para L’, entdo obtemos uma estrutura 2 para L
pela omissdo de algumas fungdes e predicados de 2’. Chamamos U a restricdo de A’ para L e
denotamos por 2’ /L. Dizemos também que 2’ é uma expansdo de A de L.

Assim definida 2, temos que A(A) = A’ (A) para cada formula fechada de L(20).

O proximo resultado ja é um resultado importante sobre completude, uma vez que
encontra um modelo de uma teoria T a partir de um modelo de sua extenséo.

Lema 5.3. Se T’ € uma extensdo de T e &’ ¢ um modelo de T, entdo A’/L(T) € um
modelode T. m

Com essas defini¢des e resultados, podemos passar a demonstracdo do Teorema da

Completude e sua analise em termos do sistema de operacgdes sobre signos.

5.3.3. O Teorema da Completude e o Sistema de Operacdes sobre Signos

Resta-nos, agora, demonstrar uma versdo do Teorema da Completude ¢ mostrar como
essa versdo implica na versdo original, demonstrada por Godel. A partir da demonstrag@o,
passaremos a uma breve analise do papel do sistema de esquemas de operagdes sobre signos
na compreensdo das estruturas matematicas e, em especial, na demonstracdo do Teorema da

Completude.

5.3.3.1. A demonstracdo do Teorema da Completude
Teorema da Completude (Primeira Forma, Gédel, 1929).

Uma formula A deuma teoria T éumteorema emT se, e somente, évalidaem T.
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Teorema da Completude (Segunda Forma).

Uma teoria T é consistente se, e somente se, tem modelo.

Notemos, inicialmente, o seguinte resultado.

Proposicédo 5.3. A segunda forma do Teorema da Completude implica a primeira.

Demonstracdo. Seja A um teorema de T. Pelo corolario do teorema da redugdo para
consisténcia (Shoenfield, 1967, p. 42), T[~A’] ¢ inconsistente, onde A’ € o fecho de A. Pela
contrapositiva da segunda versdo do teorema da completude, T[~A’] nd3o tem modelo.
Portanto, ndo existe modelo de T em que —A’ é valida. Assim, ndo existe modelo de T em que
A’ ndo é valido. Logo, A’ ¢ valida em todo modelo de T. Logo, A’ ¢ valida em T e, pelo

corolério do Teorema do Fecho (Shoenfield, 1967, p. 32), A é validaem T. m

Demonstracdo da ida da Segunda Forma do Teorema da Completude: Se T é uma
teoria consistente entdo T tem modelo.

Demonstracgdo. Se T é uma teoria consistente, entdo, pelo Lema 5.2, Tc é extensdo
conservativa de T, ¢ como T ¢ uma teoria consistente, entdo Tc é consistente. Pelo Teorema
de Lindenbaum (Teorema 5.1), Tc tem uma extensdo simples completa U. Como U é uma
extensdo simples de uma Teoria de Henkin, entdo U é uma Teoria de Henkin. Pelo Corolario
5.1, U tem modelo, que ¢ a sua estrutura candnica. Pelo Lema 5.3, como U é uma extensdo de

T, entdo T tem modelo. m

Demonstracao da volta da Segunda Forma do Teorema da Completude Se T tem
modelo entdo T é uma teoria consistente.

Demonstracdo. Suponha que T tem modelo 2. Seja A uma féormula fechada de T.
Entdao A(A A —=A4) = F. Logo, (A A —=A) ndo ¢ valida em T e, pelo teorema da validade, (A

A =A4) ndo é teorema. Portanto, T € consistente. m

5.3.3.2. Analise da demonstragdo do Teorema da Completude por meio do
Sistema de Operagdes sobre Signos

Nesta se¢do, apresentamos uma breve analise da demonstragdo do Teorema da
Completude por meio do sistema de operacdes sobre signos.

Comecemos notando que as teorias sdo a forma com que as estruturas matematicas

(especificas e abstratas) sdo expressas em Matematica. Nesse sentido, as teorias axiomaticas
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tém uma parte sintatica, que podem, em geral, ser representadas por sistemas formais, ¢ uma
parte semantica, que sdo as proprias estruturas matematicas.

Como visto na Se¢do 5.1, relativamente a parte sintatica de um sistema axiomatico,
um sistema formal pode ser considerado um sistema de esquemas de operagdo sobre signos.

Como vimos na Se¢éo 4.3.2, podemos considerar que a compreensido de uma estrutura
matematica se dd a partir de um sistema de esquema de transignagcdes que representa tal
estrutura.

Agora, além dessas consideragdes, a propria forma com que, em geral, se mostra a
correlagdio entre teorias e estruturas, isto ¢, o Teorema da Completude, foi demonstrado
construindo um sistema de esquemas de operagdes sobre signos.

Com efeito, vimos na se¢do anterior, que o Teorema da Completude foi demonstrado
construindo, para uma teoria T consistente, uma extensdo H que ¢ uma teoria de Henkin
completa; como a estrutura candnica de H é modelo de H, ela é também modelo de T.
Notemos, pois, que, como foi mostrado na Se¢éo 5.1, quanto a parte sintatica, relativa a uma
Teoria T e as suas extensdes, os termos e formulas sdo signos que compdem as linguagens
de T e suas extensdes, logo, a parte sintatica pode ser considerada um sistema de esquemas de
operacdes sobre 0s signos da linguagem. Quanto a parte semantica, por sua vez, no caso das
linguagens de primeira ordem, temos que a estrutura candnica ¢ constituida de operagdes
parciais sobre nomes, que também s&o signos (da forma como definimos, podemos nomear
os individuos da estrutura). Assim, a noc¢do de sistema de esquemas de operagdes sobre signos
possibilita explicar como conseguimos compreender as estruturas matematicas e, em especial,
as construgdes que permitem demonstrar o Teorema da Completude. Analisemos esse ultimo
caso com mais detalhes.

No caso de uma teoria formal consistente em geral, ela delimita algumas das
operacdes parciais possiveis sobre constantes (como definimos), sendo possivel a defini¢do de
uma estrutura candnica como fizemos. Notemos entdo que as operacdes sobre a parte
semantica sdo assim estabelecidas pelas operacdes sobre a parte sintatica. No caso de uma
Teoria de Henkin Completa, ela estabelece todas as operagdes parciais possiveis sobre nomes.
Nesse caso, podemos entdo falar de modelo (ou seja, uma estrutura — canénica — na qual toda
sentenga da teoria consistente ¢ verdadeira ou falsa). Por isso, para demonstrar o teorema da
completude estendemos uma teoria formal consistente a uma Teoria de Henkin Completa.
Como evidencia o proprio Shoenfield:

[Em relagdo ao Teorema da Completude] ndés nos confrontamos como o
seguinte problema: dada uma teoria consistente T, como devemos encontrar
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um modelo de T? Uma vez que somente a teoria ¢ dada, nds devemos
construir nosso modelo [parte seméntica] a partir de objetos sintaticos.
Agora as expressdes de T que designam individuos particulares sdo os
termos livres de varidveis. A ideia basica € tomar esses termos como
individuos e deixar que os teoremas de T nos falem o que € verdadeiro sobre
esses individuos. Na verdade, os individuos serdo conjuntos de termos livres
de variaveis; isso é necessario porque os teoremas de T podem forcar dois
termos livres de varidveis para representar o mesmo individuo®
(SHOENFIELD, 1967, p. 44, tradugao ¢ italicos nossos).

Com relacdo a Estrutura Candnica, temos que, primeiramente, por meio de dois termos
livres de variaveis a e b, definimos uma rela¢do — de equivaléncia — entre eles. Lembremos
entdo que tanto a quanto b sdo termos que designam individuos da estrutura considerada.
Nesse sentido, a ¢ b ou sdo nomes (signos) de individuos ou sdo simbolos funcionais n-arios
(signos) associados as fungdes N-arias da estrutura. No caso da estrutura candnica, a cada
termo sem variaveis a nds associamos um conjunto de elementos da linguagem (signos,
portanto) da teoria que estdo relacionados com a por meio de ~. Assim pensada, o dominio da
estrutura candnica ¢ constituido por conjuntos de operagdes sobre signos, operagdes parciais
determinadas pela rela¢do ~, que por sua vez foi determinada por - a = b, concernente a um
sistema de esquemas de operagdes sobre signos. Mais ainda, como vimos, ao termo f, o da
linguagem, ¢ associada uma classe de equivaléncia (f,,, . q,)° que, na estrutura candnica U, €

a fungdo fy(a? ..,ap); ao simbolo de predicado pg, o, ¢ associado um predicado

n
pu(as,...,a3); nesse sentido as classes de equivaléncia formadas por meio dos termos

ay, ..., A pertencem ao predicado py se, € somente se, Pg,,.q, ¢ teorema na teoria da qual a

n
estrutura candnica 2 esta associada.

Percebemos assim como, através de um sistema de esquemas de operagdes sobre
signos, as teorias (parte sintatica), definimos uma estrutura candnica (parte semantica), por
meio da defini¢do das classes de equivaléncia formadas por termos das linguagens dessas
teorias.

Quanto as teorias de Henkin e as teorias completas, a analise ¢ mais imediata. Uma
vez que uma Teoria de Henkin é uma teoria formal especifica, entdo ela ¢, em si, um sistema

de esquemas de operacdes sobre signos.

6 [...] We are faced with the following problem: given a consistent theory T, how shall we find a model f

T? Since only the theory is given, we must build our model from syntactical materials. Now the expressions of T
which designate particular individuals are the variable-free terms. The basic idea is to take these terms as
individuals, and let the theorems of T tell us what is to be true of these individuals. Actually, the individuals will
be sets of variable-free terms; this is necessary because the theorems of T may force two variable-free terms to
represent the same individual.
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Como vimos, dada uma Teoria de Henkin Completa T (que € um sistema de esquemas
de operacdes sobre signos), entdo a estrutura candnica para T (representada por um sistema de
esquemas de operagdes sobre signos) ¢ um modelo para T, o que implica que um modelo
também pode ser representado (e construido) através de elementos sintaticos por um sistema
de signos e de operacdes parciais sobre eles. Assim, construimos uma estrutura na qual toda a
sentenga da teoria é verdadeira ou falsa através de sistemas de esquemas de transignagdes.

Por fim, é importante dizer que em relacdo a construgdo de teorias completas, bem
como em relagdo ao tratamento de conjunto infinito de signos, Shoenfield utiliza de resultados
da Teoria de Conjuntos. A ideia subjacente neste ponto ¢ notar que ao utilizar a Teoria de
Conjuntos — que ¢ uma Teoria Formal — estamos utilizando um sistema de esquemas de
operagdes signos.

Com esses resultados esperamos ter mostrado como a nog¢do de sistema de esquemas
de operagdes sobre signos permite explicar como o ser humano se torna capaz de
compreender as estruturas matematicas (especificas e abstratas) e como a Matematica, feita
por matematicos, pode ser vista como a constru¢do de diversos sistemas de operagdes sobre

signos.



102

CONSIDERACOES FINAIS

De maneira geral, o objetivo do presente trabalho foi explicitar, a partir da
Epistemologia e Psicologias Genéticas, as relagdes entre as estruturas epistémico-
psicolégicas, descritas por Piaget ao longo de sua obra, ¢ as estruturas légico-matematicas
formalizadas e, a partir dessas relagdes, buscar responder a pergunta COMO O Sujeito
compreende as estruturas |6gico-matemati cas?

Para tal, no primeiro capitulo explicitamos o que entendemos por formas matematicas
a partir das nogdes de estruturas e de isomorfismos entre estruturas. Assim, na Se¢do 1.1,
apresentamos a definicdo de estrutura matematica especifica, a partir do trabalho de
Shoenfield (1967); na Se¢do 1.2, introduzimos a definicdo de operagdo parcial unitaria e
mostramos como uma estrutura matematica especifica A pode ser considerada como
constituida de conjuntos de conjuntos de operagdes parciais unitarias no conjunto de
individuos de A; na Se¢do 1.3, exemplificamos uma das mais importantes estruturas estudadas
em Matematica: a Estrutura de Grupo e tratamos da nog¢do de estrutura matematica abstrata,
introduzida através da nogo de sistema abstrato de Kleene (1952), para mostrar que o grupo ¢
uma estrutura matematica abstrata; na Se¢ao 1.4, explicitamos o que entendemos por forma
matematica.

O objetivo do segundo capitulo foi, a partir da explicitacdo da estrutura epistémico-
psicolégica Grupo Pratico de Deslocamentos (GPD), mostrar como as formas matematicas
estdo presentes nas acdes sensorio-motoras. Para tal, apresentamos inicialmente alguns
elementos da teoria de Piaget que dizem respeito ao Periodo Sensério-Motor. Por isso, na
Segdo 2.1, explicitamos duas nogdes fundamentais da Epistemologia Genética ¢ que foram
conceitos centrais para o presente texto: a definicdo de estrutura para Piaget e a nocdo de
estrutura epistémico-psicoldgica; na Se¢do 2.2, apresentamos a estrutura Grupo Préatico de
Deslocamentos, introduzida por Piaget (cf. 1970; 1978; 2008) e por Piaget e Inhelder (2002)
e explicitada por Margal e Tassinari (2013); por fim, na Se¢éo 2.3, tentamos responder se o
sujeito no Periodo Sensdério-Motor ja possui uma estruturacdo que comporta uma forma
matematica que ¢ fundamental, por sua vez, para as constru¢des ulteriores, ainda que tal
forma seja inconsciente para esse sujeito. Neste ultimo caso, vimos como o GPD tem a forma
matematica de um Grupo, mostrando que ja existe uma forma matematica na estruturagio
sensorio-motora.

No terceiro capitulo, buscamos mostrar a existéncia de uma estrutura epistémico-

psicoldgica, o sistema de esquemas de transfiguracbes, necessaria para explicitagdo da
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passagem na qual a crianga age sobre a experiéncia sensivel a estrutura¢do ldgico-matematica
do real, segundo os trabalhos de Tassinari (1998, 2011). Além disso, mostramos a existéncia
de uma estrutura matematica subjacente a tal estrutura epistémico-psicoldgica, os Digrafos-
RPT, estabelecendo uma relac¢do entre a estrutura mental e uma estrutura matematica. Para tal,
na Secdo 3.1, apresentamos a defini¢do de opera¢do em Piaget (1957, p. 45) e algumas
caracteristicas do pensamento operatdrio concreto (Agrupamento); na Secdo 3.2,
estabelecemos uma relacdo entre o sistema de esquemas de transfiguracdo e as operagdes
concretas, mostrando, através de um exemplo, como essas resultam da coordenagido daqueles;
na Se¢do 3.3, mostramos as relagdes entre o sistema de esquemas de transfiguragdes e a
estrutura de Digrafos-RPT; por fim, na Se¢do 3.4, propomos designar as transfiguragdes e
seus esquemas de operacdes sobre simbolos e mostramos que as operagdes parciais podem
ser consideradas como formas matematicas dessas operagdes sobre simbolos.

No Capitulo 4, elaboramos nossas principais hipdteses para responder a pergunta
“como o sujeito compreende as estruturas légico-matematicas formais e abstratas?”. Para tal,
na Secdo 4.1, apresentamos as caracteristicas gerais do Periodo Operatério Formal ou
Hipotético-Dedutivo; na Se¢do 4.2, apresentamos a passagem do Periodo Operatorio
Concreto ao Periodo Operatdrio Formal. Para introduzirmos a no¢do de esquemas de
transignacdes e a compreensdo das estruturas 16gico-matematicas, a Se¢ao 4.3 foi dividida em
trés partes. Na primeira parte, apresentamos a defini¢do de transignagdo e mostramos como o
sistema de operagdes formais pode ser visto como resultado da coordenagdo de esquemas de
transignagdes; na segunda parte, discutimos como o sistema de esquemas de transignacdo nos
permite compreender as estruturas matematicas; por fim, na terceira parte, apresentamos a
forma geral do funcionamento do sistema de operagdes sobre signos.

No ultimo capitulo do trabalho, Capitulo 5, mostramos como os sistemas formais e
estruturas para linguagens de primeira ordem podem ser vistos como sistemas de operagdes
sobre signos ¢ como a demonstracdo de uma versdo do Teorema da Completude de Godel,
segundo Shoenfield (1967), ¢ feita encontrando um modelo (a partir de um sistema de
operacdes sobre signos) para uma teoria consistente, através de operagdes parciais sobre os
signos da linguagem formal dessa teoria. A escolha pela andlise do Teorema da Completude
se deu devido a sua demonstrag¢do: a construgdo de um modelo através de operagdes sobre
elementos sintaticos (um sistema de signos), mostrando que, neste caso também, o sujeito
epistémico compreende as estruturas abstratas por meio de um sistema de operagdes sobre
signos, estrutura epistémico-psicoldgica caracteristica do Periodo Operatério Formal ou

Hipotético-Dedutivo.
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Sobre a compreensdo do conhecimento matematico por parte do sujeito epistémico,
apoiados na Epistemologia Genética nossa inten¢do foi a de mostrar a existéncia de uma
estrutura epistémico-psicolégica que coincide, por assim dizer, com a representacdo de uma
estrutura matematica especifica, conforme definida no decorrer do primeiro capitulo deste
texto. Nesse sentido, o sistema de operagdes sobre signos ¢ a estrutura epist€émico-psicologica
necessaria para a compreensdo das estruturas 16gico-matematicas. Mas, na medida em que as
estruturas matematicas foram definidas, neste trabalho, em termos de conjuntos de conjuntos
de operagdes parciais sobre o conjunto de individuos do dominio da estrutura, entdo pudemos
corresponder uma estrutura epistémico-psicologica com as estruturas matematicas em geral,
uma vez que as operagdes matematicas parciais foram consideradas formas matematicas das
operagdes mentais (concretas e formais).

De forma resumida, podemos dizer que a correspondéncia entre as estruturas
epistémico-psicoldgicas e as estruturas matematicas permite explicar como essas ultimas s&o
possiveis na medida em que aquelas adquirem a forma dessas e também permite explicar
como o sujeito entende essas ultimas na medida em que elas sdo formas de um sistema de
acdes e operagdes, ou seja, acdes e operagdes que o sujeito coordena segundo formas
matematicas, o que permite entdo que ele venha a tomar consciéncia dessas formas. Nesse
sentido, as estruturas especificas e abstratas sdo construidas através de abstragdes reflexivas e
experiéncias l0gico-matematicas sobre operagcdes do pensamento natural. Nesse contexto, do
ponto de vista da Epistemologia da Logica, vimos que a Ldgica seria uma axiomatizacio
possivel das estruturas operatorias do sujeito. Notemos que, como salientado na Introducéo
deste trabalho, tal abordagem ndo se identifica com as diversas formas de Psicologismo.

Para mostrar a génese da estrutura epistémico-psicologica que permite a compreensio
das estruturas matematicas — o sistema de opera¢des sobre signos — nos buscamos algo
eminentemente piagetiano: o fundamento de tal estrutura epistémico-psicoldgica, explicitando
as relagdes entre o sujeito e o objeto de conhecimento.

Foi nas ag¢des sensdrio-motoras que encontramos o correspondente funcional dos
elementos que constituem as estruturas légico-matematicas especificas e abstratas. Mas, na
medida em que o sujeito epistémico caminha rumo a formas cada vez mais abstratas de
interagir com o mundo, foi necessario explicitar uma estrutura epistémico-psicoldgica que
permite explicitar como se da a passagem na qual a crianga age sobre a experiéncia sensivel
(Periodo Sensério-Motor, grosso modo) até a estruturagdo ldgico-matematica propriamente

dita (a partir do Periodo Operatorio Concreto). Para tal, utilizamos os trabalhos de Tassinari



105

(1998, 2011) e explicitamos o papel da imagem mental na construcdo das operagdes
concretas.

Notemos ainda que, para Piaget, as diversas formaliza¢cdes das estruturas epistémico-
psicolégicas poderiam fornecer ferramentas explanatorias bastante proficuas para
entendimento do comportamento do sujeito enquanto compreende o seu real. Nesse sentido, a
estrutura de Grupo, apresentada no segundo capitulo, enquanto uma forma matematica do
Grupo Pratico de Deslocamentos, além de confirmar que a génese da estruturagdo 1ogico-
matematica esta nas agdes sensorio-motoras (e que, portanto, a acdo ¢ fundamental para a
compreensdo das estruturas logico-matematicas), nos forneceu a possibilidade de abrir
caminhos para repensar a formalizagdo em Epistemologia Genética.

O mesmo se deu com a estrutura de Digrafos-RPT, apresentada no Capitulo 3,
mostrando que, na medida em que o sujeito constroi o seu real, hd uma identificacdo entre tal
construcdo com uma forma matematica e nos possibilitou refletir como a imagem mental,
representag@o concreta, ¢ extremamente importante na constituicdo do pensamento operatorio
e, portanto, l6gico-matematico.

Como evidenciado no decorrer do presente texto, ha a possibilidade de varias
propostas de trabalhos futuros a partir dos dados obtidos com essa dissertacao.

Em primeiro lugar, reservamos para os proximos trabalhos uma explicitag@o, do ponto
de vista funcional, de como o sujeito epistémico compreende as estruturas abstratas. Por meio
dessa explicitacdo funcional, poderemos, ainda, buscar um trabalho que leve em conta os dois
pontos de vista, para explicitar ainda com mais clareza a génese ¢ o funcionamento do sistema
de operacdes sobre signos.

Além disso, reservamos para trabalhos futuros a formalizagdo do Grupo Prético de
Deslocamentos sem utilizar de uma notagdo vetorial, como foi feita no Capitulo 2 da presente
dissertacdo, e a discussdo de alguns problemas a respeito da formaliza¢do da coordenacdo de
agoes relativas ao GPD, quando utilizamos a defini¢do de Grupo matematico.

Outra proposta interessante que o presente trabalho proporciona ¢ a formalizagdo
propriamente dita em Epistemologia Genética, com respeito sobretudo as suas possibilidades
e limites, seja do ponto de vista 16gico-matematico, seja do ponto de vista psicogenético. Tal
formalizacdo em Epistemologia Genética pode contribuir para discussdes no campo da
Inteligéncia Artificial e da constru¢do de modelos para explicagdo de comportamento
inteligente.

Uma ultima proposta, com a consciéncia de que muitas outras podem surgir, é sobre os

processos auto-organizados que estdo subjacentes a constituicdo do sistema de operacoes
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sobre signos ou mesmo de seu funcionamento. Nesse sentido, a constituicdo das estruturas
l6gico-matematicas se daria por um processo ininterrupto de abstragdes reflexivas e
experiéncias légico-matematicas de forma auto-organizada.

Ainda que a proposta inicial do presente trabalho se situe em um campo
epistemoldgico, sugerimos a insercdo das ideias aqui propostas em ambientes de
aprendizagem seja da Matematica ou da Lodgica, uma vez que a explicitagdo (e,
consequentemente, consciéncia) de como se ddo os processos epistemoldgicos na relagdo
entre sujeito e objeto de conhecimento pode contribuir significativamente para a posi¢do do
professor frente aos problemas cotidianos enfrentados para que o conhecimento matematico
seja apreendido de maneira mais eficaz pelo aluno. Um exemplo de como as propostas
epistemoldgicas de Jean Piaget, sobretudo com relacdo a matematica, podem ser aplicadas ao
ensino € o trabalho realizado por Nogueira (2007) e que contribuiu para a realizagdo deste
trabalho. Nesse sentido, recomendamos a leitura do livro Classificagéo, seriacdo e contagem

no ensino do ntmero: um estudo de Epistemologia Genética (NOGUEIRA, 2007).
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