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Resumo

O cancer de mama € o mais diagnosticado no mundo segundo dados da Organizacdo Mundial da
Satide, além de ser o mais incidente em todas as regioes brasileiras. Entre os principais fatores
de risco para seu desenvolvimento estdo a idade, idade da menarca e da menopausa, obesidade,
exposicao a radiacao, localizacdo geogréfica, hereditariedade, mutacdes genéticas e niveis de
estrogénio. Modelos matemédticos podem fornecer contribui¢cdes fundamentais para a pesquisa do
cancer, auxiliando no entendimento dos mecanismos envolvidos nos processos de crescimento
tumoral, angiogé€nese, protocolos terapéuticos, entre outros. Neste trabalho, propusemos dois
modelos matematicos de equacdes diferenciais ordindrias relacionados ao cincer de mama.
O primeiro modelo buscou descrever, utilizando dados experimentais, o crescimento de duas
linhagens celulares de cancer de mama, MCF-7 e MDA-MB-231, sob tratamento com paclitaxel
e citrato de rédio (II). Foi possivel realizar andlise de estabilidade local e estimar os parametros
relacionados ao crescimento das células cancerosas e a eficiéncia dos tratamentos nessas células.
O segundo modelo proposto, adimensional, levou em conta a competi¢cdo entre células normais,
cancerosas e imunes, além do tratamento quimioterdpico, para avaliar o impacto do estrogénio na
dindmica tumoral. Foi possivel realizar uma andlise de estabilidade local para impor condi¢des
de estabilidade do sistema. Além disso, através de simulacdes numéricas considerando cendrios
de tratamento quimioterdpico com administra¢do continua e em ciclos, foi possivel observar as
situacOes descritas pelos pontos de equilibrio e o impacto do nivel de estrogénio circulante nas

respectivas populacdes celulares.

Palavras-chave: Cancer de mama, Equagdes diferenciais ordindrias, Estimagao de parametros.



Abstract

Breast cancer is the most diagnosed cancer in the world according to data from the World Health
Organization, being the most incident in all Brazilian regions. Among the main risk factors for its
development are age, menarche and menopause age, obesity, exposure to radiation, geographic
location, heredity, genetic mutations, and estrogen levels. Mathematical models can provide
fundamental contributions to cancer research, helping in the understanding of the mechanisms
involved in the processes of tumor growth, angiogenesis, and therapeutic protocols, among others.
In this work, we proposed two mathematical models of ordinary differential equations related
to breast cancer. The first model sought to describe, using experimental data, the growth of
two breast cancer cell lines, MCF-7 and MDA-MB-231, under treatment with paclitaxel and
rhodium citrate (II). It was possible to estimate the parameters related to the growth of cancer
cells and the efficiency of treatments on these cells. The second proposed model took into account
the competition between normal, cancerous and immune cells, in addition to chemotherapeutic
treatment, to evaluate the impact of estrogen on tumor dynamics. It was possible to perform
a local stability analysis to impose stability conditions on the system. In addition, through
numerical simulations considering chemotherapy treatment scenarios with continuous and cyclic
administration, it was possible to observe the situations described by the equilibrium points and

the impact of the circulating estrogen level on the respective cell populations.

Keywords: Breast cancer, Ordinary differencial equations, Parameter estimation.
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1 Introducao

O cancer € uma das principais causas de morte no Brasil (INCA, 2019) e no mundo
(WHO, 2020). A mais recente estimativa mundial, realizada em 2018, mostra que ocorreram 18
milhdes de novos casos da doenga, o que levou a 9,6 milhdes de 6bitos (INCA, 2019). Estima-se
que, globalmente, 1 em cada 5 pessoas desenvolve cancer durante a vida, sendo que 1 em cada
8 homens e 1 em cada 11 mulheres morrem em decorréncia do mesmo (UICC, 2020). Hoje, o
cancer € responsdvel por cerca de 1 em cada 6 mortes em todo o mundo - mais do que o HIV, a
tuberculose e a maldria juntos (ACS, 2020). Para cada ano do triénio 2020-2022, espera-se no
Brasil cerca de 177 mil novos casos de cancer de pele ndo melanoma, o mais incidente, seguido
pelos canceres de mama e prostata. Especificamente no caso do cancer de mama, espera-se
66.280 novos casos, o que representa cerca de 61 casos para cada 100 mil mulheres (INCA,
2019). Através das estatisticas fica evidente a importancia e a necessidade do desenvolvimento

de pesquisas na drea do cancer.

1.1 Aspectos bioldogicos do cancer

O termo tumor € utilizado para descrever um aumento de volume observado em alguma
parte do corpo. As células normais possuem um processo de multiplicagdo natural, onde grande
parte delas crescem, multiplicam-se e morrem de maneira ordenada. A proliferacdo celular nao
implica necessariamente na presenca de malignidade e pode ser controlada ou nao. No caso de
um crescimento celular ndo controlado, hé a presenca de uma massa anormal que possui um
crescimento quase autdbnomo, que persiste mesmo apds o término dos estimulos que o provocaram
(INCA, 2011). Essa massa provoca um aumento de volume no local onde estd inserida, e nesse caso
os tumores sao chamados de neoplasia. Em relagao a classifica¢@o, os chamados tumores benignos
consistem em massas expansivas de lento crescimento e que comprimem o tecido circundante. Ja
os tumores malignos possuem um rapido crescimento, colonizando 6rgios distantes e invadindo
o tecido circundante (ALISSON, 2001). Um resumo dessa classificacdo é apresentado na Tabela
1.

A palavra cancer vém do grego karkinos, que significa caranguejo (MUKHERIJEE, 2012),
sendo utilizada pela primeira vez por Hipdcrates por volta de 400 a.C. O cancer designa um

conjunto de mais de 600 doencas que surgem como resultado de mudangas que ocorrem na
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Tabela 1 — Principais diferencas entre os tumores benignos e malignos, baseado em INCA (2011).

Tumores malignos Tumores benignos
Células anapldsicas’ e pobres em diferencia¢ao Células bem diferenciadas
Estrutura atipica Estrutura tipica
Crescimento rapido Crescimento progressivo
Massa pouco delimitada, localmente invasiva ~ Massa bem delimitada e expansiva
Invasdo de tecidos adjacentes Nao hd invasdo de tecidos adjacentes
Metéstase presente de forma frequente Nao ocorréncia de metdstases

TDesenvolvimento incompleto ou anormal de uma célula ou de um tecido.

sequéncia de DNA dos genomas das células (STRATTON; CAMPBELL; FUTREAL, 2009).

Segundo Hanahan e Weinberg (2000), o cancer € uma doenga que envolve mudancas
gendmicas dindmicas e muitos estudos buscavam encontrar uma estrutura que permitisse a
compreensao da diversidade entre as doencas malignas, que sdo complexas. Assim, os autores
definiram os hallmarks do cancer, caracteristicas moleculares, bioquimicas e celulares que sao
compartilhadas por grande parte dos canceres humanos. Cada uma dessas caracteristicas, que
surgem através de mudancgas fisiol6gicas durante o desenvolvimento do tumor, representa a
violagdo bem-sucedida de um mecanismo de defesa anticancer presente em células e tecidos.
Algum tempo depois, Hanahan e Weinberg (201 1) incorporaram outros dois hallmarks emergentes
de generalidade do cancer que abrangem as contribuicdes do microambiente tumoral, ja que
os tumores contém uma cole¢cdo de células recrutadas que contribuem para a aquisicao das
caracteristicas marcantes que criam esse microambiente. A Figura 1 traz uma ilustragdo dos

hallmarks, que serdo descritos a seguir de maneira breve.

Figura 1 — Representacdo dos hallmarks do cancer propostos por Hanahan e Weinberg (2000)
(trés primeiras colunas, da esquerda para a direita) e Hanahan e Weinberg (2011)
(tltima coluna). Criado com BioRender.com

Auto-suficiéncia em Insensibilidade a " S Evasdo da destruigao
iocd P Potencial replicativo X
sinais de sinais inibidores de ilimitado pelo sistema
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“evs [ ] [ ] —_
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Invasdo tecidual e Angiogénese Evasao de sinais de Reprogram?qao do
metabolismo
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energetico
0.9 o . %

Created in BioRender.com bio
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* Autossuficiéncia em sinais de crescimento: é a caracteristica fundamental das células
cancerosas. Os tecidos normais controlam, através do ciclo de crescimento e da divisao
celular, a producao e liberagcao dos sinais de crescimento, garantindo a homeostase do
ndmero de células e a manutengdo e funcionamento do tecido. Porém, as células cancerosas
possuem a capacidade de desregular esses sinais e gerar muitos de seus proprios sinais,
tornando-se auto-suficientes. Isso reduz a dependéncia dessas células da estimulacao de
seu microambiente de tecido normal, interrompendo a homeostase. Existem algumas
alternativas que explicam essa auto-suficiéncia, como o fato de que as células podem
produzir ligantes do fator de crescimento, que geram uma sinalizacao proliferativa autdcrina.
Além disso, também podem enviar sinais para estimular as células normais dentro do
estroma associado ao tumor, que retribuem fornecendo as células cancerosas varios fatores

de crescimento;

* Invasado tecidual e metdstase: a metastase consiste na formagdo de um novo tumor a partir
de um tumor primdrio, onde nao ha continuidade fisica entre os sitios tumorais. Esse
processo se inicia com a invasdo local das células cancerosas e € composto por vdrias
etapas, sendo que seu sucesso depende das demais hallmarks aqui descritas. Vdrias classes
de proteinas envolvidas na ligacao de células ao seu entorno em um tecido sao alteradas
em células metastéticas, que por sua vez podem ficar dormentes por um longo periodo e se
adaptarem lentamente a seus novos ambientes, o que faz com que os tumores metastaticos

levem anos para se desenvolverem;

* Insensibilidade a sinais inibidores de crescimento: no tecido normal existem vdrios sinais
antiproliferativos que operam para manter o estado de quiescéncia celular e a homeostase
do tecido. As células monitoram seu ambiente externo durante um determinado periodo do
ciclo celular (G1) e, com base nos sinais detectados, decidem se proliferam, ficam quies-
centes ou entram em um estado pds-mitdtico. As células cancerosas possuem a capacidade
de contornar esses mecanismos de inibicao dos sinais de crescimento, inativando acdes de
genes supressores de tumor, que operam de varias maneiras para limitar o crescimento e a

proliferacdo celulares;

* Angiogénese sustentada: o oxigénio e os nutrientes fornecidos pela vasculatura sio cruciais
para a fun¢do e sobrevivéncia das células, incluindo as células cancerosas. Apds a formacao
de um tecido, o crescimento de novos vasos sanguineos - o processo de angiogénese -
¢ transitorio e cuidadosamente regulado. Os tumores ativam a mudanca angiogénica ao
alterar o equilibrio dos indutores da angiogénese e dos inibidores de compensacao através
de diferentes estratégias moleculares. Entre os mais conhecidos indutores e inibidores da

angiogénese estd o fator de crescimento endotelial vascular (VEGF);

* Potencial replicativo ilimitado: todos os tipos de células de mamiferos possuem um pro-

grama autonomo intrinseco que limita sua multiplica¢do e que pode ser ativado por teld-
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meros encurtados ou sinais de crescimento conflitantes. Depois que essas populagdes de
células progridem por um certo nimero de duplicacdes, as mesmas interrompem a divisao,
um processo denominado senescéncia. Em algum ponto durante a progressao do tumor,
as populagdes de células pré-malignas rompem a barreira desse mecanismo e adquirem

potencial replicativo ilimitado;

* Evasdo de sinais de apoptose: a resisténcia adquirida a apoptose € uma marca registrada do
cancer. O mecanismo apoptdtico estd presente em todos os tipos de células do organismo
e realiza uma série de etapas precisas com o objetivo de matar determinada célula. A
resisténcia a apoptose pode ser adquirida por células cancerosas por meio de uma variedade
de estratégias mas, certamente, a perda mais comum de um regulador pré-apoptético por
mutacdo envolve a perda da funcdo supressora do p53. A proteina pS3 mutada € observada
em mais de 50% dos canceres humanos e resulta na remoc¢ao de um componente-chave do

sensor de danos a0 DNA que pode induzir a cascata efetora apoptoética;

* Evasdo ao ataque e a destruicdo pelo sistema imunologico: o sistema imunolégico de-
sempenha um importante papel na progressao tumoral, podendo gerar uma resisténcia ou
erradicacdo da formagao e progressdao da doenca. O monitoramento imunoldgico pode
ser defeituoso em tumores, principalmente em individuos imunocomprometidos, ja que
células cancerosas podem evitar a destruicao imunoldgica, desativando componentes do

sistema que foram enviados para eliminé-las;

* Reprogramagdo do metabolismo energético: ajustes no metabolismo energético auxiliam
o crescimento e a divisao das células cancerosas, constituindo peca chave na progressao
tumoral. As células cancerosas podem reprogramar seu metabolismo de glicose e, portanto,
sua produc¢do de energia, limitando seu metabolismo energético e levando a um estado
denominado “glicélise aerébica”. Esse redirecionamento do metabolismo energético €
amplamente coordenado por proteinas que estdo envolvidas de uma forma ou de outra com

as principais caracteristicas do cancer.

Compreender os eventos que fazem com que as células adquiram as capacidades anterior-
mente listadas é fundamental. Assim, surgiu no inicio do século XX a técnica de cultura celular,
com o objetivo de estudar o comportamento das células em um ambiente controlado fora do
organismo, onde as mesmas podem crescer e se dividir normalmente, de forma similar a quando
estdo crescendo in vivo (VILELA et al., 2003). Existem trés tipos de cultura celular: células
primdrias, células transformadas e a linhagem celular continua, sendo a dltima caracterizada
por células que possuem uma alta taxa de proliferacdo e que nao perdem as caracteristicas de
origem, podendo ser mantidas em cultura por um longo periodo (ALVES; GUIMARAES, 2010).
Entre as vantagens do uso de linhagens celulares temos a relativa facilidade de manipulacao
farmacoldgica e genética, a variedade de ensaios funcionais disponiveis e, em alguns casos, a

possibilidade de manter a identidade da populacao epitelial cancerosa (KAO et al., 2009). A
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primeira linhagem celular surgiu na década de 50 e € utilizada até hoje, composta por células
imortais que conseguem ser cultivadas com sucesso em laboratério: as células HeLa. Essas
células sao morfologicamente e geneticamente distintas do tecido original, e sua descoberta
possibilitou o desenvolvimento de pesquisas relacionadas a vacinas, mapeamento genético e
tratamento de doencas (ALBERTS et al., 2010).

1.2 Formas de tratamentos do cancer

Avancos em métodos de detec¢cao precoce e mudancas no estilo de vida podem gerar
uma perspectiva de redugdo das taxas de morte por cancer. Porém, ndo hd como garantir que isso
serd efetivo e, por consequéncia, o tratamento ainda serd necessario caso a doenca se desenvolva
(ALBERTS et al., 2010). O tratamento do cancer normalmente envolve mais de uma modalidade
terapéutica (ALISSON, 2001), como a quimioterapia (uso de drogas para destruir as células
cancerosas), radioterapia (uso de radiagc@o ionizante para destruir as células cancerosas), cirurgia
(remogao cirtrgica de tumores s6lidos), imunoterapia (uso do sistema imune para destruir células
cancerosas), entre outros. A escolha ird depender do tipo de cancer e do quao avangado ele esta
(NIH, 2019). Vale ressaltar que apesar de intimeras op¢oes de tratamento, erradicar todas as
células cancerosas € um processo dificil. A cirurgia, por exemplo, raramente consegue eliminar
todas as metdstases. Jd a quimioterapia, a0 mesmo tempo que elimina células cancerosas, também
elimina células normais, o que se torna extremamente prejudicial para o organismo (ALBERTS
et al., 2010). Segundo Mukherjee (2012), o segredo do combate ao cancer consiste em impedir
que as mutacdes ocorram em células suscetiveis e/ou descobrir meios de eliminar as células
mutantes sem comprometer o crescimento normal. A Figura 2 traz um esquema das principais

modalidades terap€uticas utilizadas no tratamento do cancer.

Neste trabalho abordamos a quimioterapia, forma de tratamento sistémico do cancer que
teve seu primeiro uso reportado no inicio século XX, como uma tentativa de estreitar o universo de
produtos quimicos que podiam afetar a doenga. Para isso, cientistas desenvolveram métodos com
0 objetivo de rastrear produtos quimicos usando tumores transplantdveis em roedores (DEVITA
JR.; CHU, 2008). O tratamento utiliza as chamadas drogas quimioterdpicas (ou antineoplasicas),
que sdo administradas em intervalos regulares ou de maneira continua, variando de acordo
com o protocolo terapéutico (INCA, 2011) por via oral, intravenosa, intramuscular, subcutanea,
intracranial ou tdpica. Essas drogas também podem ser associadas a particulas nano magnéticas
para uso na pratica clinica. Alguns estudos obtiveram bons resultados nessa associacao utilizando
quimioterdpicos ja estabelecidos para tratamento do cancer de mama, como o paclitaxel e a
doxorrubicina (ASADISHAD; VOSSOUGHI; ALAMZADEH, 2010; MA et al., 2010). Uma
outra drea promissora envolve o uso de compostos metalicos porém, o desenvolvimento de
tratamentos utilizando esses elementos ocorreu de maneira lenta, j4 que muitos apresentam
alta toxicidade, impedindo seu uso na prética clinica (NUNES, 2010). Alguns compostos do

grupo da platina apresentam uma atividade anticancer comprovada, como o ruténio, rédio e
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Figura 2 — Principais modalidades terapéuticas utilizadas para o tratamento do cancer.

o titanio (PEIXOTO et al., 2015; KATSAROS; ANAGNOSTOPOULOU, 2002). O citrato de
rédio (II), composto que apresenta uma atividade antitumoral significativa, ¢ um bom exemplo.
O mesmo possui grupos funcionais livres em sua estrutura molecular, o que permite a producdo
de formulagdes droga-particula (NUNES, 2010).

Os quimioterdpicos podem ser classificados com relacdo a acdo no ciclo celular (RODRI-
GUES; MANCERA; PINHO, 2011; RODRIGUES, 2011). Assim, as drogas ciclo-especificas
atuam de maneira mais ativa em células que se encontram numa fase especifica do ciclo celular.
Essa especificidade faz com que exista um limite de células que podem ser erradicadas em uma
Unica administrac@o, o que resulta na necessidade de uma exposi¢ao mais prolongada a droga.
J4 as drogas ciclo-inespecificas atuam em qualquer fase do ciclo e se mostram mais eficazes no
tratamento de tumores grandes com menos células em divisao no momento da administracao.
Nesse caso, o nimero de células eliminadas € proporcional a quantidade de droga administrada,
ou seja, quanto maior a dose, maior a fragdo de células mortas. A quimioterapia também pode ser
classificada quanto a sua finalidade (RODRIGUES; MANCERA; PINHO, 2011; RODRIGUES,
2011), sendo:

* adjuvante: realizada apds o tratamento principal, com o objetivo de eliminar possiveis

residuos de células cancerosas que posteriormente podem formar metéstases;

* curativa: usada como tratamento principal com o objetivo de erradicar as células cancerosas;
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* neoadjuvante: realizada antes do tratamento principal como tentativa de reduzir o volume

de células cancerosas;
* paliativa: visa melhorar a qualidade de vida do paciente;

* potencializadora: o tratamento € combinado com a radioterapia para melhorar a relagdo

dose terapéutica/dose téxica do tratamento.

O protocolo padrao de tratamento quimioterdpico utiliza substancias isoladas ou combi-
nadas que sao administradas com a maior frequéncia possivel e em doses méaximas toleradas,
tendo como alvo principal as células cancerosas (RODRIGUES; MANCERA; PINHO, 2011). Ha
também a modalidade metrondmica, onde o objetivo € eliminar as células endoteliais responséveis
pela neovascularizacdo do tumor, administrando quimioterdpicos de maneira cronica (ou seja,
de maneira frequente e continuamente por longos periodos) e em baixas doses (BABOLI et al.,
2020; MAINETTI et al., 2020; RODRIGUES; MANCERA; PINHO, 2016).

Em alguns casos, as células cancerosas podem apresentar resisténcia ao tratamento. Essa
resisténcia normalmente € intrinseca ao cancer, mas a medida em que a terapia se torna mais
eficaz, a resisténcia adquirida também se torna comum (GOTTESMAN, 2002; SWAYDEN
et al., 2020). Entre as possiveis razdes para o desenvolvimento da resisténcia ha o transporte
alterado da droga através da membrana plasmaética das células, respostas genéticas, reparo de DNA
aprimorado, alteracdo em moléculas-alvo, acesso a células-alvo, efeitos metabodlicos e fatores de
crescimento (LUQMANI, 2005). A heterogeneidade tumoral também pode contribuir, ja que as
células cancerosas diferem entre si e, consequentemente, possuem fendtipos e gendtipos distintos
quando estdo sob tratamento quimioterdpico (BELSUZARRI et al., 2018; SWAYDEN et al.,
2020). Para contornar a quimiorresisténcia, diferentes estratégias tém sido empregadas. Uma delas
¢ a terapia combinada com diferentes classes de drogas que possuem algumas caracteristicas em
comum, como modos e locais de a¢cdes diferentes, baixa toxicidade, intervalos de ciclos reduzidos
e propriedades ativas contra o tumor, quando empregadas de maneira individual (LUQMANI,
2005). A terapia com anticorpos monoclonais também vem se mostrado uma alternativa vidvel
(MECHETNER; RONINSON, 1992), pois consegue inibir a transcri¢do, tradu¢do ou também a

funcao de proteinas que estdao associadas a resisténcia (PEARSON et al., 1991).

As estatisticas aqui apresentadas evidenciam a necessidade de novos estudos e pesquisas
envolvendo o cancer, desde seu surgimento até formas de tratamento e detec¢do, principalmente
por se tratar de uma doenga tao heterogénea. Este texto encontra-se estruturado da seguinte

maneira:

* No Capitulo 2 abordamos o cancer de mama através da revisao de trabalhos relacionados

da literatura sobre a doenca e suas principais caracteristicas;

* No Capitulo 3 revisamos e apresentamos trabalhos da literatura sobre a modelagem mate-

matica do crescimento tumoral € do cancer de mama;
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* No Capitulo 4 apresentamos dois modelos mateméticos que envolvem a dinamica do cancer
de mama sob tratamento. O primeiro modelo busca descrever o crescimento tumoral de
duas linhagens celulares de cancer de mama sob efeito de dois tratamentos distintos. Nele,
apresentamos a andlise de estabilidade local e o processo de estimagao de parametros. Ja o
segundo modelo busca descrever o crescimento tumoral sob tratamento quimioterdpico,
considerando o efeito do sistema imune e a presenca do estrogénio. Também apresenta-
mos a andlise de estabilidade local do modelo e simulacdes numéricas com tratamento

quimioterdpico continuo e em ciclos;

* No Capitulo 5 apresentamos as principais conclusoes.

1.3 Objetivos

Os objetivos desse trabalho sdo estimar parametros de um modelo matematico de equagdes
diferenciais ordindrias que descreve o crescimento de duas linhagens celulares de cancer de mama,
e analisar e fazer simula¢des computacionais de um segundo modelo matematico, também de
equacoes diferenciais ordindrias, para auxiliar na compreensao da dindmica do cancer de mama

sob efeito de estrogénio e quimioterapia.



2 O cancer de mama

O cancer de mama € o mais diagnosticado no mundo segundo dados da Organizacdo
Mundial da Saide (OMS) (WHO, 2021), além de ser o mais incidente em todas as regides
brasileiras (excluindo-se os casos de cancer de pele ndo melanoma), tendo 66.280 novos casos
estimados para cada ano do triénio 2020-2022 (INCA, 2019). Neste capitulo, abordamos as
principais caracteristicas da doenga, passando pela estrutura da glandula mamaria (Secéo 2.1),
os aspectos bioldgicos do cancer de mama (Secdo 2.2), sua classificagdo do ponto de vista
histol6gico e molecular (Secao 2.3), dando énfase ao cancer de mama triplo negativo (CMTN),

que € o subtipo mais agressivo (Secao 2.4).

2.1 A glandula mamaria

A glandula mamaéria € um 6rgao altamente evoluido e especializado. Estd presente em
ambos os sexos (porém mais desenvolvido em mulheres), aos pares, um de cada lado da parede
tordcica anterior, se estendendo da segunda a sexta costela no plano vertical e do esterno a linha
axilar anterior no plano horizontal. A Figura 3 traz uma ilustracio da glandula, que é formada por
um sistema de ductos ramificados a partir do mamilo, tendo como principal funcdo a secrecdo de
leite, além de constituir um acessoério vital ao sistema reprodutor feminino (ACS, 2019b; KHAN;
SAJJAD, 2020).

Figura 3 — Estrutura da glandula mamadria, adaptado de ACS (2019b). Criado com BioRen-
der.com.
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Em relacdo a sua constituicao, a glandula mamdria é composta por alvéolos secretdrios
(tecido glandular), que sdo conectados através do sistema de ductos, que por sua vez estao
embebidos em tecido conjuntivo (ARAUJO, 2009). As células epiteliais da glandula estio
dispostas em duas camadas, sendo uma luminal e uma mioepitelial basal, onde ambas estiao
circundadas pela membrana basal (DEUGNIER et al., 2002), como ilustrado na Figura 4. A
proliferacao dessas células epiteliais € parte essencial do desenvolvimento da mama. Na puberdade,
o estradiol influencia a expansao do sistema de ductos (FOIDART et al., 1998), de modo que as
células epiteliais dos ductos se proliferam e um aumento na glandula ocorre (SOMPAYRAC,
2004).

Figura 4 — Representacdo de um ducto da glandula mamaria. Criado com BioRender.com.
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2.2 O cancer de mama

Nesta secao, os trabalhos apresentados estdo divididos de acordo com o assunto a ser
abordado: caracteristicas bioldgicas do cancer de mama (ARAUJO, 2009; ACS, 2019a; GALVAO
et al., 2011; REIS-FILHO; PUSZTALI 2011; HANAHAN; WEINBERG, 2000; HANAHAN;
WEINBERG, 2011), fatores de risco para o desenvolvimento da doenca (ADAMI et al., 1986;
ANDERS et al., 2009; KROENKE et al., 2016; HSIEH et al., 1990; MASO et al., 2008; IRWIN
et al., 2008; RONCKERS; ERDMANN; LAND, 2004; PARKIN et al., 2002; MEISNER; FE-
KRAZAD; ROYCE, 2005; GARBER; OFFIT, 2005; SOMPAYRAC, 2004; PIKE et al., 1993;
MUFUDZA; SOROFA; CHIYAKA, 2012; CLEMONS; GOSS, 2001), formas de detec¢ao e
principais sintomas (INCA, 2015; ACS, 2019a; WHO, 2007; ACHAT; CLOSE; TAYLOR, 2005;
HYNDMAN; HOLMAN; DAWES, 2000) e tratamento (MUKHERIJEE, 2012; KUANG; NAGY;
EIKENBERRY, 2016; WAKS; WINER, 2019; ARAUJO, 2009).

O cancer de mama é um grupo de doencas heterogéneas que possui diferentes entidades

patolégicas, as quais apresentam comportamentos clinicos distintos (ARAUJO, 2009), sendo o
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segundo tipo de cancer que mais acomete brasileiras'. Como mostrado em ACS (2019a), grande
parte dos canceres de mama comega nos ductos que conectam os l6bulos ao mamilo, porém
a doenca também pode se desenvolver a partir dos 16bulos ou de outras células ou tecidos da
mama. Segundo Galvio et al. (2011), a doenca, de um ponto de vista bioldgico, € originada por
inimeras mudangas genéticas que alteram diversos eventos celulares como a proliferacdo, apop-
tose e angiogénese, caracteristicas essenciais que definem o cancer (HANAHAN; WEINBERG,
2000; HANAHAN; WEINBERG, 2011). Reis-Filho e Pusztai (2011) mostram que, por ter uma
caracteristica heterogénea, o cancer de mama apresenta diferentes fatores de risco, resultados e

resposta aos diferentes tipos de tratamento.

Existem alguns fatores de risco que podem aumentar a chance do desenvolvimento da
doenca e impactar em seu progndstico. Adami et al. (1986) analisaram a relacdo entre a idade no
momento do diagndstico e a sobrevida relativa utilizando dados do registro nacional sueco de
cancer de 57.068 mulheres acometidas pela doencga entre 1960 e 1978. Nesse estudo, mulheres
de 45 a 49 anos apresentaram o melhor progndstico, com uma sobrevida relativa de 5 anos
excedendo a de pacientes mais jovens. Porém, essa sobrevida diminuiu acentuadamente apds
0s 49 anos - particularmente em mulheres com idades entre 50 e 59 anos - sendo que mulheres
mais velhas (maiores de 75 anos) mostraram as piores taxas, o que demonstra a importancia do

diagndstico precoce e exames de rastreamento.

Anders et al. (2009) e Kroenke et al. (2016) analisaram dados de mulheres diagnosticadas
com cancer de mama com menos de 40 anos, que representavam aproximadamente 7% dos
casos diagnosticados da doenga. As taxas de sobrevida foram piores quando comparadas as de
mulheres mais velhas (entre 41 e 75 anos). Além disso, as estatisticas mostraram uma discrepancia
na sobrevida entre mulheres mais jovens e mais velhas, que se tornou progressivamente pior
ao longo do ultimo quarto de século. O estudo supde que isso ocorreu devido as diferencas
bioldgicas dependentes da idade, sendo que a maioria das descobertas terapéuticas e cientificas
foram realizados com o foco em mulheres mais velhas, ja que mulheres mais jovens com cancer
de mama requerem uma abordagem de tratamento diferente. O estudo também afirma que as
modalidades terapéuticas utilizadas para o tratamento da doenga mostraram ter um impacto
significativo na satide das mulheres, incluindo na idade de sua menopausa, fertilidade futura,
saude 6ssea, entre outros. Em Kroenke et al. (2016), as mulheres mais jovens diagnosticadas
com cancer de mama relataram maiores niveis de dor, problemas de saide mental e socializacdo,

quando comparadas com mulheres de meia-idade ou idosas também diagnosticadas.

Hsieh et al. (1990) realizaram um amplo estudo em busca de associa¢do e interacdo entre a
idade da menarca, da menopausa, altura e obesidade como fatores de risco para o desenvolvimento
do cancer de mama, analisando um conjunto de dados oriundos de um estudo de caso de incidéncia
da doenga desenvolvido em mais de 7 paises. Entre os principais resultados, maiores indices de

obesidade e maior altura, de forma independente, se mostraram um fator de risco para mulheres

' https://www.inca.gov.br/campanhas/cancer-de-mama/2020/outubro-rosa-2020
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na pés-menopausa. Outros fatores de risco estabelecidos foram a idade da menopausa (tardia) e
menarca (precoce). Para Pike et al. (1993), a relagdo do peso com o risco de desenvolvimento
do cancer de mama depende da idade: mulheres na p6s-menopausa possuem o risco de cancer
de mama aumentado se sdo obesas, em contraste com mulheres na pré-menopausa, onde o
aumento de peso estd associado a uma pequena diminui¢ao no risco. Maso et al. (2008) utilizaram
informagdes de acompanhamento de 1.453 mulheres com cincer de mama invasivo incidente,
diagnosticadas entre 1991 e 1994, para avaliar o efeito da obesidade e de um amplo espectro
de outros fatores que podem impactar na mortalidade devido a doenca. O indice de massa
corporal (IMC) alto (> 30 kg/m?) foi o fator de risco relacionado ao estilo de vida que mais
consistentemente piorou o progndstico do cancer de mama. Além disso, o baixo consumo de
vegetais e frutas, além do consumo de cigarros, também foram associados a uma sobrevida

marginalmente pior.

Irwin et al. (2008) investigaram a associacdo entre atividade fisica em diferentes fases do
diagnostico (anterior ao diagndstico, no segundo ano apds o diagnéstico e mudanca na atividade
fisica entre esses dois pontos de referéncia) e uma possivel melhora no progndstico do cancer de
mama através de um estudo observacional de 933 mulheres portadoras da doenca entre 1995 e
1998. Todos os tipos de atividade fisica foram considerados, incluindo atividades recreativas,
ocupacionais e domésticas. Os resultados, obtidos através de modelos de riscos proporcionais de
Cox, mostraram que a prética de atividade fisica de intensidade moderada apds o diagndstico
pode melhorar o progndstico da doenga, ja que em comparagdo com mulheres que eram inativas,
as mulheres que aumentaram a atividade fisica depois do diagndstico apresentaram um risco 45%
menor de morte, enquanto que as mulheres que diminuiram a atividade fisica apds o diagndstico

tiveram um risco quatro vezes maior.

Ronckers, Erdmann e Land (2004) apresentaram um resumo sobre cancer de mama
associado a radiacdo ionizante no contexto de fatores de risco estabelecidos para a doenca,
sendo que os resultados derivam de estudos epidemioldgicos de pacientes expostos a radiagao
médica (para fins diagndsticos e terapéuticos) e de sobreviventes da bomba atdomica na Segunda
Guerra Mundial. A magnitude do risco por dose unitdria depende de alguns fatores, como por
exemplo o momento em que hd a exposicao a radiacdo, sendo que uma exposicdo antes dos
20 anos acarretaria em um maior risco de desenvolvimento da doeng¢a quando comparado com
mulheres expostas em idades mais avangadas. Além disso, alguns estudos também constataram
que a segunda década de vida, a adolescéncia, representaria a janela mais sensivel em termos de
exposi¢do a radiagdo e suscetibilidade ao cincer de mama. Porém, os autores enfatizam o desafio
em estudar a interacdo entre genes e a radiagdo no contexto do cancer de mama em humanos,
pois seria necessario uma grande populagdo exposta a diferentes doses de radiac@o, estimacoes

precisas de dose na mama, e disponibilidade de amostras sanguineas, por exemplo.

Parkin et al. (2002) constataram que mais da metade dos casos de cancer de mama

ocorre em paises industrializados, com as taxas de incidéncia mais altas na maioria das dreas
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desenvolvidas. Isso se deve em parte, a presenca de programas de rastreamento que detectam
canceres invasivos precoces, alguns dos quais, de outra forma, teriam sido diagnosticados mais
tarde ou nao teriam sido diagnosticados. Além disso, existem diferengas genéticas e no estilo de
vida entre as populagdes, incluindo dieta e exposicdo ambiental, que também podem impactar
na incidéncia da doenga. Duggan et al. (2021) realizaram um estudo de base populacional que
utilizou as estimativas da taxa de mortalidade padronizada por idade nacional de mulheres com
69 anos ou menos obtidas no GLOBOCAN 2020°. Como conclusio, paises com baixas taxas de
mortalidade por cancer de mama sdo caracterizados por maiores niveis de cobertura de servicos
essenciais de saude e maior nimero de centros publicos de cancer, o que em grande parte das
vezes estd relacionado a paises mais desenvolvidos. Entre os que alcangcam reducdes sustentadas
da mortalidade pela doenca, a maioria dos canceres de mama € diagnosticada em um estagio

inicial, o que reforca a importancia de programas de diagndstico precoce e agdes de prevengao.

Um outro fator de risco a ser considerado € a hereditariedade. Meisner, Fekrazad e Royce
(2005) mostraram que apenas cerca de 5% dos casos de cancer de mama podem ser considerados
formas hereditarias da doenga, e outros 10% a 15% podem ser considerados como tendo uma
predisposicdo. Se a mae, irma ou filha de uma mulher tem histérico de cancer de mama, seu
risco aumenta em aproximadamente o dobro do risco populacional. Além disso, se uma mulher
tem dois parentes de primeiro grau afetados, seu risco relativo aumenta de quatro a seis vezes
em comparagdao com alguém sem histérico familiar. Os fatores de risco genéticos mais bem
caracterizados sdo representados por mutagdes da linha germinativa em breast cancer 1 (BRCAI)
e breast cancer 2 (BRCA2). A BRCA € uma proteina que tem como fun¢do manter a taxa de
mutacao sob controle. Se esses genes supressores de tumor apresentam mutagao, a proteina nao
funciona corretamente, o que aumenta as chances de desenvolvimento de cancer de mama e de
ovéario (SOMPAYRAC, 2004).

Em Garber e Offit (2005), o risco de cancer de mama associado a mutagdes genéticas
foi avaliado. Para o gene BRCA1, o risco € estimado na faixa de 50% a 80% enquanto que para
0 BRCA2, a faixa é de 40% a 70%. O estudo ressalta que os valores sao influenciados pela
populagado do estudo, sendo maiores a partir de estudos de histérico familiar e um pouco menores
a partir de estudos de populagdes no geral. O risco associado a uma predisposic¢ao hereditdria
pode ser modificado ou reduzido por fatores de estilo de vida, exposi¢des exdgenas e endogenas
e outras estratégias. Os riscos de cancer em portadores de BRCAI mutado estdo confinados
principalmente a mama e ovério, enquanto o pancreas, prostata, melanoma e outros riscos de

cancer sao aumentados em portadores de BRCA2 mutado.

O estrogénio, grupo de hormdnios que possui um papel importante no desenvolvimento
sexual e reprodutivo das mulheres, também pode representar um fator de risco para o desen-
volvimento do cancer de mama. O mesmo atua como um mensageiro quiimico no organismo

e, durante o ciclo menstrual e a gravidez, hd um aumento em seu nivel. Na mama, como na

2 https://www.uicc.org/news/globocan-2020-new-global-cancer-data
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maioria dos outros 6rgaos-alvo estrogénicos, o hormonio € responsavel pelo crescimento e o
desenvolvimento inicial, mas também prepara o tecido para os efeitos subsequentes de outros

hormonios, como a progesterona e a prolactina (RYAN, 1982).

Pike et al. (1993) sugerem que os hormonios ovarianos podem contribuir para o desenvol-
vimento do cancer de mama em todos os estdgios, especialmente a progesterona e o estrogénio.
Esses hormonios promovem a proliferacdo (e diferenciacao celular) no epitélio mamario normal
e também nas células cancerosas, através da ativagc@o de genes reconhecidos por suas proteinas
receptoras particulares. Segundo Clemons e Goss (2001), dados experimentais sugerem que
o estrogénio promove o desenvolvimento de cancer de mama em roedores, exercendo efeitos
proliferativos nas células cancerosas, por mecanismos que envolvem a geracdo de radicais livres
que podem danificar o DNA. Mufudza, Sorofa e Chiyaka (2012) afirmam que o estrogénio pode
agir como um carcinégeno ou genotdxico, danificando diretamente o DNA das células, ou como
mitégeno, estimulando o tecido mamadrio a se dividir e aumentando a chance do surgimento de

erros na divisao celular.

Segundo INCA (2015), a deteccdo precoce € uma forma de prevencao secundéria do
cancer de mama e € um fator importante para um progndstico positivo, ja que pode identificar
a doenga em estdgios iniciais e aumenta as possibilidades de realizagcdo de tratamentos menos
agressivos e com uma maior taxa de sucesso. A estratégia de diagndstico precoce do cancer de

mama € formada por trés itens principais:

1. populacido alerta aos sintomas e sinais da doenga;
2. profissionais da satide capacitados para correta avaliacdo de casos suspeitos;

3. servicos de satde preparados para garantir um diagndstico com garantia da integralidade

da assisténcia em toda a linha de cuidado.

E importante ressaltar que hd diferencas entre a deteccio precoce e as a¢des de prevengio
primdria, como mostrado na Tabela 2. A OMS frisa que acdes de preven¢do primdria visam evitar
a ocorréncia da doenga ao reduzir a exposicao da populagdo aos fatores de risco, enquanto que as
formas de deteccdo precoce visam reduzir a mortalidade pela doenga e ndo reduzem a incidéncia
da mesma (WHO, 2007).
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Tabela 2 — Intervencdes avaliadas para a detecc@o precoce e prevengdo primdria do cancer de
mama, baseado em INCA (2015).

Acoes de prevencao primdria
Mamografia
Autoexame das mamas (AEM)
Exame clinico das mamas (ECM)
Ressonéncia nuclear magnética (RNM)
Ultrassonografia
Termografia®
Tomossintese *

Acodes de diagndstico precoce
Estratégias de conscientizacio
Identificacdo de sinais e sintomas
Confirmacdo diagndstica em um dnico servigo

TMétodo diagndstico por imagem, que capta, registra e analisa o calor irradiado pela superficie
do corpo;

*Tecnologia que adquire uma série de imagens bidimensionais (2D) da mama comprimida
durante o deslocamento em arco do tubo de raio-X.

O sintoma fisico mais comum da doenga consiste em um carogo indolor, que também pode
ser identificado nas axilas ja que, em alguns casos, o cancer se espalha para os ganglios linfaticos
até mesmo antes de o tumor original (da mama) ser grande o suficiente para ser sentido. Alguns
outros sintomas incluem dor ou peso nos seios, inchago persistente, espessamento ou vermelhidao
da pele, secrecdo espontanea e descamagdo do mamilo. As caracteristicas fisicas dos nédulos
mamadrios benignos e malignos se sobrepdem substancialmente. Assim, a avaliacdo clinica
completa envolve avaliagdo tripla, integrando informagdes do exame clinico, imagem radioldgica
e bidpsia por agulha percutanea (ACS, 2019a). O Ministério da Satide segue a orientagdo da OMS
e recomenda a mamografia de rastreamento (realizada quando ndo hd sintomas) para mulheres
entre 50 e 69 anos, a cada dois anos (INCA, 2021).

Achat, Close e Taylor (2005) buscaram identificar associagdes entre crengas e conheci-
mentos sobre cancer de mama e mamografia, indicadores socioecondmicos, fatores relacionados
a sadde e realizagdo de mamografia entre 2.974 mulheres com idades entre 50-69 anos. O estudo
encontrou fortes associacdes positivas entre idade, conhecimento e crenca nos beneficios do
rastreamento, indicadores de estado de satde e utilizacdo de servicos. Porém, a regularidade
da mamografia se mostrou um problema, ja que a grande maioria das entrevistadas relatou a
realizacdo de apenas uma mamografia. Assim, campanhas para incentivar a triagem inicial e
repetida na faixa etdria-alvo recomendada pela OMS se mostram importantes acdes de diagndstico

precoce.

Hyndman, Holman e Dawes (2000) investigaram a resposta de um puiblico de mulheres a
um convite para comparecer a um exame de mamografia, e se essa resposta poderia ser aumentada

pela realocacdo estratégica das clinicas. As mulheres convidadas para comparecer a mamografia



Capitulo 2. O cancer de mama 16

foram classificadas quanto ao atendimento, nivel socioecondmico e distancia da clinica de
triagem. Um sistema de informagdes geograficas foi usado para investigar se a resposta poderia
ser aumentada com a realocacao de clinicas para facilitar o acesso. Como resultado, mulheres de
areas mais desfavorecidas, ndo rastreadas anteriormente pelo programa de rastreio mamografico,
apresentaram uma maior resposta a um convite para fazer o exame se o local estivesse mais
proximo de sua residéncia. Sendo assim, o estudo concluiu que a resposta da populagdo-alvo
poderia ser aumentada se os locais de exame existentes fossem substituidos por seis novas clinicas
localizadas mais proximas de dreas desfavorecidas, aumentado assim a possibilidade de acdes de

rastreamento e diagndstico precoce.

Com relagdo ao tratamento, do final do século 19 até a metade do século 20, o cancer
de mama era visto como uma doenga local que se espalhava a partir de seu epicentro, sendo
tratada em grande parte com a mastectomia radical (MUKHERJEE, 2012; KUANG; NAGY;
EIKENBERRY, 2016). Com o passar dos anos, essa visao foi sendo superada, ja que a doenga
possui um comportamento sistémico e forma metéstases muito cedo, antes mesmo da detec¢dao
clinica. Sendo assim, a terapia local passou a ser minimizada e a quimioterapia sist€mica foi
usada para direcionar as metdstases ocultas. Porém, mais recentemente a doenga passou a ser
entendida como algo entre um fendmeno puramente local e sist€émico, e o interesse passou a ser
em entender a dindmica da recorréncia da doenga apés o tratamento local (KUANG; NAGY;
EIKENBERRY, 2016).

Waks e Winer (2019) realizaram uma revisao sobre as modalidades terap€uticas dispo-
niveis e seus principais objetivos. Para o cincer de mama ndo metastdtico, a terapia consiste
na ressecg¢ao cirdrgica e amostragem ou remocao dos linfonodos axilares, tendo como objetivo
erradicar o tumor da mama e dos ganglios linfaticos regionais e prevenir a recorréncia metastatica.
Como terapia sistémica ha o uso da quimioterapia neoadjuvante, adjuvante ou ambas combinadas,
sendo que o subtipo do cancer de mama, que serd discutido posteriormente, orienta o tipo de tera-
pia sistémica a ser administrada. J4 para o cancer de mama metastético, os objetivos terapéuticos
sao prolongar a vida e atenuar os sintomas, ja que o mesmo permanece incurdvel em praticamente
todas as pacientes afetadas, utilizando as abordagens sist€micas ja descritas anteriormente. Sendo
assim, o direcionamento terapéutico do cancer de mama exige esfor¢os que incluam multiplas
abordagens. Independentemente da modalidade terapé€utica, é necessdrio considerar em todas
as esferas as caracteristicas individuais do paciente, tanto do ponto de vista clinico quanto do

psicolégico, visando obter uma melhor qualidade de vida pés tratamento (ARAUJO, 2009).

2.3 Classificacdo do cancer de mama

A classificagdo do cancer de mama tem como objetivo principal auxiliar em um diagnos-
tico preciso da doencga e na predi¢do do comportamento do tumor, facilitando assim a tomada de

decisdo na pratica clinica. Dada a complexidade da doenca, hd um esforco no desenvolvimento de
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sistemas de classificacdo que considerem sua diversidade. Sendo assim, nesta se¢cdo abordamos as
classificacdes do cancer de mama do ponto de vista histolégico (ACS, 2019a; STOUT et al., 2018;
TSANG; TSE, 2020; INTERNATIONAL UNION AGAINST CANCER, 2009; ARAUJO, 2009;
VIALE, 2018) e molecular (ACS, 2019a; TSANG; TSE, 2020; GEYER; MARCHIO; REIS-
FILHO, 2009; LOIBL; GIANNI, 2017; HALL; CAMERON, 2009; MALHOTRA et al., 2010).
Além disso, também apresentamos algumas caracteristicas das linhagens de cancer de mama
utilizadas neste trabalho (COMSA; CIMPEAN; RAICA, 2015; LEE; OESTERREICH; DAVID-
SON, 2015; CHAVEZ; GARIMELLA; LIPKOWITZ, 2010; CAILLEAU; OLIVE; CRUCIGER,
1978).

A classificagdo histolégica do cancer de mama € composta por duas classes: o cancer in
situ e o cancer invasivo. Se tratando da primeira, o carcinoma ductal in situ (CDIS) e o carcinoma
lobular in situ (CLIS) sao considerados os dois principais tipos. No entanto, acredita-se que o
CLIS seja uma condi¢do benigna que estd associada ao risco aumentado de cancer de mama, mas
sem o potencial de progredir para um cancer invasivo. Ja o CDIS € considerado um precursor
potencial do cancer invasivo e o risco de cancer de mama subsequente ¢ maior no local ou
proximo ao local do mesmo (ACS, 2019a). Stout et al. (2018) estimaram que de 3% a 5% das
mulheres com diagnodstico de CDIS serdo diagnosticadas com cancer de mama in sifu ou invasivo
na mama oposta dentro de 10 anos de seu diagnostico inicial. J4 o cancer de mama invasivo possui
mais de 20 variacoes, sendo o mais comum o cancer ductal invasivo (CDI), que representa 70%
a 80% de todos os canceres invasivos, seguido por carcinomas lobulares invasivos (CLI) (cerca
de 10% de todos os canceres invasivos). O restante sdo os tipos histol6gicos menos comuns,
como carcinomas mucinoso, papilar, tubular, entre outros (TSANG; TSE, 2020). Vale ressaltar
que os sistemas de promog¢ao de crescimento que sdo ativados para que uma célula cancerosa se
prolifere e penetre na membrana basal ndo sdo anormais, mas os mesmos que as células normais
da mama usam para gerar novos ductos. Consequentemente, a progressao do CDIS para o CDI
resulta da ativagcao inadequada de sistemas de promoc¢ao de crescimento perfeitamente normais
(SOMPAYRAC, 2004).

Uma ilustracao dos principais canceres de mama ductais € apresentada na Figura 5. O
estadiamento da doenca € realizado com base na classificacdo dos tumores malignos levando
em conta o tamanho, comprometimento dos linfonodos e a ocorréncia ou nao de metdstases
(INTERNATIONAL UNION AGAINST CANCER, 2009). Essas caracteristicas também sdo
importantes indicadores progndsticos para a doenga, auxiliando no direcionamento clinico
(ARAUJO, 2009).



Capitulo 2. O cdncer de mama 18

Figura 5 — Representacdo de um ducto saudavel, com carcinoma ductal in situ e carcinoma ductal
invasivo. Criado com BioRender.com

Ducto saudavel Carcinoma ductal Carcinoma ductal
in situ (CDIS) invasivo (CDI)

Created in BioRender.com bio

H4 uma desvantagem nessa classificacdo histoldgica, pois grande parte de todos os
canceres de mama irdo eventualmente se tornar CDI’s ou CLI’s. Isso implica que a classificacdo
nao é capaz de espelhar de fato a heterogeneidade da doenca, porque agrupa na mesma classe,
tumores que tém perfil bioldgico e clinico muito diferente (VIALE, 2018). Assim, Geyer, Marchio
e Reis-Filho (2009) realizaram uma revisao sobre a contribuicao de métodos moleculares para
a compreensdo do cancer de mama, ji que tumores que possuem a mesma histologia podem
apresentar comportamento clinico diverso. Em conclusdo, o estudo mostra que as técnicas
moleculares estao remodelando a forma como o cancer de mama € percebido, combinando

técnicas morfoldgicas, imuno-histoquimicas (IMQ) e moleculares.

A classificagdo molecular da doenca € feita por meio da andlise da expressao génica, um
processo muitas vezes caro e complicado, o que dificulta sua aplicacdo na pratica clinica (ACS,
2019a). No entanto, essa andlise pode ser aproximada utilizando métodos de rotina para avaliagdo
clinica de marcadores bioldgicos. Entre esses marcadores hd o receptor de estrogénio (ER), o
receptor de progesterona (PR) e o receptor tipo 2 do fator de crescimento epidérmico humano
(HER2). A avaliacao de ER, PR e HER2 € rotina no tratamento do cincer de mama, pois os
mesmos sdo marcadores de progndstico e importantes fatores preditivos para terapia hormonal e
anti-HER2 (TSANG; TSE, 2020).

Os receptores ER e PR sdo expressos em cerca de 75% de todos os canceres de mama
e indicam a capacidade de resposta do tumor a terapia hormonal. Os mesmos sao receptores
de esteroides sexuais nucleares que realizam o estimulo do crescimento de mama normal e
neoplasico. Os canceres que sao ER+ normalmente sao PR+ e na grande maioria dos casos
sdo menos agressivos. Porém, ha uma pequena parcela dos canceres de mama que mostram
positividade apenas para um receptor de hormonio, sendo mais agressivos € menos responsivos a
terapia hormonal quando comparados aos ER+/PR+ (GEYER; MARCHIO; REIS-FILHO, 2009;
ACS, 2019a). Ja a positividade do HER?2 representa a superexpressao da proteina de mesmo

nome, e € responsavel por cerca de 15-20% dos canceres de mama. Essa superexpressao é
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testada através de uma combinacgdo de técnicas de imuno-histoquimica e de hibridizagao in situ
de DNA (LOIBL; GIANNI, 2017). Pacientes HER2+ sao fortes candidatos ao tratamento com
Trastuzumabe, um anticorpo monoclonal que quando descoberto, representou uma nova fase no
tratamento da doenca (HALL; CAMERON, 2009; TSANG; TSE, 2020).

Com base nesses receptores, a classificacdo molecular do cancer de mama divide a doenga

nos subtipos:

* Luminal A: € o subtipo mais comum. Possui um crescimento lento, baixo grau histolégico
e € menos agressivo quando comparado aos outros. Estd associado a um progndstico mais
favordvel, em parte porque geralmente responde a terapia hormonal. E HER2- e ER+,

possuindo maior expressdo de genes relacionados a esse ultimo receptor;

* Luminal B: esse subtipo tende a ter um maior grau histologico do que o luminal A, possui
maior capacidade proliferativa e consequentemente um pior prognéstico. E altamente
positivo para a proteina Ki67 (um indicador de um grande nimero de células em divisao)
e/ou HER2. E mais comum em mulheres na pré-menopausa e naquelas com mutacio do
gene BRCAI;

* HER2+: esse subtipo € ER-, PR- e, na maioria das vezes, possui superexpressao de HER2
e de genes associados a via desse hormonio. Apresenta comportamento clinico agres-
sivo, mas o uso generalizado de terapias direcionadas para canceres HER2 + melhorou

substancialmente os resultados para esses pacientes;

* Triplo negativo: ndo expressa nenhum dos receptores hormonais devido a mutagdo, em
grande parte relacionada ao BRCA 1. Também ndo superexpressa o HER2. Possui altas

taxas de recorréncia;

* Basal-like: possui caracteristicas basais/mioepiteliais, um elevado grau nuclear e atividade
mitética. E ER- e PR-, podendo também ser HER2-. Pode apresentar mutacio no gene p53
e, normalmente, apresenta mutagdo BRCA . Cerca de 75% dos CMTN’s se enquadram no

subtipo tipo basal-like.

Segundo Malhotra et al. (2010), a aplicacao dessa classificagdo molecular na pratica
clinica pode fornecer informacdes tteis em relacdo ao progndstico especifico do paciente, risco
de recidiva e probabilidade de resposta patolégica completa. Isso pode, por exemplo, permitir
a identificacdo de pacientes para os quais os beneficios da terapia neoadjuvante superam os
riscos. Alternativamente, os pacientes com risco aumentado de recidiva podem se beneficiar de
uma estratégia de tratamento mais agressiva ou uma maior vigilancia em relagdo a possiveis
metéstases (ACS, 2019a; ARAUJO, 2012; MALHOTRA et al., 2010). A Figura 6 mostra um

resumo da classificacdo da doenca.
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Figura 6 — Classificagdes do cncer de mama do ponto de vista molecular e histoldgico.
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Como apresentado na Se¢do 1.2, linhagens celulares sdo uma importante ferramenta para
a compreensao da dindmica do cancer. Neste trabalho utilizamos dados experimentais de duas
linhagens celulares de cancer de mama. A primeira € a MCF-7, uma linhagem do subtipo luminal
A, ER+ e PR +, que possui um comportamento pouco agressivo e nao invasivo, além de um baixo
potencial metastético. Foi estabelecida em 1973 na Fundagdo do Cancer de Michigan de uma
paciente de 69 anos, a irma Catherine Frances Mallon, que anteriormente tinha sido submetida
a uma mastectomia em ambas as mamas. Apds a realizagdo de uma radioterapia da parede
tordcica pds-operatdria, uma recorréncia no local foi observada e tratada. Porém, alguns anos
depois, a paciente desenvolveu metdstase na parede pleural. Assim, os pesquisadores tentaram
desenvolver uma linhagem celular a partir de uma excisdo de um nédulo da parede tordcica e de
um derrame pleural (COMSA; CIMPEAN; RAICA, 2015; LEE; OESTERREICH; DAVIDSON,
2015). A outra linhagem aqui utilizada é a MDA-MB-231, composta por células epiteliais de
um adenocarcinoma mamdrio metastdtico. A linhagem foi estabelecida em 1951 a partir de
um derrame pleural de uma mulher branca de 51 anos e possui um comportamento altamente
agressivo, invasivo e pouco diferenciado. Por se tratar de uma linhagem do CMTN, a mesma
ndo apresenta expressao de ER, PR e nem superexpressdao do HER2 (CHAVEZ; GARIMELLA;
LIPKOWITZ, 2010; CAILLEAU; OLIVE; CRUCIGER, 1978).

2.4 Cancer de mama triplo negativo

Nesta se¢do abordamos o CMTN com base em estudos disponiveis na literatura, em
sua maioria revisoes, tratando das principais caracteristicas (RUIJTER et al., 2011; CAREY
et al., 2010; LEHMANN et al., 2011; LEHMANN et al., 2016), diferencas entre o CMTN e o
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cancer de mama basal-like IRWIN JR.; CAREY, 2008; RUIJTER et al., 2011), progndstico
(DENT et al., 2021; ISMAIL-KHAN; BUI, 2010) e terapias disponiveis (CAREY et al., 2010;
ISMAIL-KHAN; BUI, 2010; RUIJTER et al., 2011; FOULKES; SMITH; REIS-FILHO, 2010;
STAGG; ALLARD, 2013; LEE; DJAMGOZ, 2018; MAINETTI et al., 2020).

O CMTN é€ caracterizado pela ndo expressao dos receptores hormonais ER e PR e pela nao
super-expressao do HER2. Estd associado a um mau progndstico, pois hd baixa taxa de sobrevida
em cinco anos e altas taxas de recorréncia apos a terapia adjuvante (RUIJTER et al., 2011). Os
canceres de mama encontrados em portadores da mutacdo BRCA 1 também sdo frequentemente
CMTN e basal-like. O subtipo ocorre com mais frequéncia em mulheres jovens, especialmente

afro-americanas, e tende a exibir um comportamento metastético agressivo (CAREY et al., 2010).

Lehmann et al. (2011) constataram que dentro do CMTN hd uma heterogeneidade, que
reflete em diferentes respostas as modalidades terapéuticas. Sendo assim, uma classificacdo
desses subtipos seria necessdria para identificar melhor as terapias de base molecular. O estudo
prop0s entdo a divisdo da doenca em 6 subtipos moleculares. Porém, em 2016 esses resultados
foram refinados e Lehmann et al. (2016) passaram a definir o CMTN em apenas quatro subtipos
moleculares principais: Basal-like 1 (BLI), Basal-like 2 (BL2), Mesenquimal e Receptor Luminal

Andrégeno (RLA), que exibem diferentes caracteristicas clinicas e padroes de progressao.

Irwin Jr. e Carey (2008) realizaram uma revisdao envolvendo a defini¢do e as caracteristicas
do CMTN, estratégias de tratamento atuais e orientacdes futuras para o tratamento. O estudo
enfatiza que embora a maioria dos CMTN’s tenha perfil de expressao basal e que a maioria dos
tumores do tipo basal-like seja CMTN, ambas as categorias tém discordancia de até 30%. Isso
deixa claro que nem todo CMTN € basal-like, e nem todo tumor basal-like ¢ CMTN. Ruijter et
al. (2011) também corroboram com essa diferenca, esclarecendo que o CMTN que também ¢
basal-like apresenta a maior homogeneidade em termos de desenvolvimento tumoral, progndstico
e opcoes de intervencao clinica. O esquema apresentado na Figura 7 traz um resumo sobre o
surgimento do CMTN.

Dentetal. (2021) acompanharam por aproximadamente 8 anos, 1.601 mulheres portadoras
de cancer de mama invasivo, sendo que 180 delas (11,2%) tinham CMTN . As pacientes com
CMTN mostraram uma probabilidade aumentada de recorréncia a distancia e morte dentro de
5 anos do diagnoéstico quando comparadas com as demais. O padrao de recorréncia também €
qualitativamente diferente; entre o grupo CMTN, o risco de recorréncia distante atingiu o pico
em 3 anos e diminuiu rapidamente depois disso. Entre o grupo “outro”, o risco de recorréncia se

mostrou constante ao longo do periodo de acompanhamento.

Ismail-Khan e Bui (2010) verificaram que o mau progndéstico da doenca pode estar
relacionado ao pobre intervalo livre de doenga no cendrio adjuvante, sobrevida livre de progressao
encurtada no cendrio metastético e a falta de terapia direcionada. Além disso, o estudo também
demonstrou que os carcinomas de mama do tipo basal-like frequentemente abrigam defeitos no

processo de duplicacdo de DNA, rompendo o mecanismo de reparo através de recombinacdes
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Figura 7 — Origem e vias relacionadas de diferentes tipos de tumores de mama triplo-negativos e
tipo basal-like. Adaptado de (RUIJTER et al., 2011).
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homdlogas, como a disfun¢do de BRCA . Os defeitos nesse mecanismo sdo caracteristicos de
células deficientes em BRCA1, o que pode resultar em um CMTN basal-like. Embora o CMTN
seja sensivel a quimioterapia, a recidiva precoce € mais provavel em pacientes com CMTN do
que com outros subtipos, e metdstases viscerais, incluindo metdstases cerebrais, sao comumente

observadas.

Em relagdo ao tratamento, esses tumores respondem em partes a quimioterapia con-
vencional (CHAUDHARY; WILKINSON; KONG, 2018), mas apresentam recidiva com mais
frequéncia do que os subtipos luminais. Assim, novas terapias sist€micas sao necessdrias com
urgéncia, pois a maioria dos pacientes com CMTN e/ou recidiva de basal-like com metdstases
a distancia ndo respondem a terapias hormonais e agentes direcionados a HER2 (CAREY et
al., 2010; LEE; DIAMGOZ, 2018). Ainda segundo Ismail-Khan e Bui (2010), novos agentes
direcionados estao sendo atualmente investigados para terapia, incluindo inibidores de VEGF
e os inibidores de poli adenosina difosfato ribose|polimerase (PARP). Ambos tém se mostrado

promissores no tratamento do CMTN.

Ruijter et al. (2011) apontaram algumas evidéncias para o fato de que a adi¢c@o de taxanos
ao tratamento adjuvante de mulheres com CMTN melhora os resultados de sobrevida significa-
tivamente em comparacao com administracido de regimes de antracilina ndo contendo taxano.
Além disso, a revisdo também traz alguns estudos que relacionaram a realizacdo de quimioterapia
pré-operatéria em pacientes com CMTN com uma maior resposta ao tratamento, quando compa-
rado com outros subtipos de cancer de mama. Isso mostra que a quimioterapia pré-operatoria

serve ndo apenas como uma avalia¢io in vivo da quimiossensibilidade, mas também como um
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marcador substituto do resultado a longo prazo.

A revisao feita por Foulkes, Smith e Reis-Filho (2010) traz alguns estudos envolvendo
o uso de novos agentes citotoxicos, incluindo a ixabepilona, que se mostraram promissores no
inicio do tratamento da doenga. Andlises retrospectivas sugeriram que a adi¢cao de docetaxel
ou paclitaxel a regimes adjuvantes contendo antraciclina pode ser de maior beneficio para
o tratamento de canceres ER- e HER2-. Alguns estudos compararam também os efeitos da
ciclofosfamida, metotrexato e fluorouracil com regimes contendo antraciclina, sugerindo que os

ultimos sao mais eficazes contra o CMTN.

Stagg e Allard (2013) relacionaram o CMTN e a imunoterapia, apresentando uma visao
geral das evidéncias cientificas que sugerem que o resultado clinico em CMTN ¢ afetado por
células imunes que se infiltram no tumor. Além disso, o estudo também descreve antigenos
associados a tumor recentemente identificados na doencga, além de uma revisao de literatura
sobre as imunoterapias disponiveis e que podem ser usadas no tratamento, incluindo vacinas
tumorais, inibidores de checkpoint imunolégico e terapias celulares adotivas. O estudo argumenta
que pacientes selecionados com CMTN com infiltrados tumorais linfociticos no momento do
diagnostico podem se beneficiar de terapias de base imunolégica e que essas imunoterapias
serdao mais benéficas em combinagdo com drogas citotéxicas que potencializam a imunidade

antitumoral adaptativa.

Lee e Djamgoz (2018) realizaram uma completa revisao sobre novas modalidades te-
rapéuticas e alvos promissores para tratamento do CMTN metastético, identificados por meio
de estudos pré-clinicos e epidemioldgicos. Esforcos recentes para realizar a caracterizacao mo-
lecular do CMTN revelaram vérios alvos terapéuticos emergentes como o PARP, receptores e
nao-receptores tirosina-quinase, pontos de controle imunoldgico, entre outros. Porém, o estudo
afirma que heterogeneidade da doenca limita os beneficios clinicos de muitas dessas terapias e a
resisténcia aos medicamentos se desenvolve apds o uso de muitas monoterapias direcionadas,

devido a regulagdo positiva das vias de sinalizacdo compensatdria.

Mainetti et al. (2020) avaliaram o efeito terapéutico de um tratamento quimioterdpico
metronOmico que combina losartan (originalmente desenvolvido para tratamento de hipertensao
arterial) e ciclofosfamida em dois modelos animais de adenocarcinoma mamadrio triplo negativo.
Os resultados mostram que essa adicao melhorou significativamente o resultado terapéutico,
estimulando a resposta imune, diminuindo a hipdxia intratumoral e remodelando o microambiente
tumoral, tudo isso sem sinais de toxicidade nos animais. Assim, os autores sugerem fortemente
que a aplicacao desse protocolo no cendrio clinico em um futuro préximo poderia ser bem

sucedida.

Os trabalhos apresentados nesse capitulo constituem alguns exemplos da vasta literatura
existente sobre o cancer de mama, seus fatores de risco, classificacdes do ponto de vista histoldgico
e molecular, e modalidades terapéuticas. Fica clara a importincia de novos estudos, principalmente

em relacdo ao CMTN, que possui o pior progndstico de todos os subtipos da doenca.
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Segundo Yin et al. (2019), o uso de modelos matematicos pode auxiliar numa melhor
caracterizagdo da evolugdo do céncer, o que traria beneficios para a realizacao de tratamentos
personalizados com objetivo de contornar uma possivel resisténcia, por exemplo. Desta forma, a
modelagem matematica constitui uma peca chave que pode auxiliar no entendimento de fendme-
nos como o crescimento tumoral, além de contribuir para o desenvolvimento de estratégias de

controle de tumor, otimizando e personalizando tratamentos.
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3 Modelos matematicos em cancer

Como apresentado nas secdes anteriores, o cancer € uma doenga complexa que apresenta
grandes desafios em relacdo a tratamentos, cinética de crescimento tumoral, entre outros. Essa
complexidade, segundo Altrock, Liu e Michor (2015), ¢ bem adequada a abordagens quantitativas,
pois oferece desafios e oportunidades para o desenvolvimento de novas ferramentas, como por
exemplo modelos matematicos. Esses modelos vém sendo desenvolvidos com o objetivo de melhor
compreender o processo dinamico da proliferagcdo celular, prever o crescimento tumoral, otimizar
protocolos terapéuticos, entre outros (TABASSUM; ROSLI; MAZALAN, 2019). Nesse capitulo,
apresentamos modelos matematicos focados no estudo da dinAmica do cancer, especificamente

do crescimento tumoral (Se¢do 3.1) e do cancer de mama (Secao 3.2).

3.1 Modelagem matematica do crescimento tumoral

Nesta secdo, os trabalhos apresentados sdo divididos de acordo com o assunto a ser abor-
dado: modelos matemadticos e sua aplicagdo na pesquisa do cancer (ALTROCK; LIU; MICHOR,
2015; SILVA, 2020; BRADY; ENDERLING, 2019; SCHATTLER; LEDZEWICZ, 2015; EFTI-
MIE; BRAMSON; EARN, 2011; RODRIGUES; MANCERA; PINHO, 2011; RODRIGUES;
MANCERA; PINHO, 2016; CHEN; JIAO; TORQUATO, 2014; CHAMSEDDINE; REJNIA,
2019) e a modelagem do crescimento tumoral (MURPHY; JAAFARI; DOBROVOLNY, 2016;
BENZEKRY et al., 2014; RODRIGUES, 2011; BYRNE, 2003; SPRATT; MEYER; SPRATT,
2014; EFTIMIE; BRAMSON; EARN, 2011; DE PILLIS; RADUNSKAYA, 2000; DE PILLIS et
al., 2007; DE PILLIS; GU; RADUNSKAYA, 2006).

Segundo Altrock, Liu e Michor (2015), modelos matemadticos sdo objetos que possuem a
capacidade de descrever um sistema a partir da abstracdo e do formalismo matematico. Através
desses modelos € possivel realizar andlises e consequentemente extrapolar situagdes original-
mente analisadas, permitindo predi¢des, manipulacao de hipdteses e descricao quantitativa de
associagoes entre diferentes componentes de um sistema. O poder dessa ferramenta reside em
sua capacidade de revelar principios fisicos anteriormente desconhecidos ou contra-intuitivos,
que em um primeiro momento podem ter sido negligenciados ou perdidos por uma abordagem
qualitativa da biologia, por exemplo (SILVA, 2020). Sendo assim, modelos matematicos e com-

putacionais tornaram-se instrumentos cada vez mais utilizados na avaliacio de hipéteses, teorias
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e na construcdo de predicdes quantitativas (BRADY; ENDERLING, 2019; ALTROCK; LIU;
MICHOR, 2015).

A modelagem matemadtica pode fornecer contribuicdoes fundamentais para a pesquisa do
cancer (ALTROCK; LIU; MICHOR, 2015), auxiliando no entendimento dos mecanismos como o
crescimento tumoral, angiogénese, dorméncia tumoral, administracao de protocolos terapéuticos
e descobertas de novas modalidade, entre outros (SCHATTLER; LEDZEWICZ, 2015; EFTIMIE;
BRAMSON; EARN, 2011). Porém, € importante ressaltar que o uso da modelagem ¢ um desafio,
j& que como visto anteriormente, o cancer € uma doenca heterogénea que possui um microambi-
ente tumoral complexo, com diferentes comportamentos em diferentes escalas temporais. Para
contornar essas dificuldades, modelos preditivos com habilidade de descrever cendrios relativos
ao crescimento, declinio e tratamento de tumores vém surgindo cada vez mais, como frutos de
um esforgo interdisciplinar. Por isso, o campo da modelagem matemadtica frequentemente mistura
tipos de cancer, condi¢cdes experimentais e até escalas espago-temporais (BRADY; ENDERLING,
2019). A escolha do melhor modelo depende das caracteristicas do evento a ser modelado e ainda
segundo Altrock, Liu e Michor (2015), para que a modelagem obtenha sucesso, os parametros
do modelo precisam ser cuidadosamente atribuidos e calibrados, vindos de uma integracao entre

a literatura experimental e a pratica clinica.

Diversas metodologias matemadticas podem ser empregadas na modelagem matematica
do cancer (RODRIGUES; MANCERA; PINHO, 2011). Modelos continuos abrangem varidveis
dependentes do espago e tempo de forma continua, fazendo uso de equagdes diferenciais ordindrias
(EDO) e equacdes diferenciais parciais (EDP) (RODRIGUES; MANCERA; PINHO, 2016). Jd no
caso da modelagem discreta, onde duas ou mais dindmicas sdo assumidas na proliferacdo celular,
alguns estudos fazem uso de autdmatos celulares e também de modelos baseados em agente
(CHEN; JIAO; TORQUATO, 2014). Além disso, existem modelos hibridos, que combinam
caracteristicas da modelagem discreta e continua (CHAMSEDDINE; REJNIA, 2019).

Apesar da complexidade interna, a cinética do crescimento tumoral segue leis relativa-
mente simples que podem ser expressas como modelos matematicos, que acabam se tornando
a base para qualquer outro modelo usado para entender os mecanismos de funcionamento do
cancer (MURPHY; JAAFARI; DOBROVOLNY, 2016; BENZEKRY et al., 2014). O fendmeno
de crescimento tumoral € objeto de estudo e investigacdo ha mais de 60 anos, o que resultou na
observacao de que seus principios podem obedecer leis gerais de crescimento populacional e
serem expressos através de equagdes matemadticas como as EDO’s (BENZEKRY et al., 2014).
A modelagem do crescimento tumoral se torna ttil pois além de testar hipteses ou teorias de
crescimento, pode também estimar o futuro ou até mesmo o passado da progressdao do tumor,

tornando-se uma poderosa ferramenta de progndstico.

Embora néo exista uma lei universal que descreva o crescimento tumoral, existem ind-
meros modelos matemdticos que buscam compreender o fendmeno (RODRIGUES, 2011). A

premissa bdsica parte do modelo exponencial (Malthus), considerando que o crescimento consiste
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na proliferacdo de uma frac@o constante do volume do tumor. Porém, como na pratica ndo ha
um tempo constante para a duplicagdo do tumor e no modelo considera-se um crescimento
ilimitado das células cancerosas, 0 mesmo nao consegue descrever a dindmica por muito tempo
(RODRIGUES, 2011). Assim, outros modelos mais elaborados foram surgindo, como o modelo
de Verhulst (ou logistico), que consegue incorporar o fato de que as células cancerosas competem
por recursos vitais do organismo. Porém, assim como o modelo de Malthus, o modelo de Verhulst
possui algumas limitacdes em relac@o ao ajuste de dados experimentais (RODRIGUES, 2011;
BYRNE, 2003). O modelo de Gompertz, que € o amplamente mais aceito para descrever a
dindmica do crescimento tumoral, surgiu em 1825 como uma tentativa de modelar a replicacao
e morte celular. O modelo fornece uma curva de crescimento populacional com caracteristica
sigmoidal, onde hd um crescimento acelerado para pequenas populagdes e um crescimento desa-
celerado para grandes populagdes. No caso das células cancerosas, estudos realizados utilizando
dados experimentais mostram que o crescimento inicial de um tumor € muito mais rdpido do que
o crescimento de tumores ja detectdveis (SPRATT; MEYER; SPRATT, 2014), o que corrobora
com o uso modelo de Gompertz, onde a desaceleracao da curva sigmoidal para grandes popu-
lacdes pode ser explicada pelo nivel finito de nutrientes para as células cancerosas (EFTIMIE;
BRAMSON; EARN, 2011). Apés o desenvolvimento do modelo de Gompertz, outros surgiram:
alguns pressupondo que os tumores crescem exponencialmente, mas a maioria considerando a
desaceleracdo do crescimento. Um exemplo € o modelo de von Bertalanffy, que inspirado em seus
estudos sobre metabolismo, desenvolveu uma lei geral de crescimento derivada de equacdes de
equilibrio de processos metabdlicos (BENZEKRY et al., 2014; EFTIMIE; BRAMSON; EARN,
2011).

Estudos como Murphy, Jaafari e Dobrovolny (2016) e Benzekry et al. (2014) propuseram-
se a verificar a diferenga entre esses modelos cldssicos de EDO’s que visam representar o
crescimento tumoral. Para os dados disponiveis em Benzekry et al. (2014), o modelo logistico ge-
neralizado exibiu os melhores resultados de ajuste (tanto individual como em grupo) e apresentou
alto poder descritivo, juntamente com o modelo de Gompertz. Ja no estudo de Murphy, Jaafari
e Dobrovolny (2016), cada um dos modelos foi ajustado aos dados experimentais truncados,
juntamente com os os parametros estimados. Os resultados sugeriram que a escolha adequada do
modelo de crescimento € extremamente importante para prever corretamente o crescimento futuro
dos tumores e avaliar o impacto do tratamento. Isso porque os modelos avaliados divergiram além
do ultimo ponto de tempo coletado experimentalmente, o que pode representar um problema ja
que na maioria das vezes, modelos matematicos sdo utilizados para realizar previsdes além do
tratamento. Assim, fica evidente a necessidade de uma consideracao cuidadosa nas suposi¢oes

do modelo, principalmente quanto ao seu uso no planejamento de terapias.

O modelo proposto por de Pillis e Radunskaya (2000) considera o crescimento tumoral e
as diferentes interagdes que ocorrem devido ao tratamento quimioterdpico, buscando identificar
protocolos que melhorassem esses regimes terapéuticos. Os autores enfatizam que nao buscavam

resultados quantitativos, ja que o comportamento qualitativo do modelo pode representar a
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dindmica de tumores reais no que diz respeito a resposta ao tratamento. O modelo adimensional
€ composto por 4 EDO’s e assume que a droga mata todos os tipos de células, mas que a taxa
de morte difere para cada uma delas, com a curva de resposta em todos os casos dada por uma
exponencial F'(u) = a(1—e~**), em que F'(u) é a fragdo de morte celular para uma determinada
quantidade de droga u no local do tumor e a € o coeficiente de resposta a droga. Como os detalhes
farmacocinéticos da droga sdo desconhecidos, os autores consideraram k = 1. Considera-se um
cendrio em que o mdximo possivel do tumor foi removido por cirurgia ou outro tratamento, e
quando a quimioterapia € iniciada, a massa tumoral inicial € pequena (sendo que uma populagdo
cancerosa adimensional de 107" corresponde a 10° células em um modelo dimensional). As
células cancerosas e normais foram modeladas por um crescimento logistico e em relacao ao
tratamento, o estudo utilizou um algoritmo de controle ideal buscando minimizar o nimero
de células cancerosas em algum momento especificado, com a restricdo de ndo matar muitas
células normais. Os resultados sugeriram a administracdo da droga de maneira continua por
periodos relativamente longos de tempo (na ordem de dias), o que vai contra os protocolos
padrdes utilizados na pratica clinica, que administram o medicamento por um curto periodo de

tempo (na ordem de horas), com repeti¢des por semana.

de Pillis, Gu e Radunskaya (2006) utilizam de modelos ja existentes de crescimento
tumoral (como o apresentado em de Pillis e Radunskaya (2000) e de Pillis e Radunskaya (2003))
para incorporar uma resposta do sistema imunolégico, expandindo estes modelos ao incluir o
efeito de vacinas antitumorais e imunoterapias em conjunto com quimioterdpicos. Um modelo de
seis EDQO’s € proposto, tendo como varidveis a populagdo de células cancerosas, células natural
killers (NK), células CD8+T, nimero de linfécitos circulantes, concentragdo de quimioterdpico
e concentracdo de imunoterdpico. Assim como em de Pillis e Radunskaya (2000), a curva de
resposta ao tratamento quimioterdpico é dada por uma exponencial F'(My) = Kg(1 — e M),
em que ¢ representa as respectivas populacdes celulares. O estudo realiza toda a anélise da
dinamica do sistema e também traz simula¢des numéricas envolvendo dados experimentais em

humanos e roedores, a fim de auxiliar no desenvolvimento dessas terapias combinadas.

de Pillis et al. (2007) também consideram o crescimento tumoral e o tratamento quimio-
terdpico em seu modelo, com um foco nas interacdes tumor-células imunes e em estratégias para
administrar o tratamento de forma otimizada. O modelo € muito similar ao apresentado em de
Pillis e Radunskaya (2000), porém com duas principais diferencas: a inclusdo da populagao de
linfécitos circulantes como uma medida da sadde do paciente ao invés da populagado de células
normais e, a fim de simplificar a andlise do controle ideal, o tratamento quimioterdpico repre-
sentado por termos de acdes de massa. Como resultado geral, o modelo demonstra que se for
possivel administrar medicamentos suficientes para matar o tumor rapidamente e empurrar as
varidveis de estado para o equilibrio livre do tumor, a populacdo de células cancerosas ird se

encaminhar para zero, sendo essa dose inicial a melhor maneira de combater o tumor.
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3.2 Modelos matematicos e o cancer de mama

Nas tltimas décadas, houve um esforco para compreender a histéria natural do cancer de
mama e desenvolver e estudar estratégias de controle do tumor primdrio e metastitico através
de modelos matemdticos (KUANG; NAGY; EIKENBERRY, 2016). Nesta secdo, os trabalhos
relacionados s@o apresentados de acordo com o fendmeno a ser modelado: crescimento tumoral
(BLUMENSON; BROSS, 1969; SPRATT et al., 1992; OLEA et al., 1994; MUFUDZA ; SOROFA;
CHIYAKA, 2012; WEI, 2018; TYURYUMINA; NEZNANO, 2018; MEHDIZADEH et al., 2021),
tamanho do tumor (VERSCHRAEGEN et al., 2005; NAVI, 2020) e tratamento (PANETTA,
1997; ROE-DALE; ISAACSON; KUPFERSCHMID, 2011; MCKENNA et al., 2017; JARRETT
et al., 2019; YOUSEEF et al., 2020; YOUSEF; BOZKURT; ABDELJAWAD, 2020). Além disso,
um estudo sobre proliferacdo celular (ELADDADI; ISAACSON, 2008) e um envolvendo a
otimizacdo e cancer de mama (OKE; MATADI; XULU, 2018) também sao apresentados.

Blumenson e Bross (1969) propuseram um modelo matematico com o objetivo de des-
crever o desenvolvimento do cancer de mama, desde o surgimento da primeira célula cancerosa
até a possivel ocorréncia de metastase. O modelo analisou separadamente 4 conceitos da doenga:
o crescimento tumoral, o atraso do paciente em relatar a doenga, o envolvimento nodal e o
inicio e crescimento de metéstases distantes. O processo de modelagem envolveu conceitos de
probabilidade condicional e considerou uma divisao do grupo original de pacientes em dois
subgrupos, caracterizados por dois conjuntos diferentes de pardmetros: o grupo A, que consistia
em pacientes cujo tumor tinha um tempo de duplicacdo rapido e que apresentavam alto risco
de envolvimento nodal e metastases remotas, € o grupo B, que representava pacientes com um
tempo de duplicagdo relativamente mais lento e menor risco de envolvimento nodal e metéstases.
Essa divisao mostrou melhores resultados na previsao do comportamento da doenga porém, o
estudo deixa claro que os resultados nao fornecem uma prova conclusiva de que essa divisao

seria a Unica existente, jd que o cancer de mama possui um comportamento heterogéneo.

Spratt et al. (1992) buscaram ajustar, através do método dos minimos quadrados, dados
reais de estudos mamograficos de 448 pacientes portadores de cancer de mama primdrio. Para
o ajuste, foram utilizados modelos matematicos conhecidos de crescimento tumoral, como a
equacao exponencial, equacdes de desaceleracdao do crescimento, a equagdo de Gompertz e
algumas formas generalizadas da equacdo logistica. Apds a escolha do melhor modelo, andlises
de regressao individuais foram executadas em cada um dos 448 pacientes, permitindo o célculo
do tempo de duplicacdo do tumor. Como conclusido, a andlise forneceu evidéncias de que o
crescimento do cancer de mama no periodo clinico inicial € melhor modelado por uma forma da
equacdo logistica. Uma desaceleracdo significativa do crescimento do tumor estava ocorrendo no
momento em que o mesmo era detectado mamograficamente, sendo que a equacao exponencial é
a que menos se ajustou aos dados. Observagdes como essas tornam a modelagem matematica do
cancer de mama mais precisa, principalmente no periodo clinico inicial, utilizando modelos de

desaceleracdo da taxa de crescimento.
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Um outro estudo que também buscou ajustar dados de cancer de mama através de modelos
matematicos foi realizado por Olea et al. (1994). Utilizando o modelo de Gompertz, Logistico e
o de von Bertalanffy, foi realizado um ajuste de dados provenientes de 60 esferéides da linhagem
MCEF-7. Com esse ajuste, foi possivel obter medidas mais informativas em rela¢ao ao crescimento
desses esferdides e também compreender a resposta da doenca a exposi¢ao de 3 tratamentos
distintos: hormonios, radiacao e drogas quimioterdpicas. Através desses dados, os parametros de
cada um dos modelos foi estimado, e alguns parametros secundarios como o volume maximo
do esferéide e o tempo de duplicacdo do mesmo foram calculados. Além disso, para avaliar
melhor as curvas de crescimento sob os diferentes tratamentos, uma linearizagdo do volume
celular também foi feita. As curvas de crescimento mostraram que a doenca possui uma cinética
complexa, tendo uma primeira fase de crescimento exponencial, seguida por uma diminuic¢ao
constante da taxa de crescimento e, por fim, um aumento progressivo do tempo de duplicag¢do. O
modelo de Gompertz se mostrou o mais adequado para lidar com isso, definindo de maneira mais
satisfatoria as fases do crescimento. J4 o de von Bertalanffy falhou ao descrever a fase inicial
exponencial, porém mostrou bons coeficientes de correlacao. Por fim, o modelo logistico foi o

menos satisfatério em relac@o aos ajustes.

Mufudza, Sorofa e Chiyaka (2012) propuseram dois modelos matematicos de competigao,
com e sem a presenca do estrogénio, para avaliar o impacto do mesmo na dindmica do cancer
de mama, considerando a populacao de células normais, cancerosas e imunes. O estudo traz
simula¢Oes computacionais dos modelos, além da andlise de estabilidade local e global de ambos,
apresentando as condi¢Oes para que diferentes situagdes ocorram, entre elas o equilibrio livre
da doenga. Como conclusio, o sistema s € estdvel se a resisténcia exercida pelo sistema imune
for maior que a taxa de crescimento do tumor. A presenga em excesso de estrogénio no sistema
(devido ao uso de anticoncepcionais e/ou terapia de reposi¢ao hormonal (TRH), por exemplo)
torna o sistema instavel. Sendo assim, o mesmo é favoravel para o crescimento das células

cancerosas ao mesmo tempo em que € desfavordvel para as células normais e imunes.

Wei (2018) propds um modelo matemético que visava compreender o crescimento da
linhagem celular MCF-7 e sua relacdo com o sistema imunolégico. O modelo era composto por
4 EDO’s, tendo como varidveis a populacdo de células cancerosas MCF-7, o nivel circulante
de estradiol, a popula¢do de células NK, a populagdo de linfécitos T citotoxicos e a populacao
de leucécitos. O estudo supds que o crescimento da populacdo de células cancerosas seguia
uma curva logistica ou sigmoidal, incluindo trés fases: uma fase exponencial, uma fase linear
e uma fase de platd. As simulagdes numéricas do modelo proposto mostraram que um sistema
imunolégico enfraquecido, com células NK persistentemente baixas e uma ativacdo mais lenta
da resposta imunoldgica, pode falhar em controlar o crescimento de um tumor que um sistema
imunoldgico sauddvel seria capaz de controlar. Além disso, o efeito da concentragcdo de estradiol
na formacao do tumor nio ¢ significativo, o que estd de acordo com observacgdes de pesquisas

anteriores.
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O estudo realizado por Tyuryumina e Neznano (2018) visava melhorar a precisao da
previsdo do desenvolvimento do cincer de mama, através de um modelo matemdtico ja presente
na literatura, que por sua vez buscava descrever tanto o crescimento do tumor primdrio de mama
quanto o crescimento secundério da metéastase a distancia, além de permitir previsdes sobre
futuras manifestacOes metastaticas apds a ressec¢ao do tumor primdrio. O modelo se baseia em
um crescimento exponencial e € composto por duas EDO’s e algumas equacdes deterministicas
lineares e ndo lineares. Como conclusdo, o modelo conseguiu descrever corretamente o periodo
de crescimento do cincer de mama primdrio, o periodo de crescimento da metdstase do cancer
de mama a distancia secunddria e a sobrevida de 10-15 anos dos pacientes com cancer de
mama, considerando o estdgio da doenca. Assim, o estudo melhorou a previsdao do processo de
desenvolvimento da doencga, determinando a variedade de periodos criticos de crescimento que

influenciariam na predicao de sobrevida.

Mehdizadeh et al. (2021) propuseram um modelo matematico de crescimento tumoral,
na tentativa de replicar um estudo in vitro de linhagem de células de CMTN que induziu a
dorméncia tumoral imunolégica apds o tratamento com quimioterapia. O modelo matematico era
composto por 4 EDO’s com quatro varidveis: células cancerosas proliferativas, células cancerosas
em estado de dorméncia, células imunes T CD8 + e células imunes NK. O modelo conseguiu
reproduzir o estado de dorméncia, eliminagdo e escape imunoldgico do cancer de acordo com os
dados experimentais relatados anteriormente e gerou uma hipétese testavel, sugerindo que as
células cancerosas dormentes podem ser consideradas em uma possivel vacina para debilitar a

progressdo do cancer de mama agressivo e prevenir a formagdo de metéstases.

Verschraegen et al. (2005) buscaram uma relagdo entre o tamanho do tumor e a mor-
talidade no cancer de mama em estdgio inicial, utilizando dados resumidos de 83.686 casos
registrados de carcinoma primario de mama entre 1988 e 1997. O processo de modelagem do
problema utilizou uma abordagem de regressao de Poisson, buscando derivar o efeito do tamanho
do tumor como uma funcdo matemdtica. Varias equacdes matematicas foram utilizadas para
ajustar a curva de dados gerada, sendo que a de Gompertz obteve o ajuste mais flexivel sem exigir
uma precisao excessiva. Os resultados obtidos destacaram que, em média, cada aumento em
milimetro do tamanho do tumor esté associado a um aumento relativo considerdvel na mortalidade
para tumores menores do que para tumores maiores, o que evidencia a importancia da triagem e

diagndstico precoce.

Navi (2020) uniu técnicas de modelagem matemadtica e machine learning com o objetivo
de prever o tamanho de tumores de cancer de mama de maneira individual, utilizando dados de
1.869 mulheres portadoras da doenca. O modelo matemético era composto por 4 EDO’s nao
lineares e 2 EDP’s, com condig¢des iniciais que envolviam a presenca de mutagdes genéticas
pré-puberdade, a satide do tecido mamadrio e o tamanho do tumor, sendo que esse ultimo foi
retirado de um banco de dados, para que cada modelo fosse customizado de maneira individual

para as pacientes. As solucdes do modelo foram inseridas na base de dados novamente e uma
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série de algoritmos foram aplicados. Ao fazer a inser¢@o desses resultados novamente no banco de
dados, diferentes parametros das técnicas de machine learning foram melhorados, o que impactou

de maneira positiva na previsao do tamanho do tumor para cada mulher.

Panetta (1997) propds um modelo matematico para descrever os efeitos de um quimi-
oterdpico ciclo especifico, o paclitaxel, no tratamento do cancer de mama e ovério. O modelo
era constituido por duas EDQO’s, tendo como varidveis as células em proliferacdo, sensiveis
ao tratamento, e as células quiescentes, resistentes ao tratamento. Utilizando dados clinicos, a
principal investigacdo consistiu em determinar como a variacdo do periodo de tratamento, fase
ativa, forca da dose e a fracao de proliferacdo celular poderiam afetar essa intervengao terapéutica.
Os resultados mostraram que um curto periodo de tempo entre as doses (no caso do cancer de
mama, de 7-14 dias) fornecia melhores resultados em relagdo ao tratamento do que o tempo
usualmente utilizado (21 dias entre as doses). O autor entdao encorajou a realizacao de novos
estudos, a fim de comparar os modelos mateméticos com dados clinicos e encontrar o melhor

protocolo para cada caso.

Roe-Dale, Isaacson e Kupferschmid (2011) buscaram investigar o papel da especificidade
do ciclo celular e da resisténcia as drogas em tratamentos quimioterapicos do cancer de mama
que utilizam um esquema sequencial de CMF (ciclofosfamida, metotrexato, S-fluorouracil) e
doxorrubicina. Fazendo algumas suposi¢des, o estudo desenvolveu dois modelos individuais
levando em conta o ciclo celular e a resisténcia as drogas e, posteriormente, uniu ambos para gerar
um modelo geral composto por 4 EDO’s. Nesse modelo, as células foram separadas por estado
do ciclo celular em duas categorias, que também eram separadas em células que expressam o
gene MDRI1 (um dos responsdveis pelo mecanismo de resisténcia) e aqueles que nao expressam.
Como resultado, simulagdes do modelo mostraram que € a resisténcia, e ndo a especificidade do
ciclo celular, a responsavel pela superioridade desse regime sequencial de tratamento. Porém,
seriam necessdrias mais defini¢Oes, experimentos adicionais e estudos tedricos para compreender

essa combinagdo de drogas.

McKenna et al. (2017) propuseram uma abordagem experimental utilizando modelos
matemadticos para descrever como a concentragdo e a duracio da terapia com doxorrubicina
moldariam a dindmica da populacdo de células no tratamento do cancer de mama. O estudo
utilizou 4 linhagens celulares de cancer de mama (MDA-MB-468, MDA-MB-231, MDA-MB-453
e SUM-149PT) com o objetivo de abranger diferentes subtipos da doenga. Um primeiro modelo
compartimental foi desenvolvido, composto por 3 EDO’s e tendo como varidveis as concentracoes
de doxorrubicina nos compartimentos extracelular, livre (droga que se difundiu na célula) e ligado
(droga que se ligou ao DNA). Também houve o desenvolvimento de um modelo de resposta
ao tratamento, que levou em conta um crescimento logistico que poderia ser modificado por
duas funcdes de resposta dependentes do tempo: a taxa de proliferacao e a taxa de mortalidade
por dose especifica. Como resultado, os modelos forneceram uma abordagem que permitiu a

previsao de alteracOes tumorais em resposta a farmacocinética da doxorrubicina in vivo. Esse
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tipo de previsdo pode contribuir para que modelos biolégicos de resposta a tratamento sejam

mais refinados e personalizados.

Jarrett et al. (2019) investigaram a quimioterapia combinada de trastuzumabe e paclitaxel
no tratamento do cancer de mama do tipo HER2+. O objetivo da investigacao foi identificar
potenciais efeitos sinérgicos devido ao sequenciamento dessas terapias, avaliando as relagdes
de interacdo medicamentosa com base na ordem, no momento e na quantidade de dose dos
medicamentos. Para isso, foram utilizadas imagens in vitro de um experimento com a linhagem
celular BT474 e modelos matematicos composto por EDO’s foram desenvolvidos para descrever
a resposta dessas células cancerosas a cada um dos regimes terapéuticos. Posteriormente, para
simular terapias de combinagdo das drogas, os dois modelos foram combinados em um sistema
de trés EDO’s, que mostrou maior sinergia para regimes em que o trastuzumabe foi administrado
antes do paclitaxel, sugerindo que o trastuzumabe acelera os efeitos citotéxicos do paclitaxel. O
estudo afirmou também que mais dados in vitro seriam necessdrios para melhor caracterizar a

cooperagdo entre os dois medicamentos e se esses regimes de tratamento podem ser otimizados.

Yousef et al. (2020) desenvolveram um modelo matematico de cancer de mama com o
objetivo de analisar o crescimento tumoral e um tratamento envolvendo quimioterapia e imunote-
rapia, onde uma dieta cetogénica, reforco imunolégico e drogas anti cancer foram utilizados como
intervencdo de controle para minimizar a populagao tumoral. Essa intervencdo teve como objetivo
fortalecer o sistema imunoldgico e minimizar a dosagem de quimioterdpico necessdrio para o
tratamento. O modelo principal foi composto por 4 EDO’s, tendo como varidveis a populacao
de células normais, populacdo de células cancerosas (do tipo luminal), a resposta imune e o
compartimento de estrogénio. Um segundo modelo também foi desenvolvido, incorporando
o efeito Allee (do tipo fraco e forte) ao descrever a dinAmica do crescimento tumoral, onde
abaixo de um determinado limiar, a populacdo de células cancerosas caminharia para a extingao.
Entre as principais conclusdes do estudo, a anélise de estabilidade do modelo mostrou que se
a invasao das células cancerosas as células normais for pequena, o tumor pode ser eliminado
dos tecidos mamadrios devido a resposta imune e ao nivel de estrogénio observado no ponto de
equilibrio livre da doencga. J4 para o ponto de equilibrio que representa a morte, a taxa de dieta
cetogénica influenciou a resposta imunoldgica na luta contra o crescimento tumoral, mas nao
conseguiu parar o aumento do nivel de estrogénio. Com os mesmos objetivos, um outro estudo
realizado por Yousef, Bozkurt e Abdeljawad (2020) também desenvolveu um modelo matemético
relacionando crescimento tumoral, tratamento quimioterdpico, imunoterdpico e dieta cetogénica,

sO que utilizando equagdes diferenciais de ordem fraciondria (EDF).

Eladdadi e Isaacson (2008) desenvolveram um modelo matematico que buscou investigar
os efeitos da superexpressao do HER?2 na proliferacdo celular no cancer de mama. Para a cons-
trucao do modelo, os autores levaram em conta as interacdes entre os receptores e seus ligantes
e a dinamica da proliferacao celular, principalmente a relacdo entre a ligacdo receptor-ligante

e a densidade celular. O modelo de proliferagdo foi composto por 4 EDO’s que tinham como
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varidveis o ndmero de receptores do fator de crescimento epidérmico (EGF) ligados, o niimero
de complexos terndrios, a concentracdo de ligantes do EGF e o nimero total de células. As
simulacdes do modelo ilustraram a existéncia de um comportamento de limite (expressao do
HER?2), ou seja, uma dependéncia em que a taxa de crescimento da populacdo de células é
minima abaixo de um ndmero limite por célula e, em seguida, aumenta rapidamente para um
valor relativamente constante acima desse numero limite. Assim, o modelo conseguiu provar
a hipétese de que a superexpressdo de HER?2 leva ao aumento da proliferacao dependente de

ligante nessas células.

Oke, Matadi e Xulu (2018) aplicaram a teoria do controle 6timo para descobrir um ajuste
ideal de droga em terapias governadas por um modelo matematico de EDO’s. Esse modelo tinha
por objetivo minimizar o nimero de células cancerosas, considerando diferentes parimetros de
controle, como combinacdes de quimioterdpicos e uma dieta cetogénica. Os autores obtiveram
as condi¢Oes necessdrias para o controle 6timo da doenca empregando o principio mdximo de
Pontryagin, fazendo uma andlise qualitativa desse controle 6timo do modelo. Os resultados
mostraram que um individuo tem a chance de desenvolver cancer de mama dependendo do nivel
dos parametros de controle que estariam sendo aplicados para combater as células cancerosas.
A presenca de estrogé€nio em excesso no sistema o torna instdvel, implicando em que qualquer
quantidade adicional do hormonio introduzido no corpo por meio do controle de natalidade
ou TRH aumenta a taxa de formagao de tumor. O estudo também evidenciou as vantagens da
utilizacdo desses controles de terapia, combinando as drogas anticancer e procedimentos de dieta

cetogénica.

Os trabalhos discutidos nesse capitulo exemplificam a importancia do uso de modelos
matemadticos para melhor compreender os diversos processos envolvidos na dindmica do céancer,

especificamente do cancer de mama, que € tema deste trabalho.
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4 Modelos matematicos de células

tumorais mamarias sob tratamento

Neste capitulo apresentamos o desenvolvimento de dois modelos matemadticos envolvendo
equacoes diferenciais ordindrias. O primeiro tem como referéncia o estudo desenvolvido por de
Pillis e Radunskaya (2000) e busca descrever o crescimento de duas linhagens celulares de cancer
de mama, MCF-7 e MDA-MB-231, sob efeito de tratamentos utilizando paclitaxel e citrato de
rédio (II)'. As varidveis consideradas sdo o nimero de células cancerosas e a concentragio de
quimioterdpico no sitio tumoral. J4 o segundo modelo, tem como referéncia os estudos de de
Pillis e Radunskaya (2000), de Pillis, Gu e Radunskaya (2006) e Mufudza, Sorofa e Chiyaka
(2012), tendo por objetivo descrever o crescimento tumoral do cincer de mama sob tratamento
quimioterdpico, considerando o efeito do sistema imune e da presenca do estrogénio. Para
o desenvolvimento do modelo, as variaveis consideradas sdo o nimero de células normais,
cancerosas, imunes, a concentracdo de quimioterdpico no sitio tumoral e o nivel de estrogénio

presente no organismo.

Os aspectos bioldgicos modelados, conceitos e estudos que envolvem o cancer de mama
estdo presentes nos Capitulos 1 e 2. Além disso, os modelos de de Pillis e Radunskaya (2000), de
Pillis, Gu e Radunskaya (2006) e Mufudza, Sorofa e Chiyaka (2012) também sao citados nas
Secdes 3.1 e 3.2.

4.1 Modelo I: crescimento tumoral de linhagens celulares sob

tratamento

Como apresentado nas secoes 1.2 e 2.2, a quimioterapia € uma das modalidades tera-
péuticas principais no tratamento do cancer, incluindo o cancer de mama. Porém, em alguns
casos, também como apresentado na secdo 2.4, o tratamento quimioterdpico convencional nio é
suficiente para a eliminagdo tumoral. Neste caso, novas modalidades e alvos terapéuticos se fazem

necessdrios. Apresentamos a seguir um modelo matematico que busca descrever o efeito de dois

I O citrato de rédio (I) ¢ um composto promissor para terapia do cincer. Peixoto et al. (2015) mostraram que o

mesmo apresentou uma atividade satisfatéria contra um tumor de Ehrlich ao mesmo tempo em que teve baixa
toxicidade quando comparado a outros tratamentos convencionais.
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tratamentos distintos sob células cancerosas. O primeiro tratamento utiliza um quimioterdpico ja
bem estabelecido na prética clinica, o paclitaxel, enquanto que o segundo utiliza um tratamento
alternativo, o citrato de rédio (II). Vale ressaltar que ndo levamos em conta a populagdo de células
normais em nosso modelo. Assim, baseado em de Pillis e Radunskaya (2000) e considerando o
nimero de células cancerosas, N (t), e a concentragdo do agente quimioterapico, ((¢), o modelo

proposto é dado por

dN N
= rN(1=2) —pu(l—e 9N
dt " ( k) pl = TN,

aQ
dt

4.1)
= q— Q.

O parametro r denota a taxa de crescimento das células cancerosas, enquanto k representa
a capacidade suporte do tumor. O parametro x4 € a taxa de tratamento das células cancerosas,
ou seja, o termo u(1 — e~?) N representa a quantidade de células cancerosas eliminadas pelo
tratamento utilizado. Aqui, assim como proposto por de Pillis e Radunskaya (2000), assumimos
que a droga mata todos os tipos de células e possui uma curva de resposta exponencial do tipo
F(Q) = p(1 — e 9). Por fim, g representa a dose tnica de quimioterdpico e A denota a taxa de
eliminagdo da droga. Utilizando o modelo proposto acima, a andlise de estabilidade linear e o

processo de estimagdo de parametros sdo apresentados a seguir.

4.1.1 Analise de estabilidade local

Os pontos de equilibrio consistem nas solu¢des do sistema

N
rN (1 - k:) —u(l—e Q)N =0,

q—2Q =0.

(4.2)

Nesse caso, encontramos dois pontos de equilibrio P = (N*, Q*):

e P = (O, ;{) tratamento eficaz em eliminar células cancerosas,
k(oo —p+r
e P, = ((N)) % : tratamento ineficaz em eliminar células cancerosas
r

em que o = [, exp (—i) Para que um ponto de equilibrio seja admissivel do ponto de vista
bioldgico, seus componentes devem ser nao negativos (PARAJDI et al., 2021). Nesse caso, o
ponto P, é admissivel enquanto que para P, o ponto € admissivel se » > —a + p, enquanto que

se r < —a + p < 0, o ponto € ndo admissivel para os fins de modelagem desse trabalho.
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Seguindo a andlise de estabilidade local, a matriz jacobiana associada ao sistema (4.2) e
aplicada no ponto de equilibrio P = (N*, Q*) é dada por

afl * * % * *
SNV G5V
J(N*, Q) = ) 4.3)
af2 * * 8f2 * *
Sy (V@) Gov)
Aplicando o ponto P, em (4.3), temos
a—p+r 0
J(P) = 0 R I
que tem como autovalores associados
T, = a—p+r, 4.4)
TQ — —A (4'5)

O mesmo processo € feito para o ponto P,, obtendo

—aK(a —
ot aK(a—p+r)
r
J(P2):
0 -
e

T, = —a+p—r, (4.6)
T, = —\ 4.7)

Como estabelecido anteriormente, para a existéncia do ponto P, temos r > —a +
1. Analisando os autovalores, caso essa condicdo seja satisfeita, o ponto P, € ponto de sela,
enquanto P, é localmente assintoticamente estdavel. Caso contrario, temos que P, € localmente

assintoticamente estdvel enquanto P, é ponto de sela.

4.1.2 Estimacao de parametros

O processo de estimagdo de pardmetros foi realizado através da ferramenta lsgnonlin

disponivel no MATLAB ©”. Para isso, foi necessario fornecer o sistema (4.1), juntamente com

2 Licenga 41047170.
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suas condic¢oes inicias e a funcdo objetivo a ser minimizada, que nesse caso € o erro quadratico
médio (EQM) (KAY, 1993; MORETTIN; BUSSAB, 2010), definido por

n

1
EQM = -3 (4 — )", (4.8)

=1
em que ¢; representa os valores estimados e y; os valores observados. Além do EQM, para cada

estimacao obteve-se a raiz do erro quadratico médio (RMSE), dada por

RMSE = \/ an(ynw (4.9)

Mais informagdes sobre o processo de estimacdo estdo disponiveis no Apéndice B, onde
se descreve com mais detalhes a técnica de ajuste de dados utilizada nas equagdes presentes em
4.1).

O primeiro conjunto de dados utilizados para estimagdo foram fornecidos pela docente da
UnB Izabel C. R. Silva e consistiam em nimero de células/cm? em 24h, 48h e 72h da linhagem
MDA-MB-23, exposta a dois tratamentos distintos: paclitaxel (dose tinica com concentra¢ao
de 0,05 uM) e o citrato de rédio (II) (dose tinica com concentracdo de 500 pM). A Figura 8
mostra a curva ajustada de crescimento populacional celular da linhagem MDA-MB-231 tratada
com paclitaxel 0,05 M aos valores experimentais medidos, em que as condi¢des iniciais foram
fornecidas com o conjunto de dados experimentais. E possivel notar que a estimacio resultou
em uma curva que representou o comportamento do conjunto de dados. Os respectivos valores
estimados sdo apresentados na Tabela 3 e 0 RMSE relacionado a essa estimacéo foi de 2,55 x 102,
o que indica um bom ajuste ja que os dados utilizados sdo da ordem de 10* e ndo utilizamos a

escala log.

Tabela 3 — Valores utilizados e obtidos no processo de estimacgao utilizando dados da linhagem
MDA-MB-231 tratada com ¢ = 0, 05uM de paclitaxel.

Parametros Valores Unidade Fonte
r 0,09 dia™* Estimado
K 1 x 10° (célula/cm2?)~!  Valor assumido
1 7,85 dia™! Estimado
q 0,05 (uM)/dia Dose de paclitaxel
A 0,92 dia™! Estimado

A Figura 9 mostra a curva ajustada do crescimento da linhagem MDA-MB-231 aos dados
experimentais, s6 que desta vez tratada com citrato de rédio (II) 500 M. Assim como no caso
anterior, as condicoes iniciais foram fornecidas com o conjunto de dados experimentais e a
estimacgao resultou em uma curva que representou o comportamento do conjunto de dados. O
RMSE relacionado ao processo de estimacéo foi de 8,77 x 10? e os respectivos valores estimados
sdo apresentados na Tabela 4. Assim como no caso apresentado anteriormente, temos um RMSE
que indica um bom ajuste, jd que os dados utilizados sdo da ordem de 10*. Dessa forma, o modelo

se adaptou de forma semelhante aos dois tratamentos considerados.
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Figura 8 — Ajuste de curva do crescimento populacional da linhagem MDA-MB-231 com dados
experimentais de tratamento com paclitaxel ¢ = 0,05:M considerando N (0) = 37500
células/cm? e Q(0) = 0.
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Tabela 4 — Valores utilizados e obtidos no processo de estimacao utilizando dados da linhagem
MDA-MB-231 tratada com ¢ = 500uM de citrato de rédio (II).

Parametros Valores Unidade Fonte
r 1,16 dia™! Estimado
k 1 x10° (célula/cm?)~! Valor assumido
] 1,62 dia™* Estimado
q 500 (uM)/dia Dose de citrato de rédio (II)
A 50 dia™! Pinho, Freedman e Nani (2002)

O segundo conjunto de dados experimentais foram retirados do artigo de Carneiro et al.
(2011) e sdo referentes a linhagem MCF-7, também tratada com paclitaxel (com concentracdo de
50 uM) e com citrato de rédio (concentragdo de 500 pM). Assim como no caso anterior, temos
o nimero de células/cm? em 24h, 48h e 72h. Para as estimacdes, as condigdes iniciais foram
obtidas através de uma proporcao utilizando os dados disponiveis em Carneiro et al. (2011) e os

dados da linhagem MDA-MB-231 citados anteriormente. A Figura 10 mostra a curva ajustada de
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Figura 9 — Ajuste de curva do crescimento populacional da linhagem MDA-MB-231 com dados
experimentais de tratamento com citrato de rédio (II) ¢ = 500uM e considerando
N(0) = 37500 células/cm? e Q(0) = 0.
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crescimento populacional celular da linhagem MCF-7 tratada com paclitaxel 50 ©M, a partir dos
valores experimentais disponiveis em Carneiro et al. (2011). Assim como nos casos anteriores,
a estimacao resultou em uma curva que representou o comportamento do conjunto de dados.
Os respectivos valores estimados estdo apresentados na Tabela 5 e o RMSE relacionado a essa
estimagdo, de 1,85 x 10*, é o maior quando comparado aos demais ajustes, mesmo considerando
que os valores aqui utilizados sdo da ordem de 10°.

Tabela 5 — Valores utilizados e obtidos no processo de estimacao utilizando dados da linhagem
MCF-7 tratada com ¢ = 50uM de paclitaxel.

Parametros Valores Unidade Fonte
r 0,08 dia™! Estimado
k 4 x 105 (célula/cm?)~! Valor assumido
1 0,5 dia™! Estimado
q 50 (uM)/dia Carneiro et al. (2011)
A 20 dia™* Pinho, Freedman e Nani (2002)

A Figura 11 também traz a curva de crescimento populacional da linhagem MCF-7, s6
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Figura 10 — Ajuste de curva do crescimento populacional da linhagem MCF-7 com dados experi-
mentais disponiveis em Carneiro et al. (2011), tratada com paclitaxel ¢ = 50uM e
considerando N (0) = 227699,4 células/cm? e QQ(0) = 0.
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que desta vez ajustada aos dados de tratamento com citrato de rédio (II) 500 uM. O tempo de
simulagao foi estendido para 100 dias, a fim de avaliar o crescimento dessa populacao, ja que hd um
decréscimo da viabilidade celular com o passar do tempo (24h e 48h) porém, em 72h, esse nliimero
volta a crescer. Segundo Carneiro et al. (2011), durante o tratamento, as células aumentaram
sua condensagdo nuclear e tornaram-se mais arredondadas e com bolhas, o que caracteriza
eventos de apoptose que sdo desejados em um tratamento. Sendo assim, uma hipétese € a de que
as células desenvolveram mecanismos de defesa, que podem ser mecanismos de resisténcia e,
consequentemente, a viabilidade celular volta a crescer em 72h. Porém, esse crescimento nao
impactou na solucdo do modelo com os parametros estimados. O RMSE relacionado a essa
estimagdo foi de 1,49 x 10* e os respectivos valores estimados estdo apresentados na Tabela 6.
Para os ajustes com dados da linhagem MCF-7, obtivemos um maior RMSE quando comparados
aos ajustes da linhagem MDA-MB-231.
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Figura 11 — Ajuste de curva do crescimento populacional da linhagem MCF-7 com dados ex-
perimentais disponiveis em Carneiro et al. (2011), tratada com citrato de rédio (IT)
g = 500uM e considerando N (0) = 329326 células/cm? e Q(0) = 0.
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Tabela 6 — Valores utilizados e obtidos no processo de estimac¢ao utilizando dados da linhagem
MCEF-7 tratada com ¢ = 500uM de citrato de rédio (II).

Parametros Valores Unidade Fonte
r 1,74 dia™! Estimado
k 4 x 10° (célula/cm?)~! Valor assumido
i 1,55 dia™* Estimado
q 500 (uM)/dia Carneiro et al. (2011)
A 50 dia™! Pinho, Freedman e Nani (2002)

Utilizando o conjunto de valores da Tabela 6, apresentamos uma andlise de estabilidade
do modelo (4.1) a fim de avaliar a dindmica desse crescimento. Nesse caso, encontramos dois
pontos de equilibrio P = (N*, Q*):

e P, =(0,10);

. P, = (4,3694 x 10%, 10).
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Aplicando o ponto P, em (4.3),
0,19 0
JP) =1 0o 50>

que tem como autovalores associados

T, = 0,19, (4.10)
T, = —50. (4.11)
Para o ponto P,, temos
—0,19 —-3,0747
J(P)=1 ¢ 50 |
que tem como autovalores associados
T, = -0,19, 4.12)
T, = -50. (4.13)

Sendo assim, para o conjunto de valores apresentados na Tabela 6, o ponto P, é ponto
de sela e o ponto P, € localmente assintoticamente estdvel, o que corrobora com os resultados
apresentados na Figura 11, onde hd um cendrio que pode representar um tratamento ineficaz em
eliminar células cancerosas. O mesmo procedimento foi realizado para cada um dos conjuntos
de valores apresentados anteriormente, e os resultados sao apresentados na Tabela 7. Para os 3
primeiros conjuntos de dados, temos que apenas o ponto P;, que representa a situacdo livre do

tumor e um cendrio de possivel sucesso do tratamento, é localmente assintoticamente estavel.

Tabela 7 — Resultados da andlise de estabilidade local do modelo (4.1) utilizando os valores e
parametros estimados dos tratamentos das linhagem MDA-MB-231 e MCF-7 com
paclitaxel e citrato de rédio (II).

P P
MDA-MB-231 - 0,054M de paclitaxel (0,0,0543) - Estavel  (—36,138 x 10*, —0,0543) - Sela
MDA-MB-231 - 500uM de citrato de rédio (II) (0,10) - Estdvel (—3,9648 x 10%,10) - Sela
MCF-7 - 50uM de paclitaxel (0,2,5) - Estdvel (—1,8947 x 10%,2,5) - Sela
MCF-7 - 500uM de citrato de rédio (IT) (0,10) - Sela (4,3694 x 10%,10) - Estével

A estimagao envolvendo os dados da linhagem MDA-MB-231 tratada com paclitaxel foi a
que apresentou o menor RMSE associado, e consequentemente a curva da solu¢cdo do modelo com
esses parametros ja estimados foi a que melhor representou o conjunto de dados experimentais.

Além disso, ao comparamos os resultados apresentados anteriormente, € possivel notar que para
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esse conjunto de dados, a curva da solu¢do do modelo possui um comportamento mais logistico,
enquanto que para as demais curvas, hd um comportamento de decrescimento exponencial.
Isso pode ser explicado pelo fato de que o primeiro resultado envolve uma concentragao de
quimioterdpico (0,05uM) menor quando comparado aos demais casos (50 e 500uM), o que
impacta de maneira diferente no decrescimento dessas células. Por fim, o tnico cendrio onde
haveria um tratamento ineficiente em eliminar as células cancerosas € o que envolve a linhagem
MCEF-7 tratada com citrato de rédio (II).

O estudo de Carneiro et al. (2011) avalia os efeitos citotoxicos de tratamentos distintos
(paclitaxel, citrato de rédio (II), citrato de rédio (II) carregado com nanoparticulas magnéti-
cas e magnetolipossomas) sob 3 linhagens celulares: MCF-7, MCF-10A (linhagem de células
epiteliais mamadrias ndo tumorais) € 4T1 (linhagem celular de cancer de mama de murinos).
Como conclusdo, tratamentos com citrato de rédio (II) causam um efeito citotéxico em ambas as
linhagens, porém, esses efeitos diferem entre a mama normal (linhagem MCF-10A) e células
cancerosas (linhagem MCF-7). Para concentracdes maiores que 2001M, a citotoxicidade (que
depende da dose e do tempo) nas células normais € maior do que nas células cancerosas. J4 em
relacdo ao paclitaxel, o mesmo induziu a um efeito citotéxico mais intenso apds 72h em todas
as linhagens celulares quando comparado com o citrato de rédio (II). Isso corrobora com os
resultados apresentados nesta se¢do, ja que as curvas de solucdo do modelo mostram o nimero de
células cancerosas tratados com paclitaxel diminuindo de maneira mais lenta quando comparadas
com os tratamentos envolvendo citrato de rédio (II). Porém, no caso da linhagem MCF-7, nao
ha a eliminacao tumoral para o tratamento envolvendo o composto metalico. Uma hipoétese é
de que por se tratar de uma concentragao maior que 200M, o efeito citotoxico da droga acaba
diminuindo nas células cancerosas, o que permite que o nimero de células volte a crescer. Porém,

0 mesmo nao ocorre com a linhagem MDA-MB-231 sob 0 mesmo tratamento.

Utilizando o modelo (4.1) e dados experimentais de duas linhagens celulares de cancer
de mama, foi possivel estimar os parametros relacionados ao crescimento das células cancerosas
e a eficiéncia dos tratamentos em eliminar essas células. Com os valores obtidos via estimacao
de parametros, exibimos a andlise de estabilidade para corroborar com os resultados tedricos

apresentados.

4.2 Modelo II: crescimento tumoral sob influéncia do sistema

imune e estrogénio com tratamento quimioterapico

Como visto no capitulo 1, o sistema imune possui um papel importante no desenvol-
vimento e tratamento do cancer. Em relacdo ao cancer de mama, o estrogénio, como visto no
capitulo 2, pode representar um fator de risco para desenvolvimento da doenca e impactar em
seu prognostico. Baseado no estudo de Mufudza, Sorofa e Chiyaka (2012), propomos um mo-

delo matematico de competi¢ao celular, em sua forma adimensional, utilizando células normais,
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cancerosas, imunes e o nivel de estrogénio circulante no organismo, a fim de avaliar o impacto
desse dltimo na dinAmica do cancer de mama sob quimioterapia. Adicionamos esse tratamento no
modelo baseados em de Pillis e Radunskaya (2000), de Pillis, Gu e Radunskaya (2006) e de Pillis
e Radunskaya (2014). Sejam H (¢) o niimero de células epiteliais normais que formam o tecido
mamadrio, 7°(¢) o nimero de células epiteliais cancerosas (que possuem seu DNA danificado), ()
o nimero de células imunes, Q)(t) a dose de agente quimioterdpico e F(t) o nivel de estrogénio

presente no organismo, temos

H

ddt - H(Oél - /BlH - 51T) - 6(1 - B_Q)H - O&.E[Ew7
dT

= = T(ay — ByT) — %IT — k(1 — e )T + 0, HE,
dI oIT 0,1
—_— = — o IT — Il — (1 —e @) —

A e (et Gl L sy -} (4.14)
dQ

T g = A

y q(t) — AQ,

dFE

E = T —QE

A Tabela 8 traz os parametros do modelo e seus respectivos significados. As células
normais e cancerosas competem entre si por espaco e nutrientes com coeficientes 3; e [,
respectivamente. A interacdo entre elas resulta em um efeito de inibicao das células normais
a uma taxa 0,. A presenca das células cancerosas também estimula o crescimento das células
imunes que surgem a uma taxa constante s € que, na auséncia de tumor, morrem a uma taxa
natural p. Esse estimulo causa um crescimento ndo linear das células imunolégicas, da forma
(wp—ll—TT)’ onde p € taxa de resposta imune e w € a taxa de limiar imunolégico. Além disso, a
reagdo entre essas células pode resultar na inativagao das células imunes a um coeficiente s,
bem como na morte das células cancerosas a uma taxa .. A taxa de mortalidade das células
devido ao tratamento quimioterdpico é representada pelos parametros ¢, x € ¢). Assim como no
modelo de de Pillis e Radunskaya (2000), assume-se que a droga é eliminada a uma taxa \ e que

a mesma mata todos os tipos de células, possuindo uma curva de resposta exponencial do tipo
F(Q) =a(l —e?).

No que diz respeito ao estrogénio, consideramos que seu nivel circulante no organismo
aumenta a uma taxa m,, pelo uso de métodos anticoncepcionais e/ou terapia de reposi¢ao hormonal,
por exemplo. Por exercer um efeito proliferativo nas células do tecido mamario, o estrogénio
aumenta a chance do surgimento de erros na divisao celular, além de promover o crescimento das
células cancerosas. Assim, consideramos que o estrogénio converte células normais em células

cancerosas a uma taxa o, H E'. Além disso, a deficiéncia de estrogénio aumenta a proliferacao
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das células imunes e, consequentemente, sua presenca inibe a proliferacao dessas células a uma

taxa 051 (MUFUDZA; SOROFA; CHIYAKA, 2012).
v+ B
Tabela 8 — Pardmetros e respectivos significados.
Pardmetros Significado
g Taxa de crescimento per capita de células normais
51 Coeficiente de competicao interespecifica referente a populagcao de células normais
01 Taxa de inibicdo das células normais devido a competicao
€ Taxa de mortalidade das células normais devido ao tratamento quimioterapico
o1 Taxa de formacao tumoral pela presenca de estrogénio
1% Taxa de crescimento per capita de células cancerosas
5o Coeficiente de competicao interespecifica referente a populacio de células cancerosas
Y2 Taxa de mortalidade das células cancerosas pela resposta imune
K Taxa de mortalidade das células cancerosas devido ao tratamento quimioterdpico
02 Taxa de crescimento das células cancerosas pela presenca do estrogénio

S Fonte de origem das células imunes
P Taxa de resposta imune
w Taxa de limiar imunolégico
Y3 Taxa de inativacdo das células imunes
7 Taxa de morte natural de células imunoldgicas
() Taxa de mortalidade das células imunes devido ao tratamento quimioterdpico
o3 Taxa de supressao imunoldgica devido a presenca de estrogénio
Taxa limiar do estrogénio

q Fluxo de infusdo do quimioterapico

A Taxa de elimina¢do do quimioterdpico

m Taxa de origem do estrogénio

0 Taxa de mortalidade natural relacionada ao estrogénio

Em relacdo ao fluxo de infusdo do quimioterdpico dado pela funcao ¢, temos:

1. Administragao constante: ¢ € uma fungao constante,

q(t) = ¢ > 0. (4.15)

2. Administracdo periddica: g € definida como

¢Gp >0, n<t<n+r,
q(t) = (4.16)
0, n+7<t<n+T,

em que 7 é o tempo da administra¢do, 7" é o periodo da administracdoe n = {0, T, 27T, . . .,
mT'}, com m + 1 o nimero de administra¢cdes do quimioterdpico (RODRIGUES; PINHO;
MANCERA, 2012).
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4.2.1 Analise de estabilidade local

Para a andlise de estabilidade linear, consideramos em (4.15) que a administracdo do
quimioterdpico é constante, ou seja, f,, = g. Os pontos de equilibrio consistem nas solu¢des do

sistema

H(a, — BH —6,T) —e(1 — e @) H — o, HE = 0,

T(ay — B.T) —IT — k(1 —e 9T + 0, HE = 0,

pIT . 0,1 E

L N IT =l — (1 — e ) — —
S+W+T ’73 H’ ¢( € ) I/—|—E ) (417)
q_AQ:(L

Sendo assim, temos as seguintes situagdes para os pontos de equilibrios (H*, 7%, I*, Q*, E*)
do sistema (4.17):

1. Para as variaveis () e £

q
== 4.18
Q@ 3 (4.18)
e
st
Er=— 4.19
6 ? ( )
com E*e Q" > 0.
2. Para a variavel H, temos:
a) SelT* =0,
H*=0, (4.20)
ou
N o E— e 46—y
H = — , “4.21)
b1
que € admissivel do ponto de vista biolégico se
o B* — ce @ +e— a; <0
-Q* _
— << o (4.22)

0,
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Sendo assim, o nivel de estrogénio circulante deve ser menor que a razao entre termos
que envolvem o tratamento quimioterdpico, o crescimento das células normais e
formacgdo tumoral pela presenca desse estrogénio.

b) Caso contrario,
*
o B —ee @ +T%5, +€—ay

H = — (4.23)
B
que € ndo negativo se
o B — ce™ @+ T6,+e—a; <0
—QF _ s, —
— B < L€ (4.24)

01
Ou seja, o nivel de estrogénio circulante deve ser menor que a razao que envolve o tratamento

quimioterapico, o nimero de células cancerosas, a inibicdo das células normais e seu

crescimento e, por fim, a formacdo tumoral pela presenga do estrogénio.
3. Para a varidvel T', temos duas situagdes:

a) Se H* = 0, entdo:

T =0 (4.25)
ou .
pr el st (4.26)
B
que € admissivel do ponto de vista biolégico se
ke @ — Yol — K+ ay >0
-Q* _
— e TR (4.27)

V2
Para que essa situacao ocorra, o nimero de células imunes deve ser menor que a razao
que envolve o tratamento quimioterdpico sob as c€lulas cancerosas, sua respectiva

taxa de crescimento e de mortalidade devido a acdo do sistema imune.

b) Caso contrario:

2

_ (4.28)

2
com A = (g,z[*—k/i(l_ﬁj_cg)—z).

4. Para a variavel I,

Y I ALY - o o
T i
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a) Se 1™ =0, temos

. s
I" = ol - o O (4.29)
J— e_
a v+ E*
b) Caso contréario:
. -5
] - pT* T w(l Q*> 0.3E* ’ (430)
— * — — e - -
wtTe Tk v+ E-
que € admissivel do ponto de vista biolégico se
pr~ P o3 B*
— T =Yl —e Q) - . 4.31
M>w+T* s Y —e™) v+ E* (4-31)

Portanto, os pontos de equilibrio P, = (H*,T*, I*, Q*, E*) sdo:

P, =(0,0,I*,Q*, E*): ndo hd células normais e cancerosas (devido a cirurgia de remogao
de tecido mamdrio ou morte do paciente, por exemplo), em que [* € dado por (4.29), Q*
por (4.18) e E* por (4.19);

P, = (H*0,I*,Q* E*): situagdo livre do tumor, em que H* é dado por (4.21), I* por
(4.29), Q" por (4.18) e E* por (4.19);

e Py = (0,7, I*,Q*, E*): ndo hd células normais, em que 7™ € dado por (4.26), I* por
(4.30), Q* por (4.18) e E* por (4.19);

* Py = (H*T* I*,Q* E*): coexisténcia entre as células normais e cancerosas, em que H*
¢ dado por (4.23), T por (4.28), I* por (4.30), Q* por (4.18) e E* por (4.19).

A matriz jacobiana associada ao sistema (4.14) é dada por

a; Qg 0 as Qy
as ag A7 Gg Qg

Jl Q13 5 (4.32)

I
S
S
o
=
S
o
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em que
a, = —oFE—28H+e ©—65T e+ ay, (4.33)
a, = —Ho, (4.34)
a; = —eHe @, (4.35)
ay, = —oH, (4.36)
as = ook, 4.37)
ag = ke —=2B,T — vl — Kk + s, (4.38)
ar = —T, (4.39)
ag = —kTe 9, (4.40)
ag = 0.H, (4.41)
I(T?y; + 2Twys + w’ys — wp)
- _ 4.42
alo (w + T)2 ? ( )
z
= 5 4.43
i (w+T)(v+E) (+4)
ap = —yle?, (4.44)
oslv
= B 4.45
a3 v+ E)2’ ( )
com

em que

2= FEe “TY+ FEe Cwi— ET?*yy— ETwy; +e °Tv+e Cvwp — T vy — Towys —
ETu— ETY +TpE — osET — Epw — Ewp — osEw — Tuv — Ty + pTv — pvw — vwi.

A matriz jacobiana (4.32) avaliada em P, = (0,0, I*, Q*, E*) é dada por

by 0 0 O
b, b3 0 0
= by bs bs br )
0 =X 0
0O 0 -0

= Oél —6(1—€_Q*) _O-lE*,

- O-QEH(7
= ay—k(l—e @) — I,

I*
= P _73I*a

w

* o3 B*

= —pu—P(l—e9)_- 2

poyp—e™) =
= e,

os1* o3 I*E*
v+ E*  (v+ E*)?*

(4.46)

(4.47)
(4.48)
(4.49)

(4.50)

4.51)

(4.52)
(4.53)
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Os autovalores associados a J, (4.46) sdo dados por

T, = -0, (4.54)

T, = —\ (4.55)

T, :_:E%@WHﬁﬁww+M?+E¢+@E+uwﬂw’ (4.56)
v+ E*

T, = -0 B +ee @ —e+a, (4.57)

T, = —wI* +re 9 — K+ . (4.58)

Temos que T; < Oparat = 1,2,3,ese T4, T5 < 0, entdo o ponto de equilibrio é

linearmente assintoticamente estdvel e, para que isto ocorra, é necessario que

N 1—e @
Bt et <0m prs =) (4.59)
0, 01
e
N 1—e @
—voI* + ke @ —KJ—G—O&2<0:>I*>%—M. (4.60)
Y2 Y2

Para que o ponto P, seja linearmente assintoticamente estavel, as condi¢oes (4.59) e

(4.60) devem ser satisfeitas.

A principal diferenca do modelo proposto e dos apresentados em Mufudza, Sorofa e
Chiyaka (2012) € a inclusdo do tratamento quimioterdpico, através dos termos de resposta
funcional da droga e também da quarta EDO do sistema (4.14). Em Mufudza, Sorofa e Chiyaka
(2012), para o modelo proposto pelos autores que considera o nivel de estrogénio circulante,
ndo hd a andlise de estabilidade do ponto de equilibrio em que H* = 0 e 7* = 0. Os autores
justificam que ndao ha como avaliar o impacto do estrogénio nas células normais e cancerosas.
Porém, para o modelo proposto que ndo considera o estrogénio, os autores classificam esse ponto

como instavel.

Seguindo a andlise de estabilidade, a matriz jacobiana avaliadaem P, = (H*,0, I*, Q*, E*)

€ dada por

€1 G C3 C4
cs ¢ 0 0 ¢
Js=| 0 ¢ ¢cg cio c11 | 4.61)
0 -A 0
0 0 -6

em que
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*

¢, = —2HBi+a;—€e(l—e ) —0,E", (4.62)
c;, = —H*0q, (4.63)
3 = —eH*e_Q*, (4.64)
¢, = —o H”, (4.65)
cs = 0. F", (4.66)
s = ayg—Yl"—r(l- e’Q*), (4.67)
c; = 0. H™, (4.68)
o = L (4.69)
w
o = —p—p(l—e) - ya_ﬁ;*» (4.70)
o = —Wlte @ 4.71)
- o3l n osl*E* 472)

v+ B (v BN
A equacdo caracteristica associada a (4.61) € dada por

(T —co)(Y? = (1 4+ ¢6)Y + 106 — coc5) (T + A)(T 4+ 6) = 0. (4.73)

Entdo, os autovalores sao

T, = -0, (4.74)
T, = —\ (4.75)
Ty = o (4.76)

e as outras raizes sdo solugdes de Y2 — (¢; + ¢5) Y + ¢1¢6 — cc5 = 0.

Analisando o sinal do autovalor Y 5, para que P, seja linearmente assintoticamente estavel,

temos
O3 E*

v+ E*

Ty<0 = <0 = p>—1p(l—e )= 4.77)

Para verificar o sinal das raizes que sdo solugdes de Y2 — (¢; + ¢) Y + ¢1¢5 — coc5 = 0,
utilizamos o critério de Routh-Hurwitz. Com isso, nao se faz necessario o calculo direto dos
autovalores e as condi¢Oes a serem satisfeitas para a estabilidade dependem do grau do polindmio
caracteristico associado a matriz de Hurwitz H; (EDELSTEIN-KESHET, 2005), com termo
(I,m) dado por



Capitulo 4. Modelos matemdticos de células tumorais mamdrias sob tratamento 53

Qo—m, para 0<2l—m <n,

1, para 20=m, (4.78)

0, para 2l<m ou 2[>n+m.

Para um polindmio caracteristico de segundo grau, duas condi¢cdes devem ser satisfeitas

para que os autovalores associados possuam parte real negativa:

* a; > 0, termo que acompanha Y, dado por a; = —(¢; + ¢);
* a, > 0, termo independente, dado por a, = c;c5 — ¢oCs.
Para que a; > 0, (—¢; —¢5) >0 = —(c¢; + ¢5) > 0. Isso ocorre se
¢+ ¢ < 0. (4.79)
Com isso, temos que
2H B4 a,—e(1—e )= B +ay —pl" —k(1—e9) <0
se
ar oy <2H B +e(1—e V) + o B 4+l + k(1 —e ). (4.80)
A condi¢do a; > 0 € satisfeita desde que (4.80) seja satisfeita.

Seguindo a anélise de Routh-Hurwitz, a, > 0 se c;cs — cocs > 0 = 16 > co65. O

produto c;cg deve ser positivo e para que isso ocorra,

¢, >0ecsg>0se

o > 2H*B, +e(1—e @) +0,E%, (4.81)
ay > Yl + k(1 - e_Q*), (4.82)
ou
e ¢y <0ecg <Ose
o < 2H*B, +e(l—e )+ 0,E", (4.83)
o, < Pl +r(l—e @) (4.84)

Para o produto c,c5, temos ¢, < 0. Assim,



Capitulo 4. Modelos matemdticos de células tumorais mamdrias sob tratamento 54

* sec; > 0, coe5 < 0. Considerando c;cs > 0 e c;c5 > coc5, a condicdo a, > 0 € satisfeita;

* se ¢y < 0, cycs > 0. Considerando c,cs > 0 e c;c6 > coc5, a condicdo a, > 0 também €

satisfeita.

Caso as condicdes descritas anteriormente ocorram, pelo critério de Routh-Hurwitz o
ponto P, é linearmente assintoticamente estdavel, se (4.22) também for satisfeita. No estudo
realizado por Mufudza, Sorofa e Chiyaka (2012), no modelo matemaético proposto pelos autores
sem estrogénio, o ponto de equilibrio livre do tumor € classificado como estavel, enquanto que
no modelo proposto que leva em consideracdo o estrogénio, o0 mesmo ponto € classificado como
instavel. Segundo os autores, do ponto de vista bioldgico, a presenga do estrogénio altera a

dinamica do sistema.

Em nosso modelo, foi possivel estabelecer condicdes para a estabilidade de P,, mesmo
considerando a presenca do estrogénio, ja que houve a inclusdo do tratamento quimioterapico.
Todas as condi¢des aqui impostas dependem do efeito desse tratamento nas populacdes celulares,

da resposta imune e dos niveis de estrogénio circulante.

A matriz jacobiana (4.32) avaliada em P; = (0, 7*, I*, Q*, E*), o ponto que representa a

situacdo onde ndo ha células normais € dada por

d 0 0 0 O
dy d3 dy ds O
Ji=| 0 dy di ds dy |, (4.85)
0O 0 0 =X 0
o 0 0o 0 -#0

em que
d = =T +o —e(l—e Q) =0, E", (4.86)
dy = 0,F*, (4.87)
dy = —2T"By+ ay— 7l — k(1 —e9), (4.88)
dy = —pT", (4.89)
ds = —kT"e 9, (4.90)
do = wi—[*T* B (ij—*gi)Q — sl 49
b= v ey P @92)
ds = —pl'e @, (4.93)
gy — ol ol'E (4.94)

v+ B (v B2
A equacdo caracteristica associada a (4.85) é dada por

(T + N)(T = d)(T + 0)(Y? — Y(ds + dr) + dsds — dyds) = 0. (4.95)
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Entdo, os autovalores sao

T, = —0, (4.96)
T, = —\ (4.97)
Tg - d17 (4.98)

e os outros sdo solugdes de Y? — Y (d3 + d;) + dsd; — dydg = 0.

Analisando o sinal do autovalor Y 5, para que P; seja linearmente assintoticamente estavel,

temos
Ti<0 = d <0 = T+ —€el—e?) -0 E <0, (4.99)
se
o <T6 +€e(l—e Q) +0,E". (4.100)
Pelo critério de Routh-Hurwitz temos que
* a; > 0, termo que acompanha Y, dado por a, = —(ds + d;);

* ay > 0, termo independente dado por a, = dzd; — d,ds.

Para que a, > 0, —(d; + d;) > 0. Isso ocorre se

dy + d; < 0. (4.101)
Temos que
* T * o3 B*
_ﬂW%+ar—%F—ﬁﬂ—6”)+wiqu—vﬂ”—u—¢u—e@)—yiE*<Q
se
_o* pr*
< oT* I* (] — @) —
% Bo+ vl + k(1 —e ) o
—O* O—3E*
r L—e® : 4102
+ +,LL+77D( (& )+V+E* ( )

A condigdo a, > 0 € satisfeita desde que (4.102) seja satisfeita.

Pelo critério de Routh-Hurwitz, a, > 0 se dsd; — dyds > 0. Como dsd; — dydg > 0 —

dsd, > d,ds. Assim, o produto dzd; deve ser positivo e para isso, temos

e d; >0ed; >0se

ay > 2T By 4 pl* + k(1 —e 9, (4.103)
T* R
— T — (1 — e @) —
U Ul ey

[ (4.104)

ou
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e dys<0ed;, <0se

ay < 2T By 4 pl* + k(1 —e 9, (4.105)
" w’f T — T — (1 — @) = VUiEE;*. (4.106)
Para o produto d,dgs, como d, < 0, temos que
* dg > 0se
w’fT* = (wpf:j;y — >0 = (4.107)
T < - f — ll % fT*) (4.108)

Com isso, d,dg < 0. Porém, considerando dsd; > 0 e dsd; > d,dg, a condicdo a, > 0 €

satisfeita.
* ds < 0Ose
pl* pI*T*
— — "< () = 4.109
p 1"
> 1— . 4.110
V3 w+T*l (w+T*)] ( )

Com isso, d,dg > 0. Considerando dsd; > 0 e dsd; > d,ds, a condi¢do a, > 0 também é

satisfeita.

Para condicdes descritas acima, pelo critério de Routh-Hurwitz o ponto P; € linearmente
assintoticamente estavel, se (4.27) e (4.31) também forem satisfeitas. Caso contrario, o mesmo é

ponto de sela.

Em Mufudza, Sorofa e Chiyaka (2012), os autores classificam o ponto em que H* = 0
como instdvel no modelo sem estrogénio, e para o modelo que considera a presenca do hormonio,
ndo hd a andlise de estabilidade local, apenas a imposicao de condi¢des para a existéncia do
mesmo. Ao considerarmos em nosso modelo tratamento quimioterdpico, foi possivel estabelecer
condig¢des para a estabilidade de P;, que ficaram em fung¢do da taxa de crescimento das células
normais e cancerosas, da inativacdo de células imunes devido a presenca do estrogénio e da
mortalidade natural dessas células. Além disso, o efeito da quimioterapia nas células imunes,

normais e cancerosas também € considerado.

A matriz jacobiana (4.32) avaliadaem P, = (H*,T*, I*, Q*, E*), o ponto que representa

a coexisténcia entre as populacdes celulares, é dada por
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€1 €9 0 €3 €4
€s € €7 €g €
J5 = 0 e en € e ) (4.111)
0O 0 0 =X 0
o 0o 0 0o -4
em que
e —2H* B —T*6, + oy —e(1 —e @) — 0, B, (4.112)
ey —H*6,, (4.113)
es —eH*e ¥, (4.114)
€4 —o H”, (4.115)
€s o 7, (4.116)
e —2T* By + vy — o I* — k(1 — ™), 4.117)
er —y, T, (4.118)
es —KkT e 9", (4.119)
€y o, H*, (4.120)
pl* pI*T*
— — g l* 4.121
€10 w —I—T* (W+T*)2 73 ) ( )
pr* e o3 B
— T —p— (1l —e @) — 4.122
€11 o T 3 = ( e ) vt B ( )
€1o —pI*e 9, (4.123)
0_3[* UgI*E*
— . 4.124
‘s v+ E* * (v + E*)? ( )
A equagdo caracteristica associada a (4.111) € dada por
TP + (=1 — €5 — €11) T2 4 ((e1 + eg)ens + €166 — €ae5 — ere19) T+
((—eeg + esey)er; + ererer) (T + A)(T +6) =0. (4.125)
Temos que,
T, = -0, (4.126)
T, = —)\ (4.127)

e as outras raizes sdo solugdes de Y2 + (—e; — eg — e11)Y? + ((e; + eg)er; + €166 —

eses — e7e10) Y + ((—eres + esea)en; + erezeq).

Para que o ponto P, seja linearmente assintoticamente estavel e utilizando o critério de

Routh-Hurwitz, € necessario que
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® a, >0 = —(€1+66+€11) >0,
® as > 0 = (—6166 + 6562)611 + €1€7C19 > O,

* ajay > a3 = —(e;test+enn)((e+eg)en +eres—eses —eqery) > (—ejeg+eses)er +

€1€7€19.

As 3 condi¢des acimas poderdo ocorrer para um conjunto de valores dos parametros
envolvidos e entdo, o ponto P, de coexisténcia serd linearmente assintoticamente estdvel se além
disso, (4.24) e (4.31) forem satisfeitas. No estudo realizado por Mufudza, Sorofa e Chiyaka
(2012), para o modelo sem estrogénio, sdo impostas condi¢cdes para que o ponto de equilibrio de
coexisténcia fosse classificado como estdvel enquanto que para o modelo proposto pelos autores

que leva em conta a presenga do hormonio, o ponto € classificado como instavel.

Quando analisamos os resultados obtidos e os de Mufudza, Sorofa e Chiyaka (2012),
constatamos que a presencga do estrogénio altera a dindmica do sistema quando ndo hd a inclusdo
do tratamento quimioterdpico. Com a inclusdo da quimioterapia em nosso modelo através das
expressoes que envolvem a resposta funcional da droga, foi possivel estabelecer condi¢des para a

estabilidade dos quatro pontos de equilibrios.

4.2.2 Simulacoes numéricas

Nesta subsecdo apresentamos simulacdes numéricas para o modelo (4.14) considerando

administracdo continua e em ciclos do quimioterdpico.

4.2.2.1 Caso I: Administracao continua

Para as simulagdes numéricas de administragdo continua do quimioterdpico (g constante),
utilizamos o solver ode45 * disponivel no MATLAB ©, com tamanho de passo igual a 0,01.
Os parametros e seus respectivos valores sdo apresentados na Tabela 9, sendo que alguns estao
baseados em artigos da literatura conforme indicado, enquanto outros foram assumidos de modo
a corresponder aos processos biologicos que buscamos descrever. Assim como em de Pillis
e Radunskaya (2000), o modelo proposto possui um cardter qualitativo e busca representar a
dindmica de tumores de mama reais no que diz respeito a resposta ao tratamento quimioterdpico
e sua relagdo com o nivel de estrogé€nio circulante. Sendo assim, os valores aqui utilizados
nao necessariamente remetem a total realidade e consideramos o modelo (4.14) em sua forma

adimensional.

Usando os valores da Tabela 9 e diferentes valores para 7, baseados em Mufudza, Sorofa
e Chiyaka (2012), apresentamos na Figura 12 os graficos das solucdes de H(t), T'(t) e I(t)
considerando o tempo em dias. Para maiores valores de 7, observamos que a populagdo de

células normais vai a zero mais rapidamente, enquanto que para as células cancerosas ha um

3 https://www.mathworks.com/help/matlab/ref/ode45.html
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crescimento mais rdpido até atingir um maximo para entdo decrescer a zero. As células imunes,
em ambos os casos, sofrem um decrescimento, porém se estabilizam em um valor constante,
diferente de zero. Essa situacdo é descrita pelo ponto P, que pode representar a remog¢ao completa

do tecido mamadrio ou até mesmo a morte do paciente.

Figura 12 — Populacao de células normais, cancerosas e imunes para diferentes valores de 7,
na situacio descrita pelo ponto de equilibrio P,. Condi¢des iniciais: H(0) = 1,
T(0) =107°,1(0) = 1,379310345, Q(0) = 0e E(0) = 0,5.

—H(t) ;;ara ™ = 0,5
—T(t) para T = 0,5
—I(t) para 7, =05 [|
- - H(t) para ™ = 0,9

--T(t) param, =0,91]
- - I(t) para T = 0,9

04 ¥

0.2 .
y

Na Figura 13 apresentamos os graficos das solu¢des de H (t), T'(t) e I(t) para diferentes
valores de 7, que representam a situagdo livre do tumor descrita pelo ponto de equilibrio
P,. Para menores valores de m; observamos que a populagdo de células normais decresce no
inicio, mas volta a crescer e tender a um valor constante. Ja para um maior valor associado a
7, hd um decrescimento até um valor constante, menor. A populacdo de células cancerosas,
em ambos 0s casos, possui um crescimento inicial at€ um valor mdximo, para entio decrescer.
Um comportamento similar ocorre com a populacio de células imunes, porém as mesmas se
estabilizam num valor constante diferente de zero. Os valores utilizados foram os mesmos
presentes na Tabela 9, com excecdo de §; = 1,0 MUFUDZA; SOROFA; CHIYAKA, 2012),
e = 0,2 (DE PILLIS; RADUNSKAYA, 2000), s = 0,5 (DE PILLIS; RADUNSKAYA, 2000),

vz = 0,3 e p = 4,0 (valores assumidos).
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Tabela 9 — Valores utilizados nas simulagdes.

Pardmetro Valor Fonte

Qg 0,70  Mufudza, Sorofa e Chiyaka (2012)
IR 0,30  Mufudza, Sorofa e Chiyaka (2012)
04 0,8 Valor assumido

€ 0,3 Valor assumido

o, 0,80  Mufudza, Sorofa e Chiyaka (2012)
Qs 1,0 Mufudza, Sorofa e Chiyaka (2012)
o 0,40  Mufudza, Sorofa e Chiyaka (2012)
Ya 0,90 Mufudza, Sorofa e Chiyaka (2012)
K 0,5 de Pillis e Radunskaya (2000)
o 0,73  Mufudza, Sorofa e Chiyaka (2012)
S 0,4  Mufudza, Sorofa e Chiyaka (2012)
p 0,2  Mufudza, Sorofa e Chiyaka (2012)
w 0,3 Mufudza, Sorofa e Chiyaka (2012)
V3 05 Valor assumido

1 0,29  Mufudza, Sorofa e Chiyaka (2012)
Y 0,2 Valor assumido

O3 0,3 Mufudza, Sorofa e Chiyaka (2012)
v 0,4 Mufudza, Sorofa e Chiyaka (2012)
q 5,0  Pinho, Rodrigues e Mancera (2011)
A 1.0 de Pillis e Radunskaya (2000)
m 0,5 Mufudza, Sorofa e Chiyaka (2012)
0 1,0 Mufudza, Sorofa e Chiyaka (2012)

Figura 13 — Populacdo de células normais, cancerosas e imunes para diferentes valores de m,
na situagdo descrita pelo ponto de equilibrio P,. Condigdes iniciais: H(0) = 1,
T(0) =107, 1(0) = 1,379310345, Q(0) = 0 e E(0) = 2,0.

—H(t) para T = 0,0
—T(t) para T =00
—|(t) para ™ = 0,0

- - H(t) para T = 0,5
- - T(t) para T = 05| +
- - I(t) para ™ = 0,5

H(), T(), 1)
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Apresentamos na Figura 14 os graficos das solugdes de H (t), T'(t) e I(t) para diferentes
valores de 7, situacdo em que nao existem células normais, descrita pelo ponto de equilibrio
P;. Para maiores valores de 7; observamos que a populacdo de células normais decrescem mais
rapidamente a zero, enquanto que para as células cancerosas hd um crescimento mais rdpido até
atingir um maximo e entdo decrescer a um valor constante. J4 em relagc@o a populagdo imune, o
comportamento em ambos os casos € similar ao das células cancerosas: ha um crescimento até
um valor maximo, para entdo decrescer a um valor constante (sendo que para maiores valores
associados a 7, o decrescimento € maior). Os valores utilizados foram os mesmos presentes na
Tabela 9, com excecdo de 6, = 1,0 (MUFUDZA; SOROFA; CHIYAKA, 2012), ¢ = 0,2 (DE
PILLIS; RADUNSKAYA, 2000) e ¥ = 0,3 (DE PILLIS; RADUNSKAYA, 2000).

Figura 14 — Populacdo de células normais, cancerosas e imunes para diferentes valores de m,
na situacio descrita pelo ponto de equilibrio P;. Condigdes iniciais: H(0) = 1,
T(0) =107, 1(0) = 1,379310345, Q(0) = 0 e E(0) = 0,5.

—H(l)‘para 7T1=0,5
—T(t) para 7T1=0,5
—I(t) para 7,=0,5 ||
- - H(t) para 7T1=0,9
- - T(t) para 7T1=0,9 L
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A Figura 15 apresenta os gréficos das solugdes de H(t), T'(t) e I(t) que descrevem o
ponto de equilibrio P, de coexisténcia entre as células normais e cancerosas. Para m; = 0,5,
temos um cendrio de coexisténcia em que as populacdes de células normais e imunes sdo maiores
que a populagdo de células cancerosas. Porém, ao considerar m; = 0,9, a populacdo de células
cancerosas supera a de células normais. Com isso, a populacao de células imunes também ¢
maior, ja que a presenca das células cancerosas estimula a resposta imune. Os valores utilizados
foram os mesmos presentes na Tabela 9, com exce¢do de o; = 0,40 (valor assumido), 9, = 0,5
(valor assumido), € = 0,2 (DE PILLIS; RADUNSKAYA, 2000), 0, = 0,35 e 05 = 0,15 (valores

assumidos).
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Figura 15 — Populacdo de células normais, cancerosas e imunes para diferentes valores de 7,
na situacio descrita pelo ponto de equilibrio P,. Condi¢des iniciais: H(0) = 1,
T(0) =107, 1(0) = 1,379310345, Q(0) = 0e E(0) = 0,5.
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As simulacdes numéricas apresentaram diferentes cendrios de dinamica da doenga sob
tratamento com administracdo continua de quimioterdpico, que correspondem aos cendrios
descritos pelos pontos de equilibrio presentes em 4.2.1. Os parametros que tiveram seus valores
alterados nas simulacdes e resultaram na mudanca desses cendrios sdo relacionados a competi¢ao
e o efeito do tratamento quimioterdpico nas populacdes celulares, a taxa de origem do estrogénio
e formacao tumoral dada pela presenca do mesmo, além de parametros relacionados a resposta

imune.

4.2.2.2 Caso II: Administracao em ciclos

Para as simula¢des numéricas de administragdo em ciclos, também utilizamos o solver
ode45 disponivel no MATLAB ©, com tamanho de passo igual a 10~°. Enfatizamos que o
modelo € qualitativo, e ndo hd nenhuma afirmacao de que os valores utilizados nas simulagdes
sdo totalmente realistas (DE PILLIS; RADUNSKAYA, 2000). Consideramos aqui um tratamento
quimioterapico administrado em 4 ciclos, onde cada ciclo possui duracio de 21 dias, com ¢
definido por (4.16), 7 = 0,4 e ¢, = 5. Além disso, consideramos também uma situagdo em
que o0 maximo possivel do tumor foi removido por cirurgia ou outro tratamento, e quando a
quimioterapia € iniciada, a massa tumoral inicial é pequena (DE PILLIS; RADUNSKAYA, 2000).

A Figura 16 apresenta os gréficos das solugdes de H (t) e 7'(t) sob tratamento, utilizando
os mesmos valores presentes na Tabela 9 com excecdo de € = 0,2 (DE PILLIS; RADUNSKAYA,
2000), s = 0,5 (DE PILLIS; RADUNSKAYA, 2000), p = 1,5 (DE PILLIS; RADUNSKAYA,

2000) e v = 0,4 (valor assumido). Nota-se que no inicio, hd um decréscimo na populacao de
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células normais devido a competicao e ao efeito estimulante exercido pelo estrogénio sob a
populacao de células cancerosas, que por sua vez crescem até atingir um maximo, para entao
decrescer. A populacao de células normais volta a crescer apos o primeiro ciclo de tratamento, e
apesar da queda a cada inicio de ciclo quimioterdpico, se estabiliza ao fim do tratamento. Para

maiores valores de 7;, observa-se um maior decréscimo de H ().

Figura 16 — Populacdo de células normais e cancerosas sob tratamento quimioterdpico em ciclos
para diferentes valores de 7,. Condi¢des iniciais: H(0) = 1, 7(0) = 107°, I(0) =
1,379310345, Q(0) = 0 e E(0) = 2,0.

— H(t) para 7r1=0,3
—T (1) para ﬂ1:0,3
- = H(t) para w1=0,5 -
- = T(t) para L =0,5
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A Figura 17 apresenta os gréficos das solugdes de H (t) e T'(t) sob tratamento, utilizando
os mesmos valores da Figura 16, com excecdo de p = 2,0 (DE PILLIS; RADUNSKAYA,
2000). Assim como no caso anterior, nota-se o decréscimo na populacdo de células normais e
crescimento da populagdo de células cancerosas devido ao estrogénio. Esse resultado € semelhante
ao apresentado na Figura 16, porém aqui temos a resposta imune mais eficiente, ja que utilizamos
um maior valor associado ao parametro p. Essa diferenca pode ser observada na populacao de
células normais e cancerosas. Além disso, para maiores valores de 7, observa-se um maior

decréscimo de H(t), como visto anteriormente.

A Figura 18 apresenta os gréficos das solugdes de H (¢) e T'(t) sob tratamento, utilizando
os mesmos valores da Figura 17, com excecdo da condigéo inicial £(0) = 0,5 (MUFUDZA; SO-
ROFA; CHIYAKA, 2012). O resultado corrobora com o efeito estimulante que o estrogénio causa
na populacdo de células cancerosas. Como temos um menor valor associado a condi¢ao inicial do
nivel de estrogénio circulante, hd um menor decréscimo de células normais e, consequentemente,

um menor crescimento das células cancerosas.

Como conclusao, as simulagdes de tratamento em ciclos evidenciam o impacto do nivel

de estrogénio nas populacdes celulares, principalmente no inicio do tratamento, em relagao
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Figura 17 — Populacdo de células normais e cancerosas sob tratamento quimioterdpico em ciclos
para diferentes valores de 7,. Condigdes iniciais: H(0) =1, 7'(0) = 10~°, I(0) =
1,379310345, Q(0) = 0 e £(0) = 2,0.
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Figura 18 — Populacdo de células normais e cancerosas sob tratamento quimioterdpico em ciclos
para diferentes valores de 7,. Condigdes iniciais: H(0) =1, 7'(0) = 107°, I(0) =
1,379310345, Q(0) = 0 e E(0) = 0,5.
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ao decrescimento da populacdo de células normais e crescimento da populacdo de células
cancerosas. Isso ocorre mesmo em cendrios onde consideramos uma massa tumoral inicial
pequena, tratamento quimioterdpico em ciclos e resposta imune efetiva em controlar o crescimento

tumoral.
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5 Consideracoes Finais

Neste trabalho, realizamos um estudo da dindmica do cancer de mama sob tratamento
utilizando modelos matematicos. No Capitulo 1, apresentamos um breve panorama das estatisticas
do cancer no Brasil e no mundo, seus principais aspectos bioldgicos e formas de tratamento. No
Capitulo 2, abordamos o cancer de mama através de estudos presentes na literatura, relatando as
principais caracteristicas da doenca, fatores de risco, a classificacdo do ponto de vista histolégico e
molecular e também as modalidades terapéuticas disponiveis. Além disso, também apresentamos
de forma mais especifica um subtipo da doenca, o cancer de mama triplo negativo. No Capitulo
3, discorremos sobre modelos matemaéticos na pesquisa do cancer, abordando de maneira mais
direta estudos da literatura que envolvem modelos matemadticos de crescimento tumoral e também

o que ha de estudos relacionados com modelos matematicos para o cancer de mama.

No Capitulo 4, propomos dois modelos matematicos distintos que envolvem o tratamento
das células cancerosas. No primeiro, utilizando dados experimentais de linhagens celulares de
cancer de mama sob tratamento, foi possivel realizar a anélise de estabilidade local e o processo
de estimagdo de parametros. Com isso, estimamos valores para a taxa de crescimento celular e o
efeito do tratamento sob as células e obtivemos curvas que se ajustaram aos dados experimentais
de maneira satisfatéria. Ja o segundo modelo proposto buscou descrever a dinamica de células
normais e cancerosas sob influéncia do sistema imune e do nivel de estrogénio com tratamento
quimioterdpico. Nesse segundo caso, realizamos uma andlise de estabilidade local do modelo,
encontrando quatro pontos de equilibrio e estabelecendo condi¢des para que a estabilidade
ocorra. Os resultados da andlise foram comparados com os obtidos pelo estudo de Mufudza,
Sorofa e Chiyaka (2012), sendo possivel concluir que a inclusdo do tratamento quimioterdpico
possibilita cendrios que impedem que o estrogénio torne a dindmica do sistema instavel. Além da
andlise de estabilidade, simulagdes numéricas com o tratamento quimioterdpico continuo foram
realizadas, em que cendrios descritos pelos pontos de equilibrio foram obtidos: células normais
e cancerosas indo para zero, situacao livre do tumor, morte das células normais e coexisténcia
entre as populacdes celulares. Para isso, alteramos valores para os parametros relacionados a
competicdo e o efeito do tratamento quimioterdpico nas populagdes celulares, a taxa de origem do
estrogénio e formacgdo tumoral dada pela presengca do mesmo, além de pardmetros relacionados a
resposta imune. Através das simulacdes de tratamento em ciclos, observamos o impacto do nivel

de estrogénio no crescimento tumoral, mesmo em cendrios onde hd tratamento quimioterapico e
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uma resposta imune efetiva em controlar esse crescimento.
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A Glossario

Neste apéndice sdo apresentados os significados dos principais termos relacionados a

biologia tumoral e matemética que foram utilizados neste trabalho.

* Angiogénese
Processo de crescimento de novos vasos sanguineos por brotamento a partir da vasculatura

jé existente. Também chamado de neoangiogénese em algumas circunstancias.

* Anticorpo monoclonal
Proteina especifica criada para acdo em uma tnica regido de um antigeno. Sempre produz

0s mesmos anticorpos.

* Antigeno
Molécula ou uma por¢ao de molécula que pode induzir uma resposta imune adaptativa no

corpo ou que pode se ligar a um anticorpo ou receptor de uma célula T.

* Apoptose
Morte celular controlada (também conhecida como suicidio celular ou morte celular
programada) que tem por objetivo eliminar células danificadas, velhas ou indesejadas. E
ativada através de enzimas caspases, que resultam na rdpida fragmentacao e fagocitose de

uma célula.

* Cancer
Termo que abrange mais de 200 diferentes tipos de doencas malignas que apresentam
controle anormal e improprio da divisao celular, levando a crescimentos invasivos (que

caracterizam os tumores) que podem se espalhar pelo corpo todo.

e Carcinoma

Forma de cancer que emerge das células epiteliais.

¢ Célula matadoras naturais
Linfécito que atua na defesa imune ndo especifica, tendo como fung¢do a destruicdo de
células infectadas por virus ou que possam ser cancerigenas sem que estas expressem

algum antigeno ativador da resposta imune especifica.



APENDICE A. Glossdrio 81

e CélulaT
Linfécito que se desenvolve no timo e € responsavel pela resposta imune mediada por
células através da producdo de citocinas ou eliminacdo ativa de células infectadas. Sendo

assim, a classe inclui células T citotoxicas, células T auxiliares e células T reguladoras.

e Célula TCD8+
Linfdcito capaz de induzir a morte de células infectadas através de mecanismos citotoxicos.

O CD8 € uma proteina encontrada em células T citotéxicas.

¢ Ciclo celular
Sequéncia ordenada de eventos pelos quais uma célula duplica seus cromossomos e,
normalmente, seu conteudo, dividindo-se em duas. Em células eucaridticas, o ciclo celular

¢ dividido em 3 fases principais: intérfase, fase mitdtica (ou fase M) e citocinese.

* Derivada
A derivada em um determinado ponto representa a taxa de variacdo instantanea de uma
fun¢do y em relacao a x, a varidvel independente, neste ponto. Corresponde ao coeficiente

angular da reta tangente a curva y.

* Dieta cetogénica
Dieta com baixo teor de carboidratos, moderado teor de proteinas e alto teor de gordura.
A reducdo do consumo de carboidratos coloca o organismo em um estado metabdlico
chamado cetose, onde na auséncia de circulacdo de acicar no sangue, a gordura armazenada

nos corpos cetonicos comeca a ser quebrada.

* DNA
Longa molécula em forma de escada (dupla hélice) composta por bases e moléculas
de acucares. A ordem dessas bases fornece instru¢des genéticas que a célula usa para o
desenvolvimento de todas as moléculas dos seres vivos e de alguns virus, além de transmitir

caracteristicas hereditarias.

* EDF
Equacdo Diferencial Fraciondria. E uma generalizacdo de equagdes diferenciais pela apli-
cacdo do célculo fraciondrio, drea da matematica que estuda o uso de poténcias de nimeros

reais ou complexos em operadores diferenciais e integrais.

* EDO
Equacdo Diferencial Ordindria. Possui dependéncia de apenas uma varidvel e € composta

apenas por derivadas simples.

* EDP
Equacdo Diferencial Parcial. Possui dependéncia de duas ou mais varidveis e, consequente-

mente, possui derivadas parciais em relagdo a cada uma delas.
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* Efeito Allee
Lei originada da ecologia populacional que relaciona conceitos de aglomeragdo, cooperagao,
beneficios e extingao, se aplicando a populacdes que sobrevivem de cooperagdo. Pode ser
utilizado em modelos mateméticos de cancer pois implica na existéncia de um limiar de

crescimento que pode ser explorado na terapéutica.

* Erro quadratico médio
E uma medida da qualidade de um estimador, definido pela média dos quadrados dos erros,

ou seja, a diferenca média quadratica entre os valores estimados e o valor real.

* Espaco paramétrico

Conjunto onde um determinado parametro toma valores.

* Estadiamento
Processo para determinar a localizacdo e a extensao do cancer presente no corpo de uma

pessoa.

* Estimacao de parametros
Processo que tem por objetivo encontrar um conjunto de valores para os parametros
que melhor representem o sistema real descrito pelo modelo matematico. Para isso, a
comparacao dos resultados obtidos pelas equacdes do modelo com as curvas geradas a

partir de dados experimentais é feita, utilizando diferentes técnicas de ajuste.

* Estradiol
Parte ativa do hormonio sexual feminino estrogénio produzida nos ovdrios. E responsavel
pela regulacao do ciclo menstrual, sendo essencial para o desenvolvimento € manutencao

dos tecidos reprodutivos femininos.

* Estrogénio
Hormoénio feminino cuja acdo estd relacionada com o controle da ovulagdo e com o
desenvolvimento de caracteristicas femininas. Existem quatro estrogénios principais em
mulheres que t€ém atividade hormonal estrogénica: estrona, estradiol, estriol e estretol.
Homens também possuem estrogénio, porém, em niveis mais baixos quando comparado as

mulheres.

* Estroma
Tecido conjuntivo vascularizado que fornece o meio necessario (nutricao e sustentagao)
para o desenvolvimento de outras células dentro do tecido. Inclui fibroblastos, adipdcitos,

células endoteliais e varios imundcitos, bem como a matriz extracelular associada.

* Fator de crescimento endotelial vascular - VEGF
Proteina secretada que codifica ligantes que estdao envolvidos na orquestragcao do cresci-

mento de novos vasos sanguineos durante o desenvolvimento embriondrio e pds-natal.
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Induz a proliferacdo, migracdo e permeabilidade das células endoteliais, além de estimular

o surgimento de novos vasos sanguineos proximos a tumores.

* Ganglios linfaticos
Também conhecidos como linfonodos, sao glandulas que pertencem ao sistema linfatico,
responséveis por filtrar a linfa (liquido que circula nos vasos linfaticos) recolhendo virus,

bactérias e outros organismos que podem provocar doengas.

* Gene
Regido do DNA transcrita que carrega informagdes sobre uma caracteristica hereditaria

particular para a célula produzir uma proteina ou RNA especifico.

e Genoma

Conjunto de informacdes genéticas necessarias para construir um organismo.

 HER2
Receptor tipo 2 do fator de crescimento epidérmico humano. E um oncogene que tem sua
expressdo associada a progressao e evolugdo desfavordvel do cincer de mama. Nesses
casos, a proteina codificada estd presente em niveis anormalmente elevados nas células

malignas.

* Hibridizacao
Processo pelo qual duas fitas complementares de 4cidos nucleicos formam uma dupla-hélice
de DNA-DNA, DNA-RNA ou RNA-RNA, constituindo a base de uma técnica eficaz para a
detec¢do de sequéncias especificas de nucleotideos e determinag¢do do grau de semelhanca

entre elas.

* Hipotese
Afirmacdo positiva, negativa ou condicional, ainda ndo testada, sobre determinado problema
ou fendmeno. Normalmente € seguida de uma experimentacao, podendo levar a verificacao

ou refutacdo desta hip6tese.

» Hipéxia
Estado de tensdo de oxigé€nio abaixo do normal.

* Homeostase
Condic¢ao onde o organismo € mantido em um equilibrio quase constante que independe das
alteragdes que ocorram no ambiente externo, tendo a capacidade de realizar suas funcdes

adequadamente.
* Linfécito
Célula branca (ou glébulo branco) do sangue que € responsdvel pela especificidade da

resposta imune adaptativa. Existem trés tipos principais: células B, células T e células NK,
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que interagem diretamente com outras células efetoras do sistema imune e com células

infectadas.

* Linhagem celular
Populacgdo de células de origem animal ou vegetal adaptadas para crescer continuamente

em meio de cultura.

* Imuno-histoquimica
Técnica que detecta e analisa antigenos em tecidos, através da reacao de anticorpos especi-

ficos e uso de reagentes de cor (cromdgenos).

* Indice de massa corporal
Medida de gordura corporal com base na altura e peso que se aplica a homens e mulheres

adultos. Calculado pelo peso em quilogramas dividido pelo quadrado da altura em metros.

* Machine Learning
Area da ciéncia da computacdo que estuda algoritmos que se aprimoram automaticamente
através do reconhecimento de padrdes e da teoria do aprendizado computacional em

inteligéncia artificial.

* Matriz
Na matemdtica, € um agrupamento retangular de nimeros (reais ou complexos), chamados

de entradas da matriz, com m linhas e n colunas.

* MDR1
Gene de resisténcia multipla a drogas que € responsavel pela expressdo da glicoproteina-P.
Essa glicoproteina € expressa em células cancerosas e tecidos normais, participando da
funcao protetora do organismo contra uma grande variedade de substratos e influenciando

a farmacocinética e dinamica de alguns farmacos.

* Menarca
E o primeiro ciclo menstrual em mulheres, e constitui uma das tltimas etapas da puberdade.
Normalmente ocorre entre os 10 e 15 anos, podendo variar conforme o histérico familiar,

estilo de vida, idade Ossea, velocidade de crescimento, entre outros.

* Menopausa
Nome que se d4 a ultima menstruacdo de uma mulher, que em geral ocorre entre os 45 e
55 anos. Ocorre durante o climatério, que é o processo de transi¢ao da fase reprodutiva
(ciclo menstrual) para a fase ndo reprodutiva (pds-menopausa), onde hd uma diminui¢ao

das funcdes ovarianas até que parem por completo.

¢ Metabolismo

Soma total de processos quimicos que ocorrem em uma célula viva.
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* Metastase
Distribuicdo de células cancerosas do seu local de origem para outros locais do corpo,

onde um novo foco tumoral € formado sem ter ligacdo com o tumor original.

* Método dos minimos quadrados
Técnica que tem por objetivo encontrar o melhor ajuste para um conjunto de dados, bus-
cando minimizar a soma dos quadrados das diferencas entre o valor estimado e os dados

observados.

* Microambiente tumoral
Ambiente ao redor do tumor que inclui vasos sanguineos circundantes, matriz extracelular,

fibroblastos, células imunes, entre outros.

* Modelo
No campo da ciéncia, representa uma idealizacdo simplificada de um sistema ou fendmeno

com o objetivo de descrever o mesmo, sem perder suas especificidades e caracteristicas.

* Mutacao
Alteracdo hereditdria na sequéncia de nucleotideos de um cromossomo. Pode ocorrer de

maneira natural ou induzida por algum agente mutagénico.

* Otimizacao
Area da matemitica dedicada ao estudo de problemas que buscam a maximizacdo ou
minimizacdo de uma func¢do objetivo através da escolha sistemética dos valores de varidveis
reais ou inteiras dentro de um conjunto vidvel. A otimizacao € um critério que permite a

busca de uma solu¢do mais adequada entre diversas solucoes alternativas.

* pS3
Gene supressor de tumor que apresenta mutagdes em aproximadamente metade dos cnceres
humanos. Esse gene codifica uma proteina de regulacio génica ativada por danos ao DNA

e envolvida no bloqueio da progressao do ciclo celular.

* Parametro
Em matemadtica, € a grandeza que, podendo ser medida, permite apresentar as principais
caracteristicas de um conjunto. Ao parametro pode ser atribuido um tnico valor ou um
intervalo determinado de valores, com o objetivo de identificar uma colecao de diferentes

casos em um problema.

* Parénquima

Conjunto de células que formam a parte funcional de alguns 6rgaos.

* Pontos de equilibrio

Em um sistema dindmico continuo, sdo os pontos onde a derivada € igual a zero. Podem
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ser instdveis ou estdveis e representam solucoes de equilibrio em termos das equagdes

diferenciais.

* Principio maximo (ou minimo) de Pontryagin
Principio utilizado na teoria de controle 6timo para encontrar o melhor controle possivel
para a tomada de decisdo em sistemas dindmicos de um estado para outro. Esse principio
constitui uma condicao necessdria para a estratégia de controle que maximiza ou minimiza
um dado funcional, admitindo possiveis restricdes impostas sobre as varidveis de estado

ou de controle.

* Probabilidade
Ramo da matemdtica que permite a analise das chances de um determinado evento ocorrer

através de experimentos ou fendmenos aleatdrios.

* Processo iterativo
Na matematica, processo que gera uma sequéncia de solugdes aproximadas para resolver
uma classe de problemas estabelecida. Inclui um critério de parada e o fornecimento de
uma condi¢do inicial, e € considerado convergente se a sequéncia correspondente converge

dada essa condicao.

* Progesterona
Hormonio feminino produzido a partir da puberdade pelo corpo liteo e pela placenta,
desempenhando um papel importante na regulacdo do ciclo menstrual e na manutencdo da

gestacao.

¢ Quiescéncia celular
Estado fisioldgico reversivel onde as células param sua proliferacdo, mesmo na presenca
de condicdes favordveis e estando metabolicamente ativas. E um dos mecanismos que os

tumores conseguem contornar.

* Regressao
Funcdo matematica que busca exprimir a relagdo funcional entre duas varidveis distin-
tas. Existem vdrios tipos de regressao, que dependem da correlagcdo entre os dados (Ex:

regressao linear simples, regressao linear multipla, entre outros).

* Raiz do erro quadratico médio
Medida da diferenca entre valores estimados e valores reais. E calculado ao elevar ao
quadrado as diferencas entre os pontos, somando-o0s, dividindo pelo nimero de pontos e,

em seguida, obtendo a raiz quadrada desse resultado.

* Resposta funcional
Uma resposta funcional, em ecologia, corresponde a taxa de ingestao de um consumidor

em funcdo da densidade de um nutriente. Essa resposta estd associada a resposta numérica,
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que € a taxa de reprodugdo de um consumidor em fun¢do da densidade alimentar. No
modelo presa-predador, a medida que o ndmero de presas aumenta, a taxa de captura de
presas por predador ndo pode aumentar indefinidamente. Com isso, a taxa de captura das

presas € saturada quando a populacdo das mesmas € relativamente grande.

* Runge-Kutta
Familia de métodos iterativos de resolu¢do numérica para a obtencdo de solucdes aproxi-

madas de equagdes diferenciais ordindrias.

* Senescéncia
Estado de ndo-crescimento da célula no qual ela apresenta fenétipos celulares distintos
e permanece vidvel por longos periodos, incapaz de proliferar novamente. E o processo

natural de envelhecimento de um organismo.

* Simplex
Algoritmo criado para solucionar problemas de programacao linear. Seu uso mais comum

€ para maximizar um resultado, encontrando o maior valor possivel para um total.

* Sinalizacao Autécrina
Tipo de sinalizacdo celular onde o mensageiro quimico € produzido por uma célula e age
nesta mesma célula, ou seja, o sinal é produzido por uma célula que também € a célula

alvo.

* Sistema dinamico
Sistema que evolui segundo uma regra que liga o estado presente ao estado inicial, ou seja,
um fendmeno que evolui com o passar do tempo. Possui propriedades locais e globais e
pode ser um modelo continuo, discreto, de campo, de redes complexas ou de automatos

celulares.

* Sistema imunolégico
Sistema composto por linfocitos e outras células do corpo responséveis pela defesa do
organismo contra infec¢des. Existem dois tipos de sistema imunolégico nos vertebrados
— inato e adaptativo. O processo de defesa do corpo através do sistema imunoldgico €

chamado de resposta imune.

* Telomero
Estrutura que forma a extremidade de um cromossomo e impede o desgaste do material

genético, mantendo a estabilidade estrutural do cromossomo.

* Variavel
Simbolo que representa uma quantidade desconhecida ou ndo totalmente especificada que
pode variar de acordo com outra quantidade. Pode ser classificada como dependente ou

independente. Na modelagem matemadtica € representadas por letras.
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* Vetor
Ente matemaético que pode ser representado geometricamente como um segmento de reta

ou flecha orientado nos espacos bi e tridimensionais.
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B Estimacao de Parametros

A estimacgdo de parametros € um processo que utiliza dados amostrais para estimar
parametros populacionais desconhecidos. No caso de problemas nao lineares, é apresentado
como um problema de otimiza¢do de uma funcao objetivo (BENEDITO, 2016; NAKANISHI;
COOQPER, 1974; WALTER; PRONZATO, 1997; K. MADSEN AND H.B. NIELSEN AND O.
TINGLEFF, 2004; SILVA, 2010), onde buscamos encontrar um conjunto de valores para os
parametros do modelo que melhor representem o sistema real a ser descrito. Neste apéndice, sao
apresentadas as ideias principais do processo de estimacgdo linear e ndo linear e também alguns

exemplos.

Para realizar a estimagdo, um conjunto de dados apropriados (por exemplo, crescimento
de uma determinada linhagem celular) € necessario. Posteriormente, devemos assumir que esses
dados obedecem uma lei de crescimento, ou seja, sdo descritos por algum modelo matemético
(logistico, Gompertz, etc). A escolha depende das caracteristicas inerentes aos dados experimen-
tais e € necessdrio obtermos também a solu¢ao do modelo escolhido, seja analiticamente (se
possivel) ou numericamente. Com essa solucao, um ajuste de curva é realizado, aproximando
a mesma aos dados experimentais. Ao fazer esse ajuste, temos um erro associado, que pode
ser descrito por uma fungdo. Assim, o objetivo passa a ser a minimizagao dessa func¢do erro
(também denominada funcdo objetivo) utilizando diferentes métodos e/ou algoritmos. Existem
alguns métodos numéricos para minimizacao de fungdes e a maioria dos softwares matematicos
possuem rotinas especificas para isso (DE PILLIS; RADUNSKAYA, 2014).

B.1 Caso linear

Os minimos quadrados constituem um método de otimizacdo que minimiza a soma
dos quadrados dos desvios e permite determinar os parametros de um modelo matemaético
através de valores dessa funcdo em pontos discretos de um intervalo (BRAND; JOHNSON,
1992; RUGGIERO; LOPES, 2000; LIMA, 2009). Seja f(z) a fun¢ao que representa os dados
experimentais e pertencentes a um intervalo [a, b]. O ajuste de curvas consiste em escolher n

fungdes ¢, o, - - ., g,, € obter n constantes o, s, . . ., a, tal que

P(z) = 191 () + azga(T) + - -+ + @ gn() (B.1)
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se aproxime de f(x), segundo critérios escolhidos. A técnica dos minimos quadrados linear
fornece valores para os «’s, dados os m pontos e as n fung¢des g, (), de tal forma que a soma

dos quadrados dos desvios

m

Sk = () = o) B2)

k=1 =1

¢ minima. Ou seja, buscamos minimizar a fun¢ao

Flan, s, .. a,) = i[f(:ck) — oz, (B.3)

k=1

= i[f(wk) — (ugi(z1) + @aga(my) + -+ + @ugnl(@i))]?

k=1

A funcdo F é uma funcdo limitada inferiormente e portanto possui um ponto de minimo

local que pode ser determinado pelo teste da primeira derivada.

Um sistema de equacdes também pode ser convertido em um problema de minimizagao,

possibilitando a obten¢do dos parametros o’s. Dado um sistema

fi(z) =0, fo(x) =0,..., fu(x) =0, (B.4)
com x = (21, 2y, ...,x,) € R", definimos
p(x) = [L@)F + [L@)] + -+ [fu@)] = f @), (B.5)
em que ||.|| representa a norma euclidiana no R™. Como p(z) > 0 para todo z se p(z*) = 0,

entdo x* é solugdo do sistema B.4. Assim, o valor minimo de p(x) € igual a zero e s6 é alcangado

se x = x* for solucdo do sistema.

Um sistema de equagdes lineares da forma Ax = b também pode ser resolvido através do
método dos minimos quadrados. A solu¢do € dada por x* € R", que minimiza a norma euclidiana
||Ax = b||. Se o sistema possuir uma solu¢éo, 0 mesmo pode ser resolvido através da eliminagdo
gaussiana. Caso nao tenha uma solucao exata, o método dos minimos quadrados resulta num
vetor x*, que representa a solu¢do mais préxima possivel do sistema (LIMA, 2009). Ou seja,

dado Ax = b, temos
(A'A)x = A"D, (B.6)

x* = (AT A)" A", (B.7)

Se a matriz A for quadrada e invertivel, entdo (A" A)~' = A~'(A”T)~! e dessa forma, x* = A~'b.
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B.2 Caso nao linear

Nesta secdo, apresentamos alguns métodos numéricos de ajuste de fungdes nao lineares
pelo método dos minimos quadrados. Um exemplo de estimacdo disponivel em de Pillis e
Radunskaya (2002), que utiliza um conjunto de dados de crescimento tumoral de um linfoma de
células do manto (LCM) em ratos com a medula dssea comprometida também é apresentado,
além de exemplos de simulagdes computacionais e ajuste de modelos de EDO’s (BENZEKRY et
al., 2015; TORRES et al., 2017).

O ajuste de curvas se torna mais complexo em casos onde hd mais parametros e dados
disponiveis envolvidos, sendo necessdrio fazer o uso de um sistema de equagdes que, na maioria
das vezes, € ndo linear. Assim, € necessdrio linearizar o problema através de alguma transformacao
conveniente (RUGGIERO; LOPES, 2000) e nesse caso, os parametros obtidos ndo serdo 6timos,
ja que o ajuste nao € realizado com o sistema original, podendo invalidar todo o processo de
estimacao. Para contornar o problema, existem métodos numéricos especificos que buscam o
ajuste de funcdes nao lineares pelo método dos minimos quadrados através de processos iterativos,
onde a partir de um vetor inicial x,, uma sequéncia de vetores x;, X, . . ., X, € obtida e pode
convergir para a solucdo x* (RUGGIERO; LOPES, 2000; BENATTTI, 2017; K. MADSEN AND
H.B. NIELSEN AND O. TINGLEFF, 2004). Alguns deles sdao apresentados a seguir.

B.2.1 Meétodo de Newton

O método de Newton determina a cada iteragdo, a solu¢do da aproximacao linear da
funcdo. Ou seja, conhecido um x®, o método define x***) como sendo a solucdo de um sistema
linear, partindo das derivadas parciais do sistema ndo linear F'(z) (RUGGIERO; LOPES, 2000;
K. MADSEN AND H.B. NIELSEN AND O. TINGLEFF, 2004). Assim,

Liy(z) = F(x®) + J(x®)(x —x™) = 0. (B.8)
Nesse caso, x¥*Y ¢ tal que:
Li(7) = 0 & J(x®)(x* — x0) = — p(x®)), (B.9)

em que L € a aproximagao linear de uma func¢ao nao linear e J € a matriz jacobiana do sistema
ndo linear F'(z). Se denotarmos (x**% — x®)) por s temos que s™ € a solugdo do sistema
auxiliar dado em B.11, onde

x* = x® 4 g0 (B.10)

J(xM)s® = — p(x®). (B.11)

Como todo método iterativo, existem critérios de parada para verificar se x* é uma aproximagio
aceitdvel para a solucdo exata do sistema. A cada iteracdo, o método de Newton requer a resolugao

do sistema dado em B.11 e também a avaliacdo da matriz jacobiana, o que torna o mesmo
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caro computacionalmente. Porém, um atrativo reside no fato de que sob condi¢des adequadas
envolvendo x, F(z) e J(z), a sequéncia gerada pelo método x*) converge para solugdo exata
x* com taxa quadrdtica (RUGGIERO; LOPES, 2000). Vale ressaltar que caso F'(x) possua

diversos minimos, x* ird depender do valor inicial de x°.

B.2.2 Meétodo de Gauss-Newton

O método de Gauss-Newton também pode ser utilizado na resolugdo de sistemas nao
lineares, quando a aplicacdo dos mesmos se reduzem a um problema de minimos quadrados
(SOUZA, 2016). Possui baixo custo computacional quando comparado ao método de Newton e
em alguns casos especiais também pode apresentar convergéncia quadratica. A ideia principal
€ substituir um problema de minimos quadrados nao linear por uma sequéncia de problemas
lineares, cujas solugdes convergem para a solucao do problema original (TUSMAN et al., 2009).
Para isso, uma expansao da funcdo por série de Taylor de 1* ordem (LIMA, 2009) € realizada. O
sistema € construido considerando uma fung¢ao objetivo de minimizacdo F' e a equacdo B.3 (ndo

linear) do método dos minimos quadrados, obtendo assim

00 p g+ P2@) N e (B.12)
aao 8061

em que o, € «; sdo os dois pardmetros a serem estimados e e; representa o erro associado ao

E_¢i:

ajuste. Esse sistema pode ser escrito na forma matricial
R=JxAa+ FE, (B.13)
onde R € a matriz de residuos, J é a matriz jacobiana e E a matriz de erros. Assim,

J'x R=J" xJx Aa. (B.14)

O vetor das constantes [cv, o ]* € obtido através do vetor inicial o(?), fazendo iteragdes e
atualizando por:
Aa = (J'x J)"' x (J' x R). (B.15)

O método é bem definido desde que J* x J seja invertivel, caso contrario pode apresentar
singularidades nessa expressdo. Além disso, problemas de convergéncia podem surgir se a
condicdo inicial ndo estiver suficientemente préxima da solug¢do, assim como no método de
Newton. Em casos como esse, o método de Levenberg-Marquardt se torna uma boa alternativa
(TUSMAN et al., 2009), jd que altera a diagonal principal da matriz (J* x J) pela inser¢do do
pardmetro lambda na forma (J* x J — AI'), onde I é a matriz identidade, para tentar garantir que

a matriz ndo seja singular.
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B.2.3 O método de Levenberg-Marquardt

O método de Levenberg-Marquardt foi proposto inicialmente por Levenberg (1944) e
aprimorado por Marquardt (1963). Assim como os métodos de Newton e Gauss-Newton, &
iterativo, ou seja, dada uma condicdo inicial x°, produz uma sequéncia de vetores z', 22, ..., x(™

que convergem para um minimo local da fun¢do a ser ajustada.

E semelhante ao método de Gauss-Newton e a principal diferenca reside no fato de que
ha a introducao de um fator de amortecimento A\ na equacdo B.15. Levenberg (1944) propos

inicialmente a introdug@o desse parametro A na diagonal principal de J* x J:

A= (J'xJ=X)"x (J' xR). (B.16)

Marquardt (1963) aprimorou o método provando que para todo A > 0, (J* x J — AI) é
positivamente definida, o que implica que a equacdo acima estd numa direcdo de descida. Seu uso
€ uma alternativa quando a aproximacao dada pelo método de Gauss-Newton € imprecisa e/ou
leva a um problema de minimos quadrados lineares que estd mal condicionado (LIMA, 2009). O
parametro A\ é denominado parametro de Levenberg-Marquardt ou damping e a escolha de seu
valor inicial deve estar relacionada ao tamanho dos elementos em B.16. O mesmo € atualizado a
cada iteracdo, influenciando na dire¢cdo do método e também no tamanho do passo dessa iteragc@o
(BENATTI, 2017).

Assim como no caso linear, existem rotinas em softwares matematicos ja implementadas
para lidar com casos de minimos quadrados néo lineares, como a Isgnonlin' * e a Isqcurvefir® *,
disponiveis no MATLAB e Octave . Ambas resolvem problemas de ajuste de curva de minimos

quadrados nao lineares da forma

min || f(2)|[; = min(f7(z) + f5(2) + ... + fu(2)?) (B.17)

e utilizam o mesmo algoritmo. No caso da lsgnonlin € necessario inserir a func¢do objetivo a ser
minimizada com os respectivos limites inferior e superior nos componentes de x. Além disso, a
equagdo ou o sistema de equagdes a ser resolvido também devem ser inseridos. Assim, através
dos dados fornecidos, da fungéo objetivo e da estimativa inicial x°, a rotina encontra um minimo
da soma dos quadrados e retorna um vetor (ou matriz) de valores estimados. Algumas op¢des de
otimizacdo também podem ser adicionadas ao ajuste. No caso da Isgcurvefit, ao invés de calcular
a soma dos quadrados, € necessdrio inserir a funcao definida pelo usudrio para calcular a fun¢do

de valor vetorial.

https://www.mathworks.com/help/optim/ug/lsqnonlin.html
https://octave.sourceforge.io/optim/function/Isqnonlin.html
https://www.mathworks.com/help/optim/ug/lsqcurvefit.html
https://octave.sourceforge.io/optim/function/Isqcurvefit.html

T
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B.2.4 Exemplo I

Utilizando os dados de Kuznetzov et al. (1994), de Pillis e Radunskaya (2002) apresentam

um exemplo de problema de estimacao de parametros, onde buscaram minimizar
D =Y"(a(t;) — di), (B.18)
=1

em que d, representa os dados experimentais de crescimento tumoral dos ratos e x(t;) é a solu¢do
do modelo no tempo t;, que pode ser obtida resolvendo a equagdo diferencial analiticamente
(obtendo um z () para todos os valores de t) ou numericamente (tendo x(¢) apenas para valores de
t especificados). Os dados mostram o crescimento normal do tumor na auséncia de uma resposta
imune, possibilitando o uso de modelos de crescimento como o de Gompertz ou o logistico. de

Pillis e Radunskaya (2002) escolheram a equagao logistica unidimensional para o ajuste,

d
d—f = az(1 — b), (B.19)
que € resolvida analiticamente:
! de =adt — [ ! de = [ adt (B.20)
x(l—bx)x_a x(l—bx)x_ @ ’
at 1
o= (B.21)

1+0bCet  Ce ot + b
Considerando x(0) = z, e substituindo na solugao,

xo_Cl—i—b:>C_x10+b' (B.22)

Tendo a solucdo da EDO, o objeto era minimizar D. Analiticamente, para encontrarmos

um minimo basta diferenciar a solu¢do em relagdo aos parametros, encontrando os zeros e
determinando quais zeros correspondem aos minimos de D (RUGGIERO; LOPES, 2000). de
Pillis e Radunskaya (2002) mostraram que a minimizagao pode ser feita numericamente, utilizando
rotinas de softwares matematicos ja implementadas, como a fminsearch disponivel no MATLAB
> e Octave ° para ajustar os dados experimentais pela equacéo B.21 e estimar os parAmetros a € b,
utilizando o primeiro ponto no conjunto de dados como condig¢ao inicial. Essa rotina utiliza o
método de Nelder-Mead e tem como argumentos o nome da funcdo a ser minimizada, a funcao
distancia F'(«,) (onde seu primeiro argumento deve conter os pardmetros desconhecidos), as
condi¢cdes iniciais para os parametros a serem ajustados e os dados reais. Assim, € possivel
obter o vetor que armazena os valores de minimizacao e também o vetor da propria funcao

avaliada nesses valores de minimizac¢do. de Pillis e Radunskaya (2002) utilizaram essa rotina para

https://www.mathworks.com/help/matlab/ref/fminsearch.html

®  https://octave.sourceforge.io/octave/function/fminsearch.html
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realizar o ajuste de curvas, como visto na Figura 19, e os pardmetros estimados foram a = 0, 14
eb=23,18 x 107°.

Figura 19 — Comparagdo do modelo logistico ajustado aos dados reais de Kuznetzov et al. (1994).
Fonte: de Pillis e Radunskaya (2002)

A A
80 20 100

B.2.5 Exemplo II

Um exemplo de estimagdo utilizando a rotina Isgcurvefit € apresentado em Benzekry et al.
(2015). Os dados utilizados estao disponiveis em Benzekry et al. (2014) e tratam de diametros de
tumores implantados por via subcutdnea em dois grupos de camundongos. O modelo possui duas
EDQ’s tendo como variaveis o volume tumoral (V) e a capacidade de suporte das células (K),
além de duas condicdes inicias e a dependéncia de trés parametros que representam a cinética de

proliferacdo das células cancerosas, a estimulacio e também a inibi¢do do suporte estromal.

PA%S K

or o In(—

dt aVln (V) ’

K _ v AV3K,

dt (B.23)
V(to) - %7

K(to) = K,

As solugdes numéricas do modelo foram ajustadas as medi¢des experimentais do volume
do tumor em vdrios instantes de tempo para estimar os melhores valores para o conjunto de
parametros, sendo feitos em um primeiro momento de forma individual para cada camundongo
de um dos dois grupos e, posteriormente em conjunto, como mostrado na Figura 20. Para isso, os

dados foram importados ao MATLAB e uma exploracao do espago paramétrico foi necessaria para
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determinar uma estimativa de parametro inicial, pois caso contrario, poderiam surgir problemas
de identificabilidade (onde vérios conjuntos de parametros produzem solu¢des quase iguais).
Foi preciso também definir o modelo de varidncia do erro a ser empregado (ja que existe uma
incerteza nos dados) e por fim, o ajuste foi feito utilizando uma funcdo de minimizagao, nesse
caso, a Isqcurvefit. A adequacdo do ajuste foi verificada através de uma inspecao visual das curvas
simuladas comparadas com os dados e também através do célculo do coeficiente de determinagdo
(R?), uma métrica usual de adequacgio que quantifica quao melhor é o modelo em explicar os

dados em comparacao apenas com a média.

Figura 20 — Simula¢cdes do modelo para ambos os grupos. Na esquerda, todas as simulagdes
individuais correspondentes a cada conjunto de pardmetros ajustados especificos do
animal. Na direita, as curvas de crescimento médio (média 4 erro padrao).

Fonte: Benzekry et al. (2015).
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Através do mesmo sistema de equacdes e utilizando dados experimentais de tumores de
Ehrlich e fibrossarcoma Sa-37 disponiveis em Ciria et al. (2004), um outro exemplo de ajuste de
curvas e estimagao de parametros € apresentado em Torres et al. (2017), visando uma melhoria
na rejeicdo de minimos locais. O estudo utilizou o método de Nelder-Mead para gerar 1.000
valores de parametros iniciais aleatdrios usando o Python, e os resultados foram comparados com
o método de Levenberg-Marquardt. A solu¢cdao numérica do modelo foi feita através da funcao
odeint e a fun¢do fimin foi usada para o ajuste de dados através do método Nelder-Mead, que se
baseia na avaliacdo iterativa de uma funcdo nos vértices de um simplex, escolhendo conforme os
melhores pontos sao encontrados (NELDER; MEAD, 1965). O método estd incluido no médulo

scipy.optimize do Python, que fornece algoritmos tteis para a minimizacao de funcdes.
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