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Resumo

Neste trabalho estudamos varias propriedades do mnicleo da aplicacao restricao
res§y @ H'(G,M) — H'(S,M). Dentre elas, sua invariancia nos pares ((G,S), M) e suas
relagoes com cohomologia relativa, com derivagoes e com levantamentos de extensdes cindidas
(de grupos). Em particular, estudamos o invariante para pares de grupos E (G, S), definido
usando o nucleo da aplicagao resg‘}-sg, suas relagoes com ends de grupos, principalmente com

o end de par de grupos €(G, S), e com a teoria de dualidade.

Palavras-chave: (co)homologia de grupos, dualidade, grupo das derivaces, extensdes de

grupos, ends de grupos e de pares de grupos.




Abstract

In this work we study several properties of the kernel of the restriction map
res§  : H'(G,M) —» H'(S,M). Among them, its invariance on pairs ((G,S), M) and its
relations with relative cohomology, derivations and splittings of split extensions (of groups). In
particular, we study the invariant for group pairs E(G’, S), defined by the use of the kernel of
the map res§ r g, its relations with ends of groups, specially with the end of pairs of groups
€(G, S), and the duality theory.

Keywords: (co)homology of groups, duality, group of the derivations, extensions of groups,

ends of groups and of pairs of groups.
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Introducao

Neste trabalho um par de grupos sera entendido como um par (G, S) onde G é um grupo
e S é um subgrupo de G, R indicard o anel Z ou o corpo Z, e a teoria de (co)homologia
(cohomologia e homologia) de grupos desempenhard um papel fundamental.

Dados um par de grupos (G, S) e um RG-médulo M podemos definir uma aplicagio, bas-
tante natural, entre os grupos de cohomologia de G e de S com coeficientes em M, denominada
aplicacao restricao:

(res§ y)* : H*(G, M) — H*(S, M).

que serd denotada (em todo nivel), simplesmente, por resg .

Esta aplicacao tem propriedades muito interessantes .

O objetivo principal deste trabalho é explorar o micleo “Ker(res$,,)” da aplicagao
resgy : HY(G,M) — H'(S, M) sob vérios aspectos. Dentre eles, sua invariincia nos pares
((G,S8),M) e suas relagdoes com H'(G,S, M) (cohomologia relativa), com derivacdes e com
levantamentos de extensdes cindidas (de grupos). Em especial, considerando o Z,G-médulo
particular M = FsG := {B C G | B C F.S para algum subconjunto finito F de G}, desta-
camos o estudo do invariante para pares de grupos E(G, S) := 1+ dimg, Ker(res§ z,¢) ; suas
relacoes com ends de grupos, principalmente com o end de par de grupos €(G, S), e com a
teoria de dualidade, uma vez que o mesmo nos d4, como vimos, uma condicao necessaria para
(G, S) ser um par de dualidade.

Assim, no capitulo 1, apresentamos alguns pré-requisitos que sdo fundamentais para o
desenvolvimento dos capitulos posteriores, como por exemplo, resolugdes projetivas e livres, e
os médulos (co)induzidos (incluindo a férmula de Mackey).

No capitulo 2, introduzimos os conceitos de (co)homologia absoluta e relativa de grupos,
incluindo alguns exemplos; as aplicagoes induzidas em (co)homologia; o lema de Shapiro, que
relaciona a (co)homologia do grupo G com a (co)homologia de um subgrupo S de G e que é 1til
em varias situagoes; a aplicagdo restrigdo, anteriormente citada e algumas de suas importantes
propriedades que sao utilizadas principalmente no capitulo 4. Interpretamos topologicamente
(co)homologia absoluta e relativa de grupos e observamos que se G é um grupo, que esté

munido de uma estrutura de CW-complexo, em geral, a (co)homologia do grupo G é diferente
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da (co)homologia do espago G (mesmo quando G é conexo). Além disso, apresentamos na
ultima secao um breve estudo de grupos e pares de dualidade.

Os principais capitulos do trabalho sao os capitulos 3 e 4.

No capitulo 3, vimos as relagdes de H'(G, M), H'(G, S, M) e Ker(res§,,) com o grupo
das derivagoes de G em M, Der(G,M) ={d: G — M | d(99') = d(g) +g-d(¢'), V 9,4 € G},
e seus subgrupos: P(G,M) = {d,, € Der(G,M),m € M | d,(9) = g-m—m, V g € G},
Der(G, S, M) = {d € Der(G, M) | d; = 0} e P(G, S, M) = {dm € P(G, M) | dp. = 0}. Mais
precisamente, temos os seguintes isomorfismos (de grupos):
Der(G, M)

P(G,M) "’

H'(G,S,M) ~ Der(G,S, M),

Der(G,S, M
KST(TESE‘M) o~ W

H' (G, M) ~

Apresentamos alguns exemplos e observamos que, em geral, H(G, M) # H'(G, {1}, M).
Na ultima secao desse capitulo, verificamos que existe somente uma extensao cindida de

G por M (a menos de equivaléncia) associada a a¢do dada de G sobre M, a saber, a extensao
0— M- MxG G —1 (%)

onde M x G é o produto semi-direto de G por M relativo a acao dada, e i’ e 7’ sdo as aplicagdes
inclusdo e projecao canoénica. Denotando por £(G, M) o conjunto das classes de M-conjugagiao
de levantamentos [ : G - M x G da extensao (x), mostramos que os elementos de L(G, M)
estdo em correspondéncia biunivoca com os elementos de H' (G, M). Também provamos que se
L(G, S, M) indica o conjunto das classes de M-conjugacao de levantamentos [ : G - M x G

da extensdo (x) que satisfazem /|, = (0,7ds), entdo existe uma bijecio entre L(G,S, M) e
H'(G,S, M)
P(G,S, M)

os dois coincidem. Como conseqiiéncia, temos que os elementos de L(G,S, M) estio em cor-

, que é uma generalizacao do resultado anterior no sentido que tomando S = {1}

respondéncia biunfvoca com os elementos do Ker(res§ ;). Vérios exemplos foram analisados.

No iltimo capitulo, estudamos o invariante E (G, S). Inicialmente exploramos algumas
propriedades do Z,G-médulo FsG, recordamos os conceitos de ends de grupos e de pares
de grupos: e(G), e(G,S) e &G, S), citamos alguns dos principais resultados destes ends e
apresentamos os invariantes (ends) E(G, S, M) e E(G, S) (definidos por Andrade e Fanti [1]).
Em seguida, nos dedicamos ao estudo de E (G, S), provamos que ele é um invariante para pares
de grupos (G, S) e que o mesmo esta bastante relacionado com os os invariantes ends (ja citados)

e, em especial, com o end de pares de grupos (G, S) (definido por Kropholler e Roller [16]);

temos por exemplo, que “F (G,S) =¢€(G,S) < 0" se, e somente se, a aplicagao resg.}-sc é nula

ou equivalentemente, Ker(res§ r.;) = H'(G, FsG)”. Relacionamos, também, este invariante

com L(G, S, FsG). Apresentamos ainda algumas propriedades de E‘(G, S), dentre elas uma

viii
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propriedade interessante para pares de dualidade, a saber: “ Se (G,S) é um D™-par entao

E’(G, S) =1”. Mostramos através de exemplos que esta propriedade nao é vélida para (G, S)
e exibimos assim um par (G, S) tal que E(G, S) # &(G, S).

Finalmente, observamos que em fung¢ao da interpretagao topoldgica dos grupos de (co)ho-
mologia (dada no capitulo 2), em particular de H'(G,M) e H'(G,S, M), podemos obter
também uma interpretagao topoldgica para L(G, M) e K er(resg!:M), e conseqiientemente, para
L(G,S8,M) e E(G,S).




Capitulo 1

Preliminares

1.1 RG-mébdulos

Em todo texto denotaremos por R o anel dos inteiros Z ou o corpo Z, e por lp sua
unidade.

1.1.1 Definicao: Seja G um grupo denotado multiplicativamente, com elemento neutro 1.

Seja RG (ou R[G] ) o R-mddulo livre gerado pelos elementos de G. Assim, um elemento de

RG € expresso unicamente na forma Z T49, com 1y € R e Ty = 0 para quase todo g em G (isto
9eq
é, exceto para um niumero finito de elementos g em G).

Em RG as operagées de adi¢ao e multiplicagdo sdo dadas por:

(Z ?‘gg) + (Z sgg) = (rg+5,)g

geG geG geG

(Z w) - (Z s,,h) = Y (rysn)(gh).

geG heG g,heG
Tais operagoes fazem de RG um anel com unidade 1pg = 151, chamado anel grupo de G

sobre R. Em geral, o elemento 1pg € RG serd denotado por g.

1.1.2 Exemplos:
(1) Se G = (t) ~ Z entdo RG pode ser identificado com o anel dos polinémios de Laurent:

R[t,t7'] := {Z: rit' | i € R e r; = 0 para quase todo i € Z}.
i€Z
(2) Se G = (t) ~ Z, entdo t" = 1 e {1,t,t%,...,t""'} € uma R-base de RG. Portanto
RG = {T0+?"1t+...+?‘n_1tn_l |T;'€R, i=0,...,n—1}.
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1.1.3 Observacgoes:
(1) Se G é um grupo e R =Z; entdo x € ZoG é da formaz =1g1+... +1gx =1+ ...+ G
comle€Zy,eg;€@.
(2) Para qualquer grupo G podemos definir o homomorfismo de anéis € : RG — R tal que
e(g) = 1 para todo g € G e estender por linearidade. Este homomorfismo é denominado

aplicagdo aumentagdo. Note que € é sobrejetor.

1.1.4 Definigao: Sejam G um grupo denotado multiplicativamente com elemento neutro 1 e
M um conjunto ndo vazio. Uma agdo (& esquerda) de G sobre M (ou uma G-agdo sobre M) é
uma fungdo:

p: GxM - M
(9,m) + plg,m) =
satisfazendo:
(@) 1-m=m, Vme M,
(0) (9192) -m=g1-(92-m), ¥V 91,9 € G eV meM,;

Se na definicdo acima M tiver uma estrutura de grupo (aditivo), para que esta estrutura
seja preservada pela G-acdo, além das condigoes (a) e (b) exige-se a seguinte condigao:

() g-(m+my)=g-m+g-my, VgeG e Y my,my € M.

1.1.5 Observagoes:

(1) Equivalentemente, uma G-agdo (a esquerda) sobre M é um homomorfismo

p: G — Bij(M)
g — pu(g) =pg  pe(m):=g-m,

onde Bij(M) é o grupo das bijecées de M em M. Neste caso, dizemos também que M é um
G-conjunto.

No caso em que M é um grupo (aditivo), uma G-agdo sobre M é um homomorfismo:
p: G — Aut(M), onde Aut(M) é o grupo dos automorfismos de M, pois pela condigdo (c),
Pe: M — M é um homomorfismo.

Agora, se M é um espago topoldgico, exige-se em geral que a aplicagdo py : M — M seja
continua para todo g € G (ao invés de homomorfismo). E assim, p: G — Homeo(M).
(2) Analogamente, define-se G-agdo d direita sobre M. Pode-se verificar que a partir de uma

G-a¢do a esquerda sobre M obtemos uma G-ag¢do a direita sobre M da seguinte forma:

m*g::g'l-m.

1.1.6 Definigao: Dizemos que a ag¢do de G em M é livre se a seguinte condigdo for verdadeira:

g-m =m, para algum m € M se, e somente se, g = 1.
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1.1.7 Definigao: Dizemos que a G-agdo sobre M ¢ trivial se para todo m € M e todo g € G,

g-m=m.

1.1.8 Definicao: Seja m € M. A G-drbita de m, denotada por G(m), € o sequinte subcon-
junto de M :

G(m):={g-m|ge€G}.

1.1.9 Proposicao: Seja G um grupo e M wum conjunto ndo vazio. FEntdo, M é um
RG-mddulo (a esquerda) se, e somente se, M é um R-mddulo (a esquerda) munido de uma

acdo (a esquerda) de G sobre o grupo aditivo (M, +).

Demonstragao: Se M é um RG-médulo entao M é um R-médulo considerando:
rm:= (rl)m

e pode-se definir uma G-acao por:

g-m:= (1gg)m.

Reciprocamente, se M é um R-mdédulo e existe uma ac¢ao de G sobre M entao podemos

dar a M uma estrutura de RG-mddulo da seguinte maneira:

(Z Teg)m := ng(g-m). a

1.1.10 Coroléario: M é um ZG-mddulo se, e somente se, M é um grupo abeliano munido de

uma G-agdo.

1.1.11 Corolario: M é um Z,G-mddulo se, e somente se, M € um Z,-mddulo (equivalentemente,

grupo abeliano em que todo elemento tem ordem 2 ) munido de uma G-agdo.

Segue dos coroldrios acima que todo Z,G-médulo é um ZG-médulo, mas a reciproca

nao é verdadeira.

1.1.12 Observagao: Todo R-modulo M pode ser visto como um RG-mddulo com a G-agdo

trivial. Em particular, M = R serd, em geral, considerado um RG-mddulo trivial e assim

(Z Fog)ri= Z rlg-r) = Z TgT = e(z Tog)T.

Quando R = Z, esta € a unica estrutura de Z,G-mddulo possivel, pois Aut(Z,) = {id}.

Considerando X um G-conjunto e RX o R-médulo livre gerado pelos elementos de X,
podemos estender a agdo de G sobre X a uma acdo de G sobre RX da seguinte maneira:

g- (o ra) i= Y ralg- ),

comgeG, r, € Rex e X.
Assim, temos o seguinte resultado:
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1.1.13 Proposigao: Sejam X um G-conjunto livre e E um conjunto de representantes para

as G-orbitas em X. Entdo RX é um RG-mddulo livre com base E.

Demonstracgdo: Seja E = {z),\ € A} um conjunto de representantes para as G-6rbitas em
[ ]

X. Entao X = U G(zy) e assim
) EE

RX =R ( U G’(x;)) = P R(G(z»)).

T)\EE r)\€EE

sendo que a tltima igualdade é verdadeira por [6] (p.13).
Agora, como a G-agao é livre temos, para cada z), que a aplicagao

f,\ : G — G(IL’A)
g — filg)=g-2x
é uma bijecao. Dai, R(G(z,)) ~ RG.
Logo, RX = @(RG):CA.

z\€E

1.1.14 Corolério: Se S é um subgrupo de G entdo RG é um RS-mddulo livre com base num
conjunto E de representantes para as S-orbitas em G (que sdo as classes laterais a esquerda de

S em G ), isto ¢, RG = P g(RS).

geEE

Demonstracao: Temos que G é um S-conjunto com a a¢ao dada pela multiplicacdo dos ele-
mentos de S por elementos de G (isto é, s- g := sg) e esta agao é livre (pois: s-g =g & s=1).

Portanto, o resultado segue da proposicao anterior. ]

1.2 (Co)invariantes
Sejam G um grupo e M um RG-médulo (4 esquerda).
1.2.1 Definicdo: O grupo de coinvariantes de M, denotado por Mg, € dado por:
Mg=M/{g-m—m|g€EGeme M)

onde (g-m—m|g € Gemée M) éo submddulo de M gerado pelos elementos g-m —m, com

geGemeM.

1.2.2 Observacoes:

(1) Se a agdo de G em M é trivial entdo Mg = M.

(2) Sejal ={(g-m—-—m|geGemeM). Sem:=m+1¢€ Mg eg € G, definindo
g-m:=g-m = m seque que G atua trivialmente em Mg tornando-o um RG-mddulo trivial. O

nome coinvariantes vem do fato de Mg ser o maior quociente de M no qual G atua trivialmente.

4
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1.2.3 Proposigao: Se R ¢ visto como RG-mddulo trivial (a direita) entdo
R®prc M ~ Mg
como grupos (e como RG-mddulos triviais).

Demonstracgio: Seja ¢ : Mg = R ®pg M definida por ¢() = 1p, @ m, ¥V € Mg. E facil

ver que ¢ esta bem definida e é homomorfismo de grupos.

Vamos definir uma inversa para ¢. Consideremos Mg como RG-médulo trivial e seja
f:Rx M — Mg definida por f(r,m) = rm. Temos que f é biaditiva. E ainda, para todo
z=) 1,9 € RG,7 € Rem € M, como a G-agao em Mg é trivial e Tm = &(x)Mm segue que

f(rz,m) = f(re(z),m) = (re(z))m = r(e(x)m) = r(zm) = f(r,zm).

Assim, considerando o diagrama

Rx M S A Mg
T
l v

R®prc M

e usando a Propriedade Universal do Produto Tensorial ([17], teor.1.1, p.138) temos que existe
um unico homomorfismo 1 de grupos abelianos (que comuta o diagrama)
Y: RQre M — Mg
rem o Y(rem) = f(r,m) =rm

Além disso, 1 é inversa de ¢, e considerando R ® gg M como RG-médulo trivial segue

que R®prc M ~ Mg (como RG-médulos triviais). E

1.2.4 Corolério: Se L é um RG-mddulo livre com base {e;}ic; entdo L € um R-mddulo livre
com base {€}ics.
Demonstragao: Basta usar a caracterizagio de Ls dada na proposi¢ao anterior e o fato que

L é livre com base {e;}ic;. E

1.2.5 Observagao: Em vista da proposi¢ao 1.2.3, se M é um RG-mddulo podemos identificar,

quando for conveniente, Mg com R ®prc M.

Recordemos que o produto tensorial M ®4 N é definido quando M é um A-mdédulo a
direita e N é um A-médulo & esquerda ([17], V.I, p.138). Todo RG-médulo & esquerda M pode
ser considerado como um RG-mddulo & direita definindo: m*g:=g¢g~'-m, g€ Gem € M.

Assim, faz sentido considerar o produto tensorial de dois RG-mdédulos A esquerda.

Acao diagonal no @ ,: Se M e N sao RG-médulos (& esquerda) podemos definir uma G-acao
sobre M @, N (a qual é induzida da a¢do de G sobre M e N) da seguinte maneira:

GXxMQ@rN = MQ@pN
(9,m®n) = g-(MOn):=g-mg-n

Com esta G-agao, M @, N torna-se um RG-médulo e temos o seguinte resultado:

5
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1.2.6 Proposicao: (M @rN)g =M Qg N.

Demonstragdo: Definindo em M @, N a relagio ~: ¢7'-m ®@n = m @ g - n vemos que
M®@grN

M ®rc N = ([17], V.1, p.138).

Como todo elemento m € M é da forma g - m’' com m' € M, a relagdo anterior pode,
também, ser dada por: m' @ n=g-m'® g-n.

Por outro lado, considerando em M @, N a G-agdo diagonal segue que

(M@rN)g=M®rN/{((g-m®g-n)—(m®n) | geGem®n € MQgN).

Isto significa que estamos identificando em M ®p N os elementos da forma g-m®@ g - n
com m ® n. Logo
M®rN
(M ®RrN)g = TR = M Qg N.
1.2.7 Corolério: M @pe N = N Qpe M.

Demonstracao: Como R é um anel comutativo, por [17] (V.2, p.142), M ® g N ~ N ®r M.
LOgO,M®Rc;N2(M@RN)GE(Ni@RM)GZN@RGM. n

1.2.8 Observagao: Podiamos obter Mg ~ R®pc M como conseqiiéncia da proposicdo 1.2.6.
Além disso, seque do coroldrio anterior que Mg ~ R ®prc M ~ M ®gc R.

1.2.9 Definigdo: O grupo de invariantes de M, denotado por M€, é dado por:
M¢={meM|g-m=m, VgeG}

1.2.10 Observagoes:
(1) Se a agdo de G em M é trivial entdo MC = M.
(2) E claro que a G-agdo sobre M induz a G-agdo trivial sobre MC e assim MC ¢é um

RG-médulo trivial. Temos que MC é o maior submddulo de M no qual G atua trivialmente.

Sejam M e N RG-md6dulos. Considerando M e N como R-mdédulos podemos definir sobre
Hompg(M,N) uma G-agao (denominada agao diagonal) de modo a torna-lo um RG-médulo.

Queremos analisar o grupo de invariantes deste RG-médulo.
Acao diagonal no Homp: a G-agao diagonal sobre Hompg(M, N) (a qual é induzida da acdo
de G sobre M e N ) é definida da seguinte forma:

G x Homp(M,N) — Homg(M,N)

(9, f) =g f; (9-f)m)=g-flg7'-m),YmeM

Note que, o uso de g~! para definir a acdo foi necessario devido a contravariancia do

funtor Hom na primeira varidvel.




1.2.11 Proposigdo: (Homg(M,N))¢ = Hompg(M, N)

Demonstragao: Sejam g € G e f € Homg(M, N). Temos

g-f=f & (g-fm)=f(m), VmeM & g- f(g~!
& g-f(m)=f(g-m),Vvm'eM (m'=g"

Logo
(Homp(M,N))¢ = {f € Homg(M,N) | g- f(m) = f(g-m)} = Hompg(M, N).
1.2.12 Coroldrio: Se R € visto como RG-mddulo trivial (¢ esquerda) entdo
Hompgg(R, M) ~ M€

como grupos (e como RG-mddulos triviais).

1.3 Restricao e (Co)extensao de Escalares

Consideremos A;, A, anéis e k : A; — A, um homomorfismo de anéis.

(1) Se M é um A;-médulo (& esquerda) sempre podemos ver M como um A;-médulo

(a esquerda) definindo em M a A;-multiplica¢ao:

AixM - M

(a1,m) > aym:=k(a;)m

Neste caso, M é dito ser um A;-mddulo por restrigao de escalares (via k).
(2) Agora, se M é um A;-médulo (4 esquerda) vamos obter dois A;-médulos (4 esquerda),
bastante relacionados com M, da seguinte maneira:
e O Ay-médulo Homy, (Az, M)

Por restrigao de escalares podemos ver A, como um A;-médulo (& esquerda)
Al X AQ — AQ
(@1,a2) — ayaz ;= Kk(a;)a; (multiplicagiao do anel)

e assim faz sentido considerar Hom 4, (A2, M).
Pode-se mostrar que a aplicagao
AngomA,(Az,M) — HmnAl(Ag,M)
(az, f) > azf ;  (a2f)(a3) := f(aza2)
estd bem definida e é uma A,-multiplicacdo. Assim, Homy, (A2, M) é um Az-médulo,
denominado A;-médulo obtido de M por coextensao de escalares de A; para A,

(via k).
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e O Ay-médulo A, @4, M
Agora, consideremos a constru¢iao dual que usa ® no lugar de Hom.

Usando a restricao de escalares vamos ver A, como um A;-médulo (& direita)

Ay x Ay — AQ
(a2,a1) > apa; :=azk(a;) (multiplicagdo do anel)

e dai podemos considerar o produto tensorial A, ® 4, M.
A aplicacao
Ay X (A2 @4, M) — Ay @4 M
(az,ay @ m) — az(ay ®m) := azah @ m
estd bem definida e é uma A,-multiplicacdo. Logo, A ® 4, M é um Ay-médulo, denominado
As-mé6dulo obtido de M por extensao de escalares de A, para A, (via k).

Finalizando esta se¢do enunciaremos, para facilitar futuras referéncias, trés resultados que
podem ser encontrados em [6] (II1.3, p.63-64).

1.3.1 Lema: Se M é um A,-mddulo entdo existe uma aplicagdo natural de A,-mddulos:

(1) ™ : Homy, (A, M) — M definida por n(f) := f(la,), V f € Homy,(Az, M), onde
Homy, (A2, M) é visto inicialmente como um Az-mddulo por coeztensdo e depois como um
A;-médulo por restrigdo de escalares;

(1) i : M — Ay ®4, M definida por i(m) :== 1®m, ¥V m € M, onde A, ®4, M € visto
inicialmente como um A,-mddulo por extensao e depois como um A;-mddulo por restrigdo de

escalares.

1.3.2 Lema: Sejam k : Ay — Ay um homomorfismo de anéis, N um Ay-mddulo (d esquerda)
e M um A,-mddulo (a esquerda).

(1)) Se f : N = M ¢é uma aplicagio de A,-mddulos entdo eriste uma tnica aplicacdo de
As-modulos p : N — Homyu,(Az, M) tal que mop = f (com 7w a aplicagio dada no lema

anterior).

HOTRAI (A2= M)

N 7 M

(i) Se f : M — N ¢é uma aplicagio de A,-mddulos entdo eriste uma tinica aplicacio de

Az-mddulos q: A, ®4, M — N tal que goi = f (com i a aplicagdo dada no lema anterior).

M—>A Q4 M

-~




1.3.3 Proposicao: Se k : Ay = Ay é um homomorfismo de anéis, N é um Ay-mddulo
(a esquerda) e M € um A;-mddulo (a esquerda) entdo

(z) Homy, (N, M) ~ Hom,(N, Hom, (A3, M)) como grupos;

(73) Homa,(M,N) ~ Hom ,(As ®4, M, N) como grupos.

1.4 Moédulos (Co)induzidos

Sejam G um grupo e S um subgrupo de G. Vamos aplicar a constru¢io da secao anterior
para o homomorfismo de anéis @ : RS — RG induzido da inclusdo a : S — G (ou seja,
A; = RS e Ay = RG com R = Z ou Z,). Todos os resultados da seciao anterior se aplicam

neste caso particular.

(1) Se M é um RG-médulo podemos ver M como um RS-médulo por restricio de escalares
(via @). O RS-médulo M assim obtido é usualmente denotado por Res§M ou simplesmente

por M caso nao haja confusao.

(2) Agora, a cada RS-médulo M associamos dois RG-médulos.
e O RG-médulo obtido de M por coextensao de escalares (que neste caso chamamos de

coindugao) é denotado por Coind§M, ou seja,
Coind§M = Homgs(RG, M)
e a G-acdo é dada por

G x Coind§M — Coind§M
(g, f) = g-f; (9-f)g)=f(d9)

e O RG-mddulo obtido de M por extensdo de escalares (que neste caso chamamos de indugéao)
é denotado por Ind§M, isto é,

IﬂdgM = RG ®rs M

e a G-acao é dada por

G x IndSM — Ind$M
(9, 9®m) +— g-(®m)=g9'®m

1.4.1 Definigao: Os RG-mddulos
Coind{yM = Homg(RG,M) e  Ind{,M = RG®r M
sdo chamados, respectivamente, mddulos coinduzido e induzido.

9
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1.4.2 Observagao: Considerando M = N e f = idy em 1.3.2 segue que:

m: CoindiM — M é um RS-epimorfismo,
f ¥ f(1)

i: M — Ind§M ¢éum RS-monomorfismo.
m = 1®m

1.4.3 Proposicao: Sejam G um grupo, S um subgrupo de G, M um RS-mddulo e E um
conjunto de representantes para as classes laterais a esquerda de S em G. Entdo:

(1) O RG-médulo Coind§M admite uma decomposi¢do em produto direto, ou seja, existe uma
familia de sobrejegioes m, : Coind§M — gM, g € E, tal que a aplicagio correspondente

Coind§ M — H gM é um isomorfismo.
geE
(i) O RG-mddulo IndSM contém M como um RS-submddulo e é a soma direta de transfor-

mados gM, sendo que g varia sobre E, isto é, Ind§M = @gM;
9€EE

Demonstragao: [6] (p.67 e 70).

Seja M um RS-médulo. Vamos exibir um RG-homomorfismo do Ind§M no Coind§ M
(que de fato serdA um monomorfismo).

Consideremos a aplicagao:
do: M — Coind$M

m s do(m); ao(m)()={

g-m seg€S

0 c.c.

Temos que VY é injetora, pois Jo(m)(1) = m, V m € M e dai m # m’ = Yp(m) # Jo(m’).
Além disso, para quaisquer s € S, m€ M e g € G,

g-(s-m)=(gs)-m sege S
0 c.c.

Jo(s-m)(g) = {

gs)-m segsES‘éggES
(5 o(m))(4) = do(m) (g5) = { 2} (=gl
0 c.c.
Assim, 9y é um RS-monomorfismo.
Tomando N = Coind$M e f = Y em 1.3.2, temos que existe uma tnica aplicacdo de

RG-médulos 9 : Ind§ M — Coind$ M tal que Joi = V. (%)
M— Ind$M

_
P -7
01 */,1‘9

N = Coind$M




doi=1p= (Joi)(m)=1Jo(m) = I(1Qm)=1y(m)=>
-m seg€S
= 9(1®m)(g) = do(m)(g) = { ooy
0 e
e assim, se ¢’ € G, como 9 é aplicagao de RG-médulos, ¥(¢’ - (1 ® m)) = ¢’ - 9(1 ® m). Logo,
VgeG, g @m)g) =9 - (1®m))(g) = (¢ -I(1®m))(g) = I(1®m)(g9g). Portanto a
aplicagao ¥ : Ind§ M — Coind§ M é dada nos geradores por

(99)-m segg €S

0 c.c.

J(g' ® m)(g) = {

1.4.4 Proposicao: Seja M um RS-mddulo. Entéo:

(1) 9 : Ind§M — CoindS M, onde 9 € aplicagdo (*) obtida anteriormente, é um RG-mono-
morfismo;

(i3) IndGM ~ Coind§ M como RG-mddulos se [G : S] < 0.

Demonstragao: (6] (prop.II1.5.9, p.70).

1.4.5 Observagoes:

(1) Sempre que for conveniente, consideraremos Ind3M como um submddulo do Coind§ M
(isto € possivel pelo item (i) da proposi¢io anterior). Em particular, podemos considerar
(através da 9), Z,G ~ Indﬁ}Zz como um submddulo do Z,G ot Coind?llzg. Neste caso, ¥

€ dada nos geradores por

9(g)(9) =d(g' ® 1)(9) = {

(99) se g9 € {1} ={ 1 seg=(q)"

0 c.c. 0 cc

(2) Se escrevermos Ind§M e Coind§M, respectivamente, como uma soma direta e produto
direto, 9 pode ser identificada como a inclusdo canénica da soma no produto. Se [G : S] < oo
(isto €, se E € finito) temos que a soma direta e o produto direto coincidem e assim obtemos
que Ind§M ~ Coind$ M.

O resultado seguinte sera usado no iltimo capitulo.

1.4.6 Lema: Sejam S, T subgrupos de um grupo G satisfazendo S C T C G e M um
Z>G-mddulo. Entao:

(1) eziste um Z,G-isomorfismo natural: Coind$Coindi M = Coind§ M ;

(i) eziste um Z,G-monomorfismo natural: Ind$CoindiM % Coind$CoindSM.

Demonstracao: (i) Tomando N = Z,G, A; = Z,S e A, = Z,T em 1.3.3 segue que
CmndgM = Hmzzs(ZQG, M) = HWLZ‘ZT(Z2G1 Homz,S (ZQT, M)) = CmmﬁCmnd:‘;M.

11
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(ii) Basta considerar em 1.4.4, T no lugar de S e o Z;T-médulo Coindi; M no lugar de M. =

Antes de apresentarmos o préximo resultado, observemos que dado um subgrupo 7" de
G e M um RG-médulo o somando gM do Ind$M é fechado sob a agdo de T9 =: gT'g~! (pois
gtg™'-(g®m) =gtg 'g®m = gt ®m = g@tm, paratodot € T e m € M). Assim, gM é um
RT9-mo6dulo. Em particular, se T' é normal em G entao gM é um RT-mdédulo.

1.4.7 Proposigao:(Férmula de Mackey) Sejam T, S subgrupos de G e E um conjunto
de representantes para as classes duplas SgT. Entao, para qualquer RT-mddulo M, eziste um

RS-isomorfismo

ResSIndS M ~ @ IndS s RestorsgM.
gEE

Em particular, se T é normal em G entdo existe um RT-isomorfismo

ResSIndSM ~ @ gM.
9eG/T

Demonstragao: [6] (prop.II1.5.6(b), p.69). [
1.4.8 Proposicao: Se M é um RS-mddulo e N um RG-mddulo entdo existe um RG-isomorfismo
N ®rc Ind§ M ~ IndS (ResSN ®rs M)

onde N ®gg Ind§M é visto como RG-médulo com a G-agdo diagonal e Res$N ®ps M é visto

como RS-mddulo com a S-a¢do diagonal.
Demonstragao: [10] (lema 1.3.10, p.16). o

1.4.9 Proposigao: Sejam G um grupo e S um subgrupo de G com |G : S] = oo entdo, para
qualquer RS-mddulo M,
(IndSM)¢ =0

Demonstracao: [10] (lema 1.3.11, p.17).

Vamos denotar por R(G/S) o R-médulo livre gerado pelas classes laterais ¢S, g € G.
Existe uma G-agao natural de G em R(G/S) induzida pela multiplicagdao & esquerda (isto é,
g - (9S) := (¢'g)S). Assim, por 1.1.9, R(G/S) é um RG-médulo A esquerda.

Conseqiientemente, se M é um RG-mddulo entdo, vimos na se¢ao 1.2, que podemos dar
a Homgp(R(G/S),M) e R(G/S) ®r M a estrutura de RG-médulo com a G-acdo diagonal.

Nessas condigoes, se considerarmos os RG-médulos Coind§ Res$ M e Ind$ Res§ M obti-

dos, respectivamente, por coindugao e indugao de escalares, temos:
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1.4.10 Proposicao: Seja M um RG-mddulo. Entao existem RG-isomorfismos naturais:
(1) Coind§ Res§M ~ Homg(R(G/S), M);
(1)) Ind§Res$M ~ R(G/S) ®p M.
Demonstragao: (i) Temos que
&: Homps(RG,M) — Homg(R(G/S),M)
f = &(f); &(f)(9S) =g flg7")
é um RG-homomorfismo cujo homomorfismo inverso é dado por:
v: Homg(R(G/S),M) — Hompgs(RG,M)
f = u(f); v(f)9) =g f(g7'S)
(77) Seja f : RG x M — R(G/S) ®g M definida por f(g,m) =gS®g-m,YVgeGeme M, e
estendida por linearidade. Temos que f estd bem definida, é biaditiva e f(gs,m) = f(g,s-m),
para todo g € G, s € S e m € M. Assim, por [17] (teor.V.1.1, p.138) existe um tnico
homomorfismo de grupos
¢: RGQ®rs M — R(G/S)®r M
(9®@m) +— ¢(g®m)=f(g,m)=9S®g-m

Agora, consideremos f : R(G/S) x M = RG ®gs M dada por f(gS,m) =g® g~ -m,
V gS € G/S e m € M, e estendida por linearidade. Temos que festé bem definida, é biaditiva
e f((gS)r,m) = f(gS,rm), para todo g € G, r € R e m € M. Assim, por [17] (teor.V.1.1,
p.138) existe um tinico homomorfismo de grupos

Y: R(G/S)®rM — RG®ps M
(9S®@m) = P(gS®m)=f(9S,m)=g®g"-m

Além disso, ¢ e v sao aplicagoes de RG-mdédulos e também v é inversa de ¢.
\

1.4.11 Corolério: Ind$R ~ R(G/S) como RG-mddulos.

Seja G um grupo. Consideremos PG = {B | B C G} o conjunto das partes de G.
Temos que (PG, +) é um grupo abeliano (em que todo elemento tem ordem 2) com a operagao
diferenca simétrica, isto é, V B, C € PG,

B+C:=(B-C)u(C-B)=(BnC)U(B°NC)

Além disso, a fun¢ao

GxPG - PG
(9,B) — g-B:={gb|be B}
é uma G-acao sobre PG.
Assim, conforme 1.1.9, PG é um Z,G-mébdulo.

Considere FG = {F C G | F é finito} C PG. E facil ver que FG é um Z,G-submédulo
de PG.




1.4.12 Proposigao: Sejam G um grupo e PG o conjunto das partes de G. Entdo
Z,G = Coind(yZ, ~ PG.

como Zy,G-modulos. Além disso, o “ ZyG-submodulo” Z,G ~ Indﬁ}Zg de Z,G € levado por
este isomorfismo no Z,G-submddulo FG de PG.

Demonstragao: Seja
p: ZyG = Homg,(Z,G,Z;) — PG
f = p(f):=Br; Br={g€G|f(g7") =1}
Temos que:
(I) p estda bem definida;
(II) p é homomorfismo de grupos;
(1) p(g' - f) ={9€G|(d- NG =1}={9€CG|f(g'9) =1}
={geG|f((9)"9) ' =1}={d9€G | flg7)=1}=g"p(f);
(IV) Considerando
v: PG — Homg,(Z,G,Z,)
1 seg'eB
B v w(B)=fs; falg):= { s
1) estd bem definida e é uma inversa para p.
Assim, p é um Z,G-isomorfismo e portanto Z,G ~ PG.
Agora, vimos em 1.4.5(1) que Z,G ~ I ndﬁ}Zz pode ser considerado como um

Z,G-submédulo de Z,G através do Z,G-monomorfismo dado nos geradores por

Y ZQG — ZQG

g = 9(); I9(9’)(9)2{

-1

1 seg=(q)
0 cc

Como 9 é monomorfismo segue que Z,G ~ 9¥(Z,G).

Mostremos que p(9(Z,G)) = FG.

Seja B € p(9(Z,G)). Entao B = p(J(z)), = € Z,G. Agora, z € Z,G implica que
r=1g1+...+1gx com 1 € Zy, g; € G e g; # g;. Dai
1 seg=g;"

I(z) =19(g;) + ...+ 19(gx) sendo que I(g;)(g) = {

0 cc
Logo, B = p(¥(z)) = {9 € G | ¥(z)(¢7") =1} = {g1,---, 9k}, ou seja, B € FG.
Reciprocamente, seja B = {¢1,...,9x} € FG. Podemos tomar z = 1g, +...+ 1gx € Z,G
e dai J(z) € 9(Z,G). Como

pO() ={9€CG|9)g™) =1} ={g,-- ..} =B

Assim, B € p(9(Z,G)).
Portanto, como Z,G ~ 9(Z,G) e p(9(Z>G)) = FG, concluimos que Z,G é levado por p
em FG. [ ]




1.5 Resolugoes Projetivas e Livres de R sobre RG

Vamos definir, a seguir, Resolu¢des Livres e Projetivas de R sobre RG (o anel grupo de
G sobre R). Pode-se definir de forma mais geral Resolugoes Livres e Projetivas de M sobre A,

onde A é um anel com unidade e M é um A-mddulo.

1.5.1 Definicdo: Uma resolugdo projetiva (respectivamente, livre) de R sobre RG, onde R

serd visto como RG-mddulo trivial, é uma seqiiéncia exata de RG-mddulos:
92 o £
i — =S F—Fy—R—0

com cada F; RG-projetivo (respectivamente, RG-livre). E usual denotar uma tal resolugio por
€: F— R.

1.5.2 Observagoes:

(1) Dado um grupo G qualquer, sempre é possivel construir uma resolugdo livre de R sobre RG
(usando o fato que todo mddulo é isomorfo ao quociente de um mddulo livre). Para um grupo
G arbitrario, apresentaremos abaizo uma resolugdo particular, bastante natural, denominada
resolugdo padrao.

(2) Toda resolugao livre é projetiva, pois todo médulo livre é projetivo ([17), lema 1.5.4, p.20).
(3) Se existir um inteiro n tal que F; = 0, parai > n, dizemos que a resolu¢do tem comprimento

no mdzrimo n. Neste caso, escrevemos simplesmente
0—F,—---—Fp—R—0.

1.5.3 Exemplos:
(1) Resolugao Padrao/ Resolugao Bar:

Sejam G um grupo e F, o R-mddulo livre gerado por X,, com X, o conjunto das
(n+1)-uplas (go, g1, - - -, gn) de elementos de G. Consideremos as sequintes aplicagdes definidas
nos geradores por:

On F, Fo

n

(g()v . '.!gﬂ) 6!1(901 e :gn) = Z(_l)i(g()v s 1§i! s 191'1)

=0

F(} -+ R
(90) 1

e estendidas por linearidade.

Assim, temos o seguinte complezo:

8, a
o B [ —woe i Wy Sy . O, o €4 B 5




A G-agdo livre sobre F,, é obtida da G-agdo livre sobre X, (translagdo d esquerda, isto €,
9-(90y---,9n) :==(990,---,99n)). Dai, por 1.1.13, F, = RX, é RG-mddulo livre com base em
um conjunto de representantes para as G-orbitas em X,,.

Agora, mostremos que o complexo (x) é exato. Consideremos F = (F;) com F_, = R e

h, : F, = F,41 dada nos geradores por:

hn(g0,---,9n) = (1,90,---,92) se n >0
ha(1g) = (1) se n=-1

Aqui vamos considerar (¥) como um complezo de R-mddulos, pois h,, ndio é aplicagdo de
RG-mddulos.

Efetuando os cdlculos, obtemos

goh_) =1idp_,
h_yo€e+ 0, 0 hy = idp,
hp—100p + Opy1 © hy, = idp,
ou seja, h é uma homotopia de cadeia entre idp e a aplicagao nula.
Logo, as aplicagées induzidas na homologia coincidem, isto é, id, : H,(F) — H.(F)
€ a aplicagdo nula ([17], teor.I1.2.1, p.40). Isto implica que, para todo n, H,(F) = 0 e dai
Ker 8, = Im 0,4,. Portanto () é ezato.

Como F,, é RG-mddulo livre e o complezo (%) é exato seque que
oo O, B o v e B g B g B B 5

¢ uma resolugdo livre de R sobre RG, denominada resolugdao padrao.

Resolucao Bar:

Consideremos, na resolugdo anterior, como representante da G-drbita de (go, 91,---,9n)

o elemento g5 - (90,91,---,9n) = (1,95 91+, 95 '9n) = (1,91,9195:---,9195---95) tal que

Vamos denotar um elemento (1,91,9192,---,9192---9a) de F,, por [g1|g2|...|9s). Esta

notagao é denominada notagdo bar.

Usando essa notagdio temos que F, é o RG-mddulo livre gerado pelos simbolos
n

[91]92] - - - |ga] € an([g.lgﬂ...mn])=Z(—1)*di[gllgz|...|gn1, com

91[9'2|---|9n] se 1=10
di([91lg2] - - - |gn]) = [91]---19i-1]9igi+11gi+2| - - - |gn] se 0<i<n
(91 - - |gn-1] se i=n.

Como Fy é gerado pela 1-upla (1) temos, na notagio bar, que Fy é o RG-mddulo livre

gerado pelo simbolo [ | ([ ] = 1) e assim Fy ~ RG.
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Por ezemplo, temos:

% ([g1192]) = do([g1192]) — di([91192]) + d2([91]92])
= do(1,91,9192) — d1(1,91,9192) + d2(1, 91, 9192)
=91-(1,92) — (1,9192) + (1, 41)
= g1(92] — [9192] + [91],
A1([91]) = do([g1]) — di([g1])
=do(1,91) — di(1,91)
=g1-(1) - (1)
=aq[]-[).
Quando usamos a notagdo bar, a Resolu¢do Padrdo é muitas vezes chamada Resolugdo
Bar.
(2) Resolucao de R sobre RG, quando G é ciclico infinito:

Seja G = (t) ~ Z. Consideremos a sequinte seqiiéncia

0—3 BE-25RG 25 R —50

tal que O € a multiplicagdo por (t — 1) e € é a aplicagdo aumentacdo, ou seja,

0 (Z rit") (1) (Z r,t‘) Y (it —rit) =) (riey — 1)t
£ (Z riti) =Y

i i

i
comr; € R er; =0 exceto para um nimero finito de i's, 1 € Z.
Sabemos que RG é RG-mddulo livre e temos que

(I) 8 é monomorfismo :
Zriti € Ker 0 =0 (Ent*) =0= Z:(r,:_l —r)=0=r= iV £ g
i i i

Como r; = 0 exceto para um nimero finito de indices entdo r; =0, V 1, e daf E it .=0.
i

(II) Im 8 = Ker ¢ :

Temos que

803)(21‘,)—-5( -1 — 1)t _(rie =) Zr,,—Zr,_o

e dai Im 0 C Ker ¢.
Agora, verifiquemos que Ker € C Im 0.
Sejay =rot* +rt*H .. 4 rtftm € Kere tal quek € Z,n € N, 19 #0 e rp, # 0 (aqui

podemos terr; =0 se1 <i<n-—1). Assim
S(y)=0=>T'0+T1+---+Tﬂ=0=>rﬂ=—r0_r1_

17
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Dai, eziste £ = (—ro)tF + (—ro —r))t* 4+ ...+ (—ro—11 —... — ) )t¥H(*~) € RG com
oz)=(t—-1)z=y.
(III) € € epimorfismo, pois € € a aplicagdo aumentagao.

De (I), (IT) e (I1I) concluimos que a seqiiéncia dada inicialmente é ezata.

Logo

0 —3 BE 24 RE 54 B =50

¢ uma resolugdo livre de R sobre RG.
(3) Resolugao de R sobre RG, quando G é ciclico finito:

Consideremos G = (t) ~ Z, (n € N*) e a seqiiéncia
st B Ly W ESRE My sy B EN G -55 B0

onde ¢ € a aplicagdo aumentagio, t—1 e N denotam, respectivamente, a multiplicagdo por t—1

el+t+...+t"!, isto é sergl + 11t +...+1,_1t""! é um elemento de RG,

elrol +mt+ ...+ " N=rog+r+...+Th_1,
=D (rol+rit+...4+7p 1t ) = (rpo1 —7ro) 1 + (ro =)t + ... + (Tp—a — Ty )",
Nrol+rt+...+rpqt" =0 +t+...+t" V(rol + it + ... +1p_1t"7Y)

Sabemos que RG é RG-mddulo livre e temos que
(I) € € epimorfismo, pois € é a aplicagdo aumentagdio.
(IT) Im (t—1) = Ker ¢ :
Sejay =1l +rit+... +rp1t" ' € Ker € comr; € R, para 0 < i < n — 1, podendo

serem nulos. Dai
E(y)=0=??"0+1'1+--.+Tn_1:0=>rn_1 =—Tr9g—T1—...—Tp-2.

Assim, eziste T = (—ro)1 + (=g — 1)t + ...+ (=ro =11 — ... — To_2)t" "2 € RG tal que
(t—1)z =y.

Logo, Ker ¢ C Im (t —1).

Agora, sejay € Im (t—1) entdo existe z = rjl+rit+...+7,_1t"' € RG comy = (t—1)z.

—r))l+ (=)t + ...+ (rh =71 It = e(y) =0=y € Ker ¢.

Portanto, Im (t — 1) C Ker ¢.

(III) Im N = Ker (t—1):
Claramente Im N C Ker (t—1), pois (t —1)N=t"-1=0.
Agora,

yeEKer (t—1)=y=rgl+rt+...+1mt" ! e (t-1)y=0=
= (rpo1—1o)l+(ro—7)t+ ...+ (Tpg —Tp_ )" ' =0=r;=1p, 1 <i<n-—1




eassim, y=rol + 1ot + ... +rot" ' =rog(l+t+...+t" ') € Im N.
Logo, Ker (t—1)Cc Im N.
IV)Im (t—1)= Ker N :
A inclusdo Im (t — 1) C Ker N segue do fato que N(t —1) =t"—1=0.
Agora,
yeE Ker N=y=rl+nrt+...+r,1t"! e Ny =0=
= (L4t+...+" Dol +rit +... +rpqt" ) = 0 £3'
= (ro+r+...+"-)l+...+(ro+7m+... 41" 1 = 0=
= 1o+ +... T =0=r9g=—-r1—Trp— ... —Th

edaiy=(t—-1)(rl+r(1+t)+...+ra(l+t+...+t"2) e Im (t-1).
Logo, Ker N C Im (t —1).
De (I), (II), (III) e (IV) concluimos que a seqiiéncia dada inicialmente é erata.
Portanto

si—sRE L REEL R Y o s REESBE 53 B —3.0
¢ uma resolugdo livre de R sobre RG.

1.5.4 Lema: Se e : F — R é uma resolugdo projetiva de R sobre RG e S é um subgrupo de

G entdo € : F — R também € uma resolugao projetiva de R sobre RS.

Demonstragao: Seja
ceo—F,—-—F—F—R—0

uma resolugao projetiva de R sobre RG.

Cada RG-moédulo F; pode ser visto como RS-mddulo por restrigao de escalares. Devemos
mostrar que F; é RS-projetivo.

Como cada F; é um RG-mdédulo projetivo entdo, por [6] (prop.1.8.2, p.27), F; é um

somando direto de um RG-mddulo livre. Assim,

F;® Qi ~ EP(RG)».

A€A

Agora, pelo corolario 1.1.14, temos que RG é RS-mddulo livre, ou seja, RG ~ @ (RS).
NeN

Logo
F,® Qi ~ P(RS)rx

AN
e, novamente por [6] (prop.1.8.2, p.27), temos que F; é um RS-mddulo projetivo.
Portanto, € : F — R é uma resolugao projetiva de R sobre RS.




1.5.5 Proposigao: Se ¢ : F — Z €é uma resolugdo livre (projetiva) de Z sobre ZG entdo
€ :F'=FQzZy — Z®z Zy ~ Zy é uma resolugdo livre (projetiva) de Z, sobre Z,G.

Demonstragao: Por hipétese € : F — Z é uma resolugao livre (projetiva) de Z sobre ZG, ou

seja, a seqiiéncia
b et B s By b — 3 B W B 50 (1.1)

é exata com F; um ZG-médulo livre (projetivo).

Notemos que F} = F; ®z Z, é gerado pelos elementos da forma z; ® 1 com z; € F; e
1€Zy Como (z;®1)+ (z;®1) =2; @ (1+1) =2z; ® 0 = 0 segue que z; ® 1 tem ordem 2 e
dai todo elemento de F tem ordem 2. Além disso, F; = F; ®z Z é um grupo abeliano (pela
propria defini¢cao de produto tensorial).

A G-acao sobre F; e a G-agao trivial sobre Z, induzem uma G-agao sobre F; dada por:
g-(z;®1):=g-z; ® 1.

Logo, F! é um Z,G-mdédulo.
Se F; é ZG-livre entao F; = @(ZG)A. Tomando S = {1}, em 1.1.14, temos que
AEA
2G = @QZ{I}. Assim,

9€G

ZG ®zZ, = (@gzm) ®z 2 ~ (@gz) ®zZ:~ P 9(Z®2Z) ~ P 9Z> ~ Z,G.

9eG geG geG geG

Logo, F ®z Z, = (@(za),\) ®z Zr ~ P (ZG ®z22Z,), ~ E(ZG)s, ou seja,

A€A
F'= F ®z Z, é um Z,G-mébdulo livre.

Agora, se F; é ZG-projetivo segue, por [6] (prop.1.8.2, p.27), que F; é um somando direto
de um ZG-médulo livre L;, isto é, L; = F;@Q;. Dai, L; @z Z, = (F;PQ:) ®z Zy ~
(F; ®z Z,) P(Q; ®z Z3). Como L; ZG-livre entao, pelo que vimos acima, L; ®z Z, é um
Z,G-mddulo livre. Assim, F; ®z Z, é um somando direto de um Z,G-mddulo livre e portanto

A€A AEA

(por [6], prop.1.8.2, p.27) F; ®z Z> é um Z>G-médulo projetivo.
Falta mostrar que a seqiiéncia

8, & 4
o —Fl 2 F  — . — F 3 F—5Z,—0

tal que F] = F; @z Z,, 3} = 0; @ idz, e £’ = £ ® idg,, é exata.
Observemos que se F; é ZG-livre (projetivo) entdo F; é Z-livre (projetivo).
Sabemos que Z é Z-livre. Como todo mdédulo livre é projetivo segue que Z é Z-projetivo

e se F; for Z-livre entao F; é Z-projetivo.
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Assim, por [8] (lema 1.5, p.6), temos que a seqiiéncia (1.1) é Z-cindida, isto é, existem

homomorfismos n: Z — Fy e s; : F; = F; 1, Vi > 1 tal que
eon=idz, mnoe+0 08 =idr e 8;i_100;+ 018 =1idp, i > 1.
Considerando os homomorfismos
nN:=1Qidz, : ZQzZy —> FyQ®zZy e 5.:=3,Qidg,:F;®zZs— Fi;,zZ,

e usando o fato que Z ®z Z, ~ Z, temos que a seqiiéncia (1.2) é Z,-cindida. Logo, por [8]
(lema 1.4, p.6), (1.2) é exata.
Portanto ¢’ : F' — Z, é uma resolugao livre (projetiva) de Z, sobre Z,G.

O RG-médulo R pode admitir varias resolugoes projetivas. No entanto tais resolugoes

sao “ unicas a menos de uma equivaléncia de homotopia” como mostra o resultado seguinte.

1.5.6 Proposigao: (Unicidade de ResolugGes) See: F — R e€' : F' — R sdo resolu-
¢oes projetivas de R sobre RG entdo existe uma aplicagdo de cadeia 7 : F — F' preservando
aumentagdo (isto é, € o T = g), tnica a menos de homotopia e T é uma equivaléncia de

homotopia.

Demonstragao: Dadas as resolugoes projetivas de R sobre RG, ¢ : F -+ Re¢ : F' - R,
consideremos os complexos de cadeia aumentados com R na dimensao -1 e 0 (médulo nulo) nas
dimensdes menores que -1, e a familia (7; : F; = F})i<_1,com7_; =id: R+ Re7; =0:0—0

para ¢ < —1, ou seja,

0‘..

“>R—>0 0
l b
——>R—0 0

C: - Fp

_O_y. — e

¢: o—eFeF-t.

Claramente 0;7; = 7;_10; para i < —1 (pois 0} = 0; = 0 para i < —1).

Além disso, F; é projetivo para i > —1 e H;(C') = 0 para i > —1 (pois F' — R é exata).

Assim, por [6] (lema 1.7.4, p.22) temos que a familia de aplicagbes acima se estende a
uma aplicac¢ao de cadeia 7 : F — F’ e 7 é linica a menos de homotopia. A aplicagao 7 preserva
aumentagao, pois €' o1p = idr o€ = €.

Vamos mostrar, agora, que 7 é uma equivaléncia de homotopia.

Por raciocinio analogo ao anterior, existe uma aplicacao de cadeia 7’ : F/ — F preservando

aumentacao (ou seja, e o7’ = ¢').
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Assim, considerando o diagrama

0

> F)
temos que 7’ o7 : F — F estende idp.
Mas idp : F — F também estende idp.
Portanto, pela unicidade em [6] (lema 1.7.4, p.22), temos que existe uma homotopia de
: 4 v g s g ho.
cadeia h entre 7' o T e idp, isto é, 7' o T ~ idF.

Analogamente, 7 o 7/ ~ idp e assim 7 é uma equivaléncia de homotopia.

O préximo resultado serd utilizado posteriormente para garantir que os grupos de (co)homologia
estao bem definidos. Para isto necessitaremos de alguns conceitos, dentre eles, o de funtores

covariantes e contravariantes que podem ser encontrados em [17] (1.8, p.28 e 29).

1.5.7 Proposigao: Sec: F = R ec': F' = R sao resolugoes projetivas de R sobre RG e T é
um funtor covariante (ou contravariante) aditivo (ou seja, que satisfaz T(B+ ') = T(8)+T(5')

com (3,8’ homomorfismos) entdo os complexos T(F) e T(F") sdo homotdpicos.

Demonstracao: Vimos, na demonstracio da proposicio anterior, que existem (e sdo tnicas)
aplicagoes de cadeias 7 : FF — F' e 7’ : F' — F, ambas preservando aumentagao. Além disso,

; . . . ho. B .
temos que existem homotopias de cadeia h e h’ tais que 7' o 7 ~ idp e T o 7' ~ idp, ou seja, T

¢ uma equivaléncia de homotopia.

Consideremos o seguinte diagrama

F 2~ f 22—
de,Hfé Vidn“ﬂ %Fa
hy ho
F, —— F —3
Como 7 o7 & idp segue que hod+ doh = (1" o7) —idp. Por hipétese, T é um funtor
aditivo e assim T'(ho 9) + T(0o h) =T(r' o 1) — T (idF).
Se T é covariante, temos que: T'(h) oT(3) +T(3) o T'(h) = T(7') o T(7) — idr(r), 0u seja,
T(h) é uma homotopia de cadeia entre T'(7') o T'(7) e idr(r).
E também, considerando 7o 7’ 3 idp temos que T'(h') é uma homotopia de cadeia entre
T(1) o T(') e idr(p).
Portanto T'(7) é uma equivaléncia de homotopia entre os complexos T'(F) e T'(F").

£

Fi

0
H‘r{,om

Fo R — 0

£

=

Agora, se T é contravariante também obtém-se, de modo andlogo, que T'(7) é uma equi-

valéncia de homotopia entre T'(F) e T(F"). E

AV
ICm 1 2 3 4 5 6 7 unespwl B2 A4z 24 45 Te A3 18



Capitulo 2

(Co)homologia de Grupos

2.1 (Co)homologia Absoluta de Grupos

Nosso objetivo agora, é apresentar o conceito de (co)homologia (cohomologia e homologia)
de um grupo G com coeficientes em um RG-médulo M. Consideraremos apenas R = Z ou
Z, (como suposto desde o inicio). Mas é imteressante observar que podemos definir, de forma

analoga, (co)homologia de um grupo G considerando qualquer anel comutativo com unidade.

2.1.1 Definicao: Sejam ¢ : F — R wuma resolugdo projetiva de R sobre RG e M um

RG-mddulo (& esquerda). Consideremos os complezos de cocadeia e cadeia, respectivamente,

Hompg(F,M): 0 — Homgg(Fo, M) 2 Hompg(Fy, M) 5 Hompg(Fy, M) —s ---,

FousM: +— F@ng M2 F @ M 25 Fy@ng M—0,

com o operador cobordo dado por §"(f) := fo0n41, para todo f € Hompg(F,, M) e o operador
bordo dado por 8, := 8, ® id. Os n-ésimos grupos de cohomologia e homologia de G (sobre R)
com coeficientes em M sao, para todo n € Z, definidos, respectivamente, por:

H"(G,M) := H(Hompgg(F, M)) = %
Hy(G, M) := Hy(F ®ng M) = 26790
Im Op 4y
2.1.2 Observacoes:
(1) Como Hompg(—, M) e — ®re M sdo funtores aditivos seque pela proposi¢io 1.5.7 que o0s
grupos de (co)homologia independem da resolugdo projetiva escolhida.
(2) H(G,M) =0 e H,(G,M) =0,V n<0.

2.1.3 Proposicao: Se M ¢é um Z,G-mddulo entdo os grupos de (co)homologia de G (sobre
Z,) com M wvisto como Z>G-mddulo e os grupos de (co)homologia de G (sobre Z) com M visto

como ZG-mddulo sdo naturalmente isomorfos.




Demonstragao: Seja ¢ : F — Z uma resolugdo projetiva de Z sobre ZG. Entao, por 1.5.5,
£ =e®id: F'=F QzZy = Z Qg Zy ~ 75 é uma resolugao projetiva de Z, sobre Z,G.
As aplicacoes

v: Homgg(F,M) — Homgz,c(F',M)
f = () (f)(zel):= f(z),l €Z,

¢: FRzgcM — F'Qz,cM
z®m +— (z®1)®m; 1€Z,
estao bem definidas e sao isomorfismos.
Logo, usando a defini¢io de (co)homologia de grupos (sobre Z e Z,) e o fato que tal
defini¢do nao depende da resolugao projetiva escolhida, obtemos o resultado. [ ]

2.1.4 Proposicao: Se M é um RG-mddulo entao
(1) H(G, M) ~ M€,

Demonstragio: Seja --- — F, — --- — F; — Fy — R — 0 uma resolugdo projetiva
de R sobre RG.

(¢) Como, por [14] (teor.1.8.7, p.72), o funtor Hompg(—, M) é exato a esquerda segue que a
seqiiéncia

0 — Hompg(R,M) <5 Hompe(Fo,M) 25 Hompo(F,,M) —»

To-1
0

é exata a esquerda e dai ¢é# é monomorfismo e Im £# = Ker §°.

Assim

0
S g::réi ~ Ker 6% = Im e “"2™

Hompgg(R, M) e#:mon. 1212
~ & M) ~ M°".
Ker e# omga (B, M)

H'(G, M)

Portanto H°(G, M) ~ MS.
(#7) Agora, como, por [14] (teor..7.9, p.66), o funtor — ®pc M é exato a direita temos que a
seqiiéncia

— R @M 2 Fo®M <5 R®wM — 0
13,
0

é exata A direita. Assim, £ é epimorfismo e Ker € = Im 0.




. Ker 50 - Fo®ra M _ Fo®re M teor.hom.
" Imd, Imd Ker o

~ Im e 2™ R@pe M '%° M.

Hy(G, M)

Logo Hy(G, M) ~ Mg.
2.1.5 Corolério: Se M é um RG-mddulo trivial entdo
H°(G,M) ~ M ~ Hy(G, M).

2.1.6 Exemplos:(Cohomologia de Grupos)
(1) Sejam G = {1} e M um RG-méddulo. Temos que RG=R,ce=idpe 0 R R—0 ¢
uma resolugdo projetiva de R sobre RG.
Aplicando o funtor Hompg(—, M), obtemos o complezo 0 - Hompg(R,M) — 0. Mas,
Hompg(R, M) ~ M (via o isomorfismo f — f(1g)) e dai este complezo se reduz 0 - M — 0.
Logo
B}, M) = { M~ M sei=0 (por2.1.4(i))

set1>1
b

(2) Sejam G = (t) ~Z e M um RG-mddulo. Vimos, em 1.5.3(2), que a segiiéncia
0— RG> RG-R—0

com € a aplicagdo aumentagdo e & a multiplicagdo por t — 1, é uma resolugdo livre (portanto,
projetiva) de R sobre RG.

Aplicando o funtor Homgg(—, M), temos:

0°_5° Hompa(RG, M) 25 Homge(RG, M) 28 0,

com 8° a multiplicagdo por t — 1, pois 6°(f)(z) = (f o 0)(z) = f((t = 1)z) = (t = 1)f(x)
V f € Hompg(RG,M) eV z € RG.
Como Hompe(RG, M) ~ M a seqiiéncia anterior é equivalente a:

(R VRS VRS

Kerdé' M
Imd& — (t-1)M

Assim, H'(G, M) = ~ Mg e H'(G,M) =0 para i > 2.

Logo,
MC se i=0 (por2.1.4(i))
H(G,M)~{ Mg se i=1
0 se 12> 2
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Calculemos o0s grupos de cohomologia de G ~ Z para alguns mddulos particulares.

(a) Se M é um RG-mddulo trivial entdo
H(G,M)=M = H(G,M) e H'(G,M)=0,Vi>2.

(b) Seja M = ZG visto como ZG-mddulo com a G-agdo natural: t*-(rt¥') := rtk+¥ v ik t¥ € G
er € Z. '

Entio H°(G,ZG) ~ (ZG)® ~ 0 (pois tF - t¥ #£ t* se tk #1).

Determinemos H' (G, ZG) ~ (ZG)g. Denotemos por I = {t*-z— 2 |t* € G, 2 € ZG) e
T=z+1€2ZG/I = (ZG)c.

Consideremos y = t* € ZG com k > 0. Como tF —1 = (t — 1)(t* ' +... + 1) € I seque
quett —1=0 e assimj=1t*=1 em (ZG)g.

Agora, se y = t™% € ZG com k > 0, também t=% =T (pois t™* = (1 —t*)t % +1 e
1-t*+=0).

Assim,Vz € ZG, x =rotF + ritFt + ...+ rpth™, comk € Z, n > 0 e r; € Z, temos
T=(ro+r+...+m)=rlonder=(ro+r +...+1,) €Z. Dai H'(G,ZG) ~ Z.

Logo

0 1=0
H(G,ZG)~{ Z i=1
0

t>2

(c) Se M = Z,G ¢ visto como RG-médulo com a G-agdo: t* - (1t¥) := 1t5+¥ 1 € Z, e
V ¥t € G entdo, como no caso anterior, H'(G,Z,G) ~ (1 4+ I). Mas, agora, temos que
1+ ={0+1,1+1} ~Z,. '
Assim,
(Z2G)¢ ~0 i=0
H(G,Z,G) ~{ Z, i=1
0 g2

“

(3) Sejam G = (t) ~ Z,, e M um RG-médulo. Vimos em 1.5.3(3) que a seqiiéncia
oo — RGEARG L RGEA RG-S R— 0

tal que € € a aplicagdo aumentagdo, et —1 e N denotam, respectivamente, a multiplicagdo por
t—lel+t+...+t"!, é uma resolugdo livre (portanto, projetiva) de R sobre RG.
Aplicando o funtor Hompg(—, M), temos:

0°=5" Hompg(RG, M) 2> Homg(RG, M) 25 Hompe(RG,M) 2> ...

sendo que 6"(f)(z) := (f 0 Opy1)(x) com Opyy =t —1 sen é par e 8,41 = N sen é impar.

Como Hompc(RG, M) ~ M segue que a seqiiéncia acima € equivalente a:

26
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05 M s g L
onded* =t —1edé?*+t' =N, k> 0.
Portanto

s

M€ se 1=0 (por2.1.4(1))
_ KerN  KerN
HY(G,M)~ 4§ Im(t—1) (t-1)M

Kerlt=1) M~ se i € par
.\ Im N — NM

se 1 é impar

Calculemos o0s grupos de cohomologia de G ~ Z,, para alguns casos particulares.
(a) Se M é um RG-mddulo trivial entdo (t —1)m =tm—-—m=0e (1+t+...+t" )m =

=m+tm+...+t" 'm=nm,Vme M, ou seja, t —1 é o homomorfismo nulo e N é a
multiplicag¢do por n. Assim

M se 1=0

H(G,M)~{ Kern se iéimpar
M

——  se 1 épar
n.M

Em particular, para M = 7Z (visto como ZG-mddulo trivial) obtemos

Z se 1=0
HY(G,Z)~ 0 se i éimpar

Z, se 1t € par

Agora, quando M = Z, (visto como RG-mddulo trivial) temos dois casos:
e Se n = |G| é par entio H (G, Z;) ~ Z, para todo i;
e Se n = |G| é impar seque que H*(G,Z,) ~ Z, e H'(G,Z3) ~ 0 parai > 1.

(b) Se G = {1,t} ~ Z, e M = Z é visto como Z(Z,)-médulo com a G-ag¢do: 1-17 :=71 e
t-r:=-r,VreZ, temosque (t—1)-r=t-r—1l-r=—r—r=-2re(l1+t):-r=r—-r=0,
para todor € Z. Dai KerN = Ker(1+t)=2Z, Im(t—1)=(t—1)Z=2Z, Ker(t—1)=0¢
Im N=Im(1+4t)=(1+1t)Z=0. Logo

Z%: = {0} se i=0
Z

HY(Z,,Z) ~ Y7 ~7Z, se iéimpar

0 se 1 € par




2.1.7 Exemplos:(Homologia de Grupos)
(1) Sejam G = {1} e M um RG-mddulo. Temos que RG=R e0— R— R — 0 é uma
resolugdo projetiva de R sobre RG.

Aplicando o funtor — Qg M obtemos 0 — RQ@r M — 0. Mas, RQr M ~ M e dai
este complezo se reduz 0 — M — 0.

Logo

Hi({1}, M) ~ { Myy~M se 3:= 0 (por 2.1.4(i))
0 se1>1

\
(2) Sejam G = (t) ~Z e M um RG-mddulo. Vimos, em 1.5.3(2), que a seqiiéncia

0 =3 RG-25RG -%sR 50

com € a aplicagdo aumentagdo e 0 a multiplicagdo por t — 1, é uma resolugdo livre (portanto,
projetiva) de R sobre RG.
Aplicando o funtor — ® pg M, obtemos:

50 =0

0220 RG ®pe M -2 RG ®pg M 230,

Temos que

M ~ RG®peM —a} RG ®rec M
m 1®@m = (t—-1)®m
Dai a seqiiéncia anterior é equivalente a:

00— M2 M—310

Assim,

Hl(G,M)=Kegazkera={meM|(t—1)-m:0}=M6‘,

Mg se i=0 (por2.1.4(i7))
H,(G,M)~<{¢ MS se i=1
0 se 12>2

(3) Sejam G = (t) ~ Z,, e M um RG-médulo. Vimos em 1.5.3(3) que a segiiéncia
swej—p BE L3RG s RE ESRE 55 B— 0

tal que € € a aplicagdo aumentagio, et —1 e N denotam, respectivamente, a multiplicacdo por

t—1lel+t+...+t""!, é uma resolugdo livre (portanto, projetiva) de R sobre RG.
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Aplicando o funtor — @grg M, temos:
.- — RG®re M =5 RG ®pc M -5 RG ®pc M =5 RG @pe M — 0
Como RG ®rg M ~ M seque que a seqiiéncia acima € equivalente a:
e MEBM LM ES M —o0

Portanto

'8

Mg se i=0 (por2.1.4(i7))

Ker(t—1) M€ wy
T se i é fmpar

Ker N i Ker N se i 6 var
| Im (-1 t-1)M &

Em particular, se M = Z (visto como ZG-mddulo trivial) temos que

Z se i=0
H{(G,Z)~({ Z, se i éimpar

0 se iépar

O seguinte resultado sera utilizado posteriormente.

2.1.8 Proposicao: Se G ¢ um grupo e (M;);c; uma familia de RG-mddulos entio
(i) H(G, P M:) ~ P H(G, My);
i€l i€l
(i1) Se G é finitamente gerado entdo H'(G, @M,) o~ @Hl((}', M;).
i€l i€l
Demonstragao: Sdo casos particulares de um resultado bem mais geral apresentado em [3],
prop.2.4 (obtidos considerando em [3]: exerc. da p.23, obs.(1) da p.19, prop.2.1, e o fato que a

soma direta é um limite direto de somas diretas finitas). [ ]

2.2 Aplicagoes Induzidas em (Co)homologia

Vamos considerar pares (G', M’) e (G”", M") com G', G" grupos, M’ um RG’-médulo e
M" um RG"-médulo.

Uma aplicagao de (G', M’) em (G",M") é um par (B, ¢) satisfazendo:
(i) B : G' - G” um homomorfismo de grupos;
(#) ¢ : M" — M’ um homomorfismo de grupos abelianos tal que p(B(¢) - m") = ¢’ - p(m"),
VgeGeVm'e M isto é, ¢ é uma aplicacio de RG'-méddulos considerando M” como
RG’-médulo por restricao de escalares via 3: ¢’ * m” = 3(¢') - m",V m" € M".
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Se (3 e ¢ sao isomorfismos dizemos que (G', M’) e (G"”, M") sao isomorfos e denotamos
(G’,M’) ~ (GH,MH)l
Dada uma aplicagao (8,¢) : (G',M') — (G",M"), consideremos & : F' — R uma
resolugao de R sobre RG' e ¢” : F” — R uma resolugao de R sobre RG".
Temos que ¢” : F” — R também é uma resolu¢ao de R sobre RG' (via f), pois cada F)
¢ um RG'-médulo com a G’-agao:
¥ G XF! — FY
(¢,y) = gxy:=p(¢) -y (agdode G" em F")
Dai, por 1.5.6, existe uma aplicagao de cadeias 7 : F' — F”, tinica a menos de homotopia.
Temos que, 7(¢'-z) = ¢ *7(x),V ¢’ € G' e V z € F' (pois 7 é aplicagdo de RG’-médulos).
Assim, podemos considerar a aplicagao
Hom(t,p): Hompg(F",M") — Hompgg (F',M')
f — pofor
a qual é uma aplicacao de cadeia e induz uma aplicagao bem definida
(6, 99)1 : Ht(GH, Mh‘) — H*(GI, M.")
[£] —  [pofor]
Em particular, considerando G' =G" =G, =idg:G—>Gep: M"=N->M =M

obtemos
(idg,‘,{?)‘: H'(G,N) — H'(GsM)

(/1 » lpof]
Por simplicidade de notacao estamos usando o mesmo simbolo para representar classes
diferentes.
A aplicacao induzida em cohomologia (3, ¢)* satisfaz as seguintes propriedades:
(2) Se B=idg : G' = G' e p =idpy : M' = M' entdo (B, 9)* = iduy+',m);
(#¢) Dadas as aplicagoes (8,¢) : (G'\M') = (G",M") e (B,¢') : (G",M") = (G",M"),
(B,0)* o (B,¢)* = (B0 B,p0¢) & ((8,¢) 0 (B, 9))".

Notacoes Especiais:
(1) (B,idar)* = B*,se B : G' = G";

(2) (idg,9)* = H*(G,p) ou simplesmente por ¢* (quando ndo houver confusdo), se
p: M"—> M.

2.2.1 Proposigdo: Se (G', M") ~ (G", M") entio H*(G', M') ~ H*(G", M").

Demonstragao: Por hipétese, (G', M') ~ (G", M"), ou seja, existem isomorfismos 3 : G' = G”
ep: M" — M. Dai sejam 7! : G" = G' e ™! : M' - M" as inversas de 3 e o,
respectivamente. Consideremos (3, ¢)* : H*(G",M") - H*(G', M’).
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Como

(B,9) o (B ) =(BoB,pop™) = (idg, idy)* = idge @ m)

(B~ o™ 0 (B,0)* = (BB, 07 0 @) = (idgr, idym)* = idg-cn mm).
segue que (871, ¢~ !)* é uma inversa de (3, ¢)*.
Logo, H*(G',M') ~ H*(G",M").
2.2.2 Corolério: Se M ~ N como RG-mddulos entdo H*(G, M) ~ H*(G, N).

2.2.3 Proposigao: Seja 0 — M’ ﬁ; M ﬂ M" — 0 uma seqiiéncia exata de RG-mddulos.
Entdo, V n € Z existe uma aplicagdo natural 6* : H*(G,M") — H"*Y(G,M') tal que a

seqiiéncia

0 — HO(G, M) Y. HOG, M) ¥ HOG, M") s B (G, M") ¥ HY (G, M) —

€ exata com as aplicagées (¢')" e (¢")" as induzidas em cohomologia, ou seja, (¢')* = H™(G, ¢')
e (¢")" = H™(G,¢").

Demonstracgao: [6] (prop.II1.6.1, p.71).

Analogamente, consideremos (G’, M) e (G"”, M") pares dados como anteriormente. Mas

agora, uma aplicagao (3, ¢) : (G', M") = (G", M") é tal que:

(i) B : G" = G" é um homomorfismo de grupos;

(1) ¢ : M" = M" é um homomorfismo de grupos abelianos com ¢(g' - m') = B(g’) - p(m’),
Vg €G eVm € M, ou seja, ¢ é uma aplicagdo de RG'-médulos considerando M” como
RG'-médulo por restricio de escalares via 3: ¢’ * m” = B(¢') -m”, ¥V m" € M".

Se 3 e ¢ sao isomorfismos dizemos que (G’, M') e (G", M") sao isomorfos e denotamos
por (G',M') ~ (G", M").

Dada a uma aplicagao (3,¢) : (G',M') —» (G",M"), sejam €' : F' - Re€" : F" -+ R
resolugoes projetivas de R sobre RG' e RG”, respectivamente. Pelos mesmos argumentos usados
anteriormente, existe uma aplicagao de cadeia 7 : F' — F”, inica a menos de homotopia. Temos
que, 7(¢'-z) =¢' x7(z),V ¢ € G' eV z € F' (pois 7 é aplicacio de RG'-mddulos).

A aplicagao

T®¢: FQrag M — F" Qprgr M"
z®@m = 7(z)® (M)

é uma aplicagao de cadeia e induz uma aplicagao bem definida

(B,9): H.(G',M') = H,(G",M")
[ze@m] = [(r®¢)(z®m)] =[r(z) ®¢(m)]
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Em particular, considerando G' =G" =G, B=idg:G—>Gep: M =M - M"=N

obtemos
(tdg,p)s : H.(G,M) — H.(G,N)

[z@m] — [z®p(m)]
A aplicagdo induzida em homologia (3, ¢). satisfaz as seguintes propriedades:
(i) Se B = idg e ¢ = idpye entdo (B, )« = idy. (' M)
(i1) Dadas as aplicagdes (8,¢) : (G',M') —» (G",M") e (#,¢') : (G",M") = (G",M"),
(8',¢)s 0 (B,0)s = (B 0 B,¢ 0 0). Z ((8,¢) © (B,0))-.

Notagoes Especiais:

(1) (B,idpr)s = Pu se : G' = G";

(2) (idg,9)« = H.(G,p) ou simplesmente por ¢, (quando ndo houver confusdo), se
p: M — M".

2.2.4 Proposicio: Se (G', M') ~ (G", M") entdo H,(G', M") ~ H,(G", M").

Demonstragao: Por hipétese, (G', M') ~ (G", M"), ou seja, existem isomorfismos § : G' = G”
e : M — M'" Assim, sejam 7' : G” = G' e p™! : M" — M’ as inversas de (3 e ¢,
respectivamente. Consideremos (3, ). : H,(G', M') = H.(G", M").

Como

B Lo ™o (B,9)s = (B 08,07  09)s = (ide, idpr)s = idn, (o', M7)

(B,9)s 0 (ﬁ_ls ‘P“l)a =(Bo 5_1,99 ° (P_IL = (idgr,idpn)s = idy, (G Mmm).-

segue que (31,1, é uma inversa de (3, ¢)..
Portanto, H,(G', M') ~ H,(G", M").

2.2.5 Corolério: Se M ~ N como RG-mddulos entio H,(G,M) ~ H,(G,N).

2.2.6 Observagéo: E vdlido um resultado andlogo ao 2.2.3 para grupos de homologia ([6],
prop.I111.6.1, p.71).

2.3 Lema de Shapiro

Na secio 1.4, vimos que se S é um subgrupo de um grupo G e M é um RS-médulo, Ind§ M
e Coind§ M sio RG-médulos. Considerando tais RG-médulos, temos o seguinte resultado que

relaciona a (co)homologia de um grupo e de seu subgrupo.
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2.3.1 Proposigao: (Lema de Shapiro) Sejam G um grupo, S um subgrupo de G e M um
RS-médulo. Consideremos a inclusdéo a: S — G, 7 : Coind§M — M dada por n(f) = f(1),
VfeCoindSM, ei: M — Ind§M definida por i(m) =1®m, V¥ m € M. Entdo as aplicagdes

induzidas
(o, )* : H*(G, Coind§S M) — H*(S, M) (o, 1), : H,(S,M) = H,(G, IndSM)
8ao isomorfismos.

Demonstragao: Provaremos aqui que («,7)* é um isomorfismo. Por um raciocinio similar
prova-se que (a,?)* é também um isomorfismo.

Sejam € : F -+ Re ¢’ : F' = R resolugdes projetivas de R sobre RS e RG, respectiva-
mente. Por 1.5.4, ¢’ : F — R também é uma resolugio projetiva de R sobre RS e como os
grupos de cohomologia independem da resolugao, podemos tomar F' = F' e, conseqiientemente,
a aplicagdo de cadeia 7 : F' — F' como sendo a identidade (isto é, 7 = idp).

Temos, por defini¢ao, que

(a,7)*: H*(G,CoindiM) — H*(S,M)
[f] — [mo foidp]=[mo f]
onde f € Hompg(F,Coind§M) e (m o f) € Homps(F, M).

Agora,
o: HOTRRc;(F, ComdgM) — HO’I’ngs(F, M)

f = ¢(f)=mof

estd bem definida e é um isomorfismo, pois

Y : Homps(F,M) — Hompgg(F,Coind$M)

h - $(h);  $(h)()(g) =h(g-a), VzEFeVgeG
esta bem definida e é inversa de ¢.
Assim, também (o, 7)* é um isomorfismo, visto que
Y: H*(S,M) - H*(G,Coind$M)
(]~ [¥(h)]
é inversa para (a,7)*.
2.3.2 Exemplos:

(1) Consideremos G um grupo e PG o conjunto das partes de G. Vimos, em 1.4.12, que
PG ~ Coz’nd?,}ZQ, Logo,

Shapiro

H'(G,PG) X' Hi(G,Coind$y, Z,) " 2" HI({1},25) =

2.1.6(1) { Zy sei=0

0 sez>1
(2) Sejam G um grupo e S um subgrupo de G com [G : S] < 00. Do fato que [G : S] < o0
segue que R(G/S) ~ Ind$R ~ Coind$R e RG ~ Ind$RS ~ Coind$RS. Assim, usando o
Lema de Shapiro, temos que H*(S, R) ~ H*(G, R(G/S)) e H*(S, RS) ~ H*(G, RG).
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2.3.3 Proposigao: (Lema de Shapiro - outra versao) Sejam G um grupo, S um subgrupo
de G e M um RG-mddulo. Entao:

(i) H*(S, Res$ M) ~ H*(G, Homgp(R(G/S), M));

(i) H.(S,Res$M) ~ H,(G,R(G/S) ®r M).

Demonstracao: E conseqiiéncia do resultado anterior e da proposicao 1.4.10.

2.4 Aplicagao Restricao

Sejam G um grupo, S um subgrupo de G e M um RG-médulo. Vimos na se¢do 1.4, que
M pode ser visto como um RS-médulo por restri¢io de escalares o qual denotamos por Res§ M
(ou simplesmente por M quando ndo houver confusao).

Consideremos € : F — R e ¢’ : F' — R resolucoes projetivas de R sobre RS e RG,
respectivamente.

Neste caso, se na segao 2.2 tomarmos G' = S, G" = G, M' = ResSM e M" = M, e

considerarmos a inclusdo « : S — G obtemos a seguinte aplica¢ao induzida:

resp "2 (a,idy)* : H*(G,M) — H*(S,M)= H*(S, Res¢M)
[f] — [ido for]
Por 1.5.4, ¢’ : F' — R também é uma resolugdo projetiva de R sobre RS e como 0s

grupos de cohomologia independem da resolugao, podemos tomar F' = F’ e conseqiientemente

7 : F = F’ como sendo a identidade. Assim

res§u((f]) = lido for] = [/]

com f vista no primeiro membro como aplicagdo de RG-mdédulos e no segundo como aplicagao

de RS-modulos.

A aplicacao reng definida acima é denominada aplicagao restrigao. Esta aplicacao
serd denotada em algumas situagdes por res§.

Agora, vamos apresentar algumas propriedades do nicleo da aplicagao restricao. Mas,
antes facamos algumas consideragoes.

Um par de grupos (G, S) significard, sempre, um par onde G é um grupo e S é um
subgrupo de G.

Consideremos pares ((G,S), M) onde (G, S) é um par de grupos e M um RG-mddulo, e
aplicagdes de pares (5, ¢) : ((G,S), M) — ((L, H), N) satisfazendo:
(¢) B : G — L um homomorfismo de grupos tal que 3(S) C H;
(i) ¢ : N = M um homomorfismo de grupos abelianos tal que ¢(8(g) - n) = g p(n), ou seja,
¢ € um homomorfismo de RG-mé6dulos com N visto como RG-médulo via S.

Se 3, ¢ sao isomorfismos e §(S) = H entao os pares ((G,S),M) e ((L,H),N) sao ditos
isomorfos.
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2.4.1 Observagao: Se considerarmos pares ((G,S), M), onde S é o subgrupo trivial, podemos

ver o conceito anterior como uma extensio do apresentado para pares (G', M') (ver pdgina 29).

O resultado seguinte nos diz que Ker(res$ ;) é um invariante para os pares ((G,S), M).
2.4.2 Proposigao: Se ((G,S),M) e ((L,H),N) sdio isomorfos entio
Ker(resg,M) ~ Ker(resg y).

Demonstracao: Por hipétese, ((G,S), M) e ((L, H), N) sao isomorfos. Dai, existe um isomor-
fismo de grupos 3 : G — L tal que 3(S) = H e um isomorfismo de grupos abelianos ¢ : N — M
com ¢(B(g)-n) =g-¢(n),Vg€ GeVne N. Consideremos € : F' - R uma resolugao de
R sobre RG (que também é uma resolu¢iao de R sobre RS) e ¢” : F” — R uma resolugao de
R sobre RL (que também é uma resolucao de R sobre RH). Temos que existe uma aplicacao
de cadeia 7 : F' — F"”, tinica a menos de homotopia. Vamos denotar por #' o isomorfismo
restricdo §: S & H. Assim, V [f] € H*(L, N),

(res§ao (B,0))(f]) =res§u([pofor]) =[pofor] e
(8, 9)* o resy v)((f]) = (B,9)*([f]) = [0 f o 7]

Dai, o diagrama

fBSG
H*(G, M) —3 H*(S, M)
(B.0)* T I(ﬁ’,so}'
H*(L,N) — H*(H, N)

SH.N

é comutativo.
Como

[f] € Ker(resf; y) = resi n([f]) = 0= (B, ¢)*(resin([f])) =0 =
= resg p((8,9)*([f]) = 0 = (B, 9)*([f]) € Ker(res§ »)

segue que (3, p)*(Ker(resf; y)) C Ker(res§ ) e dai temos bem definido o seguinte homomor-

fismo:
(B,9); : Ker(resf; y) = Ker(res§ )

*

Verifiquemos que (B, ¢); ¢é isomorfismo. As aplicagdes (3,¢)* e (8',¢)* sdo isomorfis-
mos, pois sao induzidas de isomorfismos. Assim, (ﬁ,go)r ¢ monomorfismo. E ainda, dado
[f] € Ker(resg ) C H*(G, M) existe (do fato que (3, p)* é epimorfismo) [f] € H*(L, N) tal
que (B,9)*([f]) = [f]. Como (8, ¢)* (resk x([f])) = res§a((8,0)*((f])) = resSa((f]) =0 e

(B',¢)* é monomorfismo temos que [f] € Ker(res} y) e portanto (8, )] € epimorfismo.

Logo Ker(resk ) ~ Ker(res$ ).
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2.4.3 Proposigao: Se G é um grupo, S e T subgrupos de G com S < T < G e M um
RG-médulo entdo
Ker(res$) C Ker(res$).

Demonstracgao: Temos que
H(G, M) 5% (T, M) 25 H*(S, M)
'*-...___‘__‘_‘__'_'______,_.-—'

G
Tesg

G T

e res$ = resk ores$. Dai, o resultado segue. [ ]

2.4.4 Proposigao: Sejam M, N RG-mddulos e ¢ : N - M um RG-homomorfismo. Con-
sideremos o homomorfismo induzido (idg, ¢)* : H*(G,N) = H*(G,M). Entéo

(idg, p)*(Ker(res§ y)) C Ker(reng).
Em particular, se (idg, p)* € monomorfismo entdo
(idg, @) : Ker(res§ y) — Ker(res$ \)
€ monomorfismo.

Demonstragao: Consideremos o seguinte diagrama :

885 M

H*(G,M)—> H*(5,M)
(idg,p)* ] I{ids w)*

H*(G,N) — H*(S, N)

resS N

Como tal diagrama é comutativo segue que (idg,)*(Ker(res§ y)) C Ker(res,) e

conseqiientemente o homomorfismo
(idg, @) : Ker(resgN) — Ker(reng)

estd bem definido.
Agora, se (idg, ¢)* é monomorfismo segue, claramente, que (idg, @) também é monomor-

fismo. ]

_ Considerando G um grupo, S e T subgrupos de G com S < T < G e M um
RG-médulo podemos definir uma aplicagio x : Ind§M — Ind$(Ind5M) dada nos geradores
por x(g ® m) = g ® 1 ® m e estendida por linearidade. E fécil, verificar que, de fato, x é um
RG-isomorfismo.

Sejam ¥ : Ind§(IndiM) — Coind$(IndiM) o RG-monomorfismo dado em 1.4.4(i) e
m : Coind§N — N o RS-epimorfismo dado em 1.4.2 para N = Ind;M. Podemos entdo

considerar o RT-homomorfismo composto

Yp=modoyx:IndiM — Inds M.
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2.4.5 Proposicao: Nas condigées anteriores, se o : T — G € a inclusdo e a aplicagdo
(idg,9)* : H*(G, Ind$(Ind5M)) — H*(G, Coind$(IndsM)) é monomorfismo entdo

(o, 9)* : H*(G, Ind§$ M) — H*(T, Inds M)
¢ também um monomorfismo e induz uma aplicagdo bem definida
(0, 9)f - Ker(resgmdgM) - Ker(resj‘;mdgM)
que também é um monomorfismo.
Demonstracao: Temos as seguintes aplicacoes
Ind$M -5 IndS$Ind5M -2 CoindSIndEM 5 IndsM
Consideremos os homomorfismos induzidos
H*(G, IndSM) "X (G, IndSIndEM) “C2" H*(G, CoindSIndEM) @ H*(T, IndSM)

Assim, o homomorfismo (a,9)* : H*(G,IndS M) — H*(T,Ind5M) é a composigao dos
homomorfismos acima, ou seja, (o, ¥)* = (a, 7)* o (idg, 9)* o (idg, x)*

Como (a,m)* é isomorfismo (pois é o isomorfismo de Shapiro), (idg,?)* é monomor-
fismo (por hipétese) e (idg, x)* é isomorfismo (pois x ¢é isomorfismo) segue que (a,)* é um
monomorfismo.

Da comutatividade do diagrama

resS
H*(G, Ind§ M) —> H*(S, Ind$ M)
(ay)* l J(ids W)*
H*(T, IndsM) —> H*(S, Ind5 M)
ress

* G T ’ . -~
temos que (a, ) (Ker(ress'hdg,-M)) € Ker(ress’mdrgM) e dai a aplicacao
(@, ¥)f : Ker(resg.lndgM) — Ker(rengnd-gM)

estd bem definida.
Logo, como (e, )* é monomorfismo, (a, %) também é monomorfismo.

2.5 (Co)homologia Relativa de Grupos

Consideremos (G, S) um par de grupos e R(G/S) o R-médulo livre gerado pelas classes
¢S, no qual G atua por multiplicacao a esquerda.

Seja ¢ : R(G/S) — R a aplicacdo aumentagao, que aplica todo gerador ¢S em 1 e
denotemos seu niicleo por A.
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2.5.1 Definigao: Sejam (G, S) um par de grupos e M um RG-mddulo. Os n-ésimos grupos
de (co)homologia relativa para (G,S) com coeficientes em M sao, para todo n € Z, definidos

por:
H™G, S, M) := H"\(G, Homg(A, M))

H,(G,S,M) := H,_1(G,A ® M)

com Homgp(A, M) e A ® g M vistos como RG-mddulos com a G-ag¢do diagonal.

2.5.2 Observagoes:

(1) Embora estejamos considerando apenas R = Z ou Z,, pode-se definir (co)homologia relativa
tomando qualquer anel comutativo com unidade.

(2) Segue da definigdo, que paran < 0: H*(G,S,M) =0 e H,(G,S,M) = 0.

(8) Pode-se definir, mais geralmente, (co)homologia relativa para um par de grupos (G, S) com
G um grupo e S = {S; | i € I} uma familia ndo vazia de subgrupos (ndo necessariamente

distintos) de G ([5], p.279). Neste caso, considera-se R(G/S) = @R G/S;) @Indg‘_R e
iel i€l
A = Ker € sendo que € : R(G/S) — R € a aplicagGo aumentagdo que aplica todo gerador gS;

em 1. 77

(4) Se os pares ((G,S), M) e ((L,H),N) sdo isomorfos (conforme p.34) pode-se mostrar que
H*(G,S,M) ~ H*(L,H,N) e H,(G,S,M) ~ H,(L,H,N) (para maiores detalhes ver [2],
p.279).

2.5.3 Proposicao: Seja (G,S) um par de grupos. Se M é um Z,G-mddulo (e portanto
também um ZG-mddulo) entdo os grupos de (co)homologia relativa definidos considerando-se
R = 7Z, (isto é, M como um ZyG-mddulo) sdo isomorfos aos grupos de (co)homologia relativa

quando considera-se R = Z (ou seja, M como um ZG-mddulo).

Demonstragao: Seja ¢ : Zy(G/S) — Z,y e €' : Z(G/S) — Z as aplicagdes aumentagio e
denotemos seus niicleos, respectivamente, por A e A'.

Usando a agdo diagonal temos que M; = Homgz,(A,M) é um Z,G-médulo e
My = Homz(A', M) é um ZG-mé6dulo. Além disso, como M é Z,G-médulo, My = Homg(A', M)
¢ também um Z,G-médulo.

Mostremos que M; e M; sao Z,G-isomorfos. Primeiramente, notemos que Homg(R, M) e
Hompg(R(G/S), M) sao RG-médulos com a acdo diagonal. E ainda, como M é um
Z,G-médulo segue que Homgz(Z, M) e Homz(Z(G/S), M) sao Z;G-médulos.

Consideremos a seqiiéncia exata de Z,G-mébdulos
0— A5 Za(G)8) Z5 2 —5 0

com ¢ a inclusao.

Aplicando o funtor Homz,(—, M) na seqiiéncia acima obtemos

0 — Homg,(Zz, M) <2 Homz,(Z5(G/S), M) %5 Homg, (A, M) —
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com e#(f) = foe,V f € Homg,(Zy, M) e i¥(h) = hoi, VY h € Homz,(Z,(G/S), M).
Como Z, é Zs-projetivo (pois Z, é Z,-livre) segue, por [6] (prop.1.8.2, p.27), que a
seqiiéncia () cinde. Dai, por [14] (teor. 1.8.8, p.74), a seqiiéncia (2.1) também ¢é exata.
Analogamente, considerando a seqiiéncia exata de ZG-médulos:

0— A -5 Z(G/S) <5 Z — 0

com ¢ a inclusdo, obtemos a seqiiéncia exata de ZG-médulos (que, por M ser Z,G-médulo,
também serd de Z,G-md6dulos)

0 — Homz(Z, M) €5 Homa(Z(G/S), M) ¥ Homg(A', M) —s 0 (2.2)
com (')*(f') = f o€,V f' € Homz(Z, M) e (#)#(K) = k' o',V k' € Homz(Z(G/S), M).

Assim, consideremos o seguinte diagrama

0 —> Homgz,(Za, M) —2> Homz,(Z2(G/S), M) —%> Homg, (A, M) — (2.1)

Jw (I lq‘b (I lx

0——= Homz(Z, M) ——= Homy(Z(G/S), M) — > Homz(8, M) —> 0 (22)

(¢)*

cujas linhas sdo exatas e as aplicagdes 1 e ¢ sdo definidas nos geradores por ¥(f)(1) = f(1),
VY f € Homg,(Zy, M), ¢(h)(gS) = h(1gS), V h € Homz,(Z>(G/S), M) e estendidas por
linearidade, e x definida de modo que o quadrado (II) seja comutativo ( isto é, (i')# 0@ = yoi¥).

Temos que o quadrado (I) é comutativo, ) e ¢ sdo isomorfismos (pois as aplicagdes
dadas nos geradores por: ¢’ : Homgz(Z, M) — Homgz,(Z>, M) tal que ¥'(f')(1) := f'(1) e
¢' : Homz(Z(G/S), M) = Homz,(Z2(G/S), M) com ¢'(h')(1gS) := h'(¢9S) e estendidas por
linearidade sao inversas de ¥ e ¢, respectivamente ).

Do Lema dos Cinco ([17], lema 1.3.3, p.14), segue que x é isomorfismo, ou seja, M; e M,
sd0 Z,G-isomorfos. Logo H"(G, M;) ‘=" H™(G, M),V n € Z.

Mas, H"(G, M2) ~ H"(G, M2) com M, também visto como ZG-médulo (por 2.1.3).

Conseqiientemente obtém-se o resultado desejado para cohomologia.

Usando um raciocinio andlogo, prova-se que A ®z, M ~ A’ ®z M e dai tem-se o isomor-
fismo para os grupos de homologia relativa. [ ]

O préximo resultado relaciona a aplicagao restricio com os grupos de cohomologia abso-

luta e relativa:

2.5.4 Proposigao: Se (G, S) é um par de grupos e M um RG-mddulo entdo temos a seguinte

seqiiéncia exata longa:

resS resS
0 — HY(G,M) =4' HO(S,M) - H 1(G S, M) -1 HY(G, M) =3' H\(S,M) —
res$ resS
.o — HMG, M) =3 HY(S, M) - H™\(G, S, M) - H™'(G, M) =4’ ...

com reng a aplicagao restrigao.
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Demonstracgao: Seja ¢ : F — R uma resolu¢do projetiva de R sobre RG entao, por 1.5.4,
¢ : F = R também é uma resolugio projetiva de R sobre RS.

Consideremos a seqiiéncia exata de RG-médulos
0—A -5 B(G/8)— B—+ 0

com i e &, respectivamente, as aplicagdes inclusio e aumentagdo, e A = Ker €. Como R
é R-projetivo segue, por [6] (prop.1.8.2, p.27), que a seqiiéncia acima cinde. Dai, por [14]
(teor. 1.8.8, p.74), a seqiiéncia

0 — Homg(R, M) <% Homg(R(G/S), M) -2 Homg(A, M) — 0

tal que e#(f) = foe,V f € Homg(R, M) e i*(h) = hoi, V¥V h € Homg(R(G/S), M), também
é uma seqiiéncia exata de RG-médulos (com a agio diagonal).

Assim, por 2.2.3, temos a seguinte seqiiéncia exata longa

.. — H"(G, Homg(R, M)) <= H™(G, Homg(R(G/S), M)) - H™(G, Homgp(A, M)) 2>
Xy H"\(G, Homg(R, M)) == H™'(G, Homg(R(G/S), M)) —s - --

tal que * = H*(G,e#) e i* = H*(G,i#), ou seja, *([f]) = [¢* o f] e i*([h]) = [i* o h).

Como ¥ : M — Hompg(R, M) dado por (m)(1) = m e estendido por linearidade é
um isomorfismo segue que H*(G, M) S H*(G,Hompg(R,M)) com ¢* = H*(G,v) , isto é,
v () = [wo ),V [f] € H*(G, M).

Vamos mostrar que H*(G, Homgr(R(G/S), M)) ~ H*(S, M) através de um isomorfismo
que denotaremos por ¢* e dai lembrando que, V n € Z, H*(G, S, M) := H"*}(G, Homg(A, M))

obtemos a seguinte seqiiéncia exata
*oe* oth* i*o(d* )~ =1y
oo — HY(G, M) 58 Hrs, M) T B, 8, M) Y5 B (G M) —

Dai, considerando § = i*o(¢*)~! e J = (30*) ! o, basta mostrar que resg"‘M = @*oc*oq)*
para obter a proposicao.
Na demonstracio de 1.4.10, vimos que v : Homgz(R(G/S), M) = Coind$ M definido por
v(h)(g) = g - h(g~'S) é um isomorfismo e daf
v* = H*(G,v): H*(G,Homg(R(G/S)),M)
[A]
é um isomorfismo. Consideremos o isomorfismo de Shapiro
(a,7)*: H*(G,CoindSM) — H*(S,M)
(] = [moh]

H*(G, Coind$ M)
v*([R]) = [vo h]

—
H

com a : S — G ainclusio e 7 : Coind§M — M o RS-epimorfismo dado em 1.4.2. Assim,

tomando
¢* .= (a,m)*ov*: H*(G,Homgr(R(G/S),M)) — H*(S,M)

[A] — [rovoh]
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temos o isomorfismo desejado.
Seja [f] € H*(G, M). Entao
(4" 0 o) ([f]) = (" oe*)([¥ o f]) = ¢*([e*ovpo f]) = [Tovoc oyo f]
Agora,V z € F,,

(rovoe#ogo f)(z) = (mov)(e*(Y(f(x))) = (mov)(¥(f(2)) 0 €) = 7(v(¥(f(2)) 0€)) =
=v(¥(f(z)) o €)(1) = (¥(f(z)) 0 €)(1LS) = ¥(f(2))(e(1S)) = ¥(f(2))(1) = f(z)
ou seja, Tovoe* otpo f = f. Dai, (¢* oe* 09*)([f]) = [rovoe* oo f] = [f] = res§ p([f]).

Logo, ¢* oc* o f* = resg,M e portanto temos a seqiiéncia desejada. [ ]

2.5.5 Observagao: E vdlido para grupos de homologia um resultado andlogo ao anteriormente

apresentado.

2.5.6 Coroldrio: Se G ¢ um grupo e M um RG-mddulo entdo:
() H(G, {1}, M) ~ H'(G, M), para todo i > 2;
(i) HY(G,G, M) ~ 0, para todo i > 1.

2.5.7 Coroldrio: Se (G, S) é um par de grupos e M um RG-mddulo entdo

- HY(G,S, M)
Ker(reng) ~ (S, M) /HG. )’

2.6 Interpretacao Topolégica

Primeiramente, recordamos alguns conceitos e apresentamos certos resultados sobre

CW-complexos e pares de Eilenberg-MacLane.

2.6.1 Definicao: Dado um espago X de Hausdorff, dizemos que X admite uma estrutura de
CW-complezo se ezistir uma seqiiéncia ascendente de fechados X° C X' C X2... que satisfaz
as segquintes condigoes:

(i) X° tem a topologia discreta;

(ii) Para cada n > 0, X™ é obtido de X" por adjuncdo de n-células (caso exista), isto é,
X" — X" 1 é uma unido disjunta de subconjuntos abertos (em X™) e}, A € A, (chamados
n-células abertas) onde cada €} é “colada” a X™ ! por meio de uma aplicagdo chamada

aplicagdo caracteristica. Isto significa que para cada A\ eziste uma aplicagdo continua

- fr:U* — € tal que f\ aplica U™ homeomorficamente sobre e} e f\(U™ — U") Cc X"},

onde U™ := {z € R™ | ||z|| < 1}. Além disto, A C X" é fechado se, e somente se, AN X""! e
v (A) sdo fechados para todo \ € A;
(é45) X = | J x™;
n=0
(iv) O espago X e os subespagos X™ tém a topologia fraca, isto €, um subconjunto A de X (ou

de X™) € fechado se, e somente se, ANe™ é fechado para todas as n-células e®, n=0,1,2,...
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O subconjunto X™ (da definigdo anterior) é chamado n-esqueleto. Os pontos de X sdo
chamados vértices ou 0-células. Um CW-complexo ¢ dito finito se a sua colegdo de células é
finita e infinito, caso contrario. Se X = X™ para algum inteiro n (onde X" necessariamente
foi obtido por adjun¢do de pelo menos 1 n-célula) dizemos que o CW-complexo tem dimensao
finita n.

Um subconjunto A de um CW-complexo é chamado um subcomplexo se A é uma uniao

de células de X e para toda célula e, e C A implicar em e® C A.

2.6.2 Exemplos:
(1) Seja X = R. Podemos dar a R uma estrutura natural de CW -complezo onde as 0-células

e 1-células sdo dadas, respectivamente, por €2 = {n} e el = (n,n+1) comn € Z.

€ja = n-esjera). ma estrutura de -COMPLETO S00TE > pode ser aaaa com
(2) Seja X = 8" f U de CW I bre S™ pode ser dad

apenas duas células: uma 0-célula e uma n-célula, como mostra a figura:

(8) Consideremos X a figura oito. Podemos dar a X uma estrutura de CW -complezo

1-dimensional com uma inica 0-célula e duas 1-células.

el

(4) Mais geralmente, consideremos X = V S}, o bouquet de circulos indezado por um conjunto

AEA
A. Podemos dar a X uma estrutura de CW -complezxo 1-dimensional com uma tnica 0-célula e

uma 1-célula para cada elemento de A, ou seja, X = e’ U (U ey)-

A€A
Representagao do bouquet no caso em que A = IN* :

A
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(5) Podemos dar a T? (toro) uma estrutura de CW -Complezo 2-dimensional com uma 0-célula,

duas 1-células e uma 2-célula.

(6) A soma coneza de n-toros: T?#T?# ... #T? (n-vezes) tem uma estrutura de CW -complezo

2-dimensional com uma tnica 0-célula, 2n 1-células e uma tnica 2-célula.

Sejam X um CW-complexo, Cp(X) := H,(X", X" ') (0 n-ésimo grupo de homologia
singular relativa) e 9, : Cp(X) = Cy-1(X) o homomorfismo composto:

Ho(X™, X™Y) — Hoy(X™Y) 228 1, (X™), X™2),

onde o primeiro homomorfismo é o operador bordo do par (X", X™!) e j,_; é o homomorfismo
induzido da inclusao.

Verifica-se que 8? = 0 e assim obtemos um complexo de cadeia C(X) = {C,(X),8,}, o
qual é chamado complexo de cadeia celular de X.

2.6.3 Proposicao: Para cadan > 0, C,(X) € um grupo abeliano livre (ou seja, um Z-mddulo
livre) cuja base estd em correspondéncia 1—1 com o conjunto {€} | A € A} de todas as n-células
de X.

Demonstragao: [19] (teor.2.1, p.78).

2.6.4 Observacoes:

(1) E também usual denotar uma n-célula por o™ ou simplesmente por o quando a dimensdo
estiver clara no contexto.

(2) As vezes representa-se um elemento bdsico de Cn(X) simplesmente pela n-célula que o

corresponde.

2.6.5 Definicao: Um G-complexo é um CW -complezo X munido de uma agdo de G em X
que permuta as células (isto €, se A representa o conjunto das células de X entdo g- A = A,
VgeQq).

Quando a ag¢do de G em X permuta livremente as células dizemos que X é um G-complezo

livre.

Note que, se X é um G-complexo e o é uma n-célula entao g - o é também uma n-célula
(isto é, uma célula de mesma dimensdo que o) pois a agdo de G em X é um homomorfismo
dado por:
p: G — Homeo(X, X)
g pe: X=X
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2.6.6 Exemplo: Sejam G = (a) ~Z e X = R (com a estrutura de CW -complezo dada em

2.6.2(1)). Temos que
GxR =R

(a™z) —a*-z:=n+z
¢ uma G-agao sobre X que permuta as células. Comoa" -z =n+z=zn=0&a"=1
segue que a G-agdo € livre.

Logo, X é um G-complezo livre.

2.6.7 Proposicao: Se X é um G-complexo livre contrdtil entdo o complexo de cadeia celular

aumentado de X :
o B0 25 B0 2 GRS 5D

onde € : Co(X) — Z € dada por €(c°) = 1 para toda 0-célula 0° de X e estendida por

linearidade, é uma resolugdo livre de Z sobre ZG.

Demonstragao: Sejam X um G-complexo livre contratil e
X, = {0 | 0 é célula de dimensdo n de X}.

Como X é um CW-complexo, por 2.6.3, para cada n > 0, C,,(X) é um grupo abeliano
livre com base em correspondéncia 1 — 1 com os elementos de X,. Assim C,(X) pode ser
identificado com Z.X,,.

Por hipétese, G permuta livremente as células de X. Dai, X, é um G-conjunto livre.
Assim por 1.1.13 temos que ZX,, e portanto C,(X) é um ZG-médulo livre (com base num
conjunto E' de representantes para as G-érbitas em X,,).

Agora, como X é contratil,

Z sei=10

0 caso contrario

H;(X) ~ H;(ponto) =~ {

Assim, como H;(X) = Ker 9;/Im 0;4,, segue que Ker 9; = Im 9;4,, para i > 0.

Resta mostrar que Ker ¢ = Im 0.

Pelo teorema do homomorfismo, Cy(X)/Ker € ~ I'm ¢ = Z (pois € é sobrejetora). Por
outro lado, Co(X)/Im 0, = Ho(X) ~ Z. Assim, Cyo(X)/Ker € ~ Co(X)/Im 8, e como
Im 0, C Ker ¢ temos que Ker ¢ = Im 9,.

Logo, a seqiiéncia
o R Ry o PRTEE i By -

é exata e portanto uma resolucao livre de Z sobre ZG.
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2.6.8 Exemplo: Sejam X = R e G = (a) ~ Z. Vimos em 2.6.6 que X é um G-complezo

livre. E ainda, X € contrdtil. Assim, pela proposigdo anterior,

— Ca(R) 25 ... — CG(R) 2 C(R) -2 C(R) =5 Z — 0

€ uma resolugdo livre de Z sobre ZG.

Agora, como R ndo possui células de dimensao maior que 1 temos que C,(R) =0,V n > 1.
Além disso, eziste uma tinica G-6rbita de 0-células (representada por €°) e uma tinica G-drbita
de 1-células (representada por €'). Daf, Ci(R) ~ ZG e Cy(R) ~

Logo a resolugao acima € equivalente a
0— G -2 20 =4 7 0
onde 8, é a multiplicagio por a — 1 (compare com a resolugio dada em 1.5.3(2)).

Da teoria de espacos de recobrimento, podemos obter muitos exemplos de G-complexos
livres. Por isto recordaremos alguns resultados sobre espagos de recobrimento.

Sejam X um CW-complexo conexo, (J? , p) um recobrimento de X e G o grupo das trans-
formacoes de recobrimento. Como X é um CW-complexo entao X também é um
CW-complexo onde as n-células 6" de X sdo as componentes conexas de p~!(o™) com o"
as n-células de X ([24], p.251). Além disso, G permuta as células de X.

Agora, G atua livremente em 5{:, pois g - & = I se, e somente se, g = 1 ([18], corol.6.2,
p.159). Conseqiientemente, G atua livremente nas células de X

Assim X é um G-complexo livre.

Agora, se p: X — X é um recobrimento regular (isto é, p,(m (X)) <t (X)) entdo temos
que G ~ m,(X)/p.(m1(X)) ([18], p.163). Em particular, se X for recobrimento universal de X,

G ~ m(X). Entéo, tendo em vista a proposi¢do 2.6.7, é natural considerarmos X como segue:

2.6.9 Definicao: Dizemos que X é um complezo de Eilenberg-MacLane do tipo (G,1) (ou um
K(G,1)-complezo) se X é um CW -complezo satisfazendo as sequintes condigies:

(i) X € conexo;

() m(X) ~ G;

(#3t) o recobrimento universal X de X € contrdtil.

2.6.10 Observagoes:
(1) Dado um grupo G, sempre existe um K (G, 1)-complezo ([6], teor.VIII.7T.1, p.205).

(2) Pode-se mostrar que a condi¢io (i17) da defini¢do anterior pode ser substituida por:
(i) Hi(X)=0parai>2 ou  (iii)" m(X) =0 parai> 2.

(3) Se X é um K(G,1) entdo o recobrimento universal p : X — X é um recobrimento regular

cujo grupo das transformagées de recobrimento D(X) ~ m(X) ~G.
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2.6.11 Exemplos:

(1) Sejam X = S* e G = (a) ~ Z. Como X é um CW -complezo conezxo, m(X) =G e o
recobrimento universal de X é X = R, que é contrdtil, seque que X é um K (G, 1)-complezo.
Mais geralmente, se X = S' x ... x S (toro n-dimensional) o recobrimento universal de X é
R" e X éum K(G,1) onde G=Z & ... ® Z (grupo abeliano livre de posto n).

(2) Sejam X = T?#...# T? (n cépias) e G = (a,...,an,b1,...,b, | H[ai,b,-] = 1) onde
i=1

[ai, b;]) = a;bia;'b;". Temos que X é um CW -complezo conezo e 1 (X) ~ G (por (18], ez.IV.5.3,
p.131). Sejap: X — X o recobrimento universal de X. Como X ndo possui célula de dimensao
maior que 2 e p : X — X é um homeomorfismo local entdo H;(X) = 0 para i > 2. Agora,
como G € infinito temos que X € nio compacto (pois se X fosse compacto e G infinito, como
as fibras estdo em correspondéncia 1 — 1 com G elas teriam um ponto de acumulagdo, o que
nos dd uma contradi¢cdo jd que as fibras sio subconjuntos discretos). Dat, por ([11], cor.22.25,
p.121), temos que Hg(.i:) = 0. Logo, Hi(jf) =0 para i > 2 e portanto X é um K(G,1).
Em particular, o toro T? é um K(G,1).

Analogamente, se considerarmos X uma superficie fechada nao orientdvel de genus k com

k
k > 2 (isto é, X € a soma coneza de k planos projetivos) e G = {c1,. .., ¢ | Hcf) temos que
i=1

X éum K(G,1).

(3) Sejam X = v Sl e G = F(A) (o grupo livre gerado por A) e p: X — X o recobrimento
AEA
universal de X. Temos que X é um CW -complezo conezo e m1(X) = G (por [18], p.126). Como

X ndo possui células de dimensdo maior que 1 seque, do fato que p: X — X é homeomorfismo
local, que Hy(X) =0 parai> 1. Assim, X é um K(G,1).

2.6.12 Proposigao: Se X é um K(G,1) entdo o complezo de cadeia celular aumentado do

recobrimento universal X de X :
= 3 oy I\ €
€ uma resolugdo livre de Z sobre ZG.

Demonstragdo: Como X é um K (G, 1) entao X € um G-complexo livre contratil. Logo, por
2.6.7, temos que o complexo de cadeia celular aumentado de X é uma resolugao livre de Z
sobre ZG. [

2.6.13 Coroldrio: Se G tem torgdo, entdo néio existe um K(G,1)-complezo de dimensdo

finita. Em particular, se X é um K(G,1)-complezo entdo X ndo pode ser variedade.
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Demonstragao: Seja t um elemento de tor¢ao de G. Consideremos S = (t) ~ Z,,.
Suponhamos que exista X um K (G, 1)-complexo de dimenséo finita m. Assim, o complexo

de cadeia celular aumentado do recobrimento universal X
06 C:AX) <3 ConilX) = o+ OUX) <> C(X) 5 40 (%)

é uma resolucao livre de Z sobre ZG.
Agora, por 1.5.4, (*) também é uma resolugéo livre de Z sobre ZS. Dai, H'(S,Z) = 0,
Y i > m. Mas, por 2.1.6(3), H*(S,Z) # 0 para todo i par, o que nos d4 uma contradicao.
Finalmente, se um K (G, 1)-complexo fosse uma variedade de dimensao m entéo ele seria
um complexo de dimensao finita, o que nos daria um absurdo. Portanto, um K (G, 1)-complexo

nao pode ser variedade. &

2.6.14 Coroldrio: Se X um K(G,1)-complezo, p : X = X o recobrimento universal de X e
C,,()? ,Z3) 0 Zy-mddulo livre gerado pelas n-células de X entdo

—)Cg()?,Zg)301(2,Z2)E}CU(5{;,Z2) —S)ZQ—PO

¢ uma resolugao livre de Zo sobre Z»G.

Demonstragao: Basta usar o resultado anterior, as proposi¢oes 1.5.5 e 2.6.3, e observar que
Cn(X) ®2 2, = Ca(X, Zo). "

2.6.15 Observagao: Como para todo grupo G sempre exriste um K (G, 1)-complexo, os resul-
tados anteriores nos fornecem eremplos de resolugées livres de R sobre RG (R = Z ou Z,)

para todo grupo G.

2.6.16 Definigao: Dizemos que um par de grupos (G, S), onde G é um grupo eS = {S; | i €I}
¢ uma familia ndo vazia de subgrupos de G (ndo necessariamente distintos), é realizado topo-
logicamente por um par Eilenberg-MacLane (X,Y) = K(G,S,1) se:

(1) X é um K(G,1)-complezo;

(72) Y € um subcomplezo cujas componentes Y;, i € I, sao K(S;,1)-complezos, isto significa que
m(Y;) = m(X) induzida pela inclusdo Y; C X € injetiva e aplica m,(Y;) sobre S; C G (depois

de uma conveniente escolha de caminhos conectando pontos bases).

not.

Nosso interesse é no caso em que (G, S) = (G, {S}) = (G, S), isto é, quando considera-se

a familia unitaria.

2.6.17 Exemplos:
(1) Sejam G = (a,b|ab=1ba) ~ZDZ e S = (b). Considere X o toro T?, a e 8 lagos em X

e Y (o lago representado por §) homeomorfo a S, como mostrados na figura:

47
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X
(==
§

Tomando a = [a] e b = [B] vemos que (G,S) € realizado topologicamente pelo par
Eilenberg-MacLane (X,Y), pois T? é um complero K(G,1) e S* é um K((b),1)-subcomplezo
de T?.

(2) Sejam G = {(a) x (b) ~ Z*Z e S = (aba™'b7') ~ Z. Temos que (G,S) é realizado
topologicamente pelo par Eilenberg-MacLane (X,Y) onde X = T? — D? (isto é, o toro T? do

qual um disco aberto D? foi removido) e Y = 8X homeomorfo a S*, como na figura:

X e)‘

Pois X é um CW -complezo conexo e como X tem o mesmo tipo de homotopia que a
figura oito, H,:(.ff ) = 0 para i > 2, onde X € o recobrimento universal de X. Assim, X é um
K({a) * (b),1) com a = [a] e b= [B]. Além disso, Y é um K(< aba™'b"! >,1)-subcomplezo,
visto que i, (m(Y)) = i.{[7]) = (aba='b7') e Y é um CW -complezo conezo com recobrimento
universal contrdtil.

Mais geralmente, se tomarmos G = m,(X), onde X €é qualquer superficie fechada orien-
tada diferente de S? da qual um disco aberto D? foi removido, e S = m,(0X) temos que o par
(G =m(X),S =m1(8X)) € realizado topologicamente pelo par Eilenberg-MacLane (X,0X).

2

(3) Sejam G=< al,bl,ag,bg | H[a,:,b,-] =l>eg8= (alblal‘lbfl} ~ 7. Temos que (G,S) é
i=1

realizado topologicamente pelo par Eilenberg-MacLane (X,Y) onde X = T*#T? eY = S'.

(=

De fato, vimos que X = T?#T? é um K(G,1) e temos que i,(m (Y))
= (a1b1a7'b;') = S. Portanto Y é um K(S,1). Dai, (X,Y) é um par K(G, S,1).
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Agora, vamos relacionar a (co)homologia de um grupo G com a de um espaco topoldgico
especial, a saber, um K(G,1). Primeiramente, daremos uma interpretagao topoldgica para
H*(G) ™% H*(G,Z) e H,(G) "% H,(G,Z) (com Z visto como ZG-médulo trivial), e a seguir

consideraremos o caso, mais geral, em que M é um RG-mdédulo trivial.
2.6.18 Lema: Seja X um G-complezo livre e Y o complezo de érbitas X/G. Entao
C.(Y) ~C(X)g.
Demonstracao: Considere a projecao de recobrimento

p: X X/G
z—G(z)={g9-z| g€ G}

Temos induzido um homomorfismo bem definido:

Py :  Co(X) = Cu(X/G)
Y_njo; = Y n;G(o;)

onde o; sdo n-células de X.
Agora, se g € G e 0 é n-célula entdo px(g-0 —0) = pg(g-0) —pg(oc) =G(g-0) - G(0) =
= G(0) — G(0) = 0 e conseqiientemente ] = (g-a—a | g € G, a € Cy(X)) C Kerpg.

Assim, a aplicacao:

¢: Cp(X)g=Co(X)/I = Cu(X/G)
a =) n;o; = (@) = pu(a) =) n,;G(0;)

estd bem definida.

Vimos que C,,(X) é um ZG-mddulo livre com base {0;};e; onde o; representa um ele-
mento de cada G-6rbita de n-células de X. Entdo, por 1.2.4, temos que C,,(X)¢s é um Z-médulo
livre com base {7} ;e.

Por outro lado, C,(X/G) é um Z-médulo livre gerado pelas n-células em X/G, ou seja,

gerado por {G(0) | o é n-célula de X}. Como oj, j € J, representa um elemento para cada

G-orbita de n-células de X, segue que C,(X/G) é um Z-médulo livre com base {G(0;)}jes
(pois 0}, # 0j, & G(0j,) # G(03,)).
Agora, ¢ aplica um elemento bésico de Cy,(X)¢ em um elemento basico de C,(X/G), pois

#(7;) := G(o;). Logo, ¢ é isomorfismo. [

2.6.19 Proposigao: Se G € um grupo e X ¢ um K(G,1)-complezo entdo
(1) H*(G) ~ H*(X);
(i) H.(G) ~ H,(X).
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Demonstragao: Por hipétese, X é um K(G,1)-complexo e dai, pela proposi¢ao 2.6.12, o
complexo de cadeia celular aumentado do recobrimento universal X de X:

B oK) 25 C(X) By O3(X) 22 Z —» 0

¢ uma resolucao livre de Z sobre ZG.

Além disso, X é um G-complexo livre e o complexo de érbitas é dado por X/G. Por [18]
(p.165), X é homeomorfo a X /G.
(z) Como os grupos de cohomologia independem da resolugao podemos considerar a resolugao
acima para calcular H*(G) "% H*(G, Z). Assim, H*(G) ~ H*(Homzc(C.(X), Z).

Agora, H*(X) ~ H*(X/G) (pois X ~ X/G). Mas, H*(X/G) ~ H*(Homz(C.(X/G), Z)).

Assim, ¢ suficiente mostrarmos que Homzg(C,(X),Z) ~ Homz(C.(X/G),Z).
Temos que N N
Ci(X/G) ~C.(X)c (lema 2.6.18)
~ Z ®zc C.(X) (por 1.2.3)

Dai, Homz(C.(X/G),Z) ~ Homz(Z ®z¢ C.(X),Z) 'X° Homzs(C.(X), Z).

Logo, H*(X) ~ H*(G).
(i1) Como C,(X) ®zc Z 27 ®zc C.(X) 3 C.(X)g segue que

H,(G) & H.(G,Z) = H.(C.(X) ®2¢ Z) ~ H,(C.(X)q).

~ C.(X) e por [19](teor.4.2, p.85), H.(C.(X)) ~ H.(X).
Cu(X)g) ~ H.(Cu(X)) ~ H,(X)

Por 2.6.18, C,(X)¢
H.(

Logo, H,(G) ~

2.6.20 Exemplos:

(1) Sejam A um conjunto, G = F(A) o grupo livre gerado por A e X = V St
A€EA
Vimos que X é um K(F(A),1). Logo,

n
(2) Sejam G = (a1,...,an,b1,...,0, | H[a,-,b,:] = 1), onde n é um inteiro positivo e

[ai, b)) = a;b;a7 0], e X = T?# ... #T2.
Vimos que X é um K(G,1). Dai,

Hi(G)
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2.6.21 Observagao: Considere o grupo multiplicativo G = S' = {€*™* | z € R}. Neste
caso, S' tem também uma estrutura de CW -complexo (com uma 0-célula e uma 1-célula).
Considerando S' com as duas estruturas (de espago e de grupo) temos:
e como espago: Hy(S') = m(SY) e =~ Z ~ H'(S?);
e como grupo: Hy(S') ~ Hy(K (S, 1)) ~ m(K(S*,1))as =~ (S")ar = S* € (do coroldrio 3.1.4 do
prézimo capitulo) H'(S') = Hom(S',Z) =

Isto nos mostra que em geral a (co)homologia do “grupo” G € diferente da (co)homologia

do “espago” G.

2.6.22 Proposicao: Se X é um K(G,1)-complezo e M um RG-mddulo trivial entdo
(?) H*(G, M) ~ H*(X, M);
(i1) HJ(G,M) ~ H, (X, M).

Demonstragao: Como todo Z,;G-mddulo trivial M é um ZG-médulo trivial, considerando a

proposicao 2.1.3, é suficiente mostrarmos para o caso em que R = 7Z.
Se X é um K(G,1) entdo, por 2.6.12,

s = G B 36X S T30

com X o recobrimento universal de X, é uma resolucao livre de Z sobre ZG.
(i) Por hipétese, M é um ZG-médulo trivial e dai Homzg(C.(X), M) ~ Homz(C,(X)g, M)

(por [6], p.60). Assim,

H*(G,M) =~ H*(Homz(C.(X)g, M)
~ H*(Homz(C,(X), M)) (por 2.6.18 e o fato que X ~ X/G)
~ H*(X, M) (por [27], teor.2.18,p.62).

ou seja, H*(G,M) ~ H*(X, M).
(i) Como M é um ZG-médulo trivial temos (por [6], p.60) que C,(X)®z¢ M =~ Co(X)e®zM.
Logo,

(por 2.6.18 e o fato que X =~ X/G)
(por [27], teor.2.19, p.62)

isto é, H.(G, M) ~ H,( : l

2.6.23 Observagao: De fato, vale um resultado mais geral (ver [12], teor.10.7.14c): Se G
é um grupo, X um K(G,1)-complezo e M um RG-mddulo entio H*(G,M) ~ H*(X,M)
e H,(G,M) ~ H,(X, M), onde M ¢é o sistema de coeficientes locais sobre X associado ao
RG-mddulo M.

AVA
AVAVEY

1 2 3 4 5 6 7 unespwl 12 13 24 15 1o 1Y

18



2.6.24 Exemplo: Seja G = (t) ~ Z o grupo ciclico infinito.

Vimos no exemplo 2.1.6(2) que:

MC sei=0
H(G,M)~{ Mg sei=1
0 sei>2

eem 2.6.11 que X = S' é um K(G,1). Assim, se M é um ZG-médulo trivial, pela proposi¢io
anterior
M sei=0
H(X,M)~H(G,M)={ M sei=1
0 sei>2

Em particular, considerando M = R com a G-agdo trivial, temos:

R sei=0
H'(X,R)~H'(G,R)~{ R sei=1
0 sei>?2

O resultado a seguir foi demonstrado por Bieri e Eckmann em [5] para (co)homologia
relativa de grupos definida sobre Z, mas por 2.5.3 o resultado segue também para (co)homologia

relativa definida sobre Z,.

2.6.25 Teorema: Sejam (G,S) um par de grupos, com S = {S; | i € I} uma familia néio
vazia de subgrupos (ndo necessariamente distintos) de G, realizado topologicamente por um par
FEilenberg-MacLane (X,Y) = K(G,S8,1) e M um RG-mddulo. Entdo as seqiiéncias eratas
longas para o par (G,S) e para o par (X,Y), esta iltima tomada com coeficientes locais, sdo

isomorfas. Mais precisamente, temos o0s sequintes diagramas comutativos (a menos de sinal)

.. — H¥G, S, M) — H*(G, M) — H*(S, M) — H**\(G, 8, M) —» - - -

l | l l

. — H¥(X, Y, M) —> H*(X, M) —> H*(Y, M) —> H*'(X,Y, M) —> - --

et FEAG8 M) — o H(G M) — (S M)~ Hsi (G 8, M) ——r

l | l |

85 _"Hk(X$)/sM) _"Hk(XvM) _"Hk(KM) __""IZII!%I(*X:l Y!M) 0

onde as aplicagdes verticais sdo isomorfismos.

Demonstragao: [5] (teor.1.3, p.284).

AVA
AVAVEY

1 2 3 4 5 6 7 unespwl 12 13 24 15 1o 1Y

18



2.6.26 Coroldrio: Se (G, S) ¢ um par de grupos e M um RG-mddulo entdo
L HXYM)
- HY(Y,M)/H(X, M)

onde M € o sistema de coeficientes locais sobre X associado ao RG-mddulo M.

KeT(Tesgﬂw)

2.6.27 Observagao: Segue da proposi¢do anterior que se M é um RG-mddulo, para todos
0s ezemplos de pares de FEilenberg-MacLane (X,Y) = K(G,S,1) dados em 2.6.17, tem-se,
VkeN,

H¥G,S, M)~ H*(X,Y,M) e H(G,S,M)~ H(X,Y,M).
Em particular, se M é RG-mddulo trivial entdo

H*(G,S,M) ~ H*(X,Y,M) e Hi(G,S, M)~ Hi(X,Y,M).

2.7 Grupos e Pares de Dualidade

Nesta secdo faremos um breve estudo da teoria de grupos e pares de dualidade. Como

sempre R = Z ou Z,, mas R poderia ser qualquer anel comutativo com unidade.

2.7.1 Definigao: Um grupo G € denominado grupo de dualidade de dimensdo n sobre R (ou
um D"-grupo sobre R) se existe um RG-mddulo (a direita) C, chamado mddulo dualizante de
G, tal que, para todo k € Z e todo RG-mddulo M,

H*(G, M) ~ H,_+(G,C ®r M),

onde C ®p M ¢ visto como RG-mddulo com a G-a¢do diagonal.
Se C ~ R como grupos abelianos dizemos que G é um grupo de dualidade de Poincaré de
dimensdo n sobre R (ou um PD™-grupo sobre R). Além disto, se a agdo de G em C € trivial

dizemos que G € orientdvel. Caso contrdrio, G € dito ser ndo orientdvel.

Note que todo grupo de dualidade de Poincaré sobre Z, é orientavel, pois a tinica G-agao

em Z, é a trivial.
2.7.2 Exemplo: Seja G ~ Z o grupo ciclico infinito. Vimos, em 2.1.6(2) e 2.1.7(2), que se
M é um ZG-médulo temos os isomorfismos naturais
MC se i=0 Mgs; se i=0
H(G,M)~{ Mg se i=1 H;(G,M)~{ MS se i=1
0 se 1> 2 0 se 1>2

Assim, eriste um isomorfismo natural:
HY(G,M) ~ H,_+(G,Z ®z M) ~ H,_+(G, M)

para todo inteiro k e todo ZG-mddulo M.
Logo, G é um PD!-grupo sobre Z.
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O préximo resultado nos mostra que a classe de grupos de dualidade sobre Z, é mais

ampla do que a de grupos de dualidade sobre Z.

2.7.3 Proposigao: Se G € um D"-grupo sobre Z com mddulo dualizante C entdo G € um
D™-grupo sobre Zy com mddulo dualizante C' = C®zZ,. Em particular, se G é um PD"-grupo

sobre Z entio G é um PD"-grupo sobre Z,.

Demonstragao: Por hipétese G é um D™-grupo sobre Z com mddulo dualizante C. Seja M

um Z,G-médulo. Temos:
C®zM=~CQ®z(M®z,2Z;) ~C®z(Z; 2z, M) ~ (C®22Z3) ®2, M =C' ®z, M
e este isomorfismo preserva G-ac¢do. Logo, obtemos o isomorfismo natural:

Hk(G, M) a Hn_k(G,C Rz M) o~ Hn_k(G, ' Rz, M)

Recordemos que uma variedade Y é fechada se ela é compacta sem bordo e é asférica se
ela é conexa por caminhos e os grupos de homotopia 7;(Y) =0, Vi > 2, isto é, Y tem o mesmo
tipo de homotopia que um K(m(Y),1).

2.7.4 Teorema: Se G € o grupo fundamental de uma n-variedade asférica fechada Y entdo
G é um PD™-grupo sobre Z (G € orientdvel < Y ¢é orientdvel ).

Demonstragao: [9] (V.1.1) e [6] (ex.1, p.222). [

2.7.5 Corolério: Se G ¢ o grupo fundamental de uma variedade asférica fechada Y entdao G
€ um PD™-grupo sobre Z,.

2.7.6 Exemplos:

(1) S* € uma variedade asférica fechada 1-dimensional e G = m,(S") é o grupo ciclico infinito.

Asstm, podemos concluir ('novamente) que Z é um PD!-grupo sobre R.

(2) Toda superficie fechada F diferente de S* e do plano projetivo P? é asférica e consegiien-
temente G = m(F') € um grupo de dualidade de Poincaré de dimensdo 2 sobre R.
B)G=2"=Z®..®Z (n > 2) é um PD"-grupo sobre R, pois G ~ m(X) onde X € a

variedade asférica fechada S* x ... x S (n vezes).

Se G é um D™-grupo sobre R com médulo dualizante C' mostraremos a seguir que o inteiro
n e o0 médulo C sao determinados a partir de G. Antes introduziremos o conceito de dimensao

cohomoldgica.
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2.7.7 Definicao: A dimensdo cohomolégica de G sobre R, denotada por cdrG, € definida por

cdrG =inf{n | H*(G,-) =0 para k> n,n € Z}
= sup{n | H*(G, M) # 0 para algum RG-mddulo M}.

Se nao existir tal inteiro, nés consideramos cdrG = oc.

2.7.8 Observagoes:

(1) Note que cdgG > 0, pois existe M = R (R wvisto como RG-mddulo trivial) tal que
H°(G,R) ~ R #0.

(2) Se existe uma resolugdo projetiva de R sobre RG de comprimento finito entdo cdrG < n.

2.7.9 Proposigao: Se G é um grupo de dualidade de dimensao n sobre R com mddulo dua-
lizante C entdo:

(i) C #0;

(i7) C ~ H™(G, RQG);

(i) n = cdgG.

Demonstragao: (i) Tomando £k = 0 e M = R no isomorfismo de dualidade segue que
H°(G,R) ~ H, (G, ).

Agora, H°(G,R) ~ R® = R (pois R é visto como RG-médulo com a G-agdo trivial).
Assim H,(G,C) ~ R # 0. Logo, C # 0.

(¢¢) Usando k =n e M = RG no isomorfismo de dualidade, H"(G, RG) ~ Hy(G,C ®r RG).
Mas,

1.2.7

Hy(G,C ®r RG) ~ (C ®r RG)¢ = R ®rc (C ®r RG) ‘%
~ (C®r RG)®rc R~C ®r (RG®prc R) ~C®r R~C.
Logo, H"(G,RG) ~ C.
(¢i1) Por (i) e (ii) segue que H"(G,RG) # 0. Logo, n < cdrG. Por outro lado, temos que
H*(G,M) ~ H,_(G,C ®r M) =0 se k > n (pois n — k < 0). Dai, cdgG < n. =

Em dimensoes baixas podemos determinar quais sao exatamente os grupos de dualidade
sobre R.

2.7.10 Proposicao: Se G ¢ um grupo entdo:
(i) G é D°-grupo sobre R se, e somente se, a ordem de G ¢ finita e invertivel em R;
(it) G é um D'-grupo sobre R se, e somente se, G € finitamente gerado e cdrG = 1.

Demonstracgao: (3] (II1.9.17).
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2.7.11 Proposicao: Todo grupo de dualidade sobre R € finitamente gerado.

Demonstracgao: Segue de Teorema 9.2 e proposigao 2.1 de [3].

Vejamos agora o conceito de par de dualidade ([5]).

2.7.12 Definicao: Um par de grupos (G,S) é chamado um par de dualidade de dimensdo
n sobre R (ou um D"-par sobre R) se eriste um RG-mddulo (a direita) C, chamado mddulo

dualizante de (G, S), tal que

H*¥(G,M) ~ H,_(G,S,C ®r M)
Hk(G, S,M) ~ H,_(G,C ®r M)

para todo RG-mddulo M e todo k € Z.
Se C ~ R como grupos abelianos, o par de dualidade (G,S) é chamado um par de
dualidade de Poincaré (ou PD™-par sobre R). Nesse caso 0s isomorfismos acima sGo equiva-

lentes.

2.7.13 Proposigao: Se (G, S) é um D™-par sobre R com mddulo dualizante C entdo

(1) C #0;
(ii) C ~ H"(G, S, RG).

Demonstragao: (i) Tomando k = 0 e M = R com a G-agdo trivial na definicao anterior,
H°(G,R) ~ H,(G, S,C ®r R) ~ H,(G,S,C).

Como H°(G,R) ~ R® = R, segue que H,(G,S,C) ~ R.
Logo, C # 0 (pois se C =0, H,(G,S,0) = H,_1(G,A®0) ~0).
(i7) Usando k =n e M = RG temos que

Hn(G, S,RG) ~ Hg(G,C@R RG) ~ (C Rr RG) ®rc R~ C ®r (RG Rrc R) ~CQrR=~C.

Portanto, C' é determinado pelo par (G, S). &

Temos para pares de dualidade um resultado similar ao dado em 2.7.3.
2.7.14 Proposicao: Se (G, S) é D"-par sobre Z entdo (G, S) é um D"-par sobre Zs.

Demonstragdo: Seja M um Z,G-médulo. Como (G, S) é um D"-par sobre Z, entdo existe
um ZG-médulo C tal que:

H¥(G, M)~ H,_i(G,S,C ®z M) H*(G,S,M) ~ H,_+(G,C ®z M)

AVA
AVAVAY

1 2 3 4 5 6 7 unespwl 120 18 14 15 1o 17 18



Considere o Z,G-médulo C' = C ®z Z,. Vimos na demonstragio de 2.7.3 que
C@zMEC’@zz M.

Usando este fato concluimos que

H¥(G, M) ~ H,_x(G, S,C ®z M) ~ H,_(G, S,C" ®z, M)
H*(G, S, M) ~ H,_4(G,C ®z M) ~ Ho_(G,C' ®2z, M).

2.7.15 Proposigao: Se (G,S) é um D™-par (sobre R) com mddulo dualizante C entdo
(2) G é um D™ '-grupo (sobre R) com médulo dualizante A @ C (com a G-agdo diagonal);

(i¢) S é um D" '-grupo (sobre R) com mddulo dualizante Res§C.

Demonstragao: [5] (teor.4.2, p.300). B

2.7.16 Teorema: Se (G, S) é realizado topologicamente por um par Eilenberg-MacLane (X,Y)
com X uma variedade de dimensdo n, compacta, orientdvel e com bordo Y conezo entio (G, S)

¢ um PD"™-par sobre Z (e portanto também sobre Z,).
Demonstragao: (5] (teor.6.3). 6

2.7.17 Exemplo: Consideremos G = m(X), onde Xé uma superficie fechada orientada
diferente de S? da qual um disco aberto D? foi removido, e S = m(0X).

Vimos em 2.6.17(2) que o par (G = m(X),S = m(0X)) € realizado topologicamente
pelo par FEilenberg-MacLane (X,0X). Como X é uma variedade de dimensdo 2, compacta,
orientdvel e com bordo 0X = D? conezo segque, pelo teorema anterior, que (G,S) é um
PD?-par sobre R.

Em particular, se X = T?—D? (isto €, o toro T? do qual um disco aberto D? foi removido)
temos que Y =0X ~ S, G=m(X)=(a)*x (b)) ~Z*Z ¢ S = m(0X) = (aba'b7') ~ Z.
Assim, o par (G, S) = ({(a) * (b), (aba™'b"1)) é um PD?-par sobre R.

X Y

2.7.18 Observagao: Pode-se definir par de dualidade para (G,S), onde G é um grupo e
S = {Si | i € I} uma familia ndo vazia de subgrupos (ndo necessariamente distintos) de G e

hd uma generalizagio do teorema anterior onde Y = 80X ndo é necessariamente conezo ([5]).
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Capitulo 3

Cohomologia de Grupos, Derivacoes e

Levantamentos de Extensoes

3.1 Cohomologia de Grupos e Derivacgoes

3.1.1 Definicao: Sejam G um grupo e M um RG-mddulo. O grupo das derivagées de G em
M é definido por

Der(G,M) ={d:G — M | d(g¢') = d(9) + g-d(¢), V 9,4' € G}
e o subgrupo das derivagdes principais, por
P(G,M) = {d,, € Der(G,M),me M |d,(9) =g-m—m, V g € G}.

3.1.2 Observagoes:

(1) Se d € Der(G, M) entdo d(1) = d(1.1) = d(1) +1-d(1) = d(1) + d(1), o que implica em
d(1) = 0.

(2) Se M é um RG-mddulo trivial entio Der(G, M) = Hom(G, M) e P(G,M) = 0.

Faremos a seguir algumas consideragoes sobre a Resolugao Bar e daremos uma inter-
pretagao de H'(G, M) em termos dos grupos de derivagoes e derivagdes principais.
Dado um grupo G, consideremos a resolu¢ao de R sobre RG

o By —ere — R — Fyg— R—0

como sendo a Resolugdo Bar (dada em 1.5.3(1)). Assim, cada F;, é o R-médulo livre gerado

pelos simbolos [g; | ... | gn) €

On([91] .- - lgn]) = g1lg2| - - Ign]+Z Vlgil .- -19igi+l .- -|ga] + .. + (=1)*[g1] - .- |gn—1]-
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Denotemos por C*(G, M) o complexo Hompgg(F, M) e dai C™(G, M) = Hompgg(F,, M).
Logo, um elemento f € C*(G, M) é um homomorfismo

i X F, - M
[91]---lgn] = f([ga]--|gn))

Identificando [gy]...|gn] com (g1, ..., 9n), podemos ver f : G* =G X ... x G = M como
uma funcio de n varidveis. Por convencido, G° é um conjunto com um elemento (por exemplo
[ ], o simbolo usado quando introduzimos a resolu¢ao padrao) de modo que C°(G, M) ~ M.

Assim, o operador cobordo "' : C*~}(G, M) = C™(G, M) é dado por:

(Jn_l(f))(gla s sgﬂ) = f(an(gla v agn))

n—1
= glf(g?v .. sgn) + Z(_l)if(gh RRY 125 PR sgﬂ) + (_l)nf(glv .. sgn—l)-

i=1

Por exemplo, para n = 1 temos

8°(f)(g1) = f(0(g1)) = 9 f([]) = £([])

eparan =2

8 (f)(91,92) = 91£(92) — f(9192) + f(91)-

3.1.3 Proposicao: Se G é um grupo e M um RG-mddulo entdo

Der(G, M)

H' (G, M) ~ PG

Demonstragao: Consideremos o complexo:

C*(G, M) : 0 — C°G, M) 2 cMG, M) %5 G, M) — - -

Ker &t

definido anteriormente. Por defini¢do, H'(G, M) = T 0"

Temos:
(I) Ker §' = Der(G,M):
Seja f € C(G,M). Entdo f : G = M e 6'(f): G>? - M com

8'(f)(91,92) = 91(92) — f(9192) + f(qn).

f € Ker§' <= 6(f)=0<=0"(f)(91,92) =0, YV 91,92 € G <=
— f(QIQZ) - f(gl) +91f(92), v 91,92 € G = f € DBT(G, M)

(I1) Im 8° = P(G, M):
Se d € Im &° entdo existe f : G — M tal que 6°(f) = d. Assim, para todo g € G,

d(g) = 8°(f)(9) = gf([]) - f([ )
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Como f([]) € M segue que f([]) =m € M. Dai d(g) = gm — m, ou seja, d € P(G, M).
Reciprocamente, se d € P(G, M) entao d(g) = g - m — m para algum m € M. Seja
f:G° = M tal que f([]) := m. Logo d(g) = 6°(f)(g) e portanto d = §°(f) € Im &°.

De (I) e (II) concluimos que H'(G, M) = %.

3.1.4 Corolério: Se G é um grupo e M um RG-mdédulo trivial entdo H' (G, M) ~ Hom(G, M).

Demonstracao: Segue da proposi¢ao anterior e da observacido 3.1.2(2). w

3.1.5 Exemplos:

(1) Seja G um grupo e M um ZG-mddulo trivial. Considerando alguns ezemplos especificos
temos:

(@) G=(t)~Z eM=12Z;3:

Os homomorfismos de G em Z3 sao dados por:
fo#)=0, A=k  f(t) =2
VY t* € G. Dat Hom(Z,Z3) ~ Z3. Logo
HYZ,Z3) ~ Hom(Z,Z3) ~ Zj3.

b)G=Z,eM=7Z:

O 1inico homomorfismo de Z,, em Z é o homomorfismo nulo e dai
HYZ,,Z) ~ Hom(Z,,Z) ~ 0.

(c)G=(tY~ZyeM =72Z,:

Temos que 08 homomorfismos de G em Z, sao dados por:
fot) =0, A=k

VtkeG. Assim
HI(Z4, Zg) =~ HO‘ITL(Z4, Zg) o Zz.

(2) Seja G = (t) ~ Z. Considere M = RG (R = 7Z ou Zy) visto como um RG-médulo com a
G-agio natural: t* - (rt*') := rt**¥ | para quaisquer t*,t* € G er € R.

Vamos mostrar, usando derivagées, que H'(G, RG) ~ R (compare com o exemplo 2.1.6(2)
(0) e (c)).
(a) Suponhamos que M = ZG.

Se d é um elemento do Der(G,ZG), usando o principio de indugdo finita (sobre k € Z),

temos que

d(t°) = d(1) =0, d(t")=§tjd(t) e dit™¥)
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ou seja, d depende somente de d(t). Dai, todo elemento x € ZG dd origem a uma derivagdo d

em Der(G,ZG), pois basta tomarmos d(t) = z e estender de modo geral usando (). Assim,
Der(G,ZG) ~ ZG.

Em particular, para cada r € Z, d'(t) := rl dd origem a uma derivagio e temos
{d"|r€Z}=(d")~Z e (d*) C Der(G,ZQG).

Observemos que d™ ndo é principal e P(G,ZG) ~ (t — 1).

Mostremos que: “V d € Der(G,ZG), 3 d,, € P(G,ZG) er € Z tal que d — d,, = d"”,
pois isto implica que d + P(G,ZG) = d" + P(G,ZG) e dai, concluimos que

Der(G,ZG)

PG z0) =\ +PGZG)|reZ}~Z.

Para isso, vamos precisar da sequinte afirmagdo:
Afirmagdo: Sed(t) =t* —1 oud(t) =t* -1, com k > 0, entdo d € P(G,ZG).
De fato:
ed(t)=tF—1=(0t-1)*""+...+t+1) = (t — 1)m = dx(t), isto ¢, d = dz € P(G, ZG);

ee para d(t) = t~% — 1, temos
tF—tr=(t—1)(—t -t - —t—...—t*) = (t - 1) = da(t) € P(G, ZG).
Por outro lado,
tk—tF=(t"%-1)-
Assim,
dim(t) = d(t) — da(t) = d(t) = da(t) + dim(t) = d € P(G, ZG).
Agora, ¥V d € Der(G,ZG) temos

dt) =z =roth + rthtl 4 ... 4+t
=ro(tF — 1)+ (T 1)+ ...+ = 1) +rol + il 4. 47,1

rl

= m(t) + dr(t)

isto é, eriste m € ZG er € Z tal qued — d,, = d'.
Logo,

Der(G,ZG) _

H\(G,ZG) ~ ~Z.

P(G,ZG)
(b) Tomemos agora M = Z,G:
Seja d € Der(G,Z,G). Analogamente, ao item (a) temos que:
e d depende somente de d(t).
e todo y € Z,G dd origem a uma derivagio d em Der(G,Z>G). Dai, Der(G,Z,G) ~ Z,G.
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e sed(t)=t"-1oudt)=t"*-1, comk >0, entdo d € P(G,Z,G).
Consideremos um elemento qualquer d € Der (G, Z,G). Temos

d(t) =t" +t" + ... +t* € Z,G

Se n € par entio d € P(G,Z,G), pois d(t) = (t** — 1) + (¥ = 1) + ...+ (t¥» — 1). Dai
d+ P(G, Z,G) = 0 + P(G, Z,G).

Agora, se n é tmpar temos
dit)= (" —1)+ (" =1)+...+ (t*» = 1) + 1 = d + P(G, Z,G) = 1 + P(G, Z,G).

Assim, obtemos
Der(G,Z,G)
P(G,Z,G

(3) Sejam G = {1,t} ~ Zy e M = Z visto como ZG-mddulo com a G-agdo dada por: 1-1:=7
et-ri=-r,Vreez.

Se d € Der(G,Z) entio d depende somente de d(t), pois d(t*) = d(1) = 0 para k par, e
d(t*) = d(t) para k impar.

Cada r € Z, dd origem a uma derivagdo d” : G — Z dada por

d’(t") )0 se k € par
r sek € impar

H'(G,Z,G) ~ ~ {0+ P(G,Z,G),1+ P(G,Z,G)} ~ Z,.

para todo t* € G.
Por indugdo temos que d” = rd' e daif Der(G,Z) = (d") ~ Z.
Assim, se r = 2m entdo d” = d_,, € P(G,Z), pois

d'(t)=r=2m e d_p(t)=t-(—m)—(-m)=m+m=2m.
Agora, se r = —2m seque que d” = d,, € P(G,Z), pois
dt)=r=-2m e dp(t)=t-m-m=-m-m=-2m.
Logo, P(G,Z) = (d°) ~ 2Z.

Portanto
Der(G,Z) Z

PG.Z ~— 2Z

o que confere com o obtido em 2.1.6(3)(b).

HI(G,Z)'Z 322.

3.1.6 Definicao: Sejam (G, S) um par de grupos e M um RG-mddulo. Definimos 0s grupos
abelianos Der(G,S, M) e P(G, S, M), respectivamente, por:

Der(G,S,M) := {d € Der(G, M) | d|; =0}

P(G, S, M) := {dp, € P(G, M) | dp; = 0}.
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3.1.7 Observacgao: Temos que Der(G,S,M) C Der(G,M) e P(G,S,M) C P(G,M). To-
mando S = {1} obtemos, claramente, que Der(G,{1}, M) = Der(G,M) e P(G,{1},M) =
= P(G,M). Agora, se S = G entio Der(G,G,M) =0= P(G,G,M).

Sejam (G, S) um par de grupos e M um ZG-médulo, nosso objetivo agora é mostrar que
HY(G,S,M) ~ Der(G, S, M). Antes, porém, faremos algumas consideracdes e provaremos dois
lemas.

Vimos que Homzs(ZG, M) := CoindSM é um ZG-médulo com a G-agdo dada por
g- f(9") == f(d'9), para todo g,¢' € G. Consideremos o ZG-monomorfismo (composto) 7:

M =2~ Homzg(ZG, M) —~ Homzs(ZG, M)

5

onde j é a inclusdo e ¢ é o isomorfismo dado por ¢(m)(g) =g-m,Vg€e Geme M.

Tomando
HOTRZS (ZG, M)

['(M) := Coker v = Tt 7

?

observamos que I'(M) é ZG-mé6dulo com a agao induzida da agdo do Coind$M, isto é,
g9-(f+Im~) :=(g-f)+Im~, onde g- f(¢) := f(g'g) paratodo g,¢' € G e f € Homzs(ZG, M).
Temos entao os seguintes resultados:

3.1.8 Lema: I'(M)€ ~ Der(G, S, M) como grupos abelianos.

Demonstragao: Podemos fazer as seguintes identificacoes:

Homzs(ZG,M) = {f : G — M | f(sg) = sf(g), Vs€ S,g € G} "Z Us ;
Im v = Homzg(ZG,M) = {f:G = M | f(9192) = 9:f(92), VY 91,92 € G}
={f:G- M| f(g)=9f(1), Vg€ G} =T,

pois a aplicacao
Homzs(ZG,M) — Us
f = f5 fl9):=f(19)
é um isomorfismo de grupos (abelianos) que leva Homzg(ZG, M) em U. Além disso, podemos
definir uma G-ag¢ao em Uy por considerar, como em Homzs(ZG, M), (g- f)(g1) := f(g19).

Temos que

T(M)¢ :={(f+Imy)eT(M)|g-(f+Im~y)=f+Im~YgeG}
={(f+Im~)el'(M)|g-f—f€Im~VgeG}

Seja f € Homzs(ZG, M) tal que (f +Im v) e T(M)€. Entaog-f—f € Im~,V g€ G.

Assim (g f — f)(9192) = ;[(g- f — f)(92)] = o1[f(929) — f(g2)] = 91f(929) — 91f(g2), para
todo g,91,92 € G.
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Por outro lado, (g9 f — f)(9192) = (9 - f)(9192) — f(9192) = f(91929) — f(9192), para
quaisquer g, g1, 92 € G.

Logo, Vg, 91,92 € G, f(9192) = 91f(92) + f(91929) — 91f(929) e dai, tomando g = (g2)~!
nesta igualdade, temos

f(9192) = 91(f(92)) + f(g1) — g1 F (D).

Definimos f. € Im 7 por f.(g) = gf(1). Entao claramente (f — f.)+Im~y=f+Im~ye

facilmente verifica-se que (f — fc)(9192) = (f — fe)(91) + 91 [(f — fe)(92)] e (f — fe)is = O, isto
é, f — fc € Der(G,S, M). Além disso, quando f € I'm ~ temos que f = f,.
Dai, considerando

¢: T(M)® —= Der(G,S,M)
f+Im~y — e

pode-se mostrar que ¢ estd bem definido e é um isomorfismo. [

3.1.9 Lema: Sejam (G,S) um par de grupos, M um ZG-mddulo e A o niicleo da aplicagdo
aumentagdo € : Z(G/S) — Z. Entdo

['(M) ~ Homz(A, M)
como ZG-mddulos d esquerda.
Demonstragao: Temos que a seqiiéncia de ZG-mddulos:
0 — Homzg(ZG, M) 5 Homzs(ZG, M) -2 T'(M) — 0,

com j a inclusdo e p a projecao canonica, é exata.

Consideremos a seqiiéncia de ZG-mddulos
0— A3 Z(GIS) 2 Z —> 0

com i e €, respectivamente, as aplica¢oes inclusdao e aumentacgao. Como Z é Z-projetivo segue,
por [6] (prop.I.8.2, p.27), que a seqiiéncia anterior cinde. Dai, por [14] (teor.I.8.8, p.74), a
seqiiéncia ZG-modulos (com a G-agao diagonal)

(8)*

0 — Homz(Z, M) D5 Homz(2(G/S), M) ® Homg(A, M) — 0

também é exata.

Agora, consideremos o seguinte diagrama:

0 — Homzg(ZG,M) -1  Homgzs(ZG,M) -» (M) — 0
Ly (1) Lo (I1) I x
0 —  Homz(Z,M) <5 Homz(Z(G/S),M) -5 Homg(A,M) —s 0
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com 9(f')(1) := f'(116), ¥ f' € Homz(ZG, M), $(f)(9S) := 9f(97"),V f € Homzs(ZG, M)
e x(f +Im ) := (* 0 ¢)(f), V f € Homzs(ZG, M).

Temos, por 1.4.10, que ¥ e ¢ sdo ZG-isomorfismos.

Além disso, os quadrados (I) e (II) sdo comutativos.

Logo, pelo Lema dos Cinco ([17], lema 1.3.3, p.14), temos que x é um ZG-isomorfismo.m

3.1.10 Teorema: Se (G,S) é um par de grupos e M um ZG-mddulo entio
HY(G,S, M) ~ Der(G, S, M).

Demonstragao: Vimos, em 3.1.8, que Der(G,S, M) ~ I'(M)¢. Agora, por 2.1.4, temos que
H%G,T'(M)) ~ T'(M)€. Como, por 3.1.9, Homz(A, M) ~ I'(M) (como ZG-médulos) segue
que H°(G,Homz(A, M)) ~ H°(G,T'(M)). Logo,

H'(G, S, M) := H(G, Homz(A, M)) ~ H*(G,T'(M)) ~ (T'(M) ) ~ Der(G,5,M). =

3.1.11 Corolario: Se G é um grupo e M é um ZG-mddulo entdo:
(i) H(G,G,M) =0;
1

PG M) ~ HY(G, M).

3.1.12 Observagao: Em geral, H' (G, {1}, M) # H'(G, M). Uma situagdo em que ocorre a
igualdade € quando M é um ZG-mddulo trivial pois neste caso P(G, M) = 0.

3.1.13 Exemplos:

Usando o teorema anterior, vamos calcular H'(G, S, M) considerando nos ezemplos dados
em 3.1.5 alguns subgrupos particulares S de G.
(1) M wvisto como ZG-médulo trivial:
(@)G=(t)~2Z eM=12Z;3:

Se S = (t*) ~ 3Z segue que toda deriva¢do d € Der(G,Zs3) = Hom(G,Zs3) é tal que
dis =0 e dai

HY(Z,3Z,Z;) ~ Der(Z,3Z,Z3) ~ Zj.

Agora, tomando S = (t?) ~ 2Z temos que (fo);s =0 e f1(t?) =2 #0. Assim,
H\(Z,2Z,Zs) ~ Der(Z,2Z,Zs) = 0.

0)G=2Z,eM=12:

Para qualquer subgrupo S de Z,, temos
HY(Z,,S,Z) ~ Der(Z,,S,Z) =0
pois Der(Z,,S,Z) C Der(Z,,Z) = Hom(Z,,Z) = 0.
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(C)G=<t)EZ4 8M=Z2.'
Se S = (t*) ~ Z, entdo toda derivagdo d € Der(G,Z;) = Hom(G,Z,) € tal que d|g = 0.
Assim, HY(Z4,Z4,Z5) ~ Der(Zs,Z3,2Z,) ~ Z,.

(2) Analisando o ezemplo (2) temos, nos dois casos (M = RG, R = Z ou Z,), que para
qualquer subgrupo S de G ~ Z com S # {1}, H'(G,S,M) = 0. Agora, H'(G,{1},RG) ~
~ Der(G,{1},RG) = Der(G,RG) ~ RG. Assim, temos que H'(G,{1},M) # H'(G, M)
(pois como vimos H'(G, M) ~ R).

(3) Analisando o exemplo (3) temos que 0s tnicos subgrupos de G ~ Z, sdo os triviais. Daf,
HY(G,{1}, M) ~ Der(G, {1}, M) = Der(G,M) ~Z e H'(G,G, M) = 0. Neste caso, também
temos H'(G, {1}, M) # H (G, M) ~ Z,.

3.1.14 Proposigao: Se (G, S) € um par de grupos e M um RG-mddulo entdo temos o sequinte
isomorfismo de R-mddulos:

__ Der(G, S, M)
- P(G,S5,M)

Ker(res§ »)

Demonstragao: Por 3.1.3,

HY(G, M) ~ % ¢ H(EM) e

Der(S, M)
P(S,M)

Assim, podemos ver a aplicagao restrigdo, dada por
resgy: HYG,M) — HY(SM)
d+ P(G,M) — d+P(S,M)

com d € Der(G, M).

Dai,

Ker(res$y) ={d+ P(G,M)|d € P(S,M)}
={d+ P(G, M) | di; = d,, para algum m € M}

e temos bem definida a seguinte aplicacao

Der(G, S, M)
PG, S, M)
d+P(G,M) — (d—dn)+ P(G,S,M)

x: Ker(res§,) —

onde m é tal que djg = d,, € P(S,M) e dn € P(G, M) é a extensdo natural (em G) de d,, (isto
6, dn(g)=g-m—m,V g€ Q).

Claramente x é um homomorfismo e temos que
(I) x é injetora:
d+ P(G,M) € Ker x = x(d+ P(G,M)) =0=d —d,, € P(G,5,M) =
= d—dy, € PG, M) "E" 4 PG, M) = d+ PG, M) = 0.
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(IT) x é sobrejetora:

Seja d + P(G, S, M) € Der(G,S,M)/P(G,S,M). Entdo d € Der(G,M) e djs =0 =dp

(em P(S, M)). Assim, existe d + P(G, M) tal que
— do

x(d+ P(G,M)) = (d - do) + P(G, S, M) = d+ P(G, S, M).

Logo x é um isomorfismo de grupos abelianos e conseqiientemente um R-isomorfismo. m
3.1.15 Corolério: Se (G,S) é um par de grupos e M um RG-mddulo trivial entdo
Ker(res§ ) ~ Der(G,S,M) ~ H'(G, S, M).

3.1.16 Observagao: Seja G é um grupo e M um RG-mddulo. Entdo
Der(G, M)
P(G, M)
seque que Ker(resf, ;) ~ Hom(G, M).

(1) Ker(resg ») ~0.

(2) Ker(resﬁ},M) ~ H'(G,M) ~ e em particular, se M é um RG-mddulo trivial

3.2 Extensoes Cindidas e Cohomologia de Grupos

3.2.1 Definicao: Uma exstensio de um grupo G por um grupo N € uma seqiiéncia ezata de
grupos

1—-N—FE—G—1.

3.2.2 Definigao: Sejam1 — N —- E — G —1el — N — E' — G — 1 duas
extensoes de G por N. Dizemos que tais extensdes sdo equivalentes se existe um homomorfismo

¢: E — E' que torna o diagrama:

o B B 2
v

Er

1 1

comutativo.
3.2.3 Proposicao: A aplicagdo ¢ da definigio anterior é necessariamente um isomorfismo.

Demonstracgio: Sejam 1 — N -5 E 25 G — 1e 1 — N 23 E' 22 G — 1 extensdes

equivalentes de G por N . Dai, existe um homomorfismo ¢ : E — E’ tal que o diagrama
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¢é comutativo, ou seja, @ o, = ip € p2 0 @ = py.
Comol —m N-SHE2yG—1el— N2 E' 23 G — 1 sio seqiiéncias exatas

segue que I'm i; = Ker p; e Im ip = Ker p,.
Temos que:

(I) ¢ é monomorfismo:
Seja z € E tal que ¢(z) = 1. Entédo

#(z)=1=p(d(x))=1=>pi(zr)=1=>z€ Ker py=Imi; =z =1i1(n), n€ N.

Assim, 1 = ¢(z) = ¢(ir(n)) = i2(n).
Como i3(n) = 1 e i, é monomorfismo segue que n = 1. Logo, z = i;(n) =i,(1) = 1.
Portanto, Ker ¢ = {1}.
(II) ¢ é epimorfismo:
Seja y € E'. Entdo p,(y) € G e como p, é epimorfismo segue que existe T € E tal que
p1(Z) = pa(y).
Consideremos z = y(¢(Z)) ™" € E'. Dai

P2(2) = p2(y)P2(9(@)) ' = p2(¥) (11 (2)) T =1 = 2 € Ker pp = Im iz = 2 =13(n), n € N.

Seja 7 = i1(n)T € E. Logo ¢(z) = ¢(i1(n))$(7) = 12(n)¢(Z) = 26(Z) = y.

Vamos considerar o caso em que N é um grupo abeliano, denotado aditivamente e repre-

sentado por M. Uma conseqiiéncia interessante é que, neste caso, uma extensao
0—wM-IDBE-SHG—1

d4 origem a uma acdo de G sobre M, tornando M um ZG-médulo, da seguinte forma:
como i(M) é um subgrupo normal de F temos que E atua sobre i(M) por conjugagao,
conseqiientemente E atua sobre M e a agdo de i(M) sobre M ¢ trivial (pois V2 € E e
meM=iM), z-m=z-i(m) :=zi(m)z~', e se £ = i(m,), como M é abeliano, segue que
z -m = i(my)i(m)i(m;)~" = i(mymm;') = i(m) = m). Assim existe uma acdo induzida de G
sobre M da seguinte maneira: se ¢ = 7(z) € G entdo g * m := n, sendo que n € M ¢é tal que

i(n) = zi(m)z~!, ou seja, a agdo de G sobre M é caracterizada por
i(g *m) = zi(m)z . (3.1)

Notemos que esta acao fica de fato caracterizada por esta igualdade, pois ¢ é injetora e
zi(m)z~! € Ker m = Im i. Assim, existe um tnico n € M tal que i(n) = zi(m)z~". As vezes,

é conveniente reescrever a igualdade (3.1) como uma regra de comutagao

zi(m) = i(g * m)z. (3.2)
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A partir de agora, fixemos um grupo abeliano M com uma G-a¢do (ou equivalentemente,

um ZG-mddulo), e seja
00— M5B By —51 (3.3)

uma extensao cuja a¢ao induzida de G sobre M coincide com a ag¢do de G sobre M inicialmente
dada.

3.2.4 Definigao: Dizemos que (3.3) cinde ou € cindida se existe um homomorfismol: G — E

tal que m ol = idg. Um tal homomorfismo serd chamado um levantamento da extensdo.

3.2.5 Definigao: Sejam [, e l; dois levantamentos de uma extensdo (cindida). Dizemos que
I, ely sdGo M-conjugados se existe um elemento m € M tal que l,(g) = i(m)lz(g9)i(m)~*, para
todo g € G.

3.2.6 Observagao: A definicio acima dd origem a uma relagdo de equivaléncia e portanto
podemos falar em classes de equivaléncia [l]. E ainda, se E for abeliano, l; e ly sdo
M -conjugados se, e somente se, l; = l;. Dai, [l;] = {l,}, ou seja, as classes de M-conjugagio

sdo unitdrias.
3.2.7 Definicao: Seja M um ZG-mddulo e considere a seguinte operagdo sobre M x G:
(m, g) x (n,h) := (m + g - n,gh).

E fdcil ver que M X G com a operagdo definida acima é um grupo com elemento neutro 0,1¢) e
o elemento inverso de (m, g) é (—g~'-m, g~'). Este grupo é denominado o produto semi-direto
de M por G e denotado por M x G.

3.2.8 Observagao: No caso em que G atua trivialmente em M, M x G = M x G com a

operagao de produto direto usual.

3.2.9 Exemplo: Seja M um ZG-méddulo e 0 — M Ly MxGE G —1uma ertensao,
com i'(m) = (m,1) e n'(m,g) = g, para todo m € M e g € G (aplicagées inclusio e projecdo
canonica). Podemos verificar que a agdo induzida de G sobre M por esta extensio coincide
com a agdo de G sobre M como ZG-mddulo e esta ertensio cinde, pois l(g) = (0,g) é um

levantamento (chamado levantamento trivial). Além disso,

] ={L:G->MxG|L(9)

= 1'(m)l(g)i'(m)~!, para algum m € M e todo g € G}
={L:Go>MxG|li(g)=(m-g-

m, g), para algum m € M e todo g € G}.
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3.2.10 Proposicao: As sequintes condig¢des sobre a extensdo (3.3) sdo equivalentes:
(1) (3.3) cinde;

(i2) (3.3) € equivalente a extensdo

0—s M 'Es M 65 G—sl, (3.4)

com M x G o produto semi-direto de G por M relativo a agdo dada, e i’ e 7' sdo as aplicagdes

inclusdo e proje¢do candnica.

Demonstragao: Suponhamos que (3.3) cinde. Entdo existe um homomorfismo [ : G — FE tal
que mol = idg.
Consideremos a seguinte aplicacao:
$: MxG — FE
(m,g) = é(m,g) :=i(m)i(9)
Temos:

(I) ¢ é homomorfismo:
Sejam m,n € M e g,h € G. Tomando z = I(g) na regra de comutacdo (3.2) segue que

l(9)i(n) = i(g - n)l(g). Daf
¢((m, g) x (n,h)) = d(m+ g-n,gh) =i(m+ g-n)l(gh) = i(m)i(g - n)l(g)L(h)

(I) rog ="

Sejam m € M e g € G. Entdo, como 7(i(m)) =1 e 7ol = idg, temos

(m 0 ¢)(m, g) = (i(m)l(g)) = m(i(m))r(l(g)) = g = 7'(m, g).

(III) o ¢’ =1:

Seja m € M. Assim

($0)(m) = ¢ (m)) = $(m, 1) = i(m)I(1) = i(m).

De (I), (IT) e (III) temos que (3.3) é equivalente a extensao 0 — M HM G5 G,
Reciprocamente, suponhamos que existe um homomorfismo ¢ : M x G — E que comuta
o diagrama:
MxG

Definindo ! : G — FE por l(g) = ¢(0, g), para todo g € G, temos que ! é homomorfismo e

7ol =1idg, ou seja, [ é um levantamento da extensdo (3.3). Logo (3.3) cinde. [
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3.2.11 Observacgao: A proposigcdo anterior nos diz que existe somente uma extensdo cindida
de G por M (a menos de equivaléncia) associada a ag¢do dada de G sobre M, a saber, a extensao
dada no exemplo anterior. Queremos classificar (a menos de conjugagdo) os levantamentos

possiveis de uma extensdo cindida.

Por simplicidade, denotaremos por £(G, M) o conjunto das classes de M-conjugagao de
levantamentos [ : G & M x G da extensao (3.4).

3.2.12 Teorema: Se G é um grupo e M um ZG-mddulo entdo as classes de M-conjugagdo

dos levantamentos da extensdo cindida 0 — M - M x G =5 G —» 1 estdo em correspon-

déncia biunivoca com os elementos de H'(G, M).

Der(G, M)

PG M) Assim é suficiente definir-

Demonstragao: Sabemos por 3.1.3 que H'(G, M) ~

Der(G, M)
P(G,M)
Uma funcdo | : G - M x G tal que 7 ol = idg tem a forma I(g) = (d(g),g) com

mos uma bijecao entre L(G, M) e

d: G — M uma funcdo. Temos que

| é homomorfismo <=  Il(gh) =1(g9)xl(h) <= (d(gh),gh) = (d(g)+ g-d(h),gh)
< d(gh) =d(g9)+g-d(h) < de€ Der(G,M)

E ainda, dados dois levantamentos [, (g) = (d,(g), 9) e l2(g) = (d2(g), g) temos que

I, e l sao M-conjugados < 1,(g) = i'(m)lz(g)i'(m)", para algum m € M e todo g € G &

& (di(9), 9) = (m+da2(g9) —9-m, g) & da(g9) —di(9) = g-m—m = dn(9) & d2—d; € P(G, M).
Portanto, a aplicagao Der(@, M)
er(G,
PG e
d+P(G,M) — [

com l(g) := (d(g), g), esta bem definida e é uma bijecao.

3.2.13 Observagoes:

(1) Se M é um RG-mddulo trivial entio existe uma bijecdo entre L(G, M) e Hom(G, M).
Mais precisamente, temos que L(G, M) = Hom(G, M) x {idg}.

(2) Como um levantamentol : G - M x G da extensdo (cindida) é um homomorfismo, quando
G ¢ finitamente gerado, definindo | nos geradores (obedecendo a condi¢do de que ol = id) e

usando a defini¢io da operagdo do grupo M x G, obtemos I(g) para todo g € G.
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3.2.14 Exemplos:
(1) Sejam G um grupo e M um ZG-médulo trivial. Vejamos, a sequir, alguns casos especificos.
(@) G=({)~Z eM=12Z;:
Temos que H'(Z,Z3) ~ Z3 e L(Z,Z3) possui ezatamente trés classes de Z3z-conjugagio

de levantamentos. Os levantamentos representantes destas classes (unitdrias, pois Zs X Z é
abeliano) sdo:

lo(t*) = (K0, %) = (0, ¢*),

L(t*) = (K1,t*) = (k, %),

L (tF) = (k2,t*) = (2k, t*).
para todo t* € G.

b)G=Z,eM=7:

Temos que H'(Zy,,Z) ~ 0 e L(Z,,Z) possui apenas a classe do levantamento trivial. E
ainda, esta classe € unitdria, pois Z X Z,, é abeliano.
(C) G=(t)2Z4 BM=Z2 .

Temos que H'(Z4,Z,) ~ Zy e L(Z4,Z,) tem exatamente duas classes (unitdrias, pois

Zy x Zy € abeliano) de Z,-conjugagdo de levantamentos, os quais sdo dados por:
lo(t*) = (K0, t¥) = (0, ¢¥),
L") = (kL") = (k")

para todo t* € G.

@G=({t)~Z eM=2ZG:
Temos que H(Z,ZG) ~ ZG e para cada z € ZG,

I(t5) = (kz,t*), VitteG

€ um representante de uma classe (unitdria) de L(G,ZG).

(2) Consideremos G = (t) ~ Z e M = RG visto como RG-médulo com a G-agdo natural:
t* . (rt¥') := rt+* | para quaisquer t*,t* € G e r € R.

(@) Se M = ZG entio as classes de ZG-conjugacdo dos levantamentos da extensdo
0 — ZG — ZG X Z — Z —> 1 estdo em correspondéncia biunivoca com os elemen-
tos de H'(G,ZG) ~ Z. Para cada n € Z, obtemos um representante dessas classes, a saber, o

levantamento 1, : Z — ZG x Z definido por:

(0zg,1) sek=0
L{t*) =< (nl+nt+...+ntk1,t*) sek>0
(—nt™ ! —nt2—...—ntk t*) sek <0,

para todo t* € G.
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Note que, para G ~ Z e M = ZG, se consideramos M como ZG-mddulo trivial entdo

L(G,ZG) lﬂ ZG (exzemplo anterior (1)(d)). Mas, se M é visto como ZG-médulo com a agdo

natural vimos acima que L(G,ZQG) bﬂ Z. Isto nos mostra que se G é um grupo e M tem duas
estruturas distintas de ZG-mddulo, que indicaremos por M e M , entdo podemos ter L(G, M)
muito distinto de £(G, M).

(b) Agora, tomemos M = Z,G. Temos que H'(G,Z,G) ~ Z, e que a ertensio cindida
0 — ZoG — ZyG XZ — Z — 1 tem exatamente duas classes de Z,G-conjugacdo
de levantamentos. Os levantamentos representantes para essas classes sdo dados, para todo
tk € G, por:
lo(tF) = (0z,6,t*)
(0z,6,1) ek =1
L) =< M+Tt+...+T+Lt*) sek>0
(Tt P +1t72+ ...+ 1t5,tF) sek<0

(3) Consideremos G = {1,t} >~ Zy e M = Z visto como Z(Z,)-mddulo com a Z,-a¢do dada da
seguinte forma: 1-r =r et-r = —r, para todo r € Z. Temos que H*(Z,,Z) ~ Z, e a extensio
0 —Z — ZxZy — Zy — 1 tem duas classes de Z-conjugagdo de levantamentos. Os

levantamentos representantes dessas classes sao dados, para todo t* € G, por:

lo(*) = (0,2%)

() = (0,t*) = (0,1) se k é par
: (1,#%) = (1,1) se k é fmpar

Denotemos por £(G, S, M) o conjunto das classes de M-conjugagido de levantamentos
l: G = M x G da extensao (3.4) tais que || = (0,idg). Assim, L(G,S,M) C L(G,M) e
temos o seguinte resultado, que é uma generalizagao do teorema 3.2.12 no sentido que tomando

S = {1} os dois teoremas coincidem.

3.2.15 Teorema: Sejam (G,S) um par de grupos e M um ZG-mddulo. Entéio eriste uma

o H'(G,S,M)
bijecdo entre L(G,S, M) e W

Demonstragao: Como, por 3.1.10, H' (G, S, M) ~ Der(G, S, M) basta mostrarmos que existe
Der(G, S, M)

P(G,S,M)
Seja l: G = M » G um levantamento. Assim, I(g) = (d(g),g) com d € Der(G,M). S

lis = (0,ids) entdo d € Der(G, S, M).
Consideremos a aplicacao:

uma aplicagao bijetora entre £(G, S, M) e

Der(G, S, M
'l!): -C(G,S,M) %

0 — d+ P(G,S,M)
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Verifiquemos que v estd bem definida.

Sejam I, = (d1(g), g) e lo = (d2(g), g) dois levantamentos tais que [l;] = [l2], ou seja, I; e
l, sdo M-conjugados. Entdo d, — d; € P(G, M). Mas, como d;,d, € Der(G, S, M) temos que
dy, — dy € P(G, S, M). Portanto, ¥([l]) = ¥([l2]).

Agora, consideremos a aplicagao:

Der(G, S, M)
G I L(G,S, M)

d+ P(G,S,M) U

o:

tal que I(g) := (d(g), 9)-
Temos que ¢ estd bem definida, pois:

d, + P(G, S, M) = dy + P(G, S, M) = d, — d, € P(G, S, M).

Em particular, d, — d; € P(G,M) e dai [,(9) = (di(9),9) e l(g)
M-conjugados. Logo [l;] = [l] em £L(G, S, M).
Além disso, ¢ é a inversa de .

3.2.16 Corolério: Sejam (G, S) um par de grupos e M um ZG-mddulo. Entdo os elementos

de L(G, S, M) estdo em correspondéncia biunivoca com os elementos do Ker(res$ ;).

3.2.17 Observacao:
(1) Se M é um RG-mddulo trivial entio L(G,S,M) = Homgs(G,M) x {idg}, sendo que
Homgs(G,M) ={f:G — M | f é homomorfismo e fi; = 0}.

(2) Se, no teorema anterior, S = G entdo L(G, G, M) possui somente a classe do levantamento
HY(G,G, M) _ Der(G,G,M) _

trivial = (.
T SPC O - PICGM

3.2.18 Proposicao: Sejam G um grupo e S um subgrupo normal de G. Entdo

HY(G,S,Z,(G/S))

O S ) HY(G/S,Z5(G/S)).

Demonstracao: A idéia é mostrar que
Der(G, S,Z,(G/S)) 5 Der(G/S,Z»(G/S))

P(G, 5,Z5(G/5)) P(G/S,Z,(G/5)) b
f+P(G,S,Z,(G/S)) = [+P(G/S,Z:(G/S)); f(95):=f(9)

P

estd bem definida e é um isomorfismo. Para maiores detalhes ver [2] (prop.4.1, p.284). l

3.2.19 Corolario: Se G é um grupo e S € um subgrupo normal de G entdo ezriste uma bijegdo
entre L(G, S,Z2(G/S)) e L((G/S),Z,(G/S)).
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3.2.20 Exemplos:
(1) Sejam (G, S) um par de grupos e M um ZG-mddulo trivial.
(@) G=({t)~Z eM=12Z;:
Se S = (t*) ~ 3Z entio Ker(res%y,,) ~ Der(Z,3Z,Z;) ~ H'(Z,3Z,Z3) ~ Z3 e
L(Z,3Z,Z3) = L(Z,Z3), pois

lo(t*) = (0, £%)
W) = (3K, 1) = (0,2%)
(%) = (2(3k), %) = (0, 1%).

Agora, se S = (t*) ~ 27Z seque que Ker(resyy z.) ~ Der(Z,2Z,Z;) ~ H'(Z,2Z,73) = 0
e L(Z,2Z,Z3) tem somente o levantamento ly(t**) = (0,t%*), pois [,(t*) = (2,t?) # (0,?) e
1(t?) = (2(2), %) # (0,t2). Assim, £(Z,2Z,7Z;) # L(Z,Zs).

®)G=2Z,eM=2Z:
Para qualquer S subgrupo de G temos que L(Z,,S,Z) = L(Z,,Z) que possui somente a
classe do levantamento trivial e Ker(resgy) ~ Der(Z,, S, Z) ~ H'(Z,, S,Z) = 0.

(c)G={t)y~ZsyeM =127, :
Tomando S = (t*) ~ Z, temos Ker(res%; z,) = Der(Z4,Z,Z3) ~ H (Z4,Z3,Z,) ~ Z,
€ ‘C(Z‘h Z?a Z?) = ‘C(Z41 Z?)r pO?:S

lo(tﬂc) — (6’ t?k)
L) = (2k;1%%) = (0,2*).

(2) Consideremos o exemplo (2) dado anteriormente em 3.2.14 nos dois casos (M = RG,
R=7 ouZ,).
Para qualquer subgrupo S de G ~ Z com S # {1}, podemos concluir, analisando os

levantamentos, que L(G,S, M) possui somente a classe do levantamento trivial e temos que

Der(G,S,M HY G,S,M :
Ker(res§ ) =~ e;‘((? S M)) ~ P((G', S M)) =0. Assim, L(G,S, M) # L(G,M) se S # {1}.

Agora, Ker(resﬁ}.M) ~ HY(G,M)~R e L(G,{1},M) = L(G,M).

(3) Considerando o exemplo (3) dado em 3.2.14, temos que 0s tinicos subgrupos de G ~ Zy sdo
0s triviais.

Assim, Ker(res{zf}'z) ~ HYZ3,Z) ~ Z, e L(Z3,{1},Z) = L(Z,,Z). E ainda,
Ker(resz z) =0 e L(Zy,Z,,Z) = 0.
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(4) Sejam G = (a,b) ~ZDZ, S = (b) ~ {1} ®Z e M = Zy(G/S) ~ Zy(Z) visto como
Z,G-mddulo com G atuando (naturalmente) por multiplica¢do d esquerda.

H(G,5M) 3218 p1((G/S), M) ~ H\Z,Zo(Z)) ~ Z» ¢
P(G,5,M) e e T

0s dois representantes das classes de levantamentos pertencentes a L(G,S, M) sio dados nos

G
Temos que Ker(resg ) =~

geradores por:
lo(a) = (0,a) e l(b) = (0,),
li(a) = (1.1S,a) e (b)) = (0,d).
Note que L(G, S, M) # L(G, M), pois L(G, M) tem 4 classes de levantamentos, as duas

anteriores e (ly), [l3] onde I e l3 sdo dados nos geradores por:

l(a) = (0,a) e L(b)=(L1S,b),
I3(a) = (1.1S,a) e I3(b) = (1.185,b).
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Capitulo 4

O Invariante E(G,S)

O objetivo principal deste capitulo é o estudo do invariante E(G, S) (para pares de grupos
(G, S) onde G é um grupo e S um subgrupo de G). Este invariante estd relacionado com o
conceito de ends de grupos e de pares de grupos.

O conceito de ends de grupos (mais precisamente, niimero de ends de um grupo) teve sua
origem na teoria de ends de espagos topoldgicos devida a Freudenthal (em 1931) e Hopf (em
1943)[13]. De fato o nimero de ends, ¢(G), de um grupo finitamente gerado G, foi inicialmente
definido (por Hopf) como sendo o nimero de ends de um espago conveniente.

Specker (em 1950) estendeu a definicdo de e(G) para grupos arbitrarios, apresentando
uma definicao puramente algébrica.

Posteriormente, Hougton (em 1974) e Scott (em 1977)[25], de forma independente, apre-
sentaram uma definicdo do niimero de ends, e(G, S), de um par de grupos (G, S) onde G é um
grupo e S é um subgrupo de G.

Em [16](1989), Kropholler e Roller introduziram um outro invariante, é(G, S), bastante
relacionado com o end de Houghton e Scott. A definicdo de €(G, S), estd diretamente ligada
ao Z,G-médulo FsG := {B C G | B C F.S para algum subconjunto finito F' de G} e como
veremos com o invariante E(G, S).

Em [2], baseados na teoria de cohomologia relativa de grupos, Andrade e Fanti definiram
um invariante “end”generalizado E(G, S, M) para um grupo G, § = {S; | ¢ € I} uma familia
nao vazia de subgrupos de G com [G : S;] = oo para todo i € I e M um Z,G-médulo
qualquer. Este invariante é definido a partir do nicleo da aplicagdo restricdo. Quando a
familia é unitaria, isto é, S = {S} com S um subgrupo de G, este invariante é dado por
1 + dimg, Ker(res§,,) onde res§,, : H'(G,M) — H'(S,M). Em especial, exploraram em
[2] o invariante E(G,S) := E(G, S,Z,(G/S)). O invariante E(G,S) (objeto de estudo deste
capitulo) é de fato o invariante obtido quando se considera a familia unit4ria e o Z,G-médulo
particular M = FsG ([10]).
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4.1 €(G), (G, 8), &G, S), E(G,S, M) e E(G, S)

Nesta se¢ao coletamos alguns resultados sobre os “ends” anteriormente citados. Ini-
cialmente faremos alguns preliminares que sao importantes ndo apenas para tais “ends” mas
também para o invariante E (G, S).

Sejam (G, S) um par de grupos e PG = {B | B C G} 0 Z2G-médulo ja definido anteri-
ormente (ver pagina 13). Consideremos os seguintes Z,G-submoédulos de PG:

FG:={F CG|F éfinito },
QG:={ACG|A+g-A€FG,VgeG}

FsG :={B C G| B C F.S para algum subconjunto finito F' de G}
AsG:={ACG|A+g-A€ FsG, VgeG}.

onde “+” denota a operagao diferenca simétrica em PG e g- A= {ga|a € A}.

Observemos que FG = F(1)G C FsG e QG = A1)G C AsG.

Denotemos por B = B + FsG € PG/FsG e notemos que PG/FsG é um Z,G-mébdulo
com a G-acdo induzida, isto é, g- B =g B.

Vejamos algumas propriedades dos Z,G-submddulos definidos acima.

4.1.1 Propriedades: Sejam G um grupo, S e T subgrupos de G com S <T < G. Entdo:
(7) FsG C AsG;

(i2) S finito = FsG = FG;

(732) [G : S] < 00 = FsG = PG;

(v) [T : S] < 00 = FsG = FrG;

PG \¢  AsG QG  AmG  (PG\€
(v) (m) = 7.G e em particular B PG (FG) ;

Demonstragao: (i) Seja B € FsG. Entao B C F.S para algum subconjunto finito F' de G e
daig- B C F'.S, onde F' = g- F que é finito. Logo, B+ g-B C (FUF').S € FsG e portanto
B € AsG.
(¢1) Se B € FsG temos que B C F.S para algum subconjunto finito F' de G. Como, por
hipétese, S é finito segue que B é finito, ou seja, B € F'G. Logo, FsG C FG e como FG C FsG
obtemos que FsG = FG.
(¢77) Por defini¢do, FsG C PG. Agora, como [G : S] < oo segue que G/S tem um ndimero
finito de classes laterais disjuntas ¢,S,...,9:S € G/S. Assim, G = g;SU...U ¢S e dai todo
B € PG é tal que B C F.S, para F = {g;,...,9x}. Logo, B € FsG e portanto PG C FsG.
(iv) Como

B € FsG = B C F.S, para algum finito F C G 2=

=> B C F.T, para algum finito F C G = B € FrG,

segue que FsG C FrG.
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Agora, seja B € FrG. Entao B C F'.T para algum subconjunto finito F’ de G. Como
[T:8] < 00, T={tiS U...Ut8) C F".8 com F" ={ty,. ... &}

Assim, B C F'.'T c F'.(F".S) C F.S com F = F'.F" (finito) e dai B € FsG. Logo,
FrG C FsG.

(v) Temos que

PG
eFSGLB+g B € FsG, VgGG}

i
O resultado seguinte nos mostra que FsG é um médulo induzido, o que nos sera 1til em
varias situagoes.
4.1.2 Proposicao: Se (G, S) é um par de grupos entdo
FsG ~ Ind$Z,S

como ZoG-mddulos.

Demonstragao: Recordemos que
Ind§Z55 := 7,G ®z,5 225 = ZrG ®z,s Coind{yy Zy = ZG ®z,s Homz,(Z,5, Z»)
Consideremos as seguintes aplicacoes:
Ind§Z,S = Ind§Coind$yZ; % Coind§Coind$yyZ; % Coind$yZy = Z,G 5 PG

com 9 e v as Z,G-aplicagoes dadas em 1.4.6 e p 0 Z,G-isomorfismo dado em 1.4.12, ou seja,

8(g ® F)(g) = {(99’ )] 599 €S\ e F e ndITS, Y g € G v(f)(g) = Flo)1),

0 it
1€7Z,5,VgeaQq, Vf’ECmndGComd 1yZ2, e p(f f={9€G| flg")=1},V f € Z,G.
Como ¥ é monomorfismo e v é isomorfismo temos que [ ndg-"Z_zS = Z5G ®z,5 Z,S é um
Z,G-submédulo de Z,G e Z,G-isomorfo (via p) a0 Z,G-submédulo p((v 0 9)(Z,G ®z,s Z>S))
de PG, ou seja, ZoG ®z,5 Z>S ~ p((v 0 9)(Z2G ®z,s Z>5)).
Assim, para concluir a proposi¢io, basta mostrar que p((v 0 9)(Z2G ®z,s Z»S)) = FsG.
Essa igualdade segue dos seguintes fatos:
(I) BeFsG<=B=gSoU...UgSk,comg;€G,S;CSekel.
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(II) Da mesma maneira que temos o Z,G-isomorfismo p : Z,G — PG, também podemos

definir o Z,S-isomorfismo p : Z,S — PS. Considerando a aplica¢ao injetora
j : m —¥ ZQG
~ f g) seg€eS
fo= fi fl9= { (9)

0 c.c.

obtemos o diagrama comutativo:
Z,5 —>7,G

al 1p

PS PG
(III) Se go ® fo é um elemento basico de Z,G ®z,s Z,S entdo, V g € G,

[(97290) - fol(1) = fol9™"90) seg'go€ S
0 c.c.

(o) (90 ® fo)(g7") = {

Dai,
p(vod)(9® fo) ={9€G|wod)(90®f)(g™) =1
={geG|glgpeSe folg™ g0
={geGlg'gpeSe fills'y
={9€G|g5'g € p(fo)}
={9€G|g'g=s€n(fo)}
={gos|s € ﬁ(ﬁ))}

ou seja, p((v o 9)(go ® ﬁ;)) = goSp € FsG com Sp = ﬁ(ﬁ]) c 8.
Agora, serT =gy ® f[) +0® fl € ZzG ®ZzS m entao

p(rod)(z) ={g€G|(¥ov)(g0® Jio +a®fi)g ) =1} )
={9€G| (Voﬂ)(g[}@fol(g_l) +Wod) (o ® fi)(g™}) =1}
—loeca (vo9)(g90® J:'?)(g_l) =1 ou (exclusivo) }
(vod) (1 ® fi)(g7") =1
= goSo U g151 € FsG

com S; = 5(};) CSparai=0,1.

Mais geralmente, se £ = gy ® ﬁ) + 0 ® )?1 +...+ % ® }; € Z,G ®z,5 Z,S entdo
p(v o 9)(z) = goSoU...U gxSk € FsG com S; = p(f;) C S parai =0,...,k.
(IV) Se B = goSo U ... U g Sx € FsG é facil ver que

B = p(vod) (90 ® (p) ™' (S0) + - - + 95 ® (P) ™' (Sk)) € p((v09)(Z2G®2,5Z>5)). =

4.1.3 Observacao: Como Z,S ~ PS (por 1.4.12) obtemos da proposicdo anterior que
FsG ~ Ind$PS.
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Agora, recordaremos as defini¢oes e enunciaremos (sem demonstragao) alguns resultados
dos ends e(G), e(G, S) e €(G, S). Para maiores detalhes e resultados adicionais ver (8], [4], [26],
[25] e [16].

Temos que PG/FG é um Z,-espago vetorial e QG/FG é um Z,-subespaco de PG/FQG.

4.1.4 Definicao:(algébrica) Dado um grupo G, o nimero de ends de G, denotado por e(G),
€ definido por:

e(G) := dimg, (

)
FG)
4.1.5 Observacao: Por 4.1.1(v) segue que e(G) = dimg, (—G)G = dimg, H° (G, ;g—) :
4.1.6 Proposicao: (i) Se G é um grupo infinito entio e(G) = 1 + dimgz, H'(G, Z,G).
(¢2) Se S é um subgrupo de G com [G : S] < 0o entio e(G) = e(S).
(i17) Se S € um subgrupo finito e normal de G entdo e(G) = e(G/S).
(iv) Se G € finitamente gerado entdo e(G) =0, 1, 2 ou co.
(v) Se G é um grupo finitamente gerado entdo as sequintes condicdes sdo equivalentes:
e e(G)=2;
o G tem um subgrupo ciclico infinito de indice finito;
o G tem um subgrupo normal K tal que G/K é isomorfo a Z ou a Zy * Zy;
o G=Fxp com F finito ou G=A*p B comF finitoe[A: F]=[B:F]=2.
(vi) Se G é um D™-grupo com n > 2 entio e(G) = 1.

Demonstragao: [26] e [4].

4.1.7 Exemplos:

(1) e(G) =0 & G é finito.

(2) e(Z) =2 ee(Z*) =1 paran > 2.
B)e(zZ, =2.

(4) e(Zy % Z,) = 2.

(5) e(Z+Z) = 0o ([8], ez.2, p.19).

4.1.8 Definicao: Seja (G, S) um par de grupos. O end e(G, S) € definido por

(G, §) = dimg, (%)G

4.1.9 Proposigao: (i) e(G, {1}) = e(G).

(1) e(G,S) =0 se, e somente se, [G : S] < cc.

(i7i) Se S e T sio subgrupos de G com S <T <G e [G:T] < 0o entio e(G, S) = e(T, S).
(tv) Se S é um subgrupo normal em G entdo e(G, S) = e(G/S).
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Demonstracao: [25].

4.1.10 Exemplos:

(1) e(Z,kZ) = 0.
2)e(zo2,Z) =2.
B)e(ZzoZeoZ,Z)=1.
4)e(z®Z,,2Z)=0.
5) e(Zzo Z,,Z,) =2.

4.1.11 Definigao: Seja (G, S) um par de grupos. O end €(G, S) é definido por
PEN"
FsG)

&G, S) = dimg, (

4.1.12 Proposicao: (i) Se [G : S] = oo entdo €(G, S) = 1 + dimgz, H'(G, FsG).

(1) e(G, {1}) = e(G) e mais geralmente, ¢(G,S) = e(G) se S é um subgrupo finito de G.

(¢i7) (G, S) = 0 se, e somente se, [G : S] < co.

(iv) Se S e T sio subgrupos de G com S <T <G ¢ [G : T] = oo entio €(G, S) < &G, T).
(v) Se S e T sdo subgrupos de G com S <T <G e [G: T] < oo entdo €(G, S) = (T, S).

(vi) Se S é um subgrupo finitamente gerado e normal em G entdo €(G, S) = e(G/S).

(vii) Se G é um PD"™-grupo e S um D"~ '-subgrupo entdo é(G,S) = oo ou S é um PD™ -grupo,
neste caso €(G, S) = 2.

(viid) e(G, S) < €(G,S).

Demonstracao: [16].

Agora, vejamos os invariantes E(G, S, M) e E(G,S). Para mais detalhes ver [1].

4.1.13 Definigao: Seja (G,S) um par de grupos com [G : S| = 00 e M um Z,G-mdédulo.
Define-se E(G, S, M) por

E(G,S,M) =1+ dimg, Ker(res$ )
onde res§ , : H'(G, M) — H'(S, M) € a aplicagdo restri¢io definida no capitulo 2 (segdo 4).
4.1.14 Proposicao: E(G,S, M) é um invariante para pares ((G,S), M).

Demonstragao: Vimos em 2.4.2 que se ((G,S),M) ~ ((L,H),N) entdo Ker(res§,) =~
~ Ker(resf; ). Conseqiientemente, E(G, S, M) = E(L, H, N). ]
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4.1.15 Observagao: Por 2.5.7 e 2.1.4 temos que

E(G,S,M) :=1+dimg, Ker(res§ )
HY(G,S, M)

(S,M)/H(G, M)
H'(G, S, M)

" MS/MG

= 1+ dimg, 7o

=1+ dimz,

4.1.16 Definigdo: Seja (G, S) um par de grupos com [G : S] = co. Define-se E(G,S) por
E(G,S) := E(G,S,Z,(G/S)) = 1+ dimg, Ker(resg‘zz(ws})

onde rengQ(G!S) : HY(G,Z,(G/S)) = H'(S,Z2(G/S)) € a aplicagdo restrigao.

4.1.17 Proposicao: E(G,S) é um invariante para pares (G, S), isto é, se (G,S) e (L, H)

sdo pares de grupos e eriste 3 : G — L um isomorfismo de grupos com (3(S) = H entdo
E(G,S)=E(L,H).

Demonstragio: Basta ver que nas hipéteses acima, ((G, S), Z>(G/S)) ~ ((L,H),Z,(L/H)) e
dai o resultado segue da proposicao 4.1.14. |

4.1.18 Observacgao: Visto que Z,(G/S) ~ Ind$Z, (por 1.4.11) seque da proposicio 4.1.14
que E(G,S) = E(G, S,Z»(G/S)) = E(G, S, Ind$Z,).

4.1.19 Proposigao: Se (G, S) é um par de grupos com [G : S] = oo entio E(G, S) < e(G, 5).
Em particular, se S é normal em G entdo e(G, S) = E(G, S).

Demonstracgao: 1] (teor.3.1, p.13).

4.2 O Invariante E(G,S)

4.2.1 Definigao: Sejam (G, S) um par de grupos com (G : S] = 0o. Define-se E(G,S) por
E(G,S) := E(G, S, FsG) = 1 + dimg, Ker(res§ r.g)
onde res§ z . : H'(G, FsG) — H'(S, FsG) € a aplicagdo restrigdo.

4.2.2 Proposigao: E(G, S) é um invariante para pares de grupos (G, S), ou seja, se (G, S) e
(L, H) sdo pares de grupos com [G : S] = oo e [L : H| = 0o, e eziste f : G — L um isomorfismo
de grupos tal que B3(S) = H entdo

E(G,S) = E(L,H).
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Demonstracdo: Basta mostrar que existe um isomorfismo de grupos abelianos
¢ : FyL — FsG tal que o(B(g)B) = g-¢(B), Y g € G e B € FyL, pois isto implica
que ((G,S), FsG) ~ ((L, H), FyL). Dai, Ker(res§ ;) ~ Ker(resf; z,) (por 2.4.2) e entdo

E(G,S) = 1+ dimg, Ker(res§ ) = 1+ dimz, Ker(resk z,,) = E(L, H).

Temos que o isomorfismo G : S = H induz um isomorfismo (3))# : Z,H — Z,S com
(8))*(f) dado nos geradores por (3)#(f)(s) = f(B(s)),V f € Z,HeV s€S.

Agora, consideremos a aplicagdo ¢ : ZoL ®z,n ZyH — Z,G ®z,s Z,S definida nos
geradores por (I ® f) = B7'(l) ® (B)#(f). Temos que ¢ é um isomorfismo de grupos e
VgeG,YleLeY feZA,

o(B(g)- (1® ) =w(B9)l® f) =B (B(9)) ® (B)*(f)
=gB87'() @ (B)*(f) =g (B~'(1) ® (B)*(S))
=g-9(®f)

Logo, usando 4.1.2 segue o resultado.

De acordo com a proposi¢ao 3.1.14, para M = FsG,

Der(G, S, FsG)
P(G, S, %sG) '

Ker(res§ r.q) ~

e dai se [G : S] = oo entdo

Der(G, S, FsG) _ , g H'G,5,75G)
P(G,S, FsG) PG, 5,0

E(G,S) = 1+ dimg,

4.2.3 Proposigao: Se (G, S) é um par de grupos com [G : S] = oo entdo
(7) E(G‘, S) =k < 0o se, e somente se, o nimero de elementos de L(G, S, FsG) é 2¥71;
(12) E’(G’, S) = 0o se, e somente se, L(G, S, FsG) tem infinitos elementos.

HY(G, S, FsG)
P(G,S,FsG)

Demonstracao: Vimos em 3.2.15 que existe uma bijegao entre £L(G, S, FsG) e
Assim,

H'G,5,FsG) _, ke
(i) E(G,S) = k <> dimg, Fcira 1 <= #L(G, S, FsG) = 2¢.

(i) E(G,S) = 00 <= #L(G, S, FsG) = . [

4.2.4 Corolério: Se (G,S) é um par de grupos com [G : S] = oo entdo E(G,S) =1 se, e
somente se, #L(G, S, FsG) = 1.
4.2.5 Lema: A aplicagio

n: AsG — Der(G,FsG)
A = nd); n(A)g)=A+g-A Vgel

¢ sobrejetora.
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Demonstragao: Observemos que Im n = P(G,.AsG), pois como PG é um Z,G-mébdulo,
n(A)(g)=A+g-A=g-A-A=dag)

Temos que Der(G,PG)/P(G,PG) ~ H'(G,PG) 232 0 ¢ FsG C PG donde segue que
Der(G, FsG) C Der(G,PG) = P(G,PG).

Seja d € Der(G,FsG). Entio d € P(G,PG), ou seja, existe B € PG tal que
d(g) =dp(9) =9g-B+ B,V g €G. E ainda, V g € G, d(g) € FsG (pois d € Der(G, FsQG)) e
assim, g- B+ B € FsG,V g € G, isto é, B € AsG. Logo, d € P(G, AsG) = I'm n e assim 7 é
sobrejetora. [

Vimos em 4.1.1(i) que FsG C AsG. Temos que 0, G € AsG N (PG)%, e

A€ AsGN(PG)S = A€ AsGe A€ (PG)’ = n(A) € Der(G,FsG)es- A=A, Vse€S
= n(A) € Der(G,FsG) en(A)(s) =A+s-A=0,Vs€eS
= 1(A) € Der(G, FsG) e n(A)|s = 0 = n(A) € Der(G, S, FsG).

O seguinte resultado nos dar4 uma forma de estender a definigio de E(G,S) de modo a

abranger o caso em que [G : S] < occ.

4.2.6 Proposigao: Se (G, S) é um par de grupos com [G : S] = 0o entdo a segiiéncia abaizo
€ ezata
AsG N (PG)S K. Der(G, S, FsG)

X
0— {0,G} — FsG N (PG)S P(G, S, FsG)

—0

onde x(C) := C = C + (FsGN (PG)’), V C € {B,G}, e7(A) :=n(A) + P(G, S, FsG) comn

a aplicagdo dada no lema anterior.

Demonstragao: Temos que:
(I)  x é monomorfismo:

Suponhamos que x(G) = 0. Dai,

GEstn(PG)S=>G€f5G=>
=G =gpSoU...UgSk, 6; €G,SiCSekeN=GC (9pSU...UgS).

Assim, [G : S] < 00, 0 que contradiz a hipétese.
(I) Kerfj=1Imy:
Notemos que Im x = {0, G}.

Como

7(0) =n(0) + P(G, S, FsG) com (@) (g)=0+g-0=0,VgeqG e
7(G) =n(G) + P(G,S,FsG) com n(G)(9)=G+g-G=G+G=0,VgeG

segue que 7(0) e 7(G) sio aplicagoes nulas e dai 7(#) = 0 = 7(G). Logo, Im x C Ker 7.

AsG N (PG)*
FsGn(PG)S

Reciprocamente, seja A € Ker 7. Entao A € (A) € P(G, S, FsG).

85

AVA
AVAVEY

1 2 3 4 5 6 7 unespwl 12 13 24 15 1o 1Y

18



Assim, A € AsG N (PG) e existe B € FsG tal que n(A)(9) = dp(g9), Vg € Ge

H(A)|s=0'
Dai
n(A)(g9) =dp(g9), VgeG=>A+9g-A=B+g-B,VgeiG=

=+ A+B=g-(A+B),VgeG=>A+Be (PG)°=>
= A+Be{0,G}=>A+B=0 ou A+B=QG.

Se A+ B = () entio A = B € FsG. E também, como A € AsG N (PG)5 segue que
A € (PG)S. Assim, A= A+ 0 € FsG N (PG)® o que implica em A =0 = x(0) € Im x.

Agora, se A+ B = G entdio A+ G = B € FsG. Como A € (PG)° e G € (PG)%,
A+G € (PG)S. Dai, A+ G € FsGN(PG)S e temos A =G = x(G) € Im x.

Logo, Ker 71 C Im x.
(ITI) 7 é epimorfismo:

Dado d + P(G, S, FsG) com d € Der(G, S, FsG) segue que d; = 0 e, em particular,
d € Der(G, Fs@). Dali, pelo lema 4.2.5, existe A € AsG tal que n(A) = d. Assim,

n(A)s = dis = n(A);; =0=>n(A)(s) =0, VseS=>
=>A+3-A=0,VseS=>s-A=A, VseS=A¢e (PG)S.

Logo, existe A € AsG N (PG)S tal que
(A) =n(4) + P(G, S, FsG) = d+ P(G, S, FsG).
Portanto, de (I), (II) e (III) concluimos que a seqiiéncia dada é exata.

4.2.7 Corolério: Se (G, S) é um par de grupos com [G : S] = 0o entdo

(AsG)*
(FsG)S

_ g AsGN(PG)* _
T I (PGP

E(G,S)

dimzz

Demonstragao: Pela proposi¢io anterior temos que x é monomorfismo, Im x = Ker i e
7 é epimorfismo. Como x é monomorfismo, Im x ~ {0,G} ~ Z,. Assim, usando o Teorema

do Nucleo e da Imagem para Z,-espacos vetoriais, segue que

; AsG N (PG)S
dimz, F G (PO

= dimg, Ker 7+ dimz, Im 7 = dimg, Im x + dimgz, Im 7
Der(G, S, FsQG) Der(G, S, FsQ)
- P(GsS:fSG) P(GvSsJ:SG)
= E(G, S). [ ]

= dimg, Z, + dimg, =1+ dimg,

4.2.8 Observacoes:
(1) Se [G : S] < 0o entdo de 4.1.1(iii) e (i) seque que PG = FsG C AsG. Assim, AsG = PG
e

AsG N (PG)S PGN(PG)S

WMz F G PGy ~ Y% PG (PG
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AsG N (pG)S

Logo, se definirmos E(G,S) := dimz, FsG N (PG’ para todo par de grupos (G, S),
s

obtemos que:

(a) E(G,S) =0+ [G: S] < .

(b) [G : S] = 00 <= E(G, 8) = 1 + dimg, Ker(res§ r,c)-

(¢) E(G, S) é um invariante para pares de grupos (G, S) (com [G : S| infinito ou néo ), isto é,
se (G,S) e (L,H) sdo pares de grupos e eziste } : G = L um isomorfismo de grupos tal que
B(S) = H entdo E(G,S) = E(L,H).

(2) Se G é um grupo qualquer (finito ou infinito) entdo

E(G,{1}) = ¢(G).

AnGNn (PG)M  (PG\°
FmGn PG)™ =\ 7o e usar 4.1.5.

Demonstragao: Basta ver que

Vejamos algumas relagdes entre E(G, S) e ¢(G, S).
4.2.9 Proposigao: Se (G, S) é um par de grupos entdo
E(G,S) <&@, S).
Demonstragao: Suponhamos que [G : S] < co. Dai, por 4.2.8 e 4.1.12(ii7),
E(G,S)=0=¢(G,S).

Agora, suponhamos que [G : S] = co. Assim, como Ker(res$ r,¢) C H'(G, FsG) e por
4.2.1 e 4.1.12() temos que

E(G,S) = 1+ dimg, Ker(res§ z.c) < 1+ dimg, H'(G, FsG) = &G, S)

ou seja, E(G, S) < &(G, S).

Analisaremos sob quais condigoes E’(G, S) = €(G, S), pois em geral eles ndo sdo iguais,
isto é, podemos ter E‘(G, S) < €(G,S) (conforme veremos no final da se¢do), embora suas

propriedades sejam semelhantes.

4.2.10 Proposigao: Se (G, S) é um par de grupos com [G : S] ndo necessariamente infinito

e AsG N (PG)S AsG
-~ _ = . sG N S
E(G,5) = &G, 5) ¢=> dims, Z 2

(PG = "% FG
AsG

Demonstragao: Por 4.1.1(v) segue que a definigado 4.1.11 é equivalente a €(G, S) = dimz, —.

FsG

. Logo, o resultado segue. =

= AsG N (PG)S
T G N (PG)S

Vimos em 4.2.8 que E‘(G, S)
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4.2.11 Proposigao: Seja (G,S) um par de grupos satisfazendo [G : S| = Se
res$r.c : H'(G,FsG) —» H'(S,FsG) € a aplicagio nula entio E(G,S) = &G, S) Em
particular, se H'(S, FsG) = 0 entdo isto ocorre. Se E(G,S) = €(G,S) < oo vale a reciproca
deste fato.

Demonstragao: Temos que:

res§ r.c 6 nula & Ker(res§ z.c) = H'(G, FsG) &

dimz, Ker(res§ z.c) = dimg, H'(G, FsG) & E(G, S) = &G, S).

Agora, se E(G, S) = &(G, S) < 0o entdo (x) é vélida na direcio contréria. [

4.2.12 Corolério: Se (G, S) € um par de grupos com [G : S] = 0o e S € finitamente gerado
e normal em G entdo

E(G,S) =¢(G, S) = e(G/S).

Demonstracao: Por hipétese, S é normal em G e dai, por 1.4.7 (Férmula de Mackey - caso
particular), temos o Z,S-isomorfismo Ind§PS ~ @ gPSs.
geG/S
Assim, H'(S, FsG) ~ H'(S,Ind§PS) ~ H'(S, @ ¢PS).

9€G/S
Mas, como S é finitamente gerado, por 2.1.8 temos que

H'(S, @ 9PS)~ P H'(S,gPS).
geG/S geG/S

Agora, recordemos (ver comentario anterior & 1.4.7) que gPS é um Z,S-médulo com a
S-agao definida por s x (¢B) = gsg™! - (¢B) = gsB,V s € S e B € PS. E ainda, que PS é um

ZS-médulo com a S-ac¢do dada pela multipicacdo a esquerda. Consideremos a aplicacao

x: gPS — PS
gB —~ B

Temos que x(s * gB) = x(9sB) = sB = sx(¢gB), x é um homomorfismo de grupos e ¢
bijetora e portanto x é um Z,S-isomorfismo. Logo, V g € G/S,

HY(S,gPS) ~ H'(S,PS) *2* 0
e portanto, H'(S, FsG) = 0. Pela proposi¢ao anterior e 4.1.12(vi) segue o resultado. =

4.2.13 Coroldrio: Se (G, S) é um par de grupos com [G : S] = 00 e S é um subgrupo finito
de G entdo
E(G,S) =&(G,S) = e(G).
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Demonstragao: Como S é finito segue por 4.1.1(i¢) que FsG = FG. Dai

FsG = FG "% Z,G ~ Ind§,Z,.

Usando 1.4.7 (Férmula de Mackey) para T = {1} obtemos o Z,S-isomorfismo

Ind?llzg ~ @ Ind‘{g”ng.
geG/S
Assim,

H'(S,FsG) =~ H\(S,Ind§,Z,) ~ H'(S, @ Indf},9Z,)
geG/S
~ H(S, @ Coind‘{gl}gzg) (por 1.4.4, pois [S : {1}] < 00)
geG/S

~ P H'(S,Coind,92Z,) (2.1.8, pois S é f.g.)
geG/S

~ P H'({1},9Z,) (por Lema de Shapiro: 2.3.1)
9€G/S

~0 (por 2.1.6(1))

Logo por 4.2.11 e 4.1.12(it) temos o resultado. W

4.2.14 Proposigao: Se (G,S) é um par de grupos com G finitamente gerado e e(G) = 2
entao

E(G,S)=¢G,S) =2 ou E(G,S) =¢G,S) =0.

Demonstragao: Primeiramente vamos provar a seguinte afirmag¢do: “ Nas hiplteses acima
temos que |S| < ocoou [G:S] < o0 ”.

De fato, como G é finitamente gerado e e(G) = 2 segue de 4.1.6(v) que existe T subgrupo
de G tal que [G:T) < ocoeT ~ Z. Asinclusdes S & G e SNT < T induzem a seguinte
aplicacao injetora

S G

SnT ' T
s(SNT) +— sT
Dai, [S: SNT]) < [G:T] < oo.
Agora, como SN T é subgrupo de T ~ Z,

SNT = {1} 1S|=[S:SNT] < o0
ou ou
SNT ~kZ, k#0 [T:SNT)=k< oo

|S] < o0
ou

[G:S]<[G:SNT)<L[G:T)[T:5nT] < oo.
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Se |S| < oo segue, por 4.2.13, que
E(G,S) =¢(G,S) =e(G) = 2.
Agora, se [G : S] < oo temos, por 4.2.8 e 4.1.12(iii),
E(G,S) =¢G,S) =0.

4.2.15 Exemplos:
(1) Seja G =2Z" e S =Z"'. Como [G: S] = o0, S € finitamente gerado e normal em G

seque, por 4.2.12, que
.7

E(G,S) = e(G/S) = e(Z) *& 2.
(2) Consideremos G = Z" ¢ S = Z* com 0 < k < n—2. Temos que [G: S] = 00, S €
finitamente gerado e normal em G. Dai, por 4.2.12,

E(G,S) =e(G/S) = e(Z" %) =1

sendo que a iltima igualdade seque den —k > 2 e de 4.1.7.
(3) Seja G = (ZDZ) xpZ com 0 : Z - Aut(ZEP Z) dada por 6(c)(a,b) = (a,2ca +b). A

operagio em G € definida por
((a,b),c) + ((a',V),c) = ((a,d) +6(c)(a’,b),c+ ) = ((a+a',b+ b + 2ca'),c+ ).

(a) S ={((a,b),0) | a,b € Z}:
Temos que S é um subgrupo finitamente gerado (pois S ~ Z@Z) e normal em G. E
ainda, G/S ~Z e dai [G : S] = 00. Logo, por 4.2.12,

E(G,S) = e(G/S) = e(Z) *£ 2.
(6) S ={((0,b),c) | b,e Z} :
Como [G : S) = 00, S € normal e finitamente gerado segue, por 4.2.12, que

4.1.7

E(G,S) =e(G/S) = e(Z) *£" 2.
(4) Considerando G =Z@(Z *Z)PZ, (n > 2) e S =Z xZ, temos que [G: S] =00, S é
finitamente gerado e normal. Logo, por 4.2.12,

4.1.7

E(G,S) =e(G/S) =e(Z @ Z,) = e(Z) "X 2.

(5) Seja G=Zy%Zy e S=2Zy. Como [G:S]=00eS éum subgrupo finito de G entdo, por
4.2.13,

E(G,S) = e(G) = e(Zy * Z,) =" 2.
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Nos resultados a seguir consideraremos G um grupo e S, T subgrupos de G satisfazendo
S<T<G.

4.2.16 Proposicao: Se [G : T] = oo entdo:
(i) E(G,T, FsG) < E(G, 8) < E(G, S, F1G);
(i) E(G,T,FsG) < E(G,T) < E(G, S, FrG).

Demonstracao: Faremos apenas (7), pois (i7) prova-se de maneira andloga.
Como S <T < Ge|G:T]= o0 segue que [G: 5] = .
Por 2.4.3, Ker(res$) C Ker(res$) e dai

E(G,T,FsG) = 1 + dimg, Ker(res$) < 1+ dimg, Ker(res$) = E(G, S).

Para obter E (G,S) < E(G, S, FrG) devemos mostrar, primeiramente, que a inclusio
J : FsG = FrG induz um monomorfismo (idg, j)* : H(G, FsG) = H'(G, FrG).

Consideremos a seqiiéncia exata

Z,T
— )
Indg.'ZzS

0 — Ind}Z,8 5 Z,T -2 Q =

onde p é a projecdo candnica e 1 é a composta: Ind5Z,S > Coind5Z,S % Z,T com Y e v as
aplicacoes dadas em 1.4.6.

Por 1.1.14 temos que ZyG é Z,T-livre e dai Z,G também é Z,T- projetivo. Assim, por
(14] (p.82) e como Ind§_ = Z,G ®z,1 — ~ _®z,r Z>G, obtemos a seqiiéncia exata

0 — IndGInd§Z,S ~ Ind§Z,S — Ind$Z;T — Ind$Q — 0

Dai, por 2.2.3, temos a seqiiéncia exata longa em cohomologia:

0 — H%(G, Ind$Z,S) — H°(G, Ind$Z,T) — H°(G, Ind$Q) —
— H'(G, IndSZ,8) "4 H\(G, IndSZZT) —» - --

Como [G : S] = oo segue por 1.4.9 e 2.1.4(i) que os trés primeiros termos da seqiiéncia
anterior sao nulos e dai (idg, j)* é monomorfismo.
Logo, usando N = FsG, M = FrG e ¢ = j em 2.4.4, obtemos

E(G, S) =1+dimg, Ker(res§y) =1+ dimg, (id,j)* (Ker(res§ y))
< 1+ dimg, Ker(res§,,) = E(G, S, FrG).

4.2.17 Corolério: Se [G:T] =00 e [T : S] < oo entio
E(G,T) < E(G, S).
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Demonstragao: Por hipétese, [T : S] < oo. Dali, por 4.1.1(iv), FsG = FrG. Assim,
E(G,T) = E(G,T, F1G) = E(G, T, FsG). Pela proposicao anterior, E(G,T, FsG) < E(G, S).
Logo, E(G,T) < E(G,S). ]

4.2.18 Proposicao: Se [G: S| =0 e [G: T] < oo entio
E(G,S) < E(T,S).

Demonstragao: Como [G : T] < 0o, tomando S =T e M = Ind5Z,S em 1.4.4(ii), segue que
Ind$§ (Ind5Z5S ) = Coind§ (Ind5Z,5 ). Assim, a aplicagio induzida

(idg, 9)" : H' (G, IndS(Ind5Z55)) — H' (G, CoindS(Ind%Z,5))

é um Z,G-isomorfismo e dai, por 2.4.5,

Ker(resg a753) = (0 9) (K er(resg . dgm)) c Ker(resy . £7:3)"

Logo,

E(G,S) = E(G,S,FsG) = E(G, S,Ind{Z,5) = 1 + dimz, Ker(res§ jo7-5) =

< 1+dimg, Ker(resg,mdgzz_s) = E(T, S, Ind%Z,S) = E(T, S, FsT) = E(T,S).

Portanto E’(G, S) < E‘(T, S).
4.2.19 Proposicao: Se (G, S) € um par de grupos com |G : S] = oo entdo
E(G,S) < E(G,S).

Demonstragao: Consideremos a seqiiéncia exata de Z,S-mdédulos

BE . .
{0,5}

Por 1.1.14 temos que Z,G é ZyS-livre e dai Z,G também é Z,S- projetivo. Assim, por

0—Z,~{0,S} —PS—Q= 0.

[14] (p.82) e como Ind§_ = Z,G ®z,5 — ~ —®z,s Z>G, obtemos a seqiiéncia exata
0 — Z2G ®z,5 Zo 2+ Z,G ®2,5 PS —+ Z5G ®z,5 Q — 0.

Dai, por 2.2.3, temos a seqiiéncia exata longa em cohomologia:

0 — H(G, Ind$Z,) — H'(G, Ind$PS) — H(G, Ind$Q) —
— HY(G, IndSZ,) "8 H'(G, Ind$PS) — - --

Como [G : S] = oo segue por 1.4.9 e 2.1.4(7) que os trés primeiros termos da seqiiéncia

anterior sao nulos e dai (idg, ¢)* ¢ monomorfismo.
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Logo, considerando N = Ind§Z,, M = Ind$PS e ¢ = ¢ em 2.4.4, obtemos

E(G,S) = E(G,S,Ind§Z,) =1+ dimgz, Ker(res§ )
< 1+ dimg, Ker(resg,) = E(G, S, Ind§PS) = E(G, S).

O dltimo resultado desta se¢ao nos d4 uma condicao necessaria para que um par de grupos
(G, S) seja um D"-par.

4.2.20 Teorema: Seja (G,S) um par de grupos com |G : S] = oo.

(i) Se (G, S) é um D"-par entdo E(G,S) = 1.

(i3) Se G é um D"-grupo com mddulo dualizante C e S é um D" '-subgrupo com mddulo
dualizante ResSC entio E(G,S) < 2.

Demonstragao: (i) Observemos que se (G,S) é um D!-par entdao, por 2.7.15, G e S sao
DO-grupos sobre Z,. Assim, por 2.7.10, G e S sdo grupos finitos e dai [G : S] < co. Logo, nas
hipéteses acima, temos necessariamente n > 1.

Considerando M = FsG em 2.5.4, obtemos a seqiiéncia exata longa

G

H'(S,FsG) — -+

TES

resc"
0 —» H(G, FsG) "5 H'(S, FsG) 5 H'(G, S, FsG) % H\(G, FsG)

Seja C' 0 médulo dualizante do par (G, S). Entao

H\(G,S,FsG) ~ H\(G,S,IndS$Z,S) (por 4.1.2)
~ H,_1(G,C ®z, Ind$Z,S) (por 2.7.12)
~ Hp_1 (G, Ind§ (Res§C ®z, Z55)) (por 1.4.8)
~ H,_, (S, Res§C ®z, Z,5) (por Lema de Shapiro: 2.3.1)
~ H°(S,Z,S) (por 2.7.15(i7) e 2.7.1)
= HO° (S, Coind{SI}ZQ) (pois Z,S = Coind{sl}zg)
~ H°({1},Z,) (por Lema de Shapiro: 2.3.1)
~7Zs (por 2.1.6(1))

Como [G : S] = oo segue, por 1.4.9, que (Indgz_rzS)G =0 e daf
H(G, FsG) ~ H'(G, IndSZ,5) = (Ind$Z,5)° = 0.

Isto implica que o homomorfismo § da seqiiéncia acima é monomorfismo. Assim,
H(S,FsG) ~ Im § C H'(G,S,FsG) ~ Z,, isto é, H*(S,FsG) C Z,. Por outro lado,
H°(S, FsG) ~ (FsG)®. Como S € FsG e S,0 € (FsG)® entdo (FsG)° D {0, S} ~ Z,. Logo,
Z, C (FsG)® ~ H(S, FsG) C Z, o que implica em H°(S, FsG) ~ Z,.

Assim,

H'(G,S,FsG) _ H'(G,S,%sG) _ H'(G,S,FsG) _Z,

G —
Kerd — Ims = H'5.%:0) =

Ker(resg) ~ Im J ~
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Portanto, E(G, S) = 1 + dimgz, Ker(res§) =1+0=1.
(#) Por hipétese, G é D"-par. Entio H'(G,Ind$Z,S) ~ H,_,(G,C ®z, Ind§Z,S). Agora, no
item (i) vimos que H,_;(G,C ®z, Ind$Z,S) ~ Z,. Assim, dimz, H'(G, Ind$Z,S) = 1.
Como Ker(res§) é um submédulo de H(G, Ind$Z,S), segue que

E(G,S) =1+ dimg, Ker(res$) < 1+ dimg, H'(G, Ind$Z,) = 2.
ou seja, E’(G‘, S) <2

4.2.21 Exemplos:
(1) Seja G = (a) * (b)) ~Z * Z.
(@) S = (aba™ b))~ Z:

Vimos em 2.7.17 que (G, S) é um PD?-par. Assim, pela proposicdo anterior, E’(G, 3)=1.
b)) T=(p)~Z:

Por [1] (ex.2.2(c),p.8), temos que E(G,T) = oo. Agora, por 4.2.19, E(G,T) < E(G,T).
Logo E‘(G, T) = oo. Dai, concluimos que o par (G,T) ndo é um D?-par, apesar de G e T serem
D'-grupos.
(2) Consideremos G = (a,b | a®b® = 1) e S = (b) ~ Z. Temos que G = m(KB), onde KB
denota a garrafa de Klein, e dai G é um PD?-grupo (por 2.7.6(2)). Como S é um P D'-subgrupo
segue pela proposi¢do 4.2.20 que E‘(G, S)<2.
(3) Se considerarmos X = M? — D? com M? qualquer superficie fechada orientada diferente
de S? entio (G = m(X),S = m(0X)) é um PD?-par (por 2.7.17) e daf pela proposi¢do 4.2.20,

E(G,S) =1.
(4) Seja G o grupo dado no exemplo 4.2.15(3).
Consideremos o subgrupo S = {((0,0),c) | c € Z}. Este subgrupo nao é normal em G, pois
para g = ((1,1),1) € G, g+ S = {((1,1),14¢) |c€ Z} # {((1,1+2¢),1+c) | c€E Z} = S +g.
Temos que G é um PD3-grupo, pois G é o grupo fundamental de uma superficie de
dimensdo 3 (ver [21]). Além disso,

H'\(G,FsG) =~ H'(G,IndS$Z,S) (por 4.1.2 e 2.2.2)
~ Hy(G,C ® IndSZ,S) (pois G é PD?3 — grupo)
~ H,(G, Ind§(Res$C ® Z,S)) (por 1.4.8)
~ H,(S, Res§C ® Z,S) (por Lema de Shapiro: 2.3.1)
~0 (pois S ~ Z)

Assim, como Ker(res§ ) C H'(G, FsG) ~ 0 segue que Ker(res§r.) = {0} e por-
tanto

E(G,S) =1+ dimg, Ker(res§r.c) =1+0=1.
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4.2.22 Observagoes:
(1) Vimos em 4.2.21(1) que para o PD*-par (G = (a) * (b), S = (aba~'07")), E(G,S) =1¢e

no entanto por 4.1.12(iii) e (i) temos que
€(G,5) 2 €(G,{1}) =e(G) =

ou seja, €(G, S) = 0o. Analogamente, €(G,T) = oo para T = (b) ~ Z.

Isto nos mostra que o resultado anterior ndo € vdlido para €(G,S) e que para este par
(G,S), E(G,S) #&G,S).

Além disso, como €(G, H) = oo para todo par (G, H) tal que e(G) = 0o e H é um subgrupo
de G com |G : H] = 00, concluimos que €(G, H) nao nos dd nenhuma informagdo adicional para
08 subgrupos H, o que ndo ocorre com E(G, H) pois para G,S,T como no ezemplo 4.2.21(1)
temos E(G,S) =1 e E(G,T) = co.

H'(G, S, FsG)

(2) Desde que E(G,S) = 1+ dimg, (FsG)5/(FsG)C

obtemos uma interpretagdo para €(G,S) em termos de cohomologia relativa. Além disso, se

sempre que ocorrer E(G, S) = &G, S)

(X,Y) é um par Eilenberg-MacLane realizando (G, S) entdo obtemos também uma interpretagdo
topolégica (por 2.6.25).

(3) Se (G,S) é um D™-par seque por 4.2.20 e 4.2.4 que #L(G, S, FsG) =1, ou seja, a classe
do levantamento trivial é a tnica classe de FsG-conjugagdo de levantamentos | : G — FsG da

extensio 0 — FsG — FsG x G — G —> 1 tais que lj; = (0,1ids).
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