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Resumo

Neste trabalho estudamos várias propriedades do núcleo da aplicação restrição

resgum : H'(G,M) — H'(S,M). Dentre elas, sua invariância nos pares ((G,S),M) e suas
relações com cohomologia relativa, com derivações e com levantamentos de extensões cindidas
(de grupos). Em particular, estudamos o invariante para pares de grupos E(G, S), definido
usando o núcleo da aplicação Tess ro, suas relações com ends de grupos, principalmente com
o end de par de grupos e(G, 5), e com a teoria de dualidade.

Palavras­chave: (co)homologia de grupos, dualidade, grupo das derivações, extensões de
grupos, ends de grupos e de pares de grupos.
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Abstract

In this work we study several properties of the kernel of the restriction map

resgm : H'(G,M) — H'(S,M). Among them, its invariance on pairs ((G,S),M) and its
relations with relative cohomology, derivations and splittings of split extensions (of groups). In
particular, we study the invariant for group pairs É(G, S), defined by the use of the kernel of
the map Tess rsa its relations with ends of groups, specially with the end of pairs of groups
e(G, S), and the duality theory.

Keywords: (co)homology of groups, duality, group of the derivations, extensions of groups,
ends of groups and of pairs of groups.
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Introdução

Neste trabalho um par de grupos será entendido como um par (G, S) onde G é um grupo
e S é um subgrupo de G, R indicará o anel Z ou o corpo Z; e a teoria de (co)omologia
(cohomologia e homologia) de grupos desempenhará um papel fundamental.

Dados um par de grupos (G, S) e um RG­módulo M podemos definir uma aplicação, bas­
tante natural, entre os grupos de cohomologia de G e de 5 com coeficientes em M, denominada
aplicação restrição:

(resSy)* : H*(G, M) > H*(S, M).
que será denotada (em todo nível), simplesmente, por res$x.

Esta aplicação tem propriedades muito interessantes .

O objetivo principal deste trabalho é explorar o núcleo “Ker(res& 4)” da aplicação
resgum : H'(G,M) — H'(S, M) sob vários aspectos. Dentre eles, sua invariância nos pares
((G,S),M) e suas relações com H'(G,S, M) (cohomologia relativa), com derivações e com
levantamentos de extensões cindidas (de grupos). Em especial, considerando o Z2G­módulo
particular M = FG := (BC G|BC F.S para algum subconjunto finito F de G), desta­
camos o estudo do invariante para pares de grupos E(G, S)i=1+dimz, Ker(resS 7,6) ; Suas
relações com ends de grupos, principalmente com o end de par de grupos e(G,S), e com a
teoria de dualidade, uma vez que o mesmo nos dá, como vimos, uma condição necessária para
(G, S) ser um par de dualidade.

Assim, no capítulo 1, apresentamos alguns pré­requisitos que são fundamentais para o
desenvolvimento dos capítulos posteriores, como por exemplo, resoluções projetivas e livres, e
os módulos (co)induzidos (incluindo a fórmula de Mackey).

No capítulo 2, introduzimos os conceitos de (co)homologia absoluta e relativa de grupos,
incluíndo alguns exemplos; as aplicações induzidas em (co)Jomologia; o lema de Shapiro, que
relaciona a (co)jàomologia do grupo G com a (co)omologia de um subgrupo S de G e que é útil
em várias situações; a aplicação restrição, anteriormente citada e algumas de suas importantes
propriedades que são utilizadas principalmente no capítulo 4. Interpretamos topologicamente
(co)homologia absoluta e relativa de grupos e observamos que se G é um grupo, que está
munido de uma estrutura de CW­complexo, em geral, a (co)omologia do grupo G é diferente

Ab
AVAVAV

cm 1 2 3 4 5 6 7 unesp”". 12 13 14 15 16 17 18



da (co)homologia do espaço G (mesmo quando G é conexo). Além disso, apresentamos na
última seção um breve estudo de grupos e pares de dualidade.

Os principais capítulos do trabalho são os capítulos 3 e 4.
|

No capítulo 3, vimos as relações de H'(G, M), H'(G,S,M) e Ker(res%y) com o grupo
das derivações de G em M, Der(G, M) = (fd: G— M | d(99!) = d(9) + 9 ­d(9!), V 9,9 € G),
e seus subgrupos: P(G, M) = (dm E Der(G, M),m € M | dn(9g) = g'm—m, Vg E G),
Der(G,S, M) = (d € Der(G, M) |d, =0) e P(G,S, M) = (dm € P(G, M) | dm, = 0). Mais
precisamente, temos os seguintes isomorfismos (de grupos):

Der(G, M)
P(G,M) '

H'(G,S, M) = Der(G,S, M),
— Der(G,S, M)
— P(G,SM)'

H'(G,M) x

Ker(resSyu)

Apresentamos alguns exemplos e observamos que, em geral, H'(G, M) £ H'(G, (1), M).
Na última seção desse capítulo, verificamos que existe somente uma extensão cindida de

G por M (a menos de equivalência) associada a ação dada de G sobre M, a saber, a extensão

03 MD MXGOCGCSI (+)

onde M x G é o produto semi­direto de G por M relativo a ação dada, e 1 e 7x são as aplicações
inclusão e projeção canônica. Denotando por L(G, M) o conjunto das classes de M­conjugação
de levantamentos | : G — M x G da extensão (*), mostramos que os elementos de L(G, M)
estão em correspondência biunívoca com os elementos de H'(G, M). Também provamos que se
L(G, S, M) indica o conjunto das classes de M­conjugação de levantamentos 1: Gy Mx G

da extensão (*) que satisfazem ll, = (0,ids), então existe uma bijeção entre L(G,S,M) e
H'(G,S,M)
P(G,S,M)

os dois coincidem. Como conseqiiência, temos que 08 elementos de L(G,S, M) estão em cor­

, que é uma generalização do resultado anterior no sentido que tomando S = (1)

respondência biunívoca com os elementos do Ker(resSmM). Vários exemplos foram analisados.
No último capítulo, estudamos o invariante E(G, S). Inicialmente exploramos algumas

propriedades do Z2G­módulo FsG, recordamos os conceitos de ends de grupos e de pares
de grupos: e(G), e(G,S5) e e(G,S), citamos alguns dos principais resultados destes ends e
apresentamos os invariantes (ends) E(G,S, M) e E(G,S) (definidos por Andrade e Fanti [1]).
Em seguida, nos dedicamos ao estudo de É(G, S), provamos que ele é um invariante para pares
de grupos (G, S) e que o mesmo está bastante relacionado com os os invariantes ends (já citados)
e, em especial, com o end de pares de grupos e(G, S) (definido por Kropholler e Roller [16]);
temos por exemplo, que “E(G,S) = E(G, S) < oo” se, e somente se, a aplicação res$FG é nula
ou equivalentemente, Ker(resg r;) = H'(G, FG)”. Relacionamos, também, este invariante
com L(G,S,FsG). Apresentamos ainda algumas propriedades de E(G, S), dentre elas uma

vil
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propriedade interessante para pares de dualidade, a saber: “ Se (G, 5) é um D”­par então
E(G, S) =1"”. Mostramos através de exemplos que esta propriedade não é válida para e(G, S)
e exibimos assim um par (G, S) tal que E(G,S) £ €(G,S).

Finalmente, observamos que em função da interpretação topológica dos grupos de (co)ho­
mologia (dada no capítulo 2), em particular de H'(G, M) e H'(G,S,M), podemos obter
também uma interpretação topológica para L(G, M) e Ker(resguv), e conseqiientemente, para
L(G,S,M) e E(G,S).
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Capítulo 1

Preliminares

1.1.  RG­módulos

Em todo texto denotaremos por R o anel dos inteiros Z ou o corpo Z; e por lg sua
unidade.

1.1.1 Definição: Seja G um grupo denotado multiplicativamente, com elemento neutro 1.
Seja RG (ou R[G] ) o R­módulo livre gerado pelos elementos de G. Assim, um elemento de

RG é erpresso unicamente na forma d ra9, comr, E R er, = 0 para quase todo g em G (isto
9€G

é, erceto para um número finito de elementos g em G).
Em RG as operações de adição e multiplicação são dadas por:

(= no + (= so) NS (r4+59
9€G 9€G 9EG

(= no : (= so =X” (rssn.)(gh).
9€G heG g,heG

Tais operações fazem de RG um anel com unidade 1rg = lrl, chamado anel grupo de G
sobre R. Em geral, o elemento 1rg E RG será denotado por 9.

1.1.2 Exemplos:

(1) Se G=(t) = Z então RG pode ser identificado com o anel dos polinômios de Laurent:

R[t, 1] := DD rit' |Ir;e Rer;=0 para quase todo i E Z).
iez

(2) Se G = (t) — Z, então 1º = 1 e (1,t,8º,...,tº*) é uma R­base de RG. Portanto
RG= (ro +rit+... +raatº! |r;e R, i=0,...,n—1).
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1.1.3 Observações:

(1) SeG é um grupo e R=Z, entãox E Z4G é da forma x = Ig) +... +l1g = gi +... +
comleZd%egeG.
(2) Para qualquer grupo G podemos definir o homomorfismo de anéis e : RG — R tal que

e(g9) = 1 para todo g E G e estender por linearidade. Este homomorfismo é denominado
aplicação aumentação. Note que e é sobrejetor.

1.1.4 Definição: Sejam G um grupo denotado multiplicativamente com elemento neutro 1 e
M um conjunto não vazio. Uma ação (à esquerda) de G sobre M (ou uma G­ação sobre M) é
uma função:

nu: GxM — M
(gm) = uíg,m) E gm

satisfazendo:

(a) l:m=m, vmE M;
(6) (ns2) m= an (Rm), Va,pnEGeVmeEM,;

Se na definição acima M tiver uma estrutura de grupo (aditivo), para que esta estrutura
seja preservada pela G­ação, além das condições (a) e (b) exige­se a seguinte condição:

(0) g (Mm +mo)=9m+g9m, VgEeEGe Vm,meEM.

1.1.5 Observações:

(1) Equivalentemente, uma G­ação (à esquerda) sobre M é um homomorfismo

nu: G — Bij(M)
9 mm uíg)= ns mm):=9"m,

onde Bij(M) é o grupo das bijeções de M em M. Neste caso, dizemos também que M é um
G­conjunto.

No caso em que M é um grupo (aditivo), uma G­ação sobre M é um homomorfismo:
un: G— Aut(M), onde Aut(M) é o grupo dos automorfismos de M, pois pela condição (c),
ua: M> M é um homomorfismo.

Agora, se M é um espaço topológico, erige­se em geral que a aplicação 17 : M — M seja

contínua para todo gq E G (ao invés de homomorfismo). E assim, 1: G — Homeo(M).
(2) Analogamente, define­se G­ação à direita sobre M. Pode­se verificar que a partir de uma
G­ação à esquerda sobre M obtemos uma G­ação à direita sobre M da seguinte forma:

= Ql
m*gi=9 ­m.

1.1.6 Definição: Dizemos que a ação de G em M é livre se a seguinte condição for verdadeira:
g:m=m, para algum m E M se, e somente se, g= 1.
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1.1.7 Definição: Dizemos que a G­ação sobre M é trivial se para todo m € M etodog€EG,

gm=m.

1.1.8 Definição: Sejam € M. A G­órbita de m, denotada por G(m), é o seguinte subcon­
junto de M:

G(m) := (g:m|g E G).

1.1.9 Proposição: Seja G um grupo e M um conjunto não vazio. Então, M é um
RG­módulo (à esquerda) se, e somente se, M é um R­módulo (à esquerda) munido de uma
ação (à esquerda) de G sobre o grupo aditivo (M,+).

Demonstração: Se M é um RG­módulo então M é um R­módulo considerando:

rm := (rl1)m

e pode­se definir uma G­ação por:
g:m:=(lrg)m.

Reciprocamente, se M é um R­módulo e existe uma ação de G sobre M então podemos
dar a M uma estrutura de RG­módulo da seguinte maneira:

os r.9)m := SN r(g­m). =

1.1.10 Corolário: M é um ZG­módulo se, e somente se, M é um grupo abeliano munido de
uma G­ação.

1.1.11 Corolário: M é um Z2G­módulo se, e somente se, M é um Za­módulo (equivalentemente,
grupo abeliano em que todo elemento tem ordem 2 ) munido de uma G­ação.

Segue dos corolários acima que todo ZG­módulo é um ZG­módulo, mas a recíproca
não é verdadeira.

1.1.12 Observação: Todo R­módulo M pode ser visto como um RG­módulo com a G­ação
trivial. Em particular, M = R será, em geral, considerado um RG­módulo trivial e assim

os ra9)r := S rs(g r)= DU = e” ra9)r.
Quando R = Z, esta é a única estrutura de Z2G­módulo possível, pois Aut(Z2) = fid).

Considerando X um G­conjunto e RX o R­módulo livre gerado pelos elementos de X,
podemos estender a ação de G sobre X a uma ação de G sobre RX da seguinte maneira:

com g EG,r,;eRexEeX.
Assim, temos o seguinte resultado:
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1.1.13 Proposição: Sejam X um G­conjunto livre e E um conjunto de representantes para
as G­órbitas em X. Então RX é um RG­módulo livre com base E.

Demonstração: Seja E = (171, A E A) um conjunto de representantes para as G­órbitas em

X. Então X = U Gí(rx)) e assim
DEF

RX =R ( U 6») = EP R(G(0)).
ENO TÃ€E

sendo que a última igualdade é verdadeira por [6] (p.13).
Agora, como a (G­ação é livre temos, para cada xx, que a aplicação

h: G > G(t1)
9 mp f()=9'n

é uma bijeção. Daí, R(G(r))) = RG.
Logo, RX = EP (RG),

1r,€E

1.1.14 Corolário: Se S é um subgrupo de G então RG é um RS­módulo livre com base num
conjunto E de representantes para as S­órbitas em G (que são as classes laterais à esquerda de
S em G ), isto é, RG = EDa(RS).

9€EE

Demonstração: Temos que G é um S­conjunto com a ação dada pela multiplicação dos ele­
mentos de S por elementos de G (isto é, 8­ 9 := sg) e esta ação é livre (pois: s«­ gy=99s=]).
Portanto, o resultado segue da proposição anterior. —

1.2 (Co)invariantes
Sejam G um grupo e M um RG­módulo (à esquerda).

1.2.1 Definição: O grupo de coinvariantes de M, denotado por Meg, é dado por:

Mg = M/igm=m|geGemeM)

onde (g' m—m |g e GemEM) é o submódulo de M gerado pelos elementos g­ m—m, com
geGemeM.

1.2.2 Observações:
(1) Se a ação de G em M é trivial então Mg = M.
(2) SejaIl = (gr m—m |gEGemeEeM) Sem:i=m+IeMçgegeEeG, definindo
gg Mi:i=7q9"m=Tm segue que G atua trivialmente em Mg tornando­o um RG­módulo trivial. O
nome coinvariantes vem do fato de Mc ser o maior quociente de M no qual G atua trivialmente.

4
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1.2.3 Proposição: Se R é visto como RG­módulo trivial (à direita) então

R$ne M = Mc

como grupos (e como RG­módulos triviais).

Demonstração: Seja é : Mg > R Org M definida por É(m) = lx &m, vm E Me. É fácil
ver que & está bem definida e é homomorfismo de grupos.

Vamos definir uma inversa para é. Consideremos Mg como RG­módulo trívial e seja
f: Rx M — Mag definida por f(r,m) = rm. Temos que f é biaditiva. E ainda, para todo
1 =X rgeEeRG,reRemeEM, como a G­ação em Mg é trivial e Tm = e(r)m segue que
fí(rz,m) = f(re(s), m) = (re(x))Õm = r(e(x)m) = r(Em) = f(r, tm).

Assim, considerando o diagrama

Rx M­”— Mc
7| 27%

R&SOng M

e usando a Propriedade Universal do Produto Tensorial ([17], teor.1.1, p.138) temos que existe
um único homomorfismo 7 de grupos abelianos (que comuta o diagrama)

v: Re M > Mc

rem » yvíirem)=f(tr,m)=rm

Além disso, % é inversa de À, e considerando R &rg M como RG­módulo trivial segue
que R Org M = Mc (como RG­módulos triviais). =

1.2.4 Corolário: Se L é um RG­módulo livre com base fe;)ier então Lg é um R­módulo livre
com base feibtier.

Demonstração: Basta usar a caracterização de Lg dada na proposição anterior e o fato que
L é livre com base fe;Yier. D

1.2.5 Observação: Em vista da proposição 1.2.3, se M é um RG­módulo podemos identificar,
quando for conveniente, Mg com R&Êg M.

Recordemos que o produto tensorial M &, N é definido quando M é um A­módulo à
direita e N é um A­módulo à esquerda ([17], V.I, p.138). Todo RG­módulo à esquerda M pode
ser considerado como um RG­módulo à direita definindo: m*xg:=g!"­«m,ygeGemeM.
Assim, faz sentido considerar o produto tensorial de dois RG­módulos à esquerda.

Ação diagonal no & ,: Se M e N são RG­módulos (à esquerda) podemos definir uma G­ação
sobre M (Q, N (a qual é induzida da ação de G sobre M e N) da seguinte maneira:

GxXMQN > MON
(g,m&Sn) mp g (men :=9megn

Com esta G­ação, M (&)7 N torna­se um RG­módulo e temos o seguinte resultado:

5
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1.2.6 Proposição: (M QN); = MOrN.

Demonstração: Definindo em M(Q,N a relação ­: Jg! men=meg­n vemos que
MoerxN

MoerN= ([17], VI, p.138).
Como todo elemento m € M é da forma g ­ m' com m' € M, a relação anterior pode,

também, ser dada por: mO&n=9:m/GSg­n.
Por outro lado, considerando em M (Q, N a G­ação diagonal segue que

(M &x N >= Mer N/(Wgmog:n)­(men) | geGemeneMESÊRN).

Isto significa que estamos identificando em M &rx N os elementos da forma g: m&g­n
com m & n. Logo

MerN
(Mor N)a= = M &reN.

1.2.7 Corolário: MON >= NOrnM.

Demonstração: Como R é um anel comutativo, por [17] (V.2, p.142), Mer N= NQE&k M.

1.2.8 Observação: Podíamos obter Mg = R&Org M como consequência da proposição 1.2.6.
Além disso, segue do corolário anterior que Mg = R&Rg M=>Merçh.

1.2.9 Definição: O grupo de invariantes de M, denotado por MC, é dado por:

Mº=(meMl|gm=m, VgEGY.

1.2.10 Observações:

(1) Se a ação de G em M é trivial então Mº = M.
(2) É claro que a G­ação sobre M induz a G­ação trivial sobre MS e assim MS é um
RG­módulo trivial. Temos que MS é o maior submódulo de M no qual G atua trivialmente.

Sejam M e N RG­módulos. Considerando M e N como R­módulos podemos definir sobre
Homrgr(M, N) uma G­ação (denominada ação diagonal) de modo a torná­lo um RG­módulo.
Queremos analisar o grupo de invariantes deste RG­módulo.

Ação diagonal no Homp: a G­ação diagonal sobre Home (M, N) (a qual é induzida da ação
de G sobre M e N ) é definida da seguinte forma:

G x Honmng(M,N) — Hompgre(M,N)
(9, f) m g9Sf; (g:D(m)=9­f(g'm)),vmeM

Note que, o uso de g”! para definir a ação foi necessário devido a contravariância do
funtor Hom na primeira variável.
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1.2.11 Proposição: (Homge(M, N))º = Homree(M, N)

Demonstração: Sejam g € G e f E Homre(M,N). Temos

9f=1 e (Dim =fm),YmeMes flgim=fm,YmeM
so g:f(m)=f(gm) VEM (m=g9"'­m).

Logo

(Homgx(M,N))º =(f e Home(M,N) | g­ f(m) = f(g­m)) = Homac(M,N).
1.2.12 Corolário: Se R é visto como RG­módulo trivial (à esquerda) então

Homre(R, M) = Mº

como grupos (e como RG­módulos triviais).

1.3 Restrição e (Co)extensão de Escalares

Consideremos A, A» anéis e & : Ay — As um homomorfismo de anéis.

(1) Se Mé um Az­módulo (à esquerda) sempre podemos ver M como um A­módulo
(à esquerda) definindo em M a A­multiplicação:

AXM > M

(am) = am:=r(a)Mm

Neste caso, M é dito ser um A;­módulo por restrição de escalares (via «).
(2) Agora, se M é um A­módulo (à esquerda) vamos obter dois A4x­módulos (à esquerda),
bastante relacionados com M, da seguinte maneira:

e O Ax­módulo Homa, (Az, M)
Por restrição de escalares podemos ver 437 como um A;­módulo (à esquerda)

A, x Às — As

(01,02) > a102:=K(a)a, (multiplicação do anel)

e assim faz sentido considerar Homa,(A2, M).
Pode­se mostrar que a aplicação

Az x Homa, (Ao, M) —­— Homa, (Aa, M)
(02, f) . af; (a2f)(a5):=f(0502)

está bem definida e é uma Asz­multiplicação. — Assim, Homa, (Az, M) é um A2z­módulo,
denominado Az­módulo obtido de M por coextensão de escalares de A, para À,
(via «).
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e O As­módulo A; &4, M
Agora, consideremos a construção dual que usa & no lugar de Hom.
Usando a restrição de escalares vamos ver 47 como um A­módulo (à direita)

A X À — As

(42,01)  aza:i=ax(0) (multiplicação do anel)

e daí podemos considerar o produto tensorial As &a, M.
A aplicação

Az X (A3 a, M) — As&Aa, M
(02,05 & m) > a(s Sm) :=a26uoem

está bem definida e é uma As­multiplicação. Logo, 42 &a, M é um Az­módulo, denominado
A2z­módulo obtido de M por extensão de escalares de A, para À, (via «).

Finalizando esta seção enunciaremos, para facilitar futuras referências, três resultados que
podem ser encontrados em [6] (III.3, p.63­64).

1.3.1 Lema: Se M é um A;,­módulo então existe uma aplicação natural de A­módulos:
(1) 1: Homa (A9,M) — M definida por n(f) = f(l4,), VÍ E Homa, (Ao, M), onde
Homa,(A2,M) é visto inicialmente como um A2z­módulo por coextensão e depois como um
A;­módulo por restrição de escalares;
(id) i : M — Az S&a, M definida por i(m) := 18 m, Vm E M, onde Az Q&a, M é visto
inicialmente como um Az­módulo por extensão e depois como um A,­módulo por restrição de
escalares.

1.3.2 Lema: Sejam «x : A) — A? um homomorfismo de anéis, N um Az­módulo (à esquerda)
e M um Az­módulo (à esquerda).
(0) Se Ff: Ny M é uma aplicação de A,­módulos então existe uma única aplicação de
Az­módulos p : N — Homa,(A2,M) tal que rop = f (comm a aplicação dada no lema
anterior).

Homa, (As, M)
7

N J M
(1) Se Ff: M > N é uma aplicação de A­módulos então existe uma única aplicação de
Az­módulos q : As &a, M > N tal quegoi=f (comi a aplicação dada no lema anterior).

Ó
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1.3.3 Proposição: Se x : Ay — A, é um homomorfismo de anéis, N é um As­módulo

(à esquerda) e M é um A,­módulo (à esquerda) então
(1) Homa,(N, M) = Homa,(N, Homa, (Az, M)) como grupos;
(it) Homa,(M, N) = Homa, (A: S&a, M,N) como grupos.

1.4 Módulos (Co)induzidos

Sejam G um grupo e S um subgrupo de G. Vamos aplicar a construção da seção anterior
para o homomorfismo de anéis à : R$ — RG induzido da inclusão a : S > G (ou seja,
A, = RS e A; = RG com R = Z ou Z2). Todos os resultados da seção anterior se aplicam
neste caso particular.

(1) Se M é um RG­módulo podemos ver M como um RS­módulo por restrição de escalares
via

a). O RS­módulo M assim obtido é usualmente denotado por ResSM ou simplesmente( ) P Ss Pp
por M caso não haja confusão.

(2) Agora, acada RS$­módulo M associamos dois RG­módulos.
+ O RG­módulo obtido de M por coextensão de escalares (que neste caso chamamos de
coindução) é denotado por CoindSM, ou seja,

CoindSM = Homgrs(RG, M)

e a G­ação é dada por

G x CoindGM — CoindGM
(9, f) m g9:f; (9 D(9)=/f(99)

e O RG­módulo obtido de M por extensão de escalares (que neste caso chamamos de indução)
é denotado por IndSM, isto é,

IndSM = RG &hs M

e a G­ação é dada por

GxIndGM — IndGM
(g,9Om) =» g (Jem) =9908m

1.4.1 Definição: Os RG­módulos

CoindfyM = Homng(RG,M) e Indf,yM=RGORM
são chamados, respectivamente, módulos coinduzido e induzido.

9
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1.4.2 Observação: Considerando M= N e f=idy em 1.3.2 segue que:

Tn: CoindGM — M é um RS­epimorfismo,
Í >» fO)

i: M — IndGM éum RS­monomorfismo.
m ny» lem

1.4.3 Proposição: Sejam G um grupo, S um subgrupo de G, M um RS­módulo e E um
conjunto de representantes para as classes laterais à esquerda de S em G. Então:
(à) O RG­módulo CoindGM admite uma decomposição em produto direto, ou seja, eriste uma
família de sobrejeções n, : CoindGM — 9M, g€E DE, tal que a aplicação correspondente
CoindgGM — Il g9gM é um isomorfismo.

9€E

(ii) O RG­módulo IndGM contém M como um RS­submódulo e é a soma direta de transfor­
mados gM, sendo que q varia sobre E, isto é, IndGM = &9M;

9€E€E

Demonstração: [6] (p.67 e 70).

Seja M um RS­módulo. Vamos exibir um RG­homomorfismo do IndGM no Coind?M
(que de fato será um monomorfismo).

Consideremos a aplicação:

Vo: M — CoindGM

m 3 o(m); ami =| E” sg€s0 C.C.

Temos que ú, é injetora, pois vo(m)(1) = m, V m E M e daí m £ m/ => Io(m) £ Mo(m').
Além disso, para quaisquer se SS me MegeEG,

9 (sm) =(gs):m segesS
0 Cc.c.o(s: m)(9) = |

(gs): m segseS(EgeEs)
0 C.C.(s ­ Polm))(9) = do(m)(9s) = |

Assim, àº é um RS$­monomorfismo.

Tomando N = CoindGM e f = vo em 1.3.2, temos que existe uma única aplicação de
RG­módulos 9 : IndGM — CoindGM tal que Doi = %,. (*)

M — ——­ Ind$M
ó ­7o| 47

N = CoindGM

10
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Voi=1=>(Voi)(m)=(m)>YU(l1Sm)=h(m)=>

> 1 Em(9) = tm = | qm masc”0 Cc.e.
:

e assim, se q' € G, como à é aplicação de RG­módulos, v(9' ­ (1&m)) = 97 ­I(1&m). Logo,
Yg€EG, US Smi(g)=(9"­(18m))(9) = (YA Sm))(9) =A(1&Gm)(gg'). Portanto a
aplicação 9 : IndGM — CoindSM é dada nos geradores por

v(9 &m)(g) = | 99) im seg es0 Cc.e.

1.4.4 Proposição: Seja M um RS­módulo. Então:
(3) 9 : IndGM — CoindGM, onde 9 é aplicação (*) obtida anteriormente, é um RG­mono­
morfismo;

(id) Ind(GM >= CoindGM como RG­módulos se [G: S] < co.

Demonstração: [6] (prop.III.5.9, p.70).

1.4.5 Observações:

(1) Sempre que for conveniente, consideraremos IndGM como um submódulo do CoindGM
(isto é possível pelo item (i) da proposição anterior). Em particular, podemos considerar

(através da 9), Z4G > Indf,Z» como um submódulo do Z4G *** CoindfyZ». Neste caso,
é dada nos geradores por

v(9')(9) = U(9' S1)(9) = | o(99) segg' el) | 1 seg=(9)"Cc.Cc. O cc.

(2) Se escrevermos IndGM e CoindGM, respectivamente, como uma soma direta e produto
direto, (à pode ser identificada como a inclusão canônica da soma no produto. Se [G: S] < co
(isto é, se E é finito) temos que a soma direta e o produto direto coincidem e assim obtemos
que IndGM > CoindG M.

O resultado seguinte será usado no último capítulo.
N

1.4.6 Lema: Sejam S, T subgrupos de um grupo G satisfazendo S C TCcCGeMum
ZaG­módulo. Então:

(1) eriste um Z2G­isomorfismo natural: CoindSCoindkM & CoindGM;
(ii) existe um Z2G­monomorfismo natural: Ind$CoindkM & CoindSCoindT M.

Demonstração: (1) Tomando N = Z2G, A; = Z2S e Az = Z2T em 1.3.3 segue que

CoindGM = Homz,s(Z2G, M) = Homz,r(Z2G, Homz,s(Z2T, M)) = CoindfCoindfM.
11
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(ii) Basta considerar em 1.4.4, T no lugar de S e o ZoT­módulo CoindEM no lugar de M. =

Antes de apresentarmos o próximo resultado, observemos que dado um subgrupo T de
G e M um RG­módulo o somando gM do Ind%M é fechado sob a ação de T9 =: 9Tg”' (pois
9tg !­ (gam) = 9tg 'g&m=gtgOm=g98tm, para todo te Tem e M). Assim, gM é um
RTº­módulo. Em particular, se T é normal em G então 9M é um RT­módulo.

1.4.7 Proposição:(Fórmula de Mackey) Sejam T, S subgrupos de G e E um conjunto
de representantes para as classes duplas SgT. Então, para qualquer RT­módulo M, existe um
RS­isomorfismo

ResSIndúM > & Ind&nTs Restart. 9M.
g9EE

Em particular, se T' é normal em G então existe um RT ­isomorfismo

ResSIndúM > & 9M.
9EG/T

Demonstração: [6] (prop.III.5.6(b), p.69). =

1.4.8 Proposição: Se M é um RS­módulo e N um RG­módulo então existe um RG­isomorfismo

N Org IndGM > IndG(ResSN &ns M)

onde N &rxg IndgM é visto como RG­módulo com a G­ação diagonal e ResSN OSns M é visto
como RS­módulo com a S­ação diagonal.

Demonstração: [10] (lema 1.3.10, p.16). =

1.4.9 Proposição: Sejam G um grupo e S um subgrupo de G com [G: S] = oo então, para
qualquer R$­módulo M,

(IndGM)º =0

Demonstração: [10] (lema 1.3.11, p.17).

Vamos denotar por R(G/S) o R­módulo livre gerado pelas classes laterais 95, g € G.

Existe uma G­ação natural de G em R(G/S) induzida pela multiplicação à esquerda (isto é,
9“ (95) := (9'9)S). Assim, por 1.1.9, R(G/S) é um RG­módulo à esquerda.

Consequentemente, se M é um RG­módulo então, vimos na seção 1.2, que podemos dar
a Homre(R(G/S), M) e R(G/S) &x M a estrutura de RG­módulo com a G­ação diagonal.

Nessas condições, se considerarmos os RG­módulos CoindS ResGM e IndGResGM obti­
dos, respectivamente, por coindução e indução de escalares, temos:
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Nx

1.4.10 Proposição: Seja M um RG­módulo. Então eristem RG­isomorfismos naturais:

(1) Coindg ResGM = Homgr(R(G/S),M);
(ii) IndgResGM = R(G/S) &x M.

Demonstração: (1) Temos que

Í m E&(fS); E(P)(9S):i=9"f(9")
é um RG­homomorfismo cujo homomorfismo inverso é dado por:

v: Homge(R(G/S),M) — Hompes(RG,M)
Í m u(f); v(f)(g9)=9­f(97S)

(11) Seja f : RG x M > R(G/S) &xM definida por f(g,m) = gS&gm, VvVg EGemEeM,e
estendida por linearidade. Temos que f está bem definida, é biaditiva e f(gs,m) = f(g9,s8­m),
para todo g E G, se Sem e M. Assim, por [17] (teor.V.1.1, p.138) existe um único
homomorfismo de grupos

d: RGORs M —y R(G/S)OSRKM
(g&m) =» dgem) =f(gm)=9SSg­m

Agora, consideremos / : R(G/S) x M — RG &rx5s M dada por f(9S, m)=980g'"­m,
VgSEG/Seme M, e estendida por linearidade. Temos que f está bem definida, é biaditiva
e f((9S)r, m) = f(9S, rm), para todo g E G, re Reme M. Assim, por [17] (teor.V.1.1,
p.138) existe um único homomorfismo de grupos

v: R(G/S)JORM ­— RGOnsM
(9SSm) mn» v(igSgm)=f(gSm)=98g9'"m

Além disso, é e v são aplicações de RG­módulos e também 7 é inversa de 9.

1.4.11 Corolário: IndGR = R(G/S) como RG­módulos.

Seja G um grupo. Consideremos PG = (B | B C G) o conjunto das partes de G.
Temos que (PG, +) é um grupo abeliano (em que todo elemento tem ordem 2) com a operação
diferença simétrica, isto é, V B, CE PG,

B+C:=(B­C)U(C—­B)=(BnNCº)U(BºNC)

Além disso, a função

GxPG y— PG

(9,B) = g­B:=(9b|bEB)
é uma G­ação sobre PG.

Assim, conforme 1.1.9, PG é um Z2sG­módulo.
Considere FG = (F C G | F é finito) C PG. É fácil ver que FG é um Z2G­submódulo

de PG.
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1.4.12 Proposição: Sejam G um grupo e PG o conjunto das partes de G. Então

Z2G = Coindf,Z2 = PG.
como Z2G­módulos. Além disso, o “ Z2G­submódulo” Z24G > Indf,Z> de Z2G é levado por
este isomorfismo no Z2G­submódulo FG de PG.

Demonstração: Seja

Pp: Z2G=Homz, (72G,Z9) — PG
Íf m o(f)i=Br; Br=(9gEG|f(g)=1)

Temos que:

(1) p está bem definida;
(II) p é homomorfismo de grupos;
(III) píg'­ f) =(GeG|(g­ND(F)=1)=(GeEG|S(G79)=1)

=(9eG]|f((9)'g) '=1)=(99EG|f(g)=1)=9"p(f);
(IV) Considerando

v: PG — Homz, (Z2G,Z2)
1 seg!'eB

B =» B):= fg; =v(B) := fg fe(9) | O sega,
7 está bem definida e é uma inversa para p.

Assim, p é um Z2G­isomorfismo e portanto Z2G > PG.

Agora, vimos em 1.4.5(1) que Z9G >= [1ndf,Z» pode ser considerado como um
Z2G­submódulo de Z2G através do Z2G­monomorfismo dado nos geradores por

v: LG > HG

, , ! 1 seg= (9)
gm (9); dg)(D)=

O cc

Como 9 é monomorfismo segue que Z2G >= V(Z2G).
Mostremos que p(V(Z2G)) = FG.
Seja B E p(V(Z2G)). Então B = p(I(r)), 7 E Z9G. Agora, x E Z2G implica que

r1=1l191+...+19, com 1 € Z2, g; EG e 9; É g;j. Daí
1 seg=97(x) = 19(g1) +... +1U(g.) sendo que Ú(9;)(9)= | O cc

Logo, B = p(ú(r)) = (fg € G | (r)(g)) =1) = (g1,..­, 9x), ou seja, BE FG.
Reciprocamente, seja B == (g1,..., 9x) € FG. Podemos tomar 17 = 1g) +... +19; € Z29G

e daí ú(r) E Ú(ZG). Como

p(v(x)) = (9 € G | ú(n)(9) =1) = (gn... ad=B

Assim, B € p(U(Z2G)).
Portanto, como Z2G = V(Z2G) e p(90(Z2G)) = FG, concluímos que Z2G é levado por p

em FG. ­
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1.5 Resoluções Projetivas e Livres de R sobre RG

Vamos definir, a seguir, Resoluções Livres e Projetivas de R sobre RG (o anel grupo de
G sobre R). Pode­se definir de forma mais geral Resoluções Livres e Projetivas de M sobre A,
onde A é um anel com unidade e M é um A­módulo.

1.5.1 Definição: Uma resolução projetiva (respectivamente, livre) de R sobre RG, onde R
será visto como RG­módulo trivial, é uma sequência erata de RG­módulos:

Ô2 fo E«—FRnhn>Rh Rh RO

com cada F; RG­projetivo (respectivamente, RG ­livre). É usual denotar uma tal resolução por
e:FS>R

1.5.2 Observações:
(1) Dado um grupo G qualquer, sempre é possível construir uma resolução livre de R sobre RG
(usando o fato que todo módulo é isomorfo ao quociente de um módulo livre). Para um grupo
G arbitrário, apresentaremos abaixo uma resolução particular, bastante natural, denominada
resolução padrão.

(2) Toda resolução livre é projetiva, pois todo módulo livre é projetivo ([17], lema I.5.4, p.20).
(3) Se existir um inteiro n tal que F; = O, paraí > n, dizemos que a resolução tem comprimento
no márimo n.. Neste caso, escrevemos simplesmente

0 — Fr — ­.—Fhh—R—O.

1.5.3 Exemplos:

(1) Resolução Padrão/ Resolução Bar:
Sejam G um grupo e F, o R­módulo livre gerado por X,n, com X, o conjunto das

(n+1)­uplas (go, 91, ­ ­ ­, gn) de elementos de G. Consideremos as seguintes aplicações definidas
nos geradores por:

On: F, Fr)

(9o, .... 9n) Ôn(9o, e... In) = SC) (9, ... ; is e... In)
i=0

Fo R

(90) 1

e estendidas por linearidade.

Assim, temos o seguinte complexo:

Ôn Ô: fee) ED Fa o ED RD RO RO
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A G­ação livre sobre F,, é obtida da G­ação livre sobre X, (translação à esquerda, isto é,
9 * (Go; ­­­; In) = (99Go,­­­, 99n)). Daí, por 1.1.13, F, = RX, é RG­módulo livre com base em
um conjunto de representantes para as G­órbitas em Xn.

Agora, mostremos que o complexo (*) é exato. Consideremos F = (F;) com Fi = Re
hn : En > Fn41 dada nos geradores por:

hn(gGo, ­ ­­ In) = (1,90;­­­,Mm) se n>O0
hn(1g)= (1) se n=­1

Aqui vamos considerar (*) como um complero de R­módulos, pois hi, não é aplicação de
RG­módulos.

Efetuando os cálculos, obtemos

ecoh =idr,
h1 oE+O o ho = idr,
hn­1 o On + Ôn+1 o hn = idr,

ou seja, h é uma homotopia de cadeia entre idr e a aplicação nula.
Logo, as aplicações induzidas na homologia coincidem, isto é, id. : H.(F) > H,.(F)

é a aplicação nula ([17], teor.ILl.2.1, p.40). Isto implica que, para todo n, H.(F) = O e doí
Ker 0, = Im On41. Portanto (*) é exato.

Como Fr, é RG­módulo livre e o complexo (*) é erato segue que

e PAS Ra o 1 rnb RS RO0
é uma resolução livre de R sobre RG, denominada resolução padrão.

Resolução Bar:
Consideremos, na resolução anterior, como representante da G­órbita de (go, 91, ­­., mn)

o elemento 937 + (gos 1... Mn) = (1,99 1.159 Mm) = (1,91, 99NI) tal que
Mm = Inn

Vamos denotar um elemento (1,91, 9192;­­­, 9192­­­9n) de Fn por [91|92)...|9n). Esta
notação é denominada notação bar.

Usando essa notação temos que F, é o RG­módulo livre gerado pelos símbolos
[g1]|92]...l9n) e On(lglgal... on) = SC) 'dilailo| ..­.lgnl, com

"so

gilí92|...­|9n) se i=O0

di([gil92|..­ ln) = [91]... Jgina 991/92] o fon) se O0<i<n

[91] e.. Ign1] se i=n.

Como Fy é gerado pela I­upla (1) temos, na notação bar, que Fo? é o RG­módulo livre
gerado pelo símbolo [] ([]| =1) e assim Fy = RG.

16
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Por exemplo, temos:

do(l[g1l92]) = do(lgilg92]) — di([91/92]) + da([a1|92))
= do(1,91,9192) — d1 (1,91, 9192) + de(1,91, 9192)
= 91 (1,92) — (L91192) + (Lan)
= g1/92] — [9192] + [91),

A(lail) = do(la11) — di(lo1))
= do(1,91) — dl (1,91)
=a1(1)­1)
=a91[)­[).

Quando usamos a notação bar, a Resolução Padrão é muitas vezes chamada Resolução
Bar.

(2) Resolução de R sobre RG, quando G é cíclico infinito:
Seja G = (t) =>Z. Consideremos a seguinte sequência

0 — RG 2RG R—O0

tal que Ô é a multiplicação por (t — 1) ee é a aplicação aumentação, ou seja,

9 (= “e = (1) > ne 2 NE 2 rn) = Dra rd
í í i

i i

í pH

com r; E R er; = O erceto para um número finito de is, i E Z.

Sabemos que RG é RG­módulo livre e temos que
(1) ô é monomorfismo :

Sort E Ker OD=>O (re) =0=> JS "(ri — ri) = 0 => r; =Tj,V 1,5.
Como r; = O exceto para um número finito de índices então r; = O, V 1, e daí d rt. =0.

?

(IN) Imô=Kere:
Temos que

(0003) (= ne) =e (E — nº) = Soria —ri)= Sra — DD, =0O
i i i i i

e daí ImôcKere.

Agora, verifiquemos que Ker e C Im O.
Seja y = rotr+rt +... +ratiPoE Ker e tal que kEZ, nEN,rÉ0 er, AO (aqui

podemos ter r;= O se LI<i<n—1). Assim

e(y)=O=rn+mnmt+...+ri=0O=>r,=­rn=m­.
17
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Daí, existe x = (—ro)tt + (—ro — rt! +... + (ron. otra)HOD E RG com
O(x) = (t ­1)rÀr =y.
(III) e é epimorfismo, pois e é a aplicação aumentação.

De (1), (IT) e (ITI) concluímos que a sequência dada inicialmente é exata.
Logo

0 — RG 2» RG RO

é uma resolução livre de R sobre RG.
(3) Resolução de R sobre RG, quando G é cíclico finito:

Consideremos G = (t) = Z, (n E Nº) e a sequência

...— RG RG O RG De RGB RGS RO

ondee é a aplicação aumentação, t— 1 e N denotam, respectivamente, a multiplicação por t—1
el+t+...+t*!, isto é, seril +rit +... +rn1tº é um elemento de RG,

E(rol +mt+... +rnatº )=r+rid+o +Tnoa,
(t = )(rol +rat+... +Tnat8t9!) = (rn oro)! + (ro rI)DE+...+(rncoa = rn),
N(rol +rit +... +rnatºUI)=(1I+t+...+ODN(rol +Tnt+... + rato)

Sabemos que RG é RG­módulo livre e temos que
(1) e é epimorfismo, pois e é a aplicação aumentação.
(II) Im (t—1) = Kere:

Seja y = rol + t+... +rh1tº! e Ker e comr; E R, para O0<i<n+—l, podendo
serem nulos. Daí

e(y) = 0 => rn+rn+...+r1=0=>r9=­f­=Tio..oTnoo

Assim, existe x = (—=ro)l + (ro = m)t+... +(Cro mo... o Tnoa)IV? E RG tal que
(t­1Nr1r=7y.

Logo, Ker e C Im (t — 1).
Agora, seja y E Im (t—1) então existe z = rh l+rit+...+r, 11º” e RG comy = (t—1)z.
Daí

y=(rM ­r)l+(ro=r)E+...+ (Wo ­ra) =>e(y)=0=>yEKere.

Portanto, Im (t —1) C Ker e.
(III) Im N = Ker (t— 1):

Claramente Im N Cc Ker (t — 1), pois (t=I)N=t"—1=0,
Agora,

y € Ker (t= 1) WD y=rnl+nt+...+ratº e (t­1)y=0=>
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e assim, y =Tol +rot +... +rotf'=rn(lI+t+...+t7))eImM N.
Logo, Ker (t—=1) Cc Im N.

(IV) Im (t —1) = Ker N:
A inclusão Im (t— 1) C Ker N segue do fato que N(t—­ 1) = —­1=0.
Ágora,

y € Ker N=>y=nl +nt+...+ra1at”' e N(Y)=0>
=> (1+t+... +t)(rgl+rt+...+ratíi)=0 ES

=> (ro +Ti to. +rma)l+.. +(to+nid+o +rno)8O! = 02
=> ro +17 +... +rão=0=3r=­T7­T9o.. oTnA

e daíy =(t— 1) (ral +ra(14+t)+... +rna(l1+t+...+t17?)) E Im (t­1).
Logo, Ker N C Im (t — 1).
De (1), (IT), (ITI) e (IV) concluímos que a segqúência dada inicialmente é exata.
Portanto

..—— RG» RG 5 RG Do RGB RES RO
é uma resolução livre de R sobre RG.

1.5.4 Lema: See: F— R é uma resolução projetiva de R sobre RG e S é um subgrupo de
G então e: F —> R também é uma resolução projetiva de R sobre RS.

Demonstração: Seja

—— FP] e 9 RH 3>R>R—O0

uma resolução projetiva de R sobre RG.
Cada RG­módulo F; pode ser visto como RS­módulo por restrição de escalares. Devemos

mostrar que F; é RS­projetivo.

Como cada F; é um RG­módulo projetivo então, por [6] (prop.1.8.2, p.27), F; é um
somando direto de um RG­módulo livre. Ássim,

FEQ;> EP(RG),.
5AEA

Agora, pelo corolário 1.1.14, temos que RG é RS­módulo livre, ou seja, RG > & (RS)x.
NEN

Logo

F; O Q; = ED(RS),y
AN

e, novamente por [6] (prop.I.8.2, p.27), temos que F; é um RS­módulo projetivo.
Portanto, e : F — R é uma resolução projetiva de R sobre RS.
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1.5.5 Proposição: Se e : F > Z é uma resolução livre (projetiva) de Z sobre ZG então
e: F'=FSZZ > ZOz Za YZ, é uma resolução livre (projetiva) de Za sobre Z2G.

Demonstração: Por hipótese e : F — Z é uma resolução livre (projetiva) de Z sobre ZG, ou
seja, a sequência

o RD Ra Deco RAROS ZDO (1.1)

é exata com F; um ZG­módulo livre (projetivo).
Notemos que F! = F; &z Z2 é gerado pelos elementos da forma 1; 9 1 com 1; E F; e

1 € Z2. Como (tr; 91) + (1; 1) = 7; O(1+1) = 7; & 0 = O segue que17; & 1 tem ordem2 e
daí todo elemento de F! tem ordem 2. Além disso, Fj = F; &z Z2 é um grupo abeliano (pela
própria definição de produto tensorial).

A G­ação sobre F; e a G­ação trivial sobre Z2> induzem uma G­ação sobre F! dada por:

9 (1:81) :=9­1: 8.

Logo, F; é um Z2G­módulo.
Se F; é ZG­livre então F; = EP(ZG6),. Tomando S = (1), em 1.1.14, temos que

AEA

ZG = BDPs7Z21). Assim,
9€EG

ZG &z Za = (sz Oz Za (Ez) Sz Z: = EPD9(ZOzZ2) = DIZ: = 226.
4EG 9€G 9€EG g9€G

Logo, F Oz Zº = (Go) Oz Da &P (ze Oz Z2), Y EP(Z6),, ou seja,
aEA EA aEA

F'= F&Sz7 Z2 é um Z5G­módulo livre.

Agora, se F; é ZG­projetivo segue, por [6] (prop.I.8.2, p.27), que F; é um somando direto
de um ZG­módulo livre L;, isto é, L; = F,DQ; Daí, L; Oz Z = (FPQ:)OSzZ: >
(F; &8z Z2) D(Q; Oz Z2). Como L; ZG­livre então, pelo que vimos acima, L; Oz Z2 é um
Z2G­módulo livre. Assim, F; &z Z2 é um somando direto de um Z3G­módulo livre e portanto

(por [6], prop.1.8.2, p.27) F; &z Z2 é um ZG­módulo projetivo.
Falta mostrar que a sequência

1 1 1 o 1 EA FADE 2 eo 10 o R2ZO0

tal que F/ = F; &z Zo, E = 0 &idz, ee =c0Ridyz,, é exata,
Observemos que se F; é ZG­livre (projetivo) então F; é Z­livre (projetivo).
Sabemos que Z é Z­livre. Como todo módulo livre é projetivo segue que Z é Z­projetivo

e se F; for Z­livre então F; é Z­projetivo.
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Assim, por [8] (lema 1.5, p.6), temos que a seqiiência (1.1) é Z­cindida, isto é, existem
homomorfismos n : Z > Fo e s;: FE; > F;x1, Vi >1 tal que

eon=idg, moet+tôos=idr e si, 00 +Owisi=1dr, i>1.

Considerando os homomorfismos

7 :=n&idz,: LOz do > ROzZ: e s:i=sSidz,: F; Oz Za > Fi1 Oz Do

e usando o fato que Z &z Z2 = Za temos que a seqiiência (1.2) é Za­cindida. Logo, por [8]
(lema 1.4, p.6), (1.2) é exata.

Portanto €' : F' — Z, é uma resolução livre (projetiva) de Z2 sobre Z4G.

O RG­módulo R pode admitir várias resoluções projetivas. No entanto tais resoluções
são “ únicas a menos de uma equivalência de homotopia” como mostra o resultado seguinte.

1.5.6 Proposição: (Unicidade de Resoluções) See: F> Rec": F'—> R são resolu­
ções projetivas de R sobre RG então existe uma aplicação de cadeia T : F— F' preservando
aumentação (isto é, e oT = E), única a menos de homotopia e 7 é uma equivalência de
homotopia.

Demonstração: Dadas as resoluções projetivas de R sobre RG, e: FE > Ree!: ':=* AR,
consideremos os complexos de cadeia aumentados com R na dimensão ­1 e O (módulo nulo) nas
dimensões menores que ­1, e a família (1; : F; > Fi)ji<­1, comT., =1id: Ry> ReTt;=0:0­0

­ paraií< ­—l, ou seja,

Ô > Fo ER 2 50 oe.

Jar jo L
R—>0—>0

Claramente Or; = 1;­10; para 1 < —1 (pois 0; = 0; = O para 4 < —1).
Além disso, F; é projetivo para à > —1 e H;(C') = O para i > —1 (pois F > R é exata).
Assim, por [6] (lema 1.7.4, p.22) temos que a família de aplicações acima se estende a

Cc: > FP

Mea co
A 1

Cc: e... > Fl > Fo 2

uma aplicação de cadeia 7 : F > F' e 7 é única a menos de homotopia. À aplicação 7 preserva
aumentação, pois E ory = idgoe=eE.

Vamos mostrar, agora, que 7 é uma equivalência de homotopia.
Por raciocínio análogo ao anterior, existe uma aplicação de cadeia 7' : F > F preservando

aumentação (ou seja, e o 7' =€').
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Assim, considerando o diagrama

E)
A

o

ÔF > Fy É

o
> R

jar
e RA

jar
RA

temos que 7' o7 : F — F estende idr.

Mas idr : F — F também estende idr.

Portanto, pela unicidade em [6] (lema 1.7.4, p.22), temos que existe uma homotopia de
; / oca ah,cadeia h entre 7' o7 e idr, isto é, T''oT vidr.

ho. ; , dao :Analogamente, 7 o 7' « idr: e assim 7 é uma equivalência de homotopia.

O próximo resultado será utilizado posteriormente para garantir que os grupos de (co)homologia
estão bem definidos. Para isto necessitaremos de alguns conceitos, dentre eles, o de funtores
covariantes e contravariantes que podem ser encontrados em [17] (1.8, p.28 e 29).

1.5.7 Proposição: See : F > Ree!: F! > R são resoluções projetivas de R sobre RG eT é

um funtor covariante (ou contravariante) aditivo (ou seja, que satisfaz T(6+65') = T(6) +T(0')
com (À, ' homomorfismos) então os complexos T(F) e T(F') são homotópicos.

Demonstração: Vimos, na demonstração da proposição anterior, que existem (e são únicas)
aplicações de cadeias 7 : F > F' eT': F — F, ambas preservando aumentação. Além disso,
temos que existem homotopias de cadeia h e h' tais que T' oT à idr etoT kh idr', ou seja, 7
é uma equivalência de homotopia.

Consideremos o seguinte diagrama
Ô2 d

u*—— E F o

idr,| 174 072 ide ||rron idro| |71607o
hi ho

' Y F> 2 F, EX Fo " R “0
Como 7' o 7 * idr segue que hod +Ooh=(1'on7)­idr. Por hipótese, T é um funtor

aditivo e assim T(ho 3) + T(Ooh)=T(7'"o7)­— Tí(idr).
Se T é covariante, temos que: T(h) o T(0) + T(ô) o T(h) = T(1') o T(1) — idrçr), ou seja,

T(h) é uma homotopia de cadeia entre T(7') o T(7) e idr(r).

E
F R ——O

E também, considerando 7 o 7' É idr: temos que T(h') é uma homotopia de cadeia entre
T(r) o T(7') e idTçr').

Portanto T(r) é uma equivalência de homotopia entre os complexos T(F) e T(F').
Agora, se T é contravariante também obtém­se, de modo análogo, que T(r) é uma equi­

valência de homotopia entre T(F) e T(F'). =
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Capítulo 2

(Co)homologia de Grupos

2.1. (Co)homologia Absoluta de Grupos

Nosso objetivo agora, é apresentar o conceito de (co)homologia (cohomologia e homologia)
de um grupo G com coeficientes em um RG­módulo M. Consideraremos apenas R = Z ou
Z2 (como suposto desde o início). Mas é interessante observar que podemos definir, de forma
análoga, (co)J))omologia de um grupo G considerando qualquer anel comutativo com unidade.

2.1.1 Definição: Sejam e : F — R uma resolução projetiva de R sobre RG e M um
RG­módulo (à esquerda). Consideremos os complexos de cocadeia e cadeia, respectivamente,

Homre(F,M): 0— Homnrc(Fo,M) E Homre(F,,M) & Homee(Fas,M)—­«s,

FORM: — ESOM 2 FORM O ROM O,
com o operador cobordo dado por 6" (f) := foÔn+1, para todo f E HomgeG(Fn, M) e o operador
bordo dado por dn :== O, &id. Os n­ésimos grupos de cohomologia e homologia de G (sobre R)
com coeficientes em M são, para todo n E Z, definidos, respectivamente, por:

H”"(G, M) := H"(Homrc(F, M)) = FE.
HÃ(G,M) := H.(F 8re M) = É.

Im ônm

2.1.2 Observações:
(1) Como Homrc(­, M) e — &rg M são funtores aditivos segue pela proposição 1.5.7 que os
grupos de (co)J)L>omologia independem da resolução projetiva escolhida.
(2) H"(G,M)=0e H](G,M)=0,Yn<O. 7

ON

SENA

2.1.3 Proposição: Se M é um Z2G­módulo então os grupos de (co)JrLomologia de G (sobre
Z2) com M visto como Z2G­módulo e os grupos de (co)&omologia de G (sobre Z) com M visto
como ZG­módulo são naturalmente isomorfos.
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Demonstração: Seja e : F > Z uma resolução projetiva de Z sobre ZG. Então, por 1.5.5,
e' =c &id: F'= F Oz Za > LZOz Za  Z2 é uma resolução projetiva de Z» sobre Z2G.

As aplicações

v: Homzge(F,M) — Homza,.c(F',M)
Í mr vv); vDizal):=/f(1))1IEZ,

d: FOZAM > FEOzóGM
rem » (rellem;leZ,

estão bem definidas e são isomorfismos.

Logo, usando a definição de (co)omologia de grupos (sobre Z e Z2) e o fato que tal
definição não depende da resolução projetiva escolhida, obtemos o resultado. =

2.1.4 Proposição: Se M é um RG­módulo então
(1) Hº(G, M) = Mº;

Demonstração: Seja ««« — F, — «.— F,y — Ff — R — O uma resolução projetiva
de R sobre RG.

(1) Como, por [14] (teor.1.8.7, p.72), o funtor HomgeG(—,M) é exato à esquerda segue que a
sequência

0 — Homee(R,M) É Homree(Fo,M) É Homrge(F,M) —
Ter
0

é exata à esquerda e daí e* é monomorfismo e Im e* = Ker 6º,
Assim

0Hº(G,M) := RT. = Ker 6º = Im e “TR
Homre(R, M) ct:mon. 1.2.12

>= Ker pr = Homrçg(R, M) = Mº.

Portanto Hº(G, M) = MC.
(11) Agora, como, por [14] (teor.I.7.9, p.66), o funtor — Org M é exato à direita temos que a
sequência

.— FReM *» RegM  RegM — O
1a,

0

é exata à direita. Assim, E é epimorfismo e Ker E = Im O.
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— Ker Odo + ho Org M — ho Org M teor.hom.
“Imd  Imô Ker E

— Ime “É” RegM EMe.

Ho(G, M)

Logo Ho(G, M) = M,

2.1.5 Corolário: Se M é um RG­módulo trivial então

Hº(G, M) = M = HJ(G, M).

2.1.6 Exemplos:(Cohomologia de Grupos)
(1) Sejam G = (1) e M um RG­módulo. Temos que RG = R, e =idg e OS RS R30é
uma resolução projetiva de R sobre RG.

Aplicando o funtor Homg(—,M), obtemos o complero O — Hompge(R,M) — 0. Mas,
Homr(R, M) = M (via o isomorfismo f > f(1x)) e daí este complexo se reduz 0 > M — O.

Logo

HI),M) = | MMUX=M sei=0 (por 2.1.4(1))sei>1
Y

(2) Sejam G=(t) = Z e M um RG­módulo. Vimos, em 1.5.3(2), que a sequência

0 — RG 2 RG SORO

com € a aplicação aumentação e O a multiplicação por t — 1, é uma resolução livre (portanto,
projetiva) de R sobre RG.

Aplicando o funtor Homree(—,M), temos:

0 EF Homrae(RG, M) É Homrac(RG, M) Bo,

com dº a multiplicação por t — 1, pois º(f)(x) = (f o )(x) = f((t — 1)x) = (t — 1)f(x)

Como Homgee(RG, M) = M a sequência anterior é equivalente a:

o = M "= MES

1Assim, H'|(G,M) = Ter = do = Mc e H(G,M) =0 para 1 > 2.
Logo,

Mº se i=0 (por2.1.4(1))
H(G,M)<4 Mg se i=1

0 se i>2
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Calculemos os grupos de cohomologia de G — Z para alguns módulos particulares.

(a) Se M é um RG­módulo trivial então

H(G,M) = M=H(G,M) e H(G,M)=0,Vi>2.

(b) Seja M = ZG visto como ZG­módulo com a G­ação natural: tº­(rtt) := rtHHF, VI, E G
er€Z.

|

Então Hº(G,ZG) — (ZG)º = O (pois th ­ tº £tº sett £1).
Determinemos H'(G,ZG) = (ZG)c. Denotemos por I = (tt z—z|th EG, zEZG) e

I=z7+1EZG/I =(ZC)c.
Consideremos y = t* € ZG com k > 0. Como tº — 1 = (t — 1)(ttê! +... +1) E 1 segue

quett—1=0 e assim y=tt =1 em (ZG)c.
Agora, se y = tt E ZG com k > O, também tt = 1 (pois tt = (I—t)tt +l1e

1­tt=0).
Assim, V r E ZG, x = rot + rat +... +rT t+, comk E Z,n>0er;eZ, temos

IT =(rot+r+...+rn)=rl onder=(ro+ri+...+rn)EZ. Daí H'(G,ZG)>=Z.
Logo

(c) Se M = Z2G é visto como RG­módulo com a G­ação: té ­ (tt) = UMY, 1 E Za e
V th,tF e G então, como no caso anterior, H(G,Z2G) = (1+1). Mas, agora, temos que
(1I+))=(0+L1+1)>7Z,.

|

Assim,
(ZG)º nO i=0

x

(3) Sejam G = (t) =>Z, e M um RG­módulo. Vimos em 1.5.3(3) que a seqiência

...— RG RG SOS RG Eb RG R=50

tal que e é a aplicação aumentação, et— 1 e N denotam, respectivamente, a multiplicação por
t­lel+t+...+t*”, é uma resolução livre (portanto, projetiva) de R sobre RG.

Aplicando o funtor Homee(—,M), temos:

d!=0 so 6º 2

sendo que ó"(f)(x) := (f o On4+1)(T) com ôn11 =t—1 sen é par e dn1 = N sen é ímpar.
Como HomrgeG(RG, M) = M segue que a sequência acima é equivalente a:
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AA 7 CNS Y CRS V SCANDO
ondeº* = f— 1 edº%*+l=N,k>O0.

Portanto

(

| KerN  KerN se i é ímparH'(G,M)=4 Im(­D (­DM p

Ker(t­1) Mº
' ImN NM

se 1 é par

Calculemos os grupos de cohomologia de G = Zr, para alguns casos particulares.
(a) Se M é um RG­módulo trivial então (t ­ Im = tm =­m=0e(l+t+...+t)m =
= m+tm+...+tm=nm, VmeEeM, ou seja, t—1 é o homomorfismo nulo e Né a

multiplicação por n. Assim

M se 1=0

H'w(G,M) = 4 Kern se i é ímpar
M

—— se 1 é par
n.M

Em particular, para M = Z (visto como ZG­módulo trivial) obtemos

Z sei=0

H(G,Z)=4€ 0 se iéímpar
Zn se i é par

Agora, quando M = Z,2 (visto como RG­módulo trivial) temos dois casos:
e Se n=|G| é par então H'(G,Z2) = Za para todo i;
e Se n=|G| é ímpar segue que Hº(G,Z2) = Z2 e H(G,Z2) = O para i > 1.

(b) Se G=(1t) > Zoo eM=27TZ é visto como Z(Z2a)­módulo com a G­ação: l­r:=re
tri=—r,VrE Z, temos que (t— 1): r=t­r— 1­r=—­r—­r=­2r e(l+t).r=r—­r=O,
para todo r €E£Z. Daí KerN = Ker(1+t) =Z, Im(t— 1) = (t­—1)Z =2Z, Ker(t —1) =0 e
Im N=Im(1+t)=(1+t)Z=0. Logo

Z*º=(0) se i=0
Z

H(Z2,Z) x 7 =Z se iéimpar
O se 1 é par
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2.1.7 Exemplos:(Homologia de Grupos)
(1) Sejum G=(1) e M um RG­módulo. Temos que RG = Re0— R—R— 0éuma
resolução projetiva de R sobre RG.

Aplicando o funtor — &x M obtemos 0 — Rex M — 0. Mas, Reg M> M e daí
este complexo se reduz O — M — O.

Logo

H((),M) > | My >=M se : =0 (por2.1.4(4))0 sei>1

N

(2) Sejam G = (t) = Z e M um RG­módulo. Vimos, em 1.5.3(2), que a sequência

0— RG 2 RG RO

com € a aplicação aumentação e O a multiplicação por t — 1, é uma resolução livre (portanto,
projetiva) de R sobre RG.

Aplicando o funtor — &rg M, obtemos:

0 ºF RG &re M 2 RG Erro M EB o,
Temos que

M =v RGORoM * RGORGM
m o leem m (t­l) Sm

—

Daí a sequência anterior é equivalente a:

6)
0 — M— M— O

Assim,

AG,M)=2C 2x Kerd=(meM|(­Nm=0)=M".
Mg se i=0 (por2.1.4(%))

H(G,M)>< MS se i=1
0 se i>2

(3) Sejam G = (t) =>Z, e M um RG­módulo. Vimos em 1.5.3(3) que a seqúência

..—— RG 3 RG 2 RG 3 RG R—O0
tal que e é a aplicação aumentação, et —1 e N denotam, respectivamente, a multiplicação por
t­lel+t+...+t”*, é uma resolução livre (portanto, projetiva) de R sobre RG.
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Aplicando o funtor — &reg M, temos:

..­— RG Ore M RG Ore M O RG Ore M —> RG Ore M — O
Como RG &rg M = M segue que a sequência acima é equivalente a:

A MPPMUMBDBDMPMDO

Portanto

1

Mia se i=0 (por2.1.4(i))

Ker(t—­1) MSº AZ

H(G,M)2=4 TT N "NM se i é ímpar
Ker N — KerN

| Im(t—­1) (t­UM se 1 é par

Em particular, se M = Z (visto como ZG­módulo trivial) temos que

Z sei=0

H;(G,Z)=< Z, se i é ímpar
O se iépar

O seguinte resultado será utilizado posteriormente.

2.1.8 Proposição: Se G é um grupo e (M;)jer uma família de RG­módulos então
(4) Hº(G, PD M;) = PD HG, M;);

iel iel

(ii) Se G é finitamente gerado então H'(G, & M;) = & H'(G, M;).
ier ier

Demonstração: São casos particulares de um resultado bem mais geral apresentado em [3],
prop.2.4 (obtidos considerando em [3]: exerc. da p.23, obs.(1) da p.19, prop.2.1, e o fato que a
soma direta é um limite direto de somas diretas finitas). =

2.2 Aplicações Induzidas em (Co)homologia

Vamos considerar pares (G', M') e (G", M") com G', G" grupos, M' um RG'­módulo e
M" um RG"­módulo.

Uma aplicação de (G', M') em (G", M") é um par (6,+) satisfazendo:
(1) 8: G' > G" um homomorfismo de grupos;
(11) o: M" — M' um homomorfismo de grupos abelianos tal que p(6(9) ­ m") = 9'­ Á(m”"),
vIEeEGeVm" EM", isto é, é é uma aplicação de RG'­módulos considerando M" como
'RG'­módulo por restrição de escalares via 6: gd! xm" = B(Q) ­m", vm" e M”.
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Se À e à são isomorfismos dizemos que (G', M') e (G”", M") são isomorfos e denotamos
(G', M') = (G", M").

Dada uma aplicação (6,6) : (G', M') — (G", M"), consideremos E! : F — R uma
resolução de R sobre RG' e e" : F! — R uma resolução de R sobre RG”.

Temos que e" : F" — R também é uma resolução de R sobre RG' (via À), pois cada FJ'
é um RG'"­módulo com a G'­ação:

*: GxF! — EF!
(9,Y) mw gry:=0(g):y (açãode Gem F")

Daí, por 1.5.6, existe uma aplicação de cadeias 7 : F — F", única a menos de homotopia.
Temos que, 1(9' ­ x) = gd *Tt1(r), Vv// EG'eVreF'(poisrt é aplicação de RG'­módulos).

Assim, podemos considerar a aplicação

Homí(r,p): Homeg(F",M") — Homege(F',M')
Í NO çofor *

a qual é uma aplicação de cadeia e induz uma aplicação bem definida

[f] m lpofor]

Em particular, considerando G' = G" = G, B=idg:: GSGep: M=N>M=M
obtemos

(ida,p)*: H(G,N) — H(G,M)
f] mm [pof]

Por simplicidade de notação estamos usando o mesmo símbolo para representar classes
diferentes.

A aplicação induzida em cohomologia (8, +)* satisfaz as seguintes propriedades:
(1) Se B=idg : > Gep=idyw:M' > M!' então (6,4)* = idg­(e' MM);
(it) Dadas as aplicações (68,6) : (G, M') — (G”, M") e (61,9) : (G",M") — (G", MM"),
(8,49) o (8,4) =(8'0B,6 og)" E ((8,9) o (6,4))*.

Notações Especiais:
(1) (,idw)" =6",se 8: GG";
(2) (ida,p)) = H*(G,p) ou simplesmente por 4º (quando não houver confusão), se
E: MSM.

2.2.1 Proposição: Se (G', M') = (G", M") então H*(G',M) = H*(G", M").

Demonstração: Por hipótese, (G', M') = (G", M"), ou seja, existem isomorfismos 68 : G' — G"
ey: MM. Daí, sejam 8º : > Geç!': M > M" as inversas de BP eg,
respectivamente. Consideremos (6,+4)* : H*(G", M") — H*(G', M').
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Como

(6, )* o (6), E) = (6 o Ê, ço EQ = (ide, idy)* = id (GM)

(Bh, )o(B,9)* =(BoB,9 o)" =(idan, id)" = ida(gr MM"):
segue que (8­!,7!)* é uma inversa de (6,&)*.

Logo, H*(G',M') = H*(G", M").

2.2.2 Corolário: Se M = N como RG­módulos então H*(G, M) = H*(G,N).

2.2.3 Proposição: Seja 0 > M' SM MP S0 uma sequência erata de RG­módulos.
Então, V n € Z existe uma aplicação natural 6" : H(G,M") — HY(G,M') tal que a
sequência

o — Hº(G, MM) ÉS nº(G, M) É nº(G, MM) E (GM) É H(G,M) +

é exata com as aplicações (4')" e (&")” as induzidas em cohomologia, ou seja, (&')" = H"(G,y')
e (Q")” = H"(G,y").

Demonstração: [6] (prop.IIL.6.1, p.71).

Analogamente, consideremos (G', M) e (G", M") pares dados como anteriormente. Mas
agora, uma aplicação (B,) : (G', M') — (G", M") é tal que:

(0) 8:G' > G" é um homomorfismo de grupos;
(i1) p : M' — M" é um homomorfismo de grupos abelianos com p(g' « m!) = B(9) + Áe(m'),
YA EGeVm EM", ou seja, é é uma aplicação de RG'­módulos considerando M" como
RG'­módulo por restrição de escalares via 3: gd xm" = B(g): m!, vm" e M".

Se À e 1 são isomorfismos dizemos que (G', M') e (G”, M") são isomorfos e denotamos
por (G', M') = (G", M").

Dada a uma aplicação (6,4) : (G',M') — (G", M"), sejam e! : 'm Rec": FS R

resoluções projetivas de R sobre RG' e RG", respectivamente. Pelos mesmos argumentos usados
anteriormente, existe uma aplicação de cadeia 7 : F! — F"', única a menos de homotopia. Temos
que, 1(g'­ x) = 7 *T1(1), V9 EG'eVreF'(poist é aplicação de RG'­módulos).

A aplicação
TOÇ: Feng M' > FS M"

sem =» T(r7)eç(m)

é uma aplicação de cadeia e induz uma aplicação bem definida

(6,9).: HG, M) — H(G",M")
kem] =» l(reg(izem)])=r(z) g e(m'))
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Em particular, considerando G' = G" =G, B=idge : GSGepç: M=M­>M"=N
obtemos

(ide, o). : H(G,M) — H(G,N)
dem =» [reç(m)

A aplicação induzida em homologia (3, +). satisfaz as seguintes propriedades:
(1) Se B=idg ep=iduy então (8, p). = idy.(GM))
(it) Dadas as aplicações (6,46) : (G', M') — (G",M") e (9,4) : (G",M") — (G”",M"),
(61,4). o (B,p). =(6'0 Bb, o). E ((6,4) o (B,4))s.

Notações Especiais:
(1) (6,idw). = 0, se 0: GG",

(2) (ida,p). = H.(G,p) ou simplesmente por 4, (quando não houver confusão), se
q: MM".

2.2.4 Proposição: Se (G', M') = (G", M") então H,(G', M') = H,(G", M").

Demonstração: Por hipótese, (G', M') = (G", M"), ou seja, existem isomorfismos À : G' — G"
ev: MM". Assim, sejam 6! : G" > Ge9!': M" > M as inversas de Pepç,
respectivamente. Consideremos (8,4). : H.(G', M') > H.(G", M").

Como

(8,6). o (Op). = (8 0 B,p op). =(ida,idw). = ida, (GM)

(8,4). o (BL, pf). = (Bo BI, pop). =(idan, id"). = ida, (GM):

segue que (67!,7!), é uma inversa de (6,&),..
Portanto, H.(G', M') = H,(G", M").

2.2.5 Corolário: Se M = N como RG­módulos então H,(G, M) = H.(G,N).

2.2.6 Observação: É válido um resultado análogo ao 2.2.3 para grupos de homologia (([6],
prop.II1.6.1, p.71).

2.3 Lema de Shapiro

Na seção 1.4, vimos que se S é um subgrupo de um grupo G e M é um RS­módulo, IndGM
e CoindgM são RG­módulos. Considerando tais RG­módulos, temos o seguinte resultado que
relaciona a (co)homologia de um grupo e de seu subgrupo.
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2.3.1 Proposição: (Lema de Shapiro) Sejam G um grupo, S um subgrupo de G e M um

RS­módulo. Consideremos a inclusão a: S > G, n : CoindGM — M dada por n(f) = f(1),
V f E CoindGM, ei: M — IndGM definida por if(m) = 18m, Vm E M. Então as aplicações
induzidas

(a,n)* : 0*(G, CoindgGM) — H*(S, M) (a,i), : H.(S, M) > H.(G, IndGM)

são isomorfismos.

Demonstração: Provaremos aqui que (a,7)* é um isomorfismo. Por um raciocínio similar
prova­se que (a,1)* é também um isomorfismo.

Sejam e : F > Rece': F' > R resoluções projetivas de R sobre RS e RG, respectiva­
mente. Por 1.5.4, é! : F — R também é uma resolução projetiva de R sobre RS e como os
grupos de cohomologia independem da resolução, podemos tomar F' = F' e, conseqiltentemente,
a aplicação de cadeia 7 : F — F' como sendo a identidade (isto é, 7 = idr).

Temos, por definição, que

(a,n)*: H*(G,CoindGM) — H(S,M)
[f m [ro foidr]=[7 of]

onde f E Homgg(F, CoindSGM) e (no f) E Hompas(F, M).
Agora,

d: Homec(F,CoindGM) — Homrs(F,M)
Í » dfj=nmof

está bem definida e é um isomorfismo, pois

v: Homas(F,M) — Homrc(F,CoindgM)
hs vh; vAOO:=M:),YIEFevgeG

está bem definida e é inversa de &.

Assim, também (a, n)* é um isomorfismo, visto que

v: H(SM) — H*(G,Coind$M)
2 asAi LC)

é inversa para (a, mn)*.

2.3.2 Exemplos:

(1) Consideremos G um grupo e PG o conjunto das partes de G. Vimos, em 1.4.12, que
PG = Coindf,Z2. Logo,

2.2.2 ShapiroH'(G,PG) Y H'(G,Coindf,,Z2) = H(1),Z%) >2.1.6(1) | Za sei=0O sei>1

(2) Sejam G um grupo e S um subgrupo de G com [G : S] < oco. Do fato que [G: S] < co
segue que R(G/S) = IndGR = CoindGR e RG = IndGRS > CoindGRS. Assim, usando o
Lema de Shapiro, temos que H*(S, R) = H*(G, R(G/S)) e H*(S, RS) = H*(G, RG).
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2.3.3 Proposição: (Lema de Shapiro ­ outra versão) Sejam G um grupo, S um subgrupo
de G e M um RG­módulo. Então:

(1) H*(S, ResGM) = H*(G, Homr(R(G/S), M));
(id) H.(S, ResSM) = H,(G, R(G/S) ox M).

Demonstração: É conseqiiência do resultado anterior e da proposição 1.4.10.

2.4 Aplicação Restrição

Sejam G um grupo, S um subgrupo de G e M um RG­módulo. Vimos na seção 1.4, que
M pode ser visto como um RS­módulo por restrição de escalares o qual denotamos por Res$M
(ou simplesmente por M quando não houver confusão).

Consideremos e : F > Rec": F' —> R resoluções projetivas de R sobre RS e RG,
respectivamente.

Neste caso, se na seção 2.2 tomarmos G' = S, G" = G, M'= ResSMeM" =M,e
considerarmos a inclusão a : S — G obtemos a seguinte aplicação induzida:

resSuy E (aidu)': H(G,M) > H(SM)=H'(S,ResSM)
[f] m [ido for]

Por 1.5.4, é! : F > R também é uma resolução projetiva de R sobre RS e como os
grupos de cohomologia independem da resolução, podemos tomar F = F' e conseqilentemente
T : F— F' como sendo a identidade. Assim

ressu([f]) =[ido for] =|]

com f vista no primeiro membro como aplicação de RG­módulos e no segundo como aplicação
de RS­módulos.

A aplicação resfm definida acima é denominada aplicação restrição. Esta aplicação
será denotada em algumas situações por res£.

Agora, vamos apresentar algumas propriedades do núcleo da aplicação restrição. Mas,
antes façamos algumas considerações.

Um par de grupos (G,S) significará, sempre, um par onde G é um grupo e S é um
subgrupo de G.

Consideremos pares ((G, S), M) onde (G, S) é um par de grupos e M um RG­módulo, e
aplicações de pares (6, +) : ((G, S), M) — ((L, H), N) satisfazendo:
(1) 8: G — L um homomorfismo de grupos tal que P(S) Cc H;
(ii) p: N—> M um homomorfismo de grupos abelianos tal que p(6(g) ­ n) = 9 ­ Áp(n), ou seja,
Y é um homomorfismo de RG­módulos com N visto como RG­módulo via 6.

Se À, é são isomorfismos e B(S) = H então os pares ((G, S),M) e ((L, H),N) são ditos
isomortfos.
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2.4.1 Observação: Se considerarmos pares ((G, S), M), onde S é o subgrupo trivial, podemos
ver o conceito anterior como uma extensão do apresentado para pares (G', M') (ver página 29).

O resultado seguinte nos diz que Ker(res$g4) é um invariante para os pares ((G, S), M).

2.4.2 Proposição: Se ((G, S),M) e ((L, H),N) são isomorfos então

Ker(res$ y) = Ker(reskx).

Demonstração: Por hipótese, ((G, S), M) e ((L, H), N) são isomorfos. Daí, existe um isomor­
fismo de grupos 6 : G — L tal que O(S) = H e um isomorfismo de grupos abelianos o : N > M

com v(B(9):n) = g­ pv(n), vg EGeVneN. Consideremos €' : F > R uma resolução de
R sobre RG (que também é uma resolução de R sobre RS) e é" : F!" —> R uma resolução de
R sobre RL (que também é uma resolução de R sobre RH). Temos que existe uma aplicação
de cadeia 7 : F! — F'", única a menos de homotopia. Vamos denotar por 6' o isomorfismo
restrição 6: S > H. Assim, V [f] e H*(L,N),

(ressmo (Bo) If) =resSullpo for) =[pofor] e
((8',9)* o res, í)(Lf) = (6,9) (Lf]) =[7o for]

Daí, o diagrama

H*(G, M)ÉH(S,M)
so | lo
H*(L,N) .—.—. H*(H,N)

H,N

é comutativo.

Como

[f] € Ker(resk,n) => resk,n([f]) = 0 => (9', 9)” (resg,n(Lf)) = 0 ==>
= res$uv ((6, 9)" ([f])) = 0 => (8, 4)" ([f]) € Ker(resSu)

segue que (B,+)*(Ker(resgn)) C Ker(resgy,) e daí temos bem definido o seguinte homomor­
fismo:

(B, o) : Ker(resk n) — Ker(res&S uv)
* são isomorfis­Verifiquemos que (9, o) é isomorfismo. As aplicações (6,46)*e (6,4)

'mos, pois são induzidas de isomorfismos. Assim, (B, O) é monomorfismo. E ainda, dado
[file Ker(resguv) C H*(G, M) existe (do fato que (6,4)* é epimorfismo) [f]] € H*(L,N) tal
que (6,4)*([f]) = [f]. Como (6',4)*(resk,n([f])) = resS1 ((6,4)"([f])) = resSu([f)) = O e
(6', p)* é monomorfismo temos que [f] E Ker(reshn) e portanto (6, 4) é epimorfismo.

Logo Ker(reshn) = Ker(resSuv).

FEV
AVAVAY

cem 1 2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



2.4.3 Proposição: Se G é um grupo, S e T subgrupos de Geom S <T<GeM um
RG­módulo então

Ker(res£) Cc Ker(resS).
Demonstração: Temos que

res& rest
H*(G, M) EH*(T, M)2H*(S, M)

Pa
G

resg

G Te rest = res& o rest. Daí, o resultado segue. "=

2.4.4 Proposição: Sejam M, N RG­módulos ep: Ny M um RG­homomorfismo. Con­
sideremos o homomorfisamo induzido (ida, p)* : H*(G,N) — H*(G, M). Então

(ide, p)" (Ker(ressn)) C Ker(resSu).
* é monomorfismo entãoEm particular, se (ide, &)

(ide, )] : Ker(resSy) — Ker(resSy)
é monomorfismo.

Demonstração: Consideremos o seguinte diagrama :
resG

H*(G, M)—X H*(S, M)

H*(G,N)—> H*(S, N)
Tessn

Como tal diagrama é comutativo segue que (idg,4)*(Ker(resSy)) C Ker(resSy) e
consequentemente o homomorfismo

(ide, p)| : Ker(resSy) > Ker(resgy)
está bem definido.

Agora, se (idg, p)* é monomorfismo segue, claramente, que (idg, 2) também é monomor­
fismo. =

­ — Considerando G um grupo, S e T subgrupos de G com 5 < T <GeMum
RG­módulo podemos definir uma aplicação x : IndGM — Indf(Ind[M) dada nos geradores
por x(g9&m)=g&1Sm8e estendida por linearidade. É fácil, verificar que, de fato, x é um
RG­isomorfismo.

Sejam 9 : Ind&(IndkM) — CoindS(IndkM) o RG­monomorfismo dado em 1.4.4(i) e
Tn : CoindGN — N o RS­epimorfismo dado em 1.4.2 para N = IndíM. Podemos então
considerar o RT­homomorfismo composto

v=n10o9Vox:IndGsM — IndfM.
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2.4.5 Proposição: Nas condições anteriores, se a: T > G é a inclusão e a aplicação

(ide, 9)* : H*(G, IndS(IndkM)) — H*(G, CoindS(IndkM)) é monomorfismo então

(a,%)* : *(G,IndgGM) > H'(T, IndgM)

é também um monomorfismo e induz uma aplicação bem definida

(a,%)[ : Ker(resS rnagm) — Ker(ress atm)
que também é um monomorfismo.

Demonstração: Temos as seguintes aplicações

IndGM — IndSIndksM > CoindSIndgM > IndfM

Consideremos os homomorfismos induzidos

H*(G, Ind$M) PY” n*(G, IndSIndZM) “ES” H*(G,CoindSIndZM) XY H*(T,IndsM)
Assim, o homomorfismo (a,%)* : H*(G, IndGM) — H*(T, IndfM) é a composição dos

homomorfismos acima, ou seja, (a, v)* = (a, n)* o (ida,9)* o (ida, x)*.
*Como (a,n)* é isomorfismo (pois é o isomorfismo de Shapiro), (idg,0)* é monomor­

fismo (por hipótese) e (ida, x)* é isomorfismo (pois x é isomorfismo) segue que (a,1)* é um
monomorfismo.

Da comutatividade do diagrama

rest
H*(G, Ind6M) “É H*(S, IndêM)

tax | Lea 2%)”
H*(T, IndlM) — HS, IndIM)

Ss

Gtemos que (a, v)*(Ker(ress rnagm )) c Ker(res£,,&uv) e daí a aplicação
(a,%)[: Ker(resS rnagm) — Ker(ress rnaxm)

está bem definida.

Logo, como (a, v)* é monomorfismo, (a, v) também é monomorfismo.

2.5 (Co)homologia Relativa de Grupos
Consideremos (G, 5) um par de grupos e R(G/S) o R­módulo livre gerado pelas classes

495, no qual G atua por multiplicação à esquerda.
Seja e : R(G/S) — R a aplicação aumentação, que aplica todo gerador 95 em 1 e

denotemos seu núcleo por À.
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2.5.1 Definição: Sejam (G,S) um par de grupos e M um RG­módulo. Os n­ésimos grupos
de (co)homologia relativa para (G, S) com coeficientes em M são, para todo n E Z, definidos
por:

H”(G,S, M) := H"*(G, Homrx(A, M))
H1(G,S,M) := H,(G,ASR M)

com Homg(A, M) e A&Grk M vistos como RG­módulos com a G­ação diagonal.

2.5.2 Observações:
(1) Embora estejamos considerando apenas R = Z ou Za, pode­se definir (co)homologia relativa
tomando qualquer anel comutativo com unidade.

(2) Segue da definição, que para n < 0: H"(G,S,M) =0 e H,(G,S,M) =O.
(3) Pode­se definir, mais geralmente, (co)JLomologia relativa para um par de grupos (G,S) com
G um grupo e 8 = (S; | i E 1) uma família não vazia de subgrupos (não necessariamente
distintos) de G ([5), p.279). Neste caso, considera­se R(G/S) = ED R(G/S;) ­ EQ!nasR e

iel iel

A = Ker e sendo que e : R(G/S) > R é a aplicação aumentação que aplica todo gerador 95;
em 1. 7?

(4) Se os pares ((G, S),M) e ((L, H),N) são isomorfos (conforme p.34) pode­se mostrar que
H*(G,S,M) = H'(L,H,N) e H.(G,S,M) = H,(L,H,N) (para maiores detalhes ver [2],
p.279).

2.5.3 Proposição: Seja (G,S) um par de grupos. Se M é um ZxG­módulo (e portanto
também um ZG­módulo) então os grupos de (co)homologia relativa definidos considerando­se
R =7Z, (isto é, M como um Z2G­módulo) são isomorfos aos grupos de (co)homologia relativa
quando considera­se R = Z (ou seja, M como um ZG­módulo).

Demonstração: Seja e : Z(G/S) — Z7 e é! : Z(G/S) — Z as aplicações aumentação e
denotemos seus núcleos, respectivamente, por À e À.

Usando a ação diagonal temos que My = Homz,(A,M) é um ZxG­módulo e
M3; = Homz(AN', M) é um ZG­módulo. Além disso, como M é ZaG­módulo, M2, = Homz(A', M)
é também um ZaG­módulo.

Mostremos que M, e M, são Z2G­isomorfos. Primeiramente, notemos que Hompg(R, M) e
Homgr(R(G/S),M) são RG­módulos com a ação diagonal... E ainda, como M é um
Z2G­módulo segue que Homz(Z, M) e Homz(Z(G/S), M) são ZaG­módulos.

Consideremos a seqiiência exata de Z7G­módulos

0 A­%Z(G/S)OZ —O0
com ? a inclusão.

Aplicando o funtor Homz,(—, M) na sequência acima obtemos

0 — Homz,(Z2a, M) É Homa (Z2(G/S), M) É Homz, (A, M) — O
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com et*(f) = f oe, V f E Homz, (Za, M) e i*(h) = hoi, Vh € Homz, (Z2(G/S), M).
Como Z, é Za­projetivo (pois Z> é Za­livre) segue, por [6] (prop.1.8.2, p.27), que a

seqiiência (*) cinde. Daí, por [14] (teor. 1.8.8, p.74), a sequência (2.1) também é exata.
Analogamente, considerando a seqiência exata de ZG­módulos:

0 — A' 2 Z(G/S) OZ O
com 4' a inclusão, obtemos a seqiiência exata de ZG­módulos (que, por M ser ZaG­módulo,
também será de Z2G­módulos)

0 —Homz(Z,M)3 Homz(Z(G/S),M)3 Homz(A, M) — O (2.2)

com (e)YÉ(f) = f'oe',V f' E Homz(Z, M) e (i)*(W) = Roi, VN E Homz(Z(G/S),M).
Assim, consideremos o seguinte diagrama

0 —­ Homz,(Z2, M) —=2> Homz (Z2(G/S), M) —Ê> Homz,(A, M) —­ (2.1)

jo (1) |o an. bx
0 —— Homz(Z, M) 52” Homz(Z(G/S), M) 5” Homz(A, M)—> 0 (2.2)

cujas linhas são exatas e as aplicações v e À são definidas nos geradores por v(f)(1) = f(D),
Vfe Homz (Zo, M), ó(h)(9S) = h(1gS), Vh E Homz,(Z2(G/S),M) e estendidas por
linearidade, e x definida de modo que o quadrado (II) seja comutativo ( isto é, (8)*og = xoi*).

Temos que o quadrado (I) é comutativo, y e é são isomorfismos (pois as aplicações
dadas nos geradores por: %' : Homz(Z, M) — Homz,(Z2,M) tal que V'(f)(1) := f'(1) e
é' : Homz(Z(G/S),M) — Homz, (Z2(G/S), M) com é'(W)(19S) := N'(g9S) e estendidas por
linearidade são inversas de y e &, respectivamente ).

Do Lema dos Cinco ([17], lema 1.3.3, p.14), segue que x é isomorfismo, ou seja, M, e M,
são ZaG­isomorfos. Logo H"(G, M,)*>2%? H"(G,M29), vn E Z.

Mas, H"(G, M2) = H"(G, M27) com M, também visto como ZG­módulo (por 2.1.3).
Conseqiientemente obtém­se o resultado desejado para cohomologia.
Usando um raciocínio análogo, prova­se que À &z, M = A' &z M e daí tem­se o isomor­

fismo para os grupos de homologia relativa. =

O próximo resultado relaciona a aplicação restrição com os grupos de cohomologia abso­
luta e relativa:

2.5.4 Proposição: Se (G, S) é um par de grupos e M um RG­módulo então temos a seguinte

sequência exata onga:
0 — H%WwG,M) OS+ HS, M) * H'(G,S,M)» H'(G, M) 3—Y HS, M—­

— H"(G,M) res H"(S, M) )5 HH(G,S,M) > HG, M) esa, ,,
com res£ ,, a aplicação restrição.SM
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Demonstração: Seja e : F — R uma resolução projetiva de R sobre RG então, por 1.5.4,
e: F— R também é uma resolução projetiva de R sobre RS.

Consideremos a sequência exata de RG­módulos

0— A R(G/S)SR—O0
com 1 e e, respectivamente, as aplicações inclusão e aumentação, e À = Ker e. Como R
é R­projetivo segue, por [6] (prop.1.8.2, p.27), que a segiiência acima cinde. Daí, por [14]
(teor. 1.8.8, p.74), a sequência

0 — Homp(R, M) É Homr(R(G/S), M) É Homgr(A, M) — O
tal que eº(f) = foge, V f e Hompe(R, M) e i*(h) = hoi, Vh EeHomrx(R(G/S),M), também
é uma sequência exata de RG­módulos (com a ação diagonal).

Assim, por 2.2.3, temos a seguinte sequência exata longa

..­— H”(G, Homr(R, M)) O H”(G, Homr(R(G/S), M)) ­> H”(G, Homgr(A, M))
> HG, Homg(R, M)) —> H*!(G, Home(R(G/S), M)) —­­­

tal que eE* = H*(G,e*?) e ir = H*(G,i*), ou seja, e*([f]) = [et o f] e i"([h]) =[i* o h).
Como v : M — Homg(R,M) dado por v(m)(1) = m e estendido por linearidade é

um isomorfismo segue que H*(G, M) & H*(G, Homgr(R, M)) com 4* = H*(G,/) , isto é,
V*(LA) = [Vo f], V [If] e H*(G, M).

Vamos mostrar que H*(G, Homr(R(G/S), M)) = H*(S, M) através de um isomorfismo
que denotaremos por &* e daí lembrando que, V n € Z, H"(G,S, M) := H"Y)(G, Homr(A, M))
obtemos a seguinte sequência exata

1 (GM) PES” a(s,1) EV am(G,s, M) OO” (GM) <
Daí, considerando 6 = i* o (6*)*! e J = (1*)!ox, basta mostrar que resg4 = É*oe*oyY”

para obter a proposição.
Na demonstração de 1.4.10, vimos que v : Homga(R(G/S), M) > CoindgM definido por

v(h)(g9) = g ­ h(g!S) é um isomorfismo e daí

v* = H*(G,v): H*(G, Homrx(R(G/S),M) — H*(G,CoindGM)
(A) > v([h)=[voh]

é um isomorfismo. Consideremos o isomorfismo de Shapiro

(a,n)*: H*(G,CoindGM) —y H(S,M)
[h] m [moh]

com a : S — G a inclusão e 1 : CoindGM — M o RS­epimorfismo dado em 1.4.2. Assim,
tomando

d* = (a,n))ov': H*(G, Honmng(R(G/S),M)) ­— H*(S,M)
|] + ÍrovoR]
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temos o isomorfismo desejado.

Seja [f] € H*(G, M). Então

(d* oe” of) =(d"oeNlVofl)=d(let?ovofl)=[rovostovo]f]
Agora, Vr E F,,

(1ovoetovof)(z) = (no uv)(e*(VUS(z))) = (1 o v)(V(f(z)) oe) = n(vu(V(f(z)) oa)) =
= v(v(f(x)) o e)(1) = (V(f(x)) o e)(1S) = v(f(x))(eE(1S)) = v(f(2))JO) = f(z)

ou seja, rovoet ovof=f. Daí, ("oe oy[f]l) =[rovostovof]=[f]=resSu(lf]).
Logo, 9* oetoY* = res$,Mm € portanto temos a sequência desejada. =

2.5.5 Observação: É válido para grupos de homologia um resultado análogo ao anteriormente
apresentado.

2.5.6 Corolário: Se G é um grupo e M um RG­módulo então:

() H(G, (1),M) = H'(G, M), para todo 1 > 2;
(ii) H'(G,G, M) = O, para todo i > 1.

2.5.7 Corolário: Se (G,S) é um par de grupos e M um RG­módulo então
H'(G,S,M)

Hº(S, M)/Hº(G, M)'Ker(resSuy) =

2.6 Interpretação Topológica

Primeiramente, recordamos alguns conceitos e apresentamos certos resultados sobre
CW ­complexos e pares de Eilenberg­MacLane.

2.6.1 Definição: Dado um espaço X de Hausdorff, dizemos que X admite uma estrutura de
CW­complero se existir uma segúência ascendente de fechados Xº CX! CX? ... que satisfaz
as seguintes condições:
(1) Xº tem a topologia discreta;
(à) Para cada n > O, X” é obtido de X"! por adjunção de n­células (caso exista), isto é,
X" — X"*! é uma união disjunta de subconjuntos abertos (em X"”") et, A E À, (chamados
n­células abertas) onde cada e é “colada” a X"! por meio de uma aplicação chamada
aplicação característica. Isto significa que para cada À existe uma aplicação contínua

f/q:UP e tal que f, aplica U" homeomorficamente sobre e? e f(Um— UM) E X"!,
onde U" := (x E Rº | ||x|| < 1). Além disto, AC X” é fechado se, e somente se, ANX"! e
fx(A) são fechados para todo AXE A;

oo

(it) X=|) X";
n=0

(iv) O espaço X e os subespaços X” têm a topologia fraca, isto é, um subconjunto A de X (ou
de X”) é fechado se, e somente se, Ane? é fechado para todas as n­células e”, n=0,1,2,...
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O subconjunto X” (da definição anterior) é chamado n­esqueleto. Os pontos de Xº são
chamados vértices ou O­células. Um CW­complexo é dito finito se a sua coleção de células é
finita e infinito, caso contrário. Se X = X” para algum inteiro n (onde X” necessariamente
foi obtido por adjunção de pelo menos 1 n­célula) dizemos que o CW­complexo tem dimensão
finita n.

Um subconjunto À de um CW ­complexo é chamado um subcomplexo se À é uma união
de células de X e para toda célula e”, e” C A implicar em e” C À.

2.6.2 Exemplos:

(1) Seja X = R. Podemos dar a R uma estrutura natural de CW ­complexo onde as O­células
e 1­células são dadas, respectivamente, por eº = (n) ee = (n,n+1) comn E Z.

1 1 1
E e7

o e
o

€

(2) Seja X = S" (n­esfera). Uma estrutura de CW­complerxo sobre S” pode ser dada com
apenas duas células: uma O­célula e uma n­célula, como mostra a figura:

(3) Consideremos X a figura oito. Podemos dar a X uma estrutura de CW­complexo
1­dimensional com uma única O­célula e duas 1­células.

1
e:

(4) Mais geralmente, consideremos X = V Si, o bouquet de círculos indexado por um conjunto
EA

A. Podemos dar a X uma estrutura de CW ­complerxo 1­dimensional com uma única O­célula e

uma l­célula para cada elemento de A, ou seja, X=eºU (U ei).
AEA

Representação do bouquet no caso em que A= N* :
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(5) Podemos dar a Tº (toro) uma estrutura de CW­Complexo 2­dimensional com uma O­célula,
duas 1­células e uma 2­célula.

e?

(6) A soma conerxa de n­toros: TºHT?ºH...$T? (n­vezes) tem uma estrutura de CW ­complero
2­dimensional com uma única O­célula, 2n 1­células e uma única 2­célula.

Sejam X um CW­complexo, C,(X) := H.(X",X”­!) (o n­ésimo grupo de homologia
singular relativa) e 0, : CA(X) — C11(X) o homomorfismo composto:

HA (X", X"7Y) — Ha (X"77) PS A(XLXP),
onde o primeiro homomorfismo é o operador bordo do par (X"”, X"­!) e jr­1 é o homomorfismo
induzido da inclusão.

Verifica­se que 0º = O e assim obtemos um complexo de cadeia C(X) = (Cr(X), ôn), o
qual é chamado complexo de cadeia celular de X.

2.6.3 Proposição: Para cada n > O, C.(X) é um grupo abeliano livre (ou seja, um Z­módulo
livre) cuja base está em correspondência 1—1 com o conjunto fez | A E AY de todas as n­células
de X.

Demonstração: [19] (teor.2.1, p.78).

2.6.4 Observações:
(1) É também usual denotar uma n­célula por 0” ou simplesmente por o quando a dimensão
estiver clara no contexto.

(2) Às vezes representa­se um elemento básico de C.(X) simplesmente pela n­célula que o
corresponde.

2.6.5 Definição: Um G­complexo é um CW ­complero X munido de uma ação de G em X
que permuta as células (isto é, se À representa o conjunto das células de X então g­ A= A,

VgEG).
Quando a ação de G em X permuta livremente as células dizemos que X é um G­complero

livre.

Note que, se X é um G­complexo e o é uma n­célula então g ­ o é também uma n­célula
(isto é, uma célula de mesma dimensão que o) pois a ação de G em X é um homomorfismo
dado por:

un: G— Homeo(X,X)
95 M:X 9X
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2.6.6 Exemplo: Sejam G = (a) = Z e X = R (com a estrutura de CW­complero dada em
2.6.2(1)). Temos que

GxR “SR

(ax) mDatcriendto

é uma G­ação sobre X que permuta as células. Como a” rr =n+r=r1eÂ en=0sSa=l
segue que a G­ação é livre.

Logo, X é um G­complerxo livre.

2.6.7 Proposição: Se X é um G­complerxo livre contrátil então o complexo de cadeia celular
aumentado de X:

11 Ca(X) 3 O(X) 25 O5(X) << Z— 0

onde e : Co(X) — Z é dada por e(0º) = 1 para toda O­célula 0º de X e estendida por
linearidade, é uma resolução livre de Z sobre ZG.

Demonstração: Sejam X um G­complexo livre contrátil e

Xn = fo | o é célula de dimensão n de X).

Como X é um CW­complexo, por 2.6.3, para cada n > O, C,(X) é um grupo abeliano
livre com base em correspondência 1 — 1 com os elementos de X,. Assim C,(X) pode ser
identificado com ZX,.

Por hipótese, G permuta livremente as células de X. Daí, X, é um G­conjunto livre.
Assim por 1.1.13 temos que ZX, e portanto C,(X) é um ZG­módulo livre (com base num
conjunto E de representantes para as G­órbitas em X,).

Agora, como X é contrátil,

Z sei=0

O caso contrárioH;(X) — H;i(ponto) > |
Assim, como H;(X) = Ker 0;/Im 3;41, segue que Ker 3; = Im ô;,1, para 1 > O.
Resta mostrar que Ker e = Im O.

Pelo teorema do homomorfismo, CÁ(X)/Ker e = Im e = Z (pois e é sobrejetora). Por
outro lado, C(X)/Im d, = H(X) = Z. Assim, Co(X)/Ker e = C65(X)/Im à e como
Im 0, C Ker e temos que Ker e = Im O.

Logo, a seqiilência

11 Cn(D) 25 CL(X)2H. O(X) = Z—0
é exata e portanto uma resolução livre de Z sobre ZG.
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2.6.8 Exemplo: Sejam X = Re G = (a) => Z. Vimos em 2.6.6 que X é um G­complexo
livre. E ainda, X é contrátil. Assim, pela proposição anterior,

11 CA(R) 25... O(R) 33 o (R) 3 O(R)+<OZ—0
é uma resolução livre de Z sobre ZG.

Agora, como R não possui células de dimensão maior que 1 temos que C(R) = 0, Yn > 1.
Além disso, existe uma única G­órbita de O­células (representada por eº) e uma única G­órbita
de 1­células (representada por e). Daí, CI(R) = ZG e Co(R) = ZG.

Logo a resolução acima é equivalente a

0ZGBZESZSO

onde O, é a multiplicação por a — 1 (compare com a resolução dada em 1.5.3(2)).

Da teoria de espaços de recobrimento, podemos obter muitos exemplos de G­complexos
livres. Por isto recordaremos alguns resultados sobre espaços de recobrimento.

Sejam X um CW­complexo conexo, (X; P) um recobrimento de X e G o grupo das trans­
formações de recobrimento. — Como X é um CW ­complexo então X também é um
CW­complexo onde as n­células 5” de X são as componentes conexas de p"!(0”) com o”
as n­células de X ([24], p.251). Além disso, G permuta as células de X.

Agora, G atua livremente em X, pois g ­ 7 = Z se, e somente se, g = 1 ([18], corol.6.2,
p.159). Conseqiientemente, G atua livremente nas células de X.

Assim X é um G­complexo livre.
Agora, se p : X > X é um recobrimento regular (isto é, p.(n1(X)) 1 T1(X)) então temos

que G = Tn (X)/p.(m1(X)) ([18], p.163). Em particular, se X for recobrimento universal de X,
G >= Tm(X). Então, tendo em vista a proposição 2.6.7, é natural considerarmos X como segue:

2.6.9 Definição: Dizemos que X é um complexo de Eilenberg­MacLane do tipo (G, 1) (ou um
K(G,1)­complero) se X é um CW ­complero satisfazendo as seguintes condições:
(1) X é conero;
(ii) n(X)><G;
(iii) o recobrimento universal X de X é contrátil.

2.6.10 Observações:
(1) Dado um grupo G, sempre existe um K(G,1)­complexo ([6], teor. VIII.7.1, p.205).
(2) Pode­se mostrar que a condição (iii) da definição anterior pode ser substituída por:

(iii) H(X)=0paraíi>2 ou (in) m(X)=0parai>2,

(3) Se X é um K(G,1) então o recobrimento universal p : XX é um recobrimento regular
cujo grupo das transformações de recobrimento D(X) =>m(X)>G.
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2.6.11 Exemplos:

(1) Sejam X = S! e G=(a0) > Z. Como X é um CW­complero conero, M(X) =G eo
recobrimento universal de X é X = R, que é contrátil, segue que X é um K(G,1)­complero.
Mais geralmente, se X = S!' x...x S'! (toro n­dimensional) o recobrimento universal de X é

Rº eX éum K(G,1) onde G=Z&E...PZ (grupo abeliano livre de poston).
(2) Sejam X = TºH...H T?º (n cópias) e G = (a1,...,an,bi,­.­,bn | tes o = 1) onde
[ai, bi] = aibjaz!b;!. Temos queX é um CW ­complezo conexo e m(X)>» G(por [18], ex.1V.5.3,
p.131). Sejap: X — X o recobrimento universal de X. Como X não possui célula de dimensão
maior que 2 ep: X > X é um homeomorfismo local então H;(X)=0 parai>2. Agora,
como G é infinito temos que X é não compacto (pois se X fosse compacto e G infinito, como
as fibras estão em correspondência 1 — 1 com G elas teriam um ponto de acumulação, o que
nos dá uma contradição já que as fibras são subconjuntos discretos). Daí, por ([11], cor.22.25,
p.121), temos que Ha(X) = 0, Logo, H;(X) = O para i > 2 e portanto X é um K(G,1).

Em particular, o toro Tº é um K(G,1).

Analogamente, se considerarmos X uma superfície fechada não orientávelde genus k com
k > 2 (isto é, X é a soma conera de k planos projetivos) e G =(c1,...,Ck | 183) temos que

Er

X é um K(G,1).
'

(3) Sejam X = V Si e G = F(A) (o grupo livre gerado por A) ep: X > X o recobrimento
aEA

universal de X. Temos que X é um CW ­complerxo conero e 1 (X) = G (por [18], p.126). Como
X não possui células de dimensão maior que 1 segue, do fato que p: XX é homeomorfismo
local, que H;(X) = O para i > 1. Assim, X é um K(G,1).

2.6.12 Proposição: Se X é um K(G,1) então o complexo de cadeia celular aumentado do
recobrimento universal X de X:

Q.SCDBEaAMBIB OX SzZ50

é uma resolução livre de Z£ sobre ZG.

Demonstração: Como X é um K(G,1) então XxX2. é um G­complexo livre contrátil. Logo, por
2.6.7, temos que o complexo de cadeia celular aumentado de X é uma resolução livre de Z
sobre ZG. DC)

2.6.13 Corolário: Se G tem torção, então não eriste um K(G,1l)­complerxo de dimensão
finita. Em particular, se X é um K(G,1)­complexo então X não pode ser variedade.
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Demonstração: Seja t um elemento de torção de G. Consideremos S = (t) =» Z,.
Suponhamos que exista X um K(G, 1)­complexo de dimensão finita m. Assim, o complexo

de cadeia celular aumentado do recobrimento universal X

0 3 Cn(X) > Cn1(X) >... 3 > AX) > GQ(X) >Z>30 (+)

é uma resolução livre de Z sobre ZG.

Agora, por 1.5.4, (*) também é uma resolução livre de Z sobre ZS. Daí, H(S,Z) = O,
Vi>m. Mas, por 2.1.6(3), H'(S,Z) £ O para todo à par, o que nos dá uma contradição.

Finalmente, se um K(G, 1)­complexo fosse uma variedade de dimensão m então ele seria
um complexo de dimensão finita, o que nos daria um absurdo. Portanto, um K(G, 1)­complexo
não pode ser variedade. =

2.6.14 Corolário: Se X um K(G, 1)­complexo, p: X > X o recobrimento universal de X e
Cn(X, Z2) o Za­módulo livre gerado pelas n­células de X então

é uma resolução livre de Z2 sobre Z2G.

Demonstração: Basta usar o resultado anterior, as proposições 1.5.5 e 2.6.3, e observar que
Cn(X) Oz Z2 = Ca(X,Z2). ­

2.6.15 Observação: Como para todo grupo G sempre existe um K(G, 1)­complero, os resul­
tados anteriores nos fornecem exemplos de resoluções livres de R sobre RG (R = Z ou Za)
para todo grupo G.

2.6.16 Definição: Dizemos que um par de grupos (G, S), onde G é um grupo e S = (S; |i EI)
é uma família não vazia de subgrupos de G (não necessariamente distintos), é realizado topo­
logicamente por um par Eilenberg­MacLane (X,Y) = K(G,S,1) se:
(1) X é um K(G,1)­complerxo;
(11) Y é um subcomplexo cujas componentes Y;, i E 1, são K(S;,1)­compleros, isto significa que
m(Y;) > m(X) induzida pela inclusão Y; C X é injetiva e aplica m(Y;) sobre S; C G (depois
de uma conveniente escolha de caminhos conectando pontos bases).

Nosso interesse é no caso em que (G,S) = (G, (S)) É (G, S), isto é, quando considera­se
a família unitária.

2.6.17 Exemplos:

(1) Sejam G = (a,b |ab=ba) > ZPLZeS=(b). Considere X o toro Tº, a e B laços em X
e Y (o laço representado por A) homeomorfo a S!, como mostrados na figura:

47
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INe=>

Tomando a = [a] eb = [6] vemos que (G,S) é realizado topologicamente pelo par
Filenberg­MacLane (X,Y), pois Tº é um complero K(G,1) e S' é um K((b),1)­subcomplerxo
de Tº?.

(2) Sejam G = (a) x (D) = ZxZ e S = (aba !b!) = Z. Temos que (G,S) é realizado
topologicamente pelo par Eilenberg­MacLane (X,Y) onde X = Tº — Dº? (isto é, o toro Tº do
qual um disco aberto D? foi removido) e Y = OX homeomorfo a S!, como na figura:

(EA
Pois X é um CW­complero conero e como X tem o mesmo tipo de homotopia que a

figura oito, H;(X)=0 para i > 2, onde X é o recobrimento universal de X. Assim, X é um
K((a) * (D),1) coma =[a] eb=|[6]. Além disso, Y é um K(< aba !b"! >, 1)­subcomplerxo,
visto que i(m (Y)) = i([7]) = (aba"!b!) e Y é um CW­complero conero com recobrimento
universal contrátil.

Mais geralmente, se tomarmos G = m(X), onde X é qualquer superfície fechada orien­
tada diferente de Sº da qual um disco aberto Dº? foi removido, e S = nm (0X) temos que o par

(G=mn(X),S = n(0X)) é realizado topologicamente pelo par Eilenberg­MacLane (X, 0X).
(3) Sejam G =< a1,b1,02,b2 | Tai, bi] = 1>eS=(nha7'br") =Z. Temos que (G,S) é

i=1

realizado topologicamente pelo par Eilenberg­MacLane (X,Y) onde X=TºHTº eY =SL,

ETSE
De fato, vimos que X = TºHTº é um K(G,1) e temos que is(m(Y)) = is(([7))) =

= (nha7'b')=S. Portanto Y é um K(S,1). Das, (X,Y) é um par K(G,S,1).
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Agora, vamos relacionar a (co)bomologia de um grupo G com a de um espaço topológico
especial, a saber, um K(G,1). Primeiramente, daremos uma interpretação topológica para
H*(G) "É H*(G,Z) e H,(G) "É H.(G,Z) (com Z visto como ZG­módulo trivial), e a seguir
consideraremos o caso, mais geral, em que M é um RG­módulo trivial.

2.6.18 Lema: Seja X um G­complexo livre e Y o complexo de órbitas X/G. Então

C.(Y) = C.(X)e.

Demonstração: Considere a projeção de recobrimento

p: X>X/G
1 G(r)=(g9­27| g€G)

Temos induzido um homomorfismo bem definido:

Dnjo; + DS n;G(0;)
onde 0; são n­células de X.

Agora, se g EG eo é n­célula então py(g9­0—o) = ps(9:0) — pa(o) = G(9­0) — G(0) =
= G(o0) — G(0) = O e consequentemente I = (g:a ­a | g E G, a € C.(X)) C Kerpy.

Assim, a aplicação:

d: C(X)a=C](X)/I — Chn(X/G)
a=2) njoj + d():=p2(0)=>)> n;G(0;)

está bem definida.

Vimos que C,(X) é um ZG­módulo livre com base (o0;)jes onde 0; representa um ele­
mento de cada G­órbita de n­células de X. Então, por 1.2.4, temos que C,(X)ç é um Z­módulo
livre com base fo7)jeu.

Por outro lado, C.(X/G) é um Z­módulo livre gerado pelas n­células em X/G, ou seja,
gerado por (G(o) | o é n­célula de X). Como 0;, j E J, representa um elemento para cada
G­órbita de n­células de X, segue que Ch(X/G) é um Z­módulo livre com base (G(0;))je
(pois Tj . Tja E G(07,) É G(05,)).

Agora, é aplica um elemento básico de C,(X)g em um elemento básico de C,(X/G), pois
(67) := G(0;). Logo, é é isomorfismo. "=

2.6.19 Proposição: Se G é um grupo e X é um K(G,1)­complero então
(1) H*(G) = H*(X);
(11) H,(G) = H,(X).
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Demonstração: Por hipótese, X é um K(G,1)­complexo e daí, pela proposição 2.6.12, o
complexo de cadeia celular aumentado do recobrimento universal X de X:

o(XX) DD (XX) 2 o5(X) = Z— 0
é uma resolução livre de Z sobre ZG.

Além disso, X é um G­complexo livre e o complexo de órbitas é dado por X/G. Por [18]
(p.165), X é homeomorfo a X/G.
(1) Como os grupos de cohomologia independem da resolução podemos considerar a resolução
acima para calcular H*(G) É H*(G,Z). Assim, H*(G) = H*(Homze(C.(X),Z).

Agora, H*(X) = H*(X/G) (pois X & X/G). Mas, H*(X/G) = H*(Homz(C.(X/G),Z)).
Assim, é suficiente mostrarmos que Homze(C.(X),Z) = Homz(C.(X/G),Z).

Temos que
C.(X/G) = C.(X)ea (lema 2.6.18)

= ZOze C.(X) (por 1.2.3)

Daí, Homz(C.(X/G),Z) = Homz(Z &ze C.(X),Z) & Homze(C.(X),Z).
Logo, H*(X) = H*(G).

(ii) Como C.(X) &za Z Ez Sza C.(X) 12 C.(X)a segue que

H,(G) "É H,(G,Z) = H.(C.(X) 8z6 Z) = H.(C.(X)c).

Por 2.6.18, C,(X)a = C.(X) e por [19](teor.4.2, p.85), H.(C.(X)) = H,(X).
Logo, H,(G) = H.(C.(X)a) = H.(C.(X)) = H,(X)

2.6.20 Exemplos:

(1) Sejam À um conjunto, G = F(A) o grupo livre gerado por A e X = V Ss.
EA

Vimos que X é um K(F(A),1). Logo,

seir>2

n

(2) Sejam G = (a1,...,0n,b1,...,br | Ta, 6] = 1), onde n é um inteiro positivo e
i=1

[a;,bi]= a;bja; "br, e X = TºH...UT?.
Vimos que X é um K(G,1). Daí,
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2.6.21 Observação: Considere o grupo multiplicativo G = S' = fe”"" |x E RJ). Neste
caso, S! tem também uma estrutura de CW­complexo (com uma O­célula e uma 1­célula).
Considerando S! com as duas estruturas (de espaço e de grupo) temos:
e como espaço: H1(S!) = m(S!)ay = Z = HS);
e como grupo: H1(S!) = H(K(ShL,1)) = m(K(S!,1))as = (S!)a = S' e (do corolário 3.1.4 do
próximo capítulo) H'(S!) = Hom(S',Z) = O.

Isto nos mostra que em geral a (co)9Lomologia do “grupo” G é diferente da (co)homologia
do “espaço” G.

2.6.22 Proposição: Se X é um K(G,1)­complero e M um RG­módulo trivial então
(1) (GM) = H*(X, M);
(ii) H.(G, M) = H,(X, M).

Ú”

Demonstração: Como todo Z2G­módulo trivial M é um ZG­módulo trivial, considerando a
proposição 2.1.3, é suficiente mostrarmos para o caso em que R = Z.

Se X é um K(G,1) então, por 2.6.12,

SOB aM0AQoÃASzZ30

com X o recobrimento universal de X , é uma resolução livre de Z sobre ZG.
(1) Por hipótese, M é um ZG­módulo trivial e daí Homze(C.(X),M) = Homz(C.(X)a, M)
(por [6], p.60). Assim,

H(G,M) = H(Homz(C.(X)c, M)
= H*(Homz(C.(X), M)) (por 2.6.18e o fato que X x X/G)
= H*(X,M) (por [27], teor.2.18, p.62).

ou seja, H*(G, M) = H*(X, M).
(ii) Como M é um ZG­módulo trivial temos (por [6], p.60) que C.(X)zaM = C, (X)aSz M.
Logo,

C.(X)a Sz M)
CAX)OzM) (por26.18eofatoque X = X/G)
X,M) (por [27], teor.2.19, p.62)

isto é, H.(G, M) = H,(X, M). =

H,(G, M) H.(
H.(
H,(

)

2.6.23 Observação: De fato, vale um resultado mais geral (ver [12], teor.10.7.14c): Se G
é um grupo, X um K(G,l)­completo e M um RG­módulo então H*(G, M) = H*(X,M)
e H.(G,M) = H.(X,M), onde M é o sistema de coeficientes locais sobre X associado ao
RG­módulo M.
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2.6.24 Exemplo: Seja G = (t) = Z o grupo cíclico infinito.
Vimos no exemplo 2.1.6(2) que:

Mº sei=0

H(GC,M)=4 Mg sei=1
o sei>2

e em 2.6.11 que X=S' é um K(G,1). Assim, se M é um ZG­módulo trivial, pela proposição
anterior

,

M sei=O0

H(X,M) > H(G,M)=4 M sei=1
| O seií>2

Em particular, considerando M = R com a G­ação trívial, temos:

(| R sei=0
H'(X,R) Y H(G,R)>< R sei=1

| O sei>2

O resultado a seguir foi demonstrado por Bieri e Eckmann em [5] para (co)bomologia
relativa de grupos definida sobre Z, mas por 2.5.3 o resultado segue também para (co)homologia
relativa definida sobre Z».

2.6.25 Teorema: Sejam (G,S) um par de grupos, com 8 = (S; | i E 1) uma família não
vazia de subgrupos (não necessariamente distintos) de G, realizado topologicamente por um par
Eilenberg­MacLane (X,Y) = K(G,S,1) e M um RG­módulo. Então as seqúências exatas
longas para o par (G,S) e para o par (X,Y), esta última tomada com coeficientes locais, são
isomorfas. Mais precisamente, temos os seguintes diagramas comutativos (a menos de sinal)

+ —Ht(G,S, M)— H*(G, M)— H*(S, M)—H!(G,S,M) — ­­

—> A*(X,Y, M) — H*(X, M) — HF(Y, M) — AHH(X,Y, M) —>­­­

|
—> Hi(X,Y,M) — Hiã(X,M) — Hã(Y,M) — H,.n(X,Y, M)—>­­

onde as aplicações verticais são isomorfismos.

Demonstração: [5] (teor.1.3, p.284).
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2.6.26 Corolário: Se (G,S) é um par de grupos e M um RG­módulo então

2 EAM)
— HOY, M)/Hº(X, M)

onde M é o sistema de coeficientes locais sobre X associado ao RG­módulo M.

Ker(resSnv)

2.6.27 Observação: Segue da proposição anterior que se M é um RG­módulo, para todos
os exemplos de pares de Eilenberg­MacLane (X,Y) = K(G,S,1) dados em 2.6.17, tem­se,
VEkEN,

H(G,SM)=H(X,YM) e H(GSM)= H(X,Y,M.

Em particular, se M é RG­módulo trivial então

H(G,SM)>H(XYM) e H(GSM)=H(X,YM).

2.7 Grupos e Pares de Dualidade

Nesta seção faremos um breve estudo da teoria de grupos e pares de dualidade. Como
sempre R = Z ou Z2, mas R poderia ser qualquer anel comutativo com unidade.

2.7.1 Definição: Um grupo G é denominado grupo de dualidade de dimensão nº sobre R (ou
um D"­grupo sobre R) se existe um RG­módulo (à direita) C, chamado módulo dualizante de
G, tal que, para todo k E Z e todo RG­módulo M,

H*(G, M) = H,n(G,COR M),

onde C &r M é visto como RG­módulo com a G­ação diagonal.
Se C = R como grupos abelianos dizemos que G é um grupo de dualidade de Poincaré de

dimensão n sobre R (ou um PD"­grupo sobre R). Além disto, se a ação de G em C é trivial
dizemos que G é orientável. Caso contrário, G é dito ser não orientável.

Note que todo grupo de dualidade de Poincaré sobre Z,> é orientável, pois a única G­ação
em Z, é a trivial.

2.7.2 Exemplo: Seja G = Z o grupo cíclico infinito. Vimos, em 2.1.6(2) e 2.1.7(2), que se
M é um ZG­módulo temos os isomorfismos naturais

Mº se i=0 Mg se i=0
H(G,M)>=( Mg se i=1 H;(G,M)=>=< MS se i=1

o se i>2 0 se i>2

Assim, existe um isomorfismo natural:

H*(G, M) = H15(G,Z Oz M) > H +s(G,M)
para todo inteiro k e todo ZG­módulo M.

Logo, G é um PD'!­grupo sobre Z.
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O próximo resultado nos mostra que a classe de grupos de dualidade sobre Zº é mais
ampla do que a de grupos de dualidade sobre Z.

2.7.3 Proposição: Se G é um D"­grupo sobre Z com módulo dualizante C então G é um
D"­grupo sobre Za com módulo dualizante C' = COZ Za. Em particular, se G é um PD"­grupo
sobre Z então G é um PD"­grupo sobre Za.

Demonstração: Por hipótese G é um D"­grupo sobre Z com módulo dualizante C. Seja M
um Zs.G­módulo. Temos:

C Oz M = C &z (M Sr, Z2) = C Oz (Z2 Sz, M) = (CO Oz Z2) 8z, M = C' &z, M

e este isomorfismo preserva G­ação. Logo, obtemos o isomorfismo natural:

H*(G, M) = H,5(G,C &z M) = Hr. 4(G,C' Oz, M)

Recordemos que uma variedade Y é fechada se ela é compacta sem bordo e é asférica se
ela é conexa por caminhos e os grupos de homotopia n;(Y) = 0, Vi > 2, isto é, Y tem o mesmo

tipo de homotopia que um K(n,(Y),1).

2.7.4 Teorema: Se G é o grupo fundamental de uma n­variedade asférica fechada Y então
G é um PD"­grupo sobre Z (G é orientável <&> Y é orientável ).

Demonstração: [9] (V.1.1) e [6] (ex.1, p.222). =

2.7.5 Corolário: Se G é o grupo fundamental de uma variedade asférica fechada Y então G
é um PD”­grupo sobre Z.

2.7.6 Exemplos:
(1) S* é uma variedade asférica fechada 1­dimensional e G = mnm(S'!) é o grupo cíclico infinito.
Assim, podemos concluir (novamente) que Z é um PD'­grupo sobre R.
(2) Toda superfície fechada F diferente de 5º e do plano projetivo P? é asférica e conseqiien­
temente G = 1(F) é um grupo de dualidade de Poincaré de dimensão 2 sobre R.
(3) G=Z"=ZE$..0Z(n>2) é um PD"­grupo sobre R, pois G = m(X) onde X éa
variedade asférica fechada S! x ... x S* (n vezes).

Se G é um D”­grupo sobre R com módulo dualizante C mostraremos a seguir que o inteiro
n e o módulo C são determinados a partir de G. Antes introduziremos o conceito de dimensão
cohomológica.
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2.7.7 Definição: A dimensão cohomológica de G sobre R, denotada por cdrG, é definida por

cdgG =inffn | H*(G,—­)=0 parak>n,n€Z)
= supfn | H"(G, M) £ O para algum RG­módulo MY.

Se não existir tal inteiro, nós consideramos cdrgG = co.

2.7.8 Observações:
(1) Note que cdrG > O, pois eriste M = R (R visto como RG­módulo trivial) tal que
Hº(G,R)> R$0.
(2) Se eriste uma resolução projetiva de R sobre RG de comprimento finito então cdgG < n.

2.7.9 Proposição: Se G é um grupo de dualidade de dimensão nº sobre R com módulo dua­
lizante C então:

(1) CO;
(ii) C = H"(G, RG);
(ti) n = cdrG.

Demonstração: (1) Tomando k = 0 e M = R no isomorfismo de dualidade segue que
H(G, R) = H,(G,C).

Agora, Hº(G, R) = Rº = R (pois R é visto como RG­módulo com a G­ação trivial).
Assim H,(G,C) =» R£0. Logo, CÉ0.
(11) Usando k =n e M = RG no isomorfismo de dualidade, H”"(G, RG) = H(G,C &rx RG).

Mas,
Hv(G,C Ox RG) = (COR RG)a É ROrRe(CORRG) É
= (C &x RG) Ore R= COR (RG Sr R) = COR RXC.

Logo, H"(G, RG) = C.
(tt) Por (1) e (ii) segue que H"(G, RG) £ 0. Logo, n < cdrG. Por outro lado, temos que
H"(G, M) = H.5(G,COrM) = 0 se k > n (poisn— k < 0). Daí, cdgG <n. =

Em dimensões baixas podemos determinar quais são exatamente os grupos de dualidade
sobre R.

2.7.10 Proposição: Se G é um grupo então:
(1) G é Dº­grupo sobre R se, e somente se, a ordem de G é finita e invertível em R;
(ii) G é um D'­grupo sobre R se, e somente se, G é finitamente gerado e cdgG = 1.

Demonstração: [3] (III.9.17).

1 2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



2.7.11 Proposição: Todo grupo de dualidade sobre R é finitamente gerado.

Demonstração: Segue de Teorema 9.2 e proposição 2.1 de [3].

Vejamos agora o conceito de par de dualidade ([5]).

2.7.12 Definição: Um par de grupos (G,S) é chamado um par de dualidade de dimensão
n sobre R (ou um D"­par sobre R) se existe um RG­módulo (à direita) C, chamado módulo
dualizante de (G, S), tal que

H*(G, M) = H.n5(G,S5,COR M)
H*(G,S,M) = Han(G,CER M)

para todo RG­módulo M e todo KkE Z.
Se C = R como grupos abelianos, o par de dualidade (G,S) é chamado um par de

dualidade de Poincaré (ou PD"­par sobre R). Nesse caso os isomorfismos acima são equiva­
lentes.

2.7.13 Proposição: Se (G,S) é um D"­par sobre R com módulo dualizante C então
(1) CÉO;
(ii) C = H"(G,S, RG).

Demonstração: (1) Tomando k = 0 e M = R com a G­ação trivial na definição anterior,

Hº(G, R) = H,(G,S,C &kx R) = H](G,5,C).

Como Hº(G, R) = Rº = R, segue que H,(G,S,C) = R.
Logo, C É 0 (pois se C = 0, H,(G,5,0) = H.1(G,A&0) =O0).

(ii) Usando k = n e M = RG temos que

H"(G,S, RG) = H(G,C &rs RG) => (C &x RG) Ora R>= C &r (RG Org R) 2 COR RXC.

Portanto, C é determinado pelo par (G, 5). =

Temos para pares de dualidade um resultado similar ao dado em 2.7.3.

2.7.14 Proposição: Se (G,S) é D"­par sobre Z então (G,S) é um D”­par sobre Zso.

Demonstração: Seja M um Z3G­módulo. Como (G,S) é um D"­par sobre Z, então existe
um ZG­módulo C tal que:

H*(G, M) = Ha n(G,S5,COz M) H*(G,S,M) = H. 5(G,C Oz M)
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Considere o ZG­módulo C' = C &z Zoo. “Vimos na demonstração de 2.7.3 que

C Sz M = C' &z, M.
Usando este fato concluímos que

H*(G, M) = H, 45(G,5,C Oz M) = Ha 45(G,S,C' Oz, M)

2.7.15 Proposição: Se (G,S) é um D"­par (sobre R) com módulo dualizante C então
(1) G é um D"!­grupo (sobre R) com módulo dualizante À &x C (com a G­ação diagonal);
(11) S é um D"Y­grupo (sobre R) com módulo dualizante ResSC.

Demonstração: [5] (teor.4.2, p.300). =

2.7.16 Teorema: Se (G, S) é realizado topologicamente por um par Eilenberg­MacLane (X,Y)
com X uma variedade de dimensão n, compacta, orientável e com bordo Y conero então (G,S)
é um PD”­par sobre Z (e portanto também sobre Za).

Demonstração: [5] (teor.6.3). =

2.7.17 Exemplo: Consideremos G = m(X), onde Xé uma superfície fechada orientada
diferente de Sº da qual um disco aberto Dº? foi removido, e S = nm (6X).

Vimos em 2.6.17(2) que o par (G = m(X),S = m(OX)) é realizado topologicamente
pelo par Eilenberg­MacLane (X,OX). Como X é uma variedade de dimensão 2, compacta,
orientável e com bordo OX = Dº conero segue, pelo teorema anterior, que (G,S) é um
PDº­par sobre R.

Em particular, se X = Tº— Dº (isto é, o toro Tº do qual um disco aberto D?* foi removido)
temos que Y = OX & S), G=mn(X) = (a) + (DD VWZ+Z e S=mn(0X) = (aba! > Z,
Assim, o par (G, S) = ((a) * (D), (aba"!b7!)) é um PDº­par sobre R.

X EX
2.7.18 Observação: Pode­se definir par de dualidade para (G,S), onde G é um grupo e

S =(S;|i EI) uma família não vazia de subgrupos (não necessariamente distintos) de G e
há uma generalização do teorema anterior onde Y = OX não é necessariamente conexo ([5)).
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Capítulo 3

Cohomologia de Grupos, Derivações e
Levantamentos de Extensoes

3.1. Cohomologia de Grupos e Derivações

3.1.1 Definição: Sejam G um grupo e M um RG­módulo. O grupo das derivações de G em
M é definido por

Der(G, M) = (d: G— M | d(99) = d(9) + 9 ­d(9), V9,9 € G)

e o subgrupo das derivações principais, por

P(G,M) = (dm, E Der(G, M),m € M | dn(9g) = gm —m, Vg€G).

3.1.2 Observações:
(1) Se d € Der(G, M) então d(1) = d(1.1) = d(1) + 1­ d(1) = d(1) + d(1), o que implica em
d(1) =O.
(2) Se M é um RG­módulo trivial então Der(G, M) = Hom(G, M) e P(G, M) =0.

Faremos a seguir algumas considerações sobre a Resolução Bar e daremos uma inter­
pretação de H!(G, M) em termos dos grupos de derivações e derivações principais.

Dado um grupo G, consideremos a resolução de R sobre RG

aFaRO RO RO

como sendo a Resolução Bar (dada em 1.5.3(1)). Assim, cada F, é o R­módulo livre gerado
pelos símbolos [g1 | ... | gnJ e

n—l

Onlg1|...l9n)) = g1lg2|... on) +2a1 lgigaad sc ln) +... + (1) [7a]. ln].
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Denotemos por C*(G, M) o complexo HomgG(F, M) e daí C"(G, M) = Homre(Fr, M).
Logo, um elemento f E C"(G, M) é um homomorfismo

Í: Fr — M

[nl]... don) PD Sflnnl.­­lon))
Identificando [g1]|...|gn) com (g1,..., gn), podemos ver f : G* = G x...xG — M como

uma função de n variáveis. Por convenção, Gº é um conjunto com um elemento (por exemplo
[], o símbolo usado quando introduzimos a resolução padrão) de modo que Cº(G, M) = M.

Assim, o operador cobordo 6º"! : Cr*(G, M) — C"(G, M) é dado por:

(SI (FP) (gi...) = S(OÓn(g1,­.,9M))
n—l

= g1f(92,­. +59) + DTD SO gigas o gn) + (DP fg gn).
i=1

Por exemplo, para n = 1 temos

5º(F)(g1) = f(O1(n)) = nf D­ Sl D

eparan=2

S' (F(g1,92)= nf(92) — (192) + f(g).
3.1.3 Proposição: Se G é um grupo e M um RG­módulo então

Der(G, M)H'(G,M) > TENTA
Demonstração: Consideremos o complexo:

C(G,M): 0 — C%(G,M) ÉS C(G,M) OÔ C(G,M) << +
Ker 6º

definido anteriormente. Por definição, H'(G, M) = Tm so
Temos:

(1) Ker 6! = Der(G, M):
Seja f € C|(G,M). Então f: G—> M e 5'(f): Gº — M com

5 (F)(g1,92)= nf(g2) — f(ng2) + f(g).

feKer 6! (sf) =0<=28'(f)(,92)=0, VYa,p EG ES
<> f(n92) = f(n) + 1f(92), Vn,2 € G> f e Der(G, M).

(ID) Im 6º = P(G, M):
Se d E Im 5º então existe f : Gº — M tal que 0º(f) = d. Assim, para todo g E G,

d(9) = 5º(f)(9) = 9f([1) — SC.
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Como f([]) € M segue que f([])=m Ee M. Daí d(g) = gm — m, ou seja, d € P(G, M).
Reciprocamente, se d € P(G, M) então d(g9) = g­ m — m para algum m € M. Seja

f:Gº > M tal que f([]) := m. Logo d(9) = 5º(f)(g) e portanto d = 6º(f) E Im oóº,
De (1) e (II) concluímos que H'(G, M) = Bra =

3.1.4 Corolário: Se G é um grupo e M um RG­módulo trivial então H'(G, M) = Hom(G, M).

Demonstração: Segue da proposição anterior e da observação 3.1.2(2). =

3.1.5 Exemplos:

(1) Seja G um grupo e M um ZG­módulo trívial. Considerando alguns exemplos específicos
temos:

(a)G=(t)=ZeM=7Z;s:
Os homomorfismos de G em Z3 são dados por:

fo(t)=0, f)=kE  f(É)=2k

VtteG. Daí Hom(Z,Z3) = Z3. Logo

H'(Z,Z3) = Hom(Z,Z3) = Ds.

()G=Z,eM=Z:
O único homomorfismo de Z,, em Z é o homomorfismo nulo e daí

H' (Zn, Z) = Hom(Z,,Z) > O.

(0)G=(t)= Z e M =7Za:
Temos que os homomorfismos de G em Z2 são dados por:

fh()=0, fA(PS)=F

ViteG. Assim

(2) Seja G=(t) = Z. Considere M = RG (R=7Z ou Z2) visto como um RG­módulo com a
G­ação natural: tk ­ (rt*) := rtk+K', para quaisquer tr,tr EG ereER.

Vamos mostrar, usando derivações, que H'(G, RG) = R (compare com o exemplo 2.1.6(2)
(b) e (c)).
(a) Suponhamos que M = ZG.

Se d é um elemento do Der(G,ZG), usando o princípio de indução finita (sobre k E Z),

temos que

d(t) =ad(1) =0, — d(tP)= PA) e d(t"*)= 2 (+ )a(), (+)
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ou seja, d depende somente de d(t). Daí, todo elemento x E ZG dá origem a uma derivação d
em Der(G, ZG), pois basta tomarmos d(t) = x e estender de modo geral usando (*). Assim,

Der(G,ZG) — ZG.

Em particular, para cada r E Z, d'(t) := rl dá origem a uma derivação e temos
(d | rezZ)=(d)>7Z e(d) Cc Der(G,ZG).

Observemos que d" não é principal e P(G, ZG) = (t — 1).
Mostremos que: “V d E Der(G,ZG), 3 dm”, € P(G,ZG) er E Z tal que d— di = dd”,

pois isto implica que d + P(G,ZG) = d" + P(G,ZG) e daí, concluímos que

Der(G,ZG)

Para isso, vamos precisar da seguinte afirmação:
Afirmação: Se d(t) =t* — 1 ou d(t) =t"* — 1, com k > O, então d € P(G,ZG).

De fato:
e d(t) =t = 1=(t—=1)(tP! +... +t+1)=(t=1)Mn=da(t), isto é, d= ds E P(G,ZG);
eo para d(t) = tt — 1, temos

tt) ob=(teD(CrterhHO,  2Aogo. o Pt) =(to VA =da(t) E P(G,ZO).

Por outro lado,

tro ds=(tCto1)­ (1­1) S(tº­1)­da(t)=d(t) ­ da(t)

Assim,

da(t) = d(t) — da(t) => d(t) = da (t) + da(t) => d e P(G,ZG).

Agora, V d E Der(G, ZG) temos

dítj=x =snroth+ntPo+... + rd
= nro(tº — 1) HYra(tHP 1) +... +rn(tP 1) +rnl+mild+...+rhl

rl

=dn(0) + TO)

isto é, eristem E ZG er E Z tal qued—­ di = dd.
Logo,

Der(G,ZG)H'(G,ZG) = = Z.
P(G,ZG)

(b) Tomemos agora M = Z2G:
Seja d E Der(G, Z2G). Analogamente, ao item (a) temos que:

e d depende somente de d(t).
e todo y E Z2G dá origem a uma derivação d em Der(G,Z2G). Daí, Der(G,Z2G) > Z24G.
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e sed(t)=th — 1 ou d(t) =t­F — 1 , com k > O, então d € P(G,Z2G).
Consideremos um elemento qualquer d € Der(G, Z2G). Temos

d(t) = + 1º +... +t E ZG

Se n é par então d E P(G,Z2G), pois d(t) = (tº — 1) + (tm — 1) +... +(t — 1). Daí

Agora, se nº é ímpar temos

d(t) = (th = 1) + (tº — 1) +... + (1º — 1) + 1 => d+ P(G,Z2G) = 1 + P(G,Z2G).

Assim, obtemos

Oss = (0 + P(G,Z2G),1 + P(G,Z2G)) = Za.
(3) Sejam G = (1,t) = Z2 e M = Z visto como ZG­módulo com a G­ação dada por: 1­r:=r
et­ri=—r,VreZzZ.

Se d E Der(G,Z) então d depende somente de d(t), pois d(t*) = d(1) = O para k par, e
d(t*) = d(t) para k ímpar.

Cada r E Z, dá origem a uma derivação d" : G > Z dada por

|O sek é parr sek é ímpar

para todo th E G.
Por indução temos que d" = rd! e daí Der(G,Z) = (d') = Z.
Assim, ser = 2m então d" = dm E P(G,Z), pois

d(t)=r=2m e dhán(D=t­(<m)—­(<my=m+m=2m.

Agora, ser = —2m segue que d” = di, E P(G,Z), pois

d(t)=r=­—2m e drn(DB=tm­m=­m—­m=­2m.

Logo, P(G,Z) = (0º) = 2Z.
Portanto

Der(G,Z)  Z
P(G,Z “2%

o que confere com o obtido em 2.1.6(3)(b).

3.1.6 Definição: Sejam (G,S) um par de grupos e M um RG­módulo. Definimos os grupos
abelianos Der(G,S, M) e P(G,S,M), respectivamente, por:

Der(G,S, M) := (d € Der(G, M) | dj; =0)

P(G,S, M) := (dm € P(G, M) | dm; =0).
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3.1.7 Observação: Temos que Der(G,S, M) Cc Der(G, M) e P(G,S,M) c P(G,M). To­
mando S = (1) obtemos, claramente, que Der(G, (1), M) = Der(G, M) e P(G, (1), M) =
== P(G, M). Agora, se S = G então Der(G,G, M) =0= P(G,G, M).

Sejam (G, S) um par de grupos e M um ZG­módulo, nosso objetivo agora é mostrar que
H'(G,S,M) = Der(G, S, M). Antes, porém, faremos algumas considerações e provaremos dois
lemas.

Vimos que Homzs(ZG, M) := CoindGM é um ZG­módulo com a G­ação dada por
9 f(9!) = f(9'g9), para todo 9,9' E G. Consideremos o ZG­monomorfismo (composto) 7:

Y

onde j é a inclusão e é é o isomorfismo dado por g(m)(g) = gm, VgEeGemeM,.
Tomando

UD(M) := Coker 7 = Im 7 ,

observamos que [(M) é ZG­módulo com a ação induzida da ação do CoindGM, isto é,
9:(f+Im7y) := (9: f)à+Im 7, onde g­ f(9') := f(9'g) para todo 9,9 E Ge f E Homzs(ZG, M).
Temos então os seguintes resultados:

3.1.8 Lema: T(M)S — Der(G,S,M) como grupos abelianos.

Demonstração: Podemos fazer as seguintes identificações:

Homzs(ZG,M) = (f: G> M | f(s9) = sf(g9), VsEe S,9 EG) "É Us;
Im 7 = Homze(ZG, M) = 1 :G+M]| f(g192) = 91f(9), YVa,nREG)

=(f:G>M|f(9)=9f(1), Vv9EGYÊU,
pois a aplicação

Homzs(ZG,M) > Us
Í ms; f(9:=fOs)

é um isomorfismo de grupos (abelianos) que leva Homze(ZG, M) em U. Além disso, podemos
definir uma G­ação em Us por considerar, como em Homzs(ZG, M), (9 ­ f)(g1) := f(g1g).

Temos que

TM) =((f+Imy)ET(M)|9­(f+Imy=f+Im41YgEG)
=((f+Imy1) ET(M)|g­ f­feIlmyVgeEG)

Sejaf e Homzs(ZG,M) tal que (f+Im +) E V(M)º. Entãog: f­feIlmyn,VgEG.
Assim (9 ­ f — f)(n192) = nl(9­ f — (92) = anlf(g29) — f(92)]) = n1í(g29) — n1f(go), para
todo g, 1,12 E G.
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Por outro lado, (9 ­ f — f)(ng92) = (9 (ng) — (ng) = f(gn1929) — f(9192), para
quaisquer g, 91,92 € G.

Logo, Vg, 91,92 € G, f(g1g2) = n1f(g2) + f(g1929) — 91f (929) e daí, tomando q = (9:)"*'
nesta igualdade, temos

Ff(ng2) = n(f(92)) + f(9) — nf(1).

Definimos f. € Im + por f.(g9) = 9f(1). Então claramente (f — f.)+Imy=f+Im7ye
facilmente verifica­se que (f — fe)(g192) = (f — fo)(g) + n[(f — fe)(g92)] e (f — fo)js = O, isto
é, Ff— fe E Der(G,S, M). Além disso, quando f E Im 7 temos que f = f..

Daí, considerando
dé: TM) —­ Der(G,S,M)

Í + Im 1 |] Í KR fe
pode­se mostrar que & está bem definido e é um isomorfismo. =

3.1.9 Lema: Sejam (G,S) um par de grupos, M um ZG­módulo e À o núcleo da aplicação
aumentação e : Z(G/S) — Z. Então

rT(M) = Homz(A, M)

como ZG­módulos à esquerda.

Demonstração: Temos que a sequência de ZG­módulos:

0 — Homze(ZG, M) ­> Homzs(ZG, M) 2 T(M) —O,

com j a inclusão e p a projeção canônica, é exata.
Consideremos a seqilência de ZG­módulos

0 — A %Z(G/S)5 Z— 0

com 1? e £, respectivamente, as aplicações inclusão e aumentação. Como Z é Z­projetivo segue,
por [6] (prop.lI.8.2, p.27), que a sequência anterior cinde. Daí, por [14] (teor.L.8.8, p.74), a
seqilência ZG­módulos (com a G­ação diagonal)

0 — Homz(Z, M) OB Homz(Z(G/S), M) 2Ô Homz(A, M) — O
também é exata.

Agora, consideremos o seguinte diagrama:

0 — Homze(ZG,M) +» Homas(ZG,M) DD TM —o
14 (1) 19 (IT) +x

0 Honz(ZM) É Homz(Z(G/S,M) * Homz(A,M) — O
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com v(F)(1) := F(l16), V fº e Homze(ZG, M), é(f)(95) = 9f(g), V f Ee Homzs(ZG, M)
e x(f + Im 4) = (it o d)(f), V f e Homzs(ZG, M).

Temos, por 1.4.10, que 4/4 e é são ZG­isomorfismos.

Além disso, os quadrados (1) e (II) são comutativos.
Logo, pelo Lema dos Cinco ([17], lema 1.3.3, p.14), temos que x é um ZG­isomorfismo.m

3.1.10 Teorema: Se (G, 5) é um par de grupos e M um ZG­módulo então

H'(G,S, M) = Der(G, S, M).

Demonstração: Vimos, em 3.1.8, que Der(G, S, M) = T(M)S. Agora, por 2.1.4, temos que
Hº(G,T(M)) = T(M)S. Como, por 3.1.9, Homz(A,M) = T(M) (como ZG­módulos) segue
que Hº(G, Homz(A, M)) = Hº(G,T(M)). Logo,

H'(G,S, M) := Hº(G, Homz(A, M)) = Hº(G,T(M)) = (T(M) )º = Der(G,S,M). mn

3.1.11 Corolário: Se G é um grupo e M é um ZG­módulo então:
(1) (G,G, M) =0;

(ii) H'(G, (1), M)
P(G, M) = H'(G,M).

3.1.12 Observação: Em geral, H(G, (1),M) £ H'(G, M). Uma situação em que ocorre a
igualdade é quando M é um ZG­módulo trivial pois neste caso P(G, M) = O.

3.1.13 Exemplos:

Usando o teorema anterior, vamos calcular H(G, S, M) considerando nos exemplos dados
em 3.1.5 alguns subgrupos particulares S de G.
(1) M visto como ZG­módulo trivial:
(a)G=(t)>ZeM=7Z;s:

Se S = (tº) = 3Z segue que toda derivação d E Der(G,Z3) = Hom(G,Z;3) é tal que
di, =0 e doí

H'(7,3Z,Z3) = Der(Z,3Z,Z3) = Z;.

Agora, tomando S = (1º) = 2Z temos que (fo); =0 e fi(P) =2%0. Assim,

H'(Z,2Z,Z3) = Der(Z,2Z,Z3) =O.

(G=Z,eM=Z:
Para qualquer subgrupo S de Z, temos

H' (Zn, S,Z) = Der(Zn, 5,2) =0O

pois Der (Zn, S, Z) C Der(Z,n, Z) = Hom(Zn,Z) = O.
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(c) G=(t)= Z. e M = 7Z;:
Se S = (1º) = Z, então toda derivação d E Der(G,Z2) = Hom(G,Z2) é tal que dj; =O0.

Assim, H!(Z14,Z2, 22) = Der(Za, Za, 22) = Za.

(2) Analisando o eremplo (2) temos, nos dois casos (M = RG, R = Z ou Z%), que para
qualquer subgrupo S de G = Z com S £ (1), H'(G,S,M) = 0. Agora, H'(G,(1),RG) =
= Der(G,(1),RG) = Der(G, RG) — RG. Assim, temos que H'(G,(1),M) £ H'(G,M)
(pois como vimos H'(G, M) = R).

(3) Analisando o exemplo (3) temos que 08 únicos subgrupos de G = Z2 são os triviais. Daí,
H'(G, (1), M) = Der(G, (1),M) = Der(G, M) = Z e H(G,G,M) =0. Neste caso, também
temos H'(G, (1),M) £ H'(G, M) >= Za.

3.1.14 Proposição: Se (G, S) é um par de grupos e M um RG­módulo então temos o seguinte
isomorfismo de R­módulos:

— Der(G,S, M)K G Éer(ress mM) = ( ã, o, ) .

Demonstração: Por 3.1.3,
Der(G, M)
P(G, M)

Assim, podemos ver a aplicação restrição, dada por

Der(S, M)H'(S,M)>

resgeu: H(GM) — H(S)M)
d+ P(G,M) + d(+P(SM)

com d E Der(G, M).
Daí,

Ker(resSy) =(d+ P(G,M) | di, € P(S,M))
= (d+ P(G, M) | dj; = dm, para algum m € M)

e temos bem definida a seguinte aplicação

Der(G,S, M)
P(G,S,M)

d+ P(G,M) =» (d­dm)+ P(G,S,M)

x: Ker(resfy) —­

onde m é tal que di, = dá E P(S,M) e dm E P(G, M) é a extensão natural (em G) de dr, (isto
é, dmn(g) = 9: m—m,VYg€EG).

Claramente x é um homomorfismo e temos que
(1) x é injetora:

d+ P(G,M) € Ker x > x(d+ P(G, M)) =0=>d­drh, E P(G,S,M) =
=> d­d, e P(G,M) EE” de P(G,M) => d+ P(G,M)=0.
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(II) x é sobrejetora:
Seja d + P(G,S, M) € Der(G, S, M)/P(G,S, M). Então d E Der(G, M) ed, =0=d,

(em P(S, M)). Assim, existe d + P(G, M) tal que

x(d+ P(G, M)) = (d— do) + P(G,S,M) = d + P(G, S, M).
Logo x é um isomorfismo de grupos abelianos e conseqiientemente um R­isomorfismo. ma

3.1.15 Corolário: Se (G, S) é um par de grupos e M um RG­módulo trivial então

Ker(resS4) = Der(G,S, M) = H'(G,S,M).
3.1.16 Observação: Seja G é um grupo e M um RG­módulo. Então

Der(G, M)
P(G, M)

segue que Ker(resf,4)= Hom(G, M).
(1) Ker(resfy mM) = H'|(G,M) > e em particular, se M é um RG­módulo trivial

(ii) Ker(res&uv) >=O.

3.2 Extensões Cindidas e Cohomologia de Grupos

3.2.1 Definição: Uma extensão de um grupo G por um grupo N é uma sequência exata de
grupos

1—y9 Ny E G—L

3.2.2 Definição: Sejam 1 — N — E — G—lel—N—E — G— 1 duas
ertensões de G por N. Dizemos que tais ertensões são equivalentes se existe um homomorfismo
9: E E' que torna o diagrama:

comutativo.

3.2.3 Proposição: A aplicação é da definição anterior é necessariamente um isomorfismo.

Demonstração: Sejam 1 — N —5 Eb G—lel— NS E ­G— 1 extensões
equivalentes de G por N . Daí, existe um homomorfismo 4 : E — E' tal que o diagrama
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é comutativo, ou seja, 9o 17 = 12 epod=m.
Como 1 — N <b5 Eb G—1el— N%SE ?G— 1 são seqilências exatas

segue que Im 17 = Ker p, e Im iz = Ker p.
Temos que:

(1) 9 é monomorfismo:
Seja x E E tal que p(r) = 1. Então

d(x) =1=> m(d(r))=1 > m(t) =1>r7EKer n=Imiz>r7=nh(n), ne N,

Assim, 1 = 0(7) = ó(i1(n)) = i2(n).
Como 12a(n) = 1 e iz é monomorfismo segue que n = 1. Logo, 7 = i1)(n) = 1)(1) =1.
Portanto, Ker é = (1).

(II) é é epimorfismo:
Seja y E E'. Então pa(y) E G e como p, é epimorfismo segue que existe 7 E E tal que

mM(ZE) = p2(y).
Consideremos 2 = y(6(X))! e E'. Daí

Paz) = pa(y)pa(60(E))" = p(yY)(M(D))' =1=>z2€ Ker p=Imizg>z2=hi(n), ne N.

Seja 1 = i1(n)Z E E. Logo é(x) = éó(i1(n))Ó(Z) = ia(n)É(Z) = 20(X) =7y.

Vamos considerar o caso em que N é um grupo abeliano, denotado aditivamente e repre­
sentado por M. Uma conseqiiência interessante é que, neste caso, uma extensão

09 MY E­SG—X1

dá origem a uma ação de G sobre M, tornando M um ZG­módulo, da seguinte forma:
como i(M) é um subgrupo normal de E temos que F atua sobre i(M) por conjugação,
conseqiientemente E atua sobre M e a ação de i(M) sobre M é trivial (pois Vr E E e
mEM=i(M), 1m=rxr­i(m):=xi(m)x!, e se 7 = i(m,), como M é abeliano, segue que
Tm =i(m)i(m)i(m)? =i(mmmy') = i(m) = m). Assim existe uma ação induzida de G
sobre M da seguinte maneira: se q = n(r) E G então g*m := n, sendo que n E M é tal que
i(n) = xi(m)x7!, ou seja, a ação de G sobre M é caracterizada por

i(g*xm) = xi(m)x". (3.1)

Notemos que esta ação fica de fato caracterizada por esta igualdade, pois 4 é injetora e
Ti(m)r*! E Ker n = Im i. Assim, existe um único n € M tal que i(n) = xi(m)x7!. Às vezes,
é conveniente reescrever a igualdade (3.1) como uma regra de comutação
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A partir de agora, fixemos um grupo abeliano M com uma G­ação (ou equivalentemente,
um ZG­módulo), e seja

0) MUMBEDGSI1 (3.3)

uma extensão cuja ação induzida de G sobre M coincide com a ação de G sobre M inicialmente
dada.

3.2.4 Definição: Dizemos que (3.3) cinde ou é cindida se eriste um homomorfismo 1: G— E

tal que n ol =idg. Um tal homomorfismo será chamado um levantamento da extensão.

3.2.5 Definição: Sejam |, e lz dois levantamentos de uma extensão (cindida). Dizemos que
l, ela são M­conjugados se existe um elemento m E M tal que l1(9) = i(m)la(g)i(m)!, para
todo g E G.

3.2.6 Observação: A definição acima dá origem a uma relação de equivalência e portanto

podemos falar em classes de equivalência (Il. E ainda, se E for abeliano, lh e la são
M­conjugados se, e somente se, l, = 12. Daí, [1] = (1), ou seja, as classes de M­conjugação
são unitárias.

3.2.7 Definição: Seja M um ZG­módulo e considere a seguinte operação sobre M x G:

(m, 9) x (n, h) := (m + g­n,gh).

É fácil ver que M xG com a operação definida acima é um grupo com elemento neutro (0,16) e
1o elemento inverso de (m, 9) é (—=g!­m, g7!). Este grupo é denominado o produto semi­direto

de M por G e denotado por M x G.

3.2.8 Observação: No caso em que G atua trivialmente em M, Mx”G=M*XxGcoma
operação de produto direto usual.

3.2.9 Exemplo: Seja M um ZG­módulo e 0 — M É MXGOGS1 uma ertensão,
com i'(m) = (m,1) e '(m,g) = 9, para todo m € M eg E G (aplicações inclusão e projeção
canônica). Podemos verificar que a ação induzida de G sobre M por esta extensão coincide
com a ação de G sobre M como ZG­módulo e esta extensão cinde, pois l(g9) = (0,9) é um
levantamento (chamado levantamento trivial). Além disso,

[]] =(h:G>Mx»xG|Rh(9)=i(m)l(g9)i(m)*, para algum m E M etodog EG)
= (1: G>MxG|h(9)=(m—9­m9), para algumm E M etodogEeG).
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3.2.10 Proposição: As seguintes condições sobre a extensão (3.3) são equivalentes:
(1) (3.3) cinde;
(ii) (3.3) é equivalente a extensão

OS MOMXGOGS), (3.4)

com M x G o produto semi­direto de G por M relativo a ação dada, ei en' são as aplicações
inclusão e projeção canônica.

Demonstração: Suponhamos que (3.3) cinde. Então existe um homomorfismo | : G — F tal

que 1 o | = ide.
Consideremos a seguinte aplicação:

9: MXG —y E

(m,9) = é(m,g):=i(m)l(g)

Temos:

(1) é é homomorfismo:
Sejam m,n E Me g,heE G. Tomando x = l(g) na regra de comutação (3.2) segue que

I(g)i(n) = i(g ­ n)l(g). Daí

d((m,g)x(n,h)) = ó(m+g­n,gh)=i(m+g­n)l(gh) =i(m)i(g­n)!(g)!(h)

= i(m)l(g)i(n)I(h) = dg(m,9)ó(n, h).
(Drog=r:

Sejam m E M e g E G. Então, como 1n(i(m)) = 1 er ol =idg, temos

(1 o 9) (m, 9) = n(i(m)l(g9)) = T(i(m))1(l(9)) =9=7'(m,g).

(IM) 9oi'=:i:
Seja m E M. Assim

(9 oi) (m) = d(i'(m)) = é(m,1) = i(m)I(1) = i(m).

De (1), (II) e (III) temos que (3.3) é equivalente a extensão 0 > M ÍMXGBGISL
Reciprocamente, suponhamos que existe um homomorfismo é : M x G — E que comuta

o diagrama:
MxG

Definindo | : G — E por l(g) = &(0,g), para todo g E G, temos que | é homomorfismo e
17 ol =íidg, ou seja, | é um levantamento da extensão (3.3). Logo (3.3) cinde. =
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3.2.11 Observação: A proposição anterior nos diz que existe somente uma extensão cindida
de G por M (a menos de equivalência) associada a ação dada de G sobre M, a saber, a ertensão
dada no exemplo anterior. Queremos classificar (a menos de conjugação) os levantamentos
possíveis de uma extensão cindida.

Por simplicidade, denotaremos por L(G, M) o conjunto das classes de M­conjugação de
levantamentos | : G — M »x G da extensão (3.4).

3.2.12 Teorema: Se G é um grupo e M um ZG­módulo então as classes de M­conjugação
A Á

dos levantamentos da extensão cindida O — M — M x G —> G — 1 estão em correspon­
dência biunívoca com os elementos de H'(G, M).

Der(G, M)
P(G,M) ' Assim é suficiente definir­Demonstração: Sabemos por 3.1.3 que H!(G, M) >

Der(G, M)
P(G,M)

Uma função 1: G > M x» G tal que rol = idg tem a forma !(g9) = (d(9),9) com

mos uma bijeção entre L(G, M) e

d: G—> M uma função. Temos que

| é homomorfismo <=>  l(gh)=l(g)xl(h) <> (d(g9h),9ah)=(d(9)+g9­d(h),gh)
<> d(gh) =d(9)+9g­d(h) = de Der(G, M)

E ainda, dados dois levantamentos /1 (9) = (di(9), 9) e la(9) = (da(g9), 9) temos que

l, e la são M­conjugados & 1 (9) = i'(m)la(g9)i(m)!, para altum m E M etodo ge GS

= (d1(9),9) = (n+da(9)­9:m,9)& de(9)­di(9) = gm—=m =dn(9) & do —d, € P(G, M).
Portanto, a aplicação

Der(G, M)
P(G,M) — L(G,M)

d+ P(G,M) = |

com l(g) := (d(g), 9), está bem definida e é uma bijeção.

3.2.13 Observações:
(1) Se M é um RG­módulo trivial então existe uma bijeção entre L(G, M) e Hom(G, M).
Mais precisamente, temos que L(G, M) = Hom(G, M) x (ide).
(2) Como um levantamento 1: G — M xG da extensão (cindida) é um homomorfismo, quando
G é finitamente gerado, definindo | nos geradores (obedecendo a condição de quenol=id) e
usando a definição da operação do grupo M x G, obtemos l(9) para todo g E G.
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3.2.14 Exemplos:

(1) Sejam G um grupo e M um ZG­módulo trivial. Vejamos, a seguir, alguns casos específicos.
(a) G=(t)>ZeM=7Z;s:

Temos que H!(Z,Z3) = Z3 e L(Z,Z3) possui eratamente três classes de Z3a­conjugação
de levantamentos. Os levantamentos representantes destas classes (unitárias, pois Za x Z é
abeliano) são:

I6(th) = (k0,t*) = (0,tº),
(88) = (kL,tº) = (k,t?),
(th) = (k2,tº) = (2k, tb).

para todo th E G.

(G=Z,eM=Z:
Temos que H'(Zn,Z) = O e C(Zn, Z) possui apenas a classe do levantamento trivial. E

ainda, esta classe é unitária, pois Z x Zr, é abeliano.

(0) G=(t)=>Ze M =7Z,a:
Temos que H'(Z1,Z2) = Z2 e L(Za,Zo) tem exatamente duas classes (unitárias, pois

Zo x Za é abeliano) de Za­conjugação de levantamentos, os quais são dados por:

»
)

ot") = (k0,tº) =(
nº) = (KLt)) =(

O, tº
k, tt

para todo th E G.

(d)G=(t)> ZeM=ZG:
Temos que H'(Z,ZG) = ZG e para cada x E ZG,

L(t) = (kx,tº), — VtteG

é um representante de uma classe (unitária) de L(G,ZG).

(2) Consideremos G = (t) = Ze M = RG visto como RG­módulo com a G­ação natural:
th. (rtF) = rth+Y', para quaisquer tt,tº EG ereE R.
(a) Se M = ZG então as classes de ZG­conjugação dos levantamentos da extensão
0 — ZG — ZG x Z — Z — 1 estão em correspondência biunívoca com os elemen­
tos de H(G,ZG) = Z. Para cada n E Z, obtemos um representante dessas classes, a saber, o
levantamento 1, : Z — ZG x Z definido por:

(Oz, 1) sek=O0

In(tº)=4 (nl+nt+...+nttl,tb) sek>O0
(nt! = ntº =... —­ntht) sek<oO,

para todo tt E G.
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Note que, para G = Z e M = ZG, se consideramos M como ZG­módulo trivial então
L(G,ZG) .. ZG (eremplo anterior (1)(d)). Mas, se M é visto como ZG­módulo com a ação
natural vimos acima que L(G,ZG) E: Z. Isto nos mostra que se G é um grupo e M tem duas
estruturas distintas de ZG­módulo, que indicaremos por M e M, então podemos ter L(G, M)

—

muito distinto de L(G, M).

(b) Agora, tomemos M = Z4G. Temos que H'(G,Z2G) = Z,2 e que a extensão cindida
0 HG — ZZGxXZ—>Z— 1 tem eratamente duas classes de Z2G­conjugação
de levantamentos. Os levantamentos representantes para essas classes são dados, para todo
tt EG, por:

Io(t) = (07,6,tº)
(O0z,G, 1) sek=0

L(t)=<4 (T1+Tt+... +T LH) sek>O0
(Tt! +Ttº +... +) sek<O

(3) Consideremos G = (1,t) = Z2 e M = Z visto como Z(Z2)­módulo com a Z2­ação dada da
seguinte forma: 1:r=r et­r = —r, para todor € Z. Temos que H!(Z2,Z) = Z2 e a extensão
0 — Z— Zx»xZ — Za — 1 tem duas classes de Z­conjugação de levantamentos. Os
levantamentos representantes dessas classes são dados, para todo t* E G, por:

Io(tF) = (0,tP)

(8) = (0,tº) = (0,1) sek é parMA (1,tt) = (L1,t) sek é ímpar

Denotemos por L(G,S, M) o conjunto das classes de M­conjugação de levantamentos
1:G > MxG da extensão (3.4) tais que ll, = (0,ids). Assim, L(G,S,M) Cc C(G,M) e
temos o seguinte resultado, que é uma generalização do teorema 3.2.12 no sentido que tomando
S = (1) os dois teoremas coincidem.

3.2.15 Teorema: Sejam (G,S) um par de grupos e M um ZG­módulo. Então eriste uma
nã H'(G,S,M)

bijeção entre L(G, S,M) e P(GSM'
Demonstração: Como, por 3.1.10, H!(G,S, M) = Der(G, S, M) basta mostrarmos que existe

Der(G,S, M)
P(G,S,M)

Seja 1: G > M x G um levantamento. Assim, !(9) = (d(9),9) com d E Der(G, M). Se
ll; = (0, ids) então d E Der(G,S, M).

Consideremos a aplicação:

uma aplicação bijetora entre L(G,S, M) e

Der(G, S, Mv: L(G,S,M) E LENTA
MM  n­ d+P(G,SM)
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Verifiquemos que % está bem definida.
Sejam /7 = (di(g9),9) e la = (da(g), 9) dois levantamentos tais que [/1] = [l2), ou seja, l1 e

la são M­conjugados. Então da — dy € P(G, M). Mas, como d,,dz E Der(G, S, M) temos que
da — di E P(G,S, M). Portanto, v([4]]) = v([L2)).

Agora, consideremos a aplicação:

Der(G, S, M)
PCS) — L(G,S,M)

d+ P(G,S,M) = [1

Ó:

tal que l(g) := (d(9),9).
Temos que & está bem definida, pois:

d; + P(G,S,M) = da + P(G,S,M) => da — dh € P(G,S, M).

Em particular, dg — dy € P(G,M) e daí (9) = (di(9),9) e lo(9) = (da(9),9) são
M­conjugados. Logo [17] = [12] em L(G, S, M).

Além disso, é é a inversa de y. =

3.2.16 Corolário: Sejam (G,S) um par de grupos e M um ZG­módulo. Então os elementos
de L(G,S, M) estão em correspondência biunívoca com os elementos do Ker(res£Suy).

3.2.17 Observação:
(1) Se M é um RG­módulo trivial então L(G,S,M) = Homs(G,M) x (ida), sendo que
Homs(G, M)=(f:G>>M]| f é homomorfismo e fi; = 0).
(2) Se, no teorema anterior, S = G então L(G,G, M) possui somente a classe do levantamento

H'(G,G,M)  Der(G,G,M) =0
P(G,G,M) ” P(GGM)

trivial e

3.2.18 Proposição: Sejam G um grupo e S um subgrupo normal de G. Então

H'(G,S,Z2(G/S))P(G,5,2.(G/s)) 7 E(G/S7AG/S)).
Demonstração: A idéia é mostrar que

Der(G, S, Z2(G/S)) Der(G/S,Z2(G/S))
P(G,S,Z(G/S) * PG/SZG/S)

f+P(G,S,ZG/S) = F+P(G/S,72G/S); F(95):=f(9)

 :

está bem definida e é um isomorfismo. Para maiores detalhes ver [2] (prop.4.1, p.284). =

3.2.19 Corolário: Se G é um grupo e S é um subgrupo normal de G então existe uma bijeção
entre L(G, S, Z2(G/S)) e L((G/S), Z2(G/S)).
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3.2.20 Exemplos:

(1) Sejam (G, S) um par de grupos e M um ZG­módulo trivial.
(a) G=(t)=ZeM=7Z;s:

Se S = (1) = 3Z então Ker(ressz7,) = Der(Z,3Z,Z3) = H'(Z,3Z,Z3) = Z3 e
L(Z,3Z,Z3) = C(Z,Z3), pois

kh (8) = (O, 14)
(8%) = (SE, 1%) = (0,1%)
2(18) = (2(3k), 1º) = (0,1%).

Agora, se S = (1?) = 2Z segue que Ker(resãz7,) = Der(Z,2Z,Z3) = H'(Z,2Z,Z;) =0
e L(Z,2Z,Z3) tem somente o levantamento I6)(tº**) = (0,8), pois (1º) = (2,1) 2 (O,tº) e
L(82) = (20),1) 2 (0,2). Assim, L(Z,2Z,Z3) 2 L(Z,Z3).

()G=Z,eM=Z:
Para qualquer S subgrupo de G temos que L(Zn, S,Z) = C(Zn, Z) que possui somente a

classe do levantamento trivial e Ker(ress%) = Der(Zn,5,Z) = H(Zn,5,Z) =O.

Tomando S = (tº) = Z, temos Ker(resz z,) = Der(Za, Z2, Za) — H!(Z1,Z2, Z2) = Za
e L(Za, Zo, Zo) = L(Za, Za), pois

lo (EF) = (0, 1º)
(62) = (2k, 2) = (0,24).

(2) Consideremos o exemplo (2) dado anteriormente em 3.2.14 nos dois casos (M = RG,
R=7Z7Z ou Z2).

Para qualquer subgrupo S de G = Z com S £ (1), podemos concluir, analisando os
levantamentos, que L(G,S, M) possui somente a classe do levantamento trivial e temos que

Der(G,S,M) H(G,SM) := PGSM * PGSM 0. Assim, L(G,S,M) £ L(G,M) se5£ (1).
Agora, Ker(resfy1) = H'(G,M) = Re L(G,(1),M) = L(G, M).

Ker(resSyu)

(3) Considerando o exemplo (3) dado em 3.2.14, temos que os únicos subgrupos de G = Z2 são
os triviais.

Assim, Ker(restã2) = H'(ZZ) = Za e L(Z2,(1),Z) = L(Z2,Z). E aindo,
Ker(reszº z) = O e L(Z2,Z2,Z) = O.
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(4) Sejam G = (a,) => ZEZ, S=(D>1)DZeM = Z2(G/S) — Z2(Z) visto como
Z2G­módulo com G atuando (naturalmente) por multiplicação à esquerda.

H'(G,S,M) 3218 1PGSM H((G/S),M) = H'(Z,Z2(Z)) = Zo e
os dois representantes das classes de levantamentos pertencentes a L(G,S, M) são dados nos

GTemos que Ker(resguy) =

geradores por:
l(a)=(0,0) e k(b)=(0,0),
l1(a) = (1.15,a) e h(b)=(0,b).

Note que L(G,S, M) £ L(G, M), pois L(G, M) tem 4 classes de levantamentos, as duas
anteriores e [l2], [13] onde lz e la] são dados nos geradores por:

l3(a)) = (115,0) e 3(b)=(11S,D).
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Capítulo 4

O Invariante E(G,S)

O objetivo principal deste capítulo é o estudo do invariante E(G, 5) (para pares de grupos
(G, S) onde G é um grupo e S um subgrupo de G). Este invariante está relacionado com o
conceito de ends de grupos e de pares de grupos.

O conceito de ends de grupos (mais precisamente, número de ends de um grupo) teve sua
origem na teoria de ends de espaços topológicos devida a Freudenthal (em 1931) e Hopf (em
1943) [13]. De fato o número de ends, e(G), de um grupo finitamente gerado G, foi inicialmente
definido (por Hopf) como sendo o número de ends de um espaço conveniente.

Specker (em 1950) estendeu a definição de e(G) para grupos arbitrários, apresentando
uma definição puramente algébrica.

Posteriormente, Hougton (em 1974) e Scott (em 1977)[25], de forma independente, apre­
sentaram uma definição do número de ends, e(G, S), de um par de grupos (G, S) onde G é um
grupo e 5 é um subgrupo de G.

Em [16](1989), Kropholler e Roller introduziram um outro invariante, e(G, S), bastante
relacionado com o end de Houghton e Scott. A definição de e(G, S), está diretamente ligada
ao ZG­módulo FG := (B C G | BC F.S para algum subconjunto finito F de G) e como
veremos com o invariante E(G, S).

Em [2], baseados na teoria de cohomologia relativa de grupos, Andrade e Fanti definiram
um invariante “end” generalizado E(G,S, M) para um grupo G, 8 = (S; |i € 1) uma família
não vazia de subgrupos de G com [G : S;] = oo para todo i E T e M um Z3G­módulo

qualquer. Este invariante é definido a partir do núcleo da aplicação restrição. Quando a
família é unitária, isto é, S = (S) com S um subgrupo de G, este invariante é dado por
1 + dimz, Ker(resS4) onde resy : H'(G, M) — H'(S,M). Em especial, exploraram em
[2] o invariante E(G,S) := E(G,S,Z2(G/S)). O invariante E(G, S) (objeto de estudo deste
capítulo) é de fato o invariante obtido quando se considera a família unitária e o Z2G­módulo
particular M = FsG ([10)).
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4.1 e(G), e(G,S), E(G,5), E(G,S,M) e E(G,S)

Nesta seção coletamos alguns resultados sobre os “ends” anteriormente citados. Ini­
cialmente faremos alguns preliminares que são importantes não apenas para tais “ends” mas
também para o invariante E(G, S).

Sejam (G,S) um par de grupos e PG = (B | B C G) o ZaG­módulo já definido anteri­
ormente (ver página 13). Consideremos os seguintes Z2G­submódulos de PG:

FG:=(FCG|F é finito),
QG:=(ACG|A+g­AE FG,VgEG)
FSG:=(BCG|BC FS para algum subconjunto finitoF de G)
AsG := (ACG | A+g­ AE F5SG, VgE G).

onde “ +” denota a operação diferença simétrica em PG e g: A=(gajlae€E A).
Observemos que FG = F1)G C Fs;G e QG = AG C AsG.
Denotemos por B = B + F;G E PG/FsG e notemos que PG/FsG é um Z.G­módulo

com a G­ação induzida, isto é, g­ B=9­ DB.
Vejamos algumas propriedades dos Z2G­submódulos definidos acima.

4.1.1 Propriedades: Sejam G um grupo, S e T subgrupos de G com S<T<G. Então:
(1) FG C AsG;
(ti) S finito => FG = FG;
(iti) [7 : 5] < 0o => FG = PG;
(iv) [T : S] < co => FG = FrG;
(v) PE i — AsG e em particular QG  AmG (PG 'FG) “Fo TOP FG FWG V|VFG)'

Demonstração: (1) Seja B E FG. Então B C F.S para algum subconjunto finito F de G e
daíg­ BC F'.S5, onde F' = g­ F que é finito. Logo, B+9g­ BC (FU F').S E FsG e portanto
B E AsG.

(ii) Se B € FG temos que B C F.S para algum subconjunto finito F de G. Como, por
hipótese, S é finito segue que B é finito, ou seja, B € FG. Logo, FsG C FG e como FG C FsG
obtemos que FsG = FG.

(111) Por definição, FG C PG. Agora, como [G : S] < co segue que G/S tem um número
finito de classes laterais disjuntas 91 S,...,gxS E G/S. Assim, G= g1SU...UgsS e daí todo
BeEPGétal que BC F.S, para F=(g1,..., 9x). Logo, B E FsG e portanto PG C FsG.
(iv) Como

BeEFSG=—>BCF.S, para algum finito FC G 5<s
= B C F.T, para algum finito F CG =—> B € F7G,

segue que F5G C FrG.
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Agora, seja B € FrG. Então B C F'/.T para algum subconjunto finito F' de G. Como
[T:S] <0oo, T=(1SU...Ut(,5) C F".S com F"= fti,...,tk).

Assim, B C FI.T c F'.(F"'.S) c F.S com F = F'/.F" (finito) e daí B € FsG. Logo,
FrG C FsG.

(v) Temos que

)

O resultado seguinte nos mostra que FsG é um módulo induzido, o que nos será útil em
várias situações.

4.1.2 Proposição: Se (G, S) é um par de grupos então

FSG >= IndGZoS

como ZaG­módulos.

Demonstração: Recordemos que

IndSZ2S := Z2G Sz,s D25 = LG Ou,s CoindiyZ2 = Z2G Oz,s Homz, (Z25, Za)

Consideremos as seguintes aplicações:

Ind$Z2S = IndSCoindfyZ2 3 CoindSCoindfyZ2 5 Coindf,Z2 = LG & PG
com À e v as ZaG­aplicações dadas em 1.4.6 e p o ZaG­isomorfismo dado em 1.4.12, ou seja,

v(9' E Do) = | vo) “IES vgefeImSTS,v ge GM) =SOO,
1€ 7S8,vgeG,V fe Coind$Coindt,Zo, ep(f)=(gE€EG|f(g))=1),Vf/ERDG..

Como 9 é monomorfismo e v é isomorfismo temos que IndGZ2S = Z2G Sz,5 Z2S é um
Z2G­submódulo de Z2G e Z3G­isomorfo (via p) ao ZaG­submódulo p((v o 0)(Z2G Srz,s Z25))
de PG, ou seja, Z4G Oz,s Z25 > p((v o V)(Z2G Sz,5 Z25)).

Assim, para concluir a proposição, basta mostrar que p((v o V)(Z2G Sz.s 225)) = FsG.
Essa igualdade segue dos seguintes fatos:
(1) BeFsG&>B=qQWU...UgrS"e, com giEeG, 5 CSekeN.
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(II) Da mesma maneira que temos o ZaG­isomorfismo p : Z2G — PG, também podemos
definir o ZaS­isomorfismo à : Z95 — PS. Considerando a aplicação injetora

j: BS o LG

fo; 19 =| f(g9) segeS
o C.C.

obtemos o diagrama comutativo:

PS —> PG

(III) Se n & ho é um elemento básico de Z2G &z,s 225 então, Vg E G,

[(97*90) * fol(1) = fo(9'9o) segmes
0 c.e.(v od) (go E fo)(g) = |

Daí,
P((v od) (go 8 fo)) =(9 EG] (vod)(go 8 fo)(g)=1)

=(geEG|g9 'nESe fg !g)=1)
=(9gE€G|g '9€ESefo((95'9))=1)
=(9€G|97'9€EP(fo))
=(9€G|97'9=sE P(fo))
=(gs|seE P(fo))

ou seja, p((v o 9) (go & fo)) = goSo E FsG com So =P(fo) CS.
Agora, se 17= nO fh+NnNSh EZCGOr,s Z2S então

pívov)(s) =(9E€G|(vod)(go Sf+nsh)(g)=1)
=(9 € G | (709)(g0 8 fo)(9*) + (von)(n O f)(g)=1)

­ G (vovl(go S&S fo)(97) =1 ou (exclusivo) '(voú)(negSf)(g)=1
= RS Uns: E FósG

com S; = p(f;) C S para í =0,1.
Mais geralmente, se 7 = 0 & h+nOfit...+98 fi E 746 Oz,s Z25 então

p(vo O)(x) = goSQÃU ...U gr S; E FSG com S; = P(f;) CS paraíi=0,...,k.
(IV) Se B=gSU...U gxS; E F5G é fácil ver que

B = p(vov) (go & (5) (So) +... + gx O (9) (Sx)) E pl(von)(ZGOz,57Z25)). =

4.1.3 Observação: Como Z2S = PS (por 1.4.12) obtemos da proposição anterior que
FG = IndSPS.
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Agora, recordaremos as definições e enunciaremos (sem demonstração) alguns resultados
dos ends e(G), e(G, S) e e(G, S). Para maiores detalhes e resultados adicionais ver [8], [4], [26],
[25] e [16].

Temos que PG/FG é um Z;­espaço vetorial e QG/FG é um Z2­subespaço de PG/FG.

4.1.4 Definição:(algébrica) Dado um grupo G, o número de ends de G, denotado por e(G),

e(G) := dimz, (Ss)
PGNV PG4.1.5 Observação: Por 4.1.1(v) segue que e(G) = dimz, (Es) ­ =dimaz, Hº (s, FG) .

é definido por:

4.1.6 Proposição: (1) Se G é um grupo infinito então e(G) = 1 + dimz, H'(G,Z2G).
(11) Se S é um subgrupo de G com [G : S] < oo então e(G) = e(S).
(iii) Se S é um subgrupo finito e normal de G então e(G) = e(G/S).
(iv) Se G é finitamente gerado então e(G) = O, 1, 2 ou co.
(v) Se G é um grupo finitamente gerado então as seguintes condições são equivalentes:

e e(G) =2;
e G tem um subgrupo cíclico infinito de índice finito;
e G tem um subgrupo normal K tal que G/K é isomorfo a Z ou a Za * Za;
e G=Fxp comF finito ou G= AxrB comF finito e [A: F|=[B: F|=2.

(vi) Se G é um D"­grupo com n > 2 então e(G) = 1.

Demonstração: [26] e [4].

4.1.7 Exemplos:
(1) e(G) =0 SG é finito.
(2) e(Z) =2 e e(Z") =1 paran > 2.
(3) e(Z PZn) =2.
(4) e(Z2 *Z3) =2.
(5) e(Z* Z) = oo ([8]), ex.2, p.19).

4.1.8 Definição: Seja (G,S) um par de grupos. O end e(G,S) é definido por

dim, (PEINe(G,S)= dimz, 4) :
4.1.9 Proposição: (1) e(G, (1)) = e(G).

(1) e(G, S) = 0 se, e somente se, [G: S) < oo.
(iii) Se S e T são subgrupos de G com S <T <G e[G:T] < oo então e(G,S) = e(T, S).
(iv) Se S é um subgrupo normal em G então e(G,S) = e(G/S).

81

FEV
AVAVAY

1 2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



Demonstração: [25].

4.1.10 Exemplos:
(1) e(Z, kZ) = O.
(2) e(ZPDZ,Z) =2.
(3) eZEPBZPDZ,Z)=1.
(4) e(ZPDZn,Z) =O.
(5) e(Z PD Zn, Zn) =2.

4.1.11 Definição: Seja (G,S) um par de grupos. O end e(G,S) é definido por

PG”
FG) 'E(G, S) = dimz, (

4.1.12 Proposição: (1) Se [G: S] = oo então e(G,S) = 1 + dimz, H'(G, FsG).
(11) Ee(G, (1)) = e(G) e mais geralmente, e(G, S) = e(G) se S é um subgrupo finito de G.
(iii) e(G, S) = O se, e somente se, [4 : S] < co.
(iv) Se S e T são subgrupos de G com S <T <G e [G: T]=0o então e(G, S) <e(G,T).
(v) Se S e T são subgrupos de G com S <T <G e[G:T] < oo então e(G,S) =e(T,S).
(vi) Se S é um subgrupo finitamente gerado e normal em G então e(G,S) = e(G/S).
(vii) Se G é um PD"­grupo e S um D"!­subgrupo então e(G, S) = oo ou S é um PD" !­grupo,
neste caso e(G,S) = 2.
(viii) e(G,S) <e(G,S).

Demonstração: [16].

Agora, vejamos os invariantes E(G,S, M) e E(G,S). Para mais detalhes ver [1].

4.1.13 Definição: Seja (G,S) um par de grupos com [G: S|) = 0o e M um ZaG­módulo.
Define­se E(G, S, M) por

E(G,S,M) =1 + dimz, Ker(resguy)

onde resS4 : H'(G, M) — H'(S,M) é a aplicação restrição definida no capítulo 2 (seção 4).

4.1.14 Proposição: E(G,S,M) é um invariante para pares ((G, S), M).”

Demonstração: Vimos em 2.4.2 que se ((G,S),M) = ((L, H),N) então Ker(resSy) =
= Ker(resgvn). Conseqiientemente, E(G, S, M) = E(L, H, N). =
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4.1.15 Observação: Por 2.5.7 e 2.1.4 temos que

E(G,S,M) :=1+dimz, Ker(resSy)
À

H'(G,S,M)

H((G,S,M)
MSTMº

4.1.16 Definição: Seja (G, 5) um par de grupos com [G: S] = oo. Define­se E(G,S) por

E(G,S) := E(G,S,Z2(G/S)) =1 + dimz, Ker(resSz,G/s))
/

onde resS7,6/s): H'(G,Z(G/S)) > H(S,Z(G/S)) é a aplicação restrição.

4.1.17 Proposição: E(G,S) é um invariante para pares (G,S), isto é, se (G,S) e (LH)
são pares de grupos e existe 0: G— L um isomorfismo de grupos com B(S) = H então

E(G,S) = E(L, H). ”

Demonstração: Basta ver que nas hipóteses acima, ((G, S), Z2(G/S)) = ((L, Hd), Zo(L/H)) e
daí o resultado segue da proposição 4.1.14. =

4.1.18 Observação: Visto que Z2(G/S) = IndSZa2 (por 1.4.11) segue da proposição 4.1.14
que E(G,S) = E(G, S, Z2(G/S)) = E(G,S, IndSZ,).

4.1.19 Proposição: Se (G, S) é um par de grupos com [G : S] = oo então E(G,S) < e(G, 5).
Em particular, se S é normal em G então e(G,S) = E(G,S).

Demonstração: [1] (teor.3.1, p.13).

4.2 O Invariante E(G,5S)
4.2.1 Definição: Sejam (G,S) um par de grupos com [G: S] = oo. Define­se E(G,S) por

E(G,S) := E(G,S, FG) = 1 + dimz, Ker(resS r,6)

onde res$7,6 : H'(G, F$G) — H'(S, F5SG) é a aplicação restrição.

4.2.2 Proposição: É(G,S) é um invariante para pares de grupos (G, S), ou seja, se (G,S) e
(L, H) são pares de grupos com [G: S] = co e[L: H] = oo, e eriste 0: G— L um isomorfismo

de grupos tal que O(S) = H então

E(G,S) = E(L, H).
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Demonstração: Basta mostrar que existe um isomorfismo de grupos abelianos
Y: Ful > FsSG tal que Áv(0(9)B) = 9 v(B), Vga E Ge B E FuL, pois isto implica

que ((G, S), F;G) = ((L, H), FuL). Daí, Ker(resg 7,69) = Ker(resh r,1) (por 2.4.2) e então
E(G,S) = 1 + dimz, Ker(resS 7,6) = 1+ dimz, Ker(resk 7,1) = E(L, H).

Temos que o isomorfismo À, : S — H induz um isomorfismo (6) * : ZH — Z25 com
(8)*(f) dado nos geradores por (B)*(f)(s) = f(0(s)), VÍíeZHeVseES.

Agora, consideremos a aplicação é : ZoL &mn,.u ZoeH — Z29G SOmx,s Z25 definida nos
geradores por É(1 & f) = 9 (1) & (0)*(f). Temos que 4 é um isomorfismo de grupos e
VvgEG,VleLeVÍEZIH,

(0(9) (IS f)) =e(6(9)I 8 Ff) = 6"(6(9)!) & (6)*(S)
= 968 (1) & (6)*(f) = 9­(67(1) O (6)*(f))
=9 2018)

Logo, usando 4.1.2 segue o resultado.

De acordo com a proposição 3.1.14, para M = FsG,

Der(G, 5, FóG)Ker(resSFG) o

e daí se [G: S]) = co então

Der(G, S, Fó;G)
P(G, S, FsG)

H'(G,S,FsG)

4.2.3 Proposição: Se (G, S) é um par de grupos com [G : S] = oo então
(1) E(G,S) = k < co se, e somente se, o número de elementos de L(G,S, FG) é 2h;
(ii) E(G, S) = oo se, e somente se, L(G, S, F$SG) tem infinitos elementos.

E(G,S) =1 + dimz, =1+dimz,

H'(G,S, FsG)
P(G,S,FsG)Demonstração: Vimos em 3.2.15 que existe uma bijeção entre L(G, 5, FG) e

Assim,
|

(1) E(G,S) = k &> dimz, P(G.5,FG) k— 1 <> HL(G,S, FG) = 2".
(ii) E(G,S) = 0o <=> HL(G, S, Fó$G) = co. "

4.2.4 Corolário: Se (G,S) é um par de grupos com [G : S) = oo então E(G,S) = 1 se, e
somente se, fHL(G,S,FsG) =1.

4.2.5 Lema: A aplicação

n: ASG — Der(G,FsG)
A mm n4); n(A(g=A+9­A VgEG

é sobrejetora.
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Demonstração: Observemos que Im n = P(G,AsG), pois como PG é um Z3G­módulo,

n(A)(g9)= A+g­A=9:A— A =da(g).
Temos que Der(G,PG)/P(G,PG) = H'(G,PG) *É? 0 e F;SG C PG donde segue que

Der(G, FG) Cc Der(G, PG) = P(G,PG).
Seja d E Der(G,FsG). Então d WE P(G,PG), ou seja, existe B E PG tal que

d(9) = dg(9) = 9 ­ B + B, Vg E G. E ainda, V g € G, d(9) € FÊG (pois d E Der(G, FsG)) e
assim, g « B+ B € FSG,VgeEG, isto é, BE AsG. Logo, d E P(G, AsSG) = Im n e assim n é
sobrejetora. =

Vimos em 4.1.1(1) que FG C AsG. Temos que 0), G E ASGN(PGY, e

AEASGN(PG)S > AEASGEAE(PG)S >n(A) E Der(G, FSG)e 8: AZ A, VsES
=> n(A) Ee Der(G, FsG) e n(A)(s) = A+ s­ A=0, VsE€ S
= n(A) E Der(G, F$G) e n(A)|; = 0 => n(A) E Der(G, 5, Fs$G).

O seguinte resultado nos dará uma forma de estender a definição de E(G, S) de modo a
abranger o caso em que [G: S] < oco.

4.2.6 Proposição: Se (G, S) é um par de grupos com [G : S] = oo então a sequência abaixo
é erata

Gs Ss
FGN(PGYS P(G,5,F5G) O

onde x(C) := C = C + (FsGN(PG)5), VC E (0,G), e n7(4) := n(A) + P(G,S, FsG) com 7
a aplicação dada no lema anterior.

Demonstração: Temos que:
(1) x é monomorfismo:

Suponhamos que x(G) = 0. Daí,

G € F;GN(PG) > GE FG
=> G = g95QU...U gxSx, JNEG,S;,CSekeN>GC(nSU...Ug;S).

Assim, [G : S] < oo, o que contradiz a hipótese.
(II) Kern=Imx:

Notemos que Im x = (0,G]).
Como

(0) = n(0) + P(G,S,F;G) com n(0)(9)=0+9­0=0,VYgeG e7

T7(G) = n(G) + P(G,S,F;G) com n(G)(g)=G+9g­G=G+G=0,vgEG

segue que 1)(0) e n(G) são aplicações nulas e daí 7(Ó) = O = 7(G). Logo, Im x C Ker 7.
ASsG N(PGYS
FsGN(PG)S

Reciprocamente, seja À E Ker 7. Então À € e n(A) E P(G,S, FsG).
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Assim, A € AsG N(PG)* e existe B E FsSG tal que n(A)(g) = dg(9), V9g E Ge
n(A)js = O.

Daí

n(A)(g9)= dge(9), vg EG=> A+g­ A=B+9g­B, VgEeG>
=> A+ B=g9­(A+B), VÇ9gEG>A+BeE(PG)T=D

> A+BeEÍ(I,G)>A+B=0 ou A+B=G,

Se A+ B = (0 então A= Be FG. E também, como À E AsG N(PG)* segue que
A € (PG)S. Assim, A = A+0 € FSGN(PG)S o que implica em 4 = 0 =x(0) e Im x.

Agora, se A+ B = G então A+G = B E FsG. Como A E (PG) e G E (PGY”,
A+G E (PG)S. Daí, A+G E FSGN(PG)S e temos AÀA=G=x(G)EeImx.

Logo, Ker n C Im x.'

(III) 7 é epimorfismo:
Dado d + P(G,S,FsG) com d E Der(G,S, F5;G) segue que di, = O e, em particular,

d E Der(G, FsG). Daí, pelo lema 4.2.5, existe A E AsG tal que n(A) = d. Assim,

n(A)js = dj > n(A)|s = 0=>n(A)(s)=0, VvseS=>
=> A+s­4=0, Vse S> 8: A= A, Vse S=> AE(PG),

Logo, existe A € AsG N (PG)* tal que

Portanto, de (1), (II) e (III) concluímos que a seqiilência dada é exata.

4.2.7 Corolário: Se (G, S) é um par de grupos com [G : S] = co então

AsG N (PG)*
= dim

(AsG)”
" FGN(PG)S = dimz, CEL(FsG)S

E(G,S)

Demonstração: Pela proposição anterior temos que x é monomorfismo, Im x = Ker mn e
7) é epimorfismo. Como x é monomorfismo, Im x > (0,G) = Z2. Assim, usando o Teorema
do Núcleo e da Imagem para Za3­espaços vetoriais, segue que

AsG N(PG)5
dimz FG (PGS = dimz, Ker + dimz, Im 7 = dimzg, Im x + dimz, Im 7

Der(G, S, FóG) Der(G, S, FsG)

= E(G,S). ”

= dimz, Za + dimz, =1+ dimz,

4.2.8 Observações:

(1) Se [G: S] < oco então de 4.1.1(tii) e (1) segue que PG = FG C AsG. Assim, AsG = PG
e

AsG N (PG)
dim

PGN(PGS
& FGN(PG)S Peníro)s **
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ASsG N(PG)*Logo, se definirmos E(G, S) := dimz, FGN(PO)S' para todo par de grupos (G,S),Ss

obtemos que:
(a) E(G,S) =0 &>[G:S]< oo.
(b) [G : S] = 0o <> E(G,S) = 1 + dimz, Ker(resg 5,6).
(c) E(G,S) é um invariante para pares de grupos (G, S) (com [G : S] infinito ou não ), isto é,
se (G,S) e (L, H) são pares de grupos e existe 8: G — L um isomorfismo de grupos tal que

B(S) = H então E(G,S) = E(L, H).
(2) Se G é um grupo qualquer (finito ou infinito) então

E(G, (1)) = e(G).

AmGN(PGM fPGYº
FGO (PG) =| FG e usar 4.1.5.Demonstração: Basta ver que

Vejamos algumas relações entre E(G,S) e e(G, S).

4.2.9 Proposição: Se (G,S) é um par de grupos então

E(G,S) <&(G,S).

Demonstração: Suponhamos que [G : S] < oo. Daí, por 4.2.8 e 4.1.12(iti),

E(G,S) = 0 =&(G, S).

Agora, suponhamos que [G : S] = oo. Assim, como Ker(res$ 7,6) C H'(G, FsG) e por
4.2.1 e 4.1.12(1) temos que

E(G,S) =1 + dimz, Ker(resS 5,6) < 1 + dimz, H'(G, FsG) =e(G, S)
ou seja, E(G,S) <e(G,S).

Analisaremos sob quais condições E(G,S) = E(G, S), pois em geral eles não são iguais,
isto é, podemos ter E(G,S) < e(G,S) (conforme veremos no final da seção), embora suas
propriedades sejam semelhantes.

4.2.10 Proposição: Se (G,S) é um par de grupos com [G : S] não necessariamente infinito
então

=

ne. : AsG N (PG)5 NEN AsGE(G, S) = e(G, S) <> dimz, FCN(PCS dimz, FC
AsG

Demonstração: Por 4.1.1(v) segue que a definição 4.1.11 é equivalente à E(G, S) = dimz, —=——.
A ( )*

FsG
sGN(PG

FGN(PCS' Logo, o resultado segue. ”Vimos em 4.2.8 que E(G,S) = dimz,
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4.2.11 Proposição: Seja (G,S) um par de grupos satisfazendo [G : = co.

resir.a : H'(G,FsSG) — H'(S,FsG) é a aplicação nula então E(G,S) = &6(G,S). Em
particular, se H'(S, F;G) = O então isto ocorre. Se E(G,S) = e(G,S) < co vale a recíproca
deste fato.

Demonstração: Temos que:

resgr,6 é nula & Ker(resg x7,6) = H'(G, FsG) se
dimz, Ker(resg 7,6) = dimz, H'(G, F;G) €& E(G,S) =e(G, S).

Agora, se E(G, S) = E(G, S) < co então (*) é válida na direção contrária. =

4.2.12 Corolário: Se (G,S) é um par de grupos com [G: S] =00o e S é finitamente gerado
e normal em G então

E(G,S) = €(G, S) = e(G/S).

Demonstração: Por hipótese, S é normal em G e daí, por 1.4.7 (Fórmula de Mackey ­ caso
particular), temos o Z2S­isomorfismo IndSPS > & 9PS.

9€EG/S

Assim, H(S, FsG) = H'(S, Ind$PS) = H'(S, ED 9PS).
9€G/S

Mas, como S é finitamente gerado, por 2.1.8 temos que

H'(S, ED 9PS)= ED H'(S,9PS).
9EG/S 9€EG/S

Agora, recordemos (ver comentário anterior à 1.4.7) que 9PS é um Z2S­módulo com a
S­ação definida por s * (9B) = gsg* ­ (9B) = gsB, Vs E Se BE PS. E ainda, que PS é um
Z2S­módulo com a S­ação dada pela multipicação à esquerda. Consideremos a aplicação

x: PS— PS
9Bmm DB

Temos que x(s * g9B) = x(gsB) = sB = sx(g9B), x é um homomorfismo de grupos e é
bijetora e portanto x é um Z2S­isomorfismo. Logo, V g E G/S,

H'(S,9PS) = H'(S,PS) “É O

e portanto, H'(S, F;G) = O. Pela proposição anterior e 4.1.12(vi) segue o resultado. "=

4.2.13 Corolário: Se (G, 5) é um par de grupos com [G: S] =00o e S é um subgrupo finito
de G então

E(G, S) =E(G, S) = e(G).
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Demonstração: Como S é finito segue por 4.1.1(4i) que FG = FG. Daí

FG =FGE LG > InddZo.
Usando 1.4.7 (Fórmula de Mackey) para T = (1) obtemos o Z3S­isomorfismo

Indé,Z2 > ED Indí9Zo.
9EG/S

Ássim,

H'(S,Fs$G) = H'(S,Indf,Z2) = H'(S, ED Indí 97)
9€EG/S

= HS, & Coindf,9Z2) (por 1.4.4, pois [S : (1)] < oo)
9EG/S

­­ & H'(S, Coindf,,9Z2) (2.1.8, pois S é f.g.)
9€G/S

­­ & H'((1),9Z2) (por Lema de Shapiro: 2.3.1)
9€EG/S

= 0 (por 2.1.6(1))

Logo por 4.2.11 e 4.1.12(%i) temos o resultado. =

4.2.14 Proposição: Se (G,S) é um par de grupos com G finitamente gerado e e(G) = 2
então

E(G,S) =e(G,S) =2 ou E(G,S) =e6(G,S) =O.

Demonstração: Primeiramente vamos provar a seguinte afirmação: “ Nas hipóteses acima
temos que |S| < oo ou [G: S] <co”.

De fato, como G é finitamente gerado e e(G) = 2 segue de 4.1.6(v) que existe T' subgrupo
de G tal que [G: TI < oo e T = Z. As inclusões S > Ge SNT — T induzem a seguinte
aplicação injetora

= 4 E
SNT T

s(SNT) =p

Daí, [8: SNT] < [G:T] < oo.
Agora, como S 1 T é subgrupo de T = Z,

SNT=(1) IS|=[S8: SNT] <co
ou ou

SNT=kZ, k£0 IT: SNT]=k<co

IS]< oco
ou

IG: S) <[G: SNT]| <[G: T][T: SNT] < co.

89

FEV
AVAVAY

cem 1 2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



Se |5]| < co segue, por 4.2.13, que

E(G,S) = E(G, S) = e(G) =2.

Agora, se [G : S] < oo temos, por 4.2.8 e 4.1.12(iii),

E(G,S) =e6(G,S) =O.

4.2.15 Exemplos:

(1) Sejé G=Z" eS=Z"*, Como [G:5S]=0o,S é finitamente gerado e normal em G
segue, por 4.2.12, que

E(G, S) = e(G/S) = e(Z) “E 2.
(2) Consideremos G = Z" e S = Z* com0 <k<n­2 Temos que[G:5S)=00, Sé
finitamente gerado e normal em G. Daí, por 4.2.12,

E(G,S) = e(G/S) = e(Z"H) =1

sendo que a última igualdade segue den — k>2 e de 4.1.7.
(3) Seja G = (ZPZ) “4 Z com 0 : Z > Aut(ZDPZ) dada por A(c)(a,b) = (a,2ca +b). A
operação em G é definida por

((a, b), c) + ((a', D/), d) = ((a, b) + 0(c)(a', ), c+ Cd) = ((a+a/,bh+b' +20ca),c+C).

(a) S = f((a,b),0) |a,bEZ):
Temos que S é um subgrupo finitamente gerado (pois S = ZEDZ) e normal em G. E

ainda, G/S = Z e daí [G: S]) = co. Logo, por 4.2.12,

E(G,S) = e(G/S) = e(Z) *X' 2.

(b) S = [((0,5),c) |lI,E Z) :
Como [G: S] = co, S é normal e finitamente gerado segue, por 4.2.12, que

E(G,S) = e(G/S) = e(Z) “E 2.

(4) Considerando G = ZD(Z*Z) DZ, (n>2) e S=Zx*Z, temos que [7 : S) =0o, S é
finitamente gerado e normal. Logo, por 4.2.12,

E(G,S) = e(G/S) = e(Z OZ,) =

(5) Seja G=Z2*Z2 e S =Z2. Como[G:S)=00oeS é um subgrupo finito de G então, por
4,2.13,

E(G,S) = e(G) = e(Z2 * Z2) “E' 2.
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Nos resultados a seguir consideraremos G um grupo e 5, T subgrupos de G satisfazendo
S<T<CG.

4.2.16 Proposição: Se [G : T] = co então:
(1) E(G,T, Fó;G) < E(G,S) < E(G,S, FG);
(ii) E(G,T, Fó;G) < E(G,T) < E(G,S,F1G).

Demonstração: Faremos apenas (1), pois (ii) prova­se de maneira análoga.
Como S <T < G e [G: T] = 0o segue que [G:5] = co.
Por 2.4.3, Ker(res$) c Ker(resG) e daí

E(G,T, FG) = 1 + dimz, Ker(res$) <1+ dimz, Ker(res$) = E(G,S).

Para obter E(G, S) < E(G,S,FrG) devemos mostrar, primeiramente, que a inclusão
1: FG > FrG induz um monomorfismo (ide,3)* : HG, FG) > H!'(G, FrG).

Consideremos a segqilência exata

ZaT
nasãa ? é IndEZ2aS —O

onde p é a projeção canônica e 4) é a composta: IndíZ2S 2 Coind&Z2S * ZaT com PV evras
aplicações dadas em 1.4.6.

Por 1.1.14 temos que Z2G é Z2T­livre e daí Z2G também é Z3T­ projetivo. Assim, por
[14] (p.82) e como Indsf = Z2G Sgt — Y ­ Oz.T Z2G, obtemos a seqilência exata

0 — IndSIndEZ3S = IndGZ3S — IndSZaT — IndúQ — O

Daí, por 2.2.3, temos a sequência exata longa em cohomologia:

0 — Hº(G, Ind$Z2S) — Hº(G, Ind$Z3T) — Hº(G, IndéQ) —
— H'(G, Ind$Z,5) ES HG, IndSTT) — «+

Como [G : S] = co segue por 1.4.9 e 2.1.4(i) que os três primeiros termos da seqiiência
anterior são nulos e daí (idg, j)* é monomorfismo.

Logo, usando N = FG, M = FrG eç=5jem2.44, obtemos

E(G,S) =1 + dimz, Ker(resSy) = 1 + dimz, (ide, j)*(Ker(resS n))
< 1 +dimz, Ker(resgu) = E(G,S, FG).

4.2.17 Corolário: Se [G: T] = 00 e [T : S] < co então

E(G,T) < E(G,S).
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Demonstração: Por hipótese, [T : S] < co. Daí, por 4.1.1(iv), FsSG = FrG. Assim,
E(G, T) = E(G,T, FrG) = E(G,T, FG). Pela proposição anterior, E(G,T, FsG) < E(G, 5).
Logo, E(G,T) < E(G,S). "

4.2.18 Proposição: Se [G: S] = oo e [a : T] < oo então

E(G,S) < E(T,S).

Demonstração: Como [G : T] < co, tomando S = T e M = IndíZ23S em 1.4.4(ii), segue que
Ind&º (Ind£Z25S ) & CoindS (IndsZ25 ). Assim, a aplicação induzida

(ida, 0)* : H! (G, IndS(Ind$Z2S)) — H' (G, CoindF(IndSZ25))

é um ZsG­isomorfismo e daí, por 2.4.5,

Ker(resS r,a6Tr5) > (a,4)* (xer(res£ r,o) Cc Ker(res$£ r,GLS):
Logo,

E(G,S) = E(G,S,Fs;G) = E(G,S, IndSZ35) = 1 + dimz, Ker(resS rna6775) =
<1+dimz, Ker(resgarg,5) = E(LS, IndsZ25) = E(T,S, FÊsT) = E(T,S).

Portanto E(G,S) < E(T,S).

4.2.19 Proposição: Se (G,S) é um par de grupos com [G: S] = oo então

E(G,S) < E(G,S).

Demonstração: Consideremos a sequência exata de Z2S­módulos

0005) PSI Q=7555 O
Por 1.1.14 temos que Z4G é Z2S­livre e daí ZoG também é Z2S­ projetivo. Ássim, por

[14] (p.82) e como Indg— = Z2G &r,5s — = — Oxn.s Z2G, obtemos a sequência exata

0 — ZG SO7,5 Zoo o, Z2aG Oz,Ss PS —> ZaG Oz,5s Q — 0.
Daí, por 2.2.3, temos a sequência exata longa em cohomologia:

0 — Hº(G, Ind$Z2a) — H%(G, Ind$PS) — Hº(G, Ind$Q) —
— H'(G, Ind$Z,) “ES” HG, IndÍPS) — «..

Como [G : S] = oo segue por 1.4.9 e 2.1.4(1) que os três primeiros termos da sequência
anterior são nulos e daí (ida, 9)* é monomorfismo.
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Logo, considerando N = IndGZ2, M = IndGPS e p=q& em 2.4.4, obtemos

E(G,S) = E(G,S,IndSZ2) =1 + dimz, Ker(resSy)
<1+dimz, Ker(resguv) =E(G,S,IndSPS)= E(G,S).

O último resultado desta seção nos dá uma condição necessária para que um par de grupos
(G, S) seja um D”­par.

4.2.20 Teorema: Seja (G,S) um par de grupos com [G: S] =
(i) Se (G,S) é um D"­par então E(G,S) = 1.
(it) Se G é um D"­grupo com módulo dualizante C e S é um D""!­subgrupo com módulo
dualizante ResSC então E(G,S) <2.

Demonstração: (1) Observemos que se (G,S) é um D!­par então, por 2.7.15, G e S são
Dº­grupos sobre Z,2. Assim, por 2.7.10, G e S são grupos finitos e daí [G : S] < co. Logo, nas
hipóteses acima, temos necessariamente n > 1.

Considerando M = F;G em 2.5.4, obtemos a seqiiência exata longa
ress res“Sn0 > Hº(G, FG)  H%WS, FG) & H(G,S, FG) 2 HG,FG)É H(S,FCG)S+

Seja C o módulo dualizante do par (G, S). Então

H'(G,5,Fs;SG) = H'(G,S,IndSZ2S) (por 4.1.2
= Hn­1(G,C 8x, IndSZ25S) (por 2.7.12
= Hr (G, Ind&S (ResSC Oz, Z25)) (por 1.4.8
= Hn1(S, ResSC Sz, 225) (por Lema de Shapiro: 2.3.1

= Hº (s, Coindf Za) (pois Z35 = Coindi,Z»
= Hº((1),Z2) (por Lema de Shapiro: 2.3.1

)
)
)
)

= Hº (S,Z25) (por 2.7.15(ii) e 2.7.1)
)

)
= Z2 (por 2.1.6(1))

Como [G : 5] = oo segue, por 1.4.9, que (IndSZ25)º = 0 e daí
Hº(G, FG)= Hº(G, IndSZ2S)= (Inas725)

Isto implica que o homomorfismo 5 da seqilência acima é monomorfismo. Assim,
Hº(S, FG) = Im 6 C H'(G,S,Fs;G) >= Za, isto é, Hº(S,Fs;G) C Z2. Por outro lado,
H(S, Fs5SG)= (FsSG)Í. Como S E FJ;G e 5,0 E (Fs$G)* então (F;G)* O (0,5) = Za. Logo,
Z2 C (F$G)* = H%S, F5G) C Z2 o que implica em H(S, FsG) Za.

Assim,

H'(G,5,FsG)  HG,S,F;sG)  HUG,S,FsG) Za
KrJ “mo “MHSRO LRKer(resS) = Im J=>
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Portanto, E(G,S) = 1 + dimz, Ker(resS) =1+0=]L.
(ii) Por hipótese, G é D"­par. Então H!(G, IndSZ2S) = H.1(G,C Sz, IndSZ2S). Agora, no
item (i) vimos que H.­1(G,C &z, IndSZ25) = Za. Assim, dimz, H*(G, IndSZ35) =1.

Como Ker(res$) é um submódulo de H!(G, IndGZ235S), segue que

E(G,S) = 1 + dimz, Ker(res$) <1+ dimz, H*(G, IndSZ7) =2.

ou seja, E(G, S) <2.

4.2.21 Exemplos:

(1) Seja G=(a)*x(D => Zx*Z.
(a) 5 = (aba"!b) = Z:;

Vimos em 2.7.17 que (G, S) é um PDº­par. Assim, pela proposição anterior, E(G,S)=1.
(b) T=()>Z:

Por [1] (er.2.2(c), p.8), temos que E(G,T) = co. Agora, por 4.2.19, E(G,T) < E(G,T).
Logo É(G,T) = co. Daí, concluímos que o par (G,T) não é um Dº?­par, apesar de G e T serem
D'­grupos.
(2) Consideremos G = (a,b | ºVP =1) e S=(b) = Z. Temos que G = m(KB), onde KB
denota a garrafa de Klein, e daíG é um PDº*­grupo (por 2.7.6(2)). Como S é um PD'­subgrupo
segue pela proposição 4.2.20 que E(G, 5) <2.
(3) Se considerarmos X = M? — D? com M? qualquer superfície fechada orientada diferente
de S? então (G = mn (X),S = m(0X)) é um PDº­par (por 2.7.17) e daí pela proposição 4.2.20,

E(G,S) =1.

(4) Seja G o grupo dado no eremplo 4.2.15(3).
Consideremos o subgrupo S = (((0,0),c) |ce E Z). Este subgrupo não é normal em G, pois

paraq9 = ((1,1),1) E G, g+5S= (((1,1),1+0) |ee Z0) £ ((1,1+20),1+0) |eEZ0) = S+g.
Temos que G é um PDº­grupo, pois G é o grupo fundamental de uma superfície de

dimensão 3 (ver [21]). Além disso,

H'(G, FG) = H'(G,IndSZ,S) (por 4.1.2 e 2.2.2)
= H2(G,C & IndGZ25) (pois G é PD? — grupo)
= H2(G, IndS(ResSC & Z25S)) (por 1.4.8)
= Ha(S, ResSC 8 Z25) (por Lema de Shapiro: 2.3.1)
= O (pois S = Z)

Assim, como Ker(res$ 57,6) C H'(G, FsG) > O segue que Ker(resSx,6) = (0) e por­
tanto

E(G,S) =1 + dimz, Ker(resgr,6) = 1+0=L.
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4.2.22 Observações:
(1) Vimos em 4.2.21(1) que para o PDº­par (G = (a) * (b), S = (aba!b"*)), E(G,S)=1e
no entanto por 4.1.12(iti) e (1) temos que

E(G, S) > e(G, (1)) = e(G) = co

ou seja, E(G, S) = oo. Analogamente, e(G,T) = co para T=(b) = Z.
Isto nos mostra que o resultado anterior não é válido para e(G,S) e que para este par

(G,S), E(G,S5) 2 6(G,S).
Além disso, como é(G, H) = oo para todo par (G, H) tal que e(G) = 00 e H é um subgrupo

de G com [G : H] = co, concluímos que e(G, H) não nos dá nenhuma informação adicional para
os subgrupos H, o que não ocorre com E(G, H) pois para G,S,T como no exemplo 4.2.21(1)
temos E(G,S) =1 e E(G,T) = co.

H'(G,S, Fs5G)
(2) Desde que E(G,S) = 1 + dimz, (FsG)ST(FsG)S
obtemos uma interpretação para e(G,S) em termos de cohomologia relativa. Além disso, se

sempre que ocorrer E(G, S) = e(G, S)

(X,Y) é um par Eilenberg­MacLane realizando (G, S) então obtemos também uma interpretação
topológica (por 2.6.25).
(3) Se (G,S) é um D"­par segue por 4.2.20 e 4.24 que fL(G,S, FsSG) = 1, ou seja, a classe
do levantamento trivial é a única classe de FsG­conjugação de levantamentos 1 : G — FsG da

extensão 0 — FG — FG x» G— G — 1 tais que ll; = (0,ids).
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