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Resumo

O objetivo deste trabalho é estudar os polindmios ortogonais definidos
no plano complexo. De maneira especial, consideramos os polinémios conhecidos
como polinémios de Szegd, definidos no circulo unitario. Como exemplo, temos
os polinémios definidos sobre arcos no circulo unitario. Finalmente, utilizamos as
propriedades dos polindmios de Szego para analisar a positividade das férmulas

de quadratura no intervalo [—1,1].
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Abstract

The objective of this work is to study the ortogonal polynomials defined
on sets in the complex plan. Especially, we consider those polynomials, which are
called Szegd polynomials, defined on the unit circle. As examples, we consider
polynomials defined over arcs in the unit circle. Finally, we use the properties
of the Szegd polynomials to analise the positiveness of quadrature rules on the

interval [—1,1].

Icm 1 2 3 4 2 6 7 unespw 11 12 13 A4 15 A6 1



Introducgao

Preliminares
2.1 Polinomios Ortogonais
2.2 Relacao de Recorréncia para polindmios ortogonais reais

2.3 Quadratura Gaussiana

Polinédmios ortogonais no plano complexo
Resultados preliminares
Propriedades extremas
Propriedades dos zeros
Polindmios ortogonais no circulo unitario
3.4.1 Matrizes de Toeplitz

3.4.2 Relagao de Recorréncia

3.4.3 Relacdo com os polindmios ortogonais em [-1, 1]

icm 1 2 3 4 2 6 7 unespw 11 12 13 A4 15 A6 1



Transformacao de Moebius

4.1 Transformagao de Moebius: teoria algébrica

4.1.1 Transformagao de Moebius especial

A esfera de Riemann

4.2.1 Circulos generalizados

4.2.2 A Métrica Cordal

4.2.3 Movimentos rigidos da esfera de Riemann

Transformagao de Moebius: simetria

4.3.1 O teorema da aplicacao para discos
Combinagoes Lineares de Polinémios Ortogonais que geram Férmulas de
Quadratura Positivas
5.1 Alguns resultados preliminares

5.2 Principais resultados

Referéncias

Icm 1 2 3 4 2 6 7 unespw 11 12 13 A4 15 A6 1



Capitulo 1

Introducao

Seja v(#) uma fungao limitada, ndo-decrescente e com infinitos pontos de aumento em
(0,27). Chamamos v(f) uma medida positiva no circulo unitério. Seja o produto escalar

definido por

v

< fogos zwf(z)ﬁde), z=¢€".

Consideremos a sequéncia de polindmios {¢,(z)}, onde ¢,(z) é de grau n tal que
< Pny Pm >= 6n'm, n,m € IN.

com &, , o delta de Kronecher. Seguindo Jones, Njastad e Thron [6] chamamos esses po-
linomios de polinomios de Szego pois foram considerados por ele em uma série de artigos
comecando em 1918(veja [19]) e em seu livro [18].

O exemplo mais simples de polinomios de Szego é obtido quando tomamos v(6) = 6 e,
neste caso, obtemos ¢, (z) = 2".

A relagao entre os polinomios de Szegé e as fragdes continuas conhecidas por fragoes
de Perron-Carathéodory (ou PC-fragdo) foi explorada em [6]. Em [4], [5], [7]-[12], esses po-
linomios sao utilizados no estudo de filtros digitais e andlises de frequéncias. Nosso interesse
nesses polinémios foi despertado com os trabalhos [14] e [15], onde o autor aplica esses po-
linomios para estudar a positividade dos pesos de certas férmulas de quadratura no intervalo

(f
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Neste trabalho, constituido de 5 capitulos, fizemos um estudo sobre recentes trabalhos

de pesquisa sobre polindmios ortogonais definidos no plano complexo, especialmente os de

Szego definidos no circulo unitério, e os polinémios ortogonais definidos no intervalo [—1, 1].

No capitulo 2, damos uma breve introducao sobre os polinémios ortogonais definidos em um
conjunto da reta real. Como aplicagdo desses polinémios, consideramos a férmula de quadra-
tura Gaussiana. Como a maioria das informagdes sobre polinémios ortogonais dadas nesse
capitulo ¢ bem conhecida e o objetivo de nosso trabalho estd concentrado nos polinémios
ortogonais no plano complexo, muitos dos resultados apresentados nao foram demonstrados.
Entretanto, todos podem ser encontrados nos textos de Szeg6 [18] e Chihara [2].

No capitulo 3 - Polinémios ortogonais no plano complexo, apresentamos os resultados
obtidos principalmente no artigo Van Assche [20]. Consideramos principalmente a relagao
entre os polinémios ortogonais de Szegd e os polindmios ortogonais definidos no intervalo
[—1,1]. Usando alguns resultados considerados recentemente em Berti e Sri Ranga [1], obte-
mos informagcoes sobre os polindémios de Szego definidos em termos de medidas cujos pontos
de aumento estao concentrados em arcos. ’

No capitulo 4, damos algumas informagoes sobre um tipo especial de transformagao.
Sao as conhecidas transformagées de Moebius ou transformagoes lineares fracionais. O mo-
tivo pelo qual estudamos essas transformagoes surgiu da necessidade de entender alguns
resultados considerados no capitulo 5, onde as propriedades dos polindmios de Szegé sao
usadas para estudar a positividade de certas férmulas de quadratura em [—1,1]. Os resul-

tados desse tltimo capitulo foram extraidos do artigo [14] de Peherstorfer. As informagoes

sobre as transformacdes de Moebius foram obtidas principalmente do livro [13] de Henrici.
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Capitulo 2

Preliminares

Introducao

Apresentamos neste capitulo, definigdes e propriedades dos polindmios ortogonais
na reta real. Citamos a relagao de recorréncia de trés termos, a identidade de Christoffel-
Darboux e a Quadratura Gaussiana. Nesta férmula de quadratura, utilizamos os zeros destes
polinomios como sendo os nés da férmula e assim, obtemos grau de precisao 2n — 1. Além

disso, esses conceitos serao usados nos préoximos capitulos.

2.1 Polindmios Ortogonais

Seja p uma medida positiva de Borel na reta real, isto é, p(z) ¢ uma funcao real
limitada, nao-decrescente com infinitos pontos de aumento em (—o0, o) tal que, os momentos

definidos por

My =/:t:“d,u(:c), R { ) - (2.1.1)

existem e sao finitos. O conjunto

{z € R: pu(z+e)— p(x—e)>0,para todo € > 0}

A
AVAYE

Icm il 2 3 4 5 6 7 unespmll 22 43 14 1u e i

18



¢ chamado o suporte de p. Denotemos o suporte de p por supp(u).
Por exemplo, se o suporte de p é um intervalo (a,b) C (—o0,o0) e u € Cl(a,b), entdo
1 (z) que é uma funcio ndo-negativa e nao identicamente nula em (a,b) é chamada
de funcao peso.

Definimos os polindémios ortogonais em relagao a medida p por:

DEFINIGAO 2.1.1 Seja {P,(z)}%, uma sequéncia de polinémios com P,(z) = v,z" +
0z P+ ..., vn # 0. Essa sequéncia serd chamada de uma sequéncia de polinémios ortogo-

nais se:

0, se n#Em
‘/Pn(:v)Pm(:t:)dp(m) —
vy, >0, se n=m

Além disso, a sequéncia é tinica se os polinémios P,(z) sdo monicos, isto ¢, 7, = 1 ou, entao,
se impusermos que 7y, é positivo e v, = 1, n > 1. Nesse caso, a sequéncia serd chamada de
sequéncia de polindomios ortonormais e denotaremos por {p,(z)}.

A relagdo citada na definigdo acima é equivalente a

0, se m<n

[ Pal@)dn(z) =

v, >0, se n=m.

A demonstragdo desta equivaléncia pode ser encontrada em Chihara [2].

DEFINICAO 2.1.2 A matriz H,, denominada Matriz de Hankel, é definida por

my my

my ma

A
AVAYAD
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Os polinomios ortonormais podem, entdo, ser dados por

Mo my

my my

|

Man—1

1 z .. "

onde Al) = detH, é o determinante de H,. O coeficiente do termo de maior grau deste

H
=YV Af:i)]/-ﬁ:(n )-

polinomio é dado pela razao

2.2 Relagao de Recorréncia para polin6mios ortogonais

reais

A representagao dos polinémios ortogonais em fun¢io da matriz de Hankel nao é muito
itil no manuseio desses polinomios. Damos, no préximo teorema, a relacio de recorréncia
de trés termos para os polindmios ortogonais reais. Essa relagao fornece diversos meios para

estudar estes polinémios

TEOREMA 2.2.1 Os polindmios ortonormais p,(z) = Y™ + 0,2" ! + ... na reta real

satisfazem a relacao

ZPn(Z) = @ns1Pn41(Z) + P () + anpn-1(z), (2.2.2)
com condigdes iniciais po(z) =1 e p_1(z) =0, onde
tn = [apnn(@pn()du(z) = 22 >0
on  Ont1

bﬂ=/xﬁ_$dx=—~- |
P 1()#() T Taet

A
AVAYE
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Os polinémios ortogonais monicos p,(z) = pn(x)/vn, satisfazem & relagdo

Pnsi(z) = (&~ bn)ﬁn(x) - aiﬁn—l(x)’

com condigoes iniciais po(z) =1 e p_i(z) = 0.

Demonstragao: Consideramos o polinémio zp,(z) de grau n+ 1. Expressando-o como uma

combinagao linear dos primeiros n + 2 polinémios ortonormais obtemos

n+1

TP.(2) = Z CknPk(T).
k=0

Utilizando a propriedade de ortogonalidade temos

Gz = /xpn(ﬂf)pk(!r)du( ).

Além disso, se k£ + 1 < n, a integral acima é nula novamente pela ortogonalidade. Assim,

IPn (:E) = Cn—l,npn—l(x) + CnnPn (3;) b & Cn+1,npn+l( )

Chamando ¢,_1, = @y, chn = by € COMO Cpy1n = Cunt1, Obtemos (2.2.2). Comparando os
coeficientes de 2"*! em ambos os lados de (2.2.2) encontramos ¥, = an+17n+1 de onde segue

que a, = Yn-1/v»- Comparando os coeficientes de ™ obtemos d,, = @, 410,41 + b, Vn OU seja,

bn:(s_“_é"_“_

Tn Y41
A relagao de recorréncia para os polindmios ortogonais monicos é obtida substituindo-se

pn(I) por "fmﬁn( ] =]

Da relagao de recorréncia, obtemos algumas outras equacoes tteis. Multiplicando-se

ambos os lados da relagao (2.2.2) por p,(y) obtemos

TPn(T)Pn(Y) = Ans1Pn+1(Z)Pn(Y) + bnPn(2)Pn(¥) + anpn—1(z)pn(y).

Trocando z por y na equagao acima, temos que

YPn(2)Pn(Y) = @ns1Pns1(¥)Pn(T) + bnpn (2)Pn(y) + anpr-1(y)pn(z).

14
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Entao, subtraindo-se as duas equacoes,

(7 = Y)Pn(2)Pn(Y) = @nt1[Pas1 (2)Pn(Y) — Pu(@)Prs1(¥)] = an[Pn(@)Pr1(¥) = Pu-1(z)pn(¥)].

Fazendo n = 0,1, ..., m na equacdo acima e somando

= . (2.2.6)

mz (lnulyl = pm(:t)pm_1(y) - pm—l(m)pm(y)
k=0 =y

Esta formula é conhecida como Identidade de Christoffel-Darbouz. Quando y tende a .

obtemos

kz:;]pi(x) = au (P(@)Pa1 () = Bys(@)pn(2)) (22.7)

Uma consequéncia do resultado (2.2.7) é que os zeros do polinémio ortogonal de grau
n, Py(z), tem a propriedade de intercalar-se com os zeros do polindmio ortogonal de grau

n—1:

TEOREMA 2.2.2 Sejam z1n < Zop < ... < Ty 05 zeros de Py(z). Entdo, ;n < ZTjn-1 <

v

Tj+1,n, 1<37<n-1,n=2,...

Para uma prova desse teorema, ver Chihara [2].Como consequéncia deste, podemos ver que

os zeros de P,(x) so reais e distintos.

2.3 Quadratura Gaussiana

Férmulas de quadratura interpolatéria sao aquelas que aproximam o valor de uma
integral definida através de uma combinacao linear de valores da funcao, isto é, sao formulas

do tipo

/f( )du(z Zﬁjnf (zjn) + Ra(f),

i=1
onde R,(f) é o erro cometido na aproximacgéo da integral. Os pesos fjn,j = 1,...,n

dados por

1 tn ,
ﬁj.” = = /x (x) dﬂ(ﬁ:), J= 11 vy M

ﬂ-n(xj,n) — Tjn

15




onde m,(z) = (z — Z1,4)...( — Zn,) € um polindmio de grau n.

Os nés z,, 1 < j < n, e os n coeficientes de quadratura 8;,, 1 < j < n, ou seja,
0s pesos, sao escolhidos tal que a férmula de quadratura é exata para uma ampla classe de
funcoes f.

Sejam I(f) = /f(:r)dp:(:r:) e In(f) = 7_1 Bjnf(zjn). Dizemos que o grau de precisio
da regra de quadratura é k se ela é exata, para todo polinémio de grau < k, isto é, I(q) =
I5(g) para g(z) € IP(espago dos polinémios de grau k) e existe um polindmio de grau k + 1

para o qual ela nao é exata. Se fixarmos os n pontos Tjn, J = 1,...,n, entdo as equagdes

n
k
Zﬁjm%,n =my, k=01,..,n-1,
Jj=1

obtidas tomando f(z) = 2*

, k=0,1,...,n — 1, formam um sistema de n equacdes lineares
com n incognitas fj,, j = 1,...,n, onde my sdo os momentos dados por (2.1.1). A matriz

do sistema é a matriz de Vandermonde

(1 1

Il,n I?,n.

2 2
3:l,n I?,n

-1 -1 s
\I?,n xg,n xg,nl )

que ¢ nao-singular quando todos os nés, z;,, 1 < j < n, sdo distintos. Assim, para
toda escolha de n nés distintos, temos um inico conjunto de coeficientes de quadratura,
Bins 1 < j < n, tal que a correspondente regra de quadratura tem grau de precisio no
minimo n — 1.

Entretanto, se escolhermos os nés como sendo os zeros do polinémio ortogonal de grau n

relativamente a du(x), essa precisdo é muito maior. Vejamos:

TEOREMA 2.3.1 (Quadratura de Gauss-Jacobi-Christoffel) Se escolhermos os nds da
férmula de quadratura como sendo os zeros xjn, j = 1,...,n, dos polinomios ortogonais
P, (x), relativamente a medida p e se denotarmos os correspondentes coeficientes de quadra-

tura por Ajn, 1 < j < n, entdo, para todo polindmio mon_i(z) de grau menor ou igual a

16
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Z /\j‘nﬂgn_ﬂffj‘n) = /WZn—l(x)d:u’( )

i=1

Os coeficientes de quadratura );, sdo positivos e sdo dados por

1 -1

)\ ] = v = -
o anpn—l(xj,n)pn(xj,n) an+1pn+l($j‘n)pn(xj,n)

n-—1 —1
Ajn = (Z Pi(ﬁ'«'j,n)) : (2.3.8)
k=0

Demonstragao: Seja Ly(z) o polinomio de interpolagao de 7,1 () sobre os nés z;,, j =
1,...,n. Entao,
n
J_Z_:l AjnTon-1(Tjn) — /?Tzn-l(x)d#(if) = /[Ln(l‘) — Ton-1(z)]du(z).
Como [L,(x) — mau—1(x)] é um polindmio de grau no maximo 2n — 1 que se anula nos nés
Tjn, 1 <J < n, temos .

Lp(x) — mon_1(x) = Pp(z)rn-1(2),

onde, 7,_;(z) é um polindomio de grau no maximo n — 1. Se P,(z) é o polinémio ortonormal

de grau n para a medida p, entao, pela propriedade de ortogonalidade temos

[1La(@) = Tan-1 (@)lda(z) =0,

mostrando que o grau de precisao é no minimo 2n — 1. Se my,(z) é um polindémio de grau

2n e L,(x) é seu polindmio de interpolagéao, entdo,
Ln(z) — man(x) = pa(z)ra(2),

onde r,(z) é um polinomio de grau n e a integral pode ser diferente de zero. Assim, mos-
tramos que o grau de precisdo é exatamente 2n — 1. Os correspondentes coeficientes da

quadratura sao

A= [Lin(@)dp(), j=1,..

A
AVAYE
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Observemos que

/ljn )du(z) — /Ijn )du(z) =

R n)

pois, (ljn(x) = 1)/(x — ;,) € um polinémio de grau n — 2. Dai,

mostrando que esses coeficientes sdo positivos. Consideremos a formula de Cristoffel-Darboux

com y = r;,. Entao,
n—1

Pn\T)Pn—-1\Tjn
Zpk(m)pk(xj,n) = an ( )p 1( - )
k=0 = Tjn

[la@dn@) = o [Pt )@ g

Pn(ﬁj,n)Pn 1 55;‘ n) T — Tjn

/Zpk Pk Ijn d}‘_t( )

anpn(xj,n)pn I(I'jn
Por ortogonalidade, temos

[pe(@)pi(zs0)dn(a) = Sk,

obtendo a primeira expressio para \j,. Analogamente, usando a férmula de Christoffel-
Darboux para n = n + 1, obtemos a segunda expressao. Substituindo z = z;, na equagao

(2.2.7) obtemos facilmente (2.3.8). B




Capitulo 3

Polin6mios ortogonais no plano

complexo

Introducao

Neste capitulo, definimos os polinémios ortogonais no plano complexo. Damos uma
atencao especial as propriedades extremas, localizacao dos zeros e relagao de recorréncia
destes polinomios. Como um caso especial, apresentamos os polinomios ortogonais definidos

sobre arcos.

3.1 Resultados preliminares

Seja u uma medida positiva de Borel definida sobre um conjunto no plano complexo
que chamamos de suporte de u. Consideremos o espago de Hilbert Lo(x) de fungGes ¢ para

o qual
6 = [16(2)du(z) < o,

e o produto interno definido por
(6,9) = [6(200@)du(z), 6, € Lo(u).

19
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Seja @g(2), ¢1(2), ... um sistema de fungdes linearmente independentes em Lo(p). Podemos
transformar esse sistema em um outro, ¢;(2), ¢2(2), ..., de fungdes linearmente independentes
onde cada ¢, (z), n=0,1,..., é uma combinagéo linear das n+1 fungoes ¢,(z), 7 =0,1,....n

e

(#nrom) = [0n(2)om(D)du(z) =0, m #n.

Assim, obtemos uma sequéncia de funcdes ortogonais entre si com relagdo a medida p. Se
a integral acima for igual a 1 quando m = n, temos um sistema de fun¢des ortonormais.
Podemos obter uma expressao para @, (z), n > 0, em termos das fungdes originais ¢x(z), k =

0,...,n, e da matriz de Gram associada dada por

(do, Po) (P1,00) -+ (Pn,P0)
G | @) (9nd) - (dn o)

<¢'0-.~ ﬁbﬂ) (Qﬁl: ¢n> HE S (¢na Cbn)

Esta matriz é sempre hermitiana e positiva definida. Denotemos o determinante dessa matriz

por
(b0, b0y (D1,00) -+ (Pn, o)
(o, 1) (D1,01) -+ (on,P0)

<¢01 ¢’n> <¢’1= ¢n> e (d’m ¢n>

Logo, AlG) ¢ real e positivo.

TEOREMA 3.1.1 As fungdes @,(2) definidas por

(¢0, P0) (d1,00) -+ (n, Do)
(o, 1)  (d1,01) -+ (¢n,0)

<¢0>¢n—l> <¢1v¢n~l> <¢ns¢5n—l)
¢o(2) $r(2) 0 oa(2)

sdo ortonormais relativamente ao produto interno (3.1.1).

20
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Demonstragao: Primeiramente provemos a ortogonalidade. A linearidade implica que é

suficiente mostrar que (¢pn, ¢x) = 0,k = 0,1, ...,n—1, pois Y (z) = &7, ai¢i(z). Calculando

(pn, &) encontramos

1

(Pn, P) = W

Assim, para k = 0,1,...

(¢n, &) = 0. Como

(b0, Po)
(b0, D1)

(0, Pk)

(b0, o)
<¢0: Qsl)

(&1, do)
(1, 01)

(¢01¢n—-1) (¢lr¢n—l>

(b1, D)

<¢)l 3 ¢‘0)
(¢1, 1)

(ﬁbne (350)
<¢n; @I)

<¢m ¢’ﬂ-—1)
(¢’n& Qbk)

(Qf’m le))
(¢na ‘?51)

,n — 1, duas linhas do determinante sdo idénticas e, portanto,

1

(Pn, Pn) = W(

(¢01¢n-1) (¢1: ?r:—l) <¢n, éﬂ‘"l)
Po ¢ soxc Pn

resolvendo esse determinante pela tltima linha obtemos também que,

((pm ¢n> =

A
Expandindo (3.1.4) pela ultima linha podemos escrever ¢,(2) = ¢,(2) A+G)l +s-1(2),
onde ¥, _1(2) é uma combinagao linear das n primeiras funcoes ¢q(2), ..., ¢n,—1(z). Portanto,
verificamos que (@,, ¢,) = 1, concluindo, assim, a demonstracao do teorema. [

2 ... e, a partir desta base no espaco

Estamos interessados no sistema de monomios 1, z, z
linear de polinomios, obter um sistema de polinémios ortogonais em relacao a uma medida
i dada. O sistema de polinémios ortonormais é tnico se impusermos que o coeficiente do
termo de maior grau é positivo. Temos, assim, um sistema nico de polinomios ,(z) tal
que

San(z)99m(z)d,u'(z) = ém,m m,n > 0,

com p,(2) = k2" +....e k, > 0.
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3.2 Propriedades extremas

Seja f € Ly(u). Entdo, a expansio formal

12 =S Fuoile)
k=0

¢ dada por

f(z) = Z Fapild,

Multiplicando-se ambos os lados da expansdo acima por ¢,(z) e integrando com relagio a

[, encontramos uma expressao simples para os coeficientes:

fo= [ F@VeulDdn(z) = (f,0n), n=0,1,... (3.2.5)

A expansdo é chamada de série de Fourier e os coeficientes f; sdo conhecidos como os

coeficientes de Fourier. Usando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz, encontramos:

il < (J1r@Pan=) " (fleatPan) " =151, 3:26)

de maneira que todos os coeficientes de Fourier sao finitos. Assim, a soma parcial desta série

tem a seguinte propriedade extrema:

TEOREMA 3.2.1 Seja f € Ly(p). Entdo, a integral

[ 15 = an(2) I du(z)

atinge seu minimo entre todos os polindmios q,(2) de grau no mdzimo n quando q,(z2) € a

n-ésima soma parcial, fn(z) = Shr-o frpr(2), da série de Fourier. O minimo é

1712 = 32 1fel?. (3.2.7)
k=o

Demonstragao: Temos que

[17@) - an(2)Pdu(z) = [1fPdu(@) + [laa(z) Pdn(z) - 2Re [ F(2)an(2)dn(z).

22

A
AVAYAD

il 2 3 4 5 6 7 unespmll 22 43 14 1u e i

18



Se escrevermos ¢, (z Z arpr(2), entao

[lan@Pdus) = [13 axon()Pduz)
k=0
P IEATACRIE)

k=03=0
n

> Jal?

k=0

[ n@dn) = Y atfon) = 3 i
k=0 k=0

Assim,
05 [17@) ~a(IPdu(z) = IfIP+ 3 loul? — 2Re Y i
k=0 k=0
A7 = 32 16l + 3 lae — il
k=0 k=0

Essa expressao é minima quando ax = fx. Assim, ¢n(2) = Xi_ frwk(2), que é a n-ésima

soma parcial da série de Fourier para f e o minimo da integral acima é:

1A% = 22 1l
k=0

Como consequéncia disto, temos a desigualdade

> 1Al < NI
k=0

e, quando n — 0o, obtemos a desigualdade de Bessel

kZ_: £l < NIFIIP.

A soma parcial para a expansao de Fourier também pode ser dada como

fa(2) = [Kn(2,€) £(€)dnE),

onde K,(z,§), denominado de nicleo, é dado por

(n(2,6) = Zi:tpk(zwk(ﬁ

23




Se f(z) é um polinémio de grau no méximo n, a soma parcial f,(z) coincide com f(z).

Entao, para todo polindmio ¢,(2) de grau no méximo n

an(2) = [Kn(2,€)an(€)dn(€).

Por esta razao, chamamos K,(z,£) de nicleo reprodutivo. E facil ver isto substituindo

(&) = Xr_o arpr(€) na equacio acima.

TEOREMA 3.2.2 Suponha que o suporte de p contém no minimo n pontos. O minimo de

lanll = ([1an( ) "

quando variamos gn,(2) entre todos os polinémios ménicos de grau n, é atingido quando

gul2) = %ii) O minimo é }c};

Demonstragao: Vamos escrever o polinémio ¢, (z) = @n(2)+7rn-1(2) onde ¢, (z) = ©n(z)/kn
¢ um polinémio ortogonal moénico de grau n e r,_; é o polindémio de grau no maximo n — 1.

Entao, temos:

Jlan@Pdu(z) = [1en()Pduz)
& / a1 (2)[du(z) + 2Re / on(2)rar(2)du(2).

Pela propriedade de ortogonalidade, o ultimo termo é nulo. Assim,

[lan(2)Pais(2) = [16n(2)Paps(2) + [Irns(2)Pdu(z)

e essa expressao € minima se
[ra-1(2)Pdu(z) = 0.

A integral acima é zero se, e somente se, 7,_1(2) = 0 pois 7,_1(2) tem no maximo n — 1 zeros
e 4 tem no minimo n pontos em seu suporte. Logo, o minimo é obtido quando ¢, (z) = ¢,(2).

1
Como ¢,(z) = ¢n(z)/k, obtemos que o minimo é igual a PR [ ]
n

A
AVAVAY

il 2 3 4 5 6 7 unespmll 22 43 14 1u e i

18



TEOREMA 3.2.3 O minimo da integral

[laa(2)Pdpz)

obtido entre todos os polinémio g, (z) de grau no mdzimo n para 0s quais q,(§) = 1, € atingido

para o polinomio

Ttoo 0 (2)on®) _ Ka(2,6)
z;::() |(}9k (6)'2 Kn(fs ‘f)

e vale [K,(&,€)]™!

Demonstragao: Expressando-se o polinémio ¢, (2) como uma série de Fourier utilizando os

primeiros n + 1 polindmios ortogonais ¢x(z), k =0,...,n, obtemos

n
Z axr(2)-

Logo,

n

[1aa(@)Pdu(z) = 3 las.

k=0
Conio gulE) =1,

iak‘ﬁk(f) =
k=0

e entdo, da desigualdade de Cauchy-Schwarz,

(Z o (Z o) 21,

de maneira que
= 1
2 2
an(2)|"dp(z) = &l 2 = T TRE
f| (2)1"du(2) ,;J | k=0 |2k (§)[?

Obteremos o minimo quando ocorrer a igualdade na equagao (3.2.8). Isto acontece para

ar = Cypi(€), onde C' é uma constante. Assim,

=C Y or(€)px(z
k=0

W@ =CY o) =1.
k=0

Dai, C = 1/ 30 ler(6)]? € qu(2) = Kn(2,€)/Kn(£,€) é o polinémio que minimiza, sendo o
minimo dado por 1/ K, (&, ). ]




TEOREMA 3.2.4 Seja € € € fizo. Entdo, o mdzimo de |q,(€)|?, entre todos os polinémios
gn(2) de grau no mdzimo n com norma unitdria, € atingido para

a(2) = 9 22B8) g ¢ 0 on,

K, (¢,€)

e este valor mazimo é K,(&,&).

Demonstracao: Seja ¢ € C'fixo. O problema apresentado no teorema consiste em encontrar

sup {If;fn(f)l2 ign € P, e flqn(z)lzdu(Z) - 1}- (3.2.9)

Sem perda de generalidade, assumimos a equivaléncia do problema acima com o seguinte

problema:

sup{|qn(f)12 gy € Py, /|qﬂ(z)|2dp(z) =i SgalE) # {]} . (3.2.10)

1
De fato, para gn,o(z) = 1/mo temos que gm0 € [Py, /qn'g(z)dp,(z) = m—/dp(z) =1e
0
|gno(€)| = 1/my > 0, onde my é o momento dado por (2.1.1). Assim, o supremo em (3.2.9)
é estritamente positivo e serd atingido para um polindmio tal que ¢, (&) # 0.

Consideremos o polindémio ¢,(2) = ¢(2)/gn(§). Temos, entao:

WO =1 e [lin()du(z)

1
G

Logo, o maximo de |g,(£)|?, obtido entre todos os polinémios ¢,(z) de grau maximo n com

llga|| = 1, corresponde ao minimo de ||g,|| obtido entre todos os polinémios §,(z) de grau

méximo n para o qual §,(£) = 1. Sabemos que este minimo é atingido para

Q'ﬂ(z) — Kn(z'r 6)/Kﬂ(£! 5)3

cujo minimo é igual a 1/K,(&,£). Assim, o maximo de |g,(€)|? é Kn(&,&) e é atingido para
qn(2) = Gn(2)gn(€). Além disso, esse maximo também é atingido para qualquer polinémio

€9, (2)qn(€) com || = 1. Ento,

i0 ~ Kn(zii) 10
€ Gn(2)gn(§) Ko VEn(&€)

o0 Kn(2,€) :
K (£, €)
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3.3 Propriedades dos zeros

O envoltorio convexo, Cy(A), de um conjunto A C € é definido como sendo o menor
conjunto convexo que contém A. Sabemos que um conjunto G C € é convexo se, para cada
par de pontos z,y € G, o segmento de reta que liga z e y é um subconjunto de G. Se A é um
conjunto fechado entdo C,(A) é a intersec¢do de todos os semi-planos fechados que contém

A.

Vejamos agora o teorema de Fejér, que nos dd um interessante resultado.

TEOREMA 3.3.1 (Fejér) Se pn(z) é um polinémio ortogonal de grau n com relagao a

medida pi, entdo todos os seus zeros pertencem a C,(supp(p)).

Demonstracao: Seja zg ¢ C,(supp(i)) um zero de ¢,(z). Escrevemos ¢,(z) = (z —
20)Pn-1(2), onde p,_1(z) é um polindémio moénico de grau n—1. Desde que z & Co(supp(p)),

existe um semi-plano fechado G tal que, supp(n) C 6esnR6

Ponto z

L

e | 8 A=supp()
CuA)
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A fronteira deste semi-plano é uma reta L que separa supp(u) e zo. Seja z; € L o ponto

mais proximo a zo. Entdo, para todo z € supp(u),
|2 — 20| = |z — 21| + |2 — 20],

onde 2 ¢ a interseccao da reta que liga z e 2p com o circulo de centro z e raio |z — z;|. Temos,

entao:

2= 20| > |2 = 21|, V 2 € supp(p).

/|(z = zl)pn—l(z)lzdﬂ(z) < /!(2 - Zo)pn_1(2.’)|2d‘u(2) = /l@u(z)lzdﬂ(z)'

Do teorema 3.2.2, este resultado é uma contradi¢ao. Assim, concluimos que todos os zeros

estao em C,(supp(u)). ]
Outro teorema interessante, devido a Saff{16], nos diz o seguinte:

TEOREMA 3.3.2 Se C,(supp(i)) nio é um segmento de reta e supp(p) é um conjunto in-

finito, entdo os zeros do polinomio ortogonal relativamente @ medida j1 ndo estao na fronteira

de envoltorio convero do supp(p).

Demonstragao: Seja zo um zero de ¢, (z) pertencente a fronteira do envoltdrio convexo de
E = supp(p). Entdo, existe uma reta L contendo zp tal que E estd contido no semi-plano
G, limitado por L. Seja L = {z =z + 1y € €: az + by = c}, onde a,b,c € IR. Vamos supor

que E esteja contido no semi-plano G = {z =z + iy € C: az + by > c}.

A
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L:ax+by=c¢

N C.(E)
E

Como 29 = xg + iyo € L, temos azg + byg = ¢. Assim 29— (a+ ) C{z=z+iye C:

ar + by < €} (semi-plano complementar). Como 2 e’3 um zero de ¢, (z), temos
@n(2) = (2 — 20)Pn-1(2),
onde p,_1(z) é um polinémio ménico de grau n — 1. Consideremos os polinémios monicos
4a(2) = [z — 20 + t(a + i) pa_1(2),

com t € IR. Pelo teorema 3.2.2, temos que,

1) = [laa(2)Pdu(=) = [[(z = 20 + ta)? + (y = yo + t)*)lpn-1(2) *du(2)

¢ minima quando t = 0. Como
I't) =2z — w0 +ta)a+ (y = yo + th)b]|pa-1(2)*du(2),
isso quer dizer que
I'0) =2 [z = z)a+ (y = w)bllpa-1(2) du(z) = 0.
Mas, azg + byg = c e para todo z =z + 1y € E, ax + by > c¢. Dai, temos:
(z — z0)a+ (y — 4o)b = (az + by) — (azo + byo) 2 0.

29
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Concluimos que (az + by — ¢)|pn—1|*> = 0 para quase todo . Assim, o suporte de u deve
ser um subconjunto de L U Z,,, onde Z, contém os zeros de p,_,(z). Consideremos as duas
possibilidades: todos os pontos de E estdo em L ou pelo menos um ponto de F estd em
Zn( o restante estaria em L). Para a primeira possibilidade o envoltério convexo de E seria
um segmento de reta( contradiz a hipGtese). Para a segunda, o envoltério convexo serd
um poligono com um lado em L e vértices em pontos de E que estdao em Z,. Repetindo
o argumento inicial com um dos vértices z; em Z,, concluimos que existird somente um
ntimero finito de pontos de E no semi-plano aberto limitado por uma reta L' que passa por
z1. Mas isto implicaria que E contém um nimero finito de pontos, o que contradiz o fato de

E ser um conjunto infinito. ]

3.4 Polindmios ortogonais no circulo unitario

3.4.1 Matrizes de Toeplitz

Seja v uma medida positiva de Borel em [0, 27]. Entéo, esta medida induz uma medida,

que também denotaremos por v, no circulo unitario C = {e : € [0, 27]} dada por

[fGav() = [ f(e)dv(o).

Sejam

2T
o= / é®0du(9), ke Z
0

os momentos trigonométricos da medida v. Observe que

2r
(2*,2") =/0 e=D8dy(0) = cr_y.

Entdo, a matriz de Gram ({zx, 21)) -, ¢ dada por

Co €1

C_1 Co

A
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com valores constantes ao longo da diagonal. Essa matriz hermitiana é conhecida como Ma-
triz de Toeplitz. Denotemos por A, o determinante dessa matriz. Os polindmios ortonormais
sao entao,

Cp C1
€ Cp

wn(z) =
C—n+1 Con42

1 z

que sao também chamados de Polindmios de Szego. O coeficiente do termo de maior grau,

k,, ¢ dado pela razao de dois determinantes de Toeplitz, ou seja,

kn =V Ar.l.-l/'An-

Denotemos o polinomio ortogonal ménico no circulo unitario por ®,(z) = ¢, (z)/k,. Quando

a medida v é simétrica, os momentos trigonométricos sao todos reais e dados por

Ci. = 2/: cos k@dv(6).

Dado qualquer polinémio g,(z) de grau n, o polinémfo reciproco é dado por ¢;(2) = Si_o @
2"k = "G (1/2), onde G, (2) é o polindmio g, (2) com os coeficientes conjugados complexos.
Consideremos * como sendo uma operacio que depende de n e ¢ uma involugao pois (g, (z)]* =

gn(2). No circulo unitério, como z = €, temos g3 (2) = 2"qa(2) e |g;(2)1* = |ga(2)[*.

TEOREMA 3.4.1 Se K,(2,€) = Y} ovr(2)px(€) € o nicleo reprodutivo para os po-

linémios ortogonais ¢,(2) no circulo unitdrio, entao

(2,0) = Zsok = ka0 (2) (3.4.11)

n>1

K, (0,0) Z |l (0) . (3.4.12)

Demonstragio: Se g,(z) é um polinémio ménico de grau n , entdo g;(z) é um polinomio

de grau no méaximo n com ¢} (0) = 1. O minimo 1/k2(ver teorema 3.2.2) de
[lan(2)Pav(z),

31




tomado entre todos os polinémios ménicos de grau n, ¢ igual ao minimo 1/K,(0,0)(ver

teorema 3.2.3) de

Jla: v z),
para todos os polinomios ¢;(2) de grau no maximo n para os quais ¢*(0) = 1. Entéo,
ki = K,(0,0). Temos, também, que g,(z) = @n(2)/kn e ¢2(2) = Kn(z,0)/K,(0,0). Logo,
Ko (%,0) =kt (2): [

Considerando ®,(z) o polindmio ortogonal ménico de grau n no circulo unitério, temos
|®,(0)| = [Th=| |2jnl, onde 2;,, j = 1,...,n sdo os zeros de ®,(z), o que mostra pelo teorema

3.3.1 que |®,(0)| < 1. A desigualdade ¢ estrita devido a (3.4.12), pois temos
kn = ka1 = |¢n(0)[* = k3|, (0)|”

Portanto,

(k;;“) =1—|3,(0) (3.4.13)

de maneira que |®,(0)| < 1, para todo n € IN. Este resultado também segue do teorema

3.3.2.

Daremos a seguir, algumas propriedades sobre os polindmios de Szego.

3.4.2 Relacao de Recorréncia

Os polindémios ortogonais reais satisfazem a uma relagdo de recorréncia de trés termos
que, em geral, nao é vélida para os polindmios ortogonais no plano complexo. Porém, existe
uma férmula de recorréncia que é valida para os polinémios ortogonais no circulo unitério.

Na verdade, esses polinomios satisfazem a um sistema de duas rela¢oes de recorréncia.
TEOREMA 3.4.2 Sejam ¢,(z) polinémios ortonormais no circulo unitdrio. Entdo

kn-12¢0n-1(2) = knon(2) = n(0)pn(2), n 21 (3.4.14)

kn—10n(2) = knzpn-1(z) + n(0)p;_1(2), n > 1. (3.4.15)

32
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Para os polinémios ortogonais ménicos ®,(z) temos:

2
k};? 2Pn-1(2) = Pn(2) — 2n(0)2;,(2), (3.4.16)

B (2) = 2@p-1(2) + Bu(0) @}, (2). (3.4.17)

Demonstragao: Temos, do teorema 3.4.1, que K,(2,0) = Yr_o or(2)or(0) = knpX(2).

Entao,
knpn(2) — kn—l‘ap::—l(z) = (Pn(z)‘:on(o)- (3.4.18)

Aplicando a operacao * a equagao acima, encontramos:

kﬂ—lz@n—l(z) = kn(Pn(z) - @ﬂ(o)(p;(z)a

que corresponde a equagao (3.4.14). Multiplicando-se (3.4.14) por k,, e (3.4.18) por ¢,(0) e

subtraindo-as, eliminamos ¢ (2) obtendo

k?;‘pn(z) = kﬂkn—lz‘aon—l(z) = kn—l‘yon(o)@;—l(z) = |99n(0)|299n(2)-

Substituindo k2 = k2_, + |¢n(0)|?, chegamos & equagdo (3.4.15). A demonstragdo para os
polindomios monicos segue substituindo-se ¢, (z) = k,®,(z), completando assim a prova do
teorema. =

Eliminando-se ®,(z) de (3.4.16) e (3.4.17) encontramos, também, que

¢’ (2) = ©,(0)2P,-1(2) + P;,_,(2). (3.4.19)

n

Os polinoémios ortogonais moénicos no circulo unitario sao determinados pela sequéncia ®,(0),

n > 0, que sao denominados coeficientes de reflezao.

3.4.3 Relagao com os polindmios ortogonais em [-1, 1]

Suponhamos que p seja uma medida positiva definida em [—1,1]. Entao, existe uma

sequéncia de polindmios ortonormais reais p,(x) = Y,2" + 8,2 + ..., v, > 0, tais que

1
[ po@)pm(2)du(z) = by mum 2 0.

33
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A partir de p podemos definir uma medida v em [0, 27 por
dv(0) = (1/2)|du(cosb)|.

Se du(r) = w(z)dz entao dv(0) = (1/2)w(cosh)|senb|df. Logo, esta medida em [0, 27] induz

uma medida v no circulo unitario e existe uma sequéncia de polinémios ortonormais
on(2) =k 2"+ ..., k>0, n=0,1...

tais que
2
| enl2)on@dv(z) = b, myn 2 0.
0

Os correspondentes polindmios monicos sao

Pn(2) = pul@)/1ns  Bnl2) = @n(2)/kny n=0,1....

Vejamos, agora, uma relagao entre os polinémios ortogonais em [—1,1] e os definidos no
circulo unitéario.
TEOREMA 3.4.3 (Szegd) Os polinémios ortogonais no circulo unitdrio ¢,(z) relativa-
mente a@ medida v, tém coeficientes reais. Se x = (z + 271)/2, tal que x = cosb corresponde
a z = e, entdo

an
V21 + 22,(0)]

pa(z) = (27" ®2n(2) + 2" @20 (1/2)), n>0. (3.4.20)
Demonstragao: Os coeficientes dos polinémios ortogonais sao reais pelo fato de dv(f) =
dv(—8), ou seja, a medida é simétrica e consequentemente os momentos c, sdo reais. Con-
sideremos os polindmios de Chebyshev de primeira espécie T,,(x) = cosnf, n = 0,1, ..., onde

T = cosh. Se x = (z+ z7')/2, entdo

Primeiramente, mostraremos que (27 "®y,(2z) + 2"®,(1/2)) é um polindémio de grau n em

z. Se ®y,(2) = Y2, e z¥, entdo

on 2n
(27" ®on(2) + 2"@2n(1/2)) = 3 aw(¥" +2"7) =23 wTin-ni (<),
k=0

k=0
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pois (27" 4+ 2"7%) = 2T,,_4(z) para k = 0,1,...,n e (25 + 2" *) = 2T;_,.(z) para k =
n+1,...,2n. Logo, é facil ver que o polinémio obtido é de grau n.

Ainda, considerando kK = 0 e k = 2n, obtemos que o coeficiente do termo de maior
grau serd 2"(ap + @g,). Assim, o coeficiente de maior grau de (27" ®y,(2) + 2"y, (1/2)) é
2"[1 + ®4,(0)] j& que g = D5,,(0) € ap, = 1.

Vamos mostrar que este polindmio é ortogonal em Ly(u) a todo Ti(x) com k < n.

Entao,

[ [ ®n(2) + 220(1/2)] Tiw)du(z)
-/ [z-“%,,(z) + 00,(1/2)] (2 )di(cost)
= [ [0 (2) + 2020 (1/2) “ﬁdu(cosen
] [ ®2n(2) + 2"®2n(1/2)] 2~ —dp((‘oeﬂ)
= /“ "fbgn(z)+znq)2n(l/z)] 2 du(6)
-/ e F(2)av(6) + f T (2)dv(0)
= Opara < bdm

Quando k = n temos

/ 11 [ ®0n(2) + 2o (1/2)] Ta(@)du(z) = /2”ZO¢2n(z)dy(9)+ ];“zzn—%(z] AT0)

0
27
= [T ()dv(6)

[ 12z (o)
= d/kis

(27" @an(2) + 2" ®B2n(1/2)) = 2(1 + @20 (0)) T (x) + g1 (2)

temos que || (27" @ (2) + 2" Do, (1/2)) || = k33 1/2[1 + ®2,(0)]. Assim, segue a férmula
(3.4.20) para n > 0. Para n = 0 temos py(x) = 1, provando assim o teorema. il
De (3.4.20) podemos obter uma relagao entre os coeficientes dos polinémios definidos

em [—1,1] e os coeficientes de reflexao ®,(0), n > 1.
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TEOREMA 3.4.4 Os coeficientes da relagio de recorréncia(veja teorema 2.2.1) para os

polindmios ortogonais em [—1,1] e os coeficentes de reflexao ®,(0) estdo relacionados por

20 = \/[1 = @20 (0)][1 — B3, (0)][1 + 2n—2(0)], (3.4.21)

2b, = Bn-1(0)[1 = D20 (0)] = Dan41(O)[1 + B30 (0)] (3.4.22)

Por outro lado, se R,(x) = pn+1(z)/Pn(z), entdo

R,(1) + Rn(-1)

D2 (0) = Ra(1) = Ra(=1) = 1,  ®2p11(0) = B =R [=1)

Demonstragao: Utilizando-se o coeficiente de z™ em (3.4.20) obtemos

Tn = 2?1_1’;2!92:1 \}'1 + q)gn([)) Entao,

an  Yn-1 Kon2 1+ ®9,2(0)

’ 1 ko ) 1
Como ( - ) = , temos (—235—) = - e, consequen-
By 1—82(0) kan—2 V(T = 23,(0)/(1 — 83,(0))
temente, o resultado (3.4.21). A férmula (3.4.22) segue do coeficiente de z"~' em (3.4.20).
Se z = 1 temos

-1
1= z+2z . Logo, z = 1.

Se x = —1 entao z = —1. Assim, encontramos de (3.4.20)

\/ﬁanq)?n(l) n \/§k2nq)2n(_1)
n = S n -1)=(-1)' —F/———=.
" (1) 1+¢"2n(0) K ( ) ( 1+(I)‘2n(0)

Da relacao de recorréncia (3.4.16) encontramos

kn

kn+l

2
) D,(1) + Ppt1(0) Py (1).

Pni1(1) = (
Resolvendo esta equagao para ®,,41(1) e usando (3.4.13) obtemos
®,41(1) = [1 + @py1(0)]Pn(1).
Fazendo o mesmo para z = —1 temos
Ppyi(-1)=-[1- (=1)"®@,41(0)]2n(—1).
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Como Rp(1) = pn41(1)/pn(1), obtemos:
Izn(l) = ﬂn+1pn_“_+l(1) a k2ﬂ+2 v L& (I)?ﬂ(o) (I)2n+2(1)

n+l1
pﬂ(l) * k2n 1’1+¢'2n+2(0) CD%.(I)

2Rn(1) = [1 + @0 (0)][1 + P2n41(0)].

ou, ainda,

Similarmente encontramos

R.(-1)=a _Hm__ kont2 \/1+‘I’2n(0) w

= —a
Pn(-1) "k 14 Bonga(0) Pan(=1)

—2R,(—1) = [1 4+ $2,(0)][1 — @2,41(0)].

Obtemos agora, facilmente, as equagdes (3.4.23).

3.5 Polindmios ortogonais definidos sobre dois arcos

Consideremos os polinémios ortogonais monicos {p,(z)} que satisfazem a relacao de
recorreéncia
~ ~ 2 ~
pn+l($) = (.’II - bﬂ+1)pﬂ($) - l[Lr1+1fp'r'1—l(3‘3);

com condigoes iniciais dadas por:
2 _ 2 2 _ 2 2 _ 2
a; = Wap°, Ay =15, G0 =0, by

Vamos também considerar que ag > a; e ap + g = 1. Foi mostrado em [1] que, se w €
(1 —ag/aq,1+ ap/ay], a medida du(w, z) associada a esses polindmios tem seu suporte em

B =[-1,-a] U [a, 1] e satisfaz

1 V1-=22/22 — a2
2rA(w) |z|(1+ q(w)z?)

p(w,z) =

]

em B, onde a = (ag — ), q(w) = e A(w) = (w — 1)a + o?.

wA(w)

A medida correspondente no circulo unitario pode, entao, ser dada por
1 sen?0v/cos?0 — a?

4 A(w) |cosB|{1 + q(w)cos?0}’

v (w,0) = % "(w, cos)|senb)| =
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que € definida nos arcos -0, < 0 < 0, e 71 — 6, < 0 < 7w + 6,, onde 0, = arccos(a).

Como pn(—2z) = (—1)"pn(z) temos R,(—1) = —R,(1) e dai,
®,5,(0) =2R,(1) -1 e ®y,41(0) =0.

De @,(2) = 2®,-1(2)+®,,(0)®}_,(2) obtemos ®9,1(2) = 2P2,(z). Substituindo esta relacio
em (1 — |9,(0)[*)2®,-1(2) = ®,(2) — ®,(0)®*(2) obtemos uma outra relacio para P,,(z)

em fungao de ®,,_5(2) e ®5,_,(2), ou seja:
"I)Qn(z) = 32@211"2(2) + ¢2n(0)¢;n—2( )

Podemos também calcular uma relagdo para os coeficientes de ®,,(z). Notemos que ®,,(2)
nao possui os coeficientes impares. Assim, comparando os coeficientes da equacdo acima,
obtemos uma relagdo a partir da qual podemos calcular ®,,(z) utilizando os coeficientes de

®y,—2(2). Isto é, se Popn(2) = X1y a® 2% entdo

a$™ = 2R, (1) - 1,

(2n) _
aop = 1,

2n) (2n-2) (2n) (2n-2)
= Qgeg  + Gy ﬂ’gnn—2—25!

Temos, entdao, um algoritmo para calcular os coeficientes de ®,,(2) e, consequentemente, o

polinémio. Precisamos, agora, calcular R,(1). Sejam as relagdes de recorréncias
Pon-1(z) = TPon—2(z) — &3Pon-3(z), n > 2

ﬁ?n(‘r) = xﬁ?n—l(x) - agﬁQn-2($): n 2 21
com condigoes iniciais

pa(x) = 22 — wad.

Colocando po(z) = w, a relagdo de recorréncia (3.5.25) valerd também para n > 1.

(3.5.24) e (3.5.25) obtemos a equacdo de diferengas:

ﬁQﬂ(x) == {1:2 = (Cfg + a%)}ﬁ?n—Q(ﬁj) T ag“%ﬁ?n—ti(x): n > 2
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com condigdes iniciais po(z) = w e pa(z) = 2° — waj. Considerando uma solugao do tipo U™

para P, (z) obtemos

3 22— (e +a?) £ \/(:52 —1)(z2 — a?)

U(z) 5

Entdo, a solugdo geral para po,(z) é

. {3;2 — (03 +ad) + /(a2 - 1)(22 - a?) }

}'}211(-1") 2

‘e {f“ (b o — JT D) }

Quando z =1 temos:

1 —(a2+ 2™ 1 — (a2 4 a2)"
ﬁ?n(l)zcl{-ig-ha—l} +ncz{_w} :

Como py(1) = w e po(1) = 1 — wad, da equagdo acima obtemos os valores
cp=w

. _2-w(l+of-a})
2T 1 (a2 +dd)

Como Ry,(1) = E);’H—ES), precisamos ainda obter uma expressao para o polinomio
Pan+1(x). Vejamos. "
Utilizando as equacdes (3.5.24) e (3.5.25) para pon(z) € Pans1(z) obtemos a equagao de
diferencas

Poni1(z) = {2% = (af + &) }Pon-1(2) — Agaipan-3(z), n>2,

com condigoes iniciais
pilz) =z e pa(z) =2° — (waj + 7).

Procedendo da mesma maneira que para ps,(z), obtemos

22— (o +ad) £ V(@2 —1)(a? - a?)
- 2 :

U(z)
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A solugdo geral para pon1(z) é igual & de Py, (). Quando z =1

~ ” 1— 2 2 L 1_ 2 2 T
pg,,H(l):cl{_La;.'il)} +n62{ (0‘;+C¥1)} ‘

i3(1) = 1 — (wa + a?) e da equagdo acima, encontramos:

_ 2-2(waj +al)
T 1-(ad+ad)

1—(a}+a}) +n(2-2(wai+a?)) —n(l - (o +?))

Ry(1) = w(l— (@ +a?) +n2—-wl+a2—ad))

w(l - (g +ad)) + (n+1)(2 - w1+ 0} —o}))
(1—(ad +a?)) +n(2 - 2(wad + a?)) +n(1 — (ad + a?))

Rynii(1) = {(1—(&%4—&?))}.

2

-

3.5.1 Exemplos

Com o auxilio do Software Mathematica, implementamos um programa que calcula
os polinomios ortogonais definidos sobre dois arcos e os seus respectivos zeros. Daremos, a
seguir, esses polindomios e a localizacao dos zeros no circulo unitario.

Pelas equagoes acima, vemos que Ra,(1) e Ra,+1(1) sdo escritos em funcdo de ag, o e

w. Assim, as condigoes iniciais para este primeiro exemplo sao:

Os polinomios ®,,(z) estdao definidos nos arcos —fpg < 8 < fyg e m—6p9 < 0 < 7+ b9, onde

6.9 = arccos(0.9) ~ 0.451. De acordo com os teoremas 3.3.1 e 3.3.2, os zeros de ®,(z) estdo

localizados dentro da regido W, = {z : |z| < 1,|9m(z)| < v/1 — a?}. Para o nosso exemplo
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temos Woo = {2 : |2| < 1,|9m(z)| < 0.46}. Veremos isso gerando os polinémios e os zeros

para alguns valores de n.

—0.9542307692 + 4.1071821012% — 7.6798010632*
+7.7463044602°% — 4.2175664202% + 2'°

{~0.9915495466},{ —0.9915495466}
{~0.9655340514 — 0.2320218780},{—0.9655340514 + 0.2320218780i}
{+0.9655340514 — 0.2320218780i },{+0.9655340514 + 0.2320218780i }
{~0.9321602657 — 0.3607584440i},{—0.9321602657 + 0.3607584440:}
{+0.9321602657 — 0.3607584440: },{+0.9321602657 + 0.3607584440: }
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Figura 3.1: Zeros do polinémio de grau 10
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0.9119496855 — 6.40181369622 + 20.498951202*
—39.051523352° + 48.374434928 — 39.8971451821°
+21.408477782'2 — 6.8430419452'* + 216

{—0.9836810213 — 0.0451750672¢},{—0.9836810213 + 0.0451750672:}
{+0.9836810213 — 0.04517506727},{+0.9836810213 + 0.04517506721}
{—0.9735845180 — 0.2036610814:},{—0.9735845180 + 0.20366108141}
{+0.9735845180 — 0.2036610814:},{+0.9735845180 + 0.2036610814i}
{-0.9512365343 — 0.3011728533i},{ —0.9512365343 + 0.30117285331}
{40.9512365343 — 0.3011728533:},{+0.9512365343 + 0.30117285331}

{—0.9314719822 — 0.3636502167:},{—0.9314719822 + 0.36365021677}
{+0.9314719822 — 0.3636502167:},{+0.9314719822 + 0.3636502167:}
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5

Figura 3.2: Zeros do polinémio de grau 16
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0.9095477386 — 7.98072252322 + 32.545680632*
—81.14930492° + 136.91260752° — 163.26758392'°
+139.36056392'2 — 84.10003892'* + 34.361316272'6
—8.592043772'8 + 220

{—0.9848578682 — 0.02555069331},{ —0.9848578682 + 0.02555069331}
{+0.9848578682 — 0.0255506933i},{+0.9848578682 + 0.0255506933: }
{—0.9812609886 — 0.1670288244i},{ —0.9812609886 + 0.1670288244i}
{+0.9812609886 — 0.1670288244i},{+0.9812609886 + 0.1670288244i}
{—0.9635784580 — 0.2559911331i},{—0.9635784580 + 0.25599113311}

{+0.9635784580 — 0.25599113314},{+0.9635784580 + 0.25599113314}
{—0.9464589878 — 0.3193155569i},{—0.9464589878 + 0.31931555691}
{+0.9464589878 — 0.3193155569i },{+0.9464589878 + 0.3193155569i }
{—0.9313833386 — 0.3639971084i},{—0.9313833386 + 0.36399710841}
{+0.9313833386 — 0.36399710841},{+0.9313833386 + 0.3639971084:}
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Figura 3.3: Zeros do polinémio de grau 20
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Observemos que os zeros de ®g, ®15 e Doy estao localizados dentro da regiao Wy 9. Como
®y,1 = 2Py, verificamos que os zeros de @11, $17 e Py, também estao localizados dentro
de Wy,.

Neste préoximo exemplo colocamos o mais proximo de 1 e observamos que a regiao

onde os zeros se encontram, W,, diminuiu consideravelmente.

Para estes valores iniciais temos W, = Wyes = {2 : |2] < 1 e |Sm(z)| < 0.19}

—0.9907846153 + 4.8125099122 — 9.496444492*
+9.5137691662% — 4.8390335028 + 2'°

{—0.9982634350},{+0.9982634350}
{—0.9930801067 — 0.1052343497:},{—0.9930801067 + 0.1052343497:}
{+0.9930801067 — 0.1052343497:},{+0.9930801067 + 0.1052343497:}
{—0.9863945320 — 0.1638785957:},{ —0.9863945320 + 0.16387859571}
{+0.9863945320 — 0.1638785957:},{+0.9863945320 + 0.16387859574}
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Figura 3.4: Zeros do polindmio de grau 10
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0.9824780976 — 7.6609581842% + 26.344804782*
—52.181633672% + 65.111311922% — 52.4095496921°
+26.576075092'2 — 7.7625278062'1 + 216

{—0.9968148030 — 0.0219320013:},{—0.9968148030 + 0.0219320013:}
{+0.9968148030 — 0.0219320013:},{+0.9968148030 + 0.02193200137}
{—0.9946606727 — 0.09257605604 },{ —0.9946606727 + 0.09257605604 }
{+0.9946606727 — 0.0925760560i},{.+0.9946606727 + 0.0925760560i }
{—0.9902095130 — 0.1365495879:},{ —0.9902095130 + 0.1365495879:}
{+0.9902095130 — 0.1365495879:},{+0.9902095130 + 0.1365495879: }

{—0.9862647179 — 0.16511071204},{ —0.9862647179 + 0.1651107120i}
{+0.9862647179 — 0.1651107120},{+0.9862647179 + 0.1651107120: }
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Figura 3.5: Zeros do polinémio de grau 16




0.9819819 — 9.5717357412% + 42.242994382*
—111.15324032% + 193.10553502% — 231.44114162°
+193.79995692'? — 111.95538752! + 42.702324812'¢
—9.7112879202'8 + 2%

{—0.9970709225 — 0.01351606614},{ —0.9970709225 + 0.0135160661 }
{+0.9970709225 — 0.0135160661:},{+0.9970709225 + 0.01351606617}
{—0.9962024823 — 0.0758457333:},{ —0.9962024823 + 0.0758457333i}
{+0.9962024823 — 0.0758457333:},{+0.9962024823 + 0.07584573331}
{—0.9926592203 — 0.1160903789:},{—0.9926592203 + 0.1160903789: }

{+0.9926592203 — 0.11609037891},{+0.9926592203 + 0.1160903789:}
{—0.9892706602 — 0.14464353881},{—0.9892706602 + 0.14464353881}
{+0.9892706602 — 0.14464353881},{+0.9892706602 + 0.14464353884}
{—0.9862490022 — 0.16525048371},{—0.9862490022 — 0.1652504837:}
{+0.9862490022 — 0.1652504837:},{+0.9862490022 + 0.1652504837i }
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Figura 3.6: Zeros do polindomio de grau 20

Novamente verificamos que os zeros dos polinomios @9, @1, P16, P17, P2 € P9 estao

localizados dentro da regiao W) gs.
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3.6 Polindmios ortogonais definidos sobre um arco

Nesta se¢ao, apresentaremos os polindmios ortogonais definidos sobre um arco no

circulo unitdrio. O procedimento é andlogo ao que fizemos para os polinémios da secao

anterior.

Sejam pon(2) € Pom(z), 0s polindmios ortogonais monicos definidos na se¢ao anterior

satisfazendo
[ pon(@)pom(@)dis(w,2) = 0, m #n,
onde B = [-1,—a] U [a, 1]. Podemos substituir a equagdo acima por

[ Bon(@)am(@)dis(w, ) = 0.

Esses polinomios satisfazem a relacao
Pon(z) = {2% — (0 + of)}Pon-2(z) — Qg0 Pon-a(z), N >2,

com condicoes iniciais

po(z) =w,  Palx) = 22 — wed.

Substituindo z = /¥ e colocando pan(\/y) = @n(y), obtemos

_/(;lQ“(y)Qm(y)dp,(w’ Vy) =0

Qn(y) = {y - (O.’g +a¥)}Qn—~1{y) - aga%@n—ﬂ )s n 2 21

com condigoes iniciais

Qo(y) = w, Qi(y) =y — wa}.

. vVI—=9yV/y —a?
Aqui, w,/y) = const ;
au, 4 (v, v0) y2(1+ q(w)y)

relacdo a medida 7(w, 0), onde

V1 — cosf+/cosh — a? -
{cos0}1/2 {1 + q(w)cosb}

v(w,B) = const 0,
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definida no arco —6,2 < 6 < 6,2, com 8,2 = arccos(a?). Substituindo Q,(y) por U" na

relacao de recorréncia acima, obtemos

wwzy—u%+aui¥w—nw~aa

Como
1— (ad +a?)

vy =3,

a solu¢ao geral para @,(1), é dada por

%m=@wm&wﬁi%ﬂﬂr.

Como conhecemos os valores de Qy(1) e @Q;(1), obtemos:

(1)
1

1 _ 2—w(l+a5—af)
1 — (o +a?)

Py o) i A8

a solucao geral para Q,(—1), é dada por

) _1—(@§+a%)+\/2(1+(90“a1)2) "
Qn(_l) = G { )

2

+cé‘l){‘lF(“5+a%)_\/2(1+(a°_a‘)2)} , n>0.

(-1)

(=g

De Qo(—1) e @Q,(—1) obtemos os valores para c ou seja,

A =w—Y

2+w [-1+ (a3 — o?) + /2[1 + (a0 — a1)?)]]

2\/5[1 -+ (Oﬂg = al)g]

cg_” =
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A partir de ¢V, &8, {™ e ¢{™, calculamos R,(1) e Ry(—1) onde R,(1) = Qns1(1)/Qn(1)

€ R?l(_l) = Qr1+l(—1)/Qn(_1)- Assim,

A = w(l—(a3+a¥))+(n+1)(2—w(1+ag-a§)){(1_(ag+a$))
" (1= (af+a)) +n(2—w(l+af o)) 2

}.(3.6.26)

Ri(-1) = {=[-1-(af+0a}) +/2[1+ (a0 - al)z]}(ﬂﬂ)

2+ (—2 + (a2 — a2) +/2[1 + (a0 — a1)2]) w}
(~1- (a3 +ad) - 2l + (a0 - al)z])m”
24 (—1+(ag —a?) +/21 + (00—01)2]) w]}/ (3.6.27)
2[~ (1= (o3 +ad) + /20 + (a0 — )7
%4 (—2 + (a2 — o) + /2[1 + (a0 — al)Q]) w)
+ (1= (a3 +ah) = 21+ (0 —an)])

(2 + (—1 + (a2 — a?) + \/2[1 + (a0 — om_)?]) 'w)]}

Para calcularmos os polinémios definidos sobre um arco utilizamos a seguinte relacao de

recorréncia, obtida das equagoes (3.4.16) e (3.4.17),

02,41(0) 4 z} B {@2n+1(0)

(I)2n+1(z) = (IJQ"(Z) { @gn(O) (I)zn(o)

= ‘I’2n(0)‘1’2n+1(0)} 2P -1(2), n > 1

Bon(2) = Bon_s(2) {L(“) " z} - {w - @zn_l(om(o)} Bona(z), n > 1.

(I)'Zn—l (O) (1)2n—1(0)

Os zeros de @, (z) estdo localizados na regidgo W,2 onde W, = {2z : |z| < 1 e Re(z) > a}.

Verifiquemos esses resultados com alguns exemplos.

3.6.1 Exemplos

Consideremos as seguintes condicoes iniciais:

99

AN
ALY

il 2 3 4 5 6 7 unespmll 22 43 14 1u e i

18



Para essas condigoes iniciais temos:

0.9592980727 — 8.7151827547z + 36.469730451122
—92.489248148323 + 157.33667511042* — 187.54015250032°
+158.61501805632° — 94.003089321927 + 37.3736668251 2%

—9.00666831372° + 21°

{0.8220805218 — 0.5683669751:},{0.8220805218 + 0.56836697517 }
{0.8551615767 — 0.51426657467};{0.8551615767 + 0.51426657461 }
{0.9005192823 — 0.4250971935:},{0.9005192823 + 0.42509719357 }

{0.9460552844 — 0.30430266817},{0.9460552844 + 0.3043026681:}
{0.9795174914 — 0.1591813558:},{0.9795174914 + 0.1591813558i }
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Figura 3.7: Zeros do polinémio de grau 10
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0.9560887488 — 15.61144628552 + 121.8688820123 22
—604.19682761432° + 2131.41807476402* — 5680.54027838212°
+11852.09801451932° — 19792.575406726327 + 26817.09114889522
—29699.08344065492° + 26947.76918375642'° — 19986.1225039806 2
+12026.64485340462'% — 5792.60550390002'% + 2184.2600858681 2"
—622.28085632932'5 + 126.15339090042'6 — 16.24345898982'7 + 2!

8

11

4

8

{0.8145066043 — 0.57993603961},{0.8145066043 + 0.57993603961 }
{0.8275925181 — 0.56045207104},{0.8275925181 + 0.5604520710:}
{0.8479950398 — 0.5280087437:},{0.8479950398 + 0.5280087437:}

{0.8737378600 — 0.4827736204:},{0.8737378600 + 0.4827736204:}
{0.9023157485 — 0.4251909136:},{0.9023157485 + 0.42519091364 }
{0.9309347070 — 0.3561194401:},{0.9309347070 + 0.35611944014}
{0.9567856397 — 0.2769324773i},{0.9567856397 + 0.27693247731}
{0.9773243772 — 0.1895563213:},{0.9773243772 + 0.18955632131}
{0.9905369999 — 0.0964656870:},{0.9905369999 — 0.09646568701 }
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Figura 3.8: Zeros do polinémio de grau 18
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—0.9465526608 + 16.3313780777z — 135.0222741223 22
+710.89048239072% — 2671.71402396482* + 7614.42422795652°
—17064.39296593022° + 30770.01545150082" — 45300.05803261332°
+54928.83760558932°% — 55082.87242492442'° + 45682.48410082452"!
—31204.75741673232'% + 17403.57536919012'3 — 7810.10495403322"
+2756.16420074672"° — 737.63617087762'¢ + 140.93044692222'7
—17.14844733912'8 + 219

{0.8141164527 — 0.5805120747:},{0.8141164527 + 0.5805120747:}
{0.8261058369 — 0.56275329707},{0.8261058369 + 0.5627532970: }
{0.8449176702 — 0.53316578914},{0.8449176702 + 0.5331657891:}
{0.8688980280 — 0.49185662214},{0.8688980280 + 0.49185662211}
{0.8959296506 — 0.4391319760:},{0.8959296506 + 0.4391319760: }
{0.9236156079 — 0.37559686584},{0.9236156079 + 0.3755968658 }
{0.9494915650 — 0.30220863441},{0.9494915650 + 0.30220863441}
{0.9712475836 — 0.22020038823},{0.9712475836 + 0.2202003882i }
{0.9869405654 — 0.1304284569 },{0.9869405654 + 0.1304284569: }
{0.9859214176}
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Figura 3.9: Zeros do polinémio de grau 19
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Para este exemplo, temos os mesmos valores utilizados na se¢ao anterior.

0.9917032583 — 9.72867474682 + 43.14067769722
—113.87053365822% + 198.12093006972* — 237.41729744022°
+198.44956913582° — 114.248869170327 + 43.35609712382°

—9.79360225082° + 2'°

{0.9629378380 — 0.26930699321 },{0.9629378380 + 0.2693069932i }
{0.9698738710 — 0.24188525641'},{0.9698738710 + 0.2418852564i}
{0.9793545873 — 0.19798072641 },{0.9793545873 + 0.1979807264i}

{0.9888421186 — 0.14034036514},{0.9888421186 + 0.1403403651%}
{0.9957927104 — 0.0728007628:},{0.9957927104 + 0.0728007628:}
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Figura 3.10: Zeros do polinémio de grau 10
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0.9910414947 — 17.49420102132 + 146.175510394922
—768.179911078623 + 2845.17238093492* — 7886.84029496042°
+16957.09490782312° — 28914.065162282427 + 39637.23763792722°
—44011.76249619052° + 39676.682945128121° — 28971.6531024124 2"
+17007.79655575662'2 — 7918.31243112042' 4 2859.37972185322
—772.78859709712"° + 147.20003533762' — 17.63454048722'7 + 2'®

{0.9613438703 — 0.2752610784:},{0.9613438703 — 0.27526107841 }
{0.9640833203 — 0.26523786514},{0.9640833203 — 0.26523786511 }
{0.9683507955 — 0.24876164561 },{0.9683507955 — 0.24876164561 }

{0.9737292993 — 0.2261807497:},{0.9737292993 — 0.2261807497i}
{0.9796929264 — 0.1979895277:},{0.9796929264 — 0.19798952771}
{0.9856581253 — 0.1648297303:},{0.9856581253 — 0.1648297303:}
{0.9910407592 — 0.12478625957},{0.9910407592 — 0.12478625957 }
{0.9953134249 — 0.0868752499:},{0.9953134249 — 0.0868752499: }
{0.9980577220 — 0.04402614274},{0.9980577220 — 0.0440261427:}
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Figura 3.11: Zeros do polinémio de grau 18
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0.9890600060 + 18.43266021502 — 163.0838688572>
+910.509804886123 — 3596.27803596602* + 10676.85852166572°
—24708.57165865212° + 45611.79829947972" — 68156.68543453662°
+83167.51171701872° — 83215.36899266742'0 + 68274.42840837352"!
—45743.23749389412'% + 24808.35486530782'3 — 10732.35864331382*
+3619.15574932312'° — 917.36494828732'% + 164.50284990492'7
—18.61473999392'8 + 219

{0.9612618045 — 0.27555928254},{0.9612618045 + 0.2755592825: }
{0.9637708281 — 0.26641775484},{0.9637708281 + 0.2664177548}
{0.9677046210 — 0.2513673069:},{0.9677046210 + 0.2513673069:}
{0.9727142637 — 0.2306886433i},{0.9727142637 + 0.2306886433: }
{0.9783551534 — 0.20477736561},{0.9783551534 + 0.20477736564 )
{0.9841263329 — 0.17414027021},{0.9841263329 + 0.1741402702}
{0.9895149363 — 0.13937814314},{0.9895149363 + 0.13937814314}
{0.9940418613 — 0.10112517664},{0.9940418613 + 0.1011251766}
{0.9973049088 — 0.0597497247:},{0.9973049088 + 0.0597497247:}
{0.9971505727}
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Figura 3.12: Zeros do polinémio de grau 19
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Capitulo 4

Transformacao de Moebius

Introducao

Neste capitulo, estudamos as transformacoes de Moebius ou transformacoes linea-
res fracionais. O estudo dessas transformacoes é utilizado em alguns resultados apresentados
no capitulo 5. Utilizamos a projecdo estereogrdfica para levarmos imagens de circulos e retas
do plano complexo estendido para a esfera de Riemann. Apresentamos, também, o teorema
da aplicacao para discos, que consiste em determinar todas as transformacgoes que levam
um disco qualquer em um circulo unitario. Para o caso mais geral, temos que encontrar as

transformacoes que levam circulo unitario nele mesmo.

4.1 Transformacao de Moebius: teoria algébrica

Seja M a classe das matrizes nao-singulares de ordem dois com elementos comple-

x0s. Definimos uma relacao de equivaléncia em M da seguinte forma: M; e M; € M sao
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equivalentes se existe um nimero complexo s tal que M, = sM,. Para qualquer matriz

a b
c d

M =

em M, com ad — cb # 0, associamos a funcgao

(4.1.1)

definida para todo z # —dc™! se ¢ # 0 e para todo z se ¢ = 0. A funcéo t5;(z) é chamada

transformagdo de Moebius. Se ¢ # 0, definimos

t s (—é) = 00. (4.1.2)

c

Dessa maneira, estendemos o dominio da fungao ts(2). Por simetria, estendemos o dominio
definindo #5/(2) também para z = co. Se ¢ # 0, o valor associado a t)(2) para z = oo serd
escolhido de maneira que f : z — t)(27') seja continua para z = 0. Se z # 0,

_a+bz

£2) = tu(z) = 22

Claramente, f(z) é continua para z = 0 se colocarmos f(0) = ac™!. Entéao, definimos

tar(00) = % (4.1.3)

Se ¢ = 0, definimos

tM(OO) = 0. (4.1.4)

Com essas convengoes, ty(z) esta definida no conjunto formado pelos nimeros com-
plexos mais o co. Chamamos este conjunto de plano complezo estendido. Vale, entao, o

seguinte teorema.

TEOREMA 4.1.1 Para toda matriz M € M, a fungdo ty(2) define uma aplicagdo biunivoca

do plano complezo estendido nele mesmo.

Demonstracio: Supondo que ty(2) é dada por (4.1.1), distinguiremos entre ¢ = 0 e ¢ # 0.

(a) Se ¢ = 0, temos d # 0(como M é nao-singular) e

(z # o0).

A
AVAVAY

il 2 3 4 5 6 7 unespmll 22 43 14 1u e i

18



Novamente, por M ser nao-singular, a # 0. Entdo, se w é finito, ty(z) = w tem a tnica
solucao
dw —b

e (4.1.5)

Se w = o0, por (4.1.4), 2 = 0o é a solucdo.

(b) Se ¢ # 0 e w ¢ finito, encontramos que z deve satisfazer az + b = (cz + d)w ou
z(a — cw) = —b + dw. (4.1.6)

Esta equagdo tem uma tnica solugdo z para todo w # a/c. Pela equacdo (4.1.3), temos
que z = oo ¢ uma solugao de tp(z) = w para w = a/c. Por (4.1.6), nenhum 2z finito pode
satisfazer t)s(2) = w para w = a/c. Entdo, 2 = 0o ¢ a tinica solu¢io. Finalmente, se w = oo,

—d/c é uma solugdo. Como tps(z) é finita para todo z # —a/c, z = —a/c é a tnica

solugao. Assim, concluimos a demonstragdo do teorema. [

Notemos que matrizes equivalentes representam a mesma transformacao. A equacgao
(4.1.6) mostra que, para c # 0 e w # a/c, a inversade tys(z) é representada pela formula

dw—b

_ - 4.1.7
—cw+a’ ( )

2=ty (w) =
que é a transformacao de Moebius associada a matriz

d —b
M* = . (4.1.8)
== a

Com as definigoes (4.1.2) e (4.1.3), a equagdo (4.1.7) é vélida mesmo quando w = a/c e
w = oo. Se ¢ = 0, a equagao é valida para todo w no plano complexo estendido. Entao,

temos

(tar)™" = tue,

onde M* ¢é dada por (4.1.8). Uma simples multiplicagdo mostra que
MM* = (ad — bc)l,

onde I denota a matriz identidade. Entdo, M* é equivalente a M~! e, provamos que:

70
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TEOREMA 4.1.2 A inversa de uma transformacio de Moebius é uma transformacao de

Moebius. Além disso, para qualquer M € M,

(ta) ™" =ty (4.1.9)
O teorema 4.1.2 é um caso especial do seguinte teorema:

TEOREMA 4.1.3 (Composi¢do da transformagio de Moebius) Se My, My, € M, entdo

tar, © tary(2) = tar, (Ear2(2)) = tar, M, para MM, € M.

4.1.1 Transformacao de Moebius especial

As matrizes associadas as transformagoes de Moebius que representam translagoes(z —

z + a), rotagoes (z —» bz) e inversdes(z —» z~!) sdo, respectivamente,
1 a b O " |10 1
01 01| |10

onde a e b sdo nimeros complexos e b # 0.

TEOREMA 4.1.4 Toda transformag¢do de Moebius pode ser representada como a com-

posi¢ao de uma ou mais translag@o, rotagao ou inversao.

Demonstragao: Consideremos a transformacdo de Moebius associada a matriz

a b
c d

Pelo teorema 4.1.3, é suficiente mostrar que a matriz M, ou uma matriz miltipla de M, pode
ser escrita como um produto de matrizes associadas as transformagoes citadas no teorema.

Se ¢ = 0, entao temos d # 0 e a representacdo é

ca
1ab_ 0
dlo d

0]
g
d
0

1
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Se ¢ # 0, a afirmagéo segue da identidade
il & 1 @ be -—2 ad
e c c
Cle d 1

que ¢ equivalente a

4.2 A esfera de Riemann

Introduziremos a esfera de Riemann por ser o modelo ideal do plano complexo estendido
no qual todos os seus pontos, incluindo o ponto oo, tem uma representagdo concreta. Para
cada ponto do plano, atribuimos um ponto correspondente na esfera S = z? + 23 + 23 = 1.
Seja N = (0,0,1) o pdlo norte da esfera. O ponto Z da esfera correspondente a z = z + iy
¢ o segundo ponto da interse¢ao de S com a linha que passa através de (z,y,0) e através do
polo norte N de S(Ver Figura 4.1).

As coordenadas de Z sao

B 27 _ 2Rez  2+7
T 1422492 14|22 zz+1

I

_ 2y 28z  —i(z—32)
1422492 1422 2241

T2

o+ -1 |2 -1 2z-1
T l4a2492 22|41 2z417

T3

Assim, temos uma correspondéncia entre todos os pontos do plano estendido e todos os pon-
tos de S exceto o polo norte. O ponto do plano correspondente ao ponto Z = (x, 9, x3) # N

de S, é dado por
T, + 1T9
z2=—-—".
1-— T3

Agora, completamos esta correspondéncia associando o polo norte (0,0,1) ao ponto co. O

modelo esférico obtido pela projeg¢do estereogrifica é conhecido como a esfera do nimero de
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Figura 4.1: A esfera de Riemann

Rieman. Definimos essa projegdao como sendo a aplicagdo 7 : S — {N} — IR? que leva

Z = (x1,29,23) pertencente a S — { N} na intersec¢do do hiperplano z3 = 0 com a reta que
passa por Z e N.

Gostariamos de determinar em S, imagens de retas e circulos sob a projecdo este-
reografica. No plano complexo estendido, é conveniente incluir o ponto co em toda reta.
Com esta convencao, temos que a imagem de toda reta é um circulo passando através do

polo norte. Vejamos o teorema:

TEOREMA 4.2.1 A projegao estereogrdfica leva retas e circulos do plano complezo esten-
dido em circulos na esfera de Riemann. Um circulo na esfera de Riemann é a imagem de

uma reta no plano complezo se, e somente se, o circulo passa por N.
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Demonstragao: Mostraremos que uma reta ou um circulo no plano de z é levado em um
circulo, que passa ou nao pelo pélo norte da esfera. Notemos que um circulo em S pode ser
escrito como a intersegao de S com um plano dado pela equagio a1z, + aszs + a3 = Ay,
onde af+aZ+a?=1e0 < ap < 1. Se um ponto Z = (z1, 22, x3) em S satisfaz esta equacao

onde Z é imagem de z, entdo, por (4.2.10)
O(I(Z + 2) = iag(z = 2) + (}:3(22 = 1) = O.'Q(ZE + 1)
ou, se z = z + 1y,

(o — a3)(2? + 9?) — 2012 — 200y + ap + a3 = 0.

Se d = ap — a3 # 0, podemos escrever

o\ ? o\?  1-af
(“’ ?) +( ‘?) T T8

que ¢ a equagao de um circulo. Se § = 0, podemos escrever (4.2.11) como

oz + oy = ag, (4.2.13)

que ¢ a equagao de uma reta. Por outro lado, verificamos que dada qualquer equagao de
um circulo ou de uma reta, existem quatro constantes a serem determinadas que satisfazem
ol +as+a2=1,0<q <1, de modo que a equagdo do circulo é da forma de (4.2.12) e a

equagao da reta é da forma de (4.2.13), onde oy = 3. ]

4.2.1 Circulos generalizados

Denominamos circulo generalizado no plano complexo estendido, qualquer curva que
seja um circulo ou uma reta onde a ultima inclui o ponto co. Perguntamos: Qual sera
a imagem de um circulo generalizado sob uma transformacao de Moebius. A imagem de
um circulo generalizado sob uma translacao ou rotacao é um circulo generalizado. Agora,

’ . P . - !
queremos saber qual é a imagem desse circulo sob a inversio z — 2z = 1/z. Voltemos

AV
AVAVAY

il 2 3 4 5 6 7 unespmll 22 43 14 1u e i

18



a esfera de Riemann. Seja Z = (z;,2,,23) 0 ponto correspondente a z = z + iy e Z =

(2}, 24, 73), correspondente a
Ty
a2 4y?
De (4.2.10), temos que

' [ ]
-T:l =T, 3.;2 = —T9, e $3 = —X3.

Assim, na esfera de Riemann, a imagem de 1/z é obtida da imagem de z rotacionando a

esfera 180° sobre o eixo z;. Esta interpreta¢ao geométrica também vale se 2 = 0 ou z = oo.

- Id - ! -
Agora, seja I' qualquer circulo generalizado e I' sua imagem no plano complexo es-

5 2 S ] % 1]
tendido sobre a inversao z — 1/z e, denotemos por I'; e I'; as imagens de I' e I’ na esfera
. ’ ’ ! .
de Riemann. Pelo teorema 4.2.1, sabemos que I'y é um circulo e que I',, a imagem de T,
sob um movimento rigido da esfera, é novamente um circulo. Novamente, pelo teorema
i r L ’ . . i
4.2.1, concluimos que I" é um circulo generalizado. Assim, mostramos que a imagem de um
circulo generalizado sob qualquer translacdo, rotagao ou inversao ¢ um circulo generalizado.
O mesmo ¢é vélido para composigoes arbitrarias de tais transformagoes. Como qualquer

transformacgao de Moebius pode ser obtida dessa maneira, provamos o seguinte teorema:

TEOREMA 4.2.2 Uma transformag¢ao de Moebius leva circulos generalizados em circulos

generalizados.

4.2.2 A Meétrica Cordal

O plano complexo torna-se um espaco métrico quando a distancia entre dois pontos, z e z,
¢ definida por

d(z,z) =|z-z|.
Essa definicao nao pode ser usada no plano complexo estendido devido a distancia de qual-
quer ponto finito do ponto oo ser indefinida. O plano complexo estendido pode ser um espaco

# . . . r -
métrico representado pela esfera de Riemann. Sejam z e z dois pontos do plano complexo

n r ] ' ] ] - ”
estendido, e sejam Z = (z1,%9,23) € Z = (z,,Z,,%3) suas imagens na esfera de Riemann.
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A distancia euclidiana dessas imagens esféricas,

d(z,2) = [(21 = ) + (w2 — 23)? + (25 — z)?] ", (4.2.14)

’ - ~ - ! #, 3 . # ’ .
¢ a distancia cordal entre os pontos z e z. A métrica definida é a métrica cordal. Como

] ' ] 4 ay AH
(21,29, 23) e (z,,2,,z3) pertencem & esfera unitria temos,
' 2 ! ! !
dme) =2 —2($1$1 +3:2;1:2+2:3:1:3) .

Se z e 2’ sdo finitos, encontramos, de (4.2.10),

2|z -2 |2
1+ 121+ [']?)

' [ !
T1Z; + Ty + T3Z3 =1 —

Dai,
"o 2|z — 2|
1) = T ER e

!
Se z = 0o, encontramos analogamente

2
d(z, OO) = W

4.2.3 Movimentos rigidos da esfera de Riemann

Seja

a b
M = , ad—cb#0
& d

uma matriz pertencente a M, normalizada, tal que
ad — bec = 1. (4.2.17)

Seja t(z) a transformagao de Moebius associada a M. Pela projecdo estereogréfica, t(z)
induz uma aplicacao da esfera de Riemann nela mesma. Podemos encontrar condigoes para
uma transformagao de Moebius ¢(z) induzir um movimento rigido na esfera de Riemann.
Se dois pontos da esfera sdao antipodais , isto é, sao diametralmente opostos, entao, suas

imagens serdo novamente antipodais através de um movimento rigido. Se (z,z2,73) € S
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¢ a imagem de z, entdo, seu ponto antipodal (—z;, —z3, —z3) é a imagem de —1/2, como
podemos verificar de (4.2.10). Assim, a transformacdo t(z) levara pontos antipodais em

pontos antipodais se, e somente se,

1
t(z

a— bz cz+d

c—dz —-az->b

para todo z do plano complexo estendido. Isto significa que as matrizes

-b a
—-d ¢

sao proporcionais e isto vale se, e somente se,
c=-Xb e d=)a,

onde || = 1. A condi¢do de normalizacdo (4.2.17) implica que A = 1. Assim, a matriz deve

ter a forma

a b

—-b a

M=

onde |a[*+|b|? = 1. Denotando por M¥ a transposta conjugada de M, encontramos MM =
I, 0 que implicaque M~' = M*. Mostramos que M é unitdria como uma condi¢ao necessaria
para a transformacao #(z) induzir um movimento rigido da esfera. Agora, mostraremos que
esta condicdo é também suficiente. Sejam z e 2 quaisquer dois pontos no plano complexo
estendido e, seja w = t(z) e w = t(z') onde

az+b

~bz+a’
aa + bb = 1. Se nenhum dos 2, z',w, w sdo infinitos, temos

_ ' Z—Zi
YU T @a-t)@-67)

1422
(@ — bz)(a — b2)’

1 +ww=
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1+2'7
(@—b2')(a—bz)’

l+ww =
e, de (4.2.15), segue que

dw,w') =d(z,2).

! # . - - . -~ .
Para z = oo, o resultado é similar. Assim, #(z) preserva a distincia cordal e provamos o

seguinte teorema:

TEOREMA 4.2.3 A transformag¢do de Moebius ty(2) induz um movimento rigido da es-

fera de Riemann se, e somente se, M é maltipla de uma matriz unitdria.

4.3 Transformacao de Moebius: simetria

Seja ¢ um nimero complexo, p > 0 e denotemos por I, o circulo com centro ¢ e raio p

cuja equacgao pode ser escrita

(z—c)(z—2¢) = p2. (4.3.18)

Dois pontos finitos, z; e 29, sao chamados simétricos com relacao a I', se, e somente se,
(21 — ¢)(z — €) = p*. (4.3.19)

A cada z; # c finito, corresponde exatamente um ponto 2, também finito, que é simétrico
a z; com relagdo a I'.. Estendemos a defini¢do de simetria para o plano complexo estendido
chamando os pontos ¢ e co de simétricos em relagao a I'.. Todo ponto de I', é o simétrico
dele mesmo em relacao a I'..

Estendamos a idéia de simetria para circulos generalizados. Primeiramente, formalizemos a

defini¢ao de circulos generalizados.

LEMA 4.3.1 Se a e b sao nimeros compleros, a # b, e u € um numero real positivo, a

equacao
z—a

z—2>b

representa um circulo generalizado. Teremos uma reta se, e somente se, 1 = 1.

=u, (4.3.20)
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Demonstragao: A equagio (4.3.20) é valida se, e somente se,

(z - a)(z - a) = p’(z - b)(2 - b)

2Z2(1 — p?) — (@ — p?b)z — (@ — p?b)z + (a@ — p2bb) = 0. (4.3.21)
Se p =1, temos a equagao de uma reta e, se u # 1, a equacio de um circulo. Escrevendo
na forma de (4.3.18), obtemos que o circulo tem centro

2
a— u°b
= (4.3.22)

e raio p, onde

s 12— Ba-h)
(1-p2)?®

(4.3.23)

TEOREMA 4.3.1 Os pontosa eb sdo simétricos em relagao ao circulo generalizado dado

por (4.3.20).

Demonstracao: Se ;o =1, a afirmacdo do teorema é dbvia pois b é a reflexdo de a através
da reta (a — b)Z + (@ — b)z = a® — b?. Se p # 1, a equagdo (4.3.19) é satisfeita se ¢ e p sdo
dados por (4.3.22) e (4.3.23). a

TEOREMA 4.3.2 Sejam a e b dois pontos finitos e simétricos em relacdo ao circulo ge-
neralizado I'. Seja a # b. Entdo, existe um nimero positivo u tal que a equacdo de T’ € dada

por (4.3.20).

Demonstragao: Se I é uma reta, sua equagao é dada por (4.3.20) onde = 1. Se I' é um
circulo, seja ¢ o centro e p, o raio. Como a, b e ¢ sdo trés pontos distintos em uma reta onde
¢ nao esta entre a e b, existe u > 0, u # 1 tal que (4.3.22) vale. Com esta escolha de p,
encontramos que
2
2 D M T
p*=(a—-c)(@-2) = ——=-(a—b)(@a—b).
(T w7
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Assim, a equagao do circulo pode ser escrita na forma de (4.3.21), que é equivalente a (4.3.20).
[ ]

Agora, vamos enunciar o principal resultado de simetria.

TEOREMA 4.3.3 Sejam a e b dois pontos do plano complezo estendido que sio simétricos
em relagao ao circulo generalizado T e, seja t(z) uma transformacdo de Moebius. Entdo, os

pontos a’ = t(a) e b = t(b) sdo simétricos em relagio a I que é a imagem de T sobre t(z).

Demonstragao: Vamos considerar a inversao z — z~!. Se a e b coincidem, seus valores

estao em [' e nao temos nada a demonstrar. Se a e b sdo finitos e distintos, a equacao de I’

pode ser escrita por (4.3.20) onde x> 0 é uma constante. Consequentemente, a equacio de
L
I'é

I 1 —aw

1—-bw

Se a e b sao diferentes de zero, a equagdo acima pode ser escrita como

L

=pul|=|, (4.3.25)

'
’w—a

w-—0b

! ! . .
onde a = 1/a e b = 1/b. Pelo teorema anterior, temos o resultado desejado para a trans-
formagao inversa t(z) = 1/z. Como o resultado é ébvio para a rotagdo e a translagdo, entao

¢ valido para qualquer transformacao de Moebius. B

4.3.1 O teorema da aplicacao para discos

Seja D um disco e a um ponto em D. Queremos encontrar todas as transformagoes
t(2) que levam D para o disco unitério tal que t(a) = 0.
Solugao: Seja I'. a fronteira de D. Se a é o centro de I';, o problema pode ser resolvido
utilizando-se uma transformagao linear. Se a ndo é o centro, seja b o ponto simétrico a a

com relacao a I'.. A transformacao
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P . ! . ~
leva a no zero, b no oo e I'. em um circulo(generalizado) I, com a propriedade que 0 e oo sao

. F . ~ ~ L ’ ~
simétricos em relagdo a ele. Entao, I' é um circulo sobre 0. Queremos uma transformagao

. U ’ sy - -~ s
de Moebius que leva I' no circulo unitdrio e deixa 0 fixo. Entdo, oo também permanece
fixo. A tnica transformacao que deixa 0 e oo fixos é w — cw. Entao, a transformacao é da

forma
z—a
t:z—c .
z—0b
A constante ¢ # 0 é determinada usando o fato de a imagem de I'; ser o circulo unitario.
Temos que a imagem de um ponto de I'. tem médulo 1. Seja z; um ponto arbitrario de I'..

Entdo, |t(z;)| = 1 é equivalente a
21— b
o] = .
21— a
Assim, D é levado em um disco unitério tal que t(a) = 0 se, e somente se,

in2i —b2z—a

t:z—e (4.3.26)

z2y—az—"b’

onde z, é um ponto arbitrario na fronteira de D e a é um nimero real arbitrario.

Para o caso mais geral da transformagéao t(z), de Moebius, que leva o disco unitdrio nele
mesmo, temos: seja a, 0 < |a| < 1, tal que t(a) = 0. Entdo, o ponto simétrico a a com

relacdo a |z| =1 é (a)~'. Com 2; = 1, a equagao (4.3.26) é dada por

(2) :ei"l —a! z—-a

=g w==g%

que pode ser escrita como
Sl =0 F=0

t — :
(zi=e l—al—az

Como o fator (1 —a)(1 —a)~' tem médulo um, ele pode ser absorvido por e'*. A férmula

resultante para t(z) também vale para a = 0. Assim, provamos:

TEOREMA 4.3.4 A transformacado t(z) de Moebius leva disco unitdrio nele mesmo se, e

somente se, a transformagao € da sequinte forma:
t:z — e

onde la| < 1 e « € real.
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Capitulo 5

Combinacoes Lineares de Polinémios
Ortogonais que geram Foérmulas de

Quadratura Positivas

Introducao

Neste capitulo, estaremos aplicando resultados conhecidos sobre os polinomios or-
togonais no plano complexo para obter informagoes sobre a positividade de férmulas de
quadratura interpolatérias no intervalo [—1,1]. Seja g uma medida positiva em [—1,1].
Consideramos a férmula de quadratura

n
J1@dutz) = 3 35 @3) + Fal1) (5.0.1)

j=
onde -1 < z; < ... <z, < lec; j=1,..,n sao escolhidos tais que R,(f) = 0 para
f(z) € Pyp_1—m, 0 < m < n. Assumimos que a férmula de quadratura tem grau de precisao
2n — 1 —m e denotamos por FQ(2n — 1 — m,n, u). No capitulo 2, vimos que se os ¢; forem

escolhidos tais que

= : /_ll(tn(x))du(x), i=12,..,mn,

B t;l("c.?) -
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onde t,(z) = (z — x,)...(z — z,), entdo a férmula de quadratura conhecida como férmula de
quadratura interpolatoria satisfaz R,(f) = 0 para f(z) € IP,_,. Neste caso, a férmula de
quadratura é uma F'Q(n — 1,n, pu).

Impondo restri¢oes sobre os polinémios t,(z), ou melhor, sobre os nés de quadratura,

melhoramos o grau de precisao da férmula de quadratura. Se t,(z) é escolhido de modo
a ser ortogonal a todos os polindmios de grau menor ou igual a n — 1, entdo, como vimos
no capitulo 2, obtemos a FQ(2n — 1,n, 1) que é conhecida como Quadratura Gaussiana ou
formula de quadratura positiva . Neste caso, a formula de quadratura que é Uinica, tem pesos
¢, J =1,...,n, positivos.
Se relaxarmos as condigdes sobre t,(z) impondo que ele seja ortogonal a todos os polinomios
de grau menor ou igual an—1—m, onde 0 < m < n, entdo a férmula de quadratura resultante
é uma FQ(2n — 1 — m,n,u). Notemos que se t,(z) é ortogonal a todos os polinomios de
grau menor que n — 1 — m, podemos escrever

ta() = 3 1iPn-5(2) (5.02)

=0

[ ta(a@)pn-s(@)i()

K= 1
f_lpn—j(x)pn—j(:r)d(x)

e, quando j = 0, como ja vimos, temos a férmula de quadratura de Gauss. Uma férmula de

€ R

quadratura FQ(2n — 1 —m,n, 1), m > 1, ndo é lnica e seus pesos nao sao necessariamente
positivos. A positividade dos pesos da férmula de quadratura é uma importante caracteristica
quando consideramos a convergéncia dessas férmulas.

Dizemos que uma FQ(2n — 1 — m,n, u) é positiva quando seus pesos sao positivos.

5.1 Alguns resultados preliminares

Nesta secao, colocamos alguns conceitos que serdo usados posteriormente. Vejamos

também alguns resultados dos polinémios ortogonais no circulo unitario |z| = 1. Sejam os
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polinomios pn(z) = 2" + ...,n € IN, ortogonais em relacdo a du em [—1, 1] satisfazendo a

uma relagao da forma

Pn(ﬁ'«') = (I - bn)}an—l(x) = anﬁn—2($)a ne N (513)

onde p_; =0,po=1,b, € [-1,1], n € IN, e a, > 0, para n > 2.

Seja p{l) (z),n € INy, o polinémio associado de grau n definido por

() = o [ Bt = Poully ) (5.1

1
onde dy = / dp(z). Podemos mostrar que p{!)(z) sdo os polindmios ménicos de grau n que
-1

satisfazem a seguinte relagao de recorréncia

pnl}(x) (11: o bn+l)pn 1(17) = aﬂ+1p:(ra]2( ) neiN (515)

onde os a, e os b, sao dados em (5.1.3).

TEOREMA 5.1.1 Sejam n, m € INg, n > m e seja p; € IR para j = 0,...,m, py # 0.
Entao, 7Lo pjpn-j(x) gera uma formula de quadratura positiva (2n — 1 — m,n,du) se, e
somente se, 3370o ptjpn—j(x) tem n zeros simples em (—1,1) e os zeros de 37 ppn-j(z) €
Yl ;Lﬂ};l_)j_l(x) intercalam-se.

Demonstragao: Sejam t,(z) = Y7L, pipn—j() e £ (:r) = Yito pjpil_)j_l(:r:). Conside-

rando a interpolagao de f(z) temos que

[1@du(z) = ¥ ( [1u@)du(®) @) + Rala) = ¥ cif (@) + Ra(a)

onde, pela equagao (5.1.4), obtemos

B () N 351131(:171')
¢ = [u@)du(t) = /Wd#@—%m'

Portanto, os ¢; sdo positivos para j = 1,...,n se, e somente se, os zeros de t,(z) e t) (z)

intercalam-se. ]




Denotemos por ®,(2) = 2" + ...,n € INy, o polinémio ortogonal ménico no circulo

unitirio C' = {e" : 6 € [0, 27]}, em relacdo & medida positiva

—p(cosf), para 6 € [0,7]
v(0) )
i(cosh), para @ € [m,2n]

As relagoes entre ®,(z) e p,(z) foram consideradas no capitulo 3. Vimos de (3.4.17) que os

polinomios ®,,(z) satisfazem a relacao
®,(2) = 28p-1(2) + ©,(0)®;_,(2), n>1.
Seja §2,(z) = 2™ + ... definido pela relacao de recorréncia
Qn(2) = 2Qp-1(2) — ©,(0)Q2_,(2), n € N,

onde ,,(z) sdo chamados polinémios associados a ®,(z). Além disso, satisfazem & seguinte

relacdo de recorréncia de trés termos
1 (0)s2(w) = (B4(0)w + Pry1(0)) Qe () — Beyr (O)w(1 — [B(0)[2) % (w),

onde Qy(w) =1, Q) (w) = w+P(0) e k = 0,1, ..., n—2. Propriedades sobre esses polinémios,

sao encontradas em Geronimus [3]. Podem, também, ser definidos por

L e whale) - Buala) i

Qn (Z) = a

=y zZ—w
onde ¢y é 0o momento trigonométrico. Além disso, esses polinémios tém grau n e sdo monicos.

Sabemos que os polinémios ®,,(z), n > 1, tém todos os zeros dentro do circulo unitario
|z| < 1. O mesmo é valido para €,(z). Temos as seguintes relacoes entre os polinomios

ortogonais monicos em [—1,1]; p,(z), em relacao a du e os polinémios ®,,(z) e Q,(2):
pn(2) = 27" 1 Re{z 0y, (2)), (5.1.7)

A1 (z) = 27" Sm{z "y, -1 (2)} /s€nd, (5.1.8)

onde z =1/2(z+z71),2=¢? e § € [0,7]. A equagdo (5.1.7) é obtida de (3.4.20) usando
(3.4.17).
No préximo teorema, colocaremos a relagao entre os polinomios cosseno e seno dados,

respectivamente, por Re{z7'h,(2)} e Sm{z7'h,(z)}. Vejamos:
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TEOREMA 5.1.2 Sejamn € IN el € Z com 2|l| < n. Suponhamos que o polinémio real
hn(z) = 2"+... tem todos os zeros no circulo unitdrio |z| < 1. Entdo, Re{z"'h,(2)} (polinémio
cosseno) e Im{z""hy(2)} (polinémio seno), z = €' e 6 € (0,7 tém n — I zeros ¢; em (0,7)

en—1—1 zeros v; em (0,m), respectivamente, e, além disso, esses zeros intercalam-se.

Demonstragao: Seja h,(z) = Sr_, b,2", b, € IR. Entéo, para z = €* temos Re(z7'h,(2)) =
r_obrcos(—=l+71)8 e
Re(2 7 ha(2)) = 0 <= Y bycos(—1 + 1) Z b.cos(l —1)0. (5.1.9)
r=0
Por outro lado(sempre vale)
Zb sen(—l+ )0 Zb sen(l —r)6. (5.1.10)
r=0
Multiplicando (5.1.10) por ¢ e somando com (5.1.9) obtemos Y F_, b,2727! = —=3F_ b.2"2~L.
Logo, substituindo Y_7_, b,.2" e >.r_, b.2" por g,(z) e hn(z), respectivamente, temos
52 hn(2)
hn(2)

n-2{£z_ﬂ_(“_zl
h(2)

=-1. (5.1.11)

A equacao acima pode ser escrita como 2 = —1 e, substituindo o fato que

5 hn(i)} =arg {zn_ﬂ :‘:Ej; }’

n

obtemos para z = e

hn(z)y _ _
h;(z)}_(% 1)7.

Re(z 7 hp(2) =0 <= 2 -1 <= arg{z""
Da mesma forma obtemos
ssih(2) hn(2)
ALY =] 2%km.
(o) arg{z"" e )}

Sabemos que arg{z"~%} aumenta de 0 a 2(n — 2l)m quando 6 varia de 0 a 27. Usando o

ha(2)
hy(2)
i (2)
h;(2)
) e

Re( *hn(z)

Sz k. (2)) =042z

fato que ¢ multiplo de n transformagdes da forma dada no teorema 4.3.4, obtemos

que arg{ } aumenta de 0 a 2nm quando @ varia de 0 a 2w. Assim, concluimos que
Sm(z7'hn(2)) tem 2(n — 1) zeros em [0, 27] ou seja, o polindmio cosseno tem
n — [ zeros em (0, 7) e o polinémio seno tem n — [ — 1 zeros em (0, 7). Além disso, os zeros

intercalam-se . o




5.2 Principais resultados

Definiremos, primeiramente, os polindmios @, 2,—1(2) e, em seguida, citaremos algumas

propriedades importantes desses polindomios.

DEFINI(}AO 5.2.1 Para um dado n € IN, sejam os polinémios Q,2n—1(2)

v € {0,...,2n — 1}, definidos pela relagio de recorréncia

Qu,?n—l(z) = zQu—l,2n—1(z) + (b?n—u(O)Q;—lﬂn—l(z): U= 11 seey 2” o 1: (5212)

onde Qoan—1 = 1 € 0s pardmetros ®,,_,(0) sdo dados pela relagio de recorréncia (3.4.17).

TEOREMA 5.2.1 Sejan € IN. As sequintes afirmagdes sdo verdadeiras:

v—1 v—1

(@) JI(1 = 1®20-k-100)]) < |Q}2n1(2)| < T+ [®20-£-1(0)]) para |z| < 1 onde v €
k=0 k=0 .

{0,...,2n — 1}. Além disso, Qy2n—1(z) tem todos os zeros em |z| < 1.

(b) Seja v € {0,...,n —1}. Entdo, para z =€”, z = cosf e 0 € [0, 7]

(@) = 27"MRe{z7"" Qo 2n-1(2)Pon—r)-1(2)}

ﬁ,&lzl(x) = 2_n+1£\5m{zmﬂ+lQ2v.2n—l(Z)Q‘Zn—l(z)}/seng‘

Demonstragao: (a): Seja Q) ,,_1(2) = 2/Qu2n-1(1/2). Entao,
3”@:,211—1(1/3) = Quan-1(2)-

Da equacao acima e da relagdo (5.2.12) obtemos

Qb 2n-1(2) = Q)1 20-1(2) + P2n—0(0)2Qu-1,20-1(2)- (5.2.14)

Logo, aplicando a desigualdade triangular obtemos,

Qu-1,2n-1(2) Qu-12n-1(2) 1418 0 Qi (2)
Qo r2na(2) G| = Ol e @

l_lq)?n—v(o)“zl S 1l o (I)Qn—u
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Qv-1,2n-1(2)

Multiplicando a equagédo acima por IQ;_LQH_I(ZN €, como | — (
v—1,2n-1 Z

4.3.4),

<1, |z|] < 1(teorema

Q1201 () {1 = [@2n-s ()]} < | @3 201(2)] € 1Q5-120-1(2) {1+ @20 (O}, v=1,2,... .

Para finalizar a demonstragao de (a), basta provar por inducdo que

m

TT {1~ 21O} < [@hana (2] < TT {1 + %214 (O)]}

k=1

(b): Podemos escrever (3.4.17) como
P, (2) = @,_1(2) + 28n(0)®n-1(2),
Multiplicando-se (5.2.15) por ®,(0) e somando com (3.4.17), obtemos
0 (2) + n(0)2%5(2) = 2®p-1(2) + 2®;_;(0)Pn-1(2).
Multiplicando-se (3.4.17) por ®,,(0) e somando com (5.2.15) obtemos
©;,(2) + @a(0)®n(2) = (1 + @7_,(0))2;_, ().
Com a ajuda dessas relagoes de recorréncia provamos, por indugao, que

2®on-1(2) + 03,1 (2) = 2Qu,2n-1(2)P2n-1-4(2) + @} 2n—1(2) P3n_1-,(2). (5.2.18)

Seja a equagdo (5.2.13) e ®5,_;(2) = 225" b2,. Entdo, substituindo ®,,_;(z) nas equagdes
27 (2Pon_1+DP3,_(2)) e 2Re{z" "' ®,,_,(2)} e igualando os coeficientes dessas duas equagoes,
obtemos que

272 @91 (2) + D5,_,(2)} = 2Re{z™""' ®y,_1(2)},

para z = €%, provando, assim, a primeira relacdo.

Analogamente, demonstra-se a segunda relacao da parte (b).

TEOREMA 5.2.2 Sejam n,m € INg, n > m, o, ..., 4m € IR € po # 0. Entdo, 37 11
Pn-j(x) gera uma FQ(2n — 1 — m,n, u) positiva se 37-, 7 Qam—2j2(n-j)-1(2), para ji; =

27 pu;, tem todos os zeros no disco aberto |z| < 1.
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Demonstragao: Sejam t,(z) = 270 pipn—j(z) e t;lll(:s) = Y720 MjPn—j-1(z). Seja também,

Gom (2 ZQJ#JzJsz 2j,2(n—j)—1(2)-
j=0

Substituindo-se g (2) em 27" Re{z ™ gop (2) 2~ ("™ By, _1(2)} obtemos que,
27 Re {27 gom (2) 27" Ry my-1(2)}
= Yo uiRe {2_n+j+1zﬁn+1+jQ2m—2j.2(n—j)—l(z)q)?(n—m}—l(z)} :
Mas, pelo teorema 5.2.1, temos que

Pr—j(z) = 27" IR {271 Qoy 2(n—j)—1(2) Po(n-v—j)—1(2) }-

Fazendo j + v = m na equagao acima, obtemos que

m
> 27 Re {Z_n+l+JQ2m—2j,2(n—j}—1( )P2(n—m)-1(
3=0

Logo, para z = €,z = cosf,0 € [0, ],
ta(2) = 27" Re {27 gam (2)27 " By )1 (2) }

Da mesma forma,

tm 1(z) = 2_“+19§m{ e ‘Zm(Z)Z_(n__m)+IQQ(n_m)_1(Z)/SB?'!,'B} ,

Q2m ZQJ#J'Z Q?m 27,2(n—7)-1 (z) (5220)
7=0

Suponhamos que gz, (z) tem todos os zeros em |z| < 1. Sendo isso vélido para ®a(,—m)-1(2),
pelo teorema 5.1.2 temos que t,(z) tem n zeros simples em (—1,1). Precisamos mostrar que

£

os zeros de t,(z) e t,”,(x) intercalam-se. Seja a relagao

Re{a}Re{b} + Im{a}SIm{b} = Re{abd}.
Assim,

Re {z‘{"‘”qgm(z)@z )i (z)} Re {z‘(”“l)qgm(z)ﬂg Hmiit)=1 (z)}
'}'C‘S\'nl {z = q2m( )@2(71 —-m)— 1( )}(\}m{z_(n_l)Q2m( )QQH m) (2)}
= |‘hm(z)|2lz_(n_l |2§Re {¢2(n—m)-l(Z)QQ(n—m)—l(z)} = C]Q?m(z”?
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pois

(I)Q(n——m}— 1 (Z)Q;(n—m)— 1 (Z) + ‘Q2(ﬂ—m)_1 (z)q);(“_m)_l (Z)
= 2201 B0y -1(2)Qa(n-m)-1(2) + Panm)-1(Z)Qa(n-m)-1(2) }
= 2%8{@2(,1_;“)—1(Z)Q2(n—m)—l(z)} =¢.

Logo, Re{Pan—m)-1(2)mn-m)-1(2)} = c.

Pelo teorema 5.1.2 temos que os zeros de t,(z), -1 < z; < T, < ... <z, < 1, e 08
zeros do polindmio 7,1 (z) = Sm{z= " Vgyp, (2)Pon-m)-1(2)}/senb, onde z = 1/2(z +1/z),
z=¢€" 6 € [0, 7], intercalam-se. Considerando a relagdo (5.2.21) para os zeros de t,(z), z;,

1 < j < n, obtemos
(1) _ 2—n+1 i "
Tn-1(2;)tn 21 (25) = WC[QM(%N >0,
onde 0; = arccos(z;) e z; = cos(0;) + isen(0;). Assim, verificamos a propriedade de inter-

calacio entre t,(z) e ¢\, (z), completando a prova do teorema. @

Observagdo: Utilizando a equagdo (5.2.19), a condigdo suficiente do teorema acima é

também necessaria se 2m < n.

COROLARIO 5.2.1 Sejamn, m € INg, m < n, o, .., im € IR € po # 0. Sejam Ay = po,

L1 + |@2(n—j)-1-k(0)])
a1 = | Pan-1-k(0)])

e jy € {0,...,m}, 0= jo < j1 < ... < Jm, 08 indices para os quais A;, # 0, v =1,....m

Aj = 2|l i Tun i (5.2.22)

A;j=0,j€{L,..mN\{jo, .. Jm}. Entdo, cada uma das sequintes condi¢des sdo suficientes

para que 37, j1ipn—; gere uma FQ(2n — 1 — m,n,du) positiva:

(1) Z Aj, < Ay
v=1

(2) Aj, >224;,,, parav=0,...m"—2 e A, > A; .

jm‘ 1

Demonstragao: Notemos que a condig¢ao (2) implica na condigao (1). De fato:

4}0 > 2A = Ajl -+ Aj] > 2 Ajl + Ajz + ...+ Ajm'—l + A;
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Agora, mostraremos que a condigdo (1) implica que

m

qgm(z) = Z ﬁjszEm—%,Q(ﬂ—j)ul(z]a :aj — 2jnu’j}
=0

m

tem todos os zeros em |z| > 1, que é equivalente a Zﬁijng_Qj,g(ﬂ_j}_](Z) ter todos os
7=0
zeros em |z| < 1 e assim, provamos o coroldrio. Provemos, por absurdo. Suponhamos que

@3 (z) tem um zero £ em |z| < 1. Pelo teorema 5.2.1 temos que Q3,, ,,_;(2) ndo tem zero
em |z| <1 e, entao,

0= ng(f) = #UQ;‘m,anl(g) e Z ﬁjfijEm—ﬁ,z(n—j)—l(&)

=1

A Q2m 27,2(n—j)— 1(‘5)
o J
Z:l # € Q?m,2n—1(£)

J

m

Q;m—2j,2(ﬂ—j)—l(£) ‘
.?
Z #Jlf _Qim,?n—l(&)

J:

Logo, pelo teorema 5.2.1 |

m m— (n—j)-1-k m
B e RN (U)I)
Ao = |uo| < |EP Z 2 2m—1 p2n—1-k Z

j=1 koo (1 —|®3 (0) j=1

o que contradiz a condigdo (1).
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