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“ A sabedoria que instrui justifica o seu nome,

não se manifesta a muitos; mas naqueles

que a conhecem, persevera, até (tê­los

levado) à presenca de Deus.”

Eclo 6; 23.
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Resumo

O objetivo deste trabalho é estudar os polinômios ortogonais definidos

no plano complexo. De maneira especial, consideramos os polinômios conhecidos
como polinômios de Szegó, definidos no círculo unitário. Como exemplo, temos

os polinômios definidos sobre arcos no círculo unitário. Finalmente, utilizamos as
propriedades dos polinômios de Szegô para analisar a positividade das fórmulas
de quadratura no intervalo [—1,1].
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Abstract

The objective of this work is to study the ortogonal polynomials defined

on sets in the complex plan. Especially, we consider those polynomials, which are

called Szegó polynomials, defined on the unit circle. As examples, we consider

polynomials defined over arcs in the unit circle. Finally, we use the properties

of the Szegô polynomials to analise the positiveness of quadrature rules on the

interval [—1,1].
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Capítulo 1

Introdução

Seja v(0) uma função limitada, não­decrescente e com infinitos pontos de aumento em
(0,27). Chamamos v(9) uma medida positiva no círculo unitário. Seja o produto escalar
definido por

"

27 —
io<f,g>= Í, fS(2)9(2)dv(0), z=e".

Consideremos a sequência de polinômios f4n(2)), onde vr(z) é de grau n tal que

< On, Om >= nm, MME,

com ón,m O delta de Kronecher. Seguindo Jones, Njástad e Thron [6] chamamos esses po­
linômios de polinômios de Szegô pois foram considerados por ele em uma série de artigos

começando em 1918(veja [19]) e em seu livro [18].
O exemplo mais simples de polinômios de Szegô é obtido quando tomamos v(9) = 6 e,

neste caso, obtemos yr (2) = 2”.

A relação entre os polinômios de Szegóô e as frações contínuas conhecidas por frações

de Perron­Carathéodory (ou PC­fração) foi explorada em [6]. Em [4], [5], [7]­[12], esses po­

linômios são utilizados no estudo de filtros digitais e análises de frequências. Nosso interesse

nesses polinômios foi despertado com os trabalhos [14] e [15], onde o autor aplica esses po­
linômios para estudar a positividade dos pesos de certas fórmulas de quadratura no intervalo

[1,1].
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Neste trabalho, constituído de 5 capítulos, fizemos um estudo sobre recentes trabalhos

de pesquisa sobre polinômios ortogonais definidos no plano complexo, especialmente os de

Szegóo definidos no círculo unitário, e os polinômios ortogonais definidos no intervalo [—1,1].

No capítulo 2, damos uma breve introdução sobre os polinômios ortogonais definidos em um

conjunto da reta real. Como aplicação desses polinômios, consideramos a fórmula de quadra­

tura Gaussiana. Como a maioria das informações sobre polinômios ortogonais dadas nesse

capítulo é bem conhecida e o objetivo de nosso trabalho está concentrado nos polinômios

ortogonais no plano complexo, muitos dos resultados apresentados não foram demonstrados.

Entretanto, todos podem ser encontrados nos textos de Szegó [18] e Chihara [2].

No capítulo 3 ­ Polinômios ortogonais no plano complexo, apresentamos os resultados

obtidos principalmente no artigo Van Assche [20]. Consideramos principalmente a relação

entre os polinômios ortogonais de Szegóô e os polinômios ortogonais definidos no intervalo

[­1,1]. Usando alguns resultados considerados recentemente em Berti e Sri Ranga [1], obte­
mos informações sobre os polinômios de Szegó definidos em termos de medidas cujos pontos
de aumento estão concentrados em arcos. 7

No capítulo 4, damos algumas informações sobre um tipo especial de transformação.

São as conhecidas transformações de Moebius ou transformações lineares fracionais. O mo­

tivo pelo qual estudamos essas transformações surgiu da necessidade de entender alguns

resultados considerados no capítulo 5, onde as propriedades dos polinômios de Szegoó são

usadas para estudar a positividade de certas fórmulas de quadratura em [—1,1]. Os resul­
tados desse último capítulo foram extraídos do artigo [14] de Peherstorfer. As informações

sobre as transformações de Moebius foram obtidas principalmente do livro [13] de Henrici.
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Capítulo 2

Preliminares

Introdução

Apresentamos neste capítulo, definições e propriedades dos polinômios ortogonais

na reta real. Citamos a relação de recorrência de três termos, a identidade de Christoffel­
Darboux e a Quadratura Gaussiana. Nesta fórmula de quadratura, utilizamos os zeros destes

polinômios como sendo os nós da fórmula e assim, obtemos grau de precisão 2n — 1. Além

disso, esses conceitos serão usados nos próximos capítulos.

2.1. Polinômios Ortogonais

Seja u uma medida positiva de Borel na reta real, isto é, u(r) é uma função real

limitada, não­decrescente com infinitos pontos de aumento em (—oo, co) tal que, os momentos

definidos por

m, = f1"du(o), n=0,1,..., (2.1.1)

existem e são finitos. O conjunto

írekh:p(r+e)— uír—e)>0,paratodo e > O)
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é chamado o suporte de 1. Denotemos o suporte de 4 por supp(yu).

Por exemplo, se o suporte de 1 é um intervalo (a, b) E (—oo,00) e u € C'(a,b), então
w(r) = 4(x) que é uma função não­negativa e não identicamente nula em (a, b) é chamada
de função peso.

Definimos os polinômios ortogonais em relação à medida 4 por:

DEFINIÇÃO 2.1.1 Seja (Pr(x))X%, uma sequência de polinômios com Pr(x) = nx" +
nt"! +... vnÃO. Essa sequência será chamada de uma sequência de polinômios ortogo­
nais se:

f Pala) Pn(z)du(0) = 0, sentm

vv, >O0, se n=m

Além disso, a sequência é única se os polinômios P, (x) são mônicos, isto é, 77 = 1 ou, então,

se impusermos que 7, é positivo e v, = 1, n > 1. Nesse caso, a sequência será chamada de

sequência de polinômios ortonormais e denotaremos por fpr(x)).

A relação citada na definição acima é equivalente a

0, se m<nfa"P.(2)du(s) =
v, >O0, se n=m.

A demonstração desta equivalência pode ser encontrada em Chihara [2].

DEFINIÇÃO 2.1.2 A matriz H,, denominada Matriz de Hankel, é definida por

mo mM] e. Mn

mm. mo
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Os polinômios ortonormais podem, então, ser dados por

) Tm)

m: m2

Mn ... Mon

1 CE o...
x”

onde AÍ?) = detH, é o determinante de H,. O coeficiente do termo de maior grau deste

m=V/AD/ai.
polinômio é dado pela razão

2.2 Relaçãode Recorrência para polinômios ortogonais
reais

A representação dos polinômios ortogonais em função da matriz de Hankel não é muito

útil no manuseio desses polinômios. Damos, no próximo teorema, a relação de recorrência

de três termos para os polinômios ortogonais reais. Essa relação fornece diversos meios para

estudar estes polinômios

TEOREMA 2.2.1 Os polinômios ortonormais pn(x) = nx" + nx"! +... na reta real
satisfazem à relação

IDPn(D) = An+1iPn+1(D) + bnPn(D) + AnDn­1(D), (2.2.2)

com condições iniciais po(x) = 1 ep i(x)=0, onde

n
an = ftpnX1(x)Pn(x)du(x) = 22 >,

Ô Ônalbn = xpr ,(x)d = 2 2/f ? a ) n ) Mm Mm+

FVY
AVAVAY

cm 1 2 3 4 5 6 7 unesp “.. 12 13 14 15 16 17 18



Os polinômios ortogonais mônicos pr (x) = pPn(x)/n, satisfazem à relação

ân+1(£) = (x — bn)ôn(x) — aônnI(D),

acom condições iniciais Bo(x) =1 ep (x)=O.

Demonstração: Consideramos o polinômio rn, (x) de grau n+1. Expressando­o como uma
combinação linear dos primeiros n + 2 polinômios ortonormais obtemos

n+l

tIPn(X) = > CknPke(DX).
k=0

Utilizando a propriedade de ortogonalidade temos

hm = fapnla)Pe(s)du(0).
Além disso, se k + 1 < n, a integral acima é nula novamente pela ortogonalidade. Assim,

TpPn(X) = Cni,nPn=1(D) + Cn,nPn(X) + Cn+1,nônt+I( )

Chamando cn­1n = An, Cnn = bn E COMO Chin = Cnna1, Obtemos (2.2.2). Comparando os
coeficientes de x” *! em ambos os lados de (2.2.2) encontramos 7, = an417n+1 de onde segue
que ar = Tn­1/7n. Comparando os coeficientes de x” obtemos dn = an+10n+1 + bnn Ou seja,

Ôn na 1
ba =2­

Mm Yn+1

A relação de recorrência para os polinômios ortogonais mônicos é obtida substituindo­se

PnÍT) por Inônl ) =

Da relação de recorrência, obtemos algumas outras equações úteis. Multiplicando­se

ambos os lados da relação (2.2.2) por pr (y) obtemos

TPn(C)Pn(yY) = An+1Dn+1(D)On(Y) + bnPn(C)Dn(Y) + anDn=1(D)On(Y).

Trocando x por y na equação acima, temos que

YDn(X)Pn(Y) = AntiPn+1(Y)Dn(X) + bnPrn(E)Pn(Y) + anDn—1(Y)Pn(X).

14
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Então, subtraindo­se as duas equações,

(x = yY)Pr(X)Pn(Y) = an+1lPn+1(X)Pn(Y) = Pnlt)Pn+1(y| = anlpn(x)pn­1(y)­ Pn=1(X)Pn(Y)).
Fazendo n = 0, 1,...,m na equação acima e somando

S pela)De (9) = a, PrlaIDm=1(4) — Pm1(E)Pm(Y)
—

(2.2.6)

Esta fórmula é conhecida como Identidade de Christoffel­Darbour. Quando y tende ar,
obtemos

XÃio) = an ( n(z)Pn­1(2) — Pa1lE)Pn(x)) : (2.2.7)

Uma consequência do resultado (2.2.7) é que os zeros do polinômio ortogonal de grau
n, Pn(x), tem a propriedade de intercalar­se com os zeros do polinômio ortogonal de grau
n— ll:

TEOREMA 2.2.2 Sejam x11n < Ton < .. < Tnn 08 zeros de P.(x). Então, Lin <Ltjin1 <
nn

tin) I<J<n­ln=2,....

Para uma prova desse teorema, ver Chihara [2]. Como consequência deste, podemos ver que
os zeros de Pr (x) so reais e distintos.

2.3 Quadratura Gaussiana

Fórmulas de quadratura interpolatória são aquelas que aproximam o valor de uma

integral definida através de uma combinação linear de valores da função, isto é, são fórmulas

do tipo

onde R,(f) é o erro cometido na aproximação da integral. Os pesos B;n,j = 1,...,n, são
dados por

1 tn(x
:

Tn (Tin)
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onde mn (x) = (x — T1n).­(T — Tnn) é um polinômio de grau n.
Os nós tin, 1 <j <n,eosn coeficientes de quadratura jin, 1 <j<n,ou seja,

os pesos, são escolhidos tal que a fórmula de quadratura é exata para uma ampla classe de
funções f.

Sejam I(f) = f fa)du(o) e In(f) =X", Binf(tjn). Dizemos que o grau de precisão
da regra de quadratura é k se ela é exata, para todo polinômio de grau < &k, isto é, I(g9) =
Tn(q) para q(x) E IP, (espaço dos polinômios de grau k) e existe um polinômio de grau k +1
para o qual ela não é exata. Se fixarmos os n pontos Tin, J=1,..,n, então as equações

n

kDL Bintin =m, k=0,1,..,n—1,
j=1

obtidas tomando f(x) =x“, k=0,1,..,n— 1, formam um sistema de n equações lineares
com n incógnitas in, j = 1,...,n, onde m, são os momentos dados por (2.1.1). A matriz
do sistema é a matriz de Vandermonde

1 n—l n—lon e... TtTnnTin

que é não­singular quando todos os nós, t;n, 1 < j< mn, são distintos. Ássim, para
toda escolha de n nós distintos, temos um único conjunto de coeficientes de quadratura,

Bin, 1<j< mn, tal que a correspondente regra de quadratura tem grau de precisão no
mínimo n — 1.

Entretanto, se escolhermos os nós como sendo os zeros do polinômio ortogonal de grau n

relativamente à du(rx), essa precisão é muito maior. Vejamos:

TEOREMA 2.3.1 (Quadratura de Gauss­Jacobi­Christoffel) Se escolhermos os nós da

fórmula de quadratura como sendo os zeros t;in, j = l,...,n, dos polinômios ortogonais
Prn(x), relativamente à medida 1 e se denotarmos os correspondentes coeficientes de quadra­

tura por Aju, 1 <J<n, então, para todo polinômio man—1(x) de grau menor ou igual a

16
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Do NinTeni (259) = [nani(2) du(0).
j=l

Os coeficientes de quadratura Ajn, são positivos e são dados por

1 —l

AnPn=1(Xjn)Pn(Tjin) " An+iPn+1(Cin)Pn(Cjin)jn =

Mja = (Ent) (2.3.8)

Demonstração: Seja Lr (x) o polinômio de interpolação de t2n­1(x) sobre os nós x;n, j=
l,...,n. Então,

DO Nintan (En) = [man la)du(s) = f[En(8) = man1(2))du(0).
j=1

Como [Ln(T) — Tan—1(r)] é um polinômio de grau no máximo 2n — 1 que se anula nos nós

Tjn, 1<J<n, temos ,

Lr(x) — mn1(X) = Pn(t)rnsi(o),

onde, rn­1(r) é um polinômio de grau no máximo n — 1. Se Pr(xr) é o polinômio ortonormal

de grau n para a medida 4, então, pela propriedade de ortogonalidade temos

fila) = mn (2))du(0) =,
mostrando que o grau de precisão é no mínimo 2n — 1. Se man(x) é um polinômio de grau

2n e Lr(r) é seu polinômio de interpolação, então,

Ln(x) — man(x) = pr(x)rn(D),

onde rr, (x) é um polinômio de grau n e a integral pode ser diferente de zero. Assim, mos­
tramos que o grau de precisão é exatamente 2n — 1. Os correspondentes coeficientes da

quadratura são

Ajn = ftnla)du(0), j=l..,n.
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Observemos que

f[Bn(a)du(a) = ftnla)dua) = Efo) Etau(a) =
pois, (l;n(x) — 1)/(r — x;n) é um polinômio de grau n — 2. Daí,

Xin = /Bnlo)du(o)
mostrando que esses coeficientes são positivos. Consideremos a fórmula de Cristoffel­Darboux

com y = Tin. Então,

nula Pnlt)On=1(Xjn)T)Dk (Tin) = dn
IT — Ljn

—

1 Pn=1(Tjn)Pn(TD)funda) = Fo duo)
1anPn(Tjn)Pn­ES EneIpr(Tin)du(x).

EA

Por ortogonalidade, temos

frr(a)Pe(zin)dn(0) = Seo,
obtendo a primeira expressão para A;n. Analogamente, usando a fórmula de Christoffel­
Darboux para n = n + 1, obtemos a segunda expressão. Substituindo x = x;n na equação

(2.2.7) obtemos facilmente (2.3.8). =
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Capítulo 3

Polinômios ortogonais no plano

complexo

Introdução

Neste capítulo, definimos os polinômios ortogonais no plano complexo. Damos uma

atenção especial às propriedades extremas, localização dos zeros e relação de recorrência

destes polinômios. Como um caso especial, apresentamos os polinômios ortogonais definidos

sobre arcos.

3.1 Resultados preliminares

Seja u uma medida positiva de Borel definida sobre um conjunto no plano complexo

que chamamos de suporte de 1. Consideremos o espaço de Hilbert La(u) de funções é para

o qual

I6(2)|/? = f16(2)/Pdu(2) < oo,
e o produto interno definido por

(8,4) = [|d(2)/(2)du(2),  d,v E Lo(h).
19
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Seja Qo(2), d1(2),... um sistema de funções linearmente independentes em Lo(u). Podemos

transformar esse sistema em um outro, 1(2), pa(z), ..., de funções linearmente independentes

onde cada yn(z), n=0,1,..., é uma combinação linear das n+1 funções é8,(z), r=0,1,...,n
e

(Pn, Om) = |Pn(2)Om(2)du(z0) =0, mÉnm.
Assim, obtemos uma sequência de funções ortogonais entre si com relação à medida 1. Se

a integral acima for igual a 1 quando m = n, temos um sistema de funções ortonormais.
Podemos obter uma expressão para vn(x), n > O, em termos das funções originais g.(x), k =
O, ..., n, e da matriz de Gram associada dada por

(do do) (d1,%o) * (ndo)

G,= (do, d1) (dd) + (Ono)

Esta matriz é sempre hermitiana e positiva definida. Denotemos o determinante dessa matriz

por

(do,do) (dd) + (dn,do)
(do,d1) (dd) ** (dn,do)

Logo, AÍO) é real e positivo.

TEOREMA 3.1.1 As funções vn(z) definidas por

(do,do) (dd) + (dn,do)
(dodi) (dd) + (dn,do)

do(z) di(a) =  dn(2)

são ortonormais relativamente ao produto interno (3.1.1).

20

FEV
AVAVAY

1 2 3 4 5 6 7 unesp “.. 12 13 14 15 16 17 18



Demonstração: Primeiramente provemos a ortogonalidade. A linearidade implica que é
suficiente mostrar que (hn, dx) = 0, k = 0,1,...,n—1, pois pm(x) = DT, aidi(r). Calculando
(On, Px) encontramos

(do, do)

(do, 1)

(d1, do)

(01,1)
1

VEANGINSA
(Pns dx) =

(Po, dn­1) (d1,dn­1) (dn, Pn­1)
(do, de)  (d1,Óx) (dn, Px)

— 1, duas linhas do determinante são idênticas e,Assim, para k = O,1,...,n

(On,dx) = O. Como
portanto,

1
(On, dn) =

(O)An
==

G Ato

(do, do)

(do, d1)

n—l

do

(d1; do)

(01,41)

(do, Ôn­1) (d1, $n­1)
di

(dn, ÔÓn—1)
Ôn

resolvendo esse determinante pela última linha obtemos também que,

Ao)
(On, dn) = NG

Expandindo (3.1.4) pela última linha podemos escrever yn(z)= Qn(z)
onde vn­1(z) é uma combinação linear das n primeiras funções Qo(2), ..., On 1(z). Portanto,
verificamos que (7, rn) = 1, concluindo, assim, a demonstração do teorema. =

Estamos interessados no sistema de monômios 1, z, 2º, ... e, a partir desta base no espaço

linear de polinômios, obter um sistema de polinômios ortogonais em relação a uma medida

1 dada. O sistema de polinômios ortonormais é único se impusermos que o coeficiente do

termo de maior grau é positivo. Temos, assim, um sistema único de polinômios vrn(2z) tal

fPnlz)om(z)du
.ek,>O.

que

(2) = Ímn m,n>290,

com yn(z) = kh" +.
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3.2 “Propriedades extremas

Seja f/ E La(u). Então, a expansão formal

1) fal)

é dada por

f(z)=>" frox(2).
k=0

Multiplicando­se ambos os lados da expansão acima por yn(z) e integrando com relação à

1, encontramos uma expressão simples para os coeficientes:

fa = | fon du(2) = (Lo), n=0,1,... (3.2.5)

A expansão é chamada de série de Fourier e os coeficientes f, são conhecidos como os

coeficientes de Fourier. Usando a Desigualdade de Cauchy­Schwarz, encontramos:

Wal < (fisPanta))* (flentoltanta)* = Ns, (3.2.6

de maneira que todos os coeficientes de Fourier são finitos. Ássim, a soma parcial desta série

tem a seguinte propriedade extrema:

TEOREMA 3.2.1 Seja f E Lo(u). Então, a integral

f 1f) = an(2) / du(z)
atinge seu mínimo entre todos os polinômios qn(z) de grau no máximo nº quando qr(2) é a

n­ésima soma parcial, fn(2) = XE, fxor(z), da série de Fourier. O mínimo é

I1f12 = > If. (327)

Demonstração: Temos que

fifa) = an(2)"du(2) = f1f(9)/Pdp(2) + flan(2)Pdp(2) — 2Re[ F(2) InEJdu(0).
22
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Se escrevermos qn(z => axr(z), então
fInla)Pdu(2) = f19 aver (9) du(0)

=0

= > ama(o),c;()
k=0 j=0

n

> las?
k=0

n

 S)MAn(2) = 37 TES, la => fim.

0< f/1fO ­nlafdu(a) = I2+ DS fas? = 280 fax
IFIP = SC + DO Jar = fe?

k=0 k=0

Essa expressão é mínima quando a, = f,. Assim, gn(2) = > frvr(2), que é a n­ésima
soma parcial da série de Fourier para f e o mínimo da integral acima é:

IFIP = 22 1ARP.:
k=0

Como consequência disto, temos a desigualdade
n

DIR < R
k=0

e, quando n — co, obtemos a desigualdade de Bessel

SS 2DDITAES TR
k=0

À soma parcial para a expansão de Fourier também pode ser dada como

=  Kn(2,8) (6) du(8),
onde K,(z,£), denominado de núcleo, é dado por

= > Pr(2) O(S)
k=0

23
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Se f(z) é um polinômio de grau no máximo n, a soma parcial f,(z) coincide com f(2).
Então, para todo polinômio gr (z) de grau no máximo n

= /Kn(z, E)an(E)du(6).
Por esta razão, chamamos K,(z2,6) de núcleo reprodutivo. É fácil ver isto substituindo
In(E) = ko Axr(S) na equação acima.

TEOREMA 3.2.2 Suponha que o suporte de 1h contém no mínimo n. pontos. O mínimo de

Ian = (flan()/Pan(a))”*,
quando variamos qn(z) entre todos os polinômios mônicos de grau n, é atingido quando

— nz))qn(2) = ka
1

O —mínimo éE

Demonstração: Vamos escrever o polinômio qn (2) = Pn(z)+rn—1(2) onde Pn(2z) = on(z)/kn

é um polinômio ortogonal mônico de grau n e rn, é o polinômio de grau no máximo n — 1.

Então, temos:

fint2)/an(2) = /lôn(2)/Pdu(0)
+ /Ira1(2)/ºdu(2) + 28Re /9n(2)rn E)du(2).

Pela propriedade de ortogonalidade, o último termo é nulo. Assim,

fIn(2)/"du(2) = [I6n(2)/ºdn(2) + [ Iras(2)Pdu(2)
e essa expressão é mínima se

fIrn1(2)/Pdu(2) =
A integral acima é zero se, e somente se, rn1(2)=O0 pois rr1(2)tem no máximo n­— 1 zeros

e 1 tem no mínimo n pontos em seu suporte. Logo, o mínimo é obtido quando gr (2) = ôn(z).
1

Como ôrn(2z) = vrn(2)/kr obtemos que o mínimo é igual a To =
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TEOREMA 3.2.3 O mínimo da integral

fIan(2)/?du(2),
obtido entre todos os polinômio qn (2) de grau no máximo n para os quais qn(E) = 1, é atingido
para o polinômio

Dil Ka(2,6)
Leo ler(8)P —K.(8S)

e vale [K,](£,8)].

Demonstração: Expressando­se o polinômio gr, (2) como uma série de Fourier utilizando os
primeiros n + 1 polinômios ortogonais vr(z), k=0,...,n, obtemos

qn(2) = > arpr(2).
Logo,

n

fan(2)/Pdu(2) = 27 loxP.
k=0

Como gn (6) = 1, "

k=0

e então, da desigualdade de Cauchy­Schwarz,

(> las? (Cla) >1,
k=0

de maneira que
n 1

nz) 2du(z) = Ufº> FTfIn9)/Pdu(2) = 22 Jos] >sak=

Obteremos o mínimo quando ocorrer a igualdade na equação (3.2.8). Isto acontece para

a, = Cy. (E), onde C é uma constante. Ássim,

n() = C 3 PrlEJas(2)

(6) = CX lar() =1.
Daí, C = 1/ XL, |er(S)|? e qn(2) = Kn(2,6)/Kn(8,6) é o polinômio que minimiza, sendo o
mínimo dado por 1/K,(£,£€). =
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TEOREMA 3.2.4 Seja€ E T fizo. Então, o máximo de |gn(E)|?º, entre todos os polinômios
qn(z) de grau no máximo nº com norma unitária, é atingido para

)= e Kn(2,8) , 9€[0,27),
Kn(8,6)

qn(z

e este valor máximo é K. (6,8).

Demonstração: Seja £ Ee Tfixo. O problema apresentado no teorema consiste em encontrar

sup (lan(6)]* : qn € Pa é flnl9)2du(2) =1) . (3.2.9)

Sem perda de generalidade, assumimos a equivalência do problema acima com o seguinte

problema:

sup Úlan(E)/? :'n EP, flan(2)[2du(2) =1 e qn(8) É o) : (3.2.10)
1De fato, para qno(2) = 1/mo temos que quo E Pr,  ano(2)du(2) = — | du(z) =le

o

Iqn,o(£E)| = 1/mo > O, onde mo é o momento dado por (2.1.1). Assim, o supremo em (3.2.9)

é estritamente positivo e será atingido para um polinômio tal que gr,(6) £ O.

Consideremos o polinômio Gr (2) = qn(2)/qn(8). Temos, então:

01 e flnPdu()= sa
|º?, obtido entre todos os polinômios qn(2) de grau máximo nº comLogo, o máximo de |gn(£)

Ilan!| = 1, corresponde ao mínimo de ||ãr.|| obtido entre todos os polinômios G,(z) de grau

máximo n para o qual G,(6) = 1. Sabemos que este mínimo é atingido para

Gn(2) = Kn(2,8)/Kn(8,85),

cujo mínimo é igual a 1/K,(£,€). Assim, o máximo de |gr(6)|º é Kn(6,6) e é atingido para
qní(z) = dn(2)qn(S). Além disso, esse máximo também é atingido para qualquer polinômio

e"ãn(z)qn(E) com |e%º| =1. Então,
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3.3 Propriedades dos zeros

O envoltório convexo, C,(A), de um conjunto A C 7 é definido como sendo o menor

conjunto convexo que contém A. Sabemos que um conjunto G C (7 é convexo se, para cada

par de pontos r,y E G, o segmento de reta que liga x e y é um subconjunto de G. Se A é um

conjunto fechado então C,(A) é a intersecção de todos os semi­planos fechados que contém
A.

Vejamos agora o teorema de Fejér, que nos dá um interessante resultado.

TEOREMA 3.3.1 (Fejér) Se pn(2) é um polinômio ortogonal de grau n com relação à
medida u, então todos os seus zeros pertencem a C.(supp(u)).

Demonstração: Seja zo € Co(supp(nu)) um zero de yn(z). Escrevemos Qn(z) = (2 —
zo)Pn<1(2), onde pn­1(2) é um polinômio mônico de grau n— 1. Desde que 29 É Co(supp(un)),
existe um semi­plano fechado G tal que, supp(u) C Ge nÉC.

Ponto z

L

A=supp(u)

CLA)
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A fronteira deste semi­plano é uma reta L que separa supnp(u) e zo. Seja 2, E L o ponto
mais próximo a zº. Então, para todo z E supp(u),

le ­nl= z­an|+| 2­2],

onde 2 é a intersecção da reta que liga z e 29 com o círculo de centro z e raio |z — 27|. Temos,
então:

lz­z|>| z­n| VzE supp(u).

fl=P(2)/ du(2) < fl = z0)pan1(2)/Pdu(2) = flón(2)ºdu(2)
Do teorema 3.2.2, este resultado é uma contradição. Assim, concluímos que todos os zeros

estão em C,(supp(u)). =

Outro teorema interessante, devido a Saffl16], nos diz o seguinte:

TEOREMA 3.3.2 Se C.(supp(u)) não é um segmento de reta e supp(u) é um conjunto in­

finito, então os zeros do polinômio ortogonal relativamente à medida 11 não estão na fronteira

de envoltório convexo do supp(u).

Demonstração: Seja zq um zero de vn (2) pertencente à fronteira do envoltório convexo de

FE = supp(u). Então, existe uma reta L contendo 29 tal que E está contido no semi­plano

G, limitado por L. Seja L=(z =x +iy ET:ar+by=c), onde a,b,yc E IR. Vamos supor
que E esteja contido no semi­plano G = (z =r+iyET:ar+by>c).
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zo (a+ib)

Como 29 = xo ­+ iyo E L, temos axo + byo = c. Assim 29 — (a+ib) Clz=x+iyEC:
ax + by < T) (semi­plano complementar). Como 29 é um zero de yr (z), temos

aPníz) = (2 — 20)Pn1(2),

onde pr1(2) é um polinômio mônico de grau n — 1. Consideremos os polinômios mônicos

qn(z) = [2 — 20 + t(a +ib)lpnX1(2),

com t E IR. Pelo teorema 3.2.2, temos que,

10) = flan(2)/PAn(2) = fl6e = no +ta)º + (4 = yo +16) pas (2)*du(2)

é mínima quando t = O. Como

I(t)=2f[(x — xo + ta)a + (y = yo + tb)bllpn1 (2)? du(2),
isso quer dizer que

1,10) =2/l(a — x9)a + (y — vo)bllpa­1(2)du(2) = 0.
Mas, axo + byo = c e para todo z=r +iwwE E, ar +by>c. Daí, temos:

(rt — xo)a + (y — yo)b = (ar + by) — (axo +byo) > O.

29
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Concluímos que (ar + by — c)|pn1|?º = O para quase todo 41. Assim, o suporte de 4 deve

ser um subconjunto de L U Zn, onde Z,, contém os zeros de pr­1(z). Consideremos as duas
possibilidades: todos os pontos de E estão em L ou pelo menos um ponto de E está em

Zn( o restante estaria em L). Para a primeira possibilidade o envoltório convexo de E seria

um segmento de reta( contradiz a hipótese). Para a segunda, o envoltório convexo será

um polígono com um lado em L e vértices em pontos de FE que estão em Z,. Repetindo

o argumento inicial com um dos vértices 2, em Z,, concluímos que existirá somente um

número finito de pontos de E no semi­plano aberto limitado por uma reta L que passa por
21. Mas isto implicaria que E contém um número finito de pontos, o que contradiz o fato de

E ser um conjunto infinito. =

3.4 Polinômios ortogonais no círculo unitário

3.4.1 Matrizes de Toeplitz

Seja v uma medida positiva de Borel em [0,27]. Então, esta medida induz uma medida,

que também denotaremos por v, no círculo unitário C = (e : d E [0,2n7]) dada por

fa) = f f(e9)du(9).
Sejam

27cx = /f etPIA(0), kE FZo

os momentos trigonométricos da medida v. Observe que
2m

(28,2) = " etFDIAuv(0) = cy.
Então, a matriz de Gram ((24, 21))z1­9 É dada por

Co C1

Cc 1 Co
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com valores constantes ao longo da diagonal. Essa matriz hermitiana é conhecida como Ma­

triz de Toeplitz. Denotemos por A, o determinante dessa matriz. Os polinômios ortonormais

são então,

Co

vn(2) = oO
C­n+1l Conta

1 z

que são também chamados de Polinômios de Szegôó. O coeficiente do termo de maior grau,

kn, É dado pela razão de dois determinantes de Toeplitz, ou seja,

kn = /An1/An.

Denotemos o polinômio ortogonal mônico no círculo unitário por $Pr (2) = pr(z)/kn. Quando
a medida v é simétrica, os momentos trigonométricos são todos reais e dados por

TmCk = 2/ cos k9dv(0).
fi

Dado qualquer polinômio gn (2) de grau n, o polinômio recíproco é dado por gr (2) = > F—9dk
2"kt = zZ"qn(1/z), onde qn(2) é o polinômio gr (2) com os coeficientes conjugados complexos.
Consideremos * como sendo uma operação que depende de n e é uma involução pois [9% (2)]" =

2 —qn(z). No círculo unitário, como z = e“, temos gi(z) = z"qn(z) e lar(2)|? = |an(2)|?.

TEOREMA 3.4.1 Se Kn(2,6) = XEo vr(2)Oe(E) é o núcleo reprodutivo para os po­
linômios ortogonais wrn(z) no círculo unitário, então

Ka(2,0) = > es(2)9s (O) = kni(o)

K1(0,0) = >> [or(0)fº = E. (34.12)
k=0

Demonstração: Se gr.(2) é um polinômio mônico de grau n , então gr(z) é um polinômio
de grau no máximo n com g*(0) = 1. O mínimo 1/Kk?2(ver teorema 3.2.2) de

flan(2)/ºdv(2),
31
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tomado entre todos os polinômios mônicos de grau n, é igual ao mínimo 1/K,(0,0)(ver
teorema 3.2.3) de

IR (2)/Pdr(2),
para todos os polinômios gr(z) de grau no máximo n para os quais g*(0) = 1. Então,

nkã = Kn(0,0). Temos, também, que gn(z) = vn(z)/kn e ai(2) = Kn(2,0)/Kn(0,0). Logo,
Kn(2,0) = knpi(z). =

Considerando $,(z) o polinômio ortogonal mônico de grau n no círculo unitário, temos
IDn(0)| = TE, [Zn], onde z;n, j =1,...,n são os zeros de Dr (z), o que mostra pelo teorema
3.3.1 que [$,(0)) < 1. A desigualdade é estrita devido a (3.4.12), pois temos

k? = ki: = len(0)|? = ka1$n(0)|?

Portanto,

(&=) = 1 |/$,(0)?, (3.4.13)

de maneira que |[$,(0)] < 1, para todo n E IN. Este resultado também segue do teorema
3.3.2.

Daremos a seguir, algumas propriedades sobre os polinômios de Szegoô.

3.4.2 Relação de Recorrência

Os polinômios ortogonais reais satisfazem a uma relação de recorrência de três termos

que, em geral, não é válida para os polinômios ortogonais no plano complexo. Porém, existe

uma fórmula de recorrência que é válida para os polinômios ortogonais no círculo unitário.

Na verdade, esses polinômios satisfazem a um sistema de duas relações de recorrência.

TEOREMA 3.4.2 Sejam pn(2) polinômios ortonormais no círculo unitário. Então

kn120n<1(2) = knon(2) — Pn(O)or(z), n>1 (3.4.14)

kn10n(2) = knz0n1(2) + pn(0)pr (2), n>1. (3.4.15)
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Para os polinômios ortogonais mônicos Dr (z) temos:

kr
ki

Drn(2) = Pr 1(2) + D1(0)S* (2). (3.4.17)

2Pr1(2) = Dn(2) — Dr (0)D* (2), (3.4.16)

Demonstração: Temos, do teorema 3.4.1, que K,(2,0) = XL vr(2)Or(0) = knei(2).
Então,

knon(2) — kn109n21(2) = en(2)On(O).

Aplicando a operação * à equação acima, encontramos:

kn­120n­1(2) = knn(z) — Pn(0)or (2),
que corresponde à equação (3.4.14). Multiplicando­se (3.4.14) por k, e (3.4.18) por vr(0) e

subtraindo­as, eliminamos «7 (2) obtendo

kan(z) — knkn120n1(2) — kn10n(0)6n­1(2) = Ien(0)[?4n( )

Substituindo k? = k2 , + |Én(0)!?, chegamos à equação (3.4.15). A demonstração para os
polinômios mônicos segue substituindo­se vn (2) = krPrn(2), completando assim a prova do

teorema. =

Eliminando­se Dr (z) de (3.4.16) e (3.4.17) encontramos, também, que

;E*
n (2) = Dn(0)2D,­1(2) + D*(2). (3.4.19)

Os polinômios ortogonais mônicos no círculo unitário são determinados pela sequência D, (0),

n > O, que são denominados coeficientes de reflexão.

3.4.3 Relação com os polinômios ortogonais em [­1, 1]

Suponhamos que 4 seja uma medida positiva definida em [­1,1]. Então, existe uma

sequência de polinômios ortonormais reais pn(x) = InT" +óOns"l +. 1 >O, tais que
1

f Prla)Pn(2)du(s) = Sn, Mn0.
33
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A partir de 1 podemos definir uma medida v em [0,27] por

dv(0) = (1/2) |du(cosd)|.

Se du(x) = w(r)dx então dv(0) = (1/2)w(coso)|senO|da. Logo, esta medida em [0,27] induz
uma medida v no círculo unitário e existe uma sequência de polinômios ortonormais

Pníz) = kz" +., k >0, n=0,1..

tais que
27 o" Pnlz)Om(z2)dv(20) = dómn, M,n>O0.

Os correspondentes polinômios mônicos são

Vejamos, agora, uma relação entre os polinômios ortogonais em [—1,1] e os definidos no
círculo unitário.

E

TEOREMA 3.4.3 (Szego) Os polinômios ortogonais no círculo unitário pr (z) relativa­
mente à medida v, têm coeficientes reais. Se x = (z+27*)/2, tal que x = cosf corresponde
a z=e*, então

kon
Pnlz) = 1/21 + Dan(0))

Demonstração: Os coeficientes dos polinômios ortogonais são reais pelo fato de dv(0) =

(2"Oan(2) +2ºDn(1/2)), nO. (3.4.20)

dv(—0), ou seja, a medida é simétrica e consequentemente os momentos cy, são reais. Con­
sideremos os polinômios de Chebyshev de primeira espécie Tr(x) = cosnd, n=0,1,..., onde

x = cosf. Se x = (z + 27!)/2, então

Primeiramente, mostraremos que (2"Da,(2)+ 2" Dan(1/2)) é um polinômio de grau n em
x. Se Dan(2) = 37%, a,zé, então

2n 2n

(2"Sxn(2) + 2" Dan(1/2)) =X an(gt +27) = 23X" arThr(0),
k=0 k=0
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pois (2º" + z"b) = 27, «(x) para k = O0,1,...,n e (24 + 2º) = 2Tr n(x) para k =
n+1,...,2n. Logo, é fácil ver que o polinômio obtido é de grau n.

Ainda, considerando k = 0 e k = 2n, obtemos que o coeficiente do termo de maior

grau será 2"(a + an). Assim, o coeficiente de maior grau de (2 "Dan(z) + 2º Pan(1/2)) é
2"[1 + Da, (O0)] já que ao = Dan(0) e a, = 1.

Vamos mostrar que este polinômio é ortogonal em La(u) a todo Tr(x) com k < n.
Então,

f [2 "Dan(2z) + z"Don(1/2)| Te(r)du(x)
= f [2 "San(2) + 2" Dan(1/2)] (CT yducos9)
= [270n(2) + 2 On(1/2)] z*|>du(coso)|

(2) + 2" Dan(1/2)| 2"*Zdu(coso)
(2) + 2" Dan(1/2)| z*dv(0)

27

Quando k = n temos

/[2"Oan(2) + 2"Oan(1/2)] Ta(2)du(z) /O 9 BDon(2)du(0) + /O 2n Bar (2) du(0)
—l [0

[ExEA(0)
[on /2dv(9)
1/K2,.

(2"Dan(2) + 2º Dan(1/2)) = 2(1 + DPan(0))Tn(x) + qn­1(D)
temos que || (2"Dan(2) + 2" Dan(1/2)) || = kar/2[1+BDon(0)]. Assim, segue a fórmula
(3.4.20) para n > O. Para n = O temos fo(x) = 1, provando assim o teorema. "=

De (3.4.20) podemos obter uma relação entre os coeficientes dos polinômios definidos

em [—1,1] e os coeficientes de reflexão $,(0), n > 1.
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TEOREMA 3.4.4 Os coeficientes da relação de recorrência(veja teorema 2.2.1) para os

polinômios ortogonais em [­1,1] e os coeficentes de reflexão Dr (0) estão relacionados por

207 = /[1 = Pan(0)][ — B371(0)][ + Dan­2(0O)],

2bn = Pan1(0)[1 — Dan(0)] — Pans1(0)[1 + Dan (O)].
Por outro lado, se Rn(x) = Bn+1(x)/ôn(DX), então

an(0) =R(1)­R(­D=1 Ooulo)= EDFIRHCD— RR) R(71)'

Demonstração: Utilizando­se o coeficiente de x” em (3.4.20) obtemos

Yn kon 1 + D2, (0)

An n1 " kaon—2 1+ Dan —2(0) |

kn kon 1Como (E)1O) emos (E) — VE0) /­ 0)

(3.4.21)

(3.4.22)

(3.4.23)

e, consequen­

temente, o resultado (3.4.21). A fórmula (3.4.22) segue do coeficiente de x”! em (3.4.20).
Se x = 1 temos

­|

1= A «. Logo, z =1.

Se r = —1 então z = —1. Assim, encontramos de (3.4.20)

n V2knDon(—1)Mn(1)= === e m(­1)=(­1)1+ D2 (0) 1+$2(0)

Da relação de recorrência (3.4.16) encontramos

kn
kn+1 ) Da(1) + PDri1(0)Pni1(1).1110) = (

Resolvendo esta equação para $,,1(1) e usando (3.4.13) obtemos

Dar1(1) = [1 + $Dn11(0)JOn(1).

Fazendo o mesmo para z = —1 temos

PDan1(—1) = [1 (—1)"D,11(0))JO­(—1).
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Como Rr (1) = Bn+1(1)/6n(1), obtemos:

R,(1) — an PROD a kan+2 1+ Dan (O) Bani2(1)n+lPn(l) hm /14+ Bania(0) DPan(1)
ou, ainda,

2R,(1) = [1 + $2,(0)][1 + Dan11(0)].

Similarmente encontramos

Pn+1(—1) = q fans 1 + D2, (O) Don+2(—1)
Pn(­1) on 1 + DPan12(0) Pon(—1)Ra(—1) = ana

—2Rn(—1) = [1 + $2(0)]]1 — Dan41(0)).

Obtemos agora, facilmente, as equações (3.4.23).

3.5 Polinômios ortogonais definidos sobre dois arcos

Consideremos os polinômios ortogonais mônicos fPn(r)) que satisfazem à relação de
recorrência

Ôôn+1(x) = (€ — ban1)ôn(O) — afr+1ôn­1(D),
com condições iniciais dadas por:

2 2 2 — 2 2 — 2

Vamos também considerar que 6 > mm e ag +a =1. Foi mostrado em [1] que, se w E
[1 —­ a/a1,1 + a1/01], a medida du(w, x) associada a esses polinômios tem seu suporte em

B = [—1, ­—a] U [a, 1] e satisfaz
1 MA­x1Wrr­o?

27A(w) |x|(1+a(w)X?) '

em B, onde a = (ao — 41), q(w) = 14 e A(w) = (w — 1)af + of.
wA(w)

A medida correspondente no círculo unitário pode, então, ser dada por

1 senº0 /cos?0 — a?
47A(w) |cos9|(1 + q(w)cos?0Y'

nu(w,x) =

v(w,6) = ZH (2, cosb)|seno| =
37
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que é definida nos arcos —A, < 0 <d, em — d, <A <n +, onde d, = arccos(a).
Como Prn(—x) = (—1)"ôn(x) temos R.(—1) = —R,(1) e daí,

De 9, (2) = Pr1(20)+Dr(0)S*(2) obtemos Don411(2) = zDan(z). Substituindo esta relação
em (1 — [8 ,(0)|)2DP,1(2) = Dr(2) — Dr,(0)P*(z) obtemos uma outra relação para Dar (z)
em função de Da, 2(2) e D3, 5(z), ou seja:

Don(z) = zºDanal(z) + Dan(0)O3, 2(2).

Podemos também calcular uma relação para os coeficientes de D2,(2). Notemos que Dan (z)

não possui os coeficientes ímpares. Assim, comparando os coeficientes da equação acima,

obtemos uma relação a partir da qual podemos calcular $D2, (2) utilizando os coeficientes de
DPanal(z). Isto é, se Dan(z) => 7 al z?, então

aé” = 2R,(1) — 1,
e =,

(2n) (2 (2n) (2n—2)— (an­2)As = 032 THA Anaas)

Temos, então, um algoritmo para calcular os coeficientes de Da, (2) e, consequentemente, o

polinômio. Precisamos, agora, calcular R,(1). Sejam as relações de recorrências

Ban=1(X) = xBoana(x) — aibanna(x), n>2 (3.5.24)

Boníx) = xfon1(x) — afbn—o(x), n>2, (3.5.25)

com condições iniciais

e 2e paír)=z"­was.

Colocando fo(x) = w, a relação de recorrência (3.5.25) valerá também para n > 1.

(3.5.24) e (3.5.25) obtemos a equação de diferenças:

bon(x) = fxº — (o + 02) bana(Dr) — agaíboanna(T), n>2
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com condições iniciais Po(xr) = w e Pa(r) = xº — wag. Considerando uma solução do tipo U”
para Pan (x) obtemos

vt =EraE (DE A)
Então, a solução geral para Pon(r) é

1º — (ag +07) + (=? — (xs? " a?) N2Ban(DX) = a
1a (Era E DECO)

Quando x = 1 temos:

1­(2+ 02)" (24 AY"dm) =a [EO | + no (SH)22d) :
Como ôo(1) = w e f2(1) = 1 — waô, da equação acima obtemos os valores

E.

c=Ww

c  2­wu(1+o0ji­— oi)
"o 1­(6+d)

Como Ra,(1) = Pl, precisamos ainda obter uma expressão para o polinômio
Ban+1(T). Vejamos.

"

Utilizando as equações (3.5.24) e (3.5.25) para Pan(x) e Pant1(r) obtemos a equação de
diferenças

Ban+1(x) = (xº — (ad + aí) )bonni(x) — aGoifm­s(T1), n 22,

com condições iniciais

âlz)=z e fale)=xº­(wogt+o)T.

Procedendo da mesma maneira que para Pan(x), obtemos

" 1º — (ag +07) + (2? —N(x2­ o?)
2

:U(x)
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A solução geral para Pony+1(x) é igual à de fon(xr). Quando x = 1

R
­ (1—­ (o? 2)? 1­ (o? 247ml) = a (ITA) +ne 2d) .:

De (1) =1 e à3(1) = 1 — (wai + a?) e da equação acima, encontramos:

CG =]

­ 2­2(wvaoit+o?)
Ca = 2 2 — 1.1­(aj+o)

—1­(af+oi)+n(2—2(wajl+ai))—n(1­(oi+a))Rr) ac (g+radD)InB­uiradoa)

wu(1— (ag +ad)) +(n+1)(2­w(l1+ ad al))
(1— (af + a2)) + n(2 — 2(wai + a4)) + n(1 — (ad + a?)Rmn(1) = (aztebrad)2

E

3.5.1 Exemplos

Com o auxílio do Software Mathematica, implementamos um programa que calcula

os polinômios ortogonais definidos sobre dois arcos e os seus respectivos zeros. Daremos, a

seguir, esses polinômios e a localização dos zeros no círculo unitário.

Pelas equações acima, vemos que Ran(1) e Ran+1(1) são escritos em função de 16,0 e

w. Assim, as condições iniciais para este primeiro exemplo são:

Os polinômios $D,(2z) estão definidos nos arcos —99.9 < 9 < hgenm— Ads <O0<n+As, onde

90.9 = arccos(0.9) =: 0.451. De acordo com os teoremas 3.3.1 e 3.3.2, os zeros de D, (2) estão

localizados dentro da região W, = (2: || < 1, |Sm(2)| < V1—aº). Para o nosso exemplo
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temos Wo.9 = fz: 2] < 1, |Sm(2)| < 0.46). Veremos isso gerando os polinômios e os zeros

para alguns valores de n.

—0.9542307692 + 4.1071821012? — 7.6798010632º

+7.74630446026 — 4.2175664202º + 2*º

[—0.9655340514 — 0.23202187801),[—0.9655340514 + 0.23202187801)
[+0.9655340514 — 0.23202187801),(+0.9655340514 + 0.23202187801)
1—0.9321602657 — 0.36075844401),(—0.9321602657 + 0.36075844401)
[+0.9321602657 — 0.36075844401),[­+0.9321602657 + 0.36075844401)

[—0.9915495466),(—0.9915495466)
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Figura 3.1: Zeros do polinômio de grau 10
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0.9119496855 — 6.4018136962? + 20.498951202?

—39.0515233526 + 48.37443492º — 39.897145182!º

+21.408477782!? — 6.8430419452!? + 2º

(1—0.9836810213 — 0.04517506721),(—0.9836810213 + 0.04517506721)
(+0.9836810213 — 0.04517506721),(+0.9836810213 + 0.04517506721)

(—0.9735845180 — 0.20366108141i),(—0.9735845180 + 0.20366108141)

(+0.9735845180 — 0.20366108141),(+0.9735845180 + 0.2036610814i)
1—0.9512365343 — 0.30117285331i),(—0.9512365343 + 0.30117285331)
1+0.9512365343 — 0.30117285331),(+0.9512365343 + 0.30117285331)
(—­0.9314719822 — 0.36365021671),(—0.9314719822 + 0.36365021671)

(+0.9314719822 — 0.36365021671),1+0.9314719822 + 0.36365021671)
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Figura 3.2: Zeros do polinômio de grau 16
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0.9095477386 — 7.9807225232z? + 32.545680632º

—81.14930492º + 136.91260752º — 163.26758392!º

+139.36056392!? — 84.10003892!* + 34.361316272'º

—B8.592043772!8 + 22º

(—0.9848578682 — 0.02555069331),(—0.9848578682 + 0.02555069331)

(+0.9848578682 — 0.02555069331), [+0.9848578682 + 0.02555069331)

[—0.9812609886 — 0.16702882441),[—0.9812609886 + 0.16702882441)
(+0.9812609886 — 0.16702882441),(+0.9812609886 + 0.16702882441)
(—0.9635784580 — 0.25599113311),(—0.9635784580 + 0.25599113311)

1+0.9635784580 — 0.25599113311),(+0.9635784580 + 0.25599113311)
(—0.9464589878 — 0.31931555691),( —0.9464589878 + 0.31931555691)
(+0.9464589878 — 0.31931555691),(+0.9464589878 + 0.31931555691)
(—­0.9313833386 — 0.36399710841),([—0.9313833386 + 0.36399710841)
(+0.9313833386 — 0.36399710841),(+0.9313833386 + 0.36399710841i)
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Figura 3.3: Zeros do polinômio de grau 20
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Observemos que os zeros de Dio, Pig e Doo estão localizados dentro da região Wo9. Como
DPan41 = zDor, verificamos que os zeros de Dj, Di; e Po, também estão localizados dentro

de Wao.9.

Neste próximo exemplo colocamos a, mais próximo de 1 e observamos que a região

onde os zeros se encontram, W,, diminuiu consideravelmente.

Para estes valores iniciais temos W, = Wo.98 = (2: |2| <1 e [|S&Sm(2)] < 0.19)

—0.9907846153 + 4.812509912? — 9.496444492º

+9.51376916626 — 4.839033502º + 2!º

(—­0.9982634350),(+0.9982634350)
(—0.9930801067 — 0.1052343497i),(—0.9930801067 + 0.1052343497i)
(­+0.9930801067 — 0.1052343497i),(+0.9930801067 + 0.1052343497i)
(—0.9863945320 — O0.16387859571),(—0.9863945320 + O0.1638785957i)
(+0.9863945320 — O.1638785957i),(+0.9863945320 + O.16387859571)
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Figura 3.4: Zeros do polinômio de grau 10
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0.9824780976 — 7.6609581842? + 26.344804782º

—52.181633672º + 65.1113119228 — 52.409549692!º

+26.576075092!? — 7.7625278062!* + 26

(—0.9968148030 — 0.02193200131),(—0.9968148030 + 0.02193200131)

(+0.9968148030 — 0.02193200131),(+0.9968148030 + 0.02193200131)

(—0.9946606727 — 0.09257605601),(1 —0.9946606727 + 0.0925760560i
(+0.9946606727 — 0.09257605601),(+0.9946606727 + 0.0925760560i)
(—0.9902095130 — 0.13654958791),(—0.9902095130 + 0.13654958791)

1+0.9902095130 — 0.13654958791),(+0.9902095130 + 0.13654958791)
(—0.9862647179 — 0.16511071201),(—0.9862647179 + 0.16511071201)

(+0.9862647179 — 0.16511071201),(+0.9862647179 + 0.16511071201)
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Figura 3.5: Zeros do polinômio de grau 16



0.9819819 — 9.5717357412º + 42.242994382*?

—111.15324032º + 193.105535028 — 231.44114162!

+193.79995692!? — 111.95538752!? + 42.702324812!6

—9.7112879202!8 + 22º

1—0.9970709225 — 0.01351606617),1—0.9970709225 + 0.01351606611)

(+0.9970709225 — 0.01351606611),(+0.9970709225 + 0.01351606611)

(—0.9962024823 — 0.07584573331),(—0.9962024823 + 0.07584573331)
1+0.9962024823 — 0.07584573331),(+0.9962024823 + 0.0758457333i)
1—0.9926592203 — 0.11609037891),(—0.9926592203 + 0.11609037891)
(+0.9926592203 — 0.11609037891),(+0.9926592203 + 0.11609037891)
(—0.9892706602 — 0.14464353881),(—0.9892706602 + 0.14464353881)
(+0.9892706602 — 0.14464353881),(+0.9892706602 + 0.14464353881)
(—0.9862490022 — 0.165250483717),(—0.9862490022 — 0.16525048371)
(+0.9862490022 — 0.16525048371i),(+0.9862490022 + 0.16525048371)
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Figura 3.6: Zeros do polinômio de grau 20

Novamente verificamos que os zeros dos polinômios Dio, Pai, Pis, Diz, Dao e Do, estão

localizados dentro da região Wo 98.

FEV
AVAVAY

1 2 3 4 5 6 7 unesp “.. 12 13 14 15 16 17 18



3.6 Polinômios ortogonais definidos sobre um arco

Nesta seção, apresentaremos os polinômios ortogonais definidos sobre um arco no

círculo unitário. O procedimento é análogo ao que fizemos para os polinômios da seção

anterior.

Sejam Pon(x) e Pom(x), os polinômios ortogonais mônicos definidos na seção anterior
satisfazendo

fPonla)Pamx)du(w,1) =0, mén,
onde B = [—­1, —a] U [a, 1). Podemos substituir a equação acima por

/Bon (x) Bom (x)du(w, x) = 0.
Esses polinômios satisfazem à relação

Pan(x) = fx*º — (ad + aí) Bon—al(r) — aGatibm­a(x), n>2,
E

com condições iniciais

Bolr) = w, Polr) = xº — was.

Substituindo x = /y e colocando fan(yy) = Qn(y), obtemos

f Qu) Qn(v)du(w, 5) = O

Qn(y) = (y — (06 + DI Qn­1(4Y) — Go Qn­2(yY), n>2,
com condições iniciais

Q(y)=w  Q(yY)=y­— wo.
2 /1—y/y>—> a?

Aqui, u(w, /7) = const |qui, pl 9) = OPA + alu)y)
relação à medida D(w, 9), onde

V1— cosôVcosd — a? sen
tcos0 1? [1 + qa(w)coso)D(w,0) = const 0,
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definida no arco —A,2 < 0 < Ad, com dy = arccos(a”). Substituindo Qr(y) por U”" na

relação de recorrência acima, obtemos

a solução geral para Q, (1), é dada por

— (2 +02)”Qn(1) = (cf + nes”) Tama Sete( o 2) :
Como conhecemos os valores de Qo(1) e Q,(1), obtemos:

Ma,

MM— 2 (1 +as­al)
1­(ag+oi) '

—1­ (az + o?) + /20 + (ao — a )?)
U(—1) = 2 ,

a solução geral para Qr(—1), é dada por

o)­ — (ag +02) + /2(1 + (ao — c1)?) N2

—1­(ot+02)­ /201 +(a=0)))+ (a +) Pp (ral 150.
De Qv(—1) e Q1(—1) obtemos os valores para e e e» ou seja,

No

2+w [­1 + (ao) + 21 + (a = a) |
21/2[1 + (oo — an)?
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A partir de cf, Cc), ec e e, calculamos R,(1) e R.(—1) onde R,(1) = Qn41(1)/Qn(1)
e R(—1) = Qn+1(—1)/Qn(—1). Assim,

w(1— (ag +of))+(n+1)(2­ w(1+03­07)) | (1— (af + oi)(1—­ (ag +ad))) +n(2­w(l+ag—o1)) 2
R(1) = | . (3.6.26)

(n+1)­­1—­(af +aol))+V/2N+(+ (ao — o)?
— od) + 211 + (à — a) vo

—1 — (ad +01) — 21 + (ao — aa)
— od) +PE+ (a —o" VW (3.6.27)

a (20 — ot) +ss. + (a —ew)
+ (= —(o2 +02) ­ /21+(a­ a)
(2 + (= + (03 — a?) + /211 + (o — a) w)| ) :

Para calcularmos os polinômios definidos sobre um arco utilizamos a seguinte relação de

recorrência, obtida das equações (3.4.16) e (3.4.17),

Don+1(2) = Don(z) (uno) + e) — (o) — Pan (0)2n1 (0) ) 2DPan1(2), n >1

Ponlz) = Poni(2)E+ e) ­ Es ­ 7 1(0)82,(0)) 2D2na(2), n>1.BPan—1(O) Dan—1(0)

Os zeros de Dr (z) estão localizados na região W,.2 onde W, = (z : || < 1 e Re(2) > a).

Verifiquemos esses resultados com alguns exemplos.

3.6.1. Exemplos

Consideremos as seguintes condições iniciais:

9O
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Para essas condições iniciais temos:

0.9592980727 — 8.7151827547z + 36.46973045112?

—92.48924814832? + 157.33667511042zº — 187.540152500325

+158.61501805632º — 94.00308932192” + 37.37366682512º
—9.00666831372º + 2º

10.8220805218 — 0.56836697511),(0.8220805218 + 0.5683669751i)

10.8551615767 — 0.51426657461);(0.8551615767 + 0.51426657461)

10.9005192823 — 0.42509719351),(0.9005192823 + 0.4250971935:)

(0.9460552844 — 0.30430266811),(0.9460552844 + 0.30430266811)
(0.9795174914 — 0.15918135581),(0.9795174914 + 0.15918135581)
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Figura 3.7: Zeros do polinômio de grau 10

FEV
AVAVAY

6 7 unesp “.. 12 13 14 15 16 17 18



— 604

+11852

—29699.08344065492º + 26947.76918375642!º — 19986.12250398062!!

+12026

—622.28085632932!5 + 126.15339090042!$ — 16.24345898982!7 + 2º

0.9560887488 — 15.61144628552 + 121.86888201232?

.19682761432? + 2131.41807476402º — 5680.54027838212º

.09801451932Ô — 19792.57540672632” + 26817.09114889522º

.64485340462"? — 5792.60550390002!% + 2184.26008586812**?

(0.8145066043 — O.57993603961),(0.8145066043 + 0.57993603961)
(0.8275925181 — 0.5604520710i),(0.8275925181 + 0.5604520710i)

(0.8479950398 — 0.5280087437i),(0.8479950398 + 0.5280087437i)

(0.8737378600 — 0.48277362041),(0.8737378600 + 0.4827736204i)

10.9023157485 — 0.42519091361),(0.9023157485 + 0.42519091361)

10.9309347070 — 0.35611944011),(0.9309347070 + 0.35611944011)
(0.9567856397 — 0.27693247731),(0.9567856397 + 0.2769324773i)

10.9773243772 — 0.18955632131),(0.9773243772 + 0.18955632131)

10.9905369999 — 0.09646568701),(0.9905369999 — 0.09646568701)
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Figura 3.8: Zeros do polinômio de grau 18
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—0.9465526608 + 16.3313780777z — 135.02227412232?

+710.89048239072? — 2671.71402396482º + 7614.42422795652º

—17064.392965930226 + 30770.01545150082” — 45300.05803261332º

+54928.83760558932º — 55082.87242492442!º + 45682.48410082452!!

—31204.75741673232"? + 17403.57536919012z!? — 7810.10495403322!?

+2756.16420074672!5 — 737.6361 7087762! + 140.93044692222!7

—17.14844733912!8 + 2ºº

E

([0.8141164527 — 0.5805120747i),(0.8141164527 + 0.5805120747i)

([0.8261058369 — 0.56275329701),(0.8261058369 + 0.5627532970i)

[0.8449176702 — 0.53316578911),(0.8449176702 + 0.53316578911)

(0.8688980280 — 0.49185662211),[0.8688980280 + 0.49185662211)
(0.8959296506 — 0.43913197601),(0.8959296506 + 0.43913197601)

(0.9236156079 — 0.37559686581),[0.9236156079 + O0.37559686581)

(0.9494915650 — 0.30220863441),([0.9494915650 + 0.30220863441)

[0.9712475836 — 0.22020038821),[0.9712475836 + 0.22020038821)

(0.9869405654 — 0.13042845691),(0.9869405654 + O.13042845691)

[0.9859214176)
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Figura 3.9: Zeros do polinômio de grau 19
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Para este exemplo, temos os mesmos valores utilizados na seção anterior.

0.9917032583 — 9.72867474682z + 43.14067769722?

—113.87053365822? + 198.12093006972º — 237.41729744022*

+198.449569135826 — 114.24886917032” + 43.35609712382º
—9.79360225082º + 2º

[0.9629378380 — 0.26930699321),(0.9629378380 + 0.26930699321+
10.9698738710 — 0.2418852564i),(0.9698738710 + 0.24188525641)
[0.9793545873 — 0.19798072641i),(0.9793545873 + 0.1979807264i)
(0.9888421186 — 0.14034036511),(0.9888421186 + 0.14034036511)
10.9957927104 — 0.07280076281i),(0.9957927104 + 0.07280076281)
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Figura 3.10: Zeros do polinômio de grau 10
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0.9910414947 — 17.49420102132 + 146.17551039492?

—768.17991107862º? + 2845.17238093492z* — 7886.84029496042*

+16957.094907823126 — 28914.06516228242z” + 39637.23763792722?

—44011.76249619052?º + 39676.68294512812z!º — 28971.65310241242!!

+17007.79655575662!? — 7918.31243112042!? + 2859.37972185322!!

—772.78859709712! + 147.20003533762z!É — 17.63454048722! + 28

(0.9613438703 — 0.27526107841i),(0.9613438703 — 0.2752610784i)
10.9640833203 — 0.26523786511),(0.9640833203 — 0.26523786511)

(0.9683507955 — 0.2487616456i ),(0.9683507955 — 0.24876164561)
10.9737292993 — 0.22618074971),(0.9737292993 — 0.22618074971i)

10.9796929264 — 0.1979895277i),(0.9796929264 — 0.1979895277i)
(0.9856581253 — 0.16482973031),(0.9856581253 — 0.16482973031)
10.9910407592 — 0.1247862595i),(0.9910407592 — 0.12478625951)
10.9953134249 — 0.08687524991i),(0.9953134249 — 0.08687524991)
10.9980577220 — 0.04402614271),(0.9980577220 — 0.0440261427i)
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Figura 3.11: Zeros do polinômio de grau 18
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+910.50980488612? — 3596.27803596602zº* + 10676.8585216657zº

— 24708.

+83167.51171701872? — 83215.36899266742!º + 68274.42840837352!!

—45743.23749389412!? + 24808.35486530782z!? — 10732.35864331382!º

+3619.15574932312!5 — 917.36494828732z!É + 164.50284990492!7

0.9890600060 + 18.4326602150z — 163.083868857zº

57165865212º + 45611.79829947972” — 68156.68543453662º

—18.61473999392!5 + 2ºº

(0.9612618045 — 0.27555928251),(0.9612618045 + 0.2755592825i)
10.9637708281 — 0.26641775481),(0.9637708281 + 0.26641 775481)
10.9677046210 — 0.25136730691),(0.9677046210 + 0.25136730691)
10.9727142637 — 0.23068864331),[0.9727142637 + 0.23068864331)
10.9783551534 — 0.20477736561),(0.9783551534 + 0.2047773656i)
10.9841263329 — 0.17414027021),[0.9841263329 + 0.17414027021)
10.9895149363 — 0.13937814311),(0.9895149363 + 0.13937814311)
10.9940418613 — 0.10112517661),(0.9940418613 + 0.10112517661)
10.9973049088 — 0.05974972471),[0.9973049088 + 0.0597497247i)

*.

10.9971505727)
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Figura 3.12: Zeros do polinômio de grau 19
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Capítulo 4

Transformação de Moebius

Introdução

Neste capítulo, estudamos as transformações de Moebius ou transformações linea­

res fracionais. O estudo dessas transformações é utilizado em alguns resultados apresentados
no capítulo 5. Utilizamos a projeção estereográfica para levarmos imagens de círculos e retas

do plano complexo estendido para a esfera de Riemann. Apresentamos, também, o teorema

da aplicação para discos, que consiste em determinar todas as transformações que levam

um disco qualquer em um círculo unitário. Para o caso mais geral, temos que encontrar as

transformações que levam círculo unitário nele mesmo.

4.1. Transformação de Moebius: teoria algébrica

Seja M a classe das matrizes não­singulares de ordem dois com elementos comple­

xos. Definimos uma relação de equivalência em M da seguinte forma: M, e M7 € M são
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equivalentes se existe um número complexo s tal que M2; = sM,. Para qualquer matriz

a Db
cd

M =

em M, com ad — cb É O, associamos a função

(4.1.1)

definida para todo z £ —de”* se c £ O e para todo z se c= 0. A função tu (0) é chamada
transformação de Moebius. Se c £ O, definimos

tm (o) = co. (4.1.2)
fe

Dessa maneira, estendemos o domínio da função tu (2). Por simetria, estendemos o domínio

definindo tv (2) também para z = oo. Se c £ 0, o valor associado a tu (2) para z = oo será

escolhido de maneira que f : z > tu(2"!) seja contínua para z = 0. Se z £ O,
a + bz=tu(27) =

:16) = tule") =ST
Claramente, f(z) é contínua para z = O se colocarmos f(0) = ac"!*. Então, definimos

2. (4.1.3)

Se c= 0, definimos

(4.1.4)

Com essas convenções, tu1(2) está definida no conjunto formado pelos números com­

plexos mais o oo. Chamamos este conjunto de plano complero estendido. Vale, então, o

seguinte teorema.

TEOREMA 4.1.1 Para toda matriz M €EM, a função tu(2z) define uma aplicação biunívoca
do plano complexo estendido nele mesmo.

Demonstração: Supondo que tu1(2z) é dada por (4.1.1), distinguiremos entre c = 0 ecÃÊO.

(a) Se c= 0, temos d £ O0(como M é não­singular) e

tu(2) = e + ­ (z É co).
69
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Novamente, por M ser não­singular, a £ 0. Então, se w é finito, ty(2) = w tem a única
solução

(4.1.5)

Se w = co, por (4.1.4), z = oo é a solução.

(b) Se c £ O e w é finito, encontramos que z deve satisfazer az + b = (cz + d)w ou

2(a — cw) = —b + dw. (4.1.6)

Esta equação tem uma única solução 2 para todo w é a/c. Pela equação (4.1.3), temos

que 2 = oo é uma solução de ti (2) = w para w = a/c. Por (4.1.6), nenhum z finito pode

satisfazer ty(z) = w para w = a/c. Então, z = oo é a única solução. Finalmente, se w = oo,

—d/c é uma solução. Como tu(2z) é finita para todo z £ —a/c, z = —a/c é a única
solução. Assim, concluímos a demonstração do teorema. =

Notemos que matrizes equivalentes representam a mesma transformação. À equação

(4.1.6) mostra que, para c £ 0 e w É a/c, a inversa"­de tu (2) é representada pela fórmula

dw— b
—— 41.7
—ew+a' ( )

que é a transformação de Moebius associada à matriz

d —b
M' =

: (4.1.8)
—c a

Com as definições (4.1.2) e (4.1.3), a equação (4.1.7) é válida mesmo quando w = a/c e
w =0o0. Sec=O0, a equação é válida para todo w no plano complexo estendido. Então,

temos

(tm) = tmM* 9

onde M* é dada por (4.1.8). Uma simples multiplicação mostra que

MM* = (ad— bo),

onde [ denota a matriz identidade. Então, M* é equivalente a M* e, provamos que:
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TEOREMA 4.1.2 A inversa de uma transformação de Moebius é uma transformação de

Moebius. Além disso, para qualquer MEM,

(tu) *"=ty. (4.1.9)

O teorema 4.1.2 é um caso especial do seguinte teorema:

TEOREMA 4.1.3 (Composição da transformação de Moebius) Se M,, Ma E M, então

tm º tin(2) = tu, (tve(2)) = tv,Mm, para MM, € M.

4.1.1. Transformação de Moebius especial

As matrizes associadas às transformações de Moebius que representam translações(z —

z+a), rotações (z — bz) e inversões(z — 2z7!) são, respectivamente,

la b 0|”|/01

o01/ o1| [10

onde a e b são números complexos e b É O.

TEOREMA 4.1.4 Toda transformação de Moebius pode ser representada como a com­

posição de uma ou mais translação, rotação ou inversão.

Demonstração: Consideremos a transformação de Moebius associada à matriz

a b

c d

Pelo teorema 4.1.3, é suficiente mostrar que a matriz M, ou uma matriz múltipla de M, pode

ser escrita como um produto de matrizes associadas às transformações citadas no teorema.

Se c= 0, então temos d £ O e a representação éà

1/a»b
d

o

­
d

0

Ti
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Se c É O, a afirmação segue da identidade

a be — ad

f cº
1 0 1 10

a b 1 o1

Cc cd 0

que é equivalente a
az+b a be­ad 1

cz+d c e z+d/le

4.2 A esfera de Riemann

Introduziremos a esfera de Riemann por ser o modelo ideal do plano complexo estendido

no qual todos os seus pontos, incluindo o ponto oo, tem uma representação concreta. Para

cada ponto do plano, atribuimos um ponto correspondente na esfera S = st +x3+xi=.
Seja N = (0,0,1) o pólo norte da esfera. O ponto Z da esfera correspondente a 2 = x + iy

é o segundo ponto da interseção de S com a linha que passa através de (r,y,0) e através do

pólo norte N de S(Ver Figura 4.1).
As coordenadas de Z são

" 21 —  2Rez  z+Z
l+X224+y/21+| 2) 22+1LT

2y 232 —ilz — Z)
TI9 = = =I++ 14+|2) 2241

cx+Y­12­1 221
TA+y 2+1 +11L

Assim, temos uma correspondência entre todos os pontos do plano estendido e todos os pon­

tos de S exceto o pólo norte. O ponto do plano correspondente ao ponto Z = (x1,x2,%3) £ N

de S, é dado por
— x17 +ix2
” 1­3

Agora, completamos esta correspondência associando o polo norte (0,0,1) ao ponto co. O

modelo esférico obtido pela projeção estereográfica é conhecido como a esfera do número de
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Figura 4.1: A esfera de Riemann

Rieman. Definimos essa projeção como sendo a aplicação 7 : S — (N) — JR? que leva
Z = (T1,T29,r3) pertencente à S — (NJ) na intersecção do hiperplano r3 = O com a reta que
passa por Z e N.

Gostaríamos de determinar em S, imagens de retas e círculos sob a projeção este­

reográfica. No plano complexo estendido, é conveniente incluir o ponto oo em toda reta.

Com esta convenção, temos que a imagem de toda reta é um círculo passando através do

pólo norte. Vejamos o teorema:

TEOREMA 4.2.1 A projeção estereográfica leva retas e círculos do plano complero esten­

dido em círculos na esfera de Riemann. Um círculo na esfera de Riemann é a imagem de

uma reta no plano complexo se, e somente se, o círculo passa por N.
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Demonstração: Mostraremos que uma reta ou um círculo no plano de z é levado em um
Círculo, que passa ou não pelo pólo norte da esfera. Notemos que um círculo em S pode ser
escrito como a interseção de S com um plano dado pela equação amT] + Ata + A3T3 = Ap,
onde a? +ai+ai=1e0<a <l.Seum ponto Z = (x1,r2,r3) em S satisfaz esta equação
onde Z é imagem de z, então, por (4.2.10)

a1(2 +32) — ias(z — 2) + aa(z2 — 1) = oo(z2 +1)

OU, se z = 1+iy,

(ao — as)(xº +y4º) = 201% — 209y + a + as =O0.

Se ó = aq — 3 É O, podemos escrever

a Vº aa 1­0É ;) + >) FR
que é a equação de um círculo. Se ó = O, podemos escrever (4.2.11) como

MT+ AY =A3, (4.2.13)

que é a equação de uma reta. Por outro lado, verificamos que dada qualquer equação de

um círculo ou de uma reta, existem quatro constantes a serem determinadas que satisfazem

at +ai+ai=1,0<a <l,de modo que a equação do círculo é da forma de (4.2.12) e a
equação da reta é da forma de (4.2.13), onde ao = a. =

4.2.1. Círculos generalizados

Denominamos círculo generalizado no plano complexo estendido, qualquer curva que

seja um círculo ou uma reta onde a última inclui o ponto co. Perguntamos: Qual será

a imagem de um círculo generalizado sob uma transformação de Moebius. À imagem de

um círculo generalizado sob uma translação ou rotação é um círculo generalizado. Agora,
, . , + ­

'

queremos saber qual é a imagem desse círculo sob a inversão z — z = 1/2. Voltemos
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à esfera de Riemann. Seja Z = (r11,%2,x3) O ponto correspondente a z = x +iy e Z =
(1,2, X3), correspondente a

1 try
ZE­>=———&.

z PPA4+Y
De (4.2.10), temos que

,1, 1

Tr, = T1, po) = —T2, e L3 = —T3.

Assim, na esfera de Riemann, a imagem de 1/z é obtida da imagem de z rotacionando a

esfera 180º sobre o eixo r17. Esta interpretação geométrica também vale se z = 0 ou z = co.
: , .

[
.Agora, seja I qualquer círculo generalizado e I sua imagem no plano complexo es­

. . ­ , . 'tendido sobre a inversão z — 1/z e, denotemos por I'; e I, as imagens de I e Iº na esfera
de Riemann. Pelo teorema 4.2.1, sabemos que LI; é um círculo e que rs, a imagem de [,
sob um movimento rígido da esfera, é novamente um círculo. Novamente, pelo teorema

4.2.1, concluímos que I” é um círculo generalizado. Assim, mostramos que a imagem de um
círculo generalizado sob qualquer translação, rotação ou inversão é um círculo generalizado.

O mesmo é válido para composições arbitrárias de tais transformações. Como qualquer

transformação de Moebius pode ser obtida dessa maneira, provamos o seguinte teorema:

TEOREMA 4.2.2 Uma transformação de Moebius leva círculos generalizados em círculos

generalizados.

4.2.2 A Métrica Cordal

rá . . ES DN .
1

O plano complexo torna­se um espaço métrico quando a distância entre dois pontos, z ez,

é definida por

d(z,2) = |2—z|.

Essa definição não pode ser usada no plano complexo estendido devido à distância de qual­

quer ponto finito do ponto co ser indefinida. O plano complexo estendido pode ser um espaço

métrico representado pela esfera de Riemann. Sejam z e z dois pontos do plano complexo
. . HÁ 1 1 yu . .estendido, e sejam Z = (r11,72,13) e Z = (T1,1,T2,T3) Suas imagens na esfera de Riemann.

TO
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A distância euclidiana dessas imagens esféricas,

d(z,2) = [(&1 — x) +(r2— x) +(x3­ 3) jo f (4.2.14)

, . A . U , . . , , .é a distância cordal entre os pontos z e z. À métrica definida é a métrica cordal. Como
1 1, ,

N ato(T1,T2,T3) E (T1,T9,T3) pertencem à esfera unitária temos,

1 1, 1 ,d(z,2)º =2—2 (117) + T2%9 + 1373) :

Se zez são finitos, encontramos, de (4.2.10),

2z =z|?
(1+|2/2)(1 + 212)

1, U

T1%7 + Cata + Xatz=1­

Daí,
2lz = z|

[1 + [2/2)(1 + [2[2)]12
1,

d(z,2) =
1,

Se z = oo, encontramos analogamente

2

4.2.3 Movimentos rígidos da esfera de Riemann

Seja
a bb

M= , ad—­ch£o
cd

uma matriz pertencente a M, normalizada, tal que

ad— be=1. (4.2.17)

Seja t(z) a transformação de Moebius associada a M. Pela projeção estereográfica, t(z)

induz uma aplicação da esfera de Riemann nela mesma. Podemos encontrar condições para

uma transformação de Moebius t(z2) induzir um movimento rígido na esfera de Riemann.

Se dois pontos da esfera são antipodais , isto é, são diametralmente opostos, então, suas

imagens serão novamente antipodais através de um movimento rígido. Se (11,172,173) € S
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é a imagem de z, então, seu ponto antipodal (—x1, —T£2,—x3) é a imagem de —1/Z2, como

podemos verificar de (4.2.10). Assim, a transformação t(z) levará pontos antipodais em

a — bz cz+d

pontos antipodais se, e somente se,

c­dêãz —az—b'

para todo z do plano complexo estendido. Isto significa que as matrizes

—ba

—dc

são proporcionais e isto vale se, e somente se,

c=­X%b e d= Ma,

onde |A| = 1. A condição de normalização (4.2.17) implica que À = 1. Assim, a matriz deve
ter a forma

onde |a/2+|b]? = 1. Denotando por M* a transposta conjugada de M, encontramos MM” =
1, o que implica que M7! = MY". Mostramos que M é unitária como uma condição necessária

para a transformação t(z) induzir um movimento rígido da esfera. Agora, mostraremos que
esta condição é também suficiente. Sejam z e zº quaisquer dois pontos no plano complexo
estendido e, seja w = t(z) e w = t(z) onde

az +b

au + bb = 1. Se nenhum dos 2,2 ,w,w são infinitos, temos

w=W= z2—Z
— (a—bz)(a— bz)

1+22

(à — bz)(a — bz)'
1+uww=

T7
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1+27Z
(à — bz)(a — bZ')'

1+wW =

e, de (4.2.15), segue que

d(w,w) = d(z,2).
1

2 . . . a .Para z = oo, o resultado é similar. Assim, t(z) preserva a distância cordal e provamos o
seguinte teorema:

TEOREMA 4.2.3 A transformação de Moebius tu(z) induz um movimento rígido da es­
Jera de Riemann se, e somente se, M é múltipla de uma matriz unitária.

4.3 Transformação de Moebius: simetria

Seja c um número complexo, p > O e denotemos por LF, o círculo com centro c e raio p

cuja equação pode ser escrita
a.

(z ­oO(z7­D =. (4.3.18)

Dois pontos finitos, 217 e 229, são chamados simétricos com relação a I', se, e somente se,

(11 (2­0) =P. (4.3.19)

A cada 27 £ c finito, corresponde exatamente um ponto 229, também finito, que é simétrico

a 2, com relação a F.. Estendemos a definição de simetria para o plano complexo estendido

chamando os pontos c e oo de simétricos em relação a I'.. Todo ponto de I'. é o simétrico

dele mesmo em relação a Tr.

Estendamos a idéia de simetria para círculos generalizados. Primeiramente, formalizemos a

definição de círculos generalizados.

LEMA 4.3.1 Sea eb são números complexos, a £ b, eu é um número real positivo, a

equação
z—aoa

z—)b

representa um círculo generalizado. Teremos uma reta se, e somente se, u= 1.

=/, (4.3.20)
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Demonstração: À equação (4.3.20) é válida se, e somente se,

(z ­a)(7­ã)=n(2z—b)(2—D)

zZ(1— nº) — (a — nºb)2 — (a — pºb)z + (aa — p?bb) = O. (4.3.21)

Se 1 = 1, temos a equação de uma reta e, se u £ 1, a equação de um círculo. Escrevendo
na forma de (4.3.18), obtemos que o círculo tem centro

2a — uºb
e=— ” (4.3.22)

e raio p, onde

(4.3.23)

TEOREMA 4.3.1 Os pontosa eb são simétricos em relação ao círculo generalizado dado
por (4.3.20).

Demonstração: Se 1 = 1, a afirmação do teorema é óbvia pois b é a reflexão de a através

da reta (a — bz +(a —b)z = a? — ?º. Se u £ 1, a equação (4.3.19) é satisfeita se c e p são
dados por (4.3.22) e (4.3.23). =

TEOREMA 4.3.2 Sejam a e b dois pontos finitos e simétricos em relação ao círculo ge­

neralizado 1. Seja a £ b. Então, existe um número positivo u tal que a equação de T' é dada

por (4.3.20).

Demonstração: Se Iº é uma reta, sua equação é dada por (4.3.20) onde u =1. Se éum
círculo, seja c o centro e p, o raio. Como a, b e c são três pontos distintos em uma reta onde

c não está entre a e b, existe 1 > O, 1 £ 1 tal que (4.3.22) vale. Com esta escolha de 4,

encontramos que
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Assim, a equação do círculo pode ser escrita na forma de (4.3.21), que é equivalente a (4.3.20).
"=

Agora, vamos enunciar o principal resultado de simetria.

TEOREMA 4.3.3 Sejam a e b dois pontos do plano complexo estendido que são simétricos
em relação ao círculo generalizado U' e, seja t(z2) uma transformação de Moebius. Então, os
pontos a =t(a) eb =t(b) são simétricos em relação a I que é a imagem de Tº sobre t(z).

Demonstração: Vamos considerar a inversão z — 2z7!. Se a e b coincidem, seus valores

estão em Iº e não temos nada a demonstrar. Se a e b são finitos e distintos, a equação de T

pode ser escrita por (4.3.20) onde 4 > O é uma constante. Consequentemente, a equação de
r é

l1—awv

1— bw

Se a e b são diferentes de zero, a equação acima pode ser escrita como

=. (4.3.24)

a
= ul— 4,3.25

'

=
onde a = 1/a e b = 1/b. Pelo teorema anterior, temos o resultado desejado para a trans­
formação inversa t(z) = 1/z. Como o resultado é óbvio para a rotação e a translação, então

é válido para qualquer transformação de Moebius. =

4.3.1. O teorema da aplicação para discos

Seja D um disco e a um ponto em D. Queremos encontrar todas as transformações

t(z) que levam D para o disco unitário tal que t(a) = O.
Solução: Seja T, a fronteira de D. Se a é o centro de T'., o problema pode ser resolvido

utilizando­se uma transformação linear. Se a não é o centro, seja b o ponto simétrico a a

com relação a I”.. À transformação
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np .
1 . ­leva a no zero, b no oo e I. em um círculo(generalizado) FP , com a propriedade que O e oo são

. , . ­ ­ to, , ­simétricos em relação a ele. Então, ]º é um círculo sobre 0. Queremos uma transformação
. HU , e... . ­ ,de Moebius que leva Iº no círculo unitário e deixa O fixo. Então, oo também permanece

fixo. À única transformação que deixa O e oo fixos é w — cw. Então, a transformação é da

forma
z—­a

t:iz Cc :

z—b

A constante c é O é determinada usando o fato de a imagem de T, ser o círculo unitário.

Temos que a imagem de um ponto de T, tem módulo 1. Seja 2, um ponto arbitrário de I',.

Então, |t(21)| = 1 é equivalente a
2 >—= b

lel = :

22n—oa

Assim, D é levado em um disco unitário tal que t(a) = O se, e somente se,

ia—bz­atiz—+ €e (4.3.26)
no ­az—b'

onde 2, é um ponto arbitrário na fronteira de D e a é um número real arbitrário.

Para o caso mais geral da transformação t(z), de Moebius, que leva o disco unitário nele

mesmo, temos: seja a, O < |a| < 1, tal que t(a) = 0. Então, o ponto simétrico à a com
relação a |z| = 1 é (a)!.Com 27 = 1, a equação (4.3.26) é dada por

l1­a z­ a!

que pode ser escrita como
ial ­Gz—­Oatíz)=e

Como o fator (1 — ã)(1 — a)! tem módulo um, ele pode ser absorvido por e“*. A fórmula
1­al­ãz

resultante para t(z) também vale para a = O. Ássim, provamos:

TEOREMA 4.3.4 A transformação t(z) de Moebius leva disco unitário nele mesmo se, e

somente se, a transformação é da seguinte forma:

t:izg— ee 2
1­ã2'

onde lal <1 ea é real.
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Capítulo 5

Combinações Lineares de Polinômios

Ortogonais que geram Fórmulas de

Quadratura Positivas
no

Introdução

Neste capítulo, estaremos aplicando resultados conhecidos sobre os polinômios or­

togonais no plano complexo para obter informações sobre a positividade de fórmulas de

quadratura interpolatórias no intervalo [­1,1]. Seja uy uma medida positiva em [1,1].
Consideramos a fórmula de quadratura

f fa) du(a) =D efa) + Ra(1) (5.0.1)
I

onde —1 < 1) <.. <xr, <lec,j=l,..n são escolhidos tais que R,(f) = O para
f(x) E Ponim, 0<m<n. Assumimos que a fórmula de quadratura tem grau de precisão

2n— 1 — m e denotamos por FQ(2n — 1 — m,n, 1). No capítulo 2, vimos que se os c; forem
escolhidos tais que
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onde tr(x) = (x — x11)...(x — xn), então a fórmula de quadratura conhecida como fórmula de

quadratura interpolatória satisfaz Rn(f) = O para f(r) E Pr.1. Neste caso, a fórmula de
quadratura é uma FQ(n — 1,n, pu).

Impondo restrições sobre os polinômios tr (x), ou melhor, sobre os nós de quadratura,

melhoramos o grau de precisão da fórmula de quadratura. Se tr(x) é escolhido de modo
a ser ortogonal a todos os polinômios de grau menor ou igual a n — 1, então, como vimos

no capítulo 2, obtemos a FQ(2n — 1, n, u) que é conhecida como Quadratura Gaussiana ou

fórmula de quadratura positiva . Neste caso, a fórmula de quadratura que é única, tem pesos

cj, j=1,..,n, positivos.

Se relaxarmos as condições sobre tr (x) impondo que ele seja ortogonal a todos os polinômios

de grau menor ou igual a n­1—m, onde O < m < n, então a fórmula de quadratura resultante

é uma FQ(2n — 1 = m,n,u). Notemos que se tr(x) é ortogonal a todos os polinômios de

grau menor que n — 1 — m, podemos escrever

=MiPni(x (5.0.2)

ftnla)Pr­;(2)d(o)
CrPn­j(2)Pn­s(x)d(0)

e, quando j = O, como já vimos, temos a fórmula de quadratura de Gauss. Uma fórmula de

E IR

quadratura FQ(2n — 1 = m,n, 1), m > 1, não é única e seus pesos não são necessariamente

positivos. À positividade dos pesos da fórmula de quadratura é uma importante característica

quando consideramos a convergência dessas fórmulas.

Dizemos que uma FQ(2n — 1— m, n, 1) é positiva quando seus pesos são positivos.

5.1. Alguns resultados preliminares

Nesta seção, colocamos alguns conceitos que serão usados posteriormente. Vejamos

também alguns resultados dos polinômios ortogonais no círculo unitário |z| = 1. Sejam os
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polinômios fn(x) = x" +...,n E IV, ortogonais em relação a du em [—1,1] satisfazendo a
uma relação da forma

Bôn(t) = (x — bi)ônai(k) — anôn­o(t), ne IN (5.1.3)

onde À; = 0, do = 1, br E [­1,1,ne IN, e an>0, paran>2.
Seja piD(x),n E INo, o polinômio associado de grau n definido por

n
— Bn4+1(t

1onde da = /f du(x). Podemos mostrar que p(!(x) são os polinômios mônicos de grau n que­1

satisfazem à seguinte relação de recorrência

pd(x) = (x — ba)PA(£) = an+ipílo(zs), neMN (5.1.5)

onde os a, e os br, são dados em (5.1.3).

TEOREMA 5.1.1 Sejam n, m E No, n>m e seja uj; E IR para j = O0,..,m, uo É O.

Então, 29 Hjôn­j(X) gera uma fórmula de quadratura positiva (2n — 1 — m,n, du) se, e
somente se, 3==ouNj;ôn­i(x) tem nº zeros simples em (—1,1) e os zeros de Lo ujôn­i(X) e

j=o ujbl (0) intercalam­se.

Demonstração: Sejam tr(x) = >Z!.o  mjibn—i(D) e t (x) = aa GDI) jo1(x). Conside­
rando a interpolação de f(x) temos que

ff)du(a) =  ( fun) fx) + Ra(a) = O fla) + Rn(0)
onde, pela equação (5.1.4), obtemos

(1)tn() — a tn(fi)42ft =[Gt AT
Portanto, os c; são positivos para j = 1,...,n se, e somente se, os zeros de tr (x)
intercalam­se.
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Denotemos por $,(2) = 2" +..,n E No, o polinômio ortogonal mônico no círculo
unitário C = (e** : 9 E [0,27]), em relação à medida positiva

v(9) = —uícosd), para 0 E [O,m]
uícos0), para 0 E [1,27] |

As relações entre Dr (2) e pn(r) foram consideradas no capítulo 3. Vimos de (3.4.17) que os
polinômios Dr (2) satisfazem a relação

Prn(z) = DP, 1(2) + D(0)O* (2), n>1.

Seja n(2) = 2" +... definido pela relação de recorrência

Nn(2) = 20171(2) — D1(0)OF (2), ne IN, (5.1.6)

onde 2, (x) são chamados polinômios associados a Dr (2). Além disso, satisfazem à seguinte
relação de recorrência de três termos

Pr (0)A4i2(w) = (Dr(0)w + Dr1(0))Ok1(Ww) — Dr1(0)w(1— [Dz (0)|?)Ox (ww),
onde 9 (w) = 1, NM(w) = w+$DA(0) e k = 0,1,...,n—2. Propriedades sobre esses polinômios,

são encontradas em Geronimus [3]. Podem, também, ser definidos por

1 /(z+w)$n(2)— Dn(w)n(2) = =). zw du(w),

onde c1o é o momento trigonométrico. Além disso, esses polinômios têm grau n e são mônicos.

Sabemos que os polinômios Dr (2), n > 1, têm todos os zeros dentro do círculo unitário

|le| < 1. O mesmo é válido para N,(z). Temos as seguintes relações entre os polinômios

ortogonais mônicos em [—1,1], ôn(x), em relação a du e os polinômios Dr (2) e Nn(z):

ôníx) = 2"PRefz "FPan1(2)), (5.1.7)

pf (2) = 27HSm(2""PN1(2))/send, (5.1.8)nl

onde x = 1/2(z +27), z =e"* ec 0 E [0,7]. À equação (5.1.7) é obtida de (3.4.20) usando
(3.4.17).

No próximo teorema, colocaremos a relação entre os polinômios cosseno e seno dados,

respectivamente, por Refz"'hn(2)) e Smíz!'hn(z)). Vejamos:
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TEOREMA 5.1.2 Sejumn E N el EZX com 2/l|| <n. Suponhamos que o polinômio real

hn(2) = 2"+... tem todos os zeros no círculo unitário |z| < 1. Então, Refz "hn (2)) (polinômio
cosseno) e Smíz'hn(2z)) (polinômio seno), z = e" e 9 E [0,n] tên n — 1 zeros d; em (O,m)
en—l—1l zeros; em (O,m), respectivamente, e, além disso, esses zeros intercalam­se.

Demonstração: Seja hi(z) = >7 br", br, E IR. Então, para z = e" temos Re(z'hhn(2)) =
X>roobrcos(­l+r)0 e

Re(z"'hn(2)) = 0 <> XY b,cos(—lL+ r)O ­>brcos(l — r) (5.1.9)
r=0

Por outro lado(sempre vale)

YX  brsen(—­L +r)O >sen(l —r)8 (5.1.10)

Multiplicando (5.1.10) por à e somando com (5.1.9) obtemos 27 1 br2"27!= —XP  b,2r2d.
Logo, substituindo 37. 1 brz” e 7%,br2" por gn(z) e hn(z), respectivamente, temos

ahbn(2)z o) =­1. (5.1.11)

n—2l hn(z)
hz (2)

z)

A equação acima pode ser escrita como z = —1 e, substituindo o fato que

argíz"?) +argfA = arg feno),
obtemos para z = e*?

Re(z"'hn(2)) = 0 > 2?o = —1 <> arg(2"" a) = (2k — Ur.
Da mesma forma obtemos

hrSm(z"'hn(2)) = 0 <> 2*hn) — 1 > arg(2"*) + argf 2), = 2kmr.
hn(z) hz (2)

Sabemos que arg(z2"?!) aumenta de O a 2(n — 2/)r quando 60 varia de O a 27. Usando o
fato que é múltiplo de n transformações da forma dada no teorema 4.3.4, obtemos

nlz
hz(2)

que argí DS
Re(z­!'hn(2)) e Sm(z'ha(2)) tem 2(n — !) zeros em [0, 27] ou seja, o polinômio cosseno tem

) aumenta de O a 2n7 quando 6 varia de O a 27. Assim, concluimos que

n — | zeros em (0,7) e o polinômio seno tem n — | — 1 zeros em (0,7). Além disso, os zeros
intercalam­se . =
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5.2 Principais resultados

Definiremos, primeiramente, os polinômios Q, 2n—1(2) e, em seguida, citaremos algumas
propriedades importantes desses polinômios.

DEFINIÇÃO 5.2.1 Para um dado n € IN, sejam os polinômios Quan1(2) = 2 +,
v E (0,...,2n — 1), definidos pela relação de recorrência

Quan­1(2) = Z2Qu—1,2n­1(2) + Daon—v(0)QL­1,2n—1(2), Vv= l, .... 2n — 1, (5.2.12)

onde Quan­1=1 e os parâmetros Dan (0) são dados pela relação de recorrência (3.4.17).

TEOREMA 5.2.1 Seja n E IN. As seguintes afirmações são verdadeiras:

v—l v—l

(a) ITA Pane 100))) < IQLni(2)I < ITA +IPane1(0))) para || < 1 ondev E
k=0 k=0 +

(0,...,2n— 1). Além disso, Qun—1(2) tem todos os zeros em |z| < 1.

(b) Sejav € (0,...,n— 1). Então, para z = e, x = cosô e 0 E [0,7]

ôn(t) = g7rHiNefz"Fl Qa an=1(2) Bam—n)=1(2))
BO (1) = 2"HSmfz"H1Q2, on1(2)Non=1(2))/send.

Demonstração: (a): Seja QL a,1(2)=2"Quann1(1/2). Então,

2º Quan 1 (1/2) = Quan­1( ):

Da equação acima e da relação (5.2.12) obtemos

Qin­1(2) = QL n1(2) + Don—v(0)2=Qu­1,2n—1(2). (5.2.14)

Logo, aplicando a desigualdade triangular obtemos,

Quan (2) < 14 da, 22)
ionann1(2) Qt­1an1(2)

Qu­1,2n=1 (z)
1/8272 (0)]|z] Qin ani(a)|< 14+|/DPan 2 (0)j|z|
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Qu­1,an­1(2)Multiplicando a equação acima por [Qt; 27 1(2)| e, como |
! ve1on1(Z)

4.3.4),
< 1, |z] < 1(teorema

IQvnan1(2)] 1 [Donv(0))) < [9:2n1(2)| <Q an=1(2) (1 + [Danu(0)]), v=1,2,....
Para finalizar a demonstração de (a), basta provar por indução que

" UU [Poni­s(0)IJ < [Quani(2)] < Il UU + Poni­e(0)I).
=] k=1l

(b): Podemos escrever (3.4.17) como

97 (2) = Dz1(2) + 2Pn(0)Pr1(2),

Multiplicando­se (5.2.15) por $,(0) e somando com (3.4.17), obtemos

Pr(z) + D(0)O'(2)= Dr 1(2) + 202(0)P,1(2).

Multiplicando­se (3.4.17) por Dr,(0) e somando com (5.2.15) obtemos
E

Di (2) + Pn(0)Pn(2) = (1+ OZ,(0))OZ(2).
Com a ajuda dessas relações de recorrência provamos, por indução, que

zDPan—1(2) + Din 1(2) = Quan—1(2)Pon—1­v(2) + QL on1(2) Pini (2): (5.2.18)

Seja a equação (5.2.13) e Pan1(2) = X>"2"7' brzr. Então, substituindo Da, 1(2) nas equações
2"(2zDon1+D3, ,1(2)) e2Refz "MD 1(2)) eigualando os coeficientes dessas duas equações,
obtemos que

2(2Dn­1(2) + Di, ,(2)) = 2Relz "FEDn1(2)),
para z = e“*º, provando, assim, a primeira relação.

Analogamente, demonstra­se a segunda relação da parte (b).

TEOREMA 5.2.2 Sejam n,m E No, n> m, po. tim E R en ÉO. Então, DELou;
Ôn­j(x) gera uma FQ(2n — 1 — m,n,1) positiva se 3%. fizQum—2j2tn­i)­1(2), para fiz =
2 1, tem todos os zeros no disco aberto |2| < 1.
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Demonstração: Sejam t,(x) = >>. ujiôn—i(DX) e t (1) = io Miôn­j­1(X). Seja também,

qamÍz = 3 uiQ2um­ 2j3,2(n—j)— 1(z).
j=0

Substituindo­se gom(2z) em 2"! RefzPqom(2)a MIMIHIDAn m)—1(2)) obtemos que,

27 iRe(z "qom(2)aFIMIBAn—m—1(2))
=X" jRe (anHTIZAAHItiOn aan (2) Damnnmy=1(2)) :

Mas, pelo teorema 5.2.1, temos que

Ôn­j (x) = gnHitinefz "FO, ani) (2) DPornu=j)­1 (2) js

Fazendo j + v = m na equação acima, obtemos que
mm m

S ujottitiRe fa tiQ m­2jamn—i)1(zJDamn=my­1(2)) = 2)Miôn­i(
j=0 Ss

Logo, para z = e*º, x = cos0,9 E [0,7],

tn(x) = 2""HRe 2 Mqam(2)27 CMB nm (2) )
Da mesma forma,

to (2)=27"SmizMan (2)a CIMO mn 1(2)/send),

Pm(z => VuQ2um—­2i,20n­i)­1(2)­ (5.2.20)
j=0

Suponhamos que gam(z) tem todos os zeros em |z| < 1. Sendo isso válido para Dan—m)­1(2),
pelo teorema 5.1.2 temos que tr (xr) tem n zeros simples em (—1,1). Precisamos mostrar que
os zeros de tr (x) e t(º)) 1(r) intercalam­se. Seja a relação

Refa)Refb) + SmfalSm(b) = Refab).

Assim,

Re [2 MD qom(2) Pacnm)—1(2)) Re (27MDqgam(2)San=m)­1 (2))
+Sm (27 PDgom(2)Porn=m­1(2))Sm (27 PD gom(2)Lon=m)=1(2))

= |gom (2) 2) 270M7D[2Re (Damm­my—1(2) atn­m)=1(2) | = claom(2)|?
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pois

DPornm)—1(2)5nnm)=21(2) + Qam=m)—1(2)P3n=my­2(2)
— z21n—m)­1 (Damn­m)­1(z2)—m)­n1(Z2) + Dorn——­m)­1 (Zamnmm)=1(2))
= 2RefBomn=m)=1(2)Lan=my=1(2)) =C.

Logo, Ref BDonm)—1(2)lan=my—1(2)) = Cc.
Pelo teorema 5.1.2 temos que os zeros de tn(x), ­1 < nn <x1r<..<rxr,<Ll eos

zeros do polinômio rn­1(x) = S&mí(z PCDqgom(2)Pon—my—1(2))/send, onde x = 1/2(z+1/2),
z = e", 0 E [0,7], intercalam­se. Considerando a relação (5.2.21) para os zeros de tn(x), x;,
1<j<n, obtemos

g­n+1real)(x;) = Ss claam(2;)/? > O,senºO;
onde 0; = arccos(r;) e z; = cos(0;) + isen(0;). Assim, verificamos a propriedade de inter­
calação entre thn(x) e to) 1(x), completando a prova do teorema. =

Observação: Utilizando a equação (5.2.19), a condição suficiente do teorema acima é

também necessária se 2m < n.

COROLÁRIO 5.2.1 Sejam n, m E No, M<n, io. im ER em 50. Sejam Ao = Ho,

ME(1 + Oampana(O
FomM (1— [Dan1x(0)|) , DRREA |

e jy E O0,...,m), O = jo <j <...< jm, os índices para os quais A, É O, v=1,.,m", e

Aj = 2/15 (5.2.22)

Aj=0,jE(1,.., mHN(Jjo,..., im­). Então, cada uma das seguintes condições são suficientes

para que Lo ujôn­; gere uma FQ(2n —1­m,n,du) positiva:

(1) SA, < Ao
v=l

(2) 4;, > 2A; —
*

. :jus, DOra VU =O0,...,m* —2 € Aja > Aj­

Demonstração: Notemos que a condição (2) implica na condição (1). De fato:

Ajo 2 24, = Ajf +Aj 2... 2 Ajf +Ajp +. +Aj, +Ajm*—l
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Agora, mostraremos que a condição (1) implica que
m

qdam(z = 2 ho2 Qim­2j,2(n—j)— 1(2), hj =2215,
m

tem todos os zeros em |z|] > 1, que é equivalente a Y fiz”Qum­—2ji,2(n—i)­1(2) ter todos os
j=0

zeros em |z| < 1 e assim, provamos o corolário. Provemos, por absurdo. Suponhamos que

qd3m(z2) tem um zero £ em |2| < 1. Pelo teorema 5.2.1 temos que Q3,,2n­1(2) não tem zero
em |z| <1 e, então,

j=1

— — e3L2m­—2j,2(n—j)— 1(8)" 2h Qim,2n­1(8)
sã Q:m­2j,2(n—j)—o|HM amaOj=

Logo, pelo teorema 5.2.1,

[5 Fouias2(1 + [83073)BE OAo = |uol < |&/ > 2 2m­l PIIErg < 2
o que contradiz a condição (1).
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