a UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA
“JULIO DE MESQUITA FILHO"
INSTITUTO DE GEOCIENCIAS E CIENCIAS EXATAS

unesp

Trabalho de Conclusao de Curso

Curso de Graduagao em Fisica

COMPLEXIDADE NO ESPACO DOS PARAMETROS NO MAPA
LOGISTICO

Evely Geise da Silva

Prof. Dr. Rene Orlando Medrano Torricos

Rio Claro (SP)

2024




UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA
Instituto de Geociéncias e Ciéncias Exatas

Campus de Rio Claro

Evely Geise da Silva

COMPLEXIDADE NO ESPACO DOS PARAMETROS NO MAPA
LOGISTICO

Trabalho de Conclusao de Curso apresen-
tado ao Instituto de Geociéncias e Cién-
cias Exatas - Campus de Rio Claro, da
Universidade Estadual Paulista Julio de
Mesquita Filho, para obtencao do grau

de Bacharela e Licenciada em Fisica.

Rio Claro (SP)
2024



da Silva, Evely Geise
D229c Complexidade no Espaco dos Parametros no Mapa Logistico /
Evely Geise da Silva. -- Rio Claro, 2024
48 p. : tabs., mapas

Trabalho de conclusédo de curso (Bacharelado e licenciatura -
Fisica) - Universidade Estadual Paulista (UNESP), Instituto de
Geociéncias e Ciéncias Exatas, Rio Claro

Orientador: Rene Orlando Medrano Torricos

1. Espaco de Parametros. 2. Curvas extremas. 3. Orbitas
superestaveis. 4. Periodicidade. 5. Caos. I. Titulo.

Sistema de geracédo automatica de fichas catalograficas da Unesp. Dados fornecidos pelo autor(a).



Evely Geise da Silva

COMPLEXIDADE NO ESPACO DOS PARAMETROS NO
MAPA LOGISTICO

Trabalho de Conclusao de Curso apresen-
tado ao Instituto de Geociéncias e Cién-
cias Exatas - Campus de Rio Claro, da
Universidade Estadual Paulista Julio de
Mesquita Filho, para obtencao do grau

de Bacharela e Licenciada em Fisica.

Comissao Examinadora
Prof. Dr. Rene Orlando Medrano Torricos
Dra. Célia Mayumi Kuwana

Prof. Dr. André Luis Prando Livorati

Rio Claro, 14 de novembro de 2024.

C Lf

Assinatura da(o) aluna(o) Assinatura da(o) orientadora(o)




Dedico este trabalho a minha made que sempre contribuiv para o meu crescimento, com

seu amor e cuidado.



AGRADECIMENTOS

Segundo Heréaclito, "Ninguém pode entrar duas vezes no mesmo rio, pois quando
nele se entra novamente, nao se encontram as mesmas aguas, e o proprio ser ja se modificou".
Seguindo essa linha de pensamento, acredito que cada individuo constroéi sua identidade a
partir das experiéncias adquiridas ao longo da vida. Embora eu dedique estas palavras as
pessoas que tém maior presenca em minha vida atualmente, reconheco que muitas outras

também contribuiram para a construcao do meu atual "universo'de conquistas.

Com base nisso, gostaria de expressar minha gratidao a minha mae, Neide, ao
meu pai, Assis, e ao meu padrasto, Lucas, que foram pilares essenciais em momentos de
crise, tanto emocionais quanto financeiras. Agradeco também aos meus amigos leais —
Polyana, Rita, Gustavo e Victéria — por me oferecerem confianga e por compartilharmos

momentos de alegria que nos afastavam da rotina e nos davam forga para seguir em frente.

Nao poderia deixar de agradecer ao meu orientador, Prof. Rene, que me guiou
ao longo deste percurso com toda sua compreensao, cuidado e paciéncia. Por fim, expresso
minha gratidao ao Grupo de Investigacdao em Sistemas Complexos e Dindmica Nao Linear,
que me ajudou a direcionar a linha de pesquisa com a qual pretendo trabalhar no futuro.
Agradeco ao IGCE e aos professores que, desde o ensino fundamental, médio até a
academia, tiveram um impacto significativo na minha formagao, sendo fontes de inspiracao

e motivacao ao longo do meu percurso.



"E a incerteza que nos fascina.
Tudo é maravilhoso entre brumas."
Oscar Wilde



RESUMO

O estudo da ordem no espaco dos parametros de mapas cadticos impulsiona o entendi-
mento da configuracao de uma série de diferentes conjuntos de periodicidade. Atualmente,
embora a complexa estrutura de um conjunto continuo de periodicidade no espaco de
parametros seja bem descrita pela teoria de bifurcacgoes, ha limitadas explicagdes sobre a
organizagdo de dominios de periodicidade observados em regides cadticas. Como o cenario
das regioes periddicas é completamente diferente de um sistema dindmico para outro e
sua organizacao no espaco dos parametros é um problema em aberto, o principal foco
deste trabalho é estudar os conceitos de érbitas, curvas extremas e superestaveis, a fim de
descrever globalmente a complexa organizacao das estruturas de periodicidade no espago
de parametros. Para isso, realizamos simulagoes numéricas, mapas de retorno e diagramas
de bifurcacao e Lyapunov no mapa logistico periodicamente perturbado. Ao analisar estes
recursos é possivel examinar as estruturas de periodicidade no espaco dos parametros,
assim como seus pontos de equilibrio. Além disso, podemos identificar as curvas extremas
e superestaveis ao longo das quais as cascatas de periodicidade se alinham. As curvas
extremas e superestaveis estao intimamente relacionadas, e o cruzamento delas indica
a presenca dos shrimp-like, que compoem as cascatas de periodicidade. Essas cascatas
de periodicidade descrevem a forma dos dominios de periodicidade, cercados por caos.
Com base nisso, sugerimos que a ordem e complexidade dessas estruturas no espago dos

parametros podem ser explicadas a partir da interacao das curvas extremas e superestaveis.

Palavras-chave: Espaco de Parametros; Curvas extremas; Orbitas superestaveis; Periodi-

cidade; Caos.



ABSTRACT

Analyzing the parameter space order in chaotic mappings improves the understanding
of the configuration in a series of different sets of periodicity. Although the complexity
of a continuous set of periodic structure in the parameter space can be well described
by bifurcation theory, there are limited explanations regarding the organization of the
domains of periodicity observed in chaotic regions. The scenario of periodic regions is
completely different from one dynamic system to another and, being its organization in
the parameter spaces an open problem, the focus of this project is studing the concept
of extreme orbits and curves, and superstable orbits and curves to describe the complex
global organization of periodicity structures in the parameter space. We did that through
the analysis of the logistic map periodically perturbed, in conjunction with numerical
simulations, return maps, and bifurcation and Lyapunov diagrams carried out throughout
the project. By analyzing these resources it is possible to examine the periodicity structure
of the parameter spaces, as well as their equilibrium points. In addition, we can identify the
extreme and superstable curves along which the periodic cascades align. The extreme and
superstable curves are closely related, and the crossing of them indicates the presence of
the Shrimp-like, which make up the periodic cascades. These periodicity cascades describe
the form of the domains of periodicity, surrounded by chaos. Based on this, we suggest
that the order and complexity of these structures in the parameter space can be explained

from the interaction of extreme and superstable curves.

Keywords: Parameter space; Extreme curves; Superstable orbits; Periodicity; Chaos.
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1 INTRODUCAO

Um sistema ¢é considerado dindmico quando certas grandezas que caracterizam
suas componentes variam ao longo do tempo [1], especialmente se o sistema em estudo
possui dependéncia sensivel as condi¢bes iniciais. Assim, determinar teoricamente sua
evolucao temporal é essencial nao apenas para explicar o comportamento de sistemas
existentes, mas também para prever possiveis falhas. Esse tipo de analise é particularmente
importante em diferentes areas, como na engenharia, meteorologia e até na economia, onde

o comportamento dinamico dos sistemas pode impactar diretamente fenémenos praticos.

A complexidade no espago dos parametros do mapa logistico também é um tema
interessante em teoria do caos e sistemas dinamicos. Pequenas varia¢oes nesses parametros
podem alterar drasticamente o comportamento de um sistema, levando-o de uma evolugao
previsivel para um estado cadtico, levantando questoes relevantes sobre a estabilidade e o
controle de sistemas reais. Entre elas estao: o desenvolvimento de estratégias para evitar
estados cadticos indesejados, a delimitacao das condigoes que asseguram a estabilidade, e a
modelagem de sistemas reais a partir de dindmicas descritas pelo mapa. Além da, transicao
entre caos e ordem, bem como a imprevisibilidade inerente desses sistemas, demandam o
aprimoramento de ferramentas analiticas e computacionais para aprofundar a compreensao

de fendmenos aplicaveis.

Para atingir esses objetivos, é necessario um entendimento profundo de algumas
variaveis e das regras que governam as mudancas em sistemas dinamicos. Neste contexto,
utilizamos o mapa logistico, um modelo classico [2] unidimensional usado para representar
sistemas dindmicos discretos. O mapa logistico é constituido por um espaco de fases,
caracterizado pelo conjunto de todos os estados acessiveis do sistema. A evolucao do
sistema, partindo de um estado inicial e percorrendo diferentes pontos deste espaco de fases,
forma o que é denominado de érbita que € ilustrado na Fig. 1. Neste trabalho, exploraremos
a complexidade dentro do espago dos parametros do mapa logistico, detalhando como

variacoes nesses parametros podem influenciar o comportamento dindmico do sistema.

Figura 1 — Evolugao de um sistema dindmico discreto cujo estado muda durante os ins-
tantes xg, T1, To, ..., Tn.
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Apés o artigo seminal de Arnold [3], que discutiu a organizagao das linguas de
Arnold imersas em dominios de quasiperiodicidade, o interesse e a compreensao das janelas
de periodicidade cercadas por regides cadticas em planos de parametros aumentaram
significativamente. Isso impulsionou o entendimento da configuracao de uma série de

diferentes conjuntos de periodicidade.

A complexa estrutura de conjuntos continuos de periodicidade no espaco de
parametros é bem descrita pela teoria da bifurcagdo [4]. No entanto, essa teoria falha
em explicar o cenario coletivo, pois existem sequéncias infinitas de estruturas complexas
espalhadas pelo espaco de parametros, conhecidas como cascatas de periodicidade ou,
simplesmente, cascatas [1], que representam a repeticao de padroes periédicos a medida
que o sistema se aproxima de uma transi¢ao para o caos, indicando a forma como as
regioes periodicas se organizam em um sistema dinamico, cercadas por regides caoticas,
ao longo das curvas extremas, que agem como guias para essas organizagoes. Em regices
de quasiperiodicidade, onde o sistema ¢é invertivel, a organizacao dessas cascatas pode
ser compreendida pela teoria dos ntimeros [1]. Contudo, ha poucas explicagdes sobre a
organizagao de dominios de periodicidade em regides caodticas. Enquanto discussoes sobre
cascatas de adicao de periodo podem ser encontradas em [5], Lorenz, em seu tltimo artigo
[6], discutiu uma organizagao local dessas estruturas no mapa de Hénon. No entanto, a
organizacao das regioes peridédicas varia significativamente de um sistema dindmico para
outro, tornando a compreensao dessa organizacao no espago de parametros um problema

em aberto.

Recentemente, um estudo sobre érbitas extremas, trajetérias que conectam
diferentes pontos maximos ou minimos em mapas multimodais unidimensionais, mostrou
como esse conceito permite a determinagao de curvas no plano dos parametros, chamadas
de curvas extremas, ao longo das quais as cascatas de periodicidade estao alinhadas [7]. As
orbitas extremas estao intimamente relacionadas com as orbitas de altissima estabilidade
na estrutura de periodicidade, conhecidas como 6rbitas superestaveis, cujos parametros

formam o esqueleto dessa estrutura.

O principal objetivo deste trabalho é descrever a complexidade da organizacao
das estruturas de periodicidade no espaco dos parametros, especialmente no contexto do
mapa logistico periodicamente perturbado. Analisamos analitica e numericamente o espaco
dos parametros obtido a partir desse mapa, que é essencial devido aos seus padroes de
bifurcagdes similares quando o pardmetro de controle é variado [1]. O mapa logistico é

descrito pela equagao:

Tpr1 = T, R(1 — x,,) (1.1)

onde a variavel dindmica no tempo n é x,, e R é o parametro de controle que irda obedecer

a uma sequéncia de valores pré-definidas A e B, no plano dos pardmetros B x A, essa
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sequéncia correspondera a pertubagao inserida no sistema. Ademais, este trabalho investiga
o conceito de orbitas e curvas extremas no contexto do mapa logistico, demonstrando como
essas curvas revelam a organizagao das estruturas peridodicas no espago dos parametros
[8]. A complexidade do mapa torna-se evidente a medida que o pardmetro de controle é

variado, contribuindo para a compreensao da distribuicao dos conjuntos de periodicidade.

1.1 ORGANIZACAO DO TRABALHO

O método de pesquisa inicialmente implementado consistiu em estudos dirigi-
dos individuais e encontros semanais com o orientador. Durante esses encontros, foram
abordados tépicos tedricos sobre sistemas dindmicos, érbitas, analise grafica, pontos fixos
e perioddicos, bifurcagoes, o mapa logistico e a transicdo para o caos. Além disso, foram
realizadas andlises de estabilidade do mapa da Eq. (1.1), complementadas por simulagoes
numéricas e construcao de diagramas de bifurcacdo. Também conduzimos um estudo
analitico e numérico do mapa descrito pela Eq. (1.1), seguido pelo desenvolvimento de
algoritmos numeéricos para o calculo do expoente de Lyapunov no espaco dos parametros.
Por fim, investigamos numericamente a estabilidade das érbitas superestaveis e das curvas

extremas nos espacos de fase e de parametros.

Com base nisso, nos préoximos capitulos discutiremos algumas propriedades do
mapa logistico tais como ponto fixo, bifurcacoes, andlise de estabilidade e a caracterizacao

do conceito de caos e regularidade do sistema por meio do calculo do expoente de Lyapunov.
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2 DEFINICAO DE CAOS

Algumas defini¢oes de caos o relacionam a existéncia de um conjunto nao nume-
ravel de infinitas érbitas periédicas instaveis, a divergéncia exponencial de orbitas vizinhas
e & presenga de um atrator com estrutura fractal [1,3]. O caos em sistemas dindmicos
exemplifica a imprevisibilidade dentro um intervalo de pardmetros [9], demonstrando que
mesmo sistemas simples podem gerar comportamentos altamente complexos e nao lineares.
Em outras palavras, o caos manifesta-se por meio de propriedades como bifurcagoes,

atratores estranhos e dimensoes fractais [4,10].

2.1 SENSIBILIDADE AS CONDICOES INICIAIS

A sensibilidade as condigoes iniciais refere-se ao comportamento em que peque-
nas variagoes nas condicoes iniciais levam a resultados drasticamente diferentes ao longo do
tempo [1], tornando o sistema imprevisivel em longo prazo, mesmo que ele seja governado
por leis deterministicas. Essa imprevisibilidade surge de uma complexa interacao de nao

linearidades, bifurcagoes e da estrutura intrinseca do espago de fases do sistema [8].

No Cap. 4.3 veremos sobre o exponente de Lyapunov que é uma ferramenta fun-
damental para quantificar essa sensibilidade, medindo a taxa de divergéncia das trajetérias.
Em sistemas caoticos, pelo menos um dos expoentes de Lyapunov é positivo, indicando
que as distancias entre trajetorias inicialmente proximas aumentam exponencialmente com
o tempo. Esse comportamento de afastamento rapido é um indicador-chave do caos e da

imprevisibilidade em sistemas dinamicos.

2.2 BIFURCACOES

As bifurcac¢oes sao mudancas qualitativas no comportamento de um sistema
dindmico [1] que ocorrem a medida que um ou mais parametros do sistema sao alterados.
Existem diversos tipos de bifurcagoes, como as bifurcacoes de duplicacao de periodo, onde
uma 6rbita periddica se torna cadtica a medida que os ciclos duplicam, e as bifurcagoes

tangentes, em que em geral leva o sistema passa de um estado ordenado para um cadtico.

Os diagramas de bifurcacao sao ferramentas graficas essenciais para visualizar
como o comportamento do sistema muda conforme um parametro varia. Eles sao valiosos
para representar a complexidade da dinamica em sistemas nao lineares e para prever a

transicao entre comportamentos peridédicos e cadticos.
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2.3 ATRATORES

Em sistemas dindmicos cadticos, os atratores desempenham um papel central.
Um atrator é o conjunto de estados aos quais o sistema tende a convergir ao longo do
tempo, e ele pode ter diferentes formas: pontos fixos, ciclos limites e atratores estranhos
(ou cadticos). Um atrator estranho é caracteristico de sistemas cadticos e possui uma

estrutura complexa, nao peridédica, que exibe sensibilidade as condigdes iniciais.

Atratores estranhos sdo conhecidos por terem uma dimensao fractal [1], o
que significa que eles exibem uma estrutura detalhada em miltiplas escalas. Em vez de
preencherem completamente o espago de fases, os atratores estranhos ocupam uma "regiao
compacta'do espaco, com propriedades de autossimilaridade, onde padroes semelhantes se
repetem em diferentes escalas. Esse tipo de estrutura contribui para a natureza imprevisivel
do sistema, mesmo sendo determinado por leis matematicas. Exemplos classicos incluem o
atrator de Lorenz, associado a conveccao atmosférica, e o atrator de Rossler, que modela
sistemas dinamicos simplificados, além de sistemas discretos como o atrator de Hénon e
atratores em circuitos eletronicos, como o de Chua. Esse tipo de estrutura contribui para

a natureza imprevisivel do sistema, mesmo sendo determinado por leis matematicas.

2.4 FRACTAIS E DIMENSAO FRACTAL

Os fractais sao estruturas geométricas complexas que tém uma dimensao
fraciondria, conhecida como dimensao fractal, que é maior que sua dimensao topolégica e
representa o grau de complexidade do sistema. Em sistemas dindmicos cadticos, os fractais
surgem naturalmente nas representac¢oes dos atratores estranhos, onde a dimensao fractal

fornece uma medida quantitativa da complexidade.

A dimensao fractal revela como as trajetérias de um sistema cadtico se "enre-
dam"ao longo do tempo, ocupando uma fracao nao inteira do espaco de fases e tornando a
estrutura dos atratores complexa e altamente organizada. Isso pode ser visto em diagramas
de bifurcacao e em representacoes graficas dos atratores estranhos, onde a estrutura fractal
¢é evidente. Fractais sdo fundamentais para descrever a geometria do caos, demonstrando
que, mesmo em sistemas nao lineares aparentemente desordenados, existe uma forma de

organizacao subjacente.

Dessa forma, os conceitos de bifurcagoes, atratores e fractais permitem uma
compreensao mais profunda da natureza do caos em sistemas dinamicos, ilustrando como

a ordem e a imprevisibilidade coexistem em sistemas governados por regras matematicas.
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3 MAPA LOGISTICO

3.1 CONTEXTO HISTORICO DO MAPA LOGISTICO

O mapa logistico tem suas raizes na ecologia e na teoria do caos, sendo am-
plamente utilizado para modelar o crescimento populacional de espécies. Inicialmente
proposto por Thomas Robert Malthus, em 1798. O matematico elaborou um modelo,
conhecido como modelo Malthusiano, no qual sustentava que a populacao cresceria a tal
ponto que seria inviavel produzir alimentos suficientes para sustentar toda a populacao
do planeta. Esse modelo é caracterizado por sua natureza nao linear, onde o tamanho
total da populagdo depende exclusivamente das taxas de natalidade (A), das taxas de
mortalidade (B) e do niimero de individuos (N) [8]. A equagao matemética que descreve

esse modelo é expressa como:

‘{2] —(A-B)N (3.1)

Em 1845, foi apresentada uma nova proposta de modelo nao linear, no qual a
mortalidade é proporcional ao quadrado do niimero de individuos. Essa abordagem foi
desenvolvida pelo matematico belga Pierre Frangois Verhulst. A equagao diferencial que

representa esse modelo pode ser expressa da seguinte forma:

dN

J& por volta de 1976, o ecologo britanico Robert McCredie May reformulou
esse modelo descrevendo-a como uma equacao de diferengas de primeira ordem, apropriada
para populagoes com geragoes sucessivas nao sobrepostas. Esse modelo discreto é derivado
da versao continua e permite uma analise mais detalhada das variagoes populacionais
ao longo do tempo. O mapeamento proposto por Robert May descreve o crescimento de
uma determinada espécie, levando em conta que diversas condi¢oes podem impactar esse
crescimento. O estudo sugere que, a medida que uma populagao aumenta, seus recursos
alimentares podem se esgotar, resultando na morte de alguns individuos, o que, por sua

vez, limita o crescimento populacional da espécie [11].

O modelo de equacao de diferencas resultante é dado por

Tpi1 = Rr, (1 —x,) (3.3)

Essa equacao corresponde ao modelo do mapa logistico, que é um modelo

discreto nao linear. Essa equacao estabelece que a variavel x,,,, ¢ determinada a partir do
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valor de z,, e sua evolucao é influenciada pelo parametro de controle R. O valor méximo
que x, pode atingir é 1, a medida que z,, se aproxima desse limite, z,,; tende a se tornar
muito pequeno. Por outro lado, quando x,, se aproxima de 0, x,,.1 torna-se proporcional

ao parametro R.

Este mapa é amplamente estudado devido a sua complexidade e a rica variedade
de comportamentos dindmicos que exibe [1, 9, 12, 13]. A evolu¢do do mapa dependera
do valor que o parametro de controle R irda assumir. Podendo o sistema convergir para
um unico ponto fixo ou uma bifurcagao de dobramento de periodo, possibilitando que
o sistema comece a exibir comportamento periédico. A medida que R aumenta, ocorre
uma sequéncia de bifurcagoes de periodo, resultando em comportamentos peridédicos de

periodos cada vez maiores, até que o sistema se torne cadtico.

A partir da Eq. (3.3), obtivemos a Fig. 2, que nos mostra graficamente o
mapa logistico. A funcdo consiste em uma parabola, com concavidade voltada para baixo,

caracterizada por seu maximo localizado em z,, = 3

Xn+l
\
//

Xn

Figura 2 — Funcao que define o mapa logistico.
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3.2 PONTOS FIXOS

Um sistema dinamico que descreve um fenémeno fisico real depende de um ou
mais valores do parametro R. Como consequéncia, o comportamento dinamico do sistema
pode mudar significativamente & medida que o valor desses parametros é alterado [11]. A
dindmica de um sistema normalmente tende a se estabilizar em um ponto especifico ou a
divergir dele apds varias iteragdes [9, 14]. Esses pontos sao conhecidos como pontos fizos de
um sistema dinamico discreto. Nossa analise comega explorando a convergéncia para esses
pontos fixos durante as bifurcagoes, assim como o comportamento nas regioes ao redor
desses pontos que sao cruciais para entender como pequenas variagdes no parametro de
controle podem causar mudangas drasticas no comportamento do sistema. Para encontrar
os pontos fixos ¥ | é necessério resolver a seguinte equagao:

Considerando o mapa Logistico

Tpi1 = f(Tn, R) = 2, R(1 — z,,) (3.4)
¥ = f(a¥) (3.5)
Os pontos fixos sdo representados por duas solugoes:
x7 =0 (3.6)
—1- 2 (3.7)
2 R .

Para analisar a estabilidade do proximo ponto fixo é feito um processo seme-
lhante ao anterior. Além disso, para R = 1, o mapa logistico apresenta uma bifurcacao
transcritica (quando dois pontos de equilibrio de um sistema dindmico trocam suas estabi-
lidades & medida que um pardmetro do sistema é alterado). Fazendo a mesma anélise para

a segunda iterada do mapa de periodo 2, temos:
Tpyo = Rr,i1 (1 — x041), (3.8)
Expandindo a expressao, temos:
Tpio = R, (1 —x,) — R[Rx,(1 — xn)]2 ) (3.9)
Aplicando a defini¢ao de ponto fixo na Equagao (3.9), obtemos:
r = R*r — R*2* — R*2* + 2R%® — Rz* (3.10)

1
Resolvendo a Equagao (3.10), encontramos as seguintes raizes: © = 0, z = 1 — = as duas

novas raizes resultam em:

R+1£+/(R+3)(R+1)
z = o7 . (3.11)
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Teoricamente, nao é pratico analisar a estabilidade de novos pontos fixos desta
mesma maneira devido a complexidade envolvida, ja que a analise faz-se muito trabalhosa
e, por vezes, impossivel. Assim, é mais vantajoso realizar um estudo numérico a partir

desse ponto, especialmente para as préximas iteradas do mapa.

Com base nisso, dada uma condigao inicial, torna-se possivel estudar a estabili-
dade dos pontos fixos analisando se as iteragoes sucessivas se aproximam ou se afastam do
ponto fixo. Isso é feito observando o comportamento das sucessivas iteragoes a partir de um
ponto inicial x,, préximo a x*. Dessa forma, é possivel classificar * como assintoticamente
estdvel ou instdvel [1]. A classificagdo dependera da sequéncia de pontos x,.1, Tyi2,... Se
essa sequéncia convergir para x*, o ponto fixo serd considerado assintoticamente estdvel e,

caso a sequéncia divergir, o ponto fixo sera classificado como instdvel.

Como os valores de R determinam a estabilidade dos pontos de equilibrio
[13, 14], os pontos de equilibrio sdo encontrados resolvendo (3.4). As figuras a seguir sao
compostas pela curva constituida pelo mapa logistico em conjunto reta identidade que
serve como uma representagao visual da equacao de iteragdo do mapa para a qual, dado o

valor x,,1 é calculado a partir do seu valor z,,.

« Ponto fixo Assintoticamente Estdavel: O ponto de equilibrio se torna assintoticamente

estavel quando R < 3

A Fig. 3 mostra que para valores do pardmetro de controle como R = 1,75, o sistema
converge para um ponto fixo. Isso ilustra o comportamento estavel que o mapa
logistico pode exibir em determinadas condig¢oes, antes de ocorrerem bifurcagoes que

levarao a estados mais complexos.
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0.8+ -

0.6 —

Figura 3 — Mapa logistico: ponto fixo para R = 1, 75.

« Ponto Fixo Estavel: Um ponto de equilibrio é estavel quando 3 < R < 3,57. Nesse
intervalo, o sistema pode apresentar comportamento cadtico em certos casos, mas

ainda assim tera pontos de equilibrio que sao estaveis.
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Y

0.8+ ]

0.6 -

02+ -

Figura 4 — Mapa logistico: ciclo limite atrativo de periodo 2 para R = 3,27.

o Ponto Fixo Instavel: Quando R > 3,57, o ponto de equilibrio se torna instavel.
Em R = 4, o sistema é completamente cadtico, e os pontos de equilibrio perdem a
estabilidade.
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Figura 6 — Mapa logistico: comportamento cadtico para R = 3,90
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3.2.1 Tipos de Bifurcagcdo no Mapa Logistico

No contexto do mapa logistico, ocorrem principalmente dois tipos de bifurcagoes:
bifurcacao transcritica e bifurcacao de duplicacao de periodo, cada uma com caracteristicas

distintas no comportamento dindmico do sistema [8,9].

3.2.1.1 Bifurcacao Transcritica

A bifurcagao transcritica ocorre no mapa logistico quando o parametro de
controle R atinge o valor 1. Neste ponto, ha uma mudanca de estabilidade nos pontos fixos:
o ponto fixo x = 0, que é estavel para R € (0, 1), torna-se instével para R > 1, enquanto
o ponto fixo x = 1 — In que era instével e se torna estavel para R € (1,3). A transigao
neste tipo de bifurcacio é caracterizada pela troca de estabilidade entre esses pontos fixos,
resultando em uma mudanga qualitativa no comportamento do sistema [10,11]. Esse tipo
de bifurcacao é relativamente simples e nao envolve oscilagoes, apenas uma alteragao no

ponto de equilibrio.

3.2.1.2 Bifurcacao de Duplicagdo de Periodo

Conforme R assume um valor maior que 3, o sistema passa por uma série de
bifurcagoes de duplicacao de periodo. O processo de rota de duplicagdo de periodo para o
caos ocorre em pontos especificos onde o sistema alterna entre novos comportamentos de
oscilagdo. Para valores de R,, entre aproximadamente 3 e 3,57 o sistema dobra o nimero
de pontos em sua érbita estavel. Ou seja, o sistema oscila inicialmente entre dois valores,

depois quatro, oito, e assim por diante, dobrando o niimero de valores em cada etapa [7].

Essas duplicacoes de periodo continuam até que o sistema entre em um regime
cadtico para valores de R proximos a 3,57. Esse comportamento é caracterizado pela
sensibilidade extrema a pequenas variagoes nas condigoes iniciais, onde o sistema se torna
imprevisivel e cadtico. A sequéncia de duplicagdoes de periodo ocorre em intervalos de R
que diminuem de forma geométrica, tendendo para a constante de Feigenbaum, d ~ 4, 669.
Esse fendmeno é uma caracteristica universal de sistemas dinamicos que transitam para o

caos através da duplicacdo de periodos [7].

3.2.1.3 Janelas de Periodicidade e Bifurcagoes Intermitentes

Mesmo na regiao cadtica, o mapa logistico exibe janelas de periodicidade onde o
sistema retorna temporariamente a um comportamento peridédico para valores especificos de
R. Nessas janelas, ocorrem bifurcagdes intermitentes que restauram temporariamente um
comportamento ordenado antes de retornar ao caos a medida que R continua aumentando
[12]. Esse fenomeno exemplifica a complexidade e a estrutura fractal do sistema, onde

diferentes regides de R contém sub-regides periddicas imersas no caos [7].
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A andlise dessas bifurcagoes fornece uma compreensao mais profunda da tran-
sicdo para o caos no mapa logistico e destaca a importancia da constante de Feigenbaum e
do conceito de rota de duplicacao de periodo como preditores de comportamento cadtico
em sistemas dindmicos nao lineares. Essas transi¢oes sdo observaveis no diagrama de
bifurcacao nas Figs. 7 e 8, que visualiza a progressao de estados estéveis para cadticos

conforme R é alterado.

3.3 ANALISE DE BIFURCACAO NO MAPA LOGISTICO

O termo bifurcacao refere-se a uma mudanca qualitativa no comportamento
de um sistema dindmico quando um ou mais pardmetros sao alterados [1,4,10]. Para
conjuntos especificos desses parametros, o sistema pode experimentar uma transicao em
sua dinamica, resultando em novas estruturas de solu¢do ou comportamento. Esses valores

criticos de pardmetro sao conhecidos como bifurcagoes [15,16].

Em sistemas nao-lineares, conforme um parametro é ajustado, o sistema pode
transitar de um estado de equilibrio estavel para um comportamento oscilatério ou de
uma solugao periédica para um comportamento periédico ou cadtico [5]. Essa transi¢ao

brusca em resposta a pequenas variagoes de pardmetro caracteriza uma bifurcacao [7].

O estudo das bifurcagoes é amplamente aplicado em modelos matematicos,
especialmente na analise de sistemas como o mapa logistico, onde pequenas alteragoes no
parametro de crescimento podem gerar transi¢oes entre dinamicas periddicas e cadticas
[8,1]. Um exemplo paradigmatico é a rota para o caos via sequéncia de bifurcagoes de

dobramento de periodo, o conhecido cenario de Feigenbaum.

Numero de duplicagao de periodo R, R,—R, 1 | 0= B = oy
Rn-i—l - Rn
2 3 — —
4 3,449499... | 0,449499... —
8 3,544090... | 0,094591... 4,752027...
16 3,564407... | 0,020313... 4,656673...
32 3,568759... | 0,00093219... 4,6675009...
0 3,569692... | 0,00019964... 4,669354...

Tabela 1 — Valores criticos para bifurcacoes de duplicacdo de periodo 2, 8, 16, 32,...,
ocorrem a medida que R aumenta [9,15].
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Figura 7 — Diagrama de Bifurcacao do Mapa Logistico.
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Figura 8 — Diagrama de Bifurca¢ao ampliado do Mapa Logistico.
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Na Tabela 1, R, é o valor do pardmetro de controle do mapa logistico da
enésima bifurcacdo de dobramento de periodo [19]. A primeira bifurcagdo ocorre para
R = 3, a segunda para R = 3,4494999. .., e assim por diante. A sequéncia R, parece
convergir para Ry, um valor limite a medida que n aumenta, segundo a lei de escala

0. Essa lei descreve o comportamento das bifurcagdes sucessivas, em que o quociente

Rn - Rn—l

Rn+1 - Rn
aproximadamente igual a 4,669354. .. .

tende a uma constante universal conhecida como niimero de Feigenbaum,

O delta de Feigenbaum é uma constante que descreve a relacao entre os intervalos
de bifurcacao em sistemas dinamicos cadticos, particularmente no contexto da dinamica
do mapa logistico [7]. Essa constante aparece ao se observar as sucessivas bifurcagoes que
ocorrem quando o parametro de um sistema dinamico é alterado, conduzindo o sistema
de um comportamento peridédico para um estado cadtico. A propriedade fundamental do
delta de Feigenbaum ¢é que ele é universal, ou seja, aparece em uma variedade de sistemas
dindmicos que exibem bifurcacoes, independentemente da forma exata do sistema, desde

que o comportamento cadtico seja gerado por bifurcagoes periddicas.

Feigenbaum demonstrou que, a medida que o sistema se aproxima da bifurcacao
para o caos, a razao entre as distancias sucessivas entre os pontos de duplicacao de
periodo tende ao valor do delta, um fenoémeno que foi observado em varias fungoes
matematicas, como o mapa logistico e 0 mapeamento de uma equacao de diferenca nao
linear. Este comportamento dinamico, descrito pela constante de Feigenbaum, é crucial
para a compreensao de como sistemas aparentemente simples podem exibir complexidade
e comportamento cadtico [7,20]. A descoberta de Feigenbaum nos anos 1970 se tornou um
dos pilares da teoria do caos, com implicagoes significativas em areas como fisica, biologia

e economia, onde sistemas dindmicos sao frequentemente modelados.
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4 MAPA LOGISTICO PERIODICAMENTE PERTURBADO

O mapa logistico periodicamente perturbado é uma extensao do modelo logistico
classico, que introduz uma variacao peridédica no parametro de controle R. Enquanto o

mapa logistico classico é descrito pela equacao:

Tpi1 = R, (1 —x,), (4.1)

onde x,, representa a variavel dindmica e R é o parametro de controle, no caso
do mapa periodicamente perturbado, o pardmetro R alterna periodicamente entre dois
valores distintos, A e B. Essa alternancia é definida de acordo com a paridade de n, de

forma que:

B, sen é par,
R, = (4.2)
A, sen éimpar.

Assim, a equagao do mapa logistico periodicamente perturbado pode ser ex-

pressa comao:

Bx,(1 —x,), sen épar,
Az, (1 —z,), sen éimpar.

A introducao da perturbacao periédica no parametro de controle modifica a
dindmica do sistema, alterando o comportamento das érbitas e a organizacao das estruturas
periddicas e cadticas no espago dos parametros. Esse tipo de perturbagao pode gerar novas
orbitas periddicas e modificar as regides de estabilidade do sistema, revelando padroes

mais complexos do que os observados no mapa logistico classico.

4.1 ESPACO DE PARAMETROS

O espago de parametros em sistemas dindmicos representa a configuragao
dos valores que controlam o comportamento do sistema, determinando se ele exibira
dindmica periddica, cadtica ou outras formas de comportamento. No contexto de sistemas
como o mapa logistico, o espago de parametros é essencial para entender como pequenas
variagoes em um ou mais parametros podem levar a transi¢coes abruptas de estabilidade,
como bifurcagdes e caminhos para o caos. Esse espaco é organizado de forma complexa e
frequentemente apresenta uma estrutura fractal, com regides de estabilidade (isoperiédicas)

rodeadas por zonas caodticas. Essas regioes isoperiodicas correspondem a valores especificos
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dos parametros onde o sistema mantém uma periodicidade constante, enquanto as fronteiras
entre elas refletem mudancas drasticas no comportamento, onde ocorrem bifurcagoes.
Analisar o espaco de pardmetros permite prever a estabilidade do sistema em diferentes
condi¢oes, sendo fundamental para o controle de sistemas dindmicos em areas onde a

manutencao de uma certa estabilidade é crucial.

4.2 ANALISE DE ISOPERIODICIDADE

A andlise de isoperiodicidade do mapa logistico explora o comportamento
dos pontos de orbitas peridédicas com o mesmo periodo, ou seja, regioes do espaco dos
parametros onde o sistema exibe uma periodicidade constante. No mapa logistico, o
estudo de isoperiodicidade permite identificar faixas de valores de parametro onde o

comportamento do sistema é estavel e previsivel, contrastando com as regioes cadticas.

A andlise dos diagramas das Figs. 9, 10, 11 e 12 mostram o comportamento de
periodicidade no espago dos parametros de um sistema dinamico, a partir do mapa logistico
periodicamente perturbado, i.e., a cada iteragao do mapa, o parametro R assume uma
sequéncia de valores A e B que se repete periodicamente durante a evolugao do sistema.
Esses diagramas, também conhecidos como diagramas de isoperiodicidade, indicam onde
ocorrem Orbitas de diferentes periodos para determinados valores dos pardmetros. As
regioes coloridas representam janelas periddicas, enquanto as areas escuras representam

comportamentos mais complexos, podendo ser incluidos comportamentos cadticas.

Na Fig. 9, o espaco dos pardmetros A e B é explorado onde R assume os valores
alternadamente BABA. Observa-se uma grande regido de baixa periodicidade (cores frias,
como azul claro), intercalada por regides menores de periodos mais altos (cores quentes,
como vermelho e rosa). O formato das estruturas lembra ramificagbes que emergem do
centro da figura, o que é caracteristico de sistemas com transi¢oes de periodo para caos.

Essa configuragao indica como a variagao de R afeta a estabilidade do sistema.
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2.3
2.3 B

Figura 9 — Diagrama de isoperiodicidade: mapa logistico periodicamente perturbado R =
BABA.

Na Fig. 10, o espago dos parametros A e B é novamente examinado, mas
em uma regiao bastante pequena e detalhada, focando nas interagdes entre as regides
de comportamento periddico (regides coloridas) e zonas cadticas (dreas escuras). As
estruturas aparentes lembram os chamados shrimps de estabilidade cercados por cadticos,
mostrando como pequenas variagoes em A e B podem levar o sistema a diferentes estados

de periodicidade.
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Figura 10 — Diagrama de isoperiodicidade: mapa logistico periodicamente perturbado
ampliado R = BABA.

Na Fig. 11, as cores indicam diferentes periodos, conforme a legenda a direita.
Nela, R assume a sequéncia periédica BBABABA. Observa-se uma estrutura rica e fractal
com regioes de alta periodicidade (éreas coloridas) entremeadas por regides cadticas (4reas
escuras). A complexidade desse padrao sugere a existéncia de multiplas bifurcagoes, onde
pequenas variagoes nos parametros A e B resultam em mudangas abruptas no periodo das

Orbitas.
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3.212
2.759 B

Figura 11 — Diagrama de isoperiodicidade: mapa logistico periodicamente perturbado
R = BBABABA.

A Fig. 12 também representa o espaco dos parametros, mas em uma faixa mais
restrita, o que permite visualizar detalhes adicionais nas regioes isoperiddicas. Aqui, as
janelas de periodicidade sdo mais bem definidas, com areas largas de estabilidade que se
alternam com linhas e faixas finas de caos, sugerindo uma sequéncia de bifurcagoes de

periodos sucessivos.
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Figura 12 — Diagrama de isoperiodicidade: mapa logistico periodicamente perturbado
ampliado R = BBABABA.
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Esses diagramas de isoperiodicidade revelam a organizacao fractal do espago dos
parametros de sistemas dindmicos complexos. Cada figura destaca como certos pardametros
influenciam a estabilidade e a transicao entre comportamentos periédicos e cadticos, o que
é crucial para entender as dinamicas do mapa logistico e outros sistemas nao-lineares. A
analise de diagramas como esses ajuda a identificar regioes de estabilidade para aplicagoes
praticas, como controle de sistemas cadticos, além de fornecer uma estrutura visual rica e

intrincada das bifurcagoes e da organizacao dos periodos.

4.3 EXPOENTE DE LYAPUNOV

O expoente de Lyapunov é uma ferramenta utilizada para medir a taxa de
crescimento ou decaimento das diferencas entre trajetérias préximas em um sistema
dindmico [12,14,21], possibilitando a determinagao de caos nos sistemas dindmicos [14].
Em termos simples, ele nos descreve o quao sensivel um sistema é as condig¢oes iniciais
(o). Quando pequenos desvios nas condigoes iniciais crescem exponencialmente ao longo
do tempo, o sistema exibe comportamento cadtico. O expoente de Lyapunov é o niimero

que quantifica essa taxa de crescimento.

Para obter o expoente de Lyapunov,consideramos o esquema abaixo, com uma
condic¢ao inicial xy e outra a uma distancia di muito préxima de zy. A medida que o tempo
evolui essa trajetoria se deforma, fazendo com que di tenha variado exponencialmente no

tempo. Para o mapeamento unidimensional devemos considerar o seguinte esquema:

df
di

Figura 13 — Trajetoria percorrida por xy no espaco.

de maneira que a relacao entre di e o valor correspondente no instante ¢, dado
por df corresponde a:

df = die (4.4)
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Ao isolar A, temos:

1. |df
A=—-In|—]|. 4.5
| di (4:5)
Como desejamos que di seja o menor possivel,
. df
A= 1}1@0 n In A (4.6)
expandindo (4.6):
1 n d.| — {7
L di—>0 di
Com isso, a definicao do expoente de Lyapunov é dada pela média dessa medida no tempo,
assim: .
I E ny/
A= tlirg t In |<f ) (xn>| ) (48)
Expandindo a equagao (4.4)
(") (@n) = [F(f(fe f (o) )] (4.9)
(f") (zn) = f'(@o) f/(x1) f (@) ... f (wn-1) (4.10)

onde f é a funcao que define o mapa. Logo, A pode ser calculado a partir da seguinte

equacao:

A= iil?ﬂf’(m)\ (4.11)

A Eq.(4.7) define o expoente de Lyapunov caracteristico para mapeamentos
unidimensionais. Ao analisar os sinais, podemos concluir que a divergéncia exponencial
¢é caracterizada por um expoente de Lyapunov positivo A > 0, enquanto a convergéncia
estd associada a um expoente negativo A < 0. Um caso especial é o de A = 0, que indica a

presenca de um ponto de bifurcagao.

A imagem a seguir ilustra como o In |f'(z)| da Eq. (4.7) ¢é calculado ao longo
de uma trajetoria. A partir de uma sequéncia de pontos xg, x1, T2, X3, T4,...,Tp_1, €M UM
dindmico, o expoente de Lyapunov mede a taxa média de divergéncia entre duas trajetorias

infinitesimalmente proximas em um sistema dindmico, sendo um indicador de caos.

In|f'(xo)]| In|f'(xs)| In[f'(x2)]| In|f'(xs)| In|f'(Xn1)|
m N e )
N\ 4 / / /

Xo X1 Xz X Xa X1

Figura 14 — Diagrama representando o cdlculo do expoente de Lyapunov, onde In |f(x;)|
indica a contribuicao local da derivada da funcao f em cada ponto x; para
medir a evolugao da distancia entre duas trajetorias préoximas.
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A funcao f(x;) descreve a dindmica do sistema e sua derivada f’(z;) em cada
ponto x; quantifica como pequenas perturbagoes se ampliam ou se reduzem localmente.
O termo In |f’(z;)| corresponde & contribuigao local de x; para o cdlculo do expoente de
Lyapunov, que mede a sensibilidade as condigdes iniciais. Se |f'(x;)| > 1, as trajetérias
proximas divergem, enquanto |f'(z;)| < 1 indica convergéncia. O expoente de Lyapunov

total é calculado pela média dessas contribui¢oes ao longo de varias iteragoes, representada
n—1

pelo somatério Z In | f'(x;)], dividido pelo nimero de iteragoes n. O valor final do expoente
i=0
de Lyapunov, A, é obtido no limite n — o0, indicando se o sistema é cadtico (A > 0)

periddico (A < 0), ou se estd sofrendo uma bifurcacao (A = 0). Vale ressaltar que um
comportamento quase-periédico também apresenta A = 0. No entanto, tal estado nao se

manifesta no mapa logistico.

4.3.1 Analise do Expoente de Lyapunov

Para que o expoente de Lyapunov meca a divergéncia exponencial dos atratores

é necessario derivar o mapa logistico periodicamente perturbado com a sequéncia BA, a

partir da equacao (3.4). Consideramos R = B, se n é par e R = A, se n é impar. Logo,
para n par, temos:

Tpi1 = T, B(1 — x,) (4.12)

Para n impar.
Tpto = T, AL — ) (4.13)

Substituindo (4.8) e (4.9) em (3.4).
f(z) = A[Bx,(1 — x,)][1 — Bx,(1 — z,)] (4.14)

A partir da equacao (4.10) temos a representacao do mapa logistico periodicamente

perturbado. Derivando essa expressao, temos:
f(z) = A{[B(1 — 22,)][1 — Bxn(1 — x,)] + [Bz,(1 — 2,)(B + 22,)]} (4.15)

Resultando em:
f'(x) = AB(1 — 2x,)[1 — 2B, (1 + 22)] (4.16)

Por fim, substituindo a equagao (4.12) em (4.7) obtemos o expoente de Lyapunov para o

mapa logistico periodicamente perturbado:

1 n
A ==Y In[AB(1 - 2,)[1 — 2Bz, (1 + 23)]| (4.17)
[y

A partir desses resultados, obtivemos as Figs. 15, 16, 17 e 18, denominadas
Diagramas de Lyapunov, nas quais foram utilizadas uma sequéncia de valores A e B

pré-definidos para inserir perturbagoes no espago de parametros do sistema.



1 B 4

Figura 15 — Diagrama de Lyapunov na sequéncia R = BABA.
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3.808 B 3.867

Figura 16 — Diagrama de Lyapunov ampliado na sequéncia R = BABA.

5

As Figuras analisam as dindmicas de um sistema em funcao de dois parametros,
representados nos eixos rotulados como A e B, ambos variando entre 1 e 4 representando
o parametros do sistema dindmico. As cores nas figuras indicam os valores do expoente de

Lyapunov em diferentes regides do espago de parametros, fornecendo informagoes sobre a
estabilidade do sistema.

Tal que, a barra de cores indica o valor de A\ identificando estabilidade ou
periodicidade, se A < 0, e indica comportamentos caodticos, se A > 0. As Figuras também
apresentam padroes de bifurcacoes, que mostram as transigoes entre regimes dinamicos

estaveis e cadticos conforme os pardmetros sao ajustados.
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3.212 - " ‘
2.759 B 3.744

Figura 17 — Diagrama de Lyapunov na sequéncia R = BBABABA.

Para as Figs. 15 e 16 foram empregados valores para sequéncia de perturbacgao de
R = BABA. Na Fig. 15 é possivel visualizar a distribuicao dos conjuntos de periodicidade.
Algumas dessas estruturas periddicas sao chamadas de shrimp-like, pintadas de azul e

amarelo rodeada por caos, representado pela cor verde.

Ja se analisarmos a Fig. 16, percebemos que ela é uma representacao ampliada
da Figura anterior, no qual conseguimos visualizar com precisao o shrimp-like, mostrando
que a estrutura é composta por estabilidade nas regices alaranjadas e periddicas nas

regioes azul claro e assim como na Fig. 15 é rodeada por caos.
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3.8553

3.8215 3
3.8215 B 3.8553

Figura 18 — Diagrama de Lyapunov ampliado na sequéncia R = BBABABA.

5

Nas Figs. 17,18 foi utilizado a sequéncia de pertubacdo R = BBABABA. Na
Fig. 17, torna-se perceptivel a deformagao das estruturas de periodicidade, resultado de
uma perturbacao maior ao espaco dos parametros. A partir dela visualizamos o quao
complexa é a distribui¢ao dos conjuntos de periodicidade. J& na Fig. 18 visualizamos a
ampliacao da figura anterior, constituida por uma estrutura de periodicidade central, que

quando comparada a Fig. 16, possui possui um alto grau de deformagao.
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5 CURVAS EXTREMAS E SUPERESTAVEIS

O estudo de curvas extremas e superestaveis é importante para a analise da
complexidade e organizacao estrutural de sistemas dinamicos. No contexto de sistemas
unidimensionais, como o mapa logistico, essas curvas podem ser utilizadas para identificar
regioes de periodicidade e entender a distribuicao das janelas periddicas no espaco de
parametros. Para isso, foram exploradas as defini¢coes e aplicagoes das curvas extremas e
superestaveis no mapa logistico, investigando suas implicagoes na organizagao do espago

de parametros e nas transi¢oes entre comportamento periédico e cadtico.

5.1 FUNDAMENTOS TEORICOS DE CURVAS EXTREMAS E SUPERESTAVEIS

Considerando um mapeamento unidimensional z,,; = F(z,) que dependa
de um ou mais pardmetros, uma orbita de periodo k é definida como superestavel se a

derivada da funcdo composta F'*) (z,) em relacdo a z,, for igual a zero:

d
F®(z,) =0 5.1
T FO(w,) =0, (51)
onde:
d /
o —F® (1) | |F (5.2)

e FO (x,) = x,. Assim, uma érbita superestavel de periodo k contém pelo menos uma

solucao da equacao:

F'(z,) = 0. (5.3)

Essas solugoes correspondem a pontos criticos do mapeamento, importantes por
formarem as Orbitas extremas, que representam trajetorias conectando pontos de maximo e
minimo locais do mapa apds k iteragoes. A cada cruzamento de curvas extremas associadas

a diferentes periodos, uma nova estrutura periédica de periodo k; + ko é formada [6].

5.2 APLICACAO DAS CURVAS EXTREMAS E SUPERESTAVEIS NO MAPA LO-
GISTICO

No mapa logistico, definido pela iteragao da equagao (3.4), observa-se que as
curvas extremas organizam o espaco de parametros em estruturas periédicas complexas,
como as shrimps. Essas regioes de periodicidade surgem quando duas curvas superestaveis

associadas a diferentes pontos criticos se interceptam.
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Considerando uma orbita extrema de periodo k, as curvas extremas podem ser
descritas como o conjunto de parametros R para os quais uma Orbita k-extrema existe.
Assim, as curvas extremas seguem a estrutura dos pontos de bifurcacao do sistema e

organizam janelas de periodicidade.

5.2.1 Organizacao de Cascatas de Periodicidade

As oOrbitas extremas também organizam cascatas de periodicidade no espago de

parametros [6]. Para ilustrar, considere as érbitas kj-extrema e ko-extrema que satisfazem:

zf = FR)(g%) (5.4)

? J

wf = F®)(gF). (5.5)

Nesses cruzamentos, uma oOrbita superestavel de periodo ki + ko é formada,
onde z¥ = F*iFk) (%) ¢ r; = F(k”k?)(x;‘). Dessa forma, as cascatas de periodicidade sao
organizadas em torno das drbitas extremas, gerando janelas de periodicidade com periodos

igual a soma das iteragoes das érbitas extremas.

A andlise do espago de parametros do mapa logistico revela que as curvas
extremas criam uma estrutura hierdrquica de periodicidade. As regides onde curvas supe-
restaveis se cruzam formam janelas de periodicidade que exibem comportamento ordenado
e preditivo em meio ao caos. No espago de parametros, essas janelas sao organizadas
em padroes que incluem shrimps-like, gerados pela intersecdo de curvas k-extremas com

orbitas extremas de k iteragoes

Essas intersecoes entre curvas extremas no espago de parametros destacam
como o sistema transita entre regimes caodticos e periddicos ilustradas na Fig. 6. Além
disso, o estudo das érbitas extremas oferece uma abordagem matematica para localizar

precisamente essas regioes periddicas, mesmo para altos valores de k.
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1 B 4

Figura 19 — As curvas superestaveis de periodo 2 sao representadas por linhas brancas e
curvas extremas por linhas verde (F ) e azul (F), destacando estruturas
como shrimps e Linguas de Arnold.

5.2.2 Contribuicoes para a Analise no Espaco dos Parametros

O estudo do mapa logistico periodicamente perturbado permite uma analise
mais detalhada da organizacdo das estruturas de periodicidade e caos no espaco dos
parametros. A alternancia periédica entre A e B resulta em um comportamento dindmico
mais complexo, influenciando a localizagdo e a forma das janelas de periodicidade e
das regides cadticas. Assim, a investigacao dessas estruturas contribui para um melhor

entendimento da transicao entre ordem e caos em sistemas dinamicos nao-lineares.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Em suma, o presente trabalho investigou a complexidade no espaco dos para-
metros do mapa logistico, contribuindo para o entendimento de como estruturas periddicas
e cadticas se organizam e se inter-relacionam nesse sistema dindmico. Através de uma
abordagem sobre Orbitas, curvas extremas e superestaveis, este estudo revelou a importan-
cia desses elementos para a caracterizacao e compreensao das regioes de estabilidade e

periodicidade.

A vista disso, as anélises matemética e numérica permitiram mapear o compor-
tamento do mapa logistico e revelou a estrutura hierarquica dos padroes de periodicidade,
conhecidos como cascatas de periodicidade, bem como as regides complexas de periodici-
dade denominadas shrimps. Esses elementos estruturais surgem em pontos de intersecao
de curvas superestaveis, o que indica a formacgao de novas janelas de estabilidade dentro do
caos, permitindo uma organizacao e controle preditivo desses comportamentos dinamicos.
A partir desses pontos, as curvas extremas e superestaveis funcionam como guias ou eixos
de estabilidade, organizando o comportamento dindmico e fornecendo uma visao detalhada
sobre o alinhamento de janelas periddicas, que sao regioes de comportamento regular em

meio ao espago cadtico do sistema.

Um aspecto particularmente significativo deste trabalho foi o uso do expoente
de Lyapunov para determinar a sensibilidade do sistema a variagoes nas condigbes iniciais.
Utiliza-lo permitiu uma anélise aprofundada das transi¢oes entre regimes dinamicos e foi
essencial para detectar pontos de transicao onde o sistema passa de um estado estavel
para o caos. Os diagramas de Lyapunov mostraram de forma visual as regioes onde o
sistema apresenta comportamento regular e onde ele é altamente sensivel, reforcando a
ideia de que o expoente é uma ferramenta vital para quantificar a estabilidade dos pontos

no espago de parametros.

Além das analises tedricas, este estudo oferece perspectivas praticas para a
aplicagao de conceitos de estabilidade e caos em areas como fisica, biologia, engenharia e
economia [1]. A organizacdo das cascatas de periodicidade e das regides estaveis oferece
insights para o controle de sistemas complexos onde a previsibilidade e a estabilidade sao
essenciais. Por exemplo, em modelos de crescimento populacional, que serviram de base
para o desenvolvimento do mapa logistico, entender como regioes de estabilidade e caos se
alternam pode ser fundamental para a previsao e controle de varia¢des populacionais. Em
sistemas econémicos, onde fatores externos introduzem perturbagoes nos parametros de
controle, compreender a dinamica entre estabilidade e caos pode ser crucial para estratégias

de estabilidade a longo prazo.
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Ademais, este trabalho também abre caminho para futuras pesquisas que
busquem explorar esses conceitos em modelos de mapeamento mais complexos ou em
sistemas que apresentam mais de um parametro de controle. Estudos adicionais podem
investigar como esses padroes estruturais de estabilidade se mantém ou se modificam
quando submetidos a perturbagoes maiores, trazendo uma visao mais abrangente da

robustez das janelas de periodicidade.

Dessa forma, o uso de métodos numéricos para investigar a complexidade em
sistemas dinamicos abre possibilidades para a aplicacao desses conhecimentos em situagoes
praticas onde o controle da periodicidade e estabilidade é essencial. Em futuros estudos,
seria interessante considerar a expansao dessa abordagem para modelos com perturbagoes e
explorar como esses elementos estruturais se comportam em mapeamentos mais complexos.
Dessa forma, este trabalho contribui nao apenas para a compreensao tedrica do mapa
logistico, mas também para ampliar os conhecimentos sobre a aplicabilidade de conceitos

de estabilidade e caos em contextos reais.
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