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RESUMO

Na analise topoldgica de dados, deseja-se compreender quais sdo as caracteristicas
topolégicas do espaco subjacente de um determinado conjunto de dados, isto é: atra-
vés de um conjunto discreto de pontos, obter uma forma continua no qual pode-se
fazer perguntas referentes as quantidades de componentes conexas, quantidades de
buracos, e assim sucessivamente. Neste trabalho, apresentaremos os conceitos basi-
cos da teoria da homologia persistente, como os diagramas de persisténcia, distancia
bottleneck e os teoremas de estabilidade, finalizando o trabalho com o estudo da per-
sistent homotopy type distance, que objetiva expandir os conceitos aprendidos para

situacdes em que ndo poder-se-ia aplicar a teoria basica de homologia persistente.

Palavras-chave: Andlise topol6gica de dados. Homologia persistente. Diagramas de
persisténcia. Estabilidade. Persistent homotopy type distance.



ABSTRACT

In topological data analysis, one wants to understand what are the topological charac-
teristics of the underlying space of a given set of data, that is: through a discrete set of
points, we want to obtain a continuous form in which questions can be asked regarding
quantities of connected components, number of holes, and so on. In this work, we
will present the basic concepts of persistent homology theory, such as persistence dia-
grams, the bottleneck distance and stability theorems, finishing the work with the study
of the persistent homotopy type distance, which aims to expand the concepts learned

for situations in which the basic theory of persistent homology could not be applied.

Keywords: Topological data analysis. Persistent homology. Persistent diagrams. Sta-
bility. Persistent homotopy type distance.
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1 Introducao

Uma ideia central na analise topolégica de dados é que conjuntos de dados possuem
“forma topologica” e que descrever essa “forma” pode ajudar a explicar os processos que
geram esses dados. Isto posto, observamos que um dos objetivos centrais nessa area de
pesquisa é o de empregar métodos da topologia algébrica de modo a extrair informa-
¢oes topoldgicas que lancem luz a essa “forma” do conjunto de dados. Mais geralmente,
deseja-se recuperar descritores qualitativos do conjunto de dados que sejam robustos a
perturbagoes e ruidos. Tal robustez ¢é verificada através de teoremas de estabilidade.

O objetivo principal deste trabalho é destrinchar os conhecimentos basicos da homolo-
gia persistente, e aprofundar os conceitos aprendidos através do estudo do artigo [3], que
traz uma nova roupagem a esta tao nova teoria, que borbulha novidades incessantemente.
A teoria basica de homologia persistente busca obter uma filtracdo de um determinado
espaco topoldgico, e entao estudar as mudancas das caracteristicas topoldgicas de cada
nivel da filtragdo, conforme o seu pardmetro (arbitrario) de tempo cresce. Para isso,
diversos tipos de filtragoes podem ser tomadas em cada situagdao, como as filtragdes de
Vietoris-Rips e Cech. Porém, a filtracdo que mais utilizaremos neste trabalho é definida
da seguinte maneira: dado um espago topolégico e uma funcao real e g-tame deste espaco,
tomaremos a filtragao gerada pelos conjuntos de subnivel da fun¢ao dada (isto é, imagens
inversas pela funcao de intervalos que vém do infinito negativo e terminam em algum
nimero real). Apds isso, essas informagoes sao colocadas em um diagrama (chamado de
diagrama de persisténcia), onde ficam armazenados todas dados pertinentes aos nasci-
mentos e mortes de caracteristicas topolégicas do seu espaco. Esta também no ambito
da homologia persistente, calcular a estabilidade destes diagramas, isto é, compreender
como (e o quanto) pequenas perturbacoes na sua fun¢ao escolhida (ou entdo em qualquer
outra filtragdo) podem alterar no resultado final da anélise dos seus dados.

Neste trabalho, comegaremos os estudos pela base da analise topolédgica de dados: a
homologia simplicial. Para isso, usaremos como referéncia principal nos Capitulos 2, 3 e
4 o livro [5], posteriormente usando referéncias complementares. Durante esses capitulos,
passaremos por algumas defini¢gdes e resultados basicos que servirdao para nos contextuali-
zar quanto aos resultados amplamente conhecidos da area. Nos Capitulos 2 e 3, veremos

defini¢oes basicas, como os complexos simpliciais, filtragoes, homologia simplicial, niime-
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Introducao 14

ros de Betti e fungoes distancia. J4 no Capitulo 4, adentraremos na area de homologia
persistente. Aqui, exemplificaremos o funcionamento da homologia persistente de uma fil-
tragao, e veremos os conceitos de diagramas de persisténcia, assim como alguns teoremas
que garantem a estabilidade destes diagramas. Por fim, no Capitulo 5, aprofundaremos
o estudo no artigo [3], ocasionalmente usando outros artigos de maneira complementar.
Tal artigo traz uma nova ideia: a de expandir os resultados e técnicas ja conhecidas da
homologia persistente, que antes eram feitas somente entre fungoes definidas em espagos
topoldgicos iguais (e posteriormente homeomorfos com a introdugao da pseudo-distancia
natural em [6]), afrouxando as condigdes para que possam também ser aplicados a pares
de fungoes em espagos que sejam homotopicamente equivalentes, mas nao necessariamente

iguais.



2 Complexos Simpliciais

Toda a teoria apresentada neste trabalho é fundamentada no conceito de complexos
simpliciais. Neste capitulo, vamos passar brevemente pela definicdo de simplexos, apre-
sentando alguns exemplos simples, seguindo para a definicdo de nervo e filtragdo: esta

ultima sendo a chave para o desenvolvimento da homologia persistente.

2.1 Complexos Simpliciais Geométricos

Os pontos de um conjunto finito de pontos P = {po, p1, .. ., pr} em R? sdo ditos linear-
mente independentes se eles nao estao contidos em nenhum subespaco afim de dimensao

menor que k.

Definigdo 2.1 (Simplexo). Dado um conjunto P = {po,p1,...,pr} C R? de k + 1 pon-
tos linearmente independentes, o simplexo k-dimensional o, ou simplesmente k-simplexo,

gerado por P ¢é o conjunto das combinagoes convexas

k k
Z/\Z-pi com Z/\i =le) >0.
i=0 i=0

Os pontos py, . . ., pr sdo chamados vértices de o. Nesse caso, denotamos o = [po, . . ., pi]-

Note que o é o fecho convexo dos pontos de P, ou seja, a interseccao de todos os
conjuntos convexos que contem P. Observe ainda que um 0-simplexo é um ponto, um
1-simplexo é um segmento de reta, um 2-simplexo é um triangulo e um 3-simplexo é um

tetraedro.

Figura 2.1: Exemplos de 0-simplexo, 1-simplexo, 2-simplexo e 3-simplexo.

As faces de um simplexo ¢ cujo conjunto de vértices é P sao os simplexos gerados

pelos subconjuntos de P. Uma face que nao seja gerada pelo proprio P é chamada face

15



Complexos Simpliciais Abstratos 16

propria de o. Dizemos que o conjunto vazio & é a face de o gerada pelo subconjunto

vazio de pontos.

Exemplo 2.2. Seja P = {pg, p1,p2} um conjunto de trés pontos distintos de R". As
faces do tridngulo gerado por P sdo os simplexos &, [pol, [p1], [P2], [Po, P11, [P0, p2], [P1, p2] €

[PO, P1, pz]-

Definigdo 2.3 (Complexo Simplicial). Um complexo simplicial (finito) K em R? é uma

colegao (finita) de simplexos tais que:
1. Qualquer face de um simplexo de K é um simplexo de K;

2. A interseccao de quaisquer dois simplexos de K é ou vazia, ou uma face comum de

ambos.

Os simplexos de K sao chamados de faces de K. A dimensao de K é a maior das
dimensoes dos simplexos de K. Um complexo de dimensao k é chamado de k-complexo.
Se A C K é também um complexo simplicial, dizemos que A é um subcomplexo de K. O
j-esqueleto Sk;(K) de K é um subcomplexo de K que consiste de todos os simplexos de

dimensao no maximo j.

Intersecgdo dos simplexos
que nao é uma face em
comum de ambos.

v

Figura 2.2: A esquerda, um exemplo de um complexo simplicial. A direita, a unido de
dois simplexos que nao é um complexo simplicial.

Dado um complexo simplicial K em R¢, seu espaco subjacente |K| C R? é a unido
de todos os simplexos de K, ou seja |K| = U,cx 0. Dizemos que a topologia de K é
a topologia induzida em |K| pela topologia padrio de RY. Quando nio houver risco de

confusdo, ndo faremos distingao entre K e |K|.

2.2 Complexos Simpliciais Abstratos

Note que quando sabemos o conjunto dos vértices, um complexo simplicial é inteira-

mente e combinatoriamente caracterizado pela sua lista de simplexos.
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Definicao 2.4 (Complexo Simplicial Abstrato). Seja V' = {vy,...,v,} um conjunto fi-
nito. Um complexo simplicial abstrato K com conjunto de vértices V é um conjunto de

subconjuntos finitos de V' satisfazendo as duas seguintes condigoes:
1. Os elementos de V pertencem a K;
2.SeTeKeoCrT,entdo o € K.

Os elementos de K sdo chamados de simplexos ou faces de K. Se o0 € K tem exa-
tamente k + 1 elementos, a dimensao de o é k, e dizemos que o é um k-simplexo. A
dimenséo de K é a maior dimensio de seus simplexos.

Qualquer complexo simplicial K em R? determina naturalmente um complexo simpli-
cial abstrato K, chamado de esquema de vértices de K: K e K tém o mesmo conjunto de
vértices e os simplexos de K sdo os conjuntos de vértices dos simplexos de K. Reciproca-
mente, se um complexo abstrato K é o esquema de vértices de um complexo K em R?,
entdo K é chamado de realizacio geométrica de K. Note que qualquer complexo simpli-
cial abstrato finito tem uma realizagdo geométrica em um espaco euclidiano da seguinte
maneira. Seja {vy,...,v,} o conjunto de vértices de K, onde n é o ntimero de vértices
de K, e seja 0 C R" o simplexo gerado por {ey, ..., e,} onde, para qualquer i = 1,...,n,
e; ¢ o vetor cujas coordenadas sao todas 0, exceto a i-ésima, que vale 1. Entao K ¢
o subcomplexo de ¢ definido por: [e;,...,€; ] ¢ um k-simplexo de K se, e somente se,

{vigy -, 0;, } ¢ um simplexo de K.

Definigao 2.5 (Isomorfismo de complexos simpliciais abstratos). Dois complexos simpli-
ciais abstratos K e K’ com conjuntos de vértices V e V' sdo isomorfos se existir uma bijecio
¢:V — V' de modo que {vy,...,u} € K se, e somente se, {¢(vy), ..., d(vx)} C K.

A relacao de isomorfismo entre dois complexos simpliciais abstratos induz um home-

omorfismo entre suas realiza¢oes geométricas.

Proposigao 2.6. Se dois complexos simpliciais K e K' sao as realizacoes geométricas de
dois complexos simpliciais abstratos isomorfos K e K', entao |K| e |K'| sao espagos topo-
logicos homeomorfos. Em particular, os espacos subjacentes de quaisquer duas realizacoes

geométricas de um mesmo complexo simplicial abstrato sao homeomorfos.

2.3 Nervo

Definigao 2.7 (Coberturas). Uma cobertura aberta (fechada) de um espago topolégico
X é uma colegao U = (U;);er de conjuntos abertos (fechados) U; C X, i € I onde [ é um

conjunto de indices, tais que X = U;c; U;.
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Definicao 2.8 (Nervo). Dada uma cobertura U = (U;);c;r de um espago topologico X,
nos associamos um complexo simplicial abstrato C(U) cujo conjunto de vértices é U, e tal
que
k
o = {UZU,,Ulk} € O(Z/{) = ﬂ Uij 7é .
§=0

Chamamos esse complexo simplicial de nervo da cobertura U.

Quando todos os conjuntos U; sdo abertos e todas as intersecgoes finitas entre eles
sao contrateis, isto €, homotopicamente equivalente a um ponto, o Teorema do Nervo

relaciona a topologia de X e C(U).

Teorema 2.9 (Teorema do Nervo). Seja U = (U;)ier uma cobertura finita de um subcon-
junto X de R? tal que qualquer interseccdo de U;’s é ou vazia ou contrdtil. Entdo X e

C(U) sao homotopicamente equivalentes.
Demonstragio. A demonstragao pode ser encontrada em [7], Corolario 4G.3, p. 459. [

Teorema 2.10 (Teorema do Nervo para Coberturas Convexas). Seja X C R? uma unido
finita de conjuntos fechados e convexos F = (F})icr em RY. Entio X e C(F) sio homo-

topicamente equivalentes.

2.4 Filtracao de complexos simpliciais

Complexos simpliciais aparecem comumente com uma ordenacao especifica de seus
simplexos que interpreta um papel fundamental na inferéncia geométrica. Um dos papéis
desta ordenacao é compreender como, ao longo do tempo, as propriedades topolédgicas
do complexo sao alteradas, analisando quais destas propriedades desaparecem e quais

persistem.

Definicao 2.11. Uma filtracdo de um complexo simplicial finito K é uma sequéncia
crescente de subcomplexos @ = K C K! € --- Cc K™ = K tal que

K = K'Ud""!, onde o' é um simplexo de K.

Equivalentemente, uma filtragdo de K pode ser vista como uma ordenacao dos simple-
xos de modo que, para qualquer ¢ > 0, a colecao dos primeiros ¢ simplexos ¢ um complexo
simplicial.

Como uma filtracao de K é apenas uma ordenacao dos simplexos, em alguns casos,
pode ser mais natural indexar os simplexos por uma sequéncia crescente (o)™, de nlimeros
reais: @ = K*° C K* C --- C K* = K. Nesse caso, pode ser conveniente estender a
filtragdo para todo o conjunto de ntimeros reais, definindo K* = K% para a € [a;, ai11),

K*= g para a < ag e K% = K para a > ay,.
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2.4.1 Filtracées de Vietoris-Rips e Cech

Filtragoes sdo constantemente construidas sobre conjuntos finitos de pontos (chamados
de nuvens de pontos) para revelar a estrutura topolégica subjacente dos dados. Para isso,
a filtracdo ird aos poucos ligar os pontos, e conforme essas ligacoes sao feitas, novas
propriedades topoldgicas surgem a “forma” dos dados. Veremos exemplos disso mais

adiante. Seja P C R? uma nuvem de pontos.

Definicéo 2.12. Dado a > 0, o complexo de Cech com conjunto de vértices P e pardmetro
« é o nervo Cech(P, «) das unibes das bolas abertas centradas nos pontos de P com raio
. Os simplexos de Cech(P, a) sdo caracterizados da seguinte maneira;
5 k
{zo,..., 2} € Cech(P,a) < () B(zi,a) # 2.

=0

Quando « vai de 0 & +00, a sequéncia dos complexos Cech(P, «) define a filtracao do
complexo de Cech.
Dada uma face k-dimensional o de um simplexo de dimensdo |P| — 1, o menor « tal

que o € Cech(P, «) é o raio da menor bola que contém os vértices de o.

Figura 2.3: Complexo de Cech para valores crescentes de a.

Definigao 2.13. Dado a > 0, o complexo de Vietoris-Rips Rips(P, @) com conjunto de

vértices P e parametro « é definido pela seguinte condigao:

{zo,....2x} € Rips(P, ) <= ||z; — || < a, Vi, j € {0,... k}.

TOAG

Figura 2.4: Complexo de Vietoris-Rips para valores crescentes de 2a.

Observe que, no complexo de Vietoris-Rips, o tridngulo mais a esquerda esta preen-

chido (ou seja, o 2-simplexo formado pelos seus vértices pertence a Rips(P, 2a)), pois as
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bolas se encostam duas a duas, logo a distancia entre os seus centros é menor que o dobro
de seu raio «, satisfazendo a condi¢ao de Rips(P,2a). Entretanto, no complexo de Cech,
o tridngulo nao esta preenchido, pois a interseccao das trés bolas é vazia, nao satisfazendo

a condicdo de Cech(P,a). Logo, esse 2-simplexo nio pertence & Cech(P, a).

Lema 2.14. Seja P um conjunto finito de pontos em R?. Para todo o > 0,
Rips(P, o) C Cech(P, ) C Rips(P,2a).

Demonstra¢io. Para a primeira inclusao, tome o = {xzg,...,zx} € Rips(P,«). Entao
zo € NIy B, a). Logo, N, B(zi, o) # @, de onde segue que o € Cech(P, a). Portanto,
Rips(P, o) C Cech(P, ).

Agora seja o = {xg, ..., 2} € Cech(P,a). Temos entdo que N_, B(z;,a) # 3. Logo,
existe y tal que ||x; — y|| < «, para todo i = 1,..., k. Dali, pela desigualdade triangular,
temos ||@; — ;|| < ||z — y|| + ||z; — y|| < a+ a = 2a, o que implica em o € Rips(P, 2a),

que demonstra a segunda inclusao. O



3 Inferéncia Homoldgica

3.1 Homologia Simplicial e Niimeros de Betti

Nessa se¢ao, introduziremos as nogoes basicas de homologia simplicial que serdo ne-

cessarias para definir e estudar a persisténcia topologica.

3.1.1 O espaco das k-cadeias

Dado k € Z, o espaco das k-cadeias é um espaco vetorial de todas as somas formais
(com coeficientes em Z/27 = Zs) de simplexos k-dimensionais de K. Mais precisamente,
se {01,...,0,} é o conjunto de k-simplexos de K, qualquer k-cadeia ¢ pode ser escrita de
maneira tinica

p
Cc = Z&Ti(fi, com g; € ZQ.
=1

Se ¢ = P  eo; é outra k-cadeia, a soma de duas k-cadeias e o produto de uma
=1 <Y1 )

cadeia por um escalar podem ser definidos da seguinte maneira:
p p
c+d =) (ei+e)o e Ac=) (Ae)os.

i=1 =1

Defini¢ao 3.1. O espaco das k-cadeias é o conjunto Cy(K) das k-cadeias simpliciais de
K com as duas operacgoes definidas acima. Isso é um Zs-espaco vetorial cujo vetor nulo é

a cadeia vazia 0 = YF_, 0 0.

Note que o conjunto dos k-simplexos de K formam uma base de Cy(K). Por exemplo,
para o complexo simplicial da figura a seguir, C(K) é o Zs-espago vetorial gerado pelas

arestas e; = [a,b], ea = [b, ¢, e3 = [c,a], e, = [¢,d]. Ou seja,
Ci(K) = {0, €1, eq, €3, €4, e1+e€2, e1+e3, €1+e4, ea+e3, ea+e4, e3+€4, e1+e2+e€3, ... }
Observe que, por exemplo, somando e; + e; com e; + e3 + e4 obtemos:

(e14+e2) + (e2a+e3+eq) =€+ 262+ e3+eq =e1 + €3+ ey,

21
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pois 2 = 0 (mod 2), logo 2e5 = 0ey = 0.

a

b C

Figura 3.1: Um exemplo simples de complexo simplicial, formado por 4 vértices, 4 arestas
e 1 triangulo.

Cadeias com coeficientes em Z, tém uma interpretacdo geométrica Obvia: uma vez
que qualquer k-cadeia pode ser escrita de maneira tnica como ¢ = o;, + --- + 0;, onde
cada o;, sao k-simplexos, ¢ pode ser considerada como a unido dos simplexos de o;;. A

soma de duas k-cadeias € igual a sua diferenga simétrica.

3.1.2 O operador bordo e os grupos de homologia

Definicao 3.2 (Bordo de um simplexo). O bordo d(¢) de um k-simplexo ¢ a soma de

suas (k — 1)-faces, ou seja, uma (k — 1)-cadeia.
Se o = [vg, ..., vg] é um k-simplexo, entao

k
o) = [vo, ...\ 0iy. ., vk
i=0
onde [vg,...,D;, ..., é 0 (k— 1)-simplexo gerado pelos conjuntos de todos os vértices
de o, exceto v;.
O operador bordo, definido nos simplexos de K, se estende linearmente para Cy(K),

conforme a seguinte definicao.

Definig¢ao 3.3. O operador bordo é a transformacao linear definida por

0: Cp(K) = Cr_1(K)
c—dc=>_ 0(o).

ogeEc
Da maneira que definimos o operador bordo, o correto seria o denotarmos por d;, uma
vez que sua defini¢ao depende totalmente do indice k. Entretanto, para ndo sobrecarregar
a notagao, denotaremos apenas por d. Desse modo, na proposicao que vird apds o proximo
exemplo, teremos dois operadores bordo: Jy : Cx(K) — Cy_1(K) e Ox_1 : Cp_1(K) —

Cr—2(K), porém denotaremos ambos por d, mesmo que nao sejam o mesmo operador.

Uma observacgao interessante que podemos fazer quanto ao operador bordo é que, por

conta de sua linearidade, basta compreender seu comportamento nos geradores de C,(K),
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ou seja, nos simplexos de dimensao k do complexo K, para entao entendermos todo o seu
comportamento.

Veja na figura a seguir uma representacao do operador bordo. Temos uma 2-cadeia
formada por um tetraedro oco colado pelo vértice em um tridngulo cheio. Veja que no
tetraedro, toda 1-face dos 2-simplexos (ou seja, suas arestas) fazem parte de exatamente
dois triangulos. Desse modo, ao serem somadas pelo operador bordo, resultam em 0, uma
vez que 1 +1 = 0 em Z,. Entretanto, no caso do triangulo que esta colado pelo vértice,
seus lados nao fazem parte de nenhum outro 2-simplexo. Assim, seu bordo sera a soma

4

de suas 1-faces, representado pelo tridngulo “vazio” na figura. Repare ainda que, caso

aplicassemos novamente o operador bordo no resultado, terlamos a soma dos vértices de
todas as arestas do triangulo. Como cada vértice aparece em exatamente duas arestas,
teriamos o 0 como resultado do bordo. Veremos na proposicao a seguir que isso acontece

sempre: o operador bordo composto consigo mesmo sempre resulta em 0.

0

T\

Figura 3.2: O bordo de uma 2-cadeia.

Proposicao 3.4. O bordo de um bordo de uma cadeia é sempre zero:
00 :=000=0.

Demonstragcao. Uma vez que o operador bordo ¢ linear, é suficiente checar essa proprie-

dade para os simplexos. Seja o = [vg. .. vg] um k-simplexo. Temos:

000 = 8<Zk:[vo...@...vk]>

j<t J>i
j<t

j<i
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]

O operador bordo define uma sequéncia de transformagoes lineares entre espagos de

cadeias.

Definic¢ao 3.5 (Complexo de cadeia). Um complexo de cadeia associado a um complexo

K de dimensao d é a seguinte sequéncia de transformacgoes lineares:

{0} = CalK) % Cama (K) 5 - B Cpia (K) 3 Cul(K) 5 - 5 Co(K) % {0},

Para k € {0,...,d}, o conjunto Z(K) dos k-ciclos de K é o niicleo de 0 : Cf, — Cl_1:
Zk(K) :==ker(0: Cp = Cx—1) ={c € Cy : dc = 0}.

A imagem By(K) de 0 : Cry1 — Ck é o conjunto das k-cadeias que delimitam uma
(k 4+ 1)-cadeia:

Bip(K) :=im(0 : Cpp1 — Cy) = {c € C): 3¢ € Cry1, c =0}

By, e Zy, sdo subespacos de C. Ainda, dado b € Bi(K), temos que existe ¢ € C1 tal
que b = dc, e de acordo com a Proposigao , 0b = 0dc = 0. Logo, b € Z;(K), de onde
segue a inclusao:

By(K) C Zp(K) C Ci(K).

A seguir, temos alguns exemplos de cadeias, ciclos e bordos:

Figura 3.3: ¢; é um ciclo que nao é bordo, ¢ é um bordo e c¢3 é uma cadeia que nao é
ciclo.

Definigao 3.6 (Grupos de Homologia). O k-ésimo grupo de homologia de K é o espago
quociente:

Hy(K) = Zu(K)/ By(K).

Hi(K) é um espago vetorial e seus elementos sdao as classes de homologia de K. A
dimensao B (K) de Hi(K) é o k-ésimo nimero de Betti de K.
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A classe de homologia de um ciclo ¢ € Zy(K) é o conjunto ¢ + By(K) ={c+b:b €

By (K)}. Dois ciclos ¢, ¢ que estao na mesma classe de homologia sdo chamados de ciclos

homologos.
Bo=1 Bo=1 Bo=1 Bo=1 Bo=1
B1=0 B=1 B1=0 B1=0 B1=1
B2=0 B2 = B2=0 B2=1 Ba=1

Figura 3.4: Exemplos de niimeros de Betti para alguns complexos simpliciais.

Intuitivamente, 3y computa o nimero de componentes conexas do complexo K, en-
quanto [ mede o numero de “buracos” k-dimensionais. No tridngulo vazio da figura
acima, temos 1 = 1 pois ha um buraco cujo bordo tem dimensao 1 (o préprio interior do
tridngulo). Quando este tridngulo é preenchido, temos 3; = 0, pois ndo hé mais buracos.
Analogamente, no caso do tetraedro oco, hd um buraco bidimensional (o préprio interior
do tetraedro), isto é, um buraco cujo bordo tem dimensao 2, e portanto o = 1. Vamos
agora ver uma maneira de computar o k-ésimo nimero de Betti de um complexo simplicial
K qualquer.

Sejam my, e my_1 as quantidades de k e (k — 1) simplexos no complexo K, e seja M, a
matriz my_1 X my que representa o bordo d,. Veja que a j-ésima coluna de M), representa
o bordo do j-ésimo k-simplexo, e a i-ésima linha representa o i-ésimo (k — 1)-simplexo.
Desse modo, temos m; ; = 1 se o i-ésimo (k — 1)-simplexo faz parte do bordo do j-ésimo

k-simplexo, e m; ; = 0 caso contrario. Considere a matriz escrita na forma normal de

Smith:

(b, 0 - 0 - O]
0

M; = O
0 0 0
(0 0 -+ 0 - 0]

que satisfaz b;|b;11. Veja que o rank de By é igual a [ e portanto, pelo Teorema do
Nicleo e da Imagem, o rank de Zj é igual a my — [,. Veja que a construgdo acima pode
ser feita sobre o espaco das k-cadeias com qualquer corpo de coeficientes K. Entretanto,
como especificamos no inicio deste capitulo, estamos considerando apenas o caso K = Z,.

Desse modo, a condigao b;|b;11 resume-se a b; = 1 para todo i = 1,... .
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Proposicao 3.7. Nas condicoes anteriores, o k-ésimo niumero de Betti de K é dado por:

5k =my — l — lk+1-

Demonstragcao. Tome k € Z. Como estamos trabalhando com o corpo Z,, entdao Zj e

By 1 sdo Zo-espagos vetoriais. Considere a fungao sobrejetora

T X+ Byy.
Pelo Teorema do Nucleo e da Imagem, temos
dim(Z) = dim(ker(¢)) + dim(im(¢)).
Entretanto,

r € ker(¢p) <= ¢(x) =0 <= = € By4;.

Desse modo, ker(¢) = By11. Logo,

portanto
Bk = dlm(Hk) = dlm(Zk) — dlm(Bk_H) = my — lk — lk—i—l-

]

Exemplo 3.8. Vamos considerar o complexo simplicial formado por um tetraedro oco
com vértices vy, Ve, v3 € vy. As arestas sao ag = [vov1], a1 = [vova], as = [vovs], az =
[vive], as = [vivs], a5 = [vavs]. As faces sdo fo = [voviva], fi1 = [vovivs], fo = [vovavs]
e f3 = [v1v9us]. Assim, my = 4, my = 6, mo=4 e m_; = 1. Apliquemos os operadores
bordos para encontrar suas respectivas matrizes, e entdo encontremos a forma normal de

Smith de cada uma delas:

° 82 : CQ(K) — Cl(K)

Temos

dfo = ag +ay + az;
0f1 = ag + az + ag;
O0fs = a1 + as + as;
Ofs = ag + a4 + as.
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De onde chegamos na matriz:

1 10
1 01
011
100
010
0 01

== O O O

Fazendo algumas operacoes entre as linhas e entre as colunas da matriz, obtemos:

o O O o O =
o O O o —= O
o O O = O O

o O O o o O

Veja que Iy = 3 (quantidade de termos nao nulos na diagonal). Além disso, I3 = 0,

pois 03 = 0. Desse modo, o =mg —Ilp —l3=4—-3—-0=1.

o 81 : Ol(K) — Co(K

Temos

Assim,

).

O O ==

8(10 = Vg + v1;
day = vy + vo;
das = vy + vs;
das = vy + vo;
day = v1 + vs;

8@5 = VU9 + Us.

O = O =
_ o O =
O =~ = O

_ O = O

— = O O
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Apos algumas operagoes bésicas entre as linhas e colunas da matriz, obtemos:

100 000
o1 o0o00o0
M1:

001000

00 0O0O0O0

Assim,ﬁlzml—ll—l2:6—3—3:0.

o 80 : C()(K) — C_l(K) = {0}
Temos 0y(P;) = 0 para todo P; € Cy(K), logo lp = 0. Assim,

60:m0—l0—l1:4—0—3:1.

Assim, By =1, f1 = 0 e B, = 1. Veja que isso coincide com o descrito na Figura 3.4} e no

comentario apés ela.

3.2 Um algoritmo para computar niimeros de Betti

Seja K um complexo simplicial finito de dimensao d e
g=K'cK'c---CK"=K
uma filtracdo de K, onde para todo i =0,...,m — 1,
K™ = K'Uo™, onde o' é um simplexo.

Considerando a evolugao dos nimeros de Betti de uma filtragdo conforme adicionamos

os simplexos ¢¢, chega-se no seguinte algoritmo.

Algoritmo para computagao de nimeros de Betti
Entrada: Uma filtragdo de um complexo simplicial d-dimensional
contendo m simplexos.

Bo+0; Br 4 0; -+ ;8440
para i = 1 a m faga
k =dim o' — 1
se o' estiver contido em um (k + 1)-ciclo em K* entdo
Brr1 ¢ By +1
se nao
Br < B — 1
Saida: Os numeros de Betti S, f1, ..., 8q de K.

Para provar que nosso algoritmo funciona corretamente, precisamos entender como a
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topologia de uma filtragao evolui toda vez que adicionamos um simplexo. Vamos assumir
que os niimeros de Betti de K*~! sao computados e adicionamos o simplexo o* de dimensao
k + 1 para conseguirmos K*. Lembremos que de acordo com a definicido de filtracdo, o’
nao pode ser parte do bordo de nenhum (k + 2)-simplexo de K*. De fato, se 0" estivesse
contido em um bordo de um (k + 2)-simplexo de K*, entdo o' seria uma (k + 1)-face de
um (k + 2)-simplexo de K, e como K* é complexo simplicial, terfamos o/ C K*, o que é
um absurdo, j4 que K* # K '. Como consequéncia disso, se o* estiver contido em um
(k + 1)-ciclo em K, esse ciclo ndo ¢ o bordo de uma (k + 2)-cadeia em K*. Considere as
duas alternativas do algoritmo que estao ilustradas a seguir:

Caso 1: assuma que o' estd contido em um (k + 1)-ciclo ¢ em K. Entdo ¢ nao pode
ser homoélogo & nenhum (k + 1)-ciclo em K*~!. Com efeito, se existisse um (k + 1)-ciclo
¢ em K tal que ¢ + ¢ = 0, entdo ¢+ ¢ seria bordo de alguma (k + 2)-cadeia d, isto é,
Od = c+ ¢’. Mas como o' nao esta contido em ¢’ e estd contido em ¢, entdo esta contido
em ¢+ ¢ = dd, o que é um absurdo. Assim, ¢ cria uma nova classe de homologia que é
linearmente independente com as classes dos ciclos de K*~!. Como consequéncia disso,
Br1(K') > B (K1) + 1.

Agora resta mostrar o outro lado da desigualdade para conseguirmos a igualdade
desejada. Para isso, considere c e ¢ dois (k+1)-ciclos contendo o%. Entdo c+c é um (k+1)-
cicloem K'~'. Dai, como ¢ = (c+c’)—¢, ¢ estd contido no espago gerado por Z, 1 (K1)
e c. Ouseja, dim Zp 1 (K*) < dim Z,1 (K1) +1, e como By, 1(K'™!) C Bry1(K?), temos:

(
(

7 Kzfl ]
S dlm <k+1>> + 1= 6k+1(Kt71) + 1.

Portanto, temos Sy 1(K?) = Brr1(K™!) + 1, como queriamos.

Caso 2: Suponha que ¢’ nio estd contido em nenhum (k + 1)-ciclo em K’. Entdo o
k-ciclo 0o nao é um bordo em K*~!. Caso contrario, existiria uma cadeia ¢ em K*~! com
do' = Oc, logo O(c" + ¢) = 0. Entao o' + ¢ seria um (k + 1)-ciclo contendo ¢*, o que é
um absurdo. Como consequéncia disso, como o k-ciclo do%, que nao é bordo em K1, se
torna bordo em K*, temos Si(K") < Bp(K*') — 1. Analogamente ao Caso 1, podemos

mostrar que essa desigualdade é na verdade uma igualdade.

Defini¢ao 3.9. Seja K um complexo simplicial d-dimensional, e tome & C K° C K! C
.-+ C K™ = K uma filtracao de K. Um simplexo ¢’ é chamado de positivo se estiver
contido em um (k+1)-ciclo em K* (que necessariamente niao é um bordo em K*, de acordo
com o comentério no inicio da demonstra¢ao do funcionamento do algoritmo anterior), e

é dito negativo caso contrario.

Exemplo 3.10. No exemplo ilustrado a seguir, temos um subcomplexo K*~! representado
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pelos triangulos preenchidos de verde. Veja que o l-simplexo ¢® nao estid contido em
um 1-ciclo, e logo sua insercdo conecta as duas componentes conexas de K*~!. Entdo
Bo(K?) = Bo(K*1) — 1. Agora, veja que a inser¢io do 1-simplexo o*! cria um ciclo que
nao ¢ homologo a nenhum outro ciclo do complexo. Assim, 8y (K1) = 8;(K*)+ 1. Nesse

caso, o é negativo, enquanto o' é positivo.

Figura 3.5: O simplexo negativo ¢! destruindo um 0-ciclo, enquanto o simplexo positivo
o' cria um 1-ciclo.

De acordo com a definicdo acima e o algoritmo anterior, podemos enxergar o k-ésimo
numero de Betti como sendo a diferenca entre o niimero de k-simplexos positivos e o
nimero de (k + 1)-simplexos negativos. Isso ocorre pois, cada vez que um k-simplexo
positivo entra na filtracao, o k-ésimo nimero de Betti aumenta em 1, e toda vez que um

k + 1-simplexo negativo entra na filtracdo, o k-ésimo niimero de Betti diminui em 1.

Observagao 3.11. Os k-simplexos positivos estao “criando” k-ciclos, enquanto os (k+1)-

simplexos negativos estao “destruindo” k-ciclos.
Exemplo 3.12. Considere o complexo simplicial da Figura [3.1], e a filtragdo dada pela
adicdo, uma a uma e em ordem, dos simplexos: a, b, ¢, ab, bc, d, ac, cd e abe. Isto é,

@ C{a} C{a,b} C {a,b,c} C {a,b,c,ab} C {a,b,c,ab,bc} C {a,b,c,ab,bc,d} C ---

Os simplexos positivos sao a, b, ¢, d e ac, onde a,b, c e d sdo 0-simplexos e ac é um
1-simplexo.
J& os negativos sao ab, bc, cd e abe, sendo ab, be e cd 1-simplexos e abc um 2-simplexo.

Assim, usando a defini¢do acima, temos: S =1, /1 =3—-3=0e 33 =0—-0=0.

E importante ressaltar que o algoritmo definido anteriormente néo sé possibilita cal-
cular os niimeros de Betti de K, mas também de todos os subcomplexos da filtracao.
3.3 Homologia Singular e Invariancia Topolégica

Os grupos de homologia e os nimeros de Betti sao invariantes topologicos: se K e

K’ sdo dois complexos simpliciais com realizagdes geométricas homeomorfas, entao seus
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grupos de homologia sao isomorfos e seus nimeros de Betti sao iguais. Este resultado
continua valido quando K e K’ sao apenas homotopicamente equivalentes. Este é um
resultado classico (mas nao trivial) da topologia algébrica, e pode ser encontrado em [§],
Corolario 4.24, pagina 79.

A homologia singular é uma outra nocao de homologia, que nos permite considerar
espagcos gerais que nao sao necessariamente espagos homeomorfos a complexos simpliciais.

A definicdo de homologia singular é bastante similar a da homologia simplicial.

Definicao 3.13. Definimos A, o k-simplexo padrdao do R¥*! como sendo o k-simplexo
gerado pelos vértices e; = (0,0,...,0,1,0,...,0,0), que tem todas as entradas nulas,

exceto a i-ésima, a qual vale 1.

Definicao 3.14. Dado um espaco topolégico X, um k-simplexo singular em X ¢é uma

aplicacao continua o : A, — X.

00
A0 /—N
———
' N
01
Loy N
1
02
L AQ /N

Figura 3.6: Os trés primeiros simplexos padroes, junto com a representagao de trés sim-
plexos singulares.

Assim como no caso da homologia simplicial, temos que o espaco das k-cadeias é o
espaco vetorial das combinacoes lineares formadas pelos k-simplexos singulares. O bordo
Oo de um k-simplexo singular é a soma das restri¢oes de o a cada uma das (k—1)-faces de
Ay. Temos também que a Proposicao[3.4] continua valida para o caso singular, e definimos
o k-ésimo grupo de homologia singular do mesmo modo que definimos em [3.6] no caso
simplicial.

Um fato muito importante que relaciona esses dois tipos de homologia é: se X é um
espago topoldgico homeomorfo ao suporte de um complexo simplicial K, entao o k-ésimo

grupo de homologia singular de X é isomorfo ao k-ésimo grupo de homologia simplicial
de K.

Exemplo 3.15. Seja X uma superficie e K, K’ duas triangulagoes de X. Entao Hy(K) ~

Hp(K'). Assim, ambos tém os mesmos niimeros de Betti, que coincidird com o nimero de
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Betti do espaco X. Como consequéncia, a partir de agora, para os fins deste trabalho, a

homologia singular e a homologia simplicial podem ser (e serao) tratadas sem distingao.

Outra propriedade importante da homologia singular é que as aplicagoes continuas
entre espagos topoldgicos induzem, canonicamente, homomorfismos entre seus grupos de
homologia.

De fato, se f : X — Y é uma funcao continua, e se o : Ap — X é um simplexo singular
em X, entdo foo : Ary — Y é um complexo singular em Y. Portanto, f induz uma
transformacao linear entre os espagos das cadeias em X e das cadeias em Y, que preserva
ciclos e bordos. Consequentemente, f induz um homomorfismo f, : Hp(X) — Hg(Y).
Mais ainda, se f é um homeomorfismo, f, serd um isomorfismo, e valerda a igualdade
(f) ™= (N

Similarmente, se f for uma equivalencia de homotopia, com inversa homotoépica g :
Y — X, entdo f, é um isomorfismo com (f.)™! = g..

Como consequéncia, dois espagos homotopicamente equivalentes tém os mesmos nu-
meros de Betti. Note que, quando X nao é homotopicamente equivalente a um complexo

simplicial, entao seus nimeros de Betti nao precisam necessariamente ser finitos.

3.4 Funcoes de Distancia e a Distancia de Hausdorff

Definicdo 3.16. Seja K C R? um conjunto compacto. A funcdo distancia di até K é a

funcdo com dominio em R? e contradominio nos reais nao negativos, dada por

di(z) = inf d(z,y).

yeK

Observagao 3.17. Quando d(z,y) = ||z — y|| é a distncia euclidiana, dx é continua e,

ainda, 1-Lipschitziana: para quaisquer z,z’ € R%,

i) = dicla’)| = | inf d(w9) — inf d(z',/)
< |; . / _ . /
< | inf (d(w, ) - d(a', )| = inf |d(z,y) — (&', )

< |; N — N _ — 1.
< | inf (d(z,2)| = d(z,2) =[]z — 2’|

Ainda, K é completamente caracterizado por dg, uma vez que K = dz'(0).

Definicdo 3.18. Dado r > 0, o r-conjunto de subnivel K, de dx ¢é o subconjunto de R?
definido por
K" =dZ ([0,7]) = {z € RY; dg(z) <7}
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Figura 3.7: Considerando K um tridngulo cheio, K¢ é o conjunto de todos os pontos no
interior da linha tracejada, incluindo o préprio K.

Definigao 3.19. A distancia de Hausdorff dy(X,Y’) entre dois subconjuntos X e Y de
R? é o infimo dos € > 0 tais que X C Y¢ e Y C X¢. Equivalentemente:

dp(X,Y) = max (325 (gg)f( ||z — yH) , Sup (;g,f/ ||z — yH)) -

sup inf ||z — ||
rEXYEY

sup inf_ ||z — yl|
yeyzeX

Figura 3.8: Exemplo de distancia de Hausdorff entre dois conjuntos.

Proposicao 3.20. Sejam K, K' C R? dois conjuntos compactos. A distancia de Haus-

dorff dy (K, K') pode ser definida por qualquer uma das equivaléncias:

o dy(K,K") é o menorr tal que K C K" e K' C K';

(K, K") = max (supdm), p chc)),-

zeK reEK'

o dy(K,K') =||dx — dg|| := sup |dx(x) — dg(2)|.

z€R4
Demonstracio. A demonstracdo da igualdade entre a primeira e a segunda equivaléncia
dessa proposicao pode ser encontrada em [9], Proposicao 2.1. J4 a igualdade entre a

segunda e a terceira pode ser encontrada em [10], Proposigao 3.4. O]
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3.5 Pontos Criticos das Funcoes de Distancia

Dado um conjunto compacto K C R%, a funcdo distdncia ndo é necessariamente dife-
renciavel. Por exemplo, se K for uma circunferéncia unitaria. Entdao f nao sera diferen-

cidvel, por exemplo, na origem (imagem a seguir).

Figura 3.9: Representacio de dg, com K sendo a S!.

Entretanto, é possivel definir um campo de vetores gradientes generalizado Vg : R —
R? para dx que coincide com os vetores gradientes onde dy for diferenciavel.

Dado z € R?, o conjunto T'g(z) := {y € K; d(z,y) = dg(z)} é um subconjunto
compacto e nao vazio de K. Considere Bg(z) a menor bola fechada contendo I'k (),
sendo ci(z) o seu centro e Fy(x) seu raio, Assim, para qualquer z € R? — K, definimos

o vetor gradiente generalizado como

x — ci(x)
d =—"
V(@) = == @
e Vdg(x) =0, caso contrario.
A norma do vetor gradiente é dada por:
Fi(x)
d P=1- X

Equivalentemente, a norma de Vdg(z) é o cosseno da metade do d&ngulo do menor setor
circular com vértice em x que contém I'g(z). Intuitivamente, a direcio de Vdg(x) é
aquela cuja derivada de dx é maior, ou, em outras palavras, aquela em que a curvatura
do grafico da dx é maior no ponto (x, dg(z)).

A aplicagio x € R? — Vdg(z) € R? geralmente nio é continua. Em outras palavras,
Vdgi nao é necessariamente um campo vetorial continuo. Entretanto, é possivel mostrar
que T — ||Vg(z)|| é semi continua inferiormente, ou seja, Va € R, ||Vdg]|| ' ((—oc,al) é

um conjunto fechado de R?. Mais ainda, Vdg é “integravel”, no seguinte sentido:
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Ik ()

x
X Vdx ()

Figura 3.10: A construcao do vetor gradiente da funcao distancia.

Proposiciao 3.21. Existe uma funcdo continua € : Ry x R? — R? tal que Vo € R?, a

aplicacao t — €(t, x), chamada de trajetoria de Vdy, é uma solugio da equagao diferencial

dX
o = Vax(X(1),

satisfazendo X (0) = x. Além disso, essa trajetdria continua pode ser parametrizada por

comprimento de arco s — €((t(s),x)), com

c((1(0) 2)) = () + [ 19 (€(e(s), )] ds.

Essa equacao implica que dx nao é decrescente sobre as trajetorias de Vdg. O mesmo
pode ser mostrado para Fy.
O gradiente Vdg nos permite definir a nogdo de ponto critico para dx, do mesmo

modo que para as fungoes diferenciaveis.

Definigdao 3.22 (Ponto critico). Um ponto z € R? ¢ dito um ponto critico de dg se
Vdg(x) = 0. Um nimero real ¢ > 0 é dito um valor critico de dy se existe z € R? ponto

critico tal que di(x) = ¢. Um valor regular de dx é um niimero que nao é valor critico.

3.6 Topologia dos conjuntos de subnivel

Usando a nocao de ponto critico definido na secao anterior, algumas propriedades
das funcoes de distancia sao similares as de funcoes diferencidveis. Em particular, os
conjuntos de nivel de dx sdo variedades topolégicas de R?, e suas topologias podem se

alterar somente nos pontos criticos. Essas duas propriedades podem ser formalizadas nos



Topologia dos conjuntos de subnivel 36

seguintes resultados:

Teorema 3.23. Seja K C RY compacto e seja r um valor reqular de di. O conjunto de

subnivel di(r) é uma variedade topoldgica (d — 1)-dimensional de R?.

Demonstragio. A demonstragao deste teorema pode ser encontrada em [I1], Proposicao
2.13. 0

Teorema 3.24 (Lema da Isotopia). Seja K C R? compacto, e tome 11 < 1y dois niimeros
reais tais que [ry,79] nao contém nenhum ponto critico de di. Entdo todos os conjun-
tos de nivel di(r), v € [r1, 73], sio homeomorfos (mais que isso, sdo homotopicamente
equivalentes), e o conjunto A(ry,re) = {x € RY ry < dg(z) < 1o} é homeomorfo a

dit(r1) X [r1, 7).

Demonstra¢io. A demonstragao deste resultado encontra-se em [12], Teorema 2.2, p. 153.
Ul

Exemplo 3.25. Considere K sendo a circunferéncia unitaria, como feita anteriormente.
Calculando dy'(a), com 0 < a < 1, obtemos duas circunferéncias disjuntas (representadas
de roxo na figura anterior). Entretanto, ao calcular di' (1 + ¢), onde ¢ > 0, obtemos
apenas uma Unica circunferéncia (a maior delas, e representada de rosa na figura). Lo-
gicamente, esses dois conjuntos nao sao homeomorfos. Assim, caso nao conhecéssemos o
comportamento de dg, pelo Lema da Isotopia, poderiamos concluir que 1 é valor critico,

o que de fato ocorre, pois (0,0) é ponto critico e dx(0,0) = 1.

Figura 3.11: Representacdao dos conjuntos de nivel de dg, com K sendo a S!.

Como consequéncia imediata destes dois teoremas, temos que a topologia dos conjuntos

de subnivel de K podem mudar apenas nos valores criticos, e para qualquer valor regular
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r de dg, o conjunto de subnivel K" é uma variedade topoldgica d-dimensional com bordo.
Em particular, a topologia dos conjuntos de subnivel “pequenos” K", r > 0, ndao pode
mudar quando r for menor que o menor valor critico positivo de dg (se existir). Isso nos

leva a definir a nogao de “weak feature size”.

Definicao 3.26 (Weak feature size). Seja K C R? um conjunto compacto. A weak
feature size wis(K') de K é o infimo dos valores criticos positivos de di. Se dx nao tem

valores criticos, definimos wis(K) = 4o0.

Segue do Lema da Isotopia que, para quaisquer «, f € R, se 0 < a < 8 < wis(K),
entdo K« ~ K?. De fato, basta tomar o lema anterior com r; = « e ro = 3, observando
que nao existem valores criticos no intervalo [«, 5] pois o menor dos valores criticos ainda
é maior ou igual que wfs(K'), que é maior que .

O seguinte teorema nos permite comparar a topologia dos conjuntos de subnivel de

dois conjuntos compactos com weak feature size positivo.

Teorema 3.27. Sejam K, K' C R conjuntos compactos e € > 0 tal que dy(K,K') < ¢,
wis(K) > 2e e wis(K') > 2¢. Entdo, para todo o com 0 < a < 2¢, K* e K'* sdo

homotopicamente equivalentes.

Demonstragio. Seja § > 0 tal que wis(K) > 2+ § e wis(K’) > 2¢ + §. Vamos mostrar
que K% e K'°"® g3o homotopicamente equivalentes. Como dy(K,K') < e, e clara-
mente dH(K5,K’5) < dy(K,K') (pois K° é maior que K e K" é maior que K'), entao
dp(K°, K' 5) < e. Assim, aplicando a definicdo de distancia de Hausdorff, e usando o fato
que (X*)? = X8 temos K° C K™ ¢ K’° ¢ K"*. Portanto, podemos considerar as
inclusoes ¢g : K’ 0 Kot e dy: K% - K’ %*¢ De modo analogo, podemos considerar as
inclusdes c; K7 — K% e d; : K% — K’°"%_ Ainda, podemos considerar as inclusdes
naturais ag : K% — K% by : K — K" ap : K0t — K% ¢ b, : K¢ — Kot2,

Desse modo, o seguinte diagrama comuta

K6+€ K5+2€

R

K/6+E K,6+26

Do Lema da Isotopia |3.24] as inclusoes ag, a1, by e by sdo equivaléncias de homotopia.

Sejam agora sg, S1, 7o € r1 as inversas homotopicas de ag, aq, by e by, respectivamente.
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Temos entao:

cro(rpodiosy)~ciorio(bodyosy)os
~cio(rpoby)odyosyos
~ (¢y 0dp) o (sgo s1)
~ (a1 o ag) o (sp o 1)
~ a0 (ag o Sp) © 81
~ a0 8]

~ idK(H—Qa .
Ainda,

(rmodiosi)oci = (riodyosy)o(aiocyor)
~ (ryodj)o(syoay)o(cyory)
~ (ryodp) o (coory)
~ 710 (dyocy)org
~ry0 (a;oag)ory
~ (ryoay) o (agorg)

~ idK/§+25 .

Desse modo, ¢; e (1 od; o s1) sdo equivaléncias de homotopia e, portanto, K°+% e

542 _~ . .
K’ sao homotopicamente equivalentes. O

O teorema anterior nos permite mostrar que conjuntos compactos com weak feature
size positiva fornecem uma classe de compactos com propriedades de estabilidade topo-
légica interessantes. Além disso, pode-se mostrar que essa classe é grande o suficiente
para incluir a maior parte de formas encontradas em aplicacao praticas. Em particular,
variedades diferenciaveis, poliedros, conjuntos poliédricos, conjuntos compactos subanali-
ticos (ou seja, obtidos por equagoes e inequagoes analiticas) tém todos weak feature size
positiva.

Entretanto, o teorema anterior precisa de uma condigdo que é dificil de ser satisfeita
na pratica: a relagdo envolvendo wis(K) e wis(K).

Por exemplo, seja K uma forma continua aproximada por uma nuvem finita de pontos
K'. Entao wfs(K’) seréd igual a metade da distdncia entre os dois pontos mais préximos
de K’, que normalmente é menor que 2dy (K, K'). Como consequéncia disso, mesmo que
wis(K) seja grande, independentemente da qualidade da aproximagdo de K por K’ as

hipoteses do teorema anterior podem nao ser satisfeitas.



4 Homologia Persistente

O algoritmo no inicio da Secao 3.2 permite que computemos os nimeros de Betti de
um complexo simplicial filtrado, e também prové os nimeros de Betti de todos os sub-
complexos da filtragao. Intuitivamente, o objetivo da homologia persistente é acompanhar
toda essa informacao e observar os pares de tempo de criagao e de destruicao das classes

de homologia que aparecem durante o processo.

4.1 Um exemplo simples

Antes de formalmente introduzirmos a homologia persistente, vamos considerar um
exemplo bem simples. Seja f : [0,1] — R uma funcdo cujo grafico estd representado a
seguir.

Estamos interessados em estudar a evolugao da topologia dos conjuntos de nivel
f7Y([~o0,t]) conforme t cresce. A topologia do conjunto de nivel muda quando ¢ passa
pelos valores criticos a, b, ¢, d e e. Passar pelo valor critico a faz aparecer uma compo-
nente conexa, e para todo t com a < t < b, f~'((—o00,t)) é um conjunto conexo (pois
serd um intervalo). Quando ¢ passa pelo valor critico b, uma segunda componente co-
nexa surge, e para todo ¢t com b < t < ¢, f71((—o0,t)) tem duas componentes conexas.
Quando t passa pelo valor critico ¢, as duas componentes conexas se fundem. Observe
que a segunda componente conexa surgiu quando ¢ passou por b, e depois desapareceu
quando t passou por c¢. Assim, os pontos b e ¢ correspondem ao “nascimento” e a “morte”
dessa componente. Na estrutura de homologia persistente, esse “emparelhamento” é, ou
representado pelo intervalo representado no gréafico a esquerda, ou é representado pelo par
ordenado (b, ¢) no gréfico a direita. O comprimento ¢ — b do intervalo (b, ¢) representa a
“vida util” da componente criada em b. Intuitivamente, quanto maior for este intervalo,
mais relevante esta componente é. Agora, conforme crescemos ¢, uma nova componente
conexa surge assim que atinge t = d, que acaba se fundindo quando ¢ = e, e portanto da
origem ao intervalo de persisténcia (d, e). Note que a nio estd pareado & nenhum valor,
uma vez que desde que a primeira componente foi criada, ela nunca se fundiu a outra.
Assim, fazemos o pareamento (a, +00), simbolizando que esta componente persistiu. No

final do processo, podemos representar os pares encontrados de duas maneiras: ou como

39
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conjuntos de intervalos, chamados de barcodes, ou entao por diagramas no plano, chama-
dos de diagramas de persisténcia (representados na figura a seguir). Por razdes técnicas,

e que serao explicada mais adiante, adicionaremos ao diagrama de persisténcia a diagonal

y=x

'
'
'
R et |

Figura 4.1: Uma funcao real e seu diagrama de persisténcia.

Agora, suponha que facamos uma aproximagao g da funcao f definida anteriormente,
selecionando diversos pontos (x, f(x)), e entdo ligando-os de maneira linear por partes.
Ao fazermos o calculo do diagrama de persisténcia da g, observamos que temos muito mais
pares de persisténcia do que tinhamos na fungao f. Entretanto, muitos destes pontos estao
proximos a diagonal y = x, ou seja, nascem e morrem rapidamente. Contudo, aqueles
pares que estao proximos dos pares da funcao f acabam sendo os pontos que persistem
por mais tempo, e tém seus intervalos maiores. Em outras palavras, as caracteristicas
topolodgicas que ja existiam na funcao f resistem por mais tempo do que aqueles que
foram criados pelo ruido da aproximacao pela funcdo g. Assim, podemos supor que
pequenas perturbagoes na fungdo nao devem alterar consideravelmente as caracteristicas

topoldgicas dos conjuntos de subnivel. Veremos adiante que isto de fato é verdade.

Figura 4.2: Diagrama de persisténcia da aproximacao de uma funcao real. Adaptado de:

.

Quando consideramos fungoes definidas em espacos de dimensoes maiores, passar por
pontos criticos pode nao so alterar a conexidade dos conjuntos de subnivel (isto é, a

criagdo ou destruicao de 0-ciclos), mas também outras caracteristicas topolégicas, como
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a criagao e destrui¢ao de k-ciclos de ordens maiores (ou seja, a alteragdo na quantidade
de “buracos” k-dimensionais do espago). Posteriormente, vamos mostrar como é possivel

definir os pares e diagramas de persisténcia para qualquer dimensao.

4.2 Homologia Persistente de uma Filtracao

Primeiro, vamos definir a nocao de persisténcia para a filtragdo de um complexo sim-
plicial. O objetivo é estudar a evolucao da homologia dos subcomplexos da filtracao.

Seja K um complexo simplicial d-dimensional, e seja
o=K'cK'c---CK"=K

uma filtracio de K de modo que, para qualquer i = 0,...,m —1, K'!' = K*Uo¢"™!, onde
o+l ¢ um simplexo.

Para qualquer n tal que 0 < n < m, denotaremos por C}' o conjunto das k-cadeias
de K™. Observe que a restricao do operador bordo para C}', tem sua imagem contida em
Cy~ . Denotaremos por Z' e B os conjuntos dos k-ciclos e k-bordos de K", respectiva-

mente. O k-ésimo grupo de homologia de K" é, entao
H} =7}/By.
Com essa notagao, temos as seguintes inclusoes:

nczic-czpc--CZy=Z1K)
B)CB,C---CB}'C-CBJ"=DBi(K)

Defini¢ao 4.1 (Numeros persistentes de Betti). Parap € {0,...,m}el € {0,...,m—p},
o k-ésimo numero persistente de Betti de K', denotado por B,lc’p , ¢ a dimensao do espaco
vetorial Hy? = ZL/(BLP N ZL).

O k-ésimo ntimero persistente de Betti de K'! representa o ntimero de classes de homo-
logia independentes de k-ciclos em K'! que ndo sdo bordos em K'*?. Intuitivamente um
k-ciclo em K' que gera um elemento nao nulo em H ,l;p , ¢ um ciclo que apareceu na filtragao
antes do passo [ + 1, e ainda ndao ¢ um bordo no passo [ + p. Vimos anteriormente que
uma classe de homologia é criada quando um simplexo positivo é adicionado na filtragao,

e que uma classe de homologia ¢ destruida quando um simplexo negativo é adicionado.

Lema 4.2. Seja 0 = o* um k-simplexo positivo na filtracio de K. Entdo existe um inico
k-ciclo ¢ que ndo € bordo em K*, que contém o e ndo contém nenhum outro k-simplexo

Positivo.
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Demonstragcao. Suponha que para qualquer k-simplexo positivo adicionado antes de o a
filtracdo, exista um k-ciclo d que ndo é bordo de ninguém em K', que contém o e mais
nenhum outro k-simplexo positivo. Vamos mostrar que o mesmo vale para k + 1. Sejam
0;'», Jj = 1,...,p os k-simplexos positivos diferentes de o contidos em d, e sejam c; os
ciclos que nao sao bordos, que contém a; e que nao contém mais nenhum outro simplexo
positivo. Entao

c=d+c+-+¢

¢ um k-ciclo no qual o ¢ o Unico simplexo positivo. Mas como ¢’ foi o tltimo simplexo
adicionado em K’ ndo existe nenhum (k + 1)-simplexo contendo o em seu bordo. Logo,

¢ nao pode ser bordo. O

Definicao 4.3. Conforme aumentamos os indices [, sucessivos complexos sao vinculados
a filtracdo por meio de inclusdes, o que induz uma funcdo entre as cadeias f' : K!' —
K'*! nos complexos de cadeia e homomorfismos 7}, : Hi — H;™ no k-ésimo médulo de
homologia. A sequéncia de complexos de cadeia (K!) conectada pelas fungoes de cadeia

e homomorfismos (f!) é chamado de complexo persistente de K.

O seguinte diagrama representa parcialmente o complexo persistente:

it AR o
i—1 i it+1 42
f Kllc f K,l:“l f Kli;+2 f
o o o
I g, L R 2 ey
0, ot 9,79
RS Y G ALY L
B 0,7 0,75

Veja que cada coluna do diagrama é um complexo de cadeia conectados pelas funcoes

1.

4.2.1 Base da homologia persistente e pares persistentes

Os k-ciclos associados aos k-simplexos positivos do lema anterior, nos permite preser-
var uma base de grupos de homologia k-dimensionais dos subcomplexos da filtragao. No
comego, a base de Hy(K°) estd vazia. As bases de Hy(K") sdo construidas indutivamente

da seguinte maneira:
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e Suponha que a base de H,i_l foi construida e que o i-ésimo simplexo o* é positivo
e tem dimensdo k. Adicionaremos a base de H, ' a classe de homologia do ciclo ¢!
associado & o para obter a base de Hj. De fato, como ¢’ é a soma de o' e simple-
x0s negativos, entao nao ¢ homologa a nenhuma combinacao linear dos ciclos que

definem a base de H;'. Como dim H} = dim H, *+1, nés obtemos uma base de Hj.

s

o Assumiremos agora que a base de H ,i_l foi construida, e que o j-ésimo simplexo o7 é
negativo e tem dimensdo k + 1. Sejam c™, ..., c"” os ciclos associados aos simplexos
positivos 0, ..., 0% cujas classes de homologia formam uma base de H ,g'*l. O bordo
d = 0o’ é um k-ciclo em K7~ que ndo é bordo em K77, mas é bordo em K7. Assim,

podemos escrevé-lo de maneira tinica como

p
d= 00! = Z exC™ + b,
k=1
onde g, € {0,1} e b é um bordo. Assim, denotamos [(j) = max{ig; e, = 1} e

removemos a classe de homologia de ¢!¥) da base de H} .

. i—1 . i N . ~ 1s
Como dim H?™' = dim H? + 1, e como ') é a combinacéo linear de um bordo com
k k )

os ciclos ¢*, entdao {¢™;4j, # 1(4)} é uma base para H}.

Definicao 4.4. Os pares de simplexos (Ul(j), 07) sao chamados de pares persistentes da
filtracao de K.

Intuitivamente, a classe de homologia criada por ¢'¥) em K'U) ¢ destruida por ¢/ em
KJ. A persisténcia desse par ¢ j —[(j) — 1.
Com isso, deduzimos nosso primeiro algoritmo para computar os pares persistentes de

uma filtracdo de um complexo simplicial K de dimensao d com m simplexos.

Algoritmo para computagao dos pares persistentes
Entrada: Uma filtracao de um complexo simplicial d-dimensional
contendo m simplexos.

Loy=Li=--=Ljg1=0
para j =0 a m faga
k= dim o/ —1

se o/ é negativo, entdo
[(7) = o maior indice do k-simplexo positivo associado a do”;

Ly + Ly U{ (') o7},
Saida: Os pares persistentes Lo, ..., Ls1 (em cada dimensao);

Veja que, assim como no algoritmo para computar os nimeros de Betti, o maior
problema deste algoritmo é determinar [(j). Para resolver isto, consideraremos uma versao

matricial para este algoritmo.
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Seja K um complexo simplicial de dimensao d, e
g=K'CcK'c---cK"=K
uma filtracao de K tal que, para qualquer ¢ = 0,...,m — 1, temos
K™ = K'U o™, onde ¢ é um simplexo.

Vamos dizer que uma face ¢’ de o tem codimensio n quando dimo — dim o’ = n.
Consideremos a matriz M = (m;;) m x m com coeficientes em Z, que representa o

operador bordo 0, definida por:

1, se o' é uma face de ¢7 com codimensao 1,
mld - 7.
0, caso contrario.

Assim, se 07 é um (k+ 1)-simplexo, a j-ésima coluna de M representa o conjunto de todas

as faces k-dimensionais do bordo de o7.

Exemplo 4.5. Considere o complexo com a filtragdo dados no Exemplo [3.12] Entao a

matriz do operador 0 sera:

<

I
S O O O O o o o o
S O O O O o o o o
o O O O O o o o o
SO O O O O O O = =
SO O O O O O = = O
SO O O O O o o o o
SO O O O O o = O =
SO O O O O = = O O
[ = e B e B e

Observe que a matriz do exemplo ¢ uma matriz triangular superior. Entretanto, isso
nao ¢ um comportamento particular deste complexo. Como os simplexos de K estao
ordenados de acordo com a filtracao, ¢ impossivel termos m;; = 1 para j < 7, pois isso
acarretaria em o’ ser uma face de 07, o que é um absurdo: como K7 ¢ simplexo e contém
o7, entdo deveria conter todas as suas faces, em particular a of, que s6 serd adicionada
em K'. Para cada coluna C; de M, consideremos I(j) o menor indice das linhas de M

que contém um termo nao nulo na coluna Cj:
l(j)=1 < m;; =1emy; =0, para todo ¢’ < i.

Observe que [(j) nao é definido quando a coluna C; nao contém nenhum termo nao nulo.
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Temos entao o seguinte algoritmo para computar pares persistentes:

Algoritmo para computacao dos pares persistentes - Versao Matricial
Entrada: Uma filtragdo de um complexo simplicial d-dimensional
contendo m simplexos, e a matriz M do operador bordo
para j =0 a m faga

enquanto existe ;' < j tal que I(j') = I(j) faga
Cj — Oj + Oj/ mod(2)
Saida: Os pares persistentes ({(j), j);

Entretanto, precisamos mostrar que, de fato, o algoritmo anterior calcula os pares
persistentes da filtragdo. Colocaremos este resultado em forma de proposicao, e sua

demonstracao seguird de uma sequéncia de afirmagoes elementares.

Proposicao 4.6. O algoritmo anterior computa os pares persistentes da filtragdo
gCcK°Cc---Cc K™ =K.

Demonstragdo. Dividiremos a demonstracao em quatro afirmagoes.

Afirmacao 1: Em cada passo do algoritmo, a coluna C representa uma cadeia da forma
0 (Uj + Zsiai) , com ¢; € {0,1}.
i<j

Mostremos essa afirmacgao por induc¢ao. Para 5 = 0, ndo ha nada a demonstrar. Suponha

agora que no passo k, a coluna C} representa a cadeia da forma

d (crk + Zeiai) , com ¢; € {0,1}.

i<k

Ao utilizarmos nosso algoritmo para j = k 4 1, teremos que, para todo j' < k + 1, se

[(j') = U(k + 1), entao Cyy1 = Cry1 + Cjr. Veja que temos apenas dois casos:

o Se Cry1 = C, entdo a cadeia do (k + 1)-ésimo passo sera

0 (ak“ + o+ Zeiai) =0 (0’”1 + > aiai> .

i<k i<k+1

o Se Cry1 # C, entdo a cadeia do (k + 1)-ésimo passo sera

i<k i<k+1

Afirmacgdo 2: No final do algoritmo, se j ¢ tal que [(j) est4 definido, entdo ¢!() ¢ um

simplexo positivo.
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De fato, a coluna C} representa uma cadeia da forma

o'+ 3 n,07 com 7, € {0,1}.

p<l(j)

Mas de acordo com a Afirmagao 1, C; também representa um bordo em K7. Assim

p<l(j) 1<j

Assim, a cadeia anterior é um ciclo em K@) que contém ¢'). Portanto, o simplexo o'%)
é positivo.
Afirmacao 3: Se no final do algoritmo, a coluna C; s6 contiver termos nulos, entao o/
deve ser um simplexo positivo.

De fato, representando a coluna C; como na afirmagao anterior, usando que todos os

termos de C; s@o 0, e aplicando a Afirmacao 1, temos:

o’ +Z€Z~0i =0.
i<j

Entao, o7 esta contido em um ciclo de K7.

Afirmacao 4: Se, ao final do algoritmo, a coluna C; contiver termos nao nulos, entao

(0'9) 7)) ¢ um par persistente.

Combinando as afirmacdes 1 e 2, e isolando do”, temos:

dol =o'D + 3" 0l +0 (Z eiai> :

p<l(j) i<j

Mais ainda, o'} é positivo, e portanto foi adicionado & base da homologia persistente no
tempo [(j) e ndo foi pareado antes do tempo j. Entretanto, como ao final do algoritmo
uma linha da matriz nao pode conter mais de um elemento nao nulo que é o menor termo

nao nulo de sua coluna, entdo deduzimos que ('), o7 ) ¢ um par persistente. O]

Veja que, ap6s a aplicagdo do algoritmo anterior, um ponto (a;,00) estard nos dia-
gramas de persisténcia se, e somente se, a i-ésima coluna for nula e a ¢-ésima linha nao
tiver um [(j). Em outras palavras, temos que o; é um simplexo positivo, pois sua i-ésima

coluna ¢ nula, e se ele fosse negativo, deveria conter algum [(j) na i-ésima linha.

Exemplo 4.7. Vamos aplicar o algoritmo anterior no exemplo [4.5] Vamos descartar os
passos J = 1, j = 2 e 7 = 3, pois as trés colunas sao nulas. Para j = 4, veja que as
trés colunas anteriores sao nulas, logo nao ha nada a fazer. Para j = 5, temos {(5) =2 e

[(4) = 1, também nao havendo nada para fazer. Para j = 6, a coluna é nula, e portanto
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a matriz também nao sofre alteragdo. Agora, para j = 7, temos I(7) = 1 = (4). Assim,

trocamos a coluna C7 por C7; 4+ C4. Obtemos a matriz

1234567809
1ffooo1000 0 0
210 001101 0 0
310 00010110
410000000 1 1

Mya=5/0 0000000 1
6/0 00000000
710 00000001
810 00000000
910 000 000 0 0

Veja que, com isso, teremos que a coluna 7 coincidird com a coluna 5, logo I(7) = I(5),
e assim, trocaremos C;7 por C7; + C5, que serd uma coluna nula. Desse modo, a matriz

resultante serd

1234567809
1ffooo1000 0 0
210 001100 0 0
310 00010010
410000000 1 1

Mys=5/0 0000000 1
610 00000000
710 00000001
810 00000000
910 000 000 0 0

Para 7 = 8 e j = 9 nao serd necessario fazer nada, uma vez que nenhuma das outras
colunas terd o mesmo pivo que elas. Por fim, temos que a matriz reduzida serd R = Mz 5.

Vamos agora interpretar nossa matriz bordo. Lembremos que os simplexos da filtragao
sao, em ordem, os simplexos a, b, ¢, ab, bc, d, ac, cd, e abc. Veja que os 0-simplexos estao
armazenados nas colunas 1, 2, 3 e 6. Ja os 1-simplexos estdo armazenados nas colunas 7 e
8. Por fim, o 2-simplexo estd armazenado na coluna 9. Desse modo, calcular 3; se resume
a calcular a diferenga entre a quantidade de colunas de i-simplexos positivos (para isso,

basta ver as Afirmagoes 2 e 3 do teorema anterior) e os (i + 1)-simplexos negativos.

e [y: observe que os 0-simplexos a, b, ¢ e d sdo positivos, pois tém as colunas nulas,

enquanto os 1-simplexos ab, bc e cd sao negativos. Assim, fy =4 — 3 = 1;

e [(1: observe que o Unico 1l-simplexos positivo é ac, enquanto o 2-simplexo abc é

negativo. Assim, f; =1—1=0;
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e [35 : como o 2-simplexo é negativo, segue que 3 =0 — 0 = 0.

Veja que os nimeros coincidiram com os que obtemos no Exemplo [3.12]

4.3 Diagramas de persisténcia e a distancia bottle-

neck

Para um k£ fixado, os pares persistentes de simplexos de dimensoes k e k + 1, respec-
tivamente, sao convencionalmente representados por um diagrama no plano: cada par
o) em K'U) é representado pelo ponto com coordenadas (I(j),j). Para cada simplexo
o' positivo que nao estd emparelhado com nenhum simplexo negativo da filtracao, nés
associamos o par (i, +00). Por razdes técnicas, nés adicionaremos a esse conjunto finito de
pontos a diagonal y = x do plano, para conseguirmos o diagrama persistente de dimensao
k da filtragao.

Defini¢ao 4.8. Um multiconjunto A = (S, m) é um par que consiste de um conjunto S
e uma aplicacdo m : S — {1,2,...} U {+o0}, chamada de fun¢ao multiplicidade. Cada

s € S é dito um elemento de A com multiplicidade m(s).

Se a filtracao estiver indexada por uma sequéncia crescente de nimeros reais, como

por exemplo na filtracao associada ao conjunto de subnivel de uma fungao:
F=KY“CK*"C---CK=Kcomay<a; << ap,

um par persistente de simplexos (o;,0;) é representado no diagrama como o ponto com
coordenadas («;, o). Entretanto, como a sequéncia nao é necessariamente decrescente,
podemos ter diversos pares associadas a um mesmo ponto no plano. Assim, um diagrama
de persisténcia é simplesmente um multiconjunto A4 = (S, m) onde S C R’ (R=RU
{+o0}, e a aplicagdo m conta a quantidade de pares associados ao ponto dado. Por
convengao, os pontos da diagonal tém multiplicidade infinita, e se um simplexo ¢; nao
estiver emparelhado, nés adicionamos o ponto de coordenadas («;, +00) ao diagrama de
persisténcia.

Seja ,u;;j o numero de classes linearmente independentes em H,(K;) que nascem em

K; e morrem quando entram em K. Entao temos
i = (B = B) = (B = ),

para todo i < j e qualquer p.
O primeiro termo 6;;7' ~1 é o ntimero de classes de homologia independentes em H,(K;_;)

que nasceram em Hp,(K;) ou antes. Assim, a diferenca (857~' — /) representa o nimero
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de classes de homologia independentes em H,(K;_;) que nasceram em H,(K;) ou antes,
e morrem antes de H,(K).

Analogamente, a diferenca (8,7~' — (/) computa o nimero de classes de homolo-
gia independentes em H,(K;_;) que nasceram entre H,(K;_1) e H,(K;) e morrem entre

Hy(Kj-1) e Hy(Kj).

Definicao 4.9 (Distancia bottleneck). Sejam D; e D, diagramas de persisténcia. A

distancia bottleneck entre D; e Do é definida como

dp(D1, D2) = inf sup [|p — v(p)|oo,
7 peDy
onde v varia no conjunto de todas as bije¢oes entre os multiconjuntos Dy e Do, e ||p —
qllo = max{|z, — x4|, |yp — y4|}. Por convencao, se y, = y, = +00, entdo [|p — ¢l|e =

|2 — 2]
Proposigao 4.10. A distincia bottleneck é uma métrica.

Demonstragdo. Sejam D, Dy e D3 diagramas de persisténcia. Entao:

1. dg(Dy, Dy) = inf sup,cp, [[p — 7(p)||e > 0, pois ||[p — y(p)|| > 0;

2. dg(Dy,Dy) = dgp(Ds, Dy): Seja v uma bijegdo de D; em D,. Entao para qual-
quer p € Dy, existe um tnico ¢ € Dy de modo que v~ !(g) = p. Assim, temos
lp =@l = [v"a) —dl = lla = v (@Il Logo. {llp —v(p)ll;p € Di} =
{lla=7""(a)ll;q € D2}, o que implica em sup,ep, |[P—7(P)|| = supep, [lP—7"1(@)l.
Agora veja que v~! pode ser qualquer bijecio de Dy em D;, pois qualquer bi-
jegdo terd sua inversa, digamos A, de D; em Dy. Desse modo, dg(D;,Dy) =

inf., sup,ep, |[P—7(P)llo = infy-1 5Upyep, [lg=77"(0)|[c0 = Infrsup,ep, lg—=A ()|l =
dB(D2> D1);

3. dg(D1,Ds) =0 <= D; = Ds:
(<) Se Dy = Ds, considere id : Dy — D,. Claramente, id é uma bijecao. Mais
ainda, para qualquer p € Dy, temos ||p —id(p)|| = ||p —p|| = 0. Logo, dg(D1, D3) =
0.
(=) Se dg(Dy, Dy) = 0, entao para todo € > 0, existe v de modo que

sup [|p —7(p)[| < &

peD1
Portanto, dado p € Dy, para todo € > 0 existe ¢ = y(p) € D5 tal que ||p — q||« < €.
Desse modo, p € D,. Mas veja que um diagrama de persisténcia ¢, por definicio, um
conjunto fechado, por ser a unidao da diagonal (fechada) com uma colegdo de uma

quantidade finita de pontos (também fechado). Logo, p € Ds, ou seja, D1 C Ds.
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Agora, como dg(D1, Dy) = dg(Ds, D), também garantimos que Dy C D;. Desse

modo, segue a igualdade esperada;

4. dg(D1, D3) < dp(D1, Dy) + dg(Ds, D3): Sejam A, B e I' os conjuntos das bijegdes
de Dy em Dy, Dy em D3 e Dy em Ds, respectivamente. Tome a € A, b € B, e

considere a bijecao boa € I'. Para todo p € Dy, temos:

lp = balp)ll= = [Ip = alp) +alp) = b))
< llp = a(p)l | +la(r) = ba(p)l <
< sup |z — a(a)loe + $1p |1y = b(s) -

relq

IN

Tomando o supremo com z € D;, na desigualdade acima e considerando que o

infimo de um conjunto é menor ou igual a todos os elementos dele, temos:

inf sup ||z —7(2)llee < sup [|z —b(a(2))llec < sup ||z — a(2)llec + sup [ly = b(y)[o-

z€Dy z€Dq €Dy yeD2

Agora, passando o infimo com relagao as bijecoes o € A, e depois com relacao as

bijecoes 3 € B, temos

mfsu 2z —9(2)|leo < inf sup ||z — a(2)||s + Inf su — 0o
pH v(2)]] aeAxegH ()] 56%6&!!1/ B

Y€l 2eDy
Portanto,
dp(D1, D3) < dg(Dy, D2) + dp(Ds, D).
De 1, 2, 3 e 4, segue que dg é uma métrica. n

Essa defini¢do é o que nos motiva a incluir a diagonal aos diagramas de persisténcia,
pois isso permite que calculemos a distancia entre dois diagramas que nao tém a mesma
quantidade de pontos fora da diagonal, associando os pontos excedentes com pontos da

diagonal.

4.4 Mobdulos de persisténcia, intercalacao e estabili-
dade

Definicao 4.11 (Médulos de persisténcia). Um médulo de persisténcia V sobre um sub-
conjunto I dos niimeros reais é uma familia indexada de espagos vetoriais (V,;a € I) e
uma famflia duplamente indexada de transformagoes lineares (v° : V, — Vp;a < b) que

satisfaz a lei da composicio v§ o 12 = v¢.

Definigédo 4.12. Dizemos que um médulo de persisténcia V é g-tame se o posto de v° for

finito sempre que a < b.
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Figura 4.3: Dois diagramas de persisténcia e sua distancia bottleneck.

A sequéncia dos grupos de homologia de uma filtracao K, com os homomorfismos indu-
zidos pela inclusao, é um médulo de persisténcia indexado sobre o conjunto {0,1,...,m}.
Pode-se mostrar que o diagrama de persisténcia de uma filtragdo {@ = K* C K* C
-+ C K% = K} é completamente determinado pelo posto dos homomorfismos Hy(K*) —

Hy(K%) para quaisquer i < j. Essa propriedade se estende para médulos g-tame.

Teorema 4.13. Se um modulo de persisténcia V é q-tame, entao ele tem um diagrama de
persisténcia dgm(V) C R? bem definido. Quando V € um mdodulo de persisténcia definido
por uma filtracio de um complexo simplicial finito, o diagrama coincide com o definido

anteriormente.

Demonstracio. A definicao exata de diagramas de persisténcia para modulos de persis-
téncia, assim como a demonstracao deste teorema, podem ser encontrados em [I]. Para

os fins deste trabalho, basta a definicdo dada na se¢do anterior. O

Vamos assumir que todos os modulos de persisténcia considerados sao indexados em
R. Isso nao é uma suposicao restritiva no ambiente em que estamos trabalhando: se V
for um moédulo de persisténcia indexado por um conjunto finito ay < as < - -+ < uy, ele
pode ser estendido para uma modulo constante por partes indexado nos reais, definindo
Vo = Vo, for a € [aj,a;41) com a convencdo de que ag = —00 € Qpy1 = +00. As
transformagdes lineares sio entdo definidas de maneira 6bvia, fazendo v? = id sempre que

OéjSCLSb<Oéj+1.

Definicao 4.14. Sejam U e V dois mdédulos de persisténcia sobre R, e seja ¢ um nimero

real qualquer. Um homomorfismo de grau € é uma colecao ® de transformagoes lineares

{¢a : Ua — Va+5; a € R}
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ate

tal que vITE o ¢, = ¢p o ub para todo a < b. Escrevemos:

Hom®(U,V) ={f: U — V; f é homomorfismo de grau ¢}
End®(V) ={f:V = V; f é homomorfismo de grau ¢}.

Veja que a composicao ¢ definida de maneira 6bvia. Para ¢ > 0, o endomorfismo mais

importante de grau e é a aplicagao shift 15 € End®(V), que é a cole¢do das aplicagoes

(vg™)-

Se ® : U — V é um homomorfismo de qualquer grau, entao por definicao ®1; = 15P

para todo ¢ > 0.

Definigao 4.15 (Intercalagdo de médulos de persisténcia). Dois médulos de persisténcia

U e V sao ditos e-intercalados se existirem aplicagoes

® € Hom*(U,V) e ¥ € Hom*(V, U)

tais que U = 1¥ e dU = 1.

Em outras palavras, existem aplicacoes

O U = Vigs ey : Vi = Upgs

definidos para todo t, de modo que os diagramas

v "y
S t

®s ot

U5+z~:
t+e
‘/:9-‘,-5 ? ‘/t-‘,-a

VS%W
Ps [un

usis
t+e
Us+s — Ut+6

comutam para todo s tal que s < t.

S—¢&
¢\

s—e
s+e
? Us+s

P

s—¢€
vs+£

u
€

Vs

‘/sfs ’ Vs+5

Us

A nocao de intercalacao nos permite enunciar o Teorema Fundamental da Estabilidade

para Diagramas de Persisténcia.
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Teorema 4.16 (da estabilidade dos diagramas de persisténcia). Sejam U e V dois mo-
dulos de persisténcia q-tame e-intercalados para algum € > 0. Denotando por dgm(U) e

dgm(V) seus diagramas de persisténcia, temos
dp(dgm(U),dgm(V)) < e.

Demonstra¢io. A demonstragao deste teorema pode ser encontrada em [I], Teorema 5.24,
e esta dividida nas Secoes 5.6 e 5.7. [

4.5 Estabilidade persistente para funcoes

Seja f : X — R uma fun¢do com imagem nos reais definida em um espaco topoldgico
X. Vamos considerar a filtragio dos conjuntos de subnivel {F, = f~!((—00,])}acr €
considere os grupos de homologia singular Hy(F, ) destes conjuntos de subnivel. Note que a
inclusao candnica F,, C Fj sempre que o < f§ induz um homomorfismo Hy(F,) — Hy(F3).

Entao, a filtracdo de conjuntos de subnivel de f induzem um modulo de persisténcia [Fy.

Definicao 4.17. Uma funcao real f definida em um espaco topoldgico X é dita g-tame se

seus modulos de persisténcia associados Fy, sao g-tame para todo inteiro & nao negativo.
O seguinte resultado fornece condigdes para f e g serem ¢-tame.

Proposicao 4.18. Se X for homeomorfo a um complexo simplicial finito e f : X — R

for continua, entao f é q-tame. Em particular, dgm(Fy) é bem definido.

Proposicao 4.19. Sejam f,g: X — R duas fungoes definidas em um espaco topoldgico
X tal que ||f — glle = sup,ex |f(x) — g(z)] < €. Entdo os mddulos de persisténcia
Fr e Gy induzidos pelas filtracoes dos conjuntos de subnivel das filtracoes de f e g sdo

e-intercalados.

Demonstragio. Como ||f — g||e < €, temos, para todo a € R, que F,, C Goie C Foia: C
Gat3e C -+ -. Essas inclusoes induzem homomorfismos Hy(Fy,) — Hr(Gaste) € Hi(Go) —
Hy(F,.c) para qualquer a € R. O conjunto destes homomorfismos definem uma e-

intercalacao entre Fy e Gy,. O

Quando nao houver ambiguidade, denotaremos por dgm(f) o diagrama de persisténcia
de ) para qualquer k. Aplicando a proposi¢ao anterior e o Teorema da estabilidade
dos diagramas de persisténcia imediatamente obtemos o seguinte resultado para a

estabilidade de funcgoes.

Teorema 4.20. Seja X um espaco topologico homeomorfo a um complexo simplicial finito

e sejam f,q: X — R duas fungoes continuas. Entdo

dp(dgm(Fy),dgm(Gy)) < [[f = gl|oo-
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Demonstragcao. Como X é homeomorfo a um complexo simplicial, temos que as fungoes
f e g sdo limitadas, portanto ||f — ¢||.c = ¢ € R. Ainda, sabemos que f e g sdo g-tame,
logo, pela proposicao anterior, os médulos de persisténcia F e G sdao e-intercalados. Por

fim, aplicando o Teorema [.16], obtemos:

dp(dgm(Fy), dgm(Gy)) < & = ||f = g[co-
[l

Intuitivamente, esse teorema nos diz que a perturbacao entre os diagramas de persis-
téncia de duas fungoes é limitada pela distdncia entre as fun¢des. Em outras palavras,

fungoes préximas terao diagramas préximos

X

3

Figura 4.4: Diagrama que ilustra a estabilidade dos diagramas. Fonte: [2].

4.6 Estabilidade persistente para conjuntos compac-

tos e complexos construidos sobre uma nuvem de
pontos

Proposicao 4.21. Seja X C R? um conjunto compacto. Entdo, a funcdo distincia

dx : R = R € g-tame.

Demonstragcio. Sejam « e [ tais que 0 < a < 3, e considere um k € 7Z nao negativo.
Vamos mostrar que o homomorfismo induzido pela inclusao dos conjuntos de subnivel
i, + X* — XP tem posto finito. Seja ¢ = (8 — a)/2>0. Como X é compacto, entdo
existe um subconjunto P C X finito tal que dy(X, P) < e. Isso acontece pois, como
X é compacto e X = U,cx B(x,¢), entdo essa cobertura admite subcobertura finita,
isto é, existe uma subconjunto finito de pontos P tal que X C U,ep B(x,¢), e como
para qualquer z, temos B(x,e) C B(x,¢), entao X C B(z,e) = P°. Agora, como P ¢é
subconjunto de X, temos P C X C X°.
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Como consequéncia, temos a seguinte inclusao
X*c potec XP
que induz a seguinte sequéncia de homomorfismos
Hy(X®) — Hp(P*T) — Hy(XP).

Assim, segue do Lema do Nervo que P*™¢ é a unido finita de bolas homotopicamente
equivalentes a Cech(P, a + €), que é um complexo simplicial finito. Como consequéncia
disso, dim Hy(P**¥) < 400, e 0 posto da homomorfismo Hy(X®) — Hy(X?) (ou seja, a

dimensao da imagem de i,) satisfaz:
dim(im(z,)) < dim H,(X®) < dim Hy,(P*"®) < 4o0.

Dai, pela Proposigao [4.18] dy é g-tame, e ainda mais, dgm(IFx) é bem definido. ]

A proposicao acima nos permite dizer que as fungoes distancia para conjuntos compac-
tos de R? tém um diagrama de persisténcia bem definido. Recordando que se X,Y C R?
sdo compactos, entdo dy(X,Y) = ||dx — dy||~, obtemos imediatamente o seguinte coro-

lario:
Corolario 4.22. Sejam X,Y conjuntos compactos de R®. Entdo

Em particular, se P,Q C R? sdo nuvens finitas de pontos, entio para qualquer k inteiro

nao negativo,
dp(dgm(H(Cech(P))), dgm(Hy(Cech(Q)))) < du(P,Q),

onde Cech(P) denota a filtragio de Cech.

Demonstragio. Sabemos que as fungoes dy e dy sao g-tame, pela proposi¢ao acima. Dali,
aplicando o Teorema [4.20] temos

dp(dgm(dx),dgm(dy)) < ||dx — dy||o = du(X,Y).

Isso prova a primeira parte do corolario.

A demonstracao da segunda parte pode ser encontrada em [5]. O

Assim, os modulos de persisténcia induzidos pela filtragdo de dp e pela filtracdo de

Cech sao O-intercalados. Esse mesmo tipo de resultado pode ser também estabelecido para
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o complexo de Vietoris-Rips e, gracas a essas propriedades de estabilidade, os diagramas
de persisténcia obtidos podem ser considerados como assinaturas topoldgicas multiescala
robustas associadas a nuvens de pontos. Assim, é possivel comparar estruturas topolédgicas
de nuvens de pontos associadas a diferentes formas.

Veja que, se uma nuvem finita de pontos P é transformada por uma isometria de
R? em uma outra nuvem de pontos P’, entdo suas filtracées de Cech e de Vietoris-Rips
permanecem as mesmas. Entretanto, dy(P’, (Q)) pode se tornar muito maior que dy (P, Q),
enquanto a distancia bottleneck permanecera a mesma, o que torna a segunda desigualdade
do corolario anterior muito menos interessante. Para superar esse problema, podemos

considerar a distancia de Gromov-Hausdorff, definida da seguinte maneira.

Definicdo 4.23. Sejam X,Y C R? dois conjuntos compactos, e tome ¢ > 0. Uma,

e-correspondéncia entre X e Y é um subconjunto C' C X x Y, tal que:
1. Para qualquer x € X, existe y € Y tal que (z,y) € C;
2. Para qualquer y € Y, existe z € X tal que (z,y) € C;

3. Para quaisquer (x,y), (z/,v) € C, temos |d(z,2")—d(y,y')| < €, onde d é a distancia

euclidiana.

A distancia de Gromov-Hausdorff entre X e Y ¢é definida da seguinte maneira:
deu(X,Y) = inf{e > 0 | existe uma e-correspondéncia entre X e Y'}.

Veja que a definicdo acima pode ser estendida para qualquer par de espagos métricos
compactos. Mas, voltando as nossas nuvens de pontos P, P’ e (O, onde P’ é a imagem de
P por uma isometria de R%, nés temos dgy (P, Q) = dau(P', Q).

Mais ainda, o corolario anterior tem a seguinte generalizacao:

Teorema 4.24. Sejam P,Q C RY duas nuvens finitas de pontos seja Filt(-) a filtragio
do complexo de Cech ou de Vietoris-Rips. Entdo, para qualquer inteiro ndo negativo k,

temos
dp(dgm(Hy(Filt(P))), dgm(H(Filt(Q)))) < deu(P, Q).

Este resultado nao se restringe a R? podendo ser estendido para espacos métricos
nao euclidianos. Geralmente, o calculo da distancia de Gromov-Hausdorff nao ¢ feito na
pratica, mas podemos comparar a estrutura topolégica de conjuntos de dados finitos a
partir dos diagramas de persisténcia das filtragoes de Vietoris-Rips. O Teorema [4.24] nos
garante que se a distancia bottleneck entre os diagramas for grande entao os conjuntos cor-
respondentes estardo distantes com relacao a distancia de Gromov-Hausdorff. Entretanto,

a reciproca nao é verdadeira.
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Por exemplo, considere os conjuntos P = {0} e @, = {0,1,...,n}. Entdo, teriamos
der (P, Q) — o0, quando n — +oo uma vez que dada uma e-intercalacao entre P e @,
deveriamos ter |d(0,0) — d(0,n)| < e. Ou seja, € > n, e logo, deu(X,Y) > n. Fazendo
n — +oo obtemos o que queriamos. Ou seja, P e (), sdo tao distantes quanto se queira.
Por outro lado, claramente a distancia bottleneck entre os diagramas das filtragoes de P

e (), terdo distancia nula. Assim, a outra parte da inequagao nao é valida.



5 A persistent homotopy type

distance

Recentemente, uma nova defini¢ao de distancia, chamada de persistent homotopy type
distance, foi introduzida, em [3], usada para comparar duas fungoes definidas em espa-
¢os topologicos homotopicamente equivalentes, mas nao necessariamente iguais. E im-
portante ressaltar que uma distancia com objetivo parecido comegou a ser introduzida
em [6], chamada de pseudo-distancia natural. Esta, entretanto, é usada para comparar
fungoes definidas em espagos homeomorfos. Sendo assim, a pseudo-distancia expande o
conjunto de objetos onde a distancia bottleneck pode ser aplicada, enquanto a persistent
homotopy type distance expande ainda mais este conjunto. Nesse capitulo, estudaremos
principalmente o artigo [3], trazendo a defini¢ao desse novo tipo de distdncia, os teoremas
que garantem sua estabilidade e a comparam com as outras fungoes supracitadas, e tam-
bém veremos algumas aplicagoes e comentario a respeito de sua definicdo extremamente
particular. Em conjunto com o artigo principal, usaremos outros que nos auxiliem com
as defini¢bes e aprofundamentos que nao constam no artigo original: como a defini¢ao
de categorias e a categorificacdo da homologia persistente, retirados de [I3], a definigdo

formal detalhada das merge trees e alguns teoremas, retiradas de [4].

5.1 Categorias

Definigao 5.1. Uma categoria C consiste em uma classe de objetos Cy (também denotada
por 0b(C)) e, para quaisquer pares de objetos X,Y € Cy, um conjunto de morfismos
C(X,Y) (também denotado por hom(C)). Usualmente, escrevemos f : X — Y para
denotar um elemento f € C(X,Y). Sejam X, Y e Z em Cy. Entao existe uma aplicagdo
(chamada de composicao) que associa a cada (g, f) € C(Y, Z) x C(X,Y) um elemento
gf € C(X, Z). Essa composigao deve satisfazer a propriedade (hg)f = h(gf), chamada de
associatividade. Além disso, dado qualquer X € C,, existe um tinico morfismo chamado
de morfismo identidade, idy : X — X, que satisfaz idx f = f e g idx = g para quaisquer
fW—=>Xeg: X—=Y.

o8
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Normalmente, abusamos a notagao e escrevemos X € C quando nos referimos a um
elemento X € Cy. Ainda, caso os elementos de Cy nao sejam conjuntos, dizemos que C

¢ uma categoria pequena.

Exemplo 5.2. Seja Top a categoria cujos objetos sao espacos topologicos, e morfismos
sao fungdes continuas. Aqui, a composicao é a aplicacdo que associa a cada par de
fungoes continuas (g, f) a funcao gf := go f , e os morfismos identidades sao as fungoes
identidades.

Uma categoria interessante e que “deriva” da anterior, é a categoria Par, cujos objetos
sdo os pares (X, A), onde X é um espago topolégico e A é um subespa¢o de X. Um
morfismo de (X, A) em (Y, B) é uma funcao continua f: X — Y tal que f(A) C B. Nos

expressamos essa condi¢ao no seguinte diagrama comutativo:

A
jAJ(

X
onde j4 e jp s@o as inclusoes canonicas.

Exemplo 5.3. Seja Vet a categoria dos espagos vetoriais de dimensao finita sobre um
corpo FF, onde os morfismos sao as transformacgoes lineares entre eles. Novamente, a
composicao e os morfismos identidades sao dados de maneira ébvia.

Um espago vetorial graduado é uma colecao V, = {V, },ez com cada V,, € Vet. Um
morfismo f, : V., — W, entre espagos vetoriais graduados é uma sequéncia f, : {f, : V,, —

W, }. Denote por grVet a categoria dos espagos vetoriais graduados e seus morfismos.

Definicao 5.4. Dado um conjunto P, uma relacao < é chamada de relacao de ordem

parcial se for reflexiva, antissimétrica e transitiva. Ou seja, para todos x,y, z € P, temos:

o X1
s xRYyeyr=c=y;
e xXyeyxz=>1x=x2

O par (P, <) é chamado de conjunto parcialmente ordenado, ou também pode ser chamado
de poset. Quando x =< y, podemos também escrever y = z. Identificamos a um poset
P uma categoria P, onde Py = P e P(x,y) tem exatamente um elemento se z < y, e é
vazio caso contrario. Esse morfismo serd indicado simplesmente por x < y. Nesse caso,

chamamos a categoria P de categoria poset.

Definicao 5.5. Seja C uma categoria. Dizemos que dois objetos X, Y € C, sdo isomorfos
se existem morfismos f: X - Y eg:Y — X tais que gf =idyx e fg = idy. Nesse caso,
dizemos que f e g sdo isomorfismos. Claramente, a relacio (X ~Y <= X e Y sdo

isomorfos) é uma relagao de equivaléncia.
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Observe que em Top, os isomorfismos serao os homeomorfismos.

Definicao 5.6. Sejam A e C duas categorias. Um funtor F' : A — C consiste de uma
aplicagdo F' : Ag — Cy e para cada par X,Y € Ay, uma aplicagao F' : A(X,Y) —
C(F(X),F(Y)), de modo que, se f: X =Y eg:Y — Z, entao F(gf) = F(g)F(f) e se
X € Ay, entao F(idx) = idp(x).

Podemos interpretar um funtor entre duas categorias como uma aplicagdo que “pre-
serva” a estrutura da categoria, no sentido que F' relaciona as categorias mantendo uma

compatibilidade entre a composiciao e os morfismos identidades.

Exemplo 5.7. Denotemos por H,(—) a homologia singular com coeficientes em determi-
nado corpo F. Entdo H,(X) é um F-espago vetorial para qualquer X € Top,. Além
disso, se f : X — Y ¢é continua, entdo temos um homomorfismo induzido H.(f) :
H.(X) — H.Y). Como H.(g9f) = H.(9)H.(f), a homologia singular define um fun-
tor H, : Top — grVet. Se considerarmos apenas os grupos de homologia de grau £k,

entdo conseguimos um funtor Hj : Top — Vet.

5.2 Definicao da persistent homotopy type distance

Dado um inteiro n > 1, vamos considerar R™ com a ordem parcial <, definida por:
dados o = (o), 8 = (8;) € R", a = 8 <= «; < fB;, paratodoi = 1,...,n. Vamos ainda
imbuir R” com a métrica do maximo, ou seja, ||a||w = maxi<;<, |a;|. Ainda, dada uma
funcao px : X — R”, temos ||¢x||c = SuPyex ||¢x(2)||s- Definimos ainda, para cada
a € R, o elemento diagonal @ = (o, a, ..., «a) € R™

Vamos considerar a categoria S tal que: os objetos de S sdo todos os pares (X, vx),
onde X é um espago topoldgico e px : X — R™ é uma funcao continua. Os morfismos
entre dois objetos (X, px) e (Y, py) sdo todas as fungdes continuas f : X — Y que
satisfazem oy o f < px. A composicao e os morfismos identidades sdo dados de maneira

usual.

Definigéo 5.8. Para todo o € R”, com a > 0, o funtor a-shift (-), : S — S é definido

da seguinte maneira:

« Para todo (X,x) € 0b(S), (X, ¢x)a = (X, ), onde ¢y (x) = px(x) — a para
todo z € X

o Para todo f: (X, ¢x) = (Y, py) em hom(S), onde (f), = f considerado como um
morfismo entre (X, ¢x)q € (Y, ¢y )a-

No lugar de trabalharmos com S, vamos nos restringir a uma subcategoria C qualquer
de S, desde que C seja fechada com relagao ao funtor a-shift, para todo @ € R™. A partir

de agora, assumiremos que essa certa categoria C esta fixa.
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Definigdo 5.9. Sejam (X, ¢x) e (Y, py) dois objetos em C. Dado o = 0 em R”, uma
a-aplicagdo f com respeito a (px, py) é um morfismo de C entre (X, px) e (Y, ¢y), que
é uma aplicagao continua f : X — Y de modo que py o f < px + a. Ainda mais, dadas
duas a-aplicagoes f1: X — Y e fo : X — Y, uma a-homotopia em C entre f; e fo com

respeito ao par (¢x, py) é uma aplicagdo continua H : X X [0,1] — Y de modo que
L. fi=H(-,0);
2. fo=H(,1);
3. H(-,t) é uma a-aplicagdo em C com respeito ao par (¢x, ¢y ) para todo t € [0, 1].

Se uma a-homotopia entre duas a-aplicacoes f; e fo com respeito ao par (¢x,y)
existe, ndés dizemos que f; e fy sdo a-homotdpicos com respeito a (¢x, Yy).
Em outras palavras, uma a-homotopia é uma homotopia entre a-aplica¢des que é uma

a-aplicagdo em cada instante t.

Observacgao 5.10. Qualquer aplicagao f : X — Y que induz um morfismo f : (X, px) —
(Y, vy )a com respeito a (¢x,¢y) também induz um morfismo f : (X, ¢x) — (Y, ¢v)s
ainda com respeito a (px,py), para todo 8 = «. Portanto, qualquer a-aplicagdo pode

ser vista como uma [-aplicagdo, para todo 3 = «.

Observacdo 5.11. Para qualquer o >= 0, a a-homotopia com respeito a (px,py) é uma

relagdo de equivaléncia entre as a-aplicagoes de (X, px) em (Y, vy )q

De fato: Sejam f, g e h trés a-aplicagoes com respeito a (¢x, py ), e defina no espago

das a-aplicagoes a relagao (fy ~ fo <= f1 e fa sdo a-homotdpicas). Temos:

o f ~ f:Dbasta considerar a aplicacao H(z,t) = f(x). As duas primeiras propriedades
sao claramente satisfeitas, e a terceira basta observar que a fungao constante é uma

a-aplicacao.

e fr~g= g~ f: Se f~ g, entdo existe uma aplicacdo continua H; : X x [0,1] =Y
satisfazendo as trés condigdes de a-homotopia. Considere entao Hy(x,t) = Hy(x,1—

t). Desse modo, a terceira condigao é satisfeita automaticamente, e ainda, f; =
Hl(',O) = ]"]’2(‘7 1) € f2 = Hl('7 1) = HQ(,O)

e f~geg~h= f ~ h: Como f ~ g, existe H; uma a-homotopia entre f e
g, e como g ~ h, existe Hy uma a-homotopia entre g e h. Ainda, observe que
elas satisfazem g(z) = Hy(x,1) e g(x) = Hs(x,0). Considere a aplicacdo dada por
Hs(x,t) = Hi(x,2t), se 0 < t < 1/2, e Hs(x,t) = Ho(x,2t — 1) se 1/2 < t <
1. Claramente Hs ¢é continua, pois os tnicos pontos onde poderia haver a quebra
de continuidade sao nos pontos da forma (x,1/2), mas Hs(x,1/2) = Hy(x,1) =
g(x) e limy_,y /o Ha(z,t) = limy_q/9+ Hy(x,2t — 1) = Hy(x,0) = g(x), portanto
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Hj é continua em todo ponto. As trés propriedades de ser a-homotopia seguem

diretamente da construcao da Hs.

Agora, podemos introduzir a relacao de equivaléncia de a-homotopia entre objetos de
C. Observe que, apesar de abusarmos no nome, esta relagdo nao é necessariamente de

equivaléncia.

Definigdo 5.12. Para todo a > 0 em R", e quaisquer dois objetos (X, ¢x) e (Y, py)
em C, nds dizemos que (X, px) e (Y, py) sdo a-homotopicamente equivalentes em C se
existirem a-aplicagoes f: X = Y eg:Y — X em C com respeito a (px, py) e (¢y, ¢x),

respectivamente, tais que as seguintes propriedades sdo verificadas:
e a aplicacdo go f : X — X é 2a-homotdpica & idx com respeito a (¢x, px);
e aaplicagdo fog:Y — Y é 2a-homotdpica a idy com respeito a (py, @y ).

Quando as duas condigoes sao satisfeitas, dizemos que g é uma inversa de a-homotopia
de f com respeito a (vx,py), e que o par (f,g) consiste de um par de equivaléncias de

a-homotopias em C com respeito ao par (px, py).
Geralmente, uma inversa de a-homotopia de f com respeito ao par (px,py) nao é
Unica.

Definigdo 5.13. Seja (X, px), (Y, ¢y)) € 0b(C)xo0b(C). Denote por AC((X, ox), (Y, ¢y))

o conjunto:
{a > 0;(X,¢x) e (Y, py) sao d-homotopicamente equivalentes em C},
e por dr((X, ¢x), (Y, ¢y)) o valor:

inf A((X, px), (Y, ¢v)),

onde usamos a convenc¢ao de que o infimo sobre um conjunto vazio é +oo. Desse modo,
mostrar que a funcio d$, é limitada, é o mesmo que mostrar que o conjunto A€ é nio
vazio, fato que sera usado na proposicao que seguira.

d$, serd chamada de persistent homotopy type distance na subcategoria C. Quando

a subcategoria C for a categoria S inteira, denotaremos d$, por dgr.

Proposicao 5.14. Sejam (X, px) e (Y, py) dois objetos em S tais que px € py Sdo
limitadas, ou seja, ||@x|loos ||Py]leo < +00. Entio, dur((X,vx), (Y,py)) < +o0 se, e

somente se, X eY sdao homotopicamente equivalentes.

Demonstragio. (<) Vamos assumir que X e Y sdo homotopicamente equivalentes. Entéo,
existem aplicagoes f : X — Y e g : Y — X e homotopias H : X x [0,1] —» X,
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G:Y x[0,1] —» Y entre go f e idx e entre fog e idy, respectivamente. Uma vez que px
e wy sao fungoes limitadas, os nimeros ax := ||ox — ¥y © flloo, @y == ||ox © 9 — Vv ||o0,
ax = smaxepo |lex — ¢x © H(-,t)||o € Ay = 1 maxseoq] ||y © G(+,t) — py]|o s@o
finitos. Assim, a := max{ax,ay,ax,ay} é finito, e a pertence a AS((X, px), (Y, ¢y)),
logo dyr < a.

(=) Assuma agora que dyr < 00. Desse modo, existe algum « € R tal que (X, ¢x)
e (Y, py) s@o a-homotopicamente equivalentes em S com @ = (v, ...,a). Assim, X e Y

sao homotopicamente equivalentes. O

Observacio 5.15. Sejam (X, px), (Y, ¢y), (Z, pz) objetos de C, e sejam «, B = 0 € R".
Considere f : X — Y uma a-aplicagdo com respeito a (¢x,¢y) e g : Y — Z uma [-
aplicacdo com respeito a (py,¢z). Entdo go f : X — Z é uma («a + 3)-aplicagdo com
respeito ao par (px,pz).

of = +a (1
De fato: Temos prof = ex (9)

pzog =Xy + 3 (ii)
(i) (@)
Logo, pzo(go f)=(pzog)(f) 2 evof+B=eyv(f)+B=ex+(a+p).
A continuidade de g o f segue pelo fato que composicao de fungoes continuas é uma

funcao continua.

Lema 5.16. Sejam (X, px), (Y,py) e (Z,0z) trés objetos em C. Se (f1,g1) € um par de
equivaléncias de cv;-homotopia com respeito a (px, vy ) € (f2, g2) € um par de equivaléncias
de ag-homotopia com respeito a (vy,pz), todos em C, entdo (fyo f1,g109s) € um par de

equivaléncias de (aq + ag)-homotopia com respeito a (px,pz), também em C.

Demonstragio. Pela observacao acima, fs o f; é uma (ay + ag)-aplicagdo com respeito
a (¢x,¢z), € g1 0 g2 ¢ uma (ay + ag)-aplicacdo com respeito a (vz,px). Seja Hp :
X x [0,1] = X uma 2a;-homotopia com relagdo ao par (vx,px) entre g; o f1 e idy, e
seja Hy : Y x [0,1] = Y uma 2as-homotopia com relacao ao par (y,py) entre g o fo e

idy. Defina a aplicagdo H : X x [0,1] — X por

Hlot) = g1 0 Hy(f1(x),2t), se t € [0,1/2)
Hi(x,2t —1),set e€[1/2,1]

Entdo H é uma (2a; + 2a»)-homotopia com respeito a (pyx, px) de g1 0 ga o foo fi a idy.
Analogamente, podemos definir uma (2a; + 2as)-homotopia com respeito a (¢, ¢z)

de foo fiogiogs eidy. m

Definigdo 5.17. Dizemos que uma aplicacio d : ob(C) x ob(C) — R é uma pseudo-

métrica estendida se

1. d(z,y) € [0, +0o0];
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2. d(z,z) = 0;
3. d(z,y) = d(y,z);
4. d(z,z) < d(x,y) + d(y, 2).
Proposigao 5.18. A fun¢io d5; : 0b(C) x 0b(C) — R é uma pseudo-métrica estendida.

Demonstragao. 1. Por defini¢io, d$; € [0, +oc], pois é o infimo de um conjunto nao

negativo;

2. dS (X, ¢x), (X, px)) = 0, pois (X, ¢x) é 0-homotopicamente equivalente a (X, ¢ x)
(basta considerar a aplicacao identidade idy : X — X);

3. dgT((X7 QOX)v (}/7 QOY)) = dIC}T((Y; ()OY>7 (X7 90X>> pOiS (X7 90X> ¢ a—homotopicamente

equivalente a (Y, py) se, e somente se, (Y, py) é a-homotopicamente equivalente a
(X7 SDX)7

4. Sejam px : X = R" oy : Y — R" ¢y : Z — R" trés objetos na categoria
C. Seja a > 0. Se (X, px) nao for a-homotopicamente equivalente a (Y, py), ou
se (Y, py) nao for a-homotopicamente equivalente & (Z, pz), entdao a desigualdade
serd satisfeita, pois teremos d$((X, vx), (Z,¢z)) < +o00. Seja e > 0. Por defi-
ni¢do da d$, (que é o infimo de um conjunto), existem a; € A€((X, ¢x), (Y, py))
e ay € A°((Yopy),(Z,9z)) tais que ar < dip((X,9x), (Yiey)) + ¢ e
s < dSr (Y, 0y), (Z,pz)) +e. Claramente, existe um par (f1, 1) de @;-homotopia
com respeito a (vx, py), e existe um par (fs, g2) de dy-homotopia com respeito a
(py, pz). Assim, pelo lema anterior, temos que (fs 0 f1, g1 0 ¢g2) é um par de equiva-
léncias de (@ + dz)-homotopia com respeito a (¢x, ¢y). Ainda, das desigualdades

envolvendo e, obtemos:

dgT((X’ QOX)7 (Za SOZ)) < oy +
< dgr((X, ¢x), (Y, 0v)) + dgr(Y,ov), (Z,¢2)) + 2.

Tomando o limite, temos que

dgT((Xv SOX)7 (Z7 QDZ)) < dgT((Xv @X)? (K QOY» + dE]T((Y7 @Y)v (Zv SOZ))'

]

Antes de partirmos para o préximo resultado, introduziremos uma nova distancia,
chamada de pseudo-distancia natural. Dadas duas fungoes continuas oy : X — R e

vy Y — R, a pseudo-distancia natural entre as fungoes é definida por:

dvp((X, ¢x), (Y, y)) = inf o1 — @2 0 h|o,
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onde h : X — Y varia no conjunto de todos os morfismos da categoria Hg, cujos objetos
sao todos espacos topologicos munidos de fungoes reais continuas, e cujos morfismos sao
os homeomorfismos entre os espacos topoldgicos.

Agora, veremos qual a relacdo entre a pseudo-distdncia natural e a homotopy type

distance.

Proposicao 5.19. Sejam (X, vx) e (Y, py) dois objetos em S, onde X eY sio homeo-

morfos. Entdo
dur((X,9x), (Y, 0v)) < dnp((X, 0x), (Y, 0v))-

Em particular, se X =Y, e (X, 1), (X, p2) sao objetos em S, entdao

dur((X, ¢x), (Y. ov)) < |lex — ov||s-

Demonstragio. Se dnp((X, px), (Y, py)) = 400, ndo ha nada a demonstrar. Caso contra-
rio, existe a > 0 e um homeomorfismo f : X — Y tal que ||px —@y o flle < . Assim, fe
f~1 sdo d-aplicacoes, e f~1o fe fof~! sao O-homotépicas, (e portanto, 2a-homotépicas),
a idy e idy, respectivamente (nesse caso, basta considerar as homotopias Hi(x,t) = = e
Hy(y,t) = y). Portanto, (f, f~!) ¢ um par de equivaléncias de d-homotopias com relagio
a (px,py), o que implica que (X, px) e (Y, ¢y) sdo a-homotopicamente equivalentes.
Portanto, dyr < dyp. O

5.3 Exemplos de calculo da dgyr

Vamos agora calcular a persistent homotopy type distance em alguns casos simples.
Primeiramente, tomemos C = S, denotando a pseudométrica somente por dyr. Ainda,
considere R" que n = 1.

O primeiro exemplo pertence ao caso onde podemos retrair um espago X em um

subespago A, de modo que os valores da funcao ¢y nao aumentem.

Proposigao 5.20. Seja (X, px) um objeto em S, e seja A um subconjunto de X tal que
existe uma retragio F : X x [0,1] = X de X em A com a propriedade que px(F(z,t)) <
ox(x) para todo x € X e todo t € [0,1]. Entao,

dur((X, x), (4, px|a)) = 0.

Demonstracdo. Basta observar que F' é uma 0-homotopia entre ¢x e sua restricio em
A. O]

Corolario 5.21. Seja X um espago contratil, e tome z € X. Para qualquer ¢ € R, defina
0.+ X = R a fungdo constante p.(x) = ¢ em X. Denote por ¢ a fungdo constante em
{z} que leva z em c. Portanto, dgr((X,¢.), ({z},¢)) = 0.
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Demonstrag¢io. Basta aplicar a proposigao anterior para A = {z} e px a fung¢do constante.
O

No exemplo a seguir, observe que nao vale a igualdade dpr((X,¢x), (Y, ¢y)) =

dnp((X, ¢x), (Y, ¢y)), ainda que os espagos X e Y sejam homeomorfos.

Exemplo 5.22. Seja X a faixa obtida ao colar dois lados opostos de um retangulo R
mantendo a orientagao (isto é, sem nenhum giro), e seja Y a faixa obtida ao colar os dois
lados opostos do mesmo retdngulo, porém invertendo a orientagao (ou seja, fazendo um
giro completo). Assuma que os lados colados tém comprimento igual a 2 e que X e Y

estejam mergulhados em R3 como segue:

(u, v)

2 x = (2+vsenu) cosu,
X :qy(u,v) =2senu, € Y :$y(u,v)=(2+ vsenu)senu,

z(u,v) = v, z(u,v) = v cosu.

com 0 <u<2re—1<wv <1 Mais ainda, defina px : X — R como ¢x(x,y,2) =z e
vy 1 Y = R como ¢y (z,y,2z) = z. Desse modo, as linhas centrais de X e Y coincidem
com a curva C' = {(z,y,2) € R® : 22 +4y*> = 4,2 = 0} e px toma valores em {—1,1} em
cada ponto no bordo de X, enquanto ¢y continuamente varia no intervalo [—1, 1] para

cada ponto no bordo de Y.

Figura 5.1: Veja que em cada caso, a linha central é a curva C', que ¢ a circunferéncia que
“divide” as duas cores das figuras.

Afirmagao: dur((X, ¢x), (Y,¢y)) =1 e dvp((X, ox), (Y, py)) = 2.

Vamos provar primeiro a segunda parte da nossa afirmagao. Note que para qualquer
homeomorfismo f : X — Y temos ||ox — ¢y © f|lo = 2 pois f deverd levar pontos no
bordo em pontos no bordo.

J& para provarmos a primeira parte da afirmacao, vamos definir duas retragoes sobre
a curva C: rx : X — C dada por rx(z,y,2z) = (z,y,0) e ry : Y — C dada por

ry((2 + vsenu)cosu, (2 + vsenu)senu,vcosu) = (2cosu,2senu,0). Sejam ainda as
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inclusoes de C' em X e de ' em Y, denotadas por ic x e i¢y, respectivamente. Temos
entdo que (icy o rx,icx ©ry) ¢ um par de equivaléncias de 1-homotopia com respeito
a (¢x,py). Logo, dgr((X,¢x), (Y,py)) < 1. Por outro lado, note que dgm,(px) =
{(—1, 00)}, enquanto dgm, (¢y) = {(0,00)}. Assim, pelo Teorema .25 (que enunciaremos
e provaremos a seguir), temos dyr((X, ¢x), (Y,¢y)) > dp(dgm,(px),dgm,(py)) = 1.
Portanto, segue que dyr((X, px), (Y, py)) = 1.

Exemplo 5.23. Seja M uma superficie conexa, fechada e orientavel. Considere X =
Y = M e oy = ¢, a fungao constante igual a c. Nesse caso, dyp(vx, py) = ||ex — ¢||o-
Vamos mostrar que dyr(¢x,vy) = dyp(ex,y). Suponha que exista um par (f,g)
de a-homotopia com respeito ao par (¢x,py), onde @ > 0. Mostraremos que o >
l|ox —¢||oo. Note que como ¢ = p.(f(x)) < a+¢x(x) parax € M, temos a > ¢—min @y.
Agora, como f o g e idy; sdo homotdpicas, segue que f e g sdo sobrejetoras. Da condigao
ox(g(z)) < a+ p.(xr) = a+c, para todo x € M , obtemos que @ > max px — ¢. Assim,
a > max (¢ —minpx, max px — ¢) = ||px — ¢||o. Agora, como tomamos « arbitrario,
podemos tomar o infimo dentre eles, de onde segue que dyr(vx,vy) > |lox — || =

dyp(px,py). Por fim, pela Proposicao 5.19] temos que dyr < dyp. Assim, temos
dur(px, py) = dnvp(px, y).

5.4 A estabilidade da homologia persistente com res-
peito a dHT

Nessa se¢ao, discutiremos uma outra versao do Teorema da Estabilidade desta vez
para espacos topoldgicos nao necessariamente iguais, mas homotopicamente equivalentes.
Usaremos para isso algumas defini¢oes vistas nos capitulos anteriores, como a distancia
bottleneck e modulos intercalados.

Denotemos por H(-) o funtor homologia (com coeficientes em um corpo). Veja que,
com essa notagao, dado um espago topologico X, Hy(X) sera exatamente o k-ésimo grupo
de homologia de X. Além disso, dada f : X — Y continua, a aplicagdo Hy(f) : Hg(X) —
Hi(Y) serd o homomorfismo induzido por f, ou seja, Hi(f) = f.. Dado um par (X, px)
e um inteiro k£ nao negativo, definimos o médulo de persisténcia associado ao conjunto de

nivel:
X Vg o
Bk = {‘/E ? %’}83&"7

onde:
o para cada € € R, V. := H(X?) (onde X¢ é o conjunto de nivel oy ((—o0, €]);
« paracadae,e’ € R, com ¢ < ¢, a transformacao linear v, . := H, k(igfe, D X X)),

induzida pela inclusao natural de X¢ em X<
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Lema 5.24. Sejam (X, ¢x), (Y,py) um par de a-equivaléncias de homotopia em C.
Entdo, para qualquer inteiro k ndo negativo, os méddulos de persisténcia By e By sdo

a-intercalados.

Demonstracao. Fixe um inteiro k nao negativo, e escreva:
X . Ve,e! Y . W ot
Bk = {V; — Vgl}gggl e Bk = {We — WEI}&*SE,

como feito anteriormente.

Seja (f,g) um par de a-equivaléncias de homotopia com respeito ao par (¢x, py).
Para todo ¢ € R, sejam f. := f|x: e g. := g|y- as restrigoes de f. em X¢ e g. em Y*,
respectivamente. Note que, como f e g sdo a-aplicagoes, segue que im(f.) C Yt* e
im(g.) C Xt para todo ¢ € R. Para mostrar que B\ e B} sdo a-intercalados, para
qualquer € € R, noés precisamos fornecer aplicagoes ¢, : V. — Wi, e . - W. — V., tais
que os diagramas comutem, sempre que € < &’.

Para estabelecermos a comutatividade do seguinte diagrama

Ve, e+2a

‘/a Vs—&-Qa (5 1)
We—i—a

consideraremos o seguinte diagrama de espacos topologicos

X

G ‘e et2a X2
\ %
Yeroz

Veja que gepq © fo @ X& — X722 ¢ a inclusdo igfe 420 Sa0 homotépicos. De fato, como
existe uma 2a-homotopia H : X x [0,1] — X entre g o f e idy, entdo a restricio de H
em X° x [0,1] tem sua imagem contida em X®™2® e, portanto é uma homotopia entre
as aplicagdes geiq O fe € i2eynq- Assim, Hyp(geya © fo) = Hp(i. 9,). Por outro lado,

temos que Hi(geta) = Hi(getra © f2) 0 Hi(fe). Logo, Hi(gera © f2) 0 Hy(f:) = Hk(i§a+2a)-
Tomando ¢. = Hk(fs) € ws—&-cx - Hk(ga—i-a © fs)a obtemos:

wa—i—a o ¢8 = Hk<i§a+2a) = Vg et2a-

Ou seja, o diagrama ((5.1)) comuta.
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De modo analogo, podemos mostrar que o diagrama

WE Sectie W£+2a
‘/era

também comuta.

Agora, vamos mostrar a comutatividade do diagrama

Vg o
V. Ly, (5.2)
¢s (z)s/
w5+oc,s’+a
W5+a WE’+a

Para isso, consideraremos o diagrama de espagos topoldgicos

'iX

Xg e,e! XE/
fe re’
'y

K2
Y6+a eta,e/+a Y€/+O‘

Verifiquemos que este diagrama é comutativo, como fizemos anteriormente, para garantir

que o diagrama dos espacos vetoriais também serda comutativo. De fato, dado x € X°¢,

temos:
fE’ (igfa’ (:E)) = fs’ (513) deﬁnigéo da inclusao
= [lxe () definicao da f.s
= flx=(x) pois X°© C X<
= [f-(2) por defini¢ao da f.

= iz/+a,s’+a (fE (.’IJ))

Assim, como = € X¢ é qualquer, segue que f. o igfs, = i§+a,5/ +a O fe. Aplicando Hy(-)

na igualdade e usando que ¢. = Hy(f.) e ¢ = Hi(f-), temos:

Qer O Ve ot = Hk(fé’ © Zg;/) = Hk<ig/+a,6’+a © fe) = Weta,e'+a O Pe-

Portanto, o diagrama (/5.2]) comuta. De modo andlogo, podemos provar a comutatividade
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do diagrama

We o/
We—— Wy
Ye e
Veta,e +a
‘/6+a ‘/Ya’-i-a

Com a comutatividade dos 4 diagramas, fica provado que B;: e BY sao a-intercalados. [

Com esse lema, conseguimos enunciar finalmente o resultado da estabilidade dos dia-
gramas de persisténcia com respeito a persistent homotopy type distance. Como estamos
utilizando a letra grega ¢ para as fungdes continuas, faremos uma pequena mudanga na
notacao que usavamos no capitulo anterior: dada f : X — R uma fun¢ao continua, em

vez de escrevermos seu diagrama de persisténcia como dgm(Fy), escreveremos dgm(f).

Teorema 5.25. Sejam X e Y complexos simpliciais finitos, e seja k um niumero inteiro

nao negativo. Sejam px : X - R e py : ' Y — R duas fungoes continuas. Entdao

dp(dgmy(px), degmy(¢y)) < dur((X, ox), (Y, v)).

Demonstragcio. Como as fungoes px e ¢y sao continuas definidas em complexos simplici-
ais finitos, entdo, pelo Teoremal[d.18] f e g sdo g-tame. Assim, seus médulos de persisténcia,
BY¥ e BY sio g-tame. Se X e Y nao sio a-homotopicamente equivalentes para nenhum
a, entdo segue que du7((X, ¢x), (Y, py)) = +00, de onde segue o resultado. Agora, caso
exista a-equivaléncia de homotopia entre X e Y, entdo pelo lema anterior, By e BY sdo
a-intercalados para todo inteiro k nao negativo. Assim, pelo Teorema da Estabilidade
dos diagramas de persisténcia , segue que

dp(dgmy(px), dgmy(¢y)) < a.

Mas veja que essa desigualdade é valida para todo o € AC((X,¢x), (Y, ¢y)). Assim,

tomando o infimo dos «’s, temos

dp(dgmy(px), dp(dgmy(py))) < dur((X, ox), (Y, pv)).

5.5 Comentarios sobre a definicao dgT

Vamos levantar alguns questionamentos sobre as escolhas feitas para definir a d$.,
dando um exemplo que responde cada uma destas pergunta. Consideraremos R" com

n = 1, ou seja, fung¢des com contradominio nos reais.
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12 Pergunta: E se, na Definicao [5.9 sobre a-homotopia, removéssemos a condi¢ao sobre
H ser uma a-aplicacdo em cada instante, exigindo apenas que fosse uma a-aplicagdo para
t=0et=17

Consideraremos d* a distincia que segue a mesma construcdo da d$,, porém com a

simplificacao feita na pergunta anterior.
Exemplo 5.26. Defina

p:[-1,1] >R Y:[-L1] =R

I+
r—1— |z T

Defina também as fung¢oes

fol=1,1 = [-1,1] g: =11 = [=11]
x— 1 -2z :L‘l—>x_1
Temos
1+(1-2
vo (@) ="FUZAN gy o
-1 1- 1
poga)=1-1"—|=1-—" =T = y()
Além disso,
1-2z| -1
gof@y=L=AAZD _
1 1
fogla)=1-2"—|=1-2(-5")=a

Segue que f o g ¢é igual a identidade, enquanto g o f é homotdpica a identidade (via
a homotopia H(z,t) = (t — 1)|z| + tz. Note que H(-,0) e H(-,1) sdo claramente 0-
aplicagoes com respeito a (¢, ). Como consequéncia, d*(p, 1) = 0. Agora, conseguimos
observar que as homologias persistentes dos conjuntos de subnivel de ¢ e 1 sao claramente
distintos (enquanto a primeira comega com duas componentes conexas e termina com uma,
a segunda comega e termina com apenas uma), e portanto a distancia bottleneck entre
eles deve ser positiva. Como consequéncia, dg(dgmg(p),dgmy()) > 0 = d*(p, ). Deste
modo, d* nao é mais um limitante superior de dp, diferente do que acontece com a dgyr
(como vimos no Teorema [5.25)).

22 Pergunta: E se, analogamente a pergunta anterior, removéssemos a condi¢ao sobre
uma a-homotopia em uma subcategoria C de S ser um morfismo em cada instante?

Exemplo 5.27. Sejam X = {0} x RU[0,1] x2Z ¢ Y = {0} x RU[0,1] x (2Z + 1)
dois subconjuntos de R%. Considere ¢x(s,t) =t e py(s,t) = t. Seja C a subcatego-
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/

—1 1 -1 1

Figura 5.2: Fungoes ¢ e 1) tomadas no exemplo anterior. Fonte: [3].

ria de S cujo conjunto de morfismos consiste de todos os homeomorfismos. Segue que
dS+((X, vx), (Y, py)) = 1, enquanto dyr((X, px), (Y,0y)) = 0. Note que, ao remover
a exigéncia de que uma a-homotopia em C seja um homeomorfismo a cada instante,
irfamos obter que d$,((X, vx), (Y,¢y)) = 0 usando a 0-aplicagdo f : X — Y dada por
f(s,t) =(s,t—1),eg:Y — X dada por g(s,t) = (s,t — 1).

Yx A : ; A Py

WY

Y

X Y

Figura 5.3: Objetos considerados no exemplo anterior. Fonte: [3].

Responderemos as proximas duas perguntas utilizando um tnico exemplo.
32 Pergunta: Seria possivel definir d$; usando a nogao de minimo, em vez do infimo?
42 Pergunta: A aplicacdo d$, é realmente apenas uma pseudo-métrica estendida, ou

seria na verdade uma meétrica estendida?

Observacao 5.28. Uma métrica estendida satisfaz as mesmas condigdes de uma pseudo-

métrica estendida, com a condigdo adicional de que d(x,y) # 0 se x # y.

Exemplo 5.29. Defina ¢, : [-2,2] — R, pondo ¢(z) = —|z|, e p(x) =0 se |z] < 1, e
P(x) = 2 — 2|x| se |z| > 1. Nos afirmamos que, para todo o > 0 pequeno o suficiente,
conseguimos achar um par de equivaléncias de a-homotopia (f,, f;') com respeito a
(p,1). Como consequéncia disto, dyr(([—2,2],¢), ([-2,2],%)) = 0. Seja 0 < a < 2, e
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considere o homeomorfismo f, : [—2,2] — [—2, 2] definido por
1 20-2
ol + 5, se —2<z<—q,
fo =12z, se —a<z<a,
1 202
s+ 2 sea <z <2.

Veja que fo([-2,—a]) = [-2, 1], fo([—a,a]) = [-1,1] e fa([e, 2]) = [1,2]. Segue que

20—2
2 =205 + 5=, se —2<uz<—q,
Yo fo(x) =10, se —a<x<a,
202
2 — 2|55 + 57, sea<z<2
9rta se —2<uz<—a,
2—«
=<0 se —a<zx<a,
_9gz=a sea < zx<2.
2—a
Consequentemente,
—a 2tz se —2<z< —a,
—
o(r) =Y o folz) = { —|z] se —a<z<a,
—a2= sea<x<2.
2—«

Veja que em cada um dos trés casos, a fungdo atinge valor méximo igual a 0, e valor
minimo igual a —« (basta substituir nos extremos dos intervalos, pois as fungoes sao
mondétonas, com excecao da parte do meio da funcao, a qual deve ser substituida nos
extremos e no 0). Desse modo, segue que || — ¥ o fu||leo < a. Assim, (fo, f51) é um par

de equivaléncias de a-homotopia com respeito a (¢,%). Como o resultado é valido para

todo 0 < a < 2, segue que

dHT(([_27 2]7 @)7 ([_27 2]7 ¢)) - dNP(([_Qv 2}7 90)7 ([_27 2])7 ¢) =0.

Agora, mostremos que nao existe um par de 0-equivaléncias de homotopia com respeito
a (p,1). Suponha, por contradi¢ao, que (fy, go) é um par de 0-homotopia. Entao existe
uma homotopia Hy : [—2,2] x [0,1] — [-2,2] tal que Hy(z,0) = goo fo(z), Ho(z,1) =x ¢
©(Hp(x,t)) < p(x) para todo x €[-2,2] e todo ¢ € [0, 1]. Observe que, com p(Hy(—2,1)) <
¢©(—2) = —2 para todo t € [0,1] e —2 é um minimo global de ¢ (que s6 ocorre quando
r = +2, temos que Hy(—2,t) = £2. Mas como Hy(—2,1) = —2, segue que Hy(—2,1) =
—2, para todo t. Analogamente, obtemos que Hy(2,t) = 2 para todo t € [0, 1]. Portanto,
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goo fo(—2)=—=2e gpo fo(2) =2.

Agora, veja que fo({—2,2}) C {—2,2}, pois fy é uma 0-aplicagdo, e —2, 2 sdo 0s Unicos
pontos onde 1) toma valores que nao sao maiores que p(—2) = p(2) = —2. Analogamente,
90({—2,2}) € {—2,2}. Temos entdo duas possibilidades, fo(—2) = —2 ou fy(—2) = 2.
Mostraremos que a primeira possibilidade nao pode acontecer.

Suponha que fo(—2) = —2. Como gg o fo = —2, segue que go(—2) = —2. Agora,
provemos que fo([—2,2]) C [-2,1]. De fato, como fy(—2) = —2, se fo([—2,2]) contivesse
um ponto xo > —1, também deveria conter infinitos pontos onde 1 se anula. Isso contradiz
o fato que fp é uma O-aplicacdo, pois ¢ toma valor méaximo 0 apenas no ponto 0. Agora,
sabendo que fy([—2,2]) C [-2,1], como go(—2) = —2, se go([—2, —1]) contivesse algum
ponto x; > 0, deveria existir algum ponto =5 € [-2, —1) tal que g(x2) = x1 e p(g(x2)) =
¢(x1) = 0. Mas isso contradiz o fato de gy ser uma 0O-aplicagao. Por fim, deverfamos ter
go © fo([—2,2]) C [-2,0], o que contradiz o fato de gy o fo(2) = 2.

De modo andlogo, supondo que fy(—2) = 2, chegamos também em um absurdo.

Portanto, ndo existe um par de 0-homotopia com respeito a (¢, ).

-2 2 -2 2

¢ (&

Figura 5.4: Fungdes ¢ e ¢ consideradas no exemplo anterior. Fonte: [3].

5.6 A homotopy type distance para comparar merge

trees

Uma merge tree é um descritor estruturado usado na andlise de formas. Para uma
fungdo continua ¢ : X — R definida em um dominio conexo, a merge tree de ¢ codifica

como os subniveis ¢~ !(o00, t] estao conectados, para valores crescentes de t € R.

Definicao 5.30. Considere uma funcao f : X — R, onde X é um espago conexo. Dizemos
que dois pontos x e y sao equivalentes, denotando por x ~ y, quando eles pertencem a
mesma componente conexa de um tnico conjunto de nivel f~!(c), para algum ¢ € R. O

espago quociente X/ ~ é chamado de grafo de Reeb de f.

Podemos enxergar o grafo de Reeb, de maneira informal, como uma contracao continua

do contorno da funcao f.
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U

NI

Figura 5.5: Grafo de Reeb da funcao altura do Toro.

Defini¢ao 5.31. Um epigrafo de uma fungao f, denotado por epi(f), é o conjunto de

todos os pontos acima de seu grafico, ou seja,

epi(f) = {(z,y) € X xR| y = f(x)}.

Denotamos a projecao do epigrafo de f sobre a sua segunda coordenada: f : epi(f) —
R, f((z,y)) = y. Note que se ndés projetarmos os conjuntos de nivel de f de volta ao
dominio da nossa fungao, teremos os conjuntos de subnivel de f, F, = f~!(—o0,a] =
-1

T (f

funcao f. Intuitivamente, T continua tracando a evolucao das componentes conexas dos

(a)). O grafo de Reeb da fungdo f, denotado por T}, é chamado de merge tree da

conjuntos de subnivel de f. Uma componente surge em um ponto de minimo, e cresce até
que se funde com outra componente conexa em uma sela.

Uma vez que os pontos identificados pela relagao de equivaléncia da merge tree pertence
ao mesmo conjunto de nivel de f, eles devem possuir a mesma imagem pela f. Desse modo,
existe uma aplicacdo bem definida f : Ty — R de uma merge tree na imagem da f, que
serd a Uinica aplicagio que satisfaz f = fogq, onde g : epi(f) — T é definida por ¢(x) = v,

onde y é a componente do conjunto de nivel fﬁl(f(x)) que contém v.

R
epi f Ty

a fHa)

I,

X

Figura 5.6: Representacao de uma funcao f : X — R e sua merge tree Ty. Fonte: [4]

Vamos definir agora a aplicacao e-shift, denotada por :*; Ty — T%. Para isso, lembre-
mos que, dado x € Ty com f (x) = a, temos que x representa a componente conexa X de
um conjunto de subnivel F, da fun¢do f. A inclusao dos conjuntos de subnivel F, C F, .
mapeia X em uma nova componente conexa Y de F, .. Seja y essa componente conexa
na arvore Ty. Entdo, i°(r) = y. Em outras palavras, para encontrar a imagem de x

sob a aplicacao e-shift i°, simplesmente seguiremos o caminho de x até a raiz de T}, até
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encontrarmos o ponto y com f(y) = a + ¢.

Definicao 5.32. Dado € > 0, duas aplicacoes continuas o : Ty — T, e 5° : T, — Tt sao

ditas e-compativeis se

A

9o (z)) = f(z) +¢, F(B° () = 4(y) + <,

650(){622'25 €O/B€:j2€
onde i* : Ty — Ty e j* : T, — T, sdo aplicagdes 2e-shifts.

Notemos que, como as aplicagoes o e 3¢ sao continuas, a condi¢ao para a e-compatibilidade

se estende as seguintes relagoes para todo a > 0:

B°oj%oaf :z’“HE, aoio 3° :ja+257 (5 3)

ona€:ania7 ,L'EOBE:/BEOJ'(II

Figura 5.7: Duas aplicagoes compativeis. Fonte: [4]

Com isso, conseguimos definir uma nocao de distancia entre duas merge trees Ty e T,

analisando as “melhores” aplicagdes e-compativeis.

Defini¢ao 5.33 (Distdncia Intercalante). A distancia intercalante, d;(Ty,T,) entre as
duas merge trees Ty e T,, ¢ definida como o infimo dos € tal que existem aplicagoes

e-compativeis entre Ty e T, ou seja

di(Ty,T,) = inf{e | existem aplicagoes e-compativeis a° : Ty — T, e °: T, — Ty}.
Lema 5.34. A distancia d; € uma pseudo-métrica no conjunto das merge trees.
Demonstracao. Sejam Ty, T, e Ty, merge trees.

1. Se Tg = Tf, entao d[(Tf,Tg) =0.

De fato, se Ty = T,, considere o = 3° =1d : Ty — T. Entao:

o) = 5(r) = ) 40, JEW) = F) = 506) +0.
BOOOZOIId:iQ'O OZOOﬁOZId:jz'O
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Assim, as aplicagoes o’ e (% sdo O-compativeis. Logo, d;(T},T,) < 0, ou seja,
dl(Tf7Tg) = 0.
: dl(TﬂTg) = dI<Tg7Tf)‘

Vale claramente pela maneira que a definimos:

di(Ty,Ty) =inf{e | 3 o : Ty = T, p° : T, — Ty e-compativeis}
=inf{e |3 5°: T, = T}, o : Ty — T, e-compativeis} = d; (T}, T}).

Cdy(Tr Ty) < di(Ty, T,) + di (T}, T).

Suponha que d;(Ty,T,) = ;. Entao, para todo § > 0, existem aplicacoes (1 + 6)-
compativeis, a81+‘5 Ty — T, e B‘“H T, — Ty. Analogamente, suponha que
di(T,,T,) = €. Entéo para todo § > 0, existem aplicagbes (g5 + J)-compativeis

At Ty = The B2 Ty, — Ty Sejam i : Ty — T4, j* : Ty = Th e k- Ty — Ty
as aphcagoes a-shift das respectivas arvores. Dado ¢ > 0, considere €3 = €1 + &9, €
defina a53+5 Ty =Ty e ﬁ€3+ T}, — T por:

e3+0 e2+4/2 €1+4/2
Xph = Qgn - O Qpg s

653+5 e1+6/2 6€2+6/2

Vejamos que essas aplicacoes sao (€3 + 0)-compativeis. De fato,

7;2(53—{-6) — i2(€1+62+6)

_ ~2(51+6/2)+2(52+5/2)
+6/2 E) +6/2
g} / ]az+ /2 5 o ;1 /
e1+9/2 3 +6/2 3 +6/2 e1+4/2
of OBy Toag, Toag
= Gy 0 oy,
e também,
5 ests 3 +6/2, e1+0/2
b (o (@) = b (oG (a7, (@)

QP (2)) +ea +6/2
=flx)+e1+6/2+e2+6/2
= f@)+e14+e+0

() + (3 +0).

I
>
—~

De modo andlogo, é possivel mostrar que valem as igualdades k(€319 = €3+5 B53+6

e f(B5(y) = h(y) + (e3+ ).
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Assim, para todo § > 0, temos que d;(T,T),) < €3+ 0. Portanto, quando ¢ tende a
zero, obtemos d;(Ty,Ty) < ez = d;(Ty,T,) + di(Ty, T1).

Assim, d; é uma pseudo-métrica. O

Como dito anteriormente, merge trees sao descritores de formas. Desse modo, eles
devem ser estaveis: ou seja, dada uma pequena variacao na func¢do, devemos obter uma
pequena distancia entre as arvores. Mostraremos a estabilidade de merge trees quando

utilizando a distancia intercalante.

Teorema 5.35. Dadas f,g: X — R, sejam Ty e T, suas merge trees. Entao a distancia
intercalante entre as drvores nao ultrapassa a maior diferenca entre as duas fungoes, ou
seja:

(T}, T,) < suplf(a) — g(o)].

Demonstragio. Seja € = sup,ex |f(z) — g(x)|. Claramente, temos para qualquer a € R,
as inclusoes

Fa C Ga—l—s - Fa+2e-

Nesse caso, as inclusoes definidas entre esses subniveis define uma aplicagao entre as merge
trees. Um ponto x € Ty com f (x) = a corresponde & uma componente no conjunto de
subnivel F,. A inclusao F, C G,.. mapeia essa componente no conjunto de subnivel
Gote. Seja y € T, representando essa componente na merge tree de g. Assim, a inclusao
dos conjuntos de subnivel induzem uma aplicagao o : Ty — T, definida via a construgao
anterior como of(x) = y. Reciprocamente, dado y € T, com §(y) = a, temos um z € T}
que representa uma componente em F, ., induzindo uma aplicagao 3° : T, — T com
B%(y) = z. Por construcdo, se f(z) = a, entdo §(a(z)) = a+¢ e se §(y) = a, entdo
9(B*(y)) = a+e.

Veja que o conjunto de subnivel de uma funcao produz a aplicacao shift, definida
no infcio dessa sub-se¢ao. A inclusao F, C F, o induz uma aplicagao i* : Ty — Ty
que mapeia cada ponto z € Ty com f (2) = a no seu ponto “ancestral” z € Ty tal que
f(z) = a + 2¢. Veja que da maneira que construimos, 3°(af(z)) = f°(y) = 2z = **(z).
Analogamente, podemos mostrar que af o 3¢ = j*, onde j* : T, — T, é a aplicagdo shift.

Dessa maneira, por definicdao, af e 3° sao e-compativeis, e a distancia intercalante nao

excede . Portanto,
dr(Ty, Ty) < e = sup|f(z) — g(2)].

zeX

]

Vamos agora mostrar que a distancia bottleneck entre os diagramas de persisténcia
0-dimensionais de duas fungoes continuas nao excede a distancia intercalante entre suas

merge trees.
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Figura 5.8: A distancia intercalante entra as duas arvores é positiva (e vale metade do
tamanho do menor galho), mas ambas tém diagramas de persisténcia idénticos. Fonte:
]

Teorema 5.36. Dadas duas fungoes continuas f : X - R eg: Y — R,

dp(dgmy(f),dgmy(g)) < di(Ty, Ty).

A

Demonstrag¢io. Primeiro, observe que dgm,(f) = dgm,(f). Isso ocorre pois, ao colidirmos
componentes conexas em pontos, ndo mudamos a quantidade de componentes conexas,
nem o momento em que elas surgem ou desaparecem. Desse modo, dg(dgm,(f),dgmy(g)) =
dp(dgmy(f), dgmy(§)). Mostremos agora que essa distdncia ¢ menor que a intercalante
entre Ty e T,. Considere F, = f~'(c0,a] e G, = § (00, d], e tome ¢ = d;(T},T,). As-
sim, por definicdo da distancia intercalante, para todo § > 0, existem duas aplicagoes:
a0 Ty — T, e 0 0 T, — Ty (¢ + §)-intercaladas. Assim, Ho(F,) e Ho(G,) sdo
(¢ 4 6)-intercalados. Portanto, pelo Teorema [4.16] dg(dgmy(f), dgmy(g)) < e+ d. Como
o resultado vale para todo 6 > 0, tomando o limite, temos dg(dgm,(f),dgmy(g)) <e. O

Teorema 5.37. Para cada par de aplicagoes lineares por partes p,v : X — R definidas

em um poliedro compacto conexo X (ou seja, um complexo simplicial finito), temos

A~

dl(Tw Tw) = dHT((TW 95)? (va w>)

Demonstragao. Primeiro vamos provar que dyr < d;. Vamos mostrar que dado € > 0,
cada par de aplicagoes e-compativeis entre T, e T, constituem um par de equivaléncia de
e-homotopia. Sejam @, : T, = Tj, e i, : Ty, — T, as aplicagoes e-shifts. Suponha que
fe:T, = Tyeyqg : Ty, — T, sao e-compativeis. Como ¢o f®:Pp+cepog®: vy +e¢,
segue que f© e g° sdo e-aplicagoes, no sentido da definigao Vamos mostrar que (¢, ¢°)
é um par de equivaléncia de e-homotopia com respeito a (cﬁ,z/;). Para isso, precisamos
construir uma 2e-homotopia com respeito a (¢, ) entre a identidade de T, e g° o f¢, e
analogamente, precisamos de uma 2e-homotopia com respeito a (12, 1/;) entre a identidade
de Ty e f° o ¢g°. Entretanto, como assumimos que f° e g¢° sdo e-compativeis, temos
ifj =g°o ffe if/f = f€ o ¢g°. Desse modo, as 2e-homotopias que precisamos construir
H e K sao entre as aplicagoes identidade em T, e g° o f°, e entre a identidade em Ty,
e f° o g%, respectivamente. Mostraremos como podemos construir H, e K seguird de

modo andlogo. Lembremos que T, é uma merge tree, e que para cada p € T, temos
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uma quantidade finita de “folhas” Iy,...,l,, € T, (ou seja, os vértices nas pontas das
arvores, que estao ligados a somente uma aresta) que podem ser conectadas a p de maneira
crescente através da ¢. Para i =1,...,n,, tome o7 := (4(p) — &(1;))/2¢ € R, e considere
VW [=6F, +00) — T, sendo o caminho na arvore T, que comega no ponto /;, passa pelo
ponto p, e é parametrizada por ¢ o v'(t) = @¢(p) + 2¢t, com ¢ € [0, 400). Em outras
palavras, esse caminho sai da folha [;, segue para p sem desviar para nenhuma outra folha,
e entdo segue para a “raiz” da arvore. Além disso, ao pegarmos dois caminhos distintos,
ambos vao se encontrar em algum ponto, e entao fundir-se-ao em apenas um a partir disto.
Observe também que como ¢(17(0)) = ¢ o~7(0) = ¢(p) + 2¢ - 0 = &(p), entdo 77 (0) = p.
Desse modo, a partir do ponto p, os dois caminhos com certeza ja estarao fundidos. Os
itens e as notagoes que aparecerem nesta construgao estao ilustrados na figura [5.9)
Considere H : T, x [0,1] — T, dada por H(p,s) = ~;(s), onde l; é qualquer folha
que esteja ligada a p pela construgao anterior. Temos entdao que H estd bem definida,
uma vez que, dados i, j € [0, 1] tal que p estd ligado & I; e também a [;, de acordo com a

construcao anterior, temos

>¢(p)
—_—~

W(t) = @ (@(p) + 2et) = (1)

Veja ainda que H(p,0) =~7(0) =p, H(p,1) = z'?f(p) e 9(H(p,s)) = &(p) + 2¢t, para todo
p €T, etel0,1]. Resta mostrarmos a continuidade de H.

Seja ¢ > 0, e considere qo = H(po,to), onde (po,to) € T, é arbitrario. Seja V uma
vizinhanca de py em 7. Dado n > 0 e q € T}, seja U(g,n) uma componente conexa de
&1 ((p(q) —n,$+n)) que contém q. Veja que podemos tomar i > 0 pequeno o suficiente
para que U(qo,n) C V. Seja J(to) = (to — n/4e,to +n/4e) N [0,1]. Temos p € U(po,n/2)
et e J(ty), e ainda U(py,n/2) é um aberto de T, e J(ty) é um aberto de [0, 1], portanto
U(po,n/2) x J(ty) é uma vizinhanca aberta de (po,ty) em T, x [0,1]. Temos que, dado
(p,t) € U(po,n/2) x J(ty), valem as desigualdades

Bpo) = 1/2 < ¢(p) < Plp) +1/2 e to— L <t <tot L

Agora, multiplicando a segunda desigualdade por 2¢ e somando-a com a primeira, obtemos

¢(po) —n/2 + 2¢ (to — Za) < o(p) + 2et < P(po) +1/2+ 2¢ (to + Zg) =

@(po) + 2ty — 1 < G(p) + 2et < P(po) + 2ety + 1.
Usando que ¢(H (p,t)) = ¢(p) + 2¢t, e $(qo) = $(H (po, to)) = ¢(po) + 2¢to, temos
O(q0) —n < @(H (po, to)) + 2ty < ¢(qo) + -

Disto, obtemos que H(U(po,n/2) x J(to)) C U(qo,n) C V, uma vez que, dados (p,t) €
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Figura 5.9: Elementos da demonstracao do Teorema .

U(po,n/2) x J(to), mostramos que H (p,t) pertence a componente conexa de @~ *((¢(qo) —
n, $(q0) + 1)) que contém qo. Desse modo, H ¢é continua.

Portanto, H ¢ uma 2e-homotopia entre a identidade em T, e i*. Analogamente,

©

podemos construir uma 2e-homotopia K entre Ty, e iff. Portanto, (f¢,¢%) é um par de
e-equivaléncia de homotopia com respeito ao par (@, 1&) Assim, dyr < dj.

Mostremos agora que d; > dgr. Sejam f: T, — Ty e g : Ty, = T, tais que (f,g) sao

um par de equivaléncia de e-homotopia com respeito a (p,1), para algum ¢ > 0. Para

qualquer p € T, e g € Ty, defina:

Fp) = (Z-i(p>+s—¢<f<p>> o f) (p)

¢ (q) = (izﬁ(q)%—@(g(q)) o g) (q).

Em outras palavras, f¢ leva o ponto p em f(p) € T, e entdo aplica o shift em f(p), até
que ele chegue no nivel $(p) + & — @ZA)( f(p)). g% pode ser interpretado de forma analoga.
Assim, pela construcao de f¢ e pela propria definicdo do shift, temos (1& o f9)(p) =
D) + ($) + 2 — D) = (o) + =, ou seja, $o f° = ¢ +¢. Analogamente,
pogt = zZAJ + e. Ainda, ffo¢® = i?j e gco f* = z'?f. Como f¢ e ¢° sao continuas (pois
sdo composigoes de fungdes continuas), temos que f© e ¢° constituem um par de fungoes

e-compativeis. Dai, temos d;y < dgr. O
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5.7 dyr pode ser vista como uma distancia interca-

lante, usando categorias

5.7.1 Definicao funtorial de distancia intercalante

Dado n > 1, denotemos por R™ a categoria poset com conjunto de objetos R", cuja
relacao parcial é a definida no inicio deste capitulo. Seja O uma categoria arbitraria.
Comecgaremos com uma definicdo geral sobre a distancia intercalante entre funtores de

R"™ em O.

Definicao 5.38. Seja T': R™ — O um funtor, e considere € > 0. O e-shift em 7" é o
funtor T, : R" — O tal que:

¢ To(w) = T(u+2);
e T(uxv)=T(u+e=<v+e).

Dados dois funtores T, 7" : R" — O, uma transformagao natural £ : T = T’ entre
esses dois funtores, consiste de um morfismo &, : T'(u) — 7"(u) em O, para cada u € R",

de modo que, para cada u = v, o seguinte diagrama comuta:

T(u) —™ 5 T'(u) (5.4)

T(u=xv) T'(u=xv)

T(v)— > 5 T'(v)

Defini¢ao 5.39. Dados dois funtores 7,7 : R® — O e um ntmero real ¢ > 0, T e T’
sao ditos e-intercalados se existirem transformagoes naturais £ : 7= Tten:T' = Tz de
modo que, para todo u € R", nyiz0&, = T(uXu+28) e {yrzon, = T'(u X u+ 29).

Nesse caso, o par (£,7) é chamado de e-intercalagdo entre 7" e T".

Definig¢ao 5.40. Dados dois funtores 7',7" : R™ — O, a distancia intercalante entre T e

T’ é definida como
d(T,T") :=inf{e > 0| T e T’ sdo e-intercalados}.
Como ja feito nas outras distancias geradas a partir do infimo de um conjunto, caso nao

exista e-intercalacdo entre T' e 1", definimos d® (T, T") = .

Proposiciao 5.41. Seja O uma categoria arbitrdria, e seja O® a categoria do funtores

de R em O. Seque que d? é uma pseudométrica estendida dos objetos de O®.

Demonstra¢io. A demonstracao pode ser encontrada em [14], Teorema 2.3.5. O
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Nas proximas subsecoes, consideraremos escolhas especificas para a categoria O. Quando
nao houver risco de confusao, omitiremos o indice da categoria na distancia, escrevendo

simplesmente d;.

5.7.2 A distancia intercalante entre funcées com contradominio

em R"

Seja O = Top/RY a categoria de todas as fungdes continuas pyx : X — R”, onde
as O-aplicacdes sdo morfismos: um morfismo entre px e @y é uma aplicacdo continua

f:X — Y de modo que py o f < px.

Proposicao 5.42. Toda funcao continua px : X — R"™ define um funtor T¥X : R" —
Top/RY, definido por:

e para todo u € R™, T¥X(u) := px — u;
e para todos u, v € R", comu <Xv, T%X(u = v):=idy.

Demonstragcio. Para u < v, idx : X — X é um morfismo entre o x —u e px — v, pois
(px —v)oidy = px —u. Temos ainda que seu < vev <w, T%(u <X w) =idx =
idy oidy = T%¥(u X v) o T¥¥(v < w). Ainda, T%%(u < u) = idyx. Desse modo, T%x

satisfaz todas as condig¢oes deu um funtor. O

Proposicao 5.43. Para todo € »= 0 e todo ¢x, o e-shift de T¥X, denotado por T£X,
coincide com o funtor T#x~¢ : R" — Top/R%.

Demonstragio. Da proposicao anterior e da defini¢ao temos, para todos u,v € R,

comu =XV,
L T#X(u) =T (u+e)=px —(ute)=px —u—c=T"*(u);
2. TPx(u = v) =T (u+e2v+e)=idy =T ¢(u=Xv).

Como os funtores coincidem em todos os objetos e em todos os morfismos da categoria

R", entao sao iguais. O

Lema 5.44. Sejam X e Y espagos topologicos, e considere px : X — R" e py : Y — R”
duas fungoes continuas. Entao, qualquer aplicagao continua f : X — Y, com pyof =< px,
induz uma transformacio natural £ : T9X — T¥Y | de modo que, para qualquer u € R",
¢(u) coincide com f. Reciprocamente, cada transformacdo natural & : T9X = T¥¥
corresponde a uma aplicacao continua f: X — Y, que satisfaz py o f = px, e é definida

por f = &(u) para qualquer u € R™.



dyr pode ser vista como uma distancia intercalante, usando categorias 84

Demonstragio. (=) Seja f : X — Y uma aplicagdo continua tal que py o f < px.
Definimos &/ : T¥X = T%¥ da seguinte maneira: para todo u € R", ¢/(u) := f. Veri-
fiquemos que é de fato uma transformacgao natural. Para cada u, ¢y o f < px, o que
implica (py —u)o f < px —u, logo f é um morfismo entre px — u e Yy — u, portanto
E(u) : T?x(u) — T¥¥ (u). Além disso, como f oidy = idy o f, temos que

ff(u) oT*¥(u=Xv)=T%"(u=v) off(v).

Desse modo, temos que o diagrama (5.4]) comuta, ou seja, £/ é uma transformacao natural.
(<) Suponha que exista uma transformacao natural £ : T%X = T¥Y. Assim, para cada

u = v € R" odiagrama ([5.4) comuta, ou seja,
E(u)o TP (u =X v)=T""(u=xv)o&(v).

Entretanto, por defini¢do, temos 79X (u <X v) = idx e 7% (u < v) = idy. Logo, £(u) =
&(v) sempre que u < v. Assim, é suficiente definir f := £(u). O

Agora, com auxilio do lema e da proposicao anteriores, mostraremos que a distan-
cia intercalante entre funtores T¢* e T%¥ em Top/R" coincide com a pseudo-distancia

natural.

Teorema 5.45. Sejam X e Y espacos topologicos. Entao, para qualquer par de funcoes

continuas px : X = R" e py : Y — R", seque que

d[(TwX,Tcpy) - de((X, (PX)7 (Yv QOY))'

Demonstragcdo. Mostremos primeiramente que d; < dyp. Veja que se X e Y ndo sao
homeomorfos, entao dyp = 0o, portanto nao ha o que demonstrar. Vamos supor entao
que existe um homeomorfismo f : X — Y, com ||px — ¢y o f|le < &, para algum
e > 0. Segue entdo que (py — & )o f < px e (px —&)o f~1 < py. Isso acontece pois
lox —evofllee < &= sup,ex [[(px —@yof)(@)llee < &= [[(px —pyof)(@)lle < &, para
todo z, logo | (x) — (¢y o f)*(z)| < &, de onde obtemos —& < % (z) — (py o f)i(z) < e.
Usando a primeira desigualdade, chegamos em (¢y o f)(z) — e < ¢ (x), e enxergando
e como a funcdo constante, temos ((¢y — €) o f)(z) < % (z). Como a desigualdade é
valida para toda coordenada 7, obtemos (¢y —€") o f < ¢x. Desenvolvendo o lado direito
da desigualdade envolvendo o ¢, obtemos (¢x —& ) o f~! < ¢y. Pelo lema anterior, f
induz uma transformacéo natural £/ de T%x em T¥¥ =9 assim como uma transformacio
natural &7 de T®¥ em T¥x—9) . Pela proposicao anterior, T%x ¢ = TEX e T¥Y =5 = TEY,
Além disso, £/(u) = fe ¢/ (u48) = f~1. Assim, &/ (u+e)o&f(u) = flof =idx =
T9x(u < u+ 28). Analogamente, &/ (u+¢) o &/ (u) = T9 (u < u + 28). Portanto, o

par (&7, ¢/ 71) é uma e-intercalacao entre T%x e T¥¥ provando que d; < dyp quando os
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espagos sao homeomorfos. Com isso, temos d; < dyp sempre.

Agora, vamos mostrar que dyp < d;. Se nao houver intercalagao entre T%X e T%Y
entao d; = oo, e portanto a desigualdade segue diretamente. Vamos supor entao que
T#x e T¥Y sao e-intercalados para algum ¢ > 0, onde a e-intercalagdo é (£,n), com
E:T9x = T2 en: T% = TZ*. Pela defini¢io de e-intercalacdo, para todo u € R™,
nu+e)oé(u) =T%(u X u+28),e&(u+e)on(u) =79 (u =< u+2). Pelo lema e pela
proposicao anteriores, existem duas aplicagoes continuas f : X — Y eg:Y — X tais
que, para qualquer u € R", {(u) = f, n(u) =g, (py —&)o f 2px e (px —&)og = py.
Como n(u+£&)oé(u) =T (u 2 u+28) eé(u+é)on(u) =T (u = u+ 28), segue que
gof=idx e fog=idy. Assim, g= f~! e |lox — ¢y o f|lc <e&. Portanto, dyp < dj.

Provadas as duas desigualdades, concluimos entao que dyp = dj. O

5.7.3 A distancia intercalante entre fungoes a menos de homo-
topia

Fixemos O = hTop/R% a categoria cujos objetos sao as fungdes continuas px : X —
R™, e os morfismos sendo as classes de 0-homotopia de O-aplicagdes entre X e Y: dados
©x e @y objetos de O, um morfismo de ¢y em ¢y é uma classe de 0-homotopia com
respeito a (px, py) de uma G—aplicagéo f: X =Y isto é, uma aplicagao continua entre
X e Y de modo que gy o f < px. Tal classe serd denotada por [f],yey). Veja que
se [ € [fliox,ey), entdo f e f' sdo 0-homotépicas, logo, por definicdo, temos que existe
H:X x[0,1] =Y tal que f = H(-,0), f'= H(-,1) e H(-,t) é tal que py o H(-, 1) < px,
para todo t € [0, 1].

A composicao de morfismos sera definida de seguinte maneira: dados ¢x, ¢y e @z
objetos em O, ¢ f : X =Y, g: Y — Z sendo O-aplicacdes com respeito a (px,py) e

(py,¢z), respectivamente, definimos:

[9](491/,902) © [f](wx,soy) =[go f](s&xmz)'

Veja que isto estd bem definido, pois como ¢z 09 =X ¢y e py o f < px,

(pzog)of 2 pyof = opx,

e, além disso, a composicao nao depende dos representantes das classes. De fato, tomando
[f] = [f], existe H : X x [0,1] = Y tal que f = H(-,0), f'= H(-,1) e py o H(-,t) =< px,
para todot € [0, 1]. Tomando K : X x[0,1] — Z dado por goH, temos: (goH)(-,0) = gof,
(goH)(-,1) = gof' e pzo(goH)(-,t) = (pz0g9)(H(:,1)) 2 pyoH(:,t) = px. Observe que
na primeira desigualdade, usamos que g é 0-aplicacao. Com isso, mostramos que K = goH
é uma O-homotopia entre g o f e g o f'. Em outras palavras, temos [g o f] = [go f/]. De

maneira andloga, podemos mostrar que se [g] = [¢], entdo [go f] = [¢' o f]. Assim,
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[go f] =1d o f'], o que mostra que realmente a composi¢do dos morfismos nao depende
do representante das classes. Temos que a composicao é associativa, e para qualquer
objeto (X, px), a classe de 0-homotopia da identidade idy com respeito a (¢x, @x) é um
morfismo de (X, px) em (X, ¢x).

Observe que, ao longo desta subse¢ao, as construgdes e demonstragdes serao muito

parecidas com as feitas na subsecado anterior.

Proposicao 5.46. Toda funcdo continua ¢x : X — R"™ define um funtor KT¥* : R" —
hTop/RY, fazendo:

e para todo u € R", hT¥X(u) := px — u;
o para todos u, v € R", comu =2 v, hT%*(u 2 v) := [ldx](px—upx—v)-

Demonstragio. Sejau < v. Observe que (px —v)oidy < ¢x —u, enxergando u e v como

fungoes constante. Logo, [idx](cpx_u,w_v) ¢ um morfismo entre px —u e px — v. Temos

ainda que se u X vev 2w, i (u 2 w) = [ldx](ox—upx—w) = 1dx](ox—vex—w) ©
[idx](spx_uﬁox_v) = T¥x (V = W) o T¥x (u = V). Ainda, T¥x (11 = u) = [idX](soz—U,tpz—U)'
Desse modo, T¥X satisfaz todas as condi¢oes de um funtor. O

Vamos considerar agora os e-shifts dos funtores h7%x.

Proposicao 5.47. Dado ¢ > 0, e para todo wx, o e-shift de hNIT*X, MT?x : R" —
hTop/RY, coincide com o funtor hT¥x~¢ : R" — hTop/R%.

Demonstragio. Da defini¢ao [5.38|e da proposigao anterior, temos que, dados u < v € R™,
1. hTX(u) = hT*X(u+¢) =px — (u+¢) = (px —¢) —u = hT%X —¢(u);
2. MI?X(u 2 v) =hT%(u+¢e 2 v +e) = [idx](py—(ute)px—(vie)) = PTFXF(u 2 v).
O
O proximo lema descreve as transformagoes naturais entre hT%X e h7T%Y .

Lema 5.48. Sejam X e Y espacos topologicos, e seja px : X — R™, py : Y — R” fungoes
continuas. FEntao, qualquer aplicagdo continua f : X — Y que satisfaz oy o f = px
induz uma transformacio natural h&f : hT®X = RT¥Y, de modo que, para qualquer
u € R, h&/ () = [f)(px—upy—u)- Reciprocamente, para qualquer transformagdo natural
hg © KT = hT?X, com h{(0) = [ful(px—uey—u), € para todo o = 0, fu € fura SGO

a-homotdpicos com respeito ao par (vx,py), para todo u € R™.

Demonstragio. (=) Seja f : X — Y tal que py o f < ¢x. Defina h&/(u) : hT¥x — hT¥Y

da seguinte maneira: para todo u € R", h&f(u) = [f] Vamos mostrar

(px—u,py—u):
que h&f é de fato uma transformacdo natural. Para cada u € R™, ¢y o f < ¢, logo
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(py —u)o f = px —u, assim f é um morfismo entre o x —u e gy —u. Além disso, como

[f](wx—umy—u) © [idx](sox—UMX—u) = [idY](wy—umy—u) © [f](sox—u,SOY—U)’ temos
hef (u) o hT9X (u < v) = hT?Y (u < v) o hé! (v).

(<) Reciprocamente, suponha que h¢ é uma transformagao natural entre hT¥x e hT*#Y
com h&(u) = [ful(px—upy—u), € tome a = 0. Veja que o diagrama ({5.4) comuta, para

quaisquer u < v. Em particular, para v = u + «, temos:
hé(u+ a) o AT (u R u+a) = hT* (u 2 u+ a)o hé(u).

Substituindo h& por sua definicao, e hT¥ pela definicao feita na pentltima proposicao,

temos

[fu-lra](wﬁufa,vJqufa) © [idX](W(fu,aprufa) = [idY](@qu,cpru)foz © [fll](QOX*uﬁDY*u)'

Dai, usando a defini¢do da composi¢ao dos morfismos, e como compor a identidade com
uma funcao resulta na prépria funcao, temos [futal(px—uey—u-a) = [ful(ox—wpy -—u—a)-

Isso garante que fy e fuia S80 a-homotopicos com relagdo ao par (¢x, @y). O

Finalmente, podemos provar que a distancia intercalante entre funtores h7T%x e hT¥Y

na categoria hTop/ R’ coincide com a persistent homotopy type distance.

Teorema 5.49. Sejam X e Y espacos topologicos. Segue entao que, para todo par de

fungoes continuas px : X - R" e py : Y — R",
d(hT?, hT#Y) = dpr((X, ¢x), (Y, ¢v)).

Demonstracdo. Primeiramente, vamos mostrar que d; < dgr. Se X e Y nao sao ho-
motopicamente equivalentes, dyr = oo e portanto, nao ha o que demonstrar. Suponha
entdo que existam f : X - Y eg:Y — X de modo que (f,g) é um par de equiva-
léncias de e-homotopia com respeito ao par (px,py). Entdo, temos (py —e)o f < px
e (px —€)og = py. Pelo lema anterior, f induz uma transformacio natural h&/ :
RT?x = hT%Y = com h&f(0) = [f](ox—upy—c—u); € ¢ induz uma transformagdo natu-

ral h&? : RT¥Y = WT%X~° com h&?(u) = [g](sy—upx—e—u). Pela proposicdo anterior,
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hT#x~¢ = WT#X ¢ hT¥¥—¢ = hT#Y. Assim, temos
h&?(u+¢) o he! () = [9)(py—c—upx—20-1) © [lipox—ugy—<w

= [g © f](gox—u,ch—Zs—U)

= [g © f](wx#ﬂx—?&)

= [idX](tpxwx—?E)

= hT%X(u < u+ 2e).

De modo analogo, temos héf (u+¢e)ohé/ (n) = hT9Y (u < u+2¢). Assim, o par (h&/, h&)
¢ uma ||e||oo-intercalagao entre hT¥x e hT*¥ provando que d; < dyr.

Agora, mostremos que dyr < d;. Veja que, se hT¥X e h'T¥Y nao sao e-intercalados, en-
tao d;y = 0o, nao havendo o que demonstrar. Suponha entao que exista uma e-intercalagao
(h&, hn). Da proposicao anterior, temos que, para todo u, existe uma O—aplicagdo conti-
nua fy : X — Y com respeito ao par (px —u, py —u—¢), de modo que [ fu(px —upy —u—s =
h&(u), e uma 0-aplicacdo continua g,.z:Y — X com respeito ao par (py —u—¢,py —
u — 2¢6) tal que [guts](py —u—zpx—u—25 = hn(u + 28). Veja que fy € guie sa0 c-aplicagoes
com respeito a (¢x,¢y) € (py,vx), respectivamente. Pela definicao de £-intercalagao,
para qualquer u € R", hn(u+¢£)oh&(u) = hT%*(u =< u+2¢). Substituindo h, hn, hT#X

de acordo com suas defini¢oes apresentadas acima, obtemos

[9u+50 fu](cpx—u,cpx—u—Qa_’) = [gu-l—f](wy—f—u,tpx—zf—u) © [fu](sox—u,say—f—u)
= hn(u+ 2€) o h¢(u) = hT¥¥ (u < u + 22).

Assim, guiz0 fu € 0-homotépica & idy com respeito ao par (px —u, px —u—2¢), ou seja,
é 2¢-homotodpica a identidade, com respeito ao par (¢x,¢x). Analogamente, podemos
mostrar que fyiz0 gy € 2é-homotoépica a idy com respeito ao par (py,py). Porém,
pelo lema anterior, temos que f,.z é é-homotdpica a f, com respeito a (px,Py), € gu
¢ £-homotodpica a gyie com respeito ao par (¢y,px). Segue entdo que fyiz0 gu é 26
homotopica a fy © gurz com respeito a (py, @y ), portanto fy o guie é 26-homotdpica a
identidade idy. Desse modo, temos dyr((X, vx), (Y, py)) < e < d;(hT¥x,hT?Y).
Provadas as duas desigualdades, concluimos a igualdade entre as duas distancias.
0
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