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RESUMO

Na análise topológica de dados, deseja-se compreender quais são as características

topológicas do espaço subjacente de um determinado conjunto de dados, isto é: atra-

vés de um conjunto discreto de pontos, obter uma forma contínua no qual pode-se

fazer perguntas referentes às quantidades de componentes conexas, quantidades de

buracos, e assim sucessivamente. Neste trabalho, apresentaremos os conceitos bási-

cos da teoria da homologia persistente, como os diagramas de persistência, distância

bottleneck e os teoremas de estabilidade, finalizando o trabalho com o estudo da per-

sistent homotopy type distance, que objetiva expandir os conceitos aprendidos para

situações em que não poder-se-ia aplicar a teoria básica de homologia persistente.

Palavras-chave: Análise topológica de dados. Homologia persistente. Diagramas de
persistência. Estabilidade. Persistent homotopy type distance.



ABSTRACT

In topological data analysis, one wants to understand what are the topological charac-

teristics of the underlying space of a given set of data, that is: through a discrete set of

points, we want to obtain a continuous form in which questions can be asked regarding

quantities of connected components, number of holes, and so on. In this work, we

will present the basic concepts of persistent homology theory, such as persistence dia-

grams, the bottleneck distance and stability theorems, finishing the work with the study

of the persistent homotopy type distance, which aims to expand the concepts learned

for situations in which the basic theory of persistent homology could not be applied.

Keywords: Topological data analysis. Persistent homology. Persistent diagrams. Sta-
bility. Persistent homotopy type distance.
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1 Introdução

Uma ideia central na análise topológica de dados é que conjuntos de dados possuem
“forma topológica” e que descrever essa “forma” pode ajudar a explicar os processos que
geram esses dados. Isto posto, observamos que um dos objetivos centrais nessa área de
pesquisa é o de empregar métodos da topologia algébrica de modo a extrair informa-
ções topológicas que lancem luz a essa “forma” do conjunto de dados. Mais geralmente,
deseja-se recuperar descritores qualitativos do conjunto de dados que sejam robustos a
perturbações e ruídos. Tal robustez é verificada através de teoremas de estabilidade.

O objetivo principal deste trabalho é destrinchar os conhecimentos básicos da homolo-
gia persistente, e aprofundar os conceitos aprendidos através do estudo do artigo [3], que
traz uma nova roupagem à esta tão nova teoria, que borbulha novidades incessantemente.
A teoria básica de homologia persistente busca obter uma filtração de um determinado
espaço topológico, e então estudar as mudanças das características topológicas de cada
nível da filtração, conforme o seu parâmetro (arbitrário) de tempo cresce. Para isso,
diversos tipos de filtrações podem ser tomadas em cada situação, como as filtrações de
Vietoris-Rips e Čech. Porém, a filtração que mais utilizaremos neste trabalho é definida
da seguinte maneira: dado um espaço topológico e uma função real e q-tame deste espaço,
tomaremos a filtração gerada pelos conjuntos de subnível da função dada (isto é, imagens
inversas pela função de intervalos que vêm do infinito negativo e terminam em algum
número real). Após isso, essas informações são colocadas em um diagrama (chamado de
diagrama de persistência), onde ficam armazenados todas dados pertinentes aos nasci-
mentos e mortes de características topológicas do seu espaço. Está também no âmbito
da homologia persistente, calcular a estabilidade destes diagramas, isto é, compreender
como (e o quanto) pequenas perturbações na sua função escolhida (ou então em qualquer
outra filtração) podem alterar no resultado final da análise dos seus dados.

Neste trabalho, começaremos os estudos pela base da análise topológica de dados: a
homologia simplicial. Para isso, usaremos como referência principal nos Capítulos 2, 3 e
4 o livro [5], posteriormente usando referências complementares. Durante esses capítulos,
passaremos por algumas definições e resultados básicos que servirão para nos contextuali-
zar quanto aos resultados amplamente conhecidos da área. Nos Capítulos 2 e 3, veremos
definições básicas, como os complexos simpliciais, filtrações, homologia simplicial, núme-
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Introdução 14

ros de Betti e funções distância. Já no Capítulo 4, adentraremos na área de homologia
persistente. Aqui, exemplificaremos o funcionamento da homologia persistente de uma fil-
tração, e veremos os conceitos de diagramas de persistência, assim como alguns teoremas
que garantem a estabilidade destes diagramas. Por fim, no Capítulo 5, aprofundaremos
o estudo no artigo [3], ocasionalmente usando outros artigos de maneira complementar.
Tal artigo traz uma nova ideia: a de expandir os resultados e técnicas já conhecidas da
homologia persistente, que antes eram feitas somente entre funções definidas em espaços
topológicos iguais (e posteriormente homeomorfos com a introdução da pseudo-distância
natural em [6]), afrouxando as condições para que possam também ser aplicados à pares
de funções em espaços que sejam homotopicamente equivalentes, mas não necessariamente
iguais.



2 Complexos Simpliciais

Toda a teoria apresentada neste trabalho é fundamentada no conceito de complexos
simpliciais. Neste capítulo, vamos passar brevemente pela definição de simplexos, apre-
sentando alguns exemplos simples, seguindo para a definição de nervo e filtração: esta
última sendo a chave para o desenvolvimento da homologia persistente.

2.1 Complexos Simpliciais Geométricos
Os pontos de um conjunto finito de pontos P = {p0, p1, . . . , pk} em Rd são ditos linear-

mente independentes se eles não estão contidos em nenhum subespaço afim de dimensão
menor que k.

Definição 2.1 (Simplexo). Dado um conjunto P = {p0, p1, . . . , pk} ⊂ Rd de k + 1 pon-
tos linearmente independentes, o simplexo k-dimensional σ, ou simplesmente k-simplexo,
gerado por P é o conjunto das combinações convexas

k∑
i=0

λipi com
k∑
i=0

λi = 1 e λi ≥ 0.

Os pontos p0, . . . , pk são chamados vértices de σ. Nesse caso, denotamos σ = [p0, . . . , pk].

Note que σ é o fecho convexo dos pontos de P , ou seja, a intersecção de todos os
conjuntos convexos que contem P . Observe ainda que um 0-simplexo é um ponto, um
1-simplexo é um segmento de reta, um 2-simplexo é um triângulo e um 3-simplexo é um
tetraedro.

Figura 2.1: Exemplos de 0-simplexo, 1-simplexo, 2-simplexo e 3-simplexo.

As faces de um simplexo σ cujo conjunto de vértices é P são os simplexos gerados
pelos subconjuntos de P . Uma face que não seja gerada pelo próprio P é chamada face

15
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própria de σ. Dizemos que o conjunto vazio ∅ é a face de σ gerada pelo subconjunto
vazio de pontos.

Exemplo 2.2. Seja P = {p0, p1, p2} um conjunto de três pontos distintos de Rn. As
faces do triângulo gerado por P são os simplexos ∅, [p0], [p1], [p2], [p0, p1], [p0, p2], [p1, p2] e
[p0, p1, p2].

Definição 2.3 (Complexo Simplicial). Um complexo simplicial (finito) K em Rd é uma
coleção (finita) de simplexos tais que:

1. Qualquer face de um simplexo de K é um simplexo de K;

2. A intersecção de quaisquer dois simplexos de K é ou vazia, ou uma face comum de
ambos.

Os simplexos de K são chamados de faces de K. A dimensão de K é a maior das
dimensões dos simplexos de K. Um complexo de dimensão k é chamado de k-complexo.
Se A ⊂ K é também um complexo simplicial, dizemos que A é um subcomplexo de K. O
j-esqueleto Skj(K) de K é um subcomplexo de K que consiste de todos os simplexos de
dimensão no máximo j.

Intersecção dos simplexos
que não é uma face em
comum de ambos.

Figura 2.2: À esquerda, um exemplo de um complexo simplicial. À direita, a união de
dois simplexos que não é um complexo simplicial.

Dado um complexo simplicial K em Rd, seu espaço subjacente |K| ⊂ Rd é a união
de todos os simplexos de K, ou seja |K| = ⋃

σ∈K σ. Dizemos que a topologia de K é
a topologia induzida em |K| pela topologia padrão de Rd. Quando não houver risco de
confusão, não faremos distinção entre K e |K|.

2.2 Complexos Simpliciais Abstratos
Note que quando sabemos o conjunto dos vértices, um complexo simplicial é inteira-

mente e combinatoriamente caracterizado pela sua lista de simplexos.
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Definição 2.4 (Complexo Simplicial Abstrato). Seja V = {v1, . . . , vn} um conjunto fi-
nito. Um complexo simplicial abstrato K̃ com conjunto de vértices V é um conjunto de
subconjuntos finitos de V satisfazendo as duas seguintes condições:

1. Os elementos de V pertencem à K̃;

2. Se τ ∈ K̃ e σ ⊂ τ , então σ ∈ K̃.

Os elementos de K̃ são chamados de simplexos ou faces de K̃. Se σ ∈ K̃ tem exa-
tamente k + 1 elementos, a dimensão de σ é k, e dizemos que σ é um k-simplexo. A
dimensão de K̃ é a maior dimensão de seus simplexos.

Qualquer complexo simplicial K em Rd determina naturalmente um complexo simpli-
cial abstrato K̃, chamado de esquema de vértices de K: K e K̃ têm o mesmo conjunto de
vértices e os simplexos de K̃ são os conjuntos de vértices dos simplexos de K. Reciproca-
mente, se um complexo abstrato K̃ é o esquema de vértices de um complexo K em Rd,
então K é chamado de realização geométrica de K̃. Note que qualquer complexo simpli-
cial abstrato finito tem uma realização geométrica em um espaço euclidiano da seguinte
maneira. Seja {v1, . . . , vn} o conjunto de vértices de K̃, onde n é o número de vértices
de K̃, e seja σ ⊂ Rn o simplexo gerado por {e1, . . . , en} onde, para qualquer i = 1, . . . , n,
ei é o vetor cujas coordenadas são todas 0, exceto a i-ésima, que vale 1. Então K é
o subcomplexo de σ definido por: [ei0 , . . . , eik ] é um k-simplexo de K se, e somente se,
{vi0 , . . . , vik} é um simplexo de K̃.

Definição 2.5 (Isomorfismo de complexos simpliciais abstratos). Dois complexos simpli-
ciais abstratos K̃ e K̃ ′ com conjuntos de vértices V e V ′ são isomorfos se existir uma bijeção
ϕ : V → V ′ de modo que {v0, . . . , vk} ∈ K̃ se, e somente se, {ϕ(v0), . . . , ϕ(vk)} ⊂ K̃ ′.

A relação de isomorfismo entre dois complexos simpliciais abstratos induz um home-
omorfismo entre suas realizações geométricas.

Proposição 2.6. Se dois complexos simpliciais K e K ′ são as realizações geométricas de
dois complexos simpliciais abstratos isomorfos K̃ e K̃ ′, então |K| e |K ′| são espaços topo-
lógicos homeomorfos. Em particular, os espaços subjacentes de quaisquer duas realizações
geométricas de um mesmo complexo simplicial abstrato são homeomorfos.

2.3 Nervo
Definição 2.7 (Coberturas). Uma cobertura aberta (fechada) de um espaço topológico
X é uma coleção U = (Ui)i∈I de conjuntos abertos (fechados) Ui ⊂ X, i ∈ I onde I é um
conjunto de índices, tais que X = ⋃

i∈I Ui.
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Definição 2.8 (Nervo). Dada uma cobertura U = (Ui)i∈I de um espaço topológico X,
nós associamos um complexo simplicial abstrato C(U) cujo conjunto de vértices é U , e tal
que

σ = {Ui0 , . . . , Uik} ∈ C(U) ⇐⇒
k⋂
j=0

Uij ̸= ∅.

Chamamos esse complexo simplicial de nervo da cobertura U .

Quando todos os conjuntos Ui são abertos e todas as intersecções finitas entre eles
são contráteis, isto é, homotopicamente equivalente à um ponto, o Teorema do Nervo
relaciona a topologia de X e C(U).

Teorema 2.9 (Teorema do Nervo). Seja U = (Ui)i∈I uma cobertura finita de um subcon-
junto X de Rd tal que qualquer intersecção de Ui’s é ou vazia ou contrátil. Então X e
C(U) são homotopicamente equivalentes.

Demonstração. A demonstração pode ser encontrada em [7], Corolário 4G.3, p. 459.

Teorema 2.10 (Teorema do Nervo para Coberturas Convexas). Seja X ⊂ Rd uma união
finita de conjuntos fechados e convexos F = (Fi)i∈I em Rd. Então X e C(F) são homo-
topicamente equivalentes.

2.4 Filtração de complexos simpliciais
Complexos simpliciais aparecem comumente com uma ordenação específica de seus

simplexos que interpreta um papel fundamental na inferência geométrica. Um dos papéis
desta ordenação é compreender como, ao longo do tempo, as propriedades topológicas
do complexo são alteradas, analisando quais destas propriedades desaparecem e quais
persistem.

Definição 2.11. Uma filtração de um complexo simplicial finito K é uma sequência
crescente de subcomplexos ∅ = K0 ⊂ K1 ⊂ · · · ⊂ Km = K tal que

Ki+1 = Ki ∪ σi+1, onde σi+1 é um simplexo de K.

Equivalentemente, uma filtração de K pode ser vista como uma ordenação dos simple-
xos de modo que, para qualquer i ≥ 0, a coleção dos primeiros i simplexos é um complexo
simplicial.

Como uma filtração de K é apenas uma ordenação dos simplexos, em alguns casos,
pode ser mais natural indexar os simplexos por uma sequência crescente (αi)mi=0 de números
reais: ∅ = Kα0 ⊂ Kα1 ⊂ · · · ⊂ Kαm = K. Nesse caso, pode ser conveniente estender a
filtração para todo o conjunto de números reais, definindo Kα = Kαi para α ∈ [αi, αi+1),
Kα = ∅ para α < α0 e Kα = K para α ≥ αm.
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2.4.1 Filtrações de Vietoris-Rips e Čech

Filtrações são constantemente construídas sobre conjuntos finitos de pontos (chamados
de nuvens de pontos) para revelar a estrutura topológica subjacente dos dados. Para isso,
a filtração irá aos poucos ligar os pontos, e conforme essas ligações são feitas, novas
propriedades topológicas surgem à “forma” dos dados. Veremos exemplos disso mais
adiante. Seja P ⊂ Rd uma nuvem de pontos.

Definição 2.12. Dado α > 0, o complexo de Čech com conjunto de vértices P e parâmetro
α é o nervo Čech(P, α) das uniões das bolas abertas centradas nos pontos de P com raio
α. Os simplexos de Čech(P, α) são caracterizados da seguinte maneira:

{x0, . . . , xk} ∈ Čech(P, α) ⇐⇒
k⋂
i=0

B(xi, α) ̸= ∅.

Quando α vai de 0 à +∞, a sequência dos complexos Čech(P, α) define a filtração do
complexo de Čech.

Dada uma face k-dimensional σ de um simplexo de dimensão |P | − 1, o menor α tal
que σ ∈ Čech(P, α) é o raio da menor bola que contém os vértices de σ.

Figura 2.3: Complexo de Čech para valores crescentes de α.

Definição 2.13. Dado α > 0, o complexo de Vietoris-Rips Rips(P, α) com conjunto de
vértices P e parâmetro α é definido pela seguinte condição:

{x0, . . . , xk} ∈ Rips(P, α) ⇐⇒ ||xi − xj|| ≤ α, ∀i, j ∈ {0, . . . , k}.

Figura 2.4: Complexo de Vietoris-Rips para valores crescentes de 2α.

Observe que, no complexo de Vietoris-Rips, o triângulo mais à esquerda está preen-
chido (ou seja, o 2-simplexo formado pelos seus vértices pertence à Rips(P, 2α)), pois as
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bolas se encostam duas a duas, logo a distância entre os seus centros é menor que o dobro
de seu raio α, satisfazendo a condição de Rips(P, 2α). Entretanto, no complexo de Čech,
o triângulo não está preenchido, pois a intersecção das três bolas é vazia, não satisfazendo
a condição de Čech(P, α). Logo, esse 2-simplexo não pertence à Čech(P, α).

Lema 2.14. Seja P um conjunto finito de pontos em Rd. Para todo α > 0,

Rips(P, α) ⊆ Čech(P, α) ⊆ Rips(P, 2α).

Demonstração. Para a primeira inclusão, tome σ = {x0, . . . , xk} ∈ Rips(P, α). Então
x0 ∈

⋂k
i=0 B(xi, α). Logo, ⋂ki=0 B(xi, α) ̸= ∅, de onde segue que σ ∈ Čech(P, α). Portanto,

Rips(P, α) ⊂ Čech(P, α).
Agora seja σ = {x0, . . . , xk} ∈ Čech(P, α). Temos então que ⋂ki=0 B(xi, α) ̸= ∅. Logo,

existe y tal que ||xi − y|| ≤ α, para todo i = 1, . . . , k. Daí, pela desigualdade triangular,
temos ||xi− xj|| ≤ ||xi− y||+ ||xj − y|| ≤ α+ α = 2α, o que implica em σ ∈ Rips(P, 2α),
que demonstra a segunda inclusão.



3 Inferência Homológica

3.1 Homologia Simplicial e Números de Betti
Nessa seção, introduziremos as noções básicas de homologia simplicial que serão ne-

cessárias para definir e estudar a persistência topológica.

3.1.1 O espaço das k-cadeias

Dado k ∈ Z+, o espaço das k-cadeias é um espaço vetorial de todas as somas formais
(com coeficientes em Z/2Z = Z2) de simplexos k-dimensionais de K. Mais precisamente,
se {σ1, . . . , σp} é o conjunto de k-simplexos de K, qualquer k-cadeia c pode ser escrita de
maneira única

c =
p∑
i=1

εiσi, com εi ∈ Z2.

Se c′ = ∑p
i=1 ε

′
iσi é outra k-cadeia, a soma de duas k-cadeias e o produto de uma

cadeia por um escalar podem ser definidos da seguinte maneira:

c+ c′ =
p∑
i=1

(εi + ε′
i)σi e λ · c =

p∑
i=1

(λεi)σi.

Definição 3.1. O espaço das k-cadeias é o conjunto Ck(K) das k-cadeias simpliciais de
K com as duas operações definidas acima. Isso é um Z2-espaço vetorial cujo vetor nulo é
a cadeia vazia 0 = ∑p

i=1 0 · σi.

Note que o conjunto dos k-simplexos de K formam uma base de Ck(K). Por exemplo,
para o complexo simplicial da figura a seguir, C1(K) é o Z2-espaço vetorial gerado pelas
arestas e1 = [a, b], e2 = [b, c], e3 = [c, a], e4 = [c, d]. Ou seja,

C1(K) = {0, e1, e2, e3, e4, e1 +e2, e1 +e3, e1 +e4, e2 +e3, e2 +e4, e3 +e4, e1 +e2 +e3, . . . }

Observe que, por exemplo, somando e1 + e2 com e2 + e3 + e4 obtemos:

(e1 + e2) + (e2 + e3 + e4) = e1 + 2e2 + e3 + e4 = e1 + e3 + e4,

21
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pois 2 ≡ 0 (mod 2), logo 2e2 = 0e2 = 0.

a

b c

d

Figura 3.1: Um exemplo simples de complexo simplicial, formado por 4 vértices, 4 arestas
e 1 triângulo.

Cadeias com coeficientes em Z2 têm uma interpretação geométrica óbvia: uma vez
que qualquer k-cadeia pode ser escrita de maneira única como c = σi1 + · · · + σim onde
cada σij são k-simplexos, c pode ser considerada como a união dos simplexos de σij . A
soma de duas k-cadeias é igual à sua diferença simétrica.

3.1.2 O operador bordo e os grupos de homologia

Definição 3.2 (Bordo de um simplexo). O bordo ∂(σ) de um k-simplexo é a soma de
suas (k − 1)-faces, ou seja, uma (k − 1)-cadeia.

Se σ = [v0, . . . , vk] é um k-simplexo, então

∂(σ) =
k∑
i=0

[v0, . . . , v̂i, . . . , vk]

onde [v0, . . . , v̂i, . . . , vk] é o (k − 1)-simplexo gerado pelos conjuntos de todos os vértices
de σ, exceto vi.

O operador bordo, definido nos simplexos de K, se estende linearmente para Ck(K),
conforme a seguinte definição.

Definição 3.3. O operador bordo é a transformação linear definida por

∂ : Ck(K)→ Ck−1(K)
c 7→ ∂c =

∑
σ∈c

∂(σ).

Da maneira que definimos o operador bordo, o correto seria o denotarmos por ∂k, uma
vez que sua definição depende totalmente do índice k. Entretanto, para não sobrecarregar
a notação, denotaremos apenas por ∂. Desse modo, na proposição que virá após o próximo
exemplo, teremos dois operadores bordo: ∂k : Ck(K) → Ck−1(K) e ∂k−1 : Ck−1(K) →
Ck−2(K), porém denotaremos ambos por ∂, mesmo que não sejam o mesmo operador.

Uma observação interessante que podemos fazer quanto ao operador bordo é que, por
conta de sua linearidade, basta compreender seu comportamento nos geradores de Ck(K),
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ou seja, nos simplexos de dimensão k do complexo K, para então entendermos todo o seu
comportamento.

Veja na figura a seguir uma representação do operador bordo. Temos uma 2-cadeia
formada por um tetraedro oco colado pelo vértice em um triângulo cheio. Veja que no
tetraedro, toda 1-face dos 2-simplexos (ou seja, suas arestas) fazem parte de exatamente
dois triângulos. Desse modo, ao serem somadas pelo operador bordo, resultam em 0, uma
vez que 1 + 1 = 0 em Z2. Entretanto, no caso do triângulo que está colado pelo vértice,
seus lados não fazem parte de nenhum outro 2-simplexo. Assim, seu bordo será a soma
de suas 1-faces, representado pelo triângulo “vazio” na figura. Repare ainda que, caso
aplicássemos novamente o operador bordo no resultado, teríamos a soma dos vértices de
todas as arestas do triângulo. Como cada vértice aparece em exatamente duas arestas,
teríamos o 0 como resultado do bordo. Veremos na proposição a seguir que isso acontece
sempre: o operador bordo composto consigo mesmo sempre resulta em 0.

∂

Figura 3.2: O bordo de uma 2-cadeia.

Proposição 3.4. O bordo de um bordo de uma cadeia é sempre zero:

∂∂ := ∂ ◦ ∂ = 0.

Demonstração. Uma vez que o operador bordo é linear, é suficiente checar essa proprie-
dade para os simplexos. Seja σ = [v0 . . . vk] um k-simplexo. Temos:

∂∂σ = ∂

(
k∑
i=0

[v0 . . . v̂i . . . vk]
)

=
k∑
i=0

∂[v0 . . . v̂i . . . vk]

=
∑
j<i

[v0 . . . v̂j . . . v̂i . . . vk] +
∑
j>i

[v0 . . . v̂j . . . v̂i . . . vk]

=
k∑
j<i

2[v0 . . . v̂j . . . v̂i . . . vk]

=
k∑
j<i

0

= 0.
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O operador bordo define uma sequência de transformações lineares entre espaços de
cadeias.

Definição 3.5 (Complexo de cadeia). Um complexo de cadeia associado a um complexo
K de dimensão d é a seguinte sequência de transformações lineares:

{0} → Cd(K) ∂→ Cd−1(K) ∂→ · · · ∂→ Ck+1(K) ∂→ Ck(K) ∂→ · · · ∂→ C0(K) ∂→ {0}.

Para k ∈ {0, . . . , d}, o conjunto Zk(K) dos k-ciclos de K é o núcleo de ∂ : Ck → Ck−1:

Zk(K) := ker(∂ : Ck → Ck−1) = {c ∈ Ck : ∂c = 0}.

A imagem Bk(K) de ∂ : Ck+1 → Ck é o conjunto das k-cadeias que delimitam uma
(k + 1)-cadeia:

Bk(K) := im(∂ : Ck+1 → Ck) = {c ∈ Ck : ∃ c′ ∈ Ck+1, c = ∂c′}.

Bk e Zk são subespaços de Ck. Ainda, dado b ∈ Bk(K), temos que existe c ∈ Ck+1 tal
que b = ∂c, e de acordo com a Proposição 3.4, ∂b = ∂∂c = 0. Logo, b ∈ Zk(K), de onde
segue a inclusão:

Bk(K) ⊆ Zk(K) ⊆ Ck(K).

A seguir, temos alguns exemplos de cadeias, ciclos e bordos:
c1

c2

c3

Figura 3.3: c1 é um ciclo que não é bordo, c2 é um bordo e c3 é uma cadeia que não é
ciclo.

Definição 3.6 (Grupos de Homologia). O k-ésimo grupo de homologia de K é o espaço
quociente:

Hk(K) = Zk(K)/Bk(K).

Hk(K) é um espaço vetorial e seus elementos são as classes de homologia de K. A
dimensão βk(K) de Hk(K) é o k-ésimo número de Betti de K.
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A classe de homologia de um ciclo c ∈ Zk(K) é o conjunto c + Bk(K) = {c + b : b ∈
Bk(K)}. Dois ciclos c, c′ que estão na mesma classe de homologia são chamados de ciclos
homólogos.

β0 = 1
β1 = 0
β2 = 0

β0 = 1
β1 = 1
β2 = 0

β0 = 1
β1 = 0
β2 = 0

β0 = 1
β1 = 0
β2 = 1

β0 = 1
β1 = 1
β2 = 1

Figura 3.4: Exemplos de números de Betti para alguns complexos simpliciais.

Intuitivamente, β0 computa o número de componentes conexas do complexo K, en-
quanto βk mede o número de “buracos” k-dimensionais. No triângulo vazio da figura
acima, temos β1 = 1 pois há um buraco cujo bordo tem dimensão 1 (o próprio interior do
triângulo). Quando este triângulo é preenchido, temos β1 = 0, pois não há mais buracos.
Analogamente, no caso do tetraedro oco, há um buraco bidimensional (o próprio interior
do tetraedro), isto é, um buraco cujo bordo tem dimensão 2, e portanto β2 = 1. Vamos
agora ver uma maneira de computar o k-ésimo número de Betti de um complexo simplicial
K qualquer.

Sejam mk e mk−1 as quantidades de k e (k−1) simplexos no complexo K, e seja Mk a
matriz mk−1×mk que representa o bordo ∂k. Veja que a j-ésima coluna de Mk representa
o bordo do j-ésimo k-simplexo, e a i-ésima linha representa o i-ésimo (k − 1)-simplexo.
Desse modo, temos mi,j = 1 se o i-ésimo (k − 1)-simplexo faz parte do bordo do j-ésimo
k-simplexo, e mi,j = 0 caso contrário. Considere a matriz escrita na forma normal de
Smith:

M∗
k =



b1 0 · · · 0 · · · 0
0 . . . ... ...
... blk

... ...
0 · · · · · · 0 · · · 0
... . . . ...
0 0 · · · 0 · · · 0


que satisfaz bi|bi+1. Veja que o rank de Bk é igual a lk e portanto, pelo Teorema do
Núcleo e da Imagem, o rank de Zk é igual a mk − lk. Veja que a construção acima pode
ser feita sobre o espaço das k-cadeias com qualquer corpo de coeficientes K. Entretanto,
como especificamos no início deste capítulo, estamos considerando apenas o caso K = Z2.
Desse modo, a condição bi|bi+1 resume-se a bi = 1 para todo i = 1, . . . , lk.
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Proposição 3.7. Nas condições anteriores, o k-ésimo número de Betti de K é dado por:

βk = mk − lk − lk+1.

Demonstração. Tome k ∈ Z. Como estamos trabalhando com o corpo Z2, então Zk e
Bk+1 são Z2-espaços vetoriais. Considere a função sobrejetora

ϕ : Zk →
Zk
Bk+1

x 7→ x+Bk+1.

Pelo Teorema do Núcleo e da Imagem, temos

dim(Zk) = dim(ker(ϕ)) + dim(im(ϕ)).

Entretanto,
x ∈ ker(ϕ) ⇐⇒ ϕ(x) = 0 ⇐⇒ x ∈ Bk+1.

Desse modo, ker(ϕ) = Bk+1. Logo,

dim(Zk) = dim(Bk+1) + dim(Hk),

portanto
βk = dim(Hk) = dim(Zk)− dim(Bk+1) = mk − lk − lk+1.

Exemplo 3.8. Vamos considerar o complexo simplicial formado por um tetraedro oco
com vértices v1, v2, v3 e v4. As arestas são a0 = [v0v1], a1 = [v0v2], a2 = [v0v3], a3 =
[v1v2], a4 = [v1v3], a5 = [v2v3]. As faces são f0 = [v0v1v2], f1 = [v0v1v3], f2 = [v0v2v3]
e f3 = [v1v2v3]. Assim, m0 = 4, m1 = 6, m2=4 e m−1 = 1. Apliquemos os operadores
bordos para encontrar suas respectivas matrizes, e então encontremos a forma normal de
Smith de cada uma delas:

• ∂2 : C2(K)→ C1(K).

Temos

∂f0 = a0 + a1 + a3;
∂f1 = a0 + a2 + a4;
∂f2 = a1 + a2 + a5;
∂f3 = a3 + a4 + a5.
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De onde chegamos na matriz:

M2 =



1 1 0 0
1 0 1 0
0 1 1 0
1 0 0 1
0 1 0 1
0 0 1 1


Fazendo algumas operações entre as linhas e entre as colunas da matriz, obtemos:

M∗
2 =



1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0


Veja que l2 = 3 (quantidade de termos não nulos na diagonal). Além disso, l3 = 0,
pois ∂3 = 0. Desse modo, β2 = m2 − l2 − l3 = 4− 3− 0 = 1.

• ∂1 : C1(K)→ C0(K).

Temos

∂a0 = v0 + v1;
∂a1 = v0 + v2;
∂a2 = v0 + v3;
∂a3 = v1 + v2;
∂a4 = v1 + v3;
∂a5 = v2 + v3.

Assim,

M1 =


1 1 1 0 0 0
1 0 0 1 1 0
0 1 0 1 0 1
0 0 1 0 1 1


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Após algumas operações básicas entre as linhas e colunas da matriz, obtemos:

M∗
1 =


1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0


Assim, β1 = m1 − l1 − l2 = 6− 3− 3 = 0.

• ∂0 : C0(K)→ C−1(K) = {0}.

Temos ∂0(Pi) = 0 para todo Pi ∈ C0(K), logo l0 = 0. Assim,

β0 = m0 − l0 − l1 = 4− 0− 3 = 1.

Assim, β0 = 1, β1 = 0 e β2 = 1. Veja que isso coincide com o descrito na Figura 3.4, e no
comentário após ela.

3.2 Um algoritmo para computar números de Betti
Seja K um complexo simplicial finito de dimensão d e

∅ = K0 ⊂ K1 ⊂ · · · ⊂ Km = K

uma filtração de K, onde para todo i = 0, . . . ,m− 1,

Ki+1 = Ki ∪ σi+1, onde σi+1 é um simplexo.

Considerando a evolução dos números de Betti de uma filtração conforme adicionamos
os simplexos σi, chega-se no seguinte algoritmo.

Algoritmo para computação de números de Betti
Entrada: Uma filtração de um complexo simplicial d-dimensional
contendo m simplexos.
β0 ← 0; β1 ← 0; · · · ; βd ← 0
para i = 1 a m faça
k =dim σi − 1
se σi estiver contido em um (k + 1)-cíclo em Ki então
βk+1 ← βk+1 + 1

se não
βk ← βk − 1

Saída: Os números de Betti β0, β1, . . . , βd de K.

Para provar que nosso algoritmo funciona corretamente, precisamos entender como a
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topologia de uma filtração evolui toda vez que adicionamos um simplexo. Vamos assumir
que os números de Betti de Ki−1 são computados e adicionamos o simplexo σi de dimensão
k + 1 para conseguirmos Ki. Lembremos que de acordo com a definição de filtração, σi

não pode ser parte do bordo de nenhum (k + 2)-simplexo de Ki. De fato, se σi estivesse
contido em um bordo de um (k + 2)-simplexo de Ki, então σi seria uma (k + 1)-face de
um (k + 2)-simplexo de Ki, e como Ki é complexo simplicial, teríamos σi ⊂ Ki, o que é
um absurdo, já que Ki ̸= Ki−1. Como consequência disso, se σi estiver contido em um
(k + 1)-ciclo em Ki, esse ciclo não é o bordo de uma (k + 2)-cadeia em Ki. Considere as
duas alternativas do algoritmo que estão ilustradas a seguir:

Caso 1: assuma que σi está contido em um (k + 1)-ciclo c em Ki. Então c não pode
ser homólogo à nenhum (k + 1)-ciclo em Ki−1. Com efeito, se existisse um (k + 1)-ciclo
c′ em Ki−1 tal que c+ c′ = 0, então c+ c′ seria bordo de alguma (k + 2)-cadeia d, isto é,
∂d = c+ c′. Mas como σi não está contido em c′ e está contido em c, então está contido
em c + c′ = ∂d, o que é um absurdo. Assim, c cria uma nova classe de homologia que é
linearmente independente com as classes dos ciclos de Ki−1. Como consequência disso,
βk+1(Ki) ≥ βk+1(Ki−1) + 1.

Agora resta mostrar o outro lado da desigualdade para conseguirmos a igualdade
desejada. Para isso, considere c e c′ dois (k+1)-ciclos contendo σi. Então c+c′ é um (k+1)-
ciclo em Ki−1. Daí, como c′ = (c+c′)−c, c′ está contido no espaço gerado por Zk+1(Ki−1)
e c. Ou seja, dimZk+1(Ki) ≤ dimZk+1(Ki−1)+1, e como Bk+1(Ki−1) ⊂ Bk+1(Ki), temos:

βk+1(Ki) = dim
(
Zk+1(Ki)
Bk+1(Ki)

)
≤ dim

(
Zk+1(Ki)
Bk+1(Ki−1)

)
≤

≤ dim
(
Zk+1(Ki−1)
Bk+1(Ki−1)

)
+ 1 = βk+1(Ki−1) + 1.

Portanto, temos βk+1(Ki) = βk+1(Ki−1) + 1, como queríamos.
Caso 2: Suponha que σi não está contido em nenhum (k + 1)-ciclo em Ki. Então o

k-ciclo ∂σi não é um bordo em Ki−1. Caso contrário, existiria uma cadeia c em Ki−1 com
∂σi = ∂c, logo ∂(σi + c) = 0. Então σi + c seria um (k + 1)-ciclo contendo σi, o que é
um absurdo. Como consequência disso, como o k-ciclo ∂σi, que não é bordo em Ki−1, se
torna bordo em Ki, temos βk(Ki) ≤ βk(Ki−1) − 1. Analogamente ao Caso 1, podemos
mostrar que essa desigualdade é na verdade uma igualdade.

Definição 3.9. Seja K um complexo simplicial d-dimensional, e tome ∅ ⊂ K0 ⊂ K1 ⊂
· · · ⊂ Km = K uma filtração de K. Um simplexo σi é chamado de positivo se estiver
contido em um (k+1)-ciclo em Ki (que necessariamente não é um bordo em Ki, de acordo
com o comentário no início da demonstração do funcionamento do algoritmo anterior), e
é dito negativo caso contrário.

Exemplo 3.10. No exemplo ilustrado a seguir, temos um subcomplexo Ki−1 representado
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pelos triângulos preenchidos de verde. Veja que o 1-simplexo σi não está contido em
um 1-ciclo, e logo sua inserção conecta as duas componentes conexas de Ki−1. Então
β0(Ki) = β0(Ki−1)− 1. Agora, veja que a inserção do 1-simplexo σi+1 cria um ciclo que
não é homólogo a nenhum outro ciclo do complexo. Assim, β1(Ki+1) = β1(Ki) + 1. Nesse
caso, σi é negativo, enquanto σi+1 é positivo.

σi

σi+1

Figura 3.5: O simplexo negativo σi destruindo um 0-ciclo, enquanto o simplexo positivo
σi cria um 1-ciclo.

De acordo com a definição acima e o algoritmo anterior, podemos enxergar o k-ésimo
número de Betti como sendo a diferença entre o número de k-simplexos positivos e o
número de (k + 1)-simplexos negativos. Isso ocorre pois, cada vez que um k-simplexo
positivo entra na filtração, o k-ésimo número de Betti aumenta em 1, e toda vez que um
k + 1-simplexo negativo entra na filtração, o k-ésimo número de Betti diminui em 1.

Observação 3.11. Os k-simplexos positivos estão “criando” k-ciclos, enquanto os (k+1)-
simplexos negativos estão “destruindo” k-ciclos.

Exemplo 3.12. Considere o complexo simplicial da Figura 3.1 , e a filtração dada pela
adição, uma a uma e em ordem, dos simplexos: a, b, c, ab, bc, d, ac, cd e abc. Isto é,

∅ ⊂ {a} ⊂ {a, b} ⊂ {a, b, c} ⊂ {a, b, c, ab} ⊂ {a, b, c, ab, bc} ⊂ {a, b, c, ab, bc, d} ⊂ · · ·

Os simplexos positivos são a, b, c, d e ac, onde a, b, c e d são 0-simplexos e ac é um
1-simplexo.

Já os negativos são ab, bc, cd e abc, sendo ab, bc e cd 1-simplexos e abc um 2-simplexo.
Assim, usando a definição acima, temos: β0 = 1, β1 = 3− 3 = 0 e β2 = 0− 0 = 0.

É importante ressaltar que o algoritmo definido anteriormente não só possibilita cal-
cular os números de Betti de K, mas também de todos os subcomplexos da filtração.

3.3 Homologia Singular e Invariância Topológica
Os grupos de homologia e os números de Betti são invariantes topológicos: se K e

K ′ são dois complexos simpliciais com realizações geométricas homeomorfas, então seus
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grupos de homologia são isomorfos e seus números de Betti são iguais. Este resultado
continua válido quando K e K ′ são apenas homotopicamente equivalentes. Este é um
resultado clássico (mas não trivial) da topologia algébrica, e pode ser encontrado em [8],
Corolário 4.24, página 79.

A homologia singular é uma outra noção de homologia, que nos permite considerar
espaços gerais que não são necessariamente espaços homeomorfos à complexos simpliciais.
A definição de homologia singular é bastante similar à da homologia simplicial.

Definição 3.13. Definimos ∆k o k-simplexo padrão do Rk+1 como sendo o k-simplexo
gerado pelos vértices ei = (0, 0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0, 0), que tem todas as entradas nulas,
exceto a i-ésima, a qual vale 1.

Definição 3.14. Dado um espaço topológico X, um k-simplexo singular em X é uma
aplicação contínua σ : ∆k → X.

0 1

∆0

0 1

1 ∆1

1

1

1 ∆2

σ0

σ1

σ2

Figura 3.6: Os três primeiros simplexos padrões, junto com a representação de três sim-
plexos singulares.

Assim como no caso da homologia simplicial, temos que o espaço das k-cadeias é o
espaço vetorial das combinações lineares formadas pelos k-simplexos singulares. O bordo
∂σ de um k-simplexo singular é a soma das restrições de σ à cada uma das (k−1)-faces de
∆k. Temos também que a Proposição 3.4 continua válida para o caso singular, e definimos
o k-ésimo grupo de homologia singular do mesmo modo que definimos em 3.6, no caso
simplicial.

Um fato muito importante que relaciona esses dois tipos de homologia é: se X é um
espaço topológico homeomorfo ao suporte de um complexo simplicial K, então o k-ésimo
grupo de homologia singular de X é isomorfo ao k-ésimo grupo de homologia simplicial
de K.

Exemplo 3.15. Seja X uma superfície e K, K ′ duas triangulações de X. Então Hk(K) ≃
Hk(K ′). Assim, ambos têm os mesmos números de Betti, que coincidirá com o número de
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Betti do espaço X. Como consequência, a partir de agora, para os fins deste trabalho, a
homologia singular e a homologia simplicial podem ser (e serão) tratadas sem distinção.

Outra propriedade importante da homologia singular é que as aplicações contínuas
entre espaços topológicos induzem, canonicamente, homomorfismos entre seus grupos de
homologia.

De fato, se f : X → Y é uma função contínua, e se σ : ∆k → X é um simplexo singular
em X, então f ◦ σ : ∆k → Y é um complexo singular em Y . Portanto, f induz uma
transformação linear entre os espaços das cadeias em X e das cadeias em Y , que preserva
ciclos e bordos. Consequentemente, f induz um homomorfismo f∗ : Hk(X) → Hk(Y ).
Mais ainda, se f é um homeomorfismo, f∗ será um isomorfismo, e valerá a igualdade
(f∗)−1 = (f−1)∗.

Similarmente, se f for uma equivalencia de homotopia, com inversa homotópica g :
Y → X, então f∗ é um isomorfismo com (f∗)−1 = g∗.

Como consequência, dois espaços homotopicamente equivalentes têm os mesmos nú-
meros de Betti. Note que, quando X não é homotopicamente equivalente à um complexo
simplicial, então seus números de Betti não precisam necessariamente ser finitos.

3.4 Funções de Distância e a Distância de Hausdorff
Definição 3.16. Seja K ⊂ Rd um conjunto compacto. A função distância dK até K é a
função com domínio em Rd e contradomínio nos reais não negativos, dada por

dK(x) = inf
y∈K

d(x, y).

Observação 3.17. Quando d(x, y) = ||x− y|| é a distância euclidiana, dK é contínua e,
ainda, 1-Lipschitziana: para quaisquer x, x′ ∈ Rd,

|dK(x)− dK(x′)| = | inf
y∈K

d(x, y)− inf
y′∈K

d(x′, y′)|

≤ | inf
y∈K

(d(x, y)− d(x′, y))| = inf
y∈K
|d(x, y)− d(x′, y)|

≤ | inf
y∈K

(d(x, x′)| = d(x, x′) = ||x− x′||.

Ainda, K é completamente caracterizado por dK , uma vez que K = d−1
K (0).

Definição 3.18. Dado r > 0, o r-conjunto de subnível Kr de dK é o subconjunto de Rd

definido por
Kr = d−1

K ([0, r]) = {x ∈ Rd; dK(x) ≤ r}.
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ε

Figura 3.7: Considerando K um triângulo cheio, Kε é o conjunto de todos os pontos no
interior da linha tracejada, incluindo o próprio K.

Definição 3.19. A distância de Hausdorff dH(X, Y ) entre dois subconjuntos X e Y de
Rd é o ínfimo dos ε ≥ 0 tais que X ⊂ Y ε e Y ⊂ Xε. Equivalentemente:

dH(X, Y ) = max
(

sup
y∈Y

(
inf
x∈X
||x− y||

)
, sup
x∈X

(
inf
y∈Y
||x− y||

))
.

X
Y

sup
x∈X

inf
y∈Y

||x− y||

sup
y∈Y

inf
x∈X

||x− y||

Figura 3.8: Exemplo de distância de Hausdorff entre dois conjuntos.

Proposição 3.20. Sejam K,K ′ ⊂ Rd dois conjuntos compactos. A distância de Haus-
dorff dH(K,K ′) pode ser definida por qualquer uma das equivalências:

• dH(K,K ′) é o menor r tal que K ⊂ K ′r e K ′ ⊂ Kr;

• dH(K,K ′) = max
(

sup
x∈K

dK′(x), sup
x∈K′

dK(x)
)

;

• dH(K,K ′) = ||dK − dK′|| := sup
x∈Rd

|dK(x)− dK′(x)|.

Demonstração. A demonstração da igualdade entre a primeira e a segunda equivalência
dessa proposição pode ser encontrada em [9], Proposição 2.1. Já a igualdade entre a
segunda e a terceira pode ser encontrada em [10], Proposição 3.4.
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3.5 Pontos Críticos das Funções de Distância
Dado um conjunto compacto K ⊂ Rd, a função distância não é necessariamente dife-

renciável. Por exemplo, se K for uma circunferência unitária. Então f não será diferen-
ciável, por exemplo, na origem (imagem a seguir).

Figura 3.9: Representação de dK , com K sendo a S1.

Entretanto, é possível definir um campo de vetores gradientes generalizado ∇K : Rd →
Rd para dK que coincide com os vetores gradientes onde dK for diferenciável.

Dado x ∈ Rd, o conjunto ΓK(x) := {y ∈ K; d(x, y) = dK(x)} é um subconjunto
compacto e não vazio de K. Considere BK(x) a menor bola fechada contendo ΓK(x),
sendo cK(x) o seu centro e Fk(x) seu raio, Assim, para qualquer x ∈ Rd −K, definimos
o vetor gradiente generalizado como

∇dK(x) = x− cK(x)
dK(x) ,

e ∇dK(x) = 0, caso contrário.
A norma do vetor gradiente é dada por:

||∇dK(x)||2 = 1− F 2
K(x)
d2
K(x) .

Equivalentemente, a norma de ∇dK(x) é o cosseno da metade do ângulo do menor setor
circular com vértice em x que contém ΓK(x). Intuitivamente, a direção de ∇dK(x) é
aquela cuja derivada de dK é maior, ou, em outras palavras, aquela em que a curvatura
do gráfico da dK é maior no ponto (x, dK(x)).

A aplicação x ∈ Rd 7→ ∇dK(x) ∈ Rd geralmente não é contínua. Em outras palavras,
∇dK não é necessariamente um campo vetorial contínuo. Entretanto, é possível mostrar
que x 7→ ||∇K(x)|| é semi contínua inferiormente, ou seja, ∀a ∈ R, ||∇dK ||−1((−∞, a]) é
um conjunto fechado de Rd. Mais ainda, ∇dK é “integrável”, no seguinte sentido:
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K

FK (x)
cK (x)

BK (x)

∇dK (x)

x

ΓK (x)

Figura 3.10: A construção do vetor gradiente da função distância.

Proposição 3.21. Existe uma função contínua C : R+ × Rd → Rd tal que ∀x ∈ Rd, a
aplicação t 7→ C(t, x), chamada de trajetória de ∇dK, é uma solução da equação diferencial

dX

dt
= ∇dK(X(t)),

satisfazendo X(0) = x. Além disso, essa trajetória contínua pode ser parametrizada por
comprimento de arco s 7→ C((t(s), x)), com

dK((t(l), x)) = dK(x) +
∫ l

0
||∇dK(C(t(s), x))||ds.

Essa equação implica que dK não é decrescente sobre as trajetórias de ∇dK . O mesmo
pode ser mostrado para Fk.

O gradiente ∇dK nos permite definir a noção de ponto crítico para dK , do mesmo
modo que para as funções diferenciáveis.

Definição 3.22 (Ponto crítico). Um ponto x ∈ Rd é dito um ponto crítico de dK se
∇dK(x) = 0. Um número real c ≥ 0 é dito um valor crítico de dK se existe x ∈ Rd ponto
crítico tal que dK(x) = c. Um valor regular de dK é um número que não é valor crítico.

3.6 Topologia dos conjuntos de subnível
Usando a noção de ponto crítico definido na seção anterior, algumas propriedades

das funções de distância são similares às de funções diferenciáveis. Em particular, os
conjuntos de nível de dK são variedades topológicas de Rd, e suas topologias podem se
alterar somente nos pontos críticos. Essas duas propriedades podem ser formalizadas nos
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seguintes resultados:

Teorema 3.23. Seja K ⊂ Rd compacto e seja r um valor regular de dK. O conjunto de
subnível d−1

K (r) é uma variedade topológica (d− 1)-dimensional de Rd.

Demonstração. A demonstração deste teorema pode ser encontrada em [11], Proposição
2.13.

Teorema 3.24 (Lema da Isotopia). Seja K ⊂ Rd compacto, e tome r1 < r2 dois números
reais tais que [r1, r2] não contém nenhum ponto crítico de dK. Então todos os conjun-
tos de nível d−1

K (r), r ∈ [r1, r2], são homeomorfos (mais que isso, são homotopicamente
equivalentes), e o conjunto A(r1, r2) = {x ∈ Rd; r1 ≤ dK(x) ≤ r2} é homeomorfo à
d−1
K (r1)× [r1, r2].

Demonstração. A demonstração deste resultado encontra-se em [12], Teorema 2.2, p. 153.

Exemplo 3.25. Considere K sendo a circunferência unitária, como feita anteriormente.
Calculando d−1

K (a), com 0 < a < 1, obtemos duas circunferências disjuntas (representadas
de roxo na figura anterior). Entretanto, ao calcular d−1

K (1 + ε), onde ε > 0, obtemos
apenas uma única circunferência (a maior delas, e representada de rosa na figura). Lo-
gicamente, esses dois conjuntos não são homeomorfos. Assim, caso não conhecêssemos o
comportamento de dK , pelo Lema da Isotopia, poderíamos concluir que 1 é valor crítico,
o que de fato ocorre, pois (0, 0) é ponto crítico e dK(0, 0) = 1.

Figura 3.11: Representação dos conjuntos de nível de dK , com K sendo a S1.

Como consequência imediata destes dois teoremas, temos que a topologia dos conjuntos
de subnível de K podem mudar apenas nos valores críticos, e para qualquer valor regular
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r de dK , o conjunto de subnível Kr é uma variedade topológica d-dimensional com bordo.
Em particular, a topologia dos conjuntos de subnível “pequenos” Kr, r > 0, não pode
mudar quando r for menor que o menor valor crítico positivo de dK (se existir). Isso nos
leva a definir a noção de “weak feature size”.

Definição 3.26 (Weak feature size). Seja K ⊂ Rd um conjunto compacto. A weak
feature size wfs(K) de K é o ínfimo dos valores críticos positivos de dK . Se dK não tem
valores críticos, definimos wfs(K) = +∞.

Segue do Lema da Isotopia que, para quaisquer α, β ∈ R, se 0 < α ≤ β < wfs(K),
então Kα ≃ Kβ. De fato, basta tomar o lema anterior com r1 = α e r2 = β, observando
que não existem valores críticos no intervalo [α, β] pois o menor dos valores críticos ainda
é maior ou igual que wfs(K), que é maior que β.

O seguinte teorema nos permite comparar a topologia dos conjuntos de subnível de
dois conjuntos compactos com weak feature size positivo.

Teorema 3.27. Sejam K, K ′ ⊂ Rd conjuntos compactos e ε > 0 tal que dH(K,K ′) < ε,
wfs(K) > 2ε e wfs(K ′) > 2ε. Então, para todo α com 0 < α ≤ 2ε, Kα e K ′α são
homotopicamente equivalentes.

Demonstração. Seja δ > 0 tal que wfs(K) > 2ε + δ e wfs(K ′) > 2ε + δ. Vamos mostrar
que Kδ+2ε e K ′δ+2ε são homotopicamente equivalentes. Como dH(K,K ′) < ε, e clara-
mente dH(Kδ, K ′δ) ≤ dH(K,K ′) (pois Kδ é maior que K e K ′δ é maior que K ′), então
dH(Kδ, K ′δ) < ε. Assim, aplicando a definição de distância de Hausdorff, e usando o fato
que (Xα)β = Xα+β, temos Kδ ⊂ K ′δ+ε e K ′δ ⊂ K ′δ+ε. Portanto, podemos considerar as
inclusões c0 : K ′δ → Kδ+ε e d0 : Kδ → K ′δ+ε. De modo análogo, podemos considerar as
inclusões c1K

′δ+ε → Kδ+2ε e d1 : Kδ+ε → K ′δ+2ε. Ainda, podemos considerar as inclusões
naturais a0 : Kδ → Kδ+ε, b0 : K ′δ → K ′δ+ε, a1 : Kδ+ε → K ′δ+2ε e b1 : K ′δε → Kδ+2ε.
Desse modo, o seguinte diagrama comuta

Kδ a0 //

d0

!!

Kδ+ε a1 //

d1

##

Kδ+2ε

K ′δ b0 //

c0

==

K ′δ+ε b1 //

c1

;;

K ′δ+2ε

Do Lema da Isotopia 3.24, as inclusões a0, a1, b0 e b1 são equivalências de homotopia.
Sejam agora s0, s1, r0 e r1 as inversas homotópicas de a0, a1, b0 e b1, respectivamente.
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Temos então:

c1 ◦ (r1 ◦ d1 ◦ s1) ≃ c1 ◦ r1 ◦ (b1 ◦ d0 ◦ s0) ◦ s1

≃ c1 ◦ (r1 ◦ b1) ◦ d0 ◦ s0 ◦ s1

≃ (c1 ◦ d0) ◦ (s0 ◦ s1)
≃ (a1 ◦ a0) ◦ (s0 ◦ s1)
≃ a1 ◦ (a0 ◦ s0) ◦ s1

≃ a1 ◦ s1

≃ idKδ+2ε .

Ainda,

(r1 ◦ d1 ◦ s1) ◦ c1 ≃ (r1 ◦ d1 ◦ s1) ◦ (a1 ◦ c0 ◦ r0)
≃ (r1 ◦ d1) ◦ (s1 ◦ a1) ◦ (c0 ◦ r0)
≃ (r1 ◦ d1) ◦ (c0 ◦ r0)
≃ r1 ◦ (d1 ◦ c0) ◦ r0

≃ r1 ◦ (a1 ◦ a0) ◦ r0

≃ (r1 ◦ a1) ◦ (a0 ◦ r0)
≃ idK′δ+2ε .

Desse modo, c1 e (r1 ◦ d1 ◦ s1) são equivalências de homotopia e, portanto, Kδ+2ε e
K ′δ+2ε são homotopicamente equivalentes.

O teorema anterior nos permite mostrar que conjuntos compactos com weak feature
size positiva fornecem uma classe de compactos com propriedades de estabilidade topo-
lógica interessantes. Além disso, pode-se mostrar que essa classe é grande o suficiente
para incluir a maior parte de formas encontradas em aplicação práticas. Em particular,
variedades diferenciáveis, poliedros, conjuntos poliédricos, conjuntos compactos subanalí-
ticos (ou seja, obtidos por equações e inequações analíticas) têm todos weak feature size
positiva.

Entretanto, o teorema anterior precisa de uma condição que é difícil de ser satisfeita
na prática: a relação envolvendo wfs(K) e wfs(K ′).

Por exemplo, seja K uma forma contínua aproximada por uma nuvem finita de pontos
K ′. Então wfs(K ′) será igual à metade da distância entre os dois pontos mais próximos
de K ′, que normalmente é menor que 2dH(K,K ′). Como consequência disso, mesmo que
wfs(K) seja grande, independentemente da qualidade da aproximação de K por K ′, as
hipóteses do teorema anterior podem não ser satisfeitas.



4 Homologia Persistente

O algoritmo no início da Seção 3.2 permite que computemos os números de Betti de
um complexo simplicial filtrado, e também provê os números de Betti de todos os sub-
complexos da filtração. Intuitivamente, o objetivo da homologia persistente é acompanhar
toda essa informação e observar os pares de tempo de criação e de destruição das classes
de homologia que aparecem durante o processo.

4.1 Um exemplo simples
Antes de formalmente introduzirmos a homologia persistente, vamos considerar um

exemplo bem simples. Seja f : [0, 1] → R uma função cujo gráfico está representado a
seguir.

Estamos interessados em estudar a evolução da topologia dos conjuntos de nível
f−1([−∞, t]) conforme t cresce. A topologia do conjunto de nível muda quando t passa
pelos valores críticos a, b, c, d e e. Passar pelo valor crítico a faz aparecer uma compo-
nente conexa, e para todo t com a ≤ t < b, f−1((−∞, t)) é um conjunto conexo (pois
será um intervalo). Quando t passa pelo valor crítico b, uma segunda componente co-
nexa surge, e para todo t com b ≤ t < c, f−1((−∞, t)) tem duas componentes conexas.
Quando t passa pelo valor crítico c, as duas componentes conexas se fundem. Observe
que a segunda componente conexa surgiu quando t passou por b, e depois desapareceu
quando t passou por c. Assim, os pontos b e c correspondem ao “nascimento” e à “morte”
dessa componente. Na estrutura de homologia persistente, esse “emparelhamento” é, ou
representado pelo intervalo representado no gráfico à esquerda, ou é representado pelo par
ordenado (b, c) no gráfico à direita. O comprimento c− b do intervalo (b, c) representa a
“vida útil” da componente criada em b. Intuitivamente, quanto maior for este intervalo,
mais relevante esta componente é. Agora, conforme crescemos t, uma nova componente
conexa surge assim que atinge t = d, que acaba se fundindo quando t = e, e portanto dá
origem ao intervalo de persistência (d, e). Note que a não está pareado à nenhum valor,
uma vez que desde que a primeira componente foi criada, ela nunca se fundiu à outra.
Assim, fazemos o pareamento (a,+∞), simbolizando que esta componente persistiu. No
final do processo, podemos representar os pares encontrados de duas maneiras: ou como

39
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conjuntos de intervalos, chamados de barcodes, ou então por diagramas no plano, chama-
dos de diagramas de persistência (representados na figura a seguir). Por razões técnicas,
e que serão explicada mais adiante, adicionaremos ao diagrama de persistência a diagonal
y = x

Figura 4.1: Uma função real e seu diagrama de persistência.

Agora, suponha que façamos uma aproximação g da função f definida anteriormente,
selecionando diversos pontos (x, f(x)), e então ligando-os de maneira linear por partes.
Ao fazermos o cálculo do diagrama de persistência da g, observamos que temos muito mais
pares de persistência do que tínhamos na função f . Entretanto, muitos destes pontos estão
próximos à diagonal y = x, ou seja, nascem e morrem rapidamente. Contudo, aqueles
pares que estão próximos dos pares da função f acabam sendo os pontos que persistem
por mais tempo, e têm seus intervalos maiores. Em outras palavras, as características
topológicas que já existiam na função f resistem por mais tempo do que aqueles que
foram criados pelo ruído da aproximação pela função g. Assim, podemos supor que
pequenas perturbações na função não devem alterar consideravelmente as características
topológicas dos conjuntos de subnível. Veremos adiante que isto de fato é verdade.

Figura 4.2: Diagrama de persistência da aproximação de uma função real. Adaptado de:
[1].

Quando consideramos funções definidas em espaços de dimensões maiores, passar por
pontos críticos pode não só alterar a conexidade dos conjuntos de subnível (isto é, a
criação ou destruição de 0-ciclos), mas também outras características topológicas, como
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a criação e destruição de k-ciclos de ordens maiores (ou seja, a alteração na quantidade
de “buracos” k-dimensionais do espaço). Posteriormente, vamos mostrar como é possível
definir os pares e diagramas de persistência para qualquer dimensão.

4.2 Homologia Persistente de uma Filtração
Primeiro, vamos definir a noção de persistência para a filtração de um complexo sim-

plicial. O objetivo é estudar a evolução da homologia dos subcomplexos da filtração.
Seja K um complexo simplicial d-dimensional, e seja

∅ = K0 ⊂ K1 ⊂ · · · ⊂ Km = K

uma filtração de K de modo que, para qualquer i = 0, . . . ,m− 1, Ki+1 = Ki ∪σi+1, onde
σi+1 é um simplexo.

Para qualquer n tal que 0 ≤ n ≤ m, denotaremos por Cn
k o conjunto das k-cadeias

de Kn. Observe que a restrição do operador bordo para Cn
k , tem sua imagem contida em

Cn−1
k−1 . Denotaremos por Zn

k e Bn
k os conjuntos dos k-ciclos e k-bordos de Kn, respectiva-

mente. O k-ésimo grupo de homologia de Kn é, então

Hn
k = Zn

k /B
n
k .

Com essa notação, temos as seguintes inclusões:

Z0
k ⊂ Z1

k ⊂ · · · ⊂ Zn
k ⊂ · · · ⊂ Zm

k = Zk(K)

B0
k ⊂ B1

k ⊂ · · · ⊂ Bn
k ⊂ · · · ⊂ Bm

k = Bk(K)

Definição 4.1 (Números persistentes de Betti). Para p ∈ {0, . . . ,m} e l ∈ {0, . . . ,m−p},
o k-ésimo número persistente de Betti de K l, denotado por βl,pk , é a dimensão do espaço
vetorial H l,p

k = Z l
k/(B

l+p
k ∩ Z l

k).

O k-ésimo número persistente de Betti de K l representa o número de classes de homo-
logia independentes de k-ciclos em K l que não são bordos em K l+p. Intuitivamente um
k-ciclo em K l que gera um elemento não nulo em H l,p

k , é um ciclo que apareceu na filtração
antes do passo l + 1, e ainda não é um bordo no passo l + p. Vimos anteriormente que
uma classe de homologia é criada quando um simplexo positivo é adicionado na filtração,
e que uma classe de homologia é destruída quando um simplexo negativo é adicionado.

Lema 4.2. Seja σ = σi um k-simplexo positivo na filtração de K. Então existe um único
k-ciclo c que não é bordo em Ki, que contém σ e não contém nenhum outro k-simplexo
positivo.
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Demonstração. Suponha que para qualquer k-simplexo positivo adicionado antes de σ à
filtração, exista um k-ciclo d que não é bordo de ninguém em Ki, que contém σ e mais
nenhum outro k-simplexo positivo. Vamos mostrar que o mesmo vale para k + 1. Sejam
σij, j = 1, . . . , p os k-simplexos positivos diferentes de σ contidos em d, e sejam cj os
ciclos que não são bordos, que contêm σij e que não contêm mais nenhum outro simplexo
positivo. Então

c = d+ c1 + · · ·+ cp

é um k-ciclo no qual σ é o único simplexo positivo. Mas como σi foi o último simplexo
adicionado em Ki, não existe nenhum (k + 1)-simplexo contendo σ em seu bordo. Logo,
c não pode ser bordo.

Definição 4.3. Conforme aumentamos os índices l, sucessivos complexos são vinculados
à filtração por meio de inclusões, o que induz uma função entre as cadeias f l : K l →
K l+1 nos complexos de cadeia e homomorfismos ηlk : H i

k → H i+1
k no k-ésimo módulo de

homologia. A sequência de complexos de cadeia (K l
•) conectada pelas funções de cadeia

e homomorfismos (f l) é chamado de complexo persistente de K.

O seguinte diagrama representa parcialmente o complexo persistente:

...
∂i

k+1
��

...
∂i+1

k+1
��

...
∂i+2

k+1
��

· · · f i−1
// K l

k

∂i
k
��

f i
// K l+1

k

∂i+1
k
��

f i+1
// K l+2

k

∂i+2
k
��

f i+2
// · · ·

· · · f i−1
// K l

k−1

∂i
k−1
��

f i
// K l+1

k−1

∂i+1
k−1
��

f i+1
// K l+2

k−1

∂i+2
k−1
��

f i+2
// · · ·

· · · f i−1
// K l

k−2

∂i
k−2��

f i
// K l+1

k−2

∂i+1
k−2��

f i+1
// K l+2

k−2

∂i+2
k−2��

f i+2
// · · ·

... ... ...

Veja que cada coluna do diagrama é um complexo de cadeia conectados pelas funções
f i.

4.2.1 Base da homologia persistente e pares persistentes

Os k-ciclos associados aos k-simplexos positivos do lema anterior, nos permite preser-
var uma base de grupos de homologia k-dimensionais dos subcomplexos da filtração. No
começo, a base de Hk(K0) está vazia. As bases de Hk(Ki) são construídas indutivamente
da seguinte maneira:
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• Suponha que a base de H i−1
k foi construída e que o i-ésimo simplexo σi é positivo

e tem dimensão k. Adicionaremos à base de H i−1
k a classe de homologia do ciclo ci

associado à σi para obter a base de H i
k. De fato, como ci é a soma de σi e simple-

xos negativos, então não é homóloga à nenhuma combinação linear dos ciclos que
definem a base de H i−1

k . Como dimH i
k = dimH i−1

k +1, nós obtemos uma base de H i
k.

• Assumiremos agora que a base de Hj−1
k foi construída, e que o j-ésimo simplexo σj é

negativo e tem dimensão k+ 1. Sejam ci1 , . . . , cip os ciclos associados aos simplexos
positivos σi1 , . . . , σip cujas classes de homologia formam uma base de Hj−1

k . O bordo
d = ∂σj é um k-ciclo em Kj−1 que não é bordo em Kj−1, mas é bordo em Kj. Assim,
podemos escrevê-lo de maneira única como

d = ∂σj =
p∑

k=1
εkc

ik + b,

onde εk ∈ {0, 1} e b é um bordo. Assim, denotamos l(j) = max{ik; εk = 1} e
removemos a classe de homologia de cl(j) da base de Hj−1

k .

Como dimHj−1
k = dimHj

k + 1, e como cl(j) é a combinação linear de um bordo com
os ciclos cik , então {cik ; ik ̸= l(j)} é uma base para Hj

k.

Definição 4.4. Os pares de simplexos (σl(j), σj) são chamados de pares persistentes da
filtração de K.

Intuitivamente, a classe de homologia criada por σl(j) em K l(j) é destruída por σj em
Kj. A persistência desse par é j − l(j)− 1.

Com isso, deduzimos nosso primeiro algoritmo para computar os pares persistentes de
uma filtração de um complexo simplicial K de dimensão d com m simplexos.

Algoritmo para computação dos pares persistentes
Entrada: Uma filtração de um complexo simplicial d-dimensional
contendo m simplexos.
L0 = L1 = · · · = Ld−1 = ∅
para j = 0 à m faça
k = dim σj − 1
se σj é negativo, então
l(j) = o maior índice do k-simplexo positivo associado a ∂σj;

Lk ← Lk ∪ {(σl(j), σj)};
Saída: Os pares persistentes L0, . . . , Ld−1 (em cada dimensão);

Veja que, assim como no algoritmo para computar os números de Betti, o maior
problema deste algoritmo é determinar l(j). Para resolver isto, consideraremos uma versão
matricial para este algoritmo.
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Seja K um complexo simplicial de dimensão d, e

∅ = K0 ⊂ K1 ⊂ · · · ⊂ Km = K

uma filtração de K tal que, para qualquer i = 0, . . . ,m− 1, temos

Ki+1 = Ki ∪ σi+1, onde σi+1 é um simplexo.

Vamos dizer que uma face σ′ de σ tem codimensão n quando dim σ − dim σ′ = n.
Consideremos a matriz M = (mi,j) m ×m com coeficientes em Z2 que representa o

operador bordo ∂, definida por:

mi,j =

1, se σi é uma face de σj com codimensão 1,

0, caso contrário.

Assim, se σj é um (k+1)-simplexo, a j-ésima coluna de M representa o conjunto de todas
as faces k-dimensionais do bordo de σj.

Exemplo 4.5. Considere o complexo com a filtração dados no Exemplo 3.12. Então a
matriz do operador ∂ será:

M =



0 0 0 1 0 0 1 0 0
0 0 0 1 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 1 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0


Observe que a matriz do exemplo é uma matriz triangular superior. Entretanto, isso

não é um comportamento particular deste complexo. Como os simplexos de K estão
ordenados de acordo com a filtração, é impossível termos mi,j = 1 para j < i, pois isso
acarretaria em σi ser uma face de σj, o que é um absurdo: como Kj é simplexo e contém
σj, então deveria conter todas as suas faces, em particular a σi, que só será adicionada
em Ki. Para cada coluna Cj de M , consideremos l(j) o menor índice das linhas de M
que contém um termo não nulo na coluna Cj:

l(j) = i ⇐⇒ mi,j = 1 e mi′,j = 0, para todo i′ < i.

Observe que l(j) não é definido quando a coluna Cj não contém nenhum termo não nulo.
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Temos então o seguinte algoritmo para computar pares persistentes:

Algoritmo para computação dos pares persistentes - Versão Matricial
Entrada: Uma filtração de um complexo simplicial d-dimensional
contendo m simplexos, e a matriz M do operador bordo
para j = 0 à m faça
enquanto existe j′ < j tal que l(j′) = l(j) faça
Cj ← Cj + Cj′ mod(2)

Saída: Os pares persistentes (l(j), j);

Entretanto, precisamos mostrar que, de fato, o algoritmo anterior calcula os pares
persistentes da filtração. Colocaremos este resultado em forma de proposição, e sua
demonstração seguirá de uma sequência de afirmações elementares.

Proposição 4.6. O algoritmo anterior computa os pares persistentes da filtração
∅ ⊂ K0 ⊂ · · · ⊂ Km = K.

Demonstração. Dividiremos a demonstração em quatro afirmações.
Afirmação 1: Em cada passo do algoritmo, a coluna Cj representa uma cadeia da forma

∂

σj +
∑
i<j

εiσ
i

 , com εi ∈ {0, 1}.

Mostremos essa afirmação por indução. Para j = 0, não há nada a demonstrar. Suponha
agora que no passo k, a coluna Ck representa a cadeia da forma

∂

σk +
∑
i<k

εiσ
i

 , com εi ∈ {0, 1}.

Ao utilizarmos nosso algoritmo para j = k + 1, teremos que, para todo j′ < k + 1, se
l(j′) = l(k + 1), então Ck+1 = Ck+1 + Cj′ . Veja que temos apenas dois casos:

• Se Ck+1 = Ck, então a cadeia do (k + 1)-ésimo passo será

∂

σk+1 + σk +
∑
i<k

εiσ
i

 = ∂

σk+1 +
∑
i<k+1

εiσ
i

 .
• Se Ck+1 ̸= Ck, então a cadeia do (k + 1)-ésimo passo será

∂

σk+1 + 0σk +
∑
i<k

(εi + 1)σi
 = ∂

σk+1 +
∑
i<k+1

δiσ
i

 .
Afirmação 2: No final do algoritmo, se j é tal que l(j) está definido, então σl(j) é um
simplexo positivo.
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De fato, a coluna Cj representa uma cadeia da forma

σl(j) +
∑
p<l(j)

ηpσ
j com ηp ∈ {0, 1}.

Mas de acordo com a Afirmação 1, Cj também representa um bordo em Kj. Assim

∂

σl(j) +
∑
p<l(j)

ηpσ
j

 = ∂

∂
σj +

∑
i<j

εiσ
i

 = 0.

Assim, a cadeia anterior é um ciclo em K l(j) que contém σl(j). Portanto, o simplexo σl(j)

é positivo.
Afirmação 3: Se no final do algoritmo, a coluna Cj só contiver termos nulos, então σj

deve ser um simplexo positivo.
De fato, representando a coluna Cj como na afirmação anterior, usando que todos os

termos de Cj são 0, e aplicando a Afirmação 1 , temos:

∂

σj +
∑
i<j

εiσ
i

 = 0.

Então, σj está contido em um ciclo de Kj.
Afirmação 4: Se, ao final do algoritmo, a coluna Cj contiver termos não nulos, então
(σl(j), σj) é um par persistente.

Combinando as afirmações 1 e 2, e isolando ∂σj, temos:

∂σj = σl(j) +
∑
p<l(j)

ηpσ
j + ∂

∑
i<j

εiσ
i

 .
Mais ainda, σl(j) é positivo, e portanto foi adicionado à base da homologia persistente no
tempo l(j) e não foi pareado antes do tempo j. Entretanto, como ao final do algoritmo
uma linha da matriz não pode conter mais de um elemento não nulo que é o menor termo
não nulo de sua coluna, então deduzimos que (σl(j), σj) é um par persistente.

Veja que, após a aplicação do algoritmo anterior, um ponto (ai,∞) estará nos dia-
gramas de persistência se, e somente se, a i-ésima coluna for nula e a i-ésima linha não
tiver um l(j). Em outras palavras, temos que σi é um simplexo positivo, pois sua i-ésima
coluna é nula, e se ele fosse negativo, deveria conter algum l(j) na i-ésima linha.

Exemplo 4.7. Vamos aplicar o algoritmo anterior no exemplo 4.5. Vamos descartar os
passos j = 1, j = 2 e j = 3, pois as três colunas são nulas. Para j = 4, veja que as
três colunas anteriores são nulas, logo não há nada a fazer. Para j = 5, temos l(5) = 2 e
l(4) = 1, também não havendo nada para fazer. Para j = 6, a coluna é nula, e portanto
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a matriz também não sofre alteração. Agora, para j = 7, temos l(7) = 1 = l(4). Assim,
trocamos a coluna C7 por C7 + C4. Obtemos a matriz

M7,4 =



1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 0 0 0 1 0 0 0 0 0
2 0 0 0 1 1 0 1 0 0
3 0 0 0 0 1 0 1 1 0
4 0 0 0 0 0 0 0 1 1
5 0 0 0 0 0 0 0 0 1
6 0 0 0 0 0 0 0 0 0
7 0 0 0 0 0 0 0 0 1
8 0 0 0 0 0 0 0 0 0
9 0 0 0 0 0 0 0 0 0


Veja que, com isso, teremos que a coluna 7 coincidirá com a coluna 5, logo l(7) = l(5),
e assim, trocaremos C7 por C7 + C5, que será uma coluna nula. Desse modo, a matriz
resultante será

M7,5 =



1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 0 0 0 1 0 0 0 0 0
2 0 0 0 1 1 0 0 0 0
3 0 0 0 0 1 0 0 1 0
4 0 0 0 0 0 0 0 1 1
5 0 0 0 0 0 0 0 0 1
6 0 0 0 0 0 0 0 0 0
7 0 0 0 0 0 0 0 0 1
8 0 0 0 0 0 0 0 0 0
9 0 0 0 0 0 0 0 0 0


Para j = 8 e j = 9 não será necessário fazer nada, uma vez que nenhuma das outras
colunas terá o mesmo pivô que elas. Por fim, temos que a matriz reduzida será R = M7,5.

Vamos agora interpretar nossa matriz bordo. Lembremos que os simplexos da filtração
são, em ordem, os simplexos a, b, c, ab, bc, d, ac, cd, e abc. Veja que os 0-simplexos estão
armazenados nas colunas 1, 2, 3 e 6. Já os 1-simplexos estão armazenados nas colunas 7 e
8. Por fim, o 2-simplexo está armazenado na coluna 9. Desse modo, calcular βi se resume
a calcular a diferença entre a quantidade de colunas de i-simplexos positivos (para isso,
basta ver as Afirmações 2 e 3 do teorema anterior) e os (i+ 1)-simplexos negativos.

• β0: observe que os 0-simplexos a, b, c e d são positivos, pois têm as colunas nulas,
enquanto os 1-simplexos ab, bc e cd são negativos. Assim, β0 = 4− 3 = 1;

• β1: observe que o único 1-simplexos positivo é ac, enquanto o 2-simplexo abc é
negativo. Assim, β1 = 1− 1 = 0;
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• β2 : como o 2-simplexo é negativo, segue que β2 = 0− 0 = 0.

Veja que os números coincidiram com os que obtemos no Exemplo 3.12.

4.3 Diagramas de persistência e a distância bottle-
neck

Para um k fixado, os pares persistentes de simplexos de dimensões k e k + 1, respec-
tivamente, são convencionalmente representados por um diagrama no plano: cada par
σl(j) em K l(j) é representado pelo ponto com coordenadas (l(j), j). Para cada simplexo
σi positivo que não está emparelhado com nenhum simplexo negativo da filtração, nós
associamos o par (i,+∞). Por razões técnicas, nós adicionaremos à esse conjunto finito de
pontos a diagonal y = x do plano, para conseguirmos o diagrama persistente de dimensão
k da filtração.

Definição 4.8. Um multiconjunto A = (S,m) é um par que consiste de um conjunto S
e uma aplicação m : S → {1, 2, . . . } ∪ {+∞}, chamada de função multiplicidade. Cada
s ∈ S é dito um elemento de A com multiplicidade m(s).

Se a filtração estiver indexada por uma sequência crescente de números reais, como
por exemplo na filtração associada ao conjunto de subnível de uma função:

∅ = Kα0 ⊂ Kα1 ⊂ · · · ⊂ Kαm = K com α0 ≤ α1 ≤ · · · ≤ αm,

um par persistente de simplexos (σi, σj) é representado no diagrama como o ponto com
coordenadas (αi, αj). Entretanto, como a sequência não é necessariamente decrescente,
podemos ter diversos pares associadas a um mesmo ponto no plano. Assim, um diagrama
de persistência é simplesmente um multiconjunto A = (S,m) onde S ⊂ R2 (R = R ∪
{+∞}, e a aplicação m conta a quantidade de pares associados ao ponto dado. Por
convenção, os pontos da diagonal têm multiplicidade infinita, e se um simplexo σi não
estiver emparelhado, nós adicionamos o ponto de coordenadas (αi,+∞) ao diagrama de
persistência.

Seja µi,jp o número de classes linearmente independentes em Hp(Ki) que nascem em
Ki e morrem quando entram em Kj. Então temos

µi,jp = (βi,j−1
p − βi,jp )− (βi−1,j−1

p − βi−1,j
p ),

para todo i < j e qualquer p.
O primeiro termo βi,j−1

p é o número de classes de homologia independentes emHp(Kj−1)
que nasceram em Hp(Ki) ou antes. Assim, a diferença (βi,j−1

p − βi,jp ) representa o número
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de classes de homologia independentes em Hp(Kj−1) que nasceram em Hp(Ki) ou antes,
e morrem antes de Hp(Kj).

Analogamente, a diferença (βi,j−1
p − βi,jp ) computa o número de classes de homolo-

gia independentes em Hp(Kj−1) que nasceram entre Hp(Ki−1) e Hp(Ki) e morrem entre
Hp(Kj−1) e Hp(Kj).

Definição 4.9 (Distância bottleneck). Sejam D1 e D2 diagramas de persistência. A
distância bottleneck entre D1 e D2 é definida como

dB(D1, D2) = inf
γ

sup
p∈D1

||p− γ(p)||∞,

onde γ varia no conjunto de todas as bijeções entre os multiconjuntos D1 e D2, e ||p −
q||∞ = max{|xp − xq|, |yp − yq|}. Por convenção, se yp = yq = +∞, então ||p − q||∞ =
|xp − xq|.

Proposição 4.10. A distância bottleneck é uma métrica.

Demonstração. Sejam D1, D2 e D3 diagramas de persistência. Então:

1. dB(D1, D2) = infγ supp∈D1 ||p− γ(p)||∞ ≥ 0, pois ||p− γ(p)|| ≥ 0;

2. dB(D1, D2) = dB(D2, D1): Seja γ uma bijeção de D1 em D2. Então para qual-
quer p ∈ D1, existe um único q ∈ D2 de modo que γ−1(q) = p. Assim, temos
||p − γ(p)|| = ||γ−1(q) − q|| = ||q − γ−1(q)||. Logo, {||p − γ(p)||; p ∈ D1} =
{||q−γ−1(q)||; q ∈ D2}, o que implica em supp∈D1 ||p−γ(p)|| = supq∈D2 ||p−γ

−1(q)||.
Agora veja que γ−1 pode ser qualquer bijeção de D2 em D1, pois qualquer bi-
jeção terá sua inversa, digamos λ, de D1 em D2. Desse modo, dB(D1, D2) =
infγ supp∈D1 ||p−γ(p)||∞ = infγ−1 supq∈D2 ||q−γ

−1(q)||∞ = infλ supq∈D2 ||q−λ(q)||∞ =
dB(D2, D1);

3. dB(D1, D2) = 0 ⇐⇒ D1 = D2:
(⇐) Se D1 = D2, considere id : D1 → D2. Claramente, id é uma bijeção. Mais
ainda, para qualquer p ∈ D1, temos ||p− id(p)|| = ||p−p|| = 0. Logo, dB(D1, D2) =
0.
(⇒) Se dB(D1, D2) = 0, então para todo ε > 0, existe γ de modo que

sup
p∈D1

||p− γ(p)||∞ < ε.

Portanto, dado p ∈ D1, para todo ε > 0 existe q = γ(p) ∈ D2 tal que ||p− q||∞ < ε.
Desse modo, p ∈ D2. Mas veja que um diagrama de persistência é, por definição, um
conjunto fechado, por ser a união da diagonal (fechada) com uma coleção de uma
quantidade finita de pontos (também fechado). Logo, p ∈ D2, ou seja, D1 ⊂ D2.
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Agora, como dB(D1, D2) = dB(D2, D1), também garantimos que D2 ⊂ D1. Desse
modo, segue a igualdade esperada;

4. dB(D1, D3) ≤ dB(D1, D2) + dB(D2, D3): Sejam A, B e Γ os conjuntos das bijeções
de D1 em D2, D2 em D3 e D1 em D3, respectivamente. Tome a ∈ A, b ∈ B, e
considere a bijeção b ◦ a ∈ Γ. Para todo p ∈ D1, temos:

||p− b(a(p))||∞ = ||p− a(p) + a(p) = b(a(p))||∞ ≤

≤ ||p− a(p)||∞ + ||a(p)− b(a(p))||∞ ≤
≤ sup

x∈D1

||x− a(x)||∞ + sup
y∈D2

||y − b(y)||∞.

Tomando o supremo com z ∈ D1, na desigualdade acima e considerando que o
ínfimo de um conjunto é menor ou igual a todos os elementos dele, temos:

inf
γ∈Γ

sup
z∈D1

||z− γ(z)||∞ ≤ sup
z∈D1

||z− b(a(z))||∞ ≤ sup
x∈D1

||x− a(x)||∞ + sup
y∈D2

||y− b(y)||∞.

Agora, passando o ínfimo com relação às bijeções α ∈ A, e depois com relação às
bijeções β ∈ B, temos

inf
γ∈Γ

sup
z∈D1

||z − γ(z)||∞ ≤ inf
α∈A

sup
x∈D1

||x− α(x)||∞ + inf
β∈B

sup
y∈D2

||y − β(y)||∞.

Portanto,
dB(D1, D3) ≤ dB(D1, D2) + dB(D2, D3).

De 1, 2, 3 e 4, segue que dB é uma métrica.

Essa definição é o que nos motiva a incluir a diagonal aos diagramas de persistência,
pois isso permite que calculemos a distância entre dois diagramas que não têm a mesma
quantidade de pontos fora da diagonal, associando os pontos excedentes com pontos da
diagonal.

4.4 Módulos de persistência, intercalação e estabili-
dade

Definição 4.11 (Módulos de persistência). Um módulo de persistência V sobre um sub-
conjunto I dos números reais é uma família indexada de espaços vetoriais (Va; a ∈ I) e
uma família duplamente indexada de transformações lineares (vba : Va → Vb; a ≤ b) que
satisfaz a lei da composição vcb ◦ vba = vca.

Definição 4.12. Dizemos que um módulo de persistência V é q-tame se o posto de vba for
finito sempre que a < b.
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Figura 4.3: Dois diagramas de persistência e sua distância bottleneck.

A sequência dos grupos de homologia de uma filtração K, com os homomorfismos indu-
zidos pela inclusão, é um módulo de persistência indexado sobre o conjunto {0, 1, . . . ,m}.
Pode-se mostrar que o diagrama de persistência de uma filtração {∅ = Kα0 ⊂ Kα1 ⊂
· · · ⊂ Kαm = K} é completamente determinado pelo posto dos homomorfismosHk(Kαi)→
Hk(Kαj ) para quaisquer i < j. Essa propriedade se estende para módulos q-tame.

Teorema 4.13. Se um módulo de persistência V é q-tame, então ele tem um diagrama de
persistência dgm(V) ⊂ R2 bem definido. Quando V é um módulo de persistência definido
por uma filtração de um complexo simplicial finito, o diagrama coincide com o definido
anteriormente.

Demonstração. A definição exata de diagramas de persistência para módulos de persis-
tência, assim como a demonstração deste teorema, podem ser encontrados em [1]. Para
os fins deste trabalho, basta a definição dada na seção anterior.

Vamos assumir que todos os módulos de persistência considerados são indexados em
R. Isso não é uma suposição restritiva no ambiente em que estamos trabalhando: se V
for um módulo de persistência indexado por um conjunto finito α1 < α2 < · · · < αm, ele
pode ser estendido para uma módulo constante por partes indexado nos reais, definindo
Vα = Vαj

for α ∈ [αj, αj+1) com a convenção de que α0 = −∞ e αm+1 = +∞. As
transformações lineares são então definidas de maneira óbvia, fazendo vba = id sempre que
αj ≤ a ≤ b < αj+1.

Definição 4.14. Sejam U e V dois módulos de persistência sobre R, e seja ε um número
real qualquer. Um homomorfismo de grau ε é uma coleção Φ de transformações lineares

{ϕa : Ua → Va+ε; a ∈ R}



Módulos de persistência, intercalação e estabilidade 52

tal que va+ε
a+ε ◦ ϕa = ϕb ◦ uba para todo a ≤ b. Escrevemos:

Homε(U,V) = {f : U→ V; f é homomorfismo de grau ε}

Endε(V) = {f : V→ V; f é homomorfismo de grau ε}.

Veja que a composição é definida de maneira óbvia. Para ε ≥ 0, o endomorfismo mais
importante de grau ε é a aplicação shift 1εV ∈ Endε(V), que é a coleção das aplicações
(va+ε
a ).

Se Φ : U→ V é um homomorfismo de qualquer grau, então por definição Φ1εU = 1εVΦ
para todo ε ≥ 0.

Definição 4.15 (Intercalação de módulos de persistência). Dois módulos de persistência
U e V são ditos ε-intercalados se existirem aplicações

Φ ∈ Homε(U,V) e Ψ ∈ Homε(V,U)

tais que ΨΦ = 12ε
U e ΦΨ = 12ε

V .
Em outras palavras, existem aplicações

ϕt : Ut → Vt+δ e ψt : Vt → Ut+δ

definidos para todo t, de modo que os diagramas

Us
us

t //

ϕs

��

Ut

ϕt

��

Vs+ε
vs+ε

t+ε
// Vt+ε

Us−ε
us−ε

s+ε
//

ϕs−ε

��

Us+ε

Vs

ψs

DD

Vs
vs

t //

ψs

��

Vt

ψt

��

Us+ε
us+ε

t+ε
// Ut+ε

Vs−ε
vs−ε

s+ε
//

ψs−ε

��

Vs+ε

Us

ψs

DD

(4.1)

comutam para todo s tal que s ≤ t.

A noção de intercalação nos permite enunciar o Teorema Fundamental da Estabilidade
para Diagramas de Persistência.
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Teorema 4.16 (da estabilidade dos diagramas de persistência). Sejam U e V dois mó-
dulos de persistência q-tame ε-intercalados para algum ε ≥ 0. Denotando por dgm(U) e
dgm(V) seus diagramas de persistência, temos

dB(dgm(U), dgm(V)) ≤ ε.

Demonstração. A demonstração deste teorema pode ser encontrada em [1], Teorema 5.24,
e está dividida nas Seções 5.6 e 5.7.

4.5 Estabilidade persistente para funções
Seja f : X → R uma função com imagem nos reais definida em um espaço topológico

X. Vamos considerar a filtração dos conjuntos de subnível {Fα = f−1((−∞, α])}α∈R e
considere os grupos de homologia singularHk(Fα) destes conjuntos de subnível. Note que a
inclusão canônica Fα ⊂ Fβ sempre que α ≤ β induz um homomorfismo Hk(Fα)→ Hk(Fβ).
Então, a filtração de conjuntos de subnível de f induzem um módulo de persistência Fk.

Definição 4.17. Uma função real f definida em um espaço topológico X é dita q-tame se
seus módulos de persistência associados Fk são q-tame para todo inteiro k não negativo.

O seguinte resultado fornece condições para f e g serem q-tame.

Proposição 4.18. Se X for homeomorfo a um complexo simplicial finito e f : X → R
for contínua, então f é q-tame. Em particular, dgm(Fk) é bem definido.

Proposição 4.19. Sejam f, g : X → R duas funções definidas em um espaço topológico
X tal que ||f − g||∞ = supx∈X |f(x) − g(x)| < ε. Então os módulos de persistência
Fk e Gk induzidos pelas filtrações dos conjuntos de subnível das filtrações de f e g são
ε-intercalados.

Demonstração. Como ||f − g||∞ < ε, temos, para todo α ∈ R, que Fα ⊂ Gα+ε ⊂ Fα+2ε ⊂
Gα+3ε ⊂ · · · . Essas inclusões induzem homomorfismos Hk(Fα)→ Hk(Gα+ε) e Hk(Gα)→
Hk(Fα+ε) para qualquer α ∈ R. O conjunto destes homomorfismos definem uma ε-
intercalação entre Fk e Gk.

Quando não houver ambiguidade, denotaremos por dgm(f) o diagrama de persistência
de Fk para qualquer k. Aplicando a proposição anterior e o Teorema da estabilidade
dos diagramas de persistência 4.16, imediatamente obtemos o seguinte resultado para a
estabilidade de funções.

Teorema 4.20. Seja X um espaço topológico homeomorfo a um complexo simplicial finito
e sejam f, g : X → R duas funções contínuas. Então

dB(dgm(Fk), dgm(Gk)) ≤ ||f − g||∞.
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Demonstração. Como X é homeomorfo a um complexo simplicial, temos que as funções
f e g são limitadas, portanto ||f − g||∞ = ε ∈ R. Ainda, sabemos que f e g são q-tame,
logo, pela proposição anterior, os módulos de persistência F e G são ε-intercalados. Por
fim, aplicando o Teorema 4.16, obtemos:

dB(dgm(Fk), dgm(Gk)) ≤ ε = ||f − g||∞.

Intuitivamente, esse teorema nos diz que a perturbação entre os diagramas de persis-
tência de duas funções é limitada pela distância entre as funções. Em outras palavras,
funções próximas terão diagramas próximos

Figura 4.4: Diagrama que ilustra a estabilidade dos diagramas. Fonte: [2].

4.6 Estabilidade persistente para conjuntos compac-
tos e complexos construídos sobre uma nuvem de
pontos

Proposição 4.21. Seja X ⊂ Rd um conjunto compacto. Então, a função distância
dX : Rd → R é q-tame.

Demonstração. Sejam α e β tais que 0 ≤ α < β, e considere um k ∈ Z não negativo.
Vamos mostrar que o homomorfismo induzido pela inclusão dos conjuntos de subnível
i∗ : Xα → Xβ tem posto finito. Seja ε = (β − α)/2>0. Como X é compacto, então
existe um subconjunto P ⊂ X finito tal que dH(X,P ) < ε. Isso acontece pois, como
X é compacto e X = ⋃

x∈X B(x, ε), então essa cobertura admite subcobertura finita,
isto é, existe uma subconjunto finito de pontos P tal que X ⊂ ⋃

x∈P B(x, ε), e como
para qualquer x, temos B(x, ε) ⊂ B(x, ε), então X ⊂ B(x, ε) = P ε. Agora, como P é
subconjunto de X, temos P ⊂ X ⊂ Xε.
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Como consequência, temos a seguinte inclusão

Xα ⊂ Pα+ε ⊂ Xβ

que induz a seguinte sequência de homomorfismos

Hk(Xα)→ Hk(Pα+ε)→ Hk(Xβ).

Assim, segue do Lema do Nervo que Pα+ε é a união finita de bolas homotopicamente
equivalentes a Čech(P, α + ε), que é um complexo simplicial finito. Como consequência
disso, dimHk(Pα+ε) < +∞, e o posto da homomorfismo Hk(Xα) → Hk(Xβ) (ou seja, a
dimensão da imagem de i∗) satisfaz:

dim(im(i∗)) ≤ dimHk(Xα) ≤ dimHk(Pα+ε) < +∞.

Daí, pela Proposição 4.18, dX é q-tame, e ainda mais, dgm(Fk) é bem definido.

A proposição acima nos permite dizer que as funções distância para conjuntos compac-
tos de Rd têm um diagrama de persistência bem definido. Recordando que se X, Y ⊂ Rd

são compactos, então dH(X, Y ) = ||dX − dY ||∞, obtemos imediatamente o seguinte coro-
lário:

Corolário 4.22. Sejam X, Y conjuntos compactos de Rd. Então

dB(dgm(dX), dgm(dY )) ≤ dH(X, Y ).

Em particular, se P,Q ⊂ Rd são nuvens finitas de pontos, então para qualquer k inteiro
não negativo,

dB(dgm(Hk(Čech(P ))), dgm(Hk(Čech(Q)))) ≤ dH(P,Q),

onde Čech(P ) denota a filtração de Čech.

Demonstração. Sabemos que as funções dX e dY são q-tame, pela proposição acima. Daí,
aplicando o Teorema 4.20, temos

dB(dgm(dX), dgm(dY )) ≤ ||dX − dY ||∞ = dH(X, Y ).

Isso prova a primeira parte do corolário.
A demonstração da segunda parte pode ser encontrada em [5].

Assim, os módulos de persistência induzidos pela filtração de dP e pela filtração de
Čech são 0-intercalados. Esse mesmo tipo de resultado pode ser também estabelecido para
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o complexo de Vietoris-Rips e, graças à essas propriedades de estabilidade, os diagramas
de persistência obtidos podem ser considerados como assinaturas topológicas multiescala
robustas associadas a nuvens de pontos. Assim, é possível comparar estruturas topológicas
de nuvens de pontos associadas a diferentes formas.

Veja que, se uma nuvem finita de pontos P é transformada por uma isometria de
Rd em uma outra nuvem de pontos P ′, então suas filtrações de Čech e de Vietoris-Rips
permanecem as mesmas. Entretanto, dH(P ′, Q) pode se tornar muito maior que dH(P,Q),
enquanto a distância bottleneck permanecerá a mesma, o que torna a segunda desigualdade
do corolário anterior muito menos interessante. Para superar esse problema, podemos
considerar a distância de Gromov-Hausdorff, definida da seguinte maneira.

Definição 4.23. Sejam X, Y ⊂ Rd dois conjuntos compactos, e tome ε ≥ 0. Uma
ε-correspondência entre X e Y é um subconjunto C ⊆ X × Y , tal que:

1. Para qualquer x ∈ X, existe y ∈ Y tal que (x, y) ∈ C;

2. Para qualquer y ∈ Y , existe x ∈ X tal que (x, y) ∈ C;

3. Para quaisquer (x, y), (x′, y′) ∈ C, temos |d(x, x′)−d(y, y′)| ≤ ε, onde d é a distância
euclidiana.

A distância de Gromov-Hausdorff entre X e Y é definida da seguinte maneira:

dGH(X, Y ) = inf{ε ≥ 0 | existe uma ε-correspondência entre X e Y }.

Veja que a definição acima pode ser estendida para qualquer par de espaços métricos
compactos. Mas, voltando às nossas nuvens de pontos P , P ′ e Q, onde P ′ é a imagem de
P por uma isometria de Rd, nós temos dGH(P,Q) = dGH(P ′, Q).

Mais ainda, o corolário anterior tem a seguinte generalização:

Teorema 4.24. Sejam P,Q ⊂ Rd duas nuvens finitas de pontos seja Filt(·) a filtração
do complexo de Čech ou de Vietoris-Rips. Então, para qualquer inteiro não negativo k,
temos

dB(dgm(Hk(Filt(P ))), dgm(Hk(Filt(Q)))) ≤ dGH(P,Q).

Este resultado não se restringe a Rd, podendo ser estendido para espaços métricos
não euclidianos. Geralmente, o cálculo da distância de Gromov-Hausdorff não é feito na
prática, mas podemos comparar a estrutura topológica de conjuntos de dados finitos a
partir dos diagramas de persistência das filtrações de Vietoris-Rips. O Teorema 4.24 nos
garante que se a distância bottleneck entre os diagramas for grande então os conjuntos cor-
respondentes estarão distantes com relação à distância de Gromov-Hausdorff. Entretanto,
a recíproca não é verdadeira.
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Por exemplo, considere os conjuntos P = {0} e Qn = {0, 1, . . . , n}. Então, teríamos
dGH(P,Qn)→∞, quando n→ +∞ uma vez que dada uma ε-intercalação entre P e Qn,
deveríamos ter |d(0, 0) − d(0, n)| ≤ ε. Ou seja, ε ≥ n, e logo, dGH(X, Y ) ≥ n. Fazendo
n→ +∞ obtemos o que queríamos. Ou seja, P e Qn são tão distantes quanto se queira.
Por outro lado, claramente a distância bottleneck entre os diagramas das filtrações de P
e Qn terão distância nula. Assim, a outra parte da inequação não é válida.



5 A persistent homotopy type
distance

Recentemente, uma nova definição de distância, chamada de persistent homotopy type
distance, foi introduzida, em [3], usada para comparar duas funções definidas em espa-
ços topológicos homotopicamente equivalentes, mas não necessariamente iguais. É im-
portante ressaltar que uma distância com objetivo parecido começou a ser introduzida
em [6], chamada de pseudo-distância natural. Esta, entretanto, é usada para comparar
funções definidas em espaços homeomorfos. Sendo assim, a pseudo-distância expande o
conjunto de objetos onde a distância bottleneck pode ser aplicada, enquanto a persistent
homotopy type distance expande ainda mais este conjunto. Nesse capítulo, estudaremos
principalmente o artigo [3], trazendo a definição desse novo tipo de distância, os teoremas
que garantem sua estabilidade e a comparam com as outras funções supracitadas, e tam-
bém veremos algumas aplicações e comentário a respeito de sua definição extremamente
particular. Em conjunto com o artigo principal, usaremos outros que nos auxiliem com
as definições e aprofundamentos que não constam no artigo original: como a definição
de categorias e a categorificação da homologia persistente, retirados de [13], a definição
formal detalhada das merge trees e alguns teoremas, retiradas de [4].

5.1 Categorias
Definição 5.1. Uma categoria C consiste em uma classe de objetos C0 (também denotada
por ob(C)) e, para quaisquer pares de objetos X, Y ∈ C0, um conjunto de morfismos
C(X, Y ) (também denotado por hom(C)). Usualmente, escrevemos f : X → Y para
denotar um elemento f ∈ C(X, Y ). Sejam X, Y e Z em C0. Então existe uma aplicação
(chamada de composição) que associa a cada (g, f) ∈ C(Y, Z) × C(X, Y ) um elemento
gf ∈ C(X,Z). Essa composição deve satisfazer a propriedade (hg)f = h(gf), chamada de
associatividade. Além disso, dado qualquer X ∈ C0, existe um único morfismo chamado
de morfismo identidade, idX : X → X, que satisfaz idXf = f e g idX = g para quaisquer
f : W → X e g : X → Y .

58
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Normalmente, abusamos a notação e escrevemos X ∈ C quando nos referimos à um
elemento X ∈ C0. Ainda, caso os elementos de C0 não sejam conjuntos, dizemos que C
é uma categoria pequena.

Exemplo 5.2. Seja Top a categoria cujos objetos são espaços topológicos, e morfismos
são funções contínuas. Aqui, a composição é a aplicação que associa a cada par de
funções contínuas (g, f) à função gf := g ◦ f , e os morfismos identidades são as funções
identidades.

Uma categoria interessante e que “deriva” da anterior, é a categoria Par, cujos objetos
são os pares (X,A), onde X é um espaço topológico e A é um subespaço de X. Um
morfismo de (X,A) em (Y,B) é uma função contínua f : X → Y tal que f(A) ⊂ B. Nós
expressamos essa condição no seguinte diagrama comutativo:

A
f |A
//

jA
��

B

jB
��

X
f
// Y

onde jA e jB são as inclusões canônicas.

Exemplo 5.3. Seja Vet a categoria dos espaços vetoriais de dimensão finita sobre um
corpo F, onde os morfismos são as transformações lineares entre eles. Novamente, a
composição e os morfismos identidades são dados de maneira óbvia.

Um espaço vetorial graduado é uma coleção V∗ = {Vn}n∈Z com cada Vn ∈ Vet. Um
morfismo f∗ : V∗ → W∗, entre espaços vetoriais graduados é uma sequência f∗ : {fn : Vn →
Wn}. Denote por grVet a categoria dos espaços vetoriais graduados e seus morfismos.

Definição 5.4. Dado um conjunto P , uma relação ⪯ é chamada de relação de ordem
parcial se for reflexiva, antissimétrica e transitiva. Ou seja, para todos x, y, z ∈ P , temos:

• x ⪯ x;

• x ⪯ y e y ⪯ x⇒ x = y;

• x ⪯ y e y ⪯ z ⇒ x ⪯ z.

O par (P,⪯) é chamado de conjunto parcialmente ordenado, ou também pode ser chamado
de poset. Quando x ⪯ y, podemos também escrever y ⪰ x. Identificamos à um poset
P uma categoria P, onde P0 = P e P(x, y) tem exatamente um elemento se x ⪯ y, e é
vazio caso contrário. Esse morfismo será indicado simplesmente por x ⪯ y. Nesse caso,
chamamos a categoria P de categoria poset.

Definição 5.5. Seja C uma categoria. Dizemos que dois objetos X, Y ∈ C0 são isomorfos
se existem morfismos f : X → Y e g : Y → X tais que gf = idX e fg = idY . Nesse caso,
dizemos que f e g são isomorfismos. Claramente, a relação (X ∼ Y ⇐⇒ X e Y são
isomorfos) é uma relação de equivalência.
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Observe que em Top, os isomorfismos serão os homeomorfismos.

Definição 5.6. Sejam A e C duas categorias. Um funtor F : A → C consiste de uma
aplicação F : A0 → C0 e para cada par X, Y ∈ A0, uma aplicação F : A(X, Y ) →
C(F (X), F (Y )), de modo que, se f : X → Y e g : Y → Z, então F (gf) = F (g)F (f) e se
X ∈ A0, então F (idX) = idF (X).

Podemos interpretar um funtor entre duas categorias como uma aplicação que “pre-
serva” a estrutura da categoria, no sentido que F relaciona as categorias mantendo uma
compatibilidade entre a composição e os morfismos identidades.

Exemplo 5.7. Denotemos por H∗(−) a homologia singular com coeficientes em determi-
nado corpo F. Então H∗(X) é um F-espaço vetorial para qualquer X ∈ Top0. Além
disso, se f : X → Y é contínua, então temos um homomorfismo induzido H∗(f) :
H∗(X) → H∗(Y ). Como H∗(gf) = H∗(g)H∗(f), a homologia singular define um fun-
tor H∗ : Top → grVet. Se considerarmos apenas os grupos de homologia de grau k,
então conseguimos um funtor Hk : Top→ Vet.

5.2 Definição da persistent homotopy type distance
Dado um inteiro n ≥ 1, vamos considerar Rn com a ordem parcial ⪯, definida por:

dados α = (αi), β = (βi) ∈ Rn, α ⪯ β ⇐⇒ αi ≤ βi, para todo i = 1, . . . , n. Vamos ainda
imbuir Rn com a métrica do máximo, ou seja, ||α||∞ = max1≤i≤n |αi|. Ainda, dada uma
função φX : X → Rn, temos ||φX ||∞ = supx∈X ||φX(x)||∞. Definimos ainda, para cada
α ∈ R, o elemento diagonal α⃗ = (α, α, . . . , α) ∈ Rn.

Vamos considerar a categoria S tal que: os objetos de S são todos os pares (X,φX),
onde X é um espaço topológico e φX : X → Rn é uma função contínua. Os morfismos
entre dois objetos (X,φX) e (Y, φY ) são todas as funções contínuas f : X → Y que
satisfazem φY ◦ f ⪯ φX . A composição e os morfismos identidades são dados de maneira
usual.

Definição 5.8. Para todo α ∈ Rn, com α ⪰ 0⃗, o funtor α-shift (·)α : S → S é definido
da seguinte maneira:

• Para todo (X,φX) ∈ ob(S), (X,φX)α = (X,φ′
X), onde φ′

X(x) = φX(x) − α para
todo x ∈ X;

• Para todo f : (X,φX)→ (Y, φY ) em hom(S), onde (f)α = f considerado como um
morfismo entre (X,φX)α e (Y, φY )α.

No lugar de trabalharmos com S, vamos nos restringir a uma subcategoria C qualquer
de S, desde que C seja fechada com relação ao funtor α-shift, para todo α ∈ Rn. A partir
de agora, assumiremos que essa certa categoria C está fixa.



Definição da persistent homotopy type distance 61

Definição 5.9. Sejam (X,φX) e (Y, φY ) dois objetos em C. Dado α ⪰ 0⃗ em Rn, uma
α-aplicação f com respeito à (φX , φY ) é um morfismo de C entre (X,φX) e (Y, φY ), que
é uma aplicação contínua f : X → Y de modo que φY ◦ f ⪯ φX + α. Ainda mais, dadas
duas α-aplicações f1 : X → Y e f2 : X → Y , uma α-homotopia em C entre f1 e f2 com
respeito ao par (φX , φY ) é uma aplicação contínua H : X × [0, 1]→ Y de modo que

1. f1 ≡ H(·, 0);

2. f2 ≡ H(·, 1);

3. H(·, t) é uma α-aplicação em C com respeito ao par (φX , φY ) para todo t ∈ [0, 1].

Se uma α-homotopia entre duas α-aplicações f1 e f2 com respeito ao par (φX , φY )
existe, nós dizemos que f1 e f2 são α-homotópicos com respeito à (φX , φY ).

Em outras palavras, uma α-homotopia é uma homotopia entre α-aplicações que é uma
α-aplicação em cada instante t.

Observação 5.10. Qualquer aplicação f : X → Y que induz um morfismo f : (X,φX)→
(Y, φY )α com respeito a (φX , φY ) também induz um morfismo f : (X,φX) → (Y, φY )β
ainda com respeito a (φX , φY ), para todo β ⪰ α. Portanto, qualquer α-aplicação pode
ser vista como uma β-aplicação, para todo β ⪰ α.

Observação 5.11. Para qualquer α ⪰ 0⃗, a α-homotopia com respeito a (φX , φY ) é uma
relação de equivalência entre as α-aplicações de (X,φX) em (Y, φY )α

De fato: Sejam f , g e h três α-aplicações com respeito a (φX , φY ), e defina no espaço
das α-aplicações a relação (f1 ∼ f2 ⇐⇒ f1 e f2 são α-homotópicas). Temos:

• f ∼ f : basta considerar a aplicação H(x, t) = f(x). As duas primeiras propriedades
são claramente satisfeitas, e a terceira basta observar que a função constante é uma
α-aplicação.

• f ∼ g ⇒ g ∼ f : Se f ∼ g, então existe uma aplicação contínua H1 : X × [0, 1]→ Y

satisfazendo as três condições de α-homotopia. Considere então H2(x, t) = H1(x, 1−
t). Desse modo, a terceira condição é satisfeita automaticamente, e ainda, f1 ≡
H1(·, 0) ≡ H2(·, 1) e f2 ≡ H1(·, 1) ≡ H2(·, 0).

• f ∼ g e g ∼ h ⇒ f ∼ h: Como f ∼ g, existe H1 uma α-homotopia entre f e
g, e como g ∼ h, existe H2 uma α-homotopia entre g e h. Ainda, observe que
elas satisfazem g(x) = H1(x, 1) e g(x) = H2(x, 0). Considere a aplicação dada por
H3(x, t) = H1(x, 2t), se 0 ≤ t ≤ 1/2, e H3(x, t) = H2(x, 2t − 1) se 1/2 < t ≤
1. Claramente H3 é contínua, pois os únicos pontos onde poderia haver a quebra
de continuidade são nos pontos da forma (x, 1/2), mas H3(x, 1/2) = H1(x, 1) =
g(x) e limt→1/2+ H3(x, t) = limt→1/2+ H2(x, 2t − 1) = H2(x, 0) = g(x), portanto
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H3 é contínua em todo ponto. As três propriedades de ser α-homotopia seguem
diretamente da construção da H3.

Agora, podemos introduzir a relação de equivalência de α-homotopia entre objetos de
C. Observe que, apesar de abusarmos no nome, esta relação não é necessariamente de
equivalência.

Definição 5.12. Para todo α ⪰ 0⃗ em Rn, e quaisquer dois objetos (X,φX) e (Y, φY )
em C, nós dizemos que (X,φX) e (Y, φY ) são α-homotopicamente equivalentes em C se
existirem α-aplicações f : X → Y e g : Y → X em C com respeito a (φX , φY ) e (φY , φX),
respectivamente, tais que as seguintes propriedades são verificadas:

• a aplicação g ◦ f : X → X é 2α-homotópica à idX com respeito a (φX , φX);

• a aplicação f ◦ g : Y → Y é 2α-homotópica à idY com respeito a (φY , φY ).

Quando as duas condições são satisfeitas, dizemos que g é uma inversa de α-homotopia
de f com respeito a (φX , φY ), e que o par (f, g) consiste de um par de equivalências de
α-homotopias em C com respeito ao par (φX , φY ).

Geralmente, uma inversa de α-homotopia de f com respeito ao par (φX , φY ) não é
única.

Definição 5.13. Seja ((X,φX), (Y, φY )) ∈ ob(C)×ob(C). Denote por ΛC((X,φX), (Y, φY ))
o conjunto:

{α ≥ 0; (X,φX) e (Y, φY ) são α⃗-homotopicamente equivalentes em C},

e por dC
HT ((X,φX), (Y, φY )) o valor:

inf ΛC((X,φX), (Y, φY )),

onde usamos a convenção de que o ínfimo sobre um conjunto vazio é +∞. Desse modo,
mostrar que a função dC

HT é limitada, é o mesmo que mostrar que o conjunto ΛC é não
vazio, fato que será usado na proposição que seguirá.

dC
HT será chamada de persistent homotopy type distance na subcategoria C. Quando

a subcategoria C for a categoria S inteira, denotaremos dC
HT por dHT .

Proposição 5.14. Sejam (X,φX) e (Y, φY ) dois objetos em S tais que φX e φY são
limitadas, ou seja, ||φX ||∞, ||φY ||∞ < +∞. Então, dHT ((X,φX), (Y, φY )) < +∞ se, e
somente se, X e Y são homotopicamente equivalentes.

Demonstração. (⇐) Vamos assumir que X e Y são homotopicamente equivalentes. Então,
existem aplicações f : X → Y e g : Y → X e homotopias H : X × [0, 1] → X,
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G : Y × [0, 1]→ Y entre g ◦ f e idX e entre f ◦ g e idY , respectivamente. Uma vez que φX
e φY são funções limitadas, os números αX := ||φX − φY ◦ f ||∞, αY := ||φX ◦ g − φY ||∞,
α̂X := 1

2 maxt∈[0,1] ||φX − φX ◦ H(·, t)||∞ e α̂Y := 1
2 maxt∈[0,1] ||φY ◦ G(·, t) − φY ||∞ são

finitos. Assim, α := max{αX , αY , α̂X , α̂Y } é finito, e α pertence à ΛS((X,φX), (Y, φY )),
logo dHT ≤ α.

(⇒) Assuma agora que dHT < ∞. Desse modo, existe algum α ∈ R tal que (X,φX)
e (Y, φY ) são α⃗-homotopicamente equivalentes em S com α⃗ = (α, . . . , α). Assim, X e Y
são homotopicamente equivalentes.

Observação 5.15. Sejam (X,φX), (Y, φY ), (Z, φZ) objetos de C, e sejam α, β ⪰ 0⃗ ∈ Rn.
Considere f : X → Y uma α-aplicação com respeito a (φX , φY ) e g : Y → Z uma β-
aplicação com respeito a (φY , φZ). Então g ◦ f : X → Z é uma (α + β)-aplicação com
respeito ao par (φX , φZ).

De fato: Temos

φY ◦ f ⪯ φX + α (i)

φZ ◦ g ⪯ φY + β (ii)
.

Logo, φZ ◦ (g ◦ f) = (φZ ◦ g)(f)
(ii)
⪯ φY ◦ f + β = φY (f) + β

(i)
⪯ φX + (α + β).

A continuidade de g ◦ f segue pelo fato que composição de funções contínuas é uma
função contínua.

Lema 5.16. Sejam (X,φX), (Y, φY ) e (Z, φZ) três objetos em C. Se (f1, g1) é um par de
equivalências de α1-homotopia com respeito a (φX , φY ) e (f2, g2) é um par de equivalências
de α2-homotopia com respeito a (φY , φZ), todos em C, então (f2 ◦ f1, g1 ◦ g2) é um par de
equivalências de (α1 + α2)-homotopia com respeito a (φX , φZ), também em C.

Demonstração. Pela observação acima, f2 ◦ f1 é uma (α1 + α2)-aplicação com respeito
a (φX , φZ), e g1 ◦ g2 é uma (α1 + α2)-aplicação com respeito a (φZ , φX). Seja H1 :
X × [0, 1] → X uma 2α1-homotopia com relação ao par (φX , φX) entre g1 ◦ f1 e idX , e
seja H2 : Y × [0, 1]→ Y uma 2α2-homotopia com relação ao par (φY , φY ) entre g2 ◦ f2 e
idY . Defina a aplicação H : X × [0, 1]→ X por

H(x, t) :=

g1 ◦H2(f1(x), 2t), se t ∈ [0, 1/2)

H1(x, 2t− 1), se t ∈ [1/2, 1]
.

Então H é uma (2α1 + 2α2)-homotopia com respeito a (φX , φX) de g1 ◦ g2 ◦ f2 ◦ f1 a idX .
Analogamente, podemos definir uma (2α1 + 2α2)-homotopia com respeito a (φZ , φZ)

de f2 ◦ f1 ◦ g1 ◦ g2 e idZ .

Definição 5.17. Dizemos que uma aplicação d : ob(C) × ob(C) → R é uma pseudo-
métrica estendida se

1. d(x, y) ∈ [0,+∞];
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2. d(x, x) = 0;

3. d(x, y) = d(y, x);

4. d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z).

Proposição 5.18. A função dC
HT : ob(C)× ob(C)→ R é uma pseudo-métrica estendida.

Demonstração. 1. Por definição, dC
HT ∈ [0,+∞], pois é o ínfimo de um conjunto não

negativo;

2. dC
HT ((X,φX), (X,φX)) = 0, pois (X,φX) é 0⃗-homotopicamente equivalente à (X,φX)

(basta considerar a aplicação identidade idX : X → X);

3. dC
HT ((X,φX), (Y, φY )) = dC

HT ((Y, φY ), (X,φX)) pois (X,φX) é α-homotopicamente
equivalente à (Y, φY ) se, e somente se, (Y, φY ) é α-homotopicamente equivalente à
(X,φX);

4. Sejam φX : X → Rn, φY : Y → Rn, φZ : Z → Rn três objetos na categoria
C. Seja α ≥ 0. Se (X,φX) não for α⃗-homotopicamente equivalente à (Y, φY ), ou
se (Y, φY ) não for α⃗-homotopicamente equivalente à (Z, φZ), então a desigualdade
será satisfeita, pois teremos dC

HT ((X,φX), (Z, φZ)) ≤ +∞. Seja ε > 0. Por defi-
nição da dC

HT (que é o ínfimo de um conjunto), existem α1 ∈ ΛC((X,φX), (Y, φY ))
e α2 ∈ ΛC((Y, φY ), (Z, φZ)) tais que α1 ≤ dC

HT ((X,φX), (Y, φY )) + ε e
α2 ≤ dC

HT ((Y, φY ), (Z, φZ))+ε. Claramente, existe um par (f1, g1) de α⃗1-homotopia
com respeito a (φX , φY ), e existe um par (f2, g2) de α⃗2-homotopia com respeito a
(φY , φZ). Assim, pelo lema anterior, temos que (f2 ◦ f1, g1 ◦ g2) é um par de equiva-
lências de (α⃗1 + α⃗2)-homotopia com respeito a (φX , φY ). Ainda, das desigualdades
envolvendo ε, obtemos:

dC
HT ((X,φX), (Z, φZ)) ≤ α1 + α2

≤ dC
HT ((X,φX), (Y, φY )) + dC

HT ((Y, φY ), (Z, φZ)) + 2ε.

Tomando o limite, temos que

dC
HT ((X,φX), (Z, φZ)) ≤ dC

HT ((X,φX), (Y, φY )) + dC
HT ((Y, φY ), (Z, φZ)).

Antes de partirmos para o próximo resultado, introduziremos uma nova distância,
chamada de pseudo-distância natural. Dadas duas funções contínuas φX : X → R e
φY : Y → R, a pseudo-distância natural entre as funções é definida por:

dNP ((X,φX), (Y, φY )) := inf
h
||φ1 − φ2 ◦ h||∞,
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onde h : X → Y varia no conjunto de todos os morfismos da categoria H0, cujos objetos
são todos espaços topológicos munidos de funções reais contínuas, e cujos morfismos são
os homeomorfismos entre os espaços topológicos.

Agora, veremos qual a relação entre a pseudo-distância natural e a homotopy type
distance.

Proposição 5.19. Sejam (X,φX) e (Y, φY ) dois objetos em S, onde X e Y são homeo-
morfos. Então

dHT ((X,φX), (Y, φY )) ≤ dNP ((X,φX), (Y, φY )).

Em particular, se X = Y , e (X,φ1), (X,φ2) são objetos em S, então

dHT ((X,φX), (Y, φY )) ≤ ||φX − φY ||∞.

Demonstração. Se dNP ((X,φX), (Y, φY )) = +∞, não há nada a demonstrar. Caso contrá-
rio, existe α ≥ 0 e um homeomorfismo f : X → Y tal que ||φX−φY ◦f ||∞ ≤ α. Assim, f e
f−1 são α⃗-aplicações, e f−1◦f e f ◦f−1 são 0⃗-homotópicas, (e portanto, 2α⃗-homotópicas),
à idX e idY , respectivamente (nesse caso, basta considerar as homotopias H1(x, t) = x e
H2(y, t) = y). Portanto, (f, f−1) é um par de equivalências de α⃗-homotopias com relação
a (φX , φY ), o que implica que (X,φX) e (Y, φY ) são α⃗-homotopicamente equivalentes.
Portanto, dHT ≤ dNP .

5.3 Exemplos de cálculo da dHT

Vamos agora calcular a persistent homotopy type distance em alguns casos simples.
Primeiramente, tomemos C = S, denotando a pseudométrica somente por dHT . Ainda,
considere Rn que n = 1.

O primeiro exemplo pertence ao caso onde podemos retrair um espaço X em um
subespaço A, de modo que os valores da função φX não aumentem.

Proposição 5.20. Seja (X,φX) um objeto em S, e seja A um subconjunto de X tal que
existe uma retração F : X × [0, 1]→ X de X em A com a propriedade que φX(F (x, t)) ≤
φX(x) para todo x ∈ X e todo t ∈ [0, 1]. Então,

dHT ((X,φX), (A,φX |A)) = 0.

Demonstração. Basta observar que F é uma 0-homotopia entre φX e sua restrição em
A.

Corolário 5.21. Seja X um espaço contrátil, e tome z ∈ X. Para qualquer c ∈ R, defina
φc : X → R a função constante φc(x) = c em X. Denote por c a função constante em
{z} que leva z em c. Portanto, dHT ((X,φc), ({z}, c)) = 0.
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Demonstração. Basta aplicar a proposição anterior para A = {z} e φX a função constante.

No exemplo a seguir, observe que não vale a igualdade dHT ((X,φX), (Y, φY )) =
dNP ((X,φX), (Y, φY )), ainda que os espaços X e Y sejam homeomorfos.

Exemplo 5.22. Seja X a faixa obtida ao colar dois lados opostos de um retângulo R

mantendo a orientação (isto é, sem nenhum giro), e seja Y a faixa obtida ao colar os dois
lados opostos do mesmo retângulo, porém invertendo a orientação (ou seja, fazendo um
giro completo). Assuma que os lados colados têm comprimento igual a 2 e que X e Y
estejam mergulhados em R3 como segue:

X :


x(u, v) = 2 cosu,

y(u, v) = 2 sen u,

z(u, v) = v,

e Y :


x(u, v) = (2 + v sen u) cosu,

y(u, v) = (2 + v sen u) sen u,

z(u, v) = v cosu.

com 0 ≤ u ≤ 2π e −1 ≤ v ≤ 1. Mais ainda, defina φX : X → R como φX(x, y, z) = z e
φY : Y → R como φY (x, y, z) = z. Desse modo, as linhas centrais de X e Y coincidem
com a curva C = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 = 4, z = 0} e φX toma valores em {−1, 1} em
cada ponto no bordo de X, enquanto φY continuamente varia no intervalo [−1, 1] para
cada ponto no bordo de Y .

Figura 5.1: Veja que em cada caso, a linha central é a curva C, que é a circunferência que
“divide” as duas cores das figuras.

Afirmação: dHT ((X,φX), (Y, φY )) = 1 e dNP ((X,φX), (Y, φY )) = 2.
Vamos provar primeiro a segunda parte da nossa afirmação. Note que para qualquer

homeomorfismo f : X → Y temos ||φX − φY ◦ f ||∞ = 2 pois f deverá levar pontos no
bordo em pontos no bordo.

Já para provarmos a primeira parte da afirmação, vamos definir duas retrações sobre
a curva C: rX : X → C dada por rX(x, y, z) = (x, y, 0) e rY : Y → C dada por
rY ((2 + v sen u) cosu, (2 + v sen u) sen u, v cosu) = (2 cosu, 2 sen u, 0). Sejam ainda as
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inclusões de C em X e de C em Y , denotadas por iC,X e iC,Y , respectivamente. Temos
então que (iC,Y ◦ rX , iC,X ◦ rY ) é um par de equivalências de 1-homotopia com respeito
a (φX , φY ). Logo, dHT ((X,φX), (Y, φY )) ≤ 1. Por outro lado, note que dgm1(φX) =
{(−1,∞)}, enquanto dgm1(φY ) = {(0,∞)}. Assim, pelo Teorema 5.25 (que enunciaremos
e provaremos a seguir), temos dHT ((X,φX), (Y, φY )) ≥ dB(dgm1(φX), dgm1(φY )) = 1.
Portanto, segue que dHT ((X,φX), (Y, φY )) = 1.

Exemplo 5.23. Seja M uma superfície conexa, fechada e orientável. Considere X =
Y = M e φY = φc a função constante igual a c. Nesse caso, dNP (φX , φY ) = ||φX − c||∞.
Vamos mostrar que dHT (φX , φY ) = dNP (φX , φY ). Suponha que exista um par (f, g)
de α-homotopia com respeito ao par (φX , φY ), onde α ≥ 0. Mostraremos que α ≥
||φX−c||∞. Note que como c = φc(f(x)) ≤ α+φX(x) para x ∈M , temos α ≥ c−minφX .
Agora, como f ◦ g e idM são homotópicas, segue que f e g são sobrejetoras. Da condição
φX(g(x)) ≤ α+ φc(x) = α+ c, para todo x ∈M , obtemos que α ≥ maxφX − c. Assim,
α ≥ max (c−minφX ,maxφX − c) = ||φX − c||∞. Agora, como tomamos α arbitrário,
podemos tomar o ínfimo dentre eles, de onde segue que dHT (φX , φY ) ≥ ||φX − c||∞ =
dNP (φX , φY ). Por fim, pela Proposição 5.19, temos que dHT ≤ dNP . Assim, temos
dHT (φX , φY ) = dNP (φX , φY ).

5.4 A estabilidade da homologia persistente com res-
peito à dHT

Nessa seção, discutiremos uma outra versão do Teorema da Estabilidade 4.20, desta vez
para espaços topológicos não necessariamente iguais, mas homotopicamente equivalentes.
Usaremos para isso algumas definições vistas nos capítulos anteriores, como a distância
bottleneck e módulos intercalados.

Denotemos por Hk(·) o funtor homologia (com coeficientes em um corpo). Veja que,
com essa notação, dado um espaço topológico X, Hk(X) será exatamente o k-ésimo grupo
de homologia de X. Além disso, dada f : X → Y contínua, a aplicação Hk(f) : Hk(X)→
Hk(Y ) será o homomorfismo induzido por f , ou seja, Hk(f) = f∗. Dado um par (X,φX)
e um inteiro k não negativo, definimos o módulo de persistência associado ao conjunto de
nível:

BXk := {Vε
vε,ε′
−→ Vε′}ε≤ε′ ,

onde:
• para cada ε ∈ R, Vε := Hk(Xε) (onde Xε é o conjunto de nível φ−1

X ((−∞, ε]);

• para cada ε, ε′ ∈ R, com ε ≤ ε′, a transformação linear vε,ε′ := Hk(iXε,ε′ : Xε ↪→ Xε′),
induzida pela inclusão natural de Xε em Xε′ .
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Lema 5.24. Sejam (X,φX), (Y, φY ) um par de α-equivalências de homotopia em C.
Então, para qualquer inteiro k não negativo, os módulos de persistência BXk e BYk são
α-intercalados.

Demonstração. Fixe um inteiro k não negativo, e escreva:

BXk := {Vε
vε,ε′
−→ Vε′}ε≤ε′ e BYk := {Wε

wε,ε′
−→ Wε′}ε≤ε′

como feito anteriormente.
Seja (f, g) um par de α-equivalências de homotopia com respeito ao par (φX , φY ).

Para todo ε ∈ R, sejam fε := f |Xε e gε := g|Y ε as restrições de fε em Xε e gε em Y ε,
respectivamente. Note que, como f e g são α-aplicações, segue que im(fε) ⊂ Y ε+α e
im(gε) ⊂ Xε+α, para todo ε ∈ R. Para mostrar que BXk e BYk são α-intercalados, para
qualquer ε ∈ R, nós precisamos fornecer aplicações ϕε : Vε → Wε+α e ψε : Wε → Vε+α tais
que os diagramas (4.1) comutem, sempre que ε ≤ ε′.

Para estabelecermos a comutatividade do seguinte diagrama

Vε
vε,ε+2α

//

ϕε

��

Vε+2α

Wε+α

ψε+α

BB
(5.1)

consideraremos o seguinte diagrama de espaços topológicos

Xε
iXε,ε+2α

//

fε

��

Xε+2α

Y ε+α

gε+α

AA

Veja que gε+α ◦ fε : Xε → Xε+2α e a inclusão iXε,ε+2α são homotópicos. De fato, como
existe uma 2α-homotopia H : X × [0, 1] → X entre g ◦ f e idX , então a restrição de H
em Xε × [0, 1] tem sua imagem contida em Xε+2α e, portanto é uma homotopia entre
as aplicações gε+α ◦ fε e iXε,ε+2α. Assim, Hk(gε+α ◦ fε) = Hk(iXε,ε+2α). Por outro lado,
temos que Hk(gε+α) = Hk(gε+α ◦ fε) ◦Hk(fε). Logo, Hk(gε+α ◦ fε) ◦Hk(fε) = Hk(iXε,ε+2α).
Tomando ϕε = Hk(fε) e ψε+α = Hk(gε+α ◦ fε), obtemos:

ψε+α ◦ ϕε = Hk(iXε,ε+2α) = vε,ε+2α.

Ou seja, o diagrama (5.1) comuta.
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De modo análogo, podemos mostrar que o diagrama

Wε

wε,ε+2α
//

ψε

��

Wε+2α

Vε+α

ϕε+α

BB

também comuta.
Agora, vamos mostrar a comutatividade do diagrama

Vε
vε,ε′

//

ϕε

��

Vε′

ϕε′

��

Wε+α
wε+α,ε′+α

//Wε′+α

(5.2)

Para isso, consideraremos o diagrama de espaços topológicos

Xε
iX
ε,ε′

//

fε

��

Xε′

fε′

��

Y ε+α
iY
ε+α,ε′+α

// Y ε′+α

Verifiquemos que este diagrama é comutativo, como fizemos anteriormente, para garantir
que o diagrama dos espaços vetoriais também será comutativo. De fato, dado x ∈ Xε,
temos:

fε′(iXε,ε′(x)) = fε′(x)
= f |Xε′ (x)
= f |Xε(x)
= fε(x)
= iYε+α,ε′+α(fε(x)).

definição da inclusão
definição da fε′

pois Xε ⊂ Xε′

por definição da fε

Assim, como x ∈ Xε é qualquer, segue que fε′ ◦ iXε,ε′ = iYε+α,ε′+α ◦ fε. Aplicando Hk(·)
na igualdade e usando que ϕε = Hk(fε) e ϕε′ = Hk(fε′), temos:

ϕε′ ◦ vε,ε′ = Hk(fε′ ◦ iXε,ε′) = Hk(iYε+α,ε′+α ◦ fε) = wε+α,ε′+α ◦ ϕε.

Portanto, o diagrama (5.2) comuta. De modo análogo, podemos provar a comutatividade
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do diagrama
Wε

wε,ε′
//

ψε

��

Wε′

ψε′

��

Vε+α
vε+α,ε′+α

// Vε′+α

Com a comutatividade dos 4 diagramas, fica provado que BXk e BYk são α-intercalados.

Com esse lema, conseguimos enunciar finalmente o resultado da estabilidade dos dia-
gramas de persistência com respeito à persistent homotopy type distance. Como estamos
utilizando a letra grega ϕ para as funções contínuas, faremos uma pequena mudança na
notação que usávamos no capítulo anterior: dada f : X → R uma função contínua, em
vez de escrevermos seu diagrama de persistência como dgm(Fk), escreveremos dgmk(f).

Teorema 5.25. Sejam X e Y complexos simpliciais finitos, e seja k um número inteiro
não negativo. Sejam φX : X → R e φY : Y → R duas funções contínuas. Então

dB(dgmk(φX), dgmk(φY )) ≤ dHT ((X,φX), (Y, φY )).

Demonstração. Como as funções φX e φY são contínuas definidas em complexos simplici-
ais finitos, então, pelo Teorema 4.18, f e g são q-tame. Assim, seus módulos de persistência
BXk e BYk são q-tame. Se X e Y não são α-homotopicamente equivalentes para nenhum
α, então segue que dHT ((X,φX), (Y, φY )) = +∞, de onde segue o resultado. Agora, caso
exista α-equivalência de homotopia entre X e Y , então pelo lema anterior, BXk e BYk são
α-intercalados para todo inteiro k não negativo. Assim, pelo Teorema da Estabilidade
dos diagramas de persistência (4.16), segue que

dB(dgmk(φX), dgmk(φY )) ≤ α.

Mas veja que essa desigualdade é valida para todo α ∈ ΛC((X,φX), (Y, φY )). Assim,
tomando o ínfimo dos α’s, temos

dB(dgmk(φX), dB(dgmk(φY ))) ≤ dHT ((X,φX), (Y, φY )).

5.5 Comentários sobre a definição dC
HT

Vamos levantar alguns questionamentos sobre as escolhas feitas para definir a dC
HT ,

dando um exemplo que responde cada uma destas pergunta. Consideraremos Rn com
n = 1, ou seja, funções com contradomínio nos reais.
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1ª Pergunta: E se, na Definição 5.9 sobre α-homotopia, removêssemos a condição sobre
H ser uma α-aplicação em cada instante, exigindo apenas que fosse uma α-aplicação para
t = 0 e t = 1?

Consideraremos d∗ a distância que segue a mesma construção da dC
HT , porém com a

simplificação feita na pergunta anterior.

Exemplo 5.26. Defina

φ : [−1, 1]→ R

x 7→ 1− |x|

ψ : [−1, 1]→ R

x 7→ 1 + x

2

Defina também as funções

f : [−1, 1]→ [−1, 1]
x 7→ 1− 2|x|

g : [−1, 1]→ [−1, 1]

x 7→ x− 1
2

Temos

ψ ◦ f(x) = 1 + (1− 2|x|)
2 = 1− |x| = φ(x)

φ ◦ g(x) = 1− |x− 1
2 | = 1− 1− x

2 = 1 + x

2 = ψ(x).

Além disso,

g ◦ f(x) = (1− 2|x| − 1)
2 = −|x|

f ◦ g(x) = 1− 2|x− 1
2 | = 1− 2(1− x

2 ) = x

Segue que f ◦ g é igual à identidade, enquanto g ◦ f é homotópica à identidade (via
a homotopia H(x, t) = (t − 1)|x| + tx. Note que H(·, 0) e H(·, 1) são claramente 0-
aplicações com respeito a (φ, ψ). Como consequência, d∗(φ, ψ) = 0. Agora, conseguimos
observar que as homologias persistentes dos conjuntos de subnível de φ e ψ são claramente
distintos (enquanto a primeira começa com duas componentes conexas e termina com uma,
a segunda começa e termina com apenas uma), e portanto a distância bottleneck entre
eles deve ser positiva. Como consequência, dB(dgm0(φ), dgm0(ψ)) > 0 = d∗(φ, ψ). Deste
modo, d∗ não é mais um limitante superior de dB, diferente do que acontece com a dHT
(como vimos no Teorema 5.25).

2ª Pergunta: E se, analogamente à pergunta anterior, removêssemos a condição sobre
uma α-homotopia em uma subcategoria C de S ser um morfismo em cada instante?

Exemplo 5.27. Sejam X = {0} × R ∪ [0, 1] × 2Z e Y = {0} × R ∪ [0, 1] × (2Z + 1)
dois subconjuntos de R2. Considere φX(s, t) = t e φY (s, t) = t. Seja C a subcatego-
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Figura 5.2: Funções φ e ψ tomadas no exemplo anterior. Fonte: [3].

ria de S cujo conjunto de morfismos consiste de todos os homeomorfismos. Segue que
dC
HT ((X,φX), (Y, φY )) = 1, enquanto dHT ((X,φX), (Y, φY )) = 0. Note que, ao remover

a exigência de que uma α-homotopia em C seja um homeomorfismo a cada instante,
iríamos obter que dC

HT ((X,φX), (Y, φY )) = 0 usando a 0-aplicação f : X → Y dada por
f(s, t) = (s, t− 1), e g : Y → X dada por g(s, t) = (s, t− 1).

Figura 5.3: Objetos considerados no exemplo anterior. Fonte: [3].

Responderemos as próximas duas perguntas utilizando um único exemplo.
3ª Pergunta: Seria possível definir dC

HT usando a noção de mínimo, em vez do ínfimo?
4ª Pergunta: A aplicação dC

HT é realmente apenas uma pseudo-métrica estendida, ou
seria na verdade uma métrica estendida?

Observação 5.28. Uma métrica estendida satisfaz as mesmas condições de uma pseudo-
métrica estendida, com a condição adicional de que d(x, y) ̸= 0 se x ̸= y.

Exemplo 5.29. Defina φ, ψ : [−2, 2] → R, pondo φ(x) = −|x|, e ψ(x) = 0 se |x| ≤ 1, e
ψ(x) = 2 − 2|x| se |x| > 1. Nós afirmamos que, para todo α > 0 pequeno o suficiente,
conseguimos achar um par de equivalências de α-homotopia (fα, f−1

α ) com respeito a
(φ, ψ). Como consequência disto, dHT (([−2, 2], φ), ([−2, 2], ψ)) = 0. Seja 0 < α < 2, e
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considere o homeomorfismo fα : [−2, 2]→ [−2, 2] definido por

fα :=


1

2−αx+ 2α−2
2−α ,

1
α
x,

1
2−αx+ 2α−2

2−α ,

se − 2 ≤ x < −α,

se − α ≤ x < α,

se α ≤ x ≤ 2.

Veja que fα([−2,−α]) = [−2,−1], fα([−α, α]) = [−1, 1] e fα([α, 2]) = [1, 2]. Segue que

ψ ◦ fα(x) =


2− 2| x

2−α + 2α−2
2−α |,

0,

2− 2| x
2−α + 2α−2

2−α |,

=


2x+α

2−α

0

−2x−α
2−α

se − 2 ≤ x < −α,

se − α ≤ x < α,

se α ≤ x ≤ 2.

se − 2 ≤ x < −α,

se − α ≤ x < α,

se α ≤ x ≤ 2.

Consequentemente,

φ(x)− ψ ◦ fα(x) =


−α 2+x

2−α

−|x|

−α 2−x
2−α

se − 2 ≤ x < −α,

se − α ≤ x < α,

se α ≤ x ≤ 2.

Veja que em cada um dos três casos, a função atinge valor máximo igual a 0, e valor
mínimo igual a −α (basta substituir nos extremos dos intervalos, pois as funções são
monótonas, com exceção da parte do meio da função, a qual deve ser substituída nos
extremos e no 0). Desse modo, segue que ||φ− ψ ◦ fα||∞ ≤ α. Assim, (fα, f−1

α ) é um par
de equivalências de α-homotopia com respeito a (φ, ψ). Como o resultado é valido para
todo 0 < α < 2, segue que

dHT (([−2, 2], φ), ([−2, 2], ψ)) = dNP (([−2, 2], φ), ([−2, 2]), ψ) = 0.

Agora, mostremos que não existe um par de 0-equivalências de homotopia com respeito
a (φ, ψ). Suponha, por contradição, que (f0, g0) é um par de 0-homotopia. Então existe
uma homotopia H0 : [−2, 2]× [0, 1]→ [−2, 2] tal que H0(x, 0) = g0 ◦ f0(x), H0(x, 1) = x e
φ(H0(x, t)) ≤ φ(x) para todo x ∈[-2,2] e todo t ∈ [0, 1]. Observe que, com φ(H0(−2, t)) ≤
φ(−2) = −2 para todo t ∈ [0, 1] e −2 é um mínimo global de φ (que só ocorre quando
x = ±2, temos que H0(−2, t) = ±2. Mas como H0(−2, 1) = −2, segue que H0(−2, t) =
−2, para todo t. Analogamente, obtemos que H0(2, t) = 2 para todo t ∈ [0, 1]. Portanto,
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g0 ◦ f0(−2) = −2 e g0 ◦ f0(2) = 2.
Agora, veja que f0({−2, 2}) ⊂ {−2, 2}, pois f0 é uma 0-aplicação, e −2, 2 são os únicos

pontos onde ψ toma valores que não são maiores que φ(−2) = φ(2) = −2. Analogamente,
g0({−2, 2}) ⊂ {−2, 2}. Temos então duas possibilidades, f0(−2) = −2 ou f0(−2) = 2.
Mostraremos que a primeira possibilidade não pode acontecer.

Suponha que f0(−2) = −2. Como g0 ◦ f0 = −2, segue que g0(−2) = −2. Agora,
provemos que f0([−2, 2]) ⊂ [−2, 1]. De fato, como f0(−2) = −2, se f0([−2, 2]) contivesse
um ponto x0 > −1, também deveria conter infinitos pontos onde ψ se anula. Isso contradiz
o fato que f0 é uma 0-aplicação, pois φ toma valor máximo 0 apenas no ponto 0. Agora,
sabendo que f0([−2, 2]) ⊂ [−2, 1], como g0(−2) = −2, se g0([−2,−1]) contivesse algum
ponto x1 > 0, deveria existir algum ponto x2 ∈ [−2,−1) tal que g(x2) = x1 e φ(g(x2)) =
φ(x1) = 0. Mas isso contradiz o fato de g0 ser uma 0-aplicação. Por fim, deveríamos ter
g0 ◦ f0([−2, 2]) ⊂ [−2, 0], o que contradiz o fato de g0 ◦ f0(2) = 2.

De modo análogo, supondo que f0(−2) = 2, chegamos também em um absurdo.
Portanto, não existe um par de 0-homotopia com respeito a (φ, ψ).

Figura 5.4: Funções φ e ψ consideradas no exemplo anterior. Fonte: [3].

5.6 A homotopy type distance para comparar merge
trees

Uma merge tree é um descritor estruturado usado na análise de formas. Para uma
função contínua φ : X → R definida em um domínio conexo, a merge tree de φ codifica
como os subníveis φ−1(∞, t] estão conectados, para valores crescentes de t ∈ R.

Definição 5.30. Considere uma função f : X→ R, onde X é um espaço conexo. Dizemos
que dois pontos x e y são equivalentes, denotando por x ∼ y, quando eles pertencem à
mesma componente conexa de um único conjunto de nível f−1(c), para algum c ∈ R. O
espaço quociente X/ ∼ é chamado de grafo de Reeb de f .

Podemos enxergar o grafo de Reeb, de maneira informal, como uma contração contínua
do contorno da função f .
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Figura 5.5: Grafo de Reeb da função altura do Toro.

Definição 5.31. Um epígrafo de uma função f , denotado por epi(f), é o conjunto de
todos os pontos acima de seu gráfico, ou seja,

epi(f) = {(x, y) ∈ X× R| y ≥ f(x)}.

Denotamos a projeção do epígrafo de f sobre a sua segunda coordenada: f : epi(f)→
R, f((x, y)) = y. Note que se nós projetarmos os conjuntos de nível de f de volta ao
domínio da nossa função, teremos os conjuntos de subnível de f , Fa = f−1(−∞, a] =
πX(f−1(a)). O grafo de Reeb da função f , denotado por Tf , é chamado de merge tree da
função f . Intuitivamente, Tf continua traçando a evolução das componentes conexas dos
conjuntos de subnível de f . Uma componente surge em um ponto de mínimo, e cresce até
que se funde com outra componente conexa em uma sela.

Uma vez que os pontos identificados pela relação de equivalência da merge tree pertence
ao mesmo conjunto de nível de f , eles devem possuir a mesma imagem pela f . Desse modo,
existe uma aplicação bem definida f̂ : Tf → R de uma merge tree na imagem da f , que
será a única aplicação que satisfaz f = f̂ ◦q, onde q : epi(f)→ Tf é definida por q(x) = y,
onde y é a componente do conjunto de nível f−1(f(x)) que contém y.

Figura 5.6: Representação de uma função f : X→ R e sua merge tree Tf . Fonte: [4]

Vamos definir agora a aplicação ε-shift, denotada por iε;Tf → Tf . Para isso, lembre-
mos que, dado x ∈ Tf com f̂(x) = a, temos que x representa a componente conexa X de
um conjunto de subnível Fa da função f . A inclusão dos conjuntos de subnível Fa ⊆ Fa+ε

mapeia X em uma nova componente conexa Y de Fa+ε. Seja y essa componente conexa
na árvore Tf . Então, iε(x) = y. Em outras palavras, para encontrar a imagem de x

sob a aplicação ε-shift iε, simplesmente seguiremos o caminho de x até a raíz de Tf , até



A homotopy type distance para comparar merge trees 76

encontrarmos o ponto y com f̂(y) = a+ ε.

Definição 5.32. Dado ε ≥ 0, duas aplicações contínuas αε : Tf → Tg e βε : Tg → Tf são
ditas ε-compatíveis se

ĝ(αε(x)) = f̂(x) + ε,

βε ◦ αε = i2ε

f̂(βε(y)) = ĝ(y) + ε,

αε ◦ βε = j2ε

onde i2ε : Tf → Tf e j2ε : Tg → Tg são aplicações 2ε-shifts.

Notemos que, como as aplicações αε e βε são contínuas, a condição para a ε-compatibilidade
se estende às seguintes relações para todo a ≥ 0:

βε ◦ ja ◦ αε = ia+2ε,

jε ◦ αε = αε ◦ ia,

αε ◦ ia ◦ βε = ja+2ε,

iε ◦ βε = βε ◦ ja.
(5.3)

Figura 5.7: Duas aplicações compatíveis. Fonte: [4]

Com isso, conseguimos definir uma noção de distância entre duas merge trees Tf e Tg,
analisando as “melhores” aplicações ε-compatíveis.

Definição 5.33 (Distância Intercalante). A distância intercalante, dI(Tf , Tg) entre as
duas merge trees Tf e Tg, é definida como o ínfimo dos ε tal que existem aplicações
ε-compatíveis entre Tf e Tg, ou seja

dI(Tf , Tg) = inf{ε | existem aplicações ε-compatíveis αε : Tf → Tg e βε : Tg → Tf}.

Lema 5.34. A distância dI é uma pseudo-métrica no conjunto das merge trees.

Demonstração. Sejam Tf , Tg e Th merge trees.

1. Se Tg = Tf , então dI(Tf , Tg) = 0.

De fato, se Tf = Tg, considere α0 = β0 = Id : Tf → Tf . Então:

ĝ(α0(x)) = ĝ(x) = f̂(x) + 0,
β0 ◦ α0 = Id = i2·0

f̂(β0(y)) = f̂(y) = ĝ(y) + 0,
α0 ◦ β0 = Id = j2·0



A homotopy type distance para comparar merge trees 77

Assim, as aplicações α0 e β0 são 0-compatíveis. Logo, dI(Tf , Tg) ≤ 0, ou seja,
dI(Tf , Tg) = 0.

2. dI(Tf , Tg) = dI(Tg, Tf ).

Vale claramente pela maneira que a definimos:

dI(Tf , Tg) = inf{ε | ∃ αε : Tf → Tg, βε : Tg → Tf ε-compatíveis}
= inf{ε | ∃ βε : Tg → Tf , αε : Tf → Tg ε-compatíveis} = dI(Tg, Tf ).

3. dI(Tf , Th) ≤ dI(Tf , Tg) + dI(Tg, Th).

Suponha que dI(Tf , Tg) = ε1. Então, para todo δ > 0, existem aplicações (ε1 + δ)-
compatíveis, αε1+δ

fg : Tf → Tg e βε1+δ
gf : Tg → Tf . Analogamente, suponha que

dI(Tg, Th) = ε2. Então para todo δ > 0, existem aplicações (ε2 + δ)-compatíveis
αε2+δ
gh : Tg → Th e βε2+δ

hg : Th → Tg. Sejam ia : T1 → T1, ja : T2 → T2 e ka : T3 → T3

as aplicações a-shift das respectivas árvores. Dado δ > 0, considere ε3 = ε1 + ε2, e
defina αε3+δ

fh : Tf → Th e βε3+δ
hf : Th → Tf por:

αε3+δ
fh = α

ε2+δ/2
gh ◦ αε1+δ/2

fg ,

βε3+δ
hf = β

ε1+δ/2
gf ◦ βε2+δ/2

hg .

Vejamos que essas aplicações são (ε3 + δ)-compatíveis. De fato,

i2(ε3+δ) = i2(ε1+ε2+δ)

= i2(ε1+δ/2)+2(ε2+δ/2)

= β
ε1+δ/2
gf ◦ jε2+δ/2 ◦ αε1+δ/2

fg

= β
ε1+δ/2
gf ◦ βε2+δ/2

hg ◦ αε2+δ/2
hg ◦ αε1+δ/2

fg

= βε3+δ
hf ◦ αε3+δ

fh ,

e também,

ĥ
(
αε3+δ
fh (x)

)
= ĥ

(
α
ε2+δ/2
gh (αε1+δ/2

fg (x))
)

= ĝ(αε1+δ/2
fg (x)) + ε2 + δ/2

= f̂(x) + ε1 + δ/2 + ε2 + δ/2
= f̂(x) + ε1 + ε2 + δ

= f̂(x) + (ε3 + δ).

De modo análogo, é possível mostrar que valem as igualdades k2(ε3+δ) = αε3+δ
fh ◦β

ε3+δ
hf

e f̂(βε3+δ
hf (y)) = ĥ(y) + (ε3 + δ).
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Assim, para todo δ > 0, temos que dI(Tf , Th) ≤ ε3 + δ. Portanto, quando δ tende à
zero, obtemos dI(Tf , Th) ≤ ε3 = dI(Tf , Tg) + dI(Tg, Th).

Assim, dI é uma pseudo-métrica.

Como dito anteriormente, merge trees são descritores de formas. Desse modo, eles
devem ser estáveis: ou seja, dada uma pequena variação na função, devemos obter uma
pequena distância entre as árvores. Mostraremos a estabilidade de merge trees quando
utilizando a distância intercalante.

Teorema 5.35. Dadas f, g : X→ R, sejam Tf e Tg suas merge trees. Então a distância
intercalante entre as árvores não ultrapassa a maior diferença entre as duas funções, ou
seja:

dI(Tf , Tg) ≤ sup
x∈X
|f(x)− g(x)|.

Demonstração. Seja ε = supx∈X |f(x) − g(x)|. Claramente, temos para qualquer a ∈ R,
as inclusões

Fa ⊂ Ga+ε ⊂ Fa+2ε.

Nesse caso, as inclusões definidas entre esses subníveis define uma aplicação entre as merge
trees. Um ponto x ∈ Tf com f̂(x) = a corresponde à uma componente no conjunto de
subnível Fa. A inclusão Fa ⊆ Ga+ε mapeia essa componente no conjunto de subnível
Ga+ε. Seja y ∈ Tg representando essa componente na merge tree de g. Assim, a inclusão
dos conjuntos de subnível induzem uma aplicação αε : Tf → Tg definida via a construção
anterior como αε(x) = y. Reciprocamente, dado y ∈ Tg com ĝ(y) = a, temos um z ∈ Tf
que representa uma componente em Fa+2ε, induzindo uma aplicação βε : Tg → Tf com
βε(y) = z. Por construção, se f̂(x) = a, então ĝ(αε(x)) = a + ε e se ĝ(y) = a, então
ĝ(βε(y)) = a+ ε.

Veja que o conjunto de subnível de uma função produz a aplicação shift, definida
no início dessa sub-seção. A inclusão Fa ⊆ Fa+2ε induz uma aplicação i2ε : Tf → Tf

que mapeia cada ponto z ∈ Tf com f̂(z) = a no seu ponto “ancestral” z ∈ Tf tal que
f̂(z) = a + 2ε. Veja que da maneira que construímos, βε(αε(x)) = βε(y) = z = i2ε(x).
Analogamente, podemos mostrar que αε ◦βε = j2ε, onde j2ε : Tg → Tg é a aplicação shift.

Dessa maneira, por definição, αε e βε são ε-compatíveis, e a distância intercalante não
excede ε. Portanto,

dI(Tf , Tg) ≤ ε = sup
x∈X
|f(x)− g(x)|.

Vamos agora mostrar que a distância bottleneck entre os diagramas de persistência
0-dimensionais de duas funções contínuas não excede a distância intercalante entre suas
merge trees.
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Figura 5.8: A distância intercalante entra as duas árvores é positiva (e vale metade do
tamanho do menor galho), mas ambas têm diagramas de persistência idênticos. Fonte:
[4]

Teorema 5.36. Dadas duas funções contínuas f : X→ R e g : Y→ R,

dB(dgm0(f), dgm0(g)) ≤ dI(Tf , Tg).

Demonstração. Primeiro, observe que dgm0(f) = dgm0(f̂). Isso ocorre pois, ao colidirmos
componentes conexas em pontos, não mudamos a quantidade de componentes conexas,
nem o momento em que elas surgem ou desaparecem. Desse modo, dB(dgm0(f), dgm0(g)) =
dB(dgm0(f̂), dgm0(ĝ)). Mostremos agora que essa distância é menor que a intercalante
entre Tf e Tg. Considere F̂a = f̂−1(∞, a] e Ĝa = ĝ−1(∞, a], e tome ε = dI(Tf , Tg). As-
sim, por definição da distância intercalante, para todo δ > 0, existem duas aplicações:
αε+δ : Tf → Tg e βε+δ : Tg → Tf (ε + δ)-intercaladas. Assim, H0(F̂a) e H0(Ĝa) são
(ε+ δ)-intercalados. Portanto, pelo Teorema 4.16, dB(dgm0(f), dgm0(g)) ≤ ε+ δ. Como
o resultado vale para todo δ > 0, tomando o limite, temos dB(dgm0(f), dgm0(g)) ≤ ε.

Teorema 5.37. Para cada par de aplicações lineares por partes φ, ψ : X → R definidas
em um poliedro compacto conexo X (ou seja, um complexo simplicial finito), temos

dI(Tφ, Tψ) = dHT ((Tφ, φ̂), (Tψ, ψ̂))

Demonstração. Primeiro vamos provar que dHT ≤ dI . Vamos mostrar que dado ε ≥ 0,
cada par de aplicações ε-compatíveis entre Tφ e Tψ constituem um par de equivalência de
ε-homotopia. Sejam iεφ : Tφ → Tφ e iεψ : Tψ → Tψ as aplicações ε-shifts. Suponha que
f ε : Tφ → Tψ e gε : Tψ → Tφ são ε-compatíveis. Como φ̂ ◦ f ε : φ̂ + ε e ψ̂ ◦ gε : ψ̂ + ε,
segue que f ε e gε são ε-aplicações, no sentido da definição 5.9. Vamos mostrar que (f ε, gε)
é um par de equivalência de ε-homotopia com respeito a (φ̂, ψ̂). Para isso, precisamos
construir uma 2ε-homotopia com respeito a (φ̂, φ̂) entre a identidade de Tφ e gε ◦ f ε, e
analogamente, precisamos de uma 2ε-homotopia com respeito a (ψ̂, ψ̂) entre a identidade
de Tψ e f ε ◦ gε. Entretanto, como assumimos que f ε e gε são ε-compatíveis, temos
i2εφ = gε ◦ f ε e i2εψ = f ε ◦ gε. Desse modo, as 2ε-homotopias que precisamos construir
H e K são entre as aplicações identidade em Tφ e gε ◦ f ε, e entre a identidade em Tψ

e f ε ◦ gε, respectivamente. Mostraremos como podemos construir H, e K seguirá de
modo análogo. Lembremos que Tφ é uma merge tree, e que para cada p ∈ Tφ, temos
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uma quantidade finita de “folhas” l1, . . . , lnp ∈ Tφ (ou seja, os vértices nas pontas das
árvores, que estão ligados a somente uma aresta) que podem ser conectadas à p de maneira
crescente através da φ̂. Para i = 1, . . . , np, tome δpi := (φ̂(p)− φ̂(li))/2ε ∈ R, e considere
γpi : [−δpi ,+∞) → Tφ sendo o caminho na árvore Tφ que começa no ponto li, passa pelo
ponto p, e é parametrizada por φ̂ ◦ γpi (t) = φ̂(p) + 2εt, com t ∈ [−δpi ,+∞). Em outras
palavras, esse caminho sai da folha li, segue para p sem desviar para nenhuma outra folha,
e então segue para a “raíz” da árvore. Além disso, ao pegarmos dois caminhos distintos,
ambos vão se encontrar em algum ponto, e então fundir-se-ão em apenas um a partir disto.
Observe também que como φ̂(γpi (0)) = φ̂ ◦ γpi (0) = φ̂(p) + 2ε · 0 = φ̂(p), então γpi (0) = p.
Desse modo, a partir do ponto p, os dois caminhos com certeza já estarão fundidos. Os
itens e as notações que aparecerem nesta construção estão ilustrados na figura 5.9.

Considere H : Tφ × [0, 1] → Tφ, dada por H(p, s) = γpi (s), onde li é qualquer folha
que esteja ligada à p pela construção anterior. Temos então que H está bem definida,
uma vez que, dados i, j ∈ [0, 1] tal que p está ligado à li e também à lj, de acordo com a
construção anterior, temos

γpi (t) = φ̂−1(
>φ̂(p)︷ ︸︸ ︷

φ̂(p) + 2εt) = γpj (t).

Veja ainda que H(p, 0) = γpi (0) = p, H(p, 1) = i2εφ (p) e φ̂(H(p, s)) = φ̂(p) +2εt, para todo
p ∈ Tφ e t ∈ [0, 1]. Resta mostrarmos a continuidade de H.

Seja ε > 0, e considere q0 = H(p0, t0), onde (p0, t0) ∈ Tφ é arbitrário. Seja V uma
vizinhança de p0 em Tε. Dado η > 0 e q ∈ Tφ, seja U(q, η) uma componente conexa de
φ̂−1((φ̂(q)− η, φ̂+ η)) que contém q. Veja que podemos tomar η > 0 pequeno o suficiente
para que U(q0, η) ⊂ V . Seja J(t0) = (t0 − η/4ε, t0 + η/4ε) ∩ [0, 1]. Temos p ∈ U(p0, η/2)
e t ∈ J(t0), e ainda U(p0, η/2) é um aberto de Tφ e J(t0) é um aberto de [0, 1], portanto
U(p0, η/2) × J(t0) é uma vizinhança aberta de (p0, t0) em Tφ × [0, 1]. Temos que, dado
(p, t) ∈ U(p0, η/2)× J(t0), valem as desigualdades

φ̂(p0)− η/2 < φ̂(p) < φ̂(p0) + η/2 e t0 −
η

4ε < t < t0 + η

4ε.

Agora, multiplicando a segunda desigualdade por 2ε e somando-a com a primeira, obtemos

φ̂(p0)− η/2 + 2ε
(
t0 −

η

4ε

)
< φ̂(p) + 2εt < φ̂(p0) + η/2 + 2ε

(
t0 + η

4ε

)
⇒

φ̂(p0) + 2εt0 − η < φ̂(p) + 2εt < φ̂(p0) + 2εt0 + η.

Usando que φ̂(H(p, t)) = φ̂(p) + 2εt, e φ̂(q0) = φ̂(H(p0, t0)) = φ̂(p0) + 2εt0, temos

φ̂(q0)− η < φ̂(H(p0, t0)) + 2εt0 < φ̂(q0) + η.

Disto, obtemos que H(U(p0, η/2) × J(t0)) ⊂ U(q0, η) ⊂ V , uma vez que, dados (p, t) ∈
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lnp lnp−2

lnp−1

li = γ
p
i

(
−δ

p
i

) l2 l1

i2ε
φ (p) = γ

p
i

(1)

δ
p
i

· 2ε

φ̂(li) φ̂(p) φ̂(lp) + 2ε

2ε

p = γ
p
i

(0)

Figura 5.9: Elementos da demonstração do Teorema 5.37.

U(p0, η/2)×J(t0), mostramos que H(p, t) pertence à componente conexa de φ̂−1((φ̂(q0)−
η, φ̂(q0) + η)) que contém q0. Desse modo, H é contínua.

Portanto, H é uma 2ε-homotopia entre a identidade em Tφ e i2εφ . Analogamente,
podemos construir uma 2ε-homotopia K entre Tψ e i2εψ . Portanto, (f ε, gε) é um par de
ε-equivalência de homotopia com respeito ao par (φ̂, ψ̂). Assim, dHT ≤ dI .

Mostremos agora que dI ≥ dHT . Sejam f : Tφ → Tψ e g : Tψ → Tφ tais que (f, g) são
um par de equivalência de ε-homotopia com respeito à (φ̂, ψ̂), para algum ε ≥ 0. Para
qualquer p ∈ Tφ e q ∈ Tψ, defina:

f ε(p) :=
(
i
φ̂(p)+ε−ψ̂(f(p))
ψ ◦ f

)
(p)

gε(q) :=
(
iψ̂(q)+ε−φ̂(g(q))
φ ◦ g

)
(q).

Em outras palavras, f ε leva o ponto p em f(p) ∈ Tφ, e então aplica o shift em f(p), até
que ele chegue no nível φ̂(p) + ε − ψ̂(f(p)). gε pode ser interpretado de forma análoga.
Assim, pela construção de f ε e pela própria definição do shift, temos (ψ̂ ◦ f ε)(p) =
ψ̂(f(p)) + (φ̂(p) + ε − ψ̂(f(p))) = φ̂(p) + ε, ou seja, ψ̂ ◦ f ε = φ̂ + ε. Analogamente,
φ̂ ◦ gε = ψ̂ + ε. Ainda, f ε ◦ gε = i2εψ e gε ◦ f ε = i2εφ . Como f ε e gε são contínuas (pois
são composições de funções contínuas), temos que f ε e gε constituem um par de funções
ε-compatíveis. Daí, temos dI ≤ dHT .
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5.7 dHT pode ser vista como uma distância interca-
lante, usando categorias

5.7.1 Definição funtorial de distância intercalante

Dado n ≥ 1, denotemos por Rn a categoria poset com conjunto de objetos Rn, cuja
relação parcial é a definida no início deste capítulo. Seja O uma categoria arbitrária.
Começaremos com uma definição geral sobre a distância intercalante entre funtores de
Rn em O.

Definição 5.38. Seja T : Rn → O um funtor, e considere ε ⪰ 0. O ε-shift em T é o
funtor Tε : Rn → O tal que:

• Tε(u) = T (u + ε);

• Tε(u ⪯ v) = T (u + ε ⪯ v + ε).

Dados dois funtores T, T ′ : Rn → O, uma transformação natural ξ : T ⇒ T ′ entre
esses dois funtores, consiste de um morfismo ξu : T (u)→ T ′(u) em O, para cada u ∈ Rn,
de modo que, para cada u ⪯ v, o seguinte diagrama comuta:

T (u) ξu
//

T (u⪯v)

��

T ′(u)

T ′(u⪯v)

��

T (v) ξv
// T ′(v)

(5.4)

Definição 5.39. Dados dois funtores T, T ′ : Rn → O e um número real ε ≥ 0, T e T ′

são ditos ε-intercalados se existirem transformações naturais ξ : T ⇒ T ′
ε⃗ e η : T ′ ⇒ Tε⃗ de

modo que, para todo u ∈ Rn, ηu+ε⃗ ◦ ξu = T (u ⪯ u + 2ε⃗) e ξu+ε⃗ ◦ ηu = T ′(u ⪯ u + 2ε⃗).
Nesse caso, o par (ξ, η) é chamado de ε-intercalação entre T e T ′.

Definição 5.40. Dados dois funtores T, T ′ : Rn → O, a distância intercalante entre T e
T ′ é definida como

dO
I (T, T ′) := inf{ε ≥ 0 | T e T ′ são ε-intercalados}.

Como já feito nas outras distâncias geradas a partir do ínfimo de um conjunto, caso não
exista ε-intercalação entre T e T ′, definimos dO

I (T, T ′) =∞.

Proposição 5.41. Seja O uma categoria arbitrária, e seja OR a categoria do funtores
de R em O. Segue que dO

I é uma pseudométrica estendida dos objetos de OR.

Demonstração. A demonstração pode ser encontrada em [14], Teorema 2.3.5.
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Nas próximas subseções, consideraremos escolhas específicas para a categoria O. Quando
não houver risco de confusão, omitiremos o índice da categoria na distância, escrevendo
simplesmente dI .

5.7.2 A distância intercalante entre funções com contradomínio
em Rn

Seja O = Top/Rn
⪯ a categoria de todas as funções contínuas φX : X → Rn, onde

as 0⃗-aplicações são morfismos: um morfismo entre φX e φY é uma aplicação contínua
f : X → Y de modo que φY ◦ f ⪯ φX .

Proposição 5.42. Toda função contínua φX : X → Rn define um funtor TφX : Rn →
Top/Rn

⪯, definido por:

• para todo u ∈ Rn, TφX (u) := φX − u;

• para todos u, v ∈ Rn, com u ⪯ v, TφX (u ⪯ v) := idX .

Demonstração. Para u ⪯ v, idX : X → X é um morfismo entre φX − u e φX − v, pois
(φX − v) ◦ idX ⪯ φX − u. Temos ainda que se u ⪯ v e v ⪯ w, TφX (u ⪯ w) = idX =
idX ◦ idX = TφX (u ⪯ v) ◦ TφX (v ⪯ w). Ainda, TφX (u ⪯ u) = idX . Desse modo, TφX

satisfaz todas as condições deu um funtor.

Proposição 5.43. Para todo ε ⪰ 0 e todo φX , o ε-shift de TφX , denotado por TφX
ε ,

coincide com o funtor TφX−ε : Rn → Top/Rn
⪯.

Demonstração. Da proposição anterior e da definição 5.38, temos, para todos u,v ∈ Rn,
com u ⪯ v,

1. TφX
ε (u) = TφX (u + ε) = φX − (u + ε) = φX − u− ε = TφX−ε(u);

2. TφX
ε (u ⪯ v) = TφX

ε (u + ε ⪯ v + ε) = idX = TφX−ε(u ⪯ v).

Como os funtores coincidem em todos os objetos e em todos os morfismos da categoria
Rn, então são iguais.

Lema 5.44. Sejam X e Y espaços topológicos, e considere φX : X → Rn e φY : Y → Rn

duas funções contínuas. Então, qualquer aplicação contínua f : X → Y , com φY ◦f ⪯ φX ,
induz uma transformação natural ξf : TφX → TφY , de modo que, para qualquer u ∈ Rn,
ξf (u) coincide com f . Reciprocamente, cada transformação natural ξ : TφX ⇒ TφY

corresponde à uma aplicação contínua f : X → Y , que satisfaz φY ◦ f ⪯ φX , e é definida
por f = ξ(u) para qualquer u ∈ Rn.
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Demonstração. (⇒) Seja f : X → Y uma aplicação contínua tal que φY ◦ f ⪯ φX .
Definimos ξf : TφX ⇒ TφY da seguinte maneira: para todo u ∈ Rn, ξf (u) := f . Veri-
fiquemos que é de fato uma transformação natural. Para cada u, φY ◦ f ⪯ φX , o que
implica (φY − u) ◦ f ⪯ φX − u, logo f é um morfismo entre φX − u e φY − u, portanto
ξf (u) : TφX (u)→ TφY (u). Além disso, como f ◦ idX = idY ◦ f , temos que

ξf (u) ◦ TφX (u ⪯ v) = TφY (u ⪯ v) ◦ ξf (v).

Desse modo, temos que o diagrama (5.4) comuta, ou seja, ξf é uma transformação natural.
(⇐) Suponha que exista uma transformação natural ξ : TφX ⇒ TφY . Assim, para cada
u ⪯ v ∈ Rn, o diagrama (5.4) comuta, ou seja,

ξ(u) ◦ TφX (u ⪯ v) = TφY (u ⪯ v) ◦ ξ(v).

Entretanto, por definição, temos TφX (u ⪯ v) = idX e TφY (u ⪯ v) = idY . Logo, ξ(u) =
ξ(v) sempre que u ⪯ v. Assim, é suficiente definir f := ξ(u).

Agora, com auxílio do lema e da proposição anteriores, mostraremos que a distân-
cia intercalante entre funtores TφX e TφY em Top/Rn

⪯ coincide com a pseudo-distância
natural.

Teorema 5.45. Sejam X e Y espaços topológicos. Então, para qualquer par de funções
contínuas φX : X → Rn e φY : Y → Rn, segue que

dI(TφX , TφY ) = dNP ((X,φX), (Y, φY )).

Demonstração. Mostremos primeiramente que dI ≤ dNP . Veja que se X e Y não são
homeomorfos, então dNP = ∞, portanto não há o que demonstrar. Vamos supor então
que existe um homeomorfismo f : X → Y , com ||φX − φY ◦ f ||∞ ≤ ε, para algum
ε ≥ 0. Segue então que (φY − ε⃗ ) ◦ f ⪯ φX e (φX − ε⃗ ) ◦ f−1 ⪯ φY . Isso acontece pois
||φX−φY ◦f ||∞ ≤ ε⇒ supx∈X ||(φX−φY ◦f)(x)||∞ ≤ ε⇒ ||(φX−φY ◦f)(x)||∞ ≤ ε, para
todo x, logo |φiX(x)− (φY ◦ f)i(x)| ≤ ε, de onde obtemos −ε ≤ φiX(x)− (φY ◦ f)i(x) ≤ ε.
Usando a primeira desigualdade, chegamos em (φY ◦ f)i(x) − ε ≤ φiX(x), e enxergando
ε como a função constante, temos ((φY − ε) ◦ f)i(x) ≤ φiX(x). Como a desigualdade é
valida para toda coordenada i, obtemos (φY − ε⃗ ) ◦ f ⪯ φX . Desenvolvendo o lado direito
da desigualdade envolvendo o ε, obtemos (φX − ε⃗ ) ◦ f−1 ⪯ φY . Pelo lema anterior, f
induz uma transformação natural ξf de TφX em T (φY −ε⃗), assim como uma transformação
natural ξf−1 de TφY em T (φX−ε⃗). Pela proposição anterior, TφX−ε⃗ = TφX

ε⃗ e TφY −ε⃗ = TφY

ε⃗ .
Além disso, ξf (u) = f e ξf

−1(u + ε⃗) = f−1. Assim, ξf−1(u + ε) ◦ ξf (u) = f−1 ◦ f = idX =
TφX (u ⪯ u + 2ε⃗). Analogamente, ξf (u + ε) ◦ ξf−1(u) = TφY (u ⪯ u + 2ε⃗). Portanto, o
par (ξf , ξf−1) é uma ε-intercalação entre TφX e TφY , provando que dI ≤ dNP quando os
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espaços são homeomorfos. Com isso, temos dI ≤ dNP sempre.
Agora, vamos mostrar que dNP ≤ dI . Se não houver intercalação entre TφX e TφY ,

então dI = ∞, e portanto a desigualdade segue diretamente. Vamos supor então que
TφX e TφY são ε-intercalados para algum ε ≥ 0, onde a ε-intercalação é (ξ, η), com
ξ : TφX ⇒ TφY

ε⃗ e η : TφY ⇒ TφX

ε⃗ . Pela definição de ε-intercalação, para todo u ∈ Rn,
η(u + ε⃗)◦ ξ(u) = TφX (u ⪯ u + 2ε⃗), e ξ(u + ε⃗)◦ η(u) = TφY (u ⪯ u + 2ε⃗). Pelo lema e pela
proposição anteriores, existem duas aplicações contínuas f : X → Y e g : Y → X tais
que, para qualquer u ∈ Rn, ξ(u) = f , η(u) = g, (φY − ε⃗) ◦ f ⪯ φX e (φX − ε⃗) ◦ g ⪯ φY .
Como η(u + ε⃗) ◦ ξ(u) = TφX (u ⪯ u + 2ε⃗) e ξ(u + ε⃗) ◦ η(u) = TφY (u ⪯ u + 2ε⃗), segue que
g ◦ f = idX e f ◦ g = idY . Assim, g = f−1 e ||φX − φY ◦ f ||∞ ≤ ε. Portanto, dNP ≤ dI .

Provadas as duas desigualdades, concluímos então que dNP = dI .

5.7.3 A distância intercalante entre funções a menos de homo-
topia

Fixemos O = hTop/Rn
⪯ a categoria cujos objetos são as funções contínuas φX : X →

Rn, e os morfismos sendo as classes de 0⃗-homotopia de 0⃗-aplicações entre X e Y : dados
φX e φY objetos de O, um morfismo de φX em φY é uma classe de 0⃗-homotopia com
respeito a (φX , φY ) de uma 0⃗-aplicação f : X → Y , isto é, uma aplicação contínua entre
X e Y de modo que φY ◦ f ⪯ φX . Tal classe será denotada por [f ](φX ,φY ). Veja que
se f ′ ∈ [f ](φX ,φY ), então f e f ′ são 0⃗-homotópicas, logo, por definição, temos que existe
H : X × [0, 1]→ Y tal que f ≡ H(·, 0), f ′ ≡ H(·, 1) e H(·, t) é tal que φY ◦H(·, t) ⪯ φX ,
para todo t ∈ [0, 1].

A composição de morfismos será definida de seguinte maneira: dados φX , φY e φZ
objetos em O, e f : X → Y , g : Y → Z sendo 0⃗-aplicações com respeito a (φX , φY ) e
(φY , φZ), respectivamente, definimos:

[g](φY ,φZ) ◦ [f ](φX ,φY ) = [g ◦ f ](φX ,φZ).

Veja que isto está bem definido, pois como φZ ◦ g ⪯ φY e φY ◦ f ⪯ φX ,

(φZ ◦ g) ◦ f ⪯ φY ◦ f ⪯ φX ,

e, além disso, a composição não depende dos representantes das classes. De fato, tomando
[f ] = [f ′], existe H : X × [0, 1]→ Y tal que f ≡ H(·, 0), f ′ ≡ H(·, 1) e φY ◦H(·, t) ⪯ φX ,
para todo t ∈ [0, 1]. TomandoK : X×[0, 1]→ Z dado por g◦H, temos: (g◦H)(·, 0) = g◦f ,
(g◦H)(·, 1) = g◦f ′, e φZ◦(g◦H)(·, t) = (φZ◦g)(H(·, t)) ⪯ φY ◦H(·, t) ⪯ φX . Observe que
na primeira desigualdade, usamos que g é 0⃗-aplicação. Com isso, mostramos queK = g◦H
é uma 0⃗-homotopia entre g ◦ f e g ◦ f ′. Em outras palavras, temos [g ◦ f ] = [g ◦ f ′]. De
maneira análoga, podemos mostrar que se [g] = [g′], então [g ◦ f ] = [g′ ◦ f ]. Assim,
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[g ◦ f ] = [g′ ◦ f ′], o que mostra que realmente a composição dos morfismos não depende
do representante das classes. Temos que a composição é associativa, e para qualquer
objeto (X,φX), a classe de 0⃗-homotopia da identidade idX com respeito a (φX , φX) é um
morfismo de (X,φX) em (X,φX).

Observe que, ao longo desta subseção, as construções e demonstrações serão muito
parecidas com as feitas na subseção anterior.

Proposição 5.46. Toda função contínua φX : X → Rn define um funtor hTφX : Rn →
hTop/Rn

⪯, fazendo:

• para todo u ∈ Rn, hTφX (u) := φX − u;

• para todos u, v ∈ Rn, com u ⪯ v, hTφX (u ⪯ v) := [idX ](φX−u,φX−v).

Demonstração. Seja u ⪯ v. Observe que (φX−v)◦ idX ⪯ φX−u, enxergando u e v como
funções constante. Logo, [idX](φX−u,φX−v) é um morfismo entre φX − u e φX − v. Temos
ainda que se u ⪯ v e v ⪯ w, hTφX (u ⪯ w) = [idX ](φX−u,φX−w) = [idX ](φX−v,φX−w) ◦
[idX ](φX−u,φX−v) = TφX (v ⪯ w) ◦ TφX (u ⪯ v). Ainda, TφX (u ⪯ u) = [idX ](φx−u,φx−u).
Desse modo, TφX satisfaz todas as condições de um funtor.

Vamos considerar agora os ε-shifts dos funtores hTφX .

Proposição 5.47. Dado ε ⪰ 0⃗, e para todo φX , o ε-shift de hTφX , hTφX
ε : Rn →

hTop/Rn
⪯ coincide com o funtor hTφX−ε : Rn → hTop/Rn

⪯.

Demonstração. Da definição 5.38 e da proposição anterior, temos que, dados u ⪯ v ∈ Rn,

1. hTφX
ε (u) = hTφX (u + ε) = φX − (u + ε) = (φX − ε)− u = hTφX − ε(u);

2. hTφX
ε (u ⪯ v) = hTφX (u + ε ⪯ v + ε) = [idX ](φX−(u+ε),φX−(v+ε)) = hTφX−ε(u ⪯ v).

O próximo lema descreve as transformações naturais entre hTφX e hTφY .

Lema 5.48. Sejam X e Y espaços topológicos, e seja φX : X → Rn, φY : Y → Rn funções
contínuas. Então, qualquer aplicação contínua f : X → Y que satisfaz φY ◦ f ⪯ φX

induz uma transformação natural hξf : hTφX ⇒ hTφY , de modo que, para qualquer
u ∈ Rn, hξf (u) = [f ](φX−u,φY −u). Reciprocamente, para qualquer transformação natural
hξ : hTφX ⇒ hTφX , com hξ(u) = [fu](φX−u,φY −u), e para todo α ⪰ 0⃗, fu e fu+α são
α-homotópicos com respeito ao par (φX , φY ), para todo u ∈ Rn.

Demonstração. (⇒) Seja f : X → Y tal que φY ◦f ⪯ φX . Defina hξf (u) : hTφX → hTφY

da seguinte maneira: para todo u ∈ Rn, hξf (u) := [f ](φX−u,φY −u). Vamos mostrar
que hξf é de fato uma transformação natural. Para cada u ∈ Rn, φY ◦ f ⪯ φX , logo
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(φY −u) ◦ f ⪯ φX −u, assim f é um morfismo entre φX −u e φY −u. Além disso, como
[f ](φX−u,φY −u) ◦ [idX ](φX−u,φX−u) = [idY ](φY −u,φY −u) ◦ [f ](φX−u,φY −u), temos

hξf (u) ◦ hTφX (u ⪯ v) = hTφY (u ⪯ v) ◦ hξf (v).

(⇐) Reciprocamente, suponha que hξ é uma transformação natural entre hTφX e hTφY ,
com hξ(u) = [fu](φX−u,φY −u), e tome α ⪰ 0. Veja que o diagrama (5.4) comuta, para
quaisquer u ⪯ v. Em particular, para v = u + α, temos:

hξ(u + α) ◦ hTφX (u ⪯ u + α) = hTφY (u ⪯ u + α) ◦ hξ(u).

Substituindo hξ por sua definição, e hTφ pela definição feita na penúltima proposição,
temos

[fu+α](φX−u−α,φY −u−α) ◦ [idX ](φX−u,φX−u−α) = [idY ](φY −u,φY −u)−α ◦ [fu](φX−u,φY −u).

Daí, usando a definição da composição dos morfismos, e como compor a identidade com
uma função resulta na própria função, temos [fu+α](φX−u,φY −u−α) = [fu](φX−u,φY −u−α).
Isso garante que fu e fu+α são α-homotópicos com relação ao par (φX , φY ).

Finalmente, podemos provar que a distância intercalante entre funtores hTφX e hTφY

na categoria hTop/Rn
⪯ coincide com a persistent homotopy type distance.

Teorema 5.49. Sejam X e Y espaços topológicos. Segue então que, para todo par de
funções contínuas φX : X → Rn e φY : Y → Rn,

dI(hTφX , hTφY ) = dHT ((X,φX), (Y, φY )).

Demonstração. Primeiramente, vamos mostrar que dI ≤ dHT . Se X e Y não são ho-
motopicamente equivalentes, dHT = ∞ e portanto, não há o que demonstrar. Suponha
então que existam f : X → Y e g : Y → X de modo que (f, g) é um par de equiva-
lências de ε-homotopia com respeito ao par (φX , φY ). Então, temos (φY − ε) ◦ f ⪯ φX

e (φX − ε) ◦ g ⪯ φY . Pelo lema anterior, f induz uma transformação natural hξf :
hTφX ⇒ hTφY −ε com hξf (u) = [f ](φX−u,φY −ε−u), e g induz uma transformação natu-
ral hξg : hTφY ⇒ hTφX−ε com hξg(u) = [g](φY −u,φX−ε−u). Pela proposição anterior,
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hTφX−ε = hTφX
ε e hTφY −ε = hTφY

ε . Assim, temos

hξg(u + ε) ◦ hξf (u) = [g](φY −ε−u,φX−2ε−u) ◦ [f ](φX−u,φY −ε−u)

= [g ◦ f ](φX−u,φX−2ε−u)

= [g ◦ f ](φX ,φX−2ε)

= [idX ](φX ,φX−2ε)

= hTφX (u ⪯ u + 2ε).

De modo análogo, temos hξf (u+ε)◦hξf (u) = hTφY (u ⪯ u+2ε). Assim, o par (hξf , hξg)
é uma ||ε||∞-intercalação entre hTφX e hTφY , provando que dI ≤ dHT .

Agora, mostremos que dHT ≤ dI . Veja que, se hTφX e hTφY não são ε-intercalados, en-
tão dI =∞, não havendo o que demonstrar. Suponha então que exista uma ε-intercalação
(hξ, hη). Da proposição anterior, temos que, para todo u, existe uma 0⃗−aplicação contí-
nua fu : X → Y com respeito ao par (φX−u, φY −u−ε⃗), de modo que [fu](φX−u,φY −u−ε⃗) =
hξ(u), e uma 0⃗-aplicação contínua gu+ε⃗ : Y → X com respeito ao par (φY − u− ε, φY −
u− 2ε⃗) tal que [gu+ε⃗](φY −u−ε⃗,φX−u−2ε⃗) = hη(u + 2ε⃗). Veja que fu e gu+ε⃗ são ε⃗-aplicações
com respeito a (φX , φY ) e (φY , φX), respectivamente. Pela definição de ε⃗-intercalação,
para qualquer u ∈ Rn, hη(u+ ε⃗)◦hξ(u) = hTφX (u ⪯ u+2ε⃗). Substituindo hξ, hη, hTφX

de acordo com suas definições apresentadas acima, obtemos

[gu+ε⃗ ◦ fu](φX−u,φX−u−2ε⃗) = [gu+ε⃗](φY −ε⃗−u,φX−2ε⃗−u) ◦ [fu](φX−u,φY −ε⃗−u)

= hη(u + 2ε⃗) ◦ hξ(u) = hTφX (u ⪯ u + 2ε⃗).

Assim, gu+ε⃗ ◦fu é 0⃗-homotópica à idX com respeito ao par (φX−u, φX−u−2ε⃗), ou seja,
é 2ε⃗-homotópica à identidade, com respeito ao par (φX , φX). Analogamente, podemos
mostrar que fu+ε⃗ ◦ gu é 2ε⃗-homotópica à idY com respeito ao par (φY , φY ). Porém,
pelo lema anterior, temos que fu+ε⃗ é ε⃗-homotópica à fu com respeito a (φX , φY ), e gu

é ε⃗-homotópica à gu+ε⃗ com respeito ao par (φY , φX). Segue então que fu+ε⃗ ◦ gu é 2ε⃗-
homotópica a fu ◦ gu+ε⃗ com respeito à (φY , φY ), portanto fu ◦ gu+ε⃗ é 2ε⃗-homotópica à
identidade idY . Desse modo, temos dHT ((X,φX), (Y, φY )) ≤ ε ≤ dI(hTφX , hTφY ).

Provadas as duas desigualdades, concluímos a igualdade entre as duas distâncias.
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