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RESUMO

Durante a evolug¢do do Universo houve periodos de aceleracdo e desaceleracdo de sua expansdo.
Atualmente a expansao acelerada € descrita pela presenca da Energia Escura, que é usualmente
representada pela introdug@o da Constante Cosmoldgica nas Equagdes de Einstein. Um dos problemas
atuais da Cosmologia é fornecer uma interpretagdo fisica para a Energia Escura. Nesse contexto, hd
propostas de utilizacdo de Campos Fermidnicos acoplados com o campo gravitacional que descrevem
o periodo acelerado. Recentemente, também foi considerada a interacdo de campos fermidnicos,
escalares e vetoriais, na descri¢do do periodo de desaceleragdo. Neste trabalho utilizamos modelos
fermionicos de contato ndo-linear para descrever a transi¢cao entre os periodos de desaceleragdo e
aceleracdo do Universo.

PALAVRAS-CHAVE: Universo. Expansdo. Cosmologia.



ABSTRACT

During the evolution of the universe there were periods of acceleration and deceleration of its expansion.
Presently the accelerated expansion is described by the presence of the Dark Energy, which is usually
represented by the introduction of the Cosmological Constant in Einstein’s Equations. One of the
present problems of Cosmology is to supply a physical interpretation of the Dark Energy. In this context,
there are proposals for using Fermionic Fields coupled with the gravitational field that describe the
accelerated period. Recently, the interaction of fermionic, scalar and vector fields was also considered
in the description of the deceleration period. In this work we used nonlinear contact fermionic models

to describe the transition between the deceleration and acceleration periods of the universe.

KEYWORDS: Universe. Expansion. Cosmology.
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1 INTRODUCAO

No final do século XIX acreditava-se que o espago era preenchido por um meio continuo chamado
"éter", onde seria possivel a propagacao de ondas eletromagnéticas, em analogia ao comportamento
das ondas mecanicas (SOUZA, 2004). No entanto, os resultados experimentais de Michelson &
Morley (MICHELSON, |1887) mostraram a inconsisténcia desta formulacdo. Para explicar esses
resultados, Einstein propds que a velocidade da luz fosse constante, dando inicio a Relatividade
Restrita (EINSTEIN;, |1905)). Posteriormente, logo no comeco do século XX, ele generalizou sua teoria
para incluir campos gravitacionais, que denominamos Teoria da Relatividade Geral (EINSTEIN, |1915).
Essa proporciona uma nova perspectiva sobre a gravitacao, que relaciona a intera¢do gravitacional com
a curvatura do espago-tempo.

Apresentando-se como uma 6tima ferramenta, inclusive até os dias de hoje, para compreender
vdrios objetos, dindmicas e efeitos astrofisicos, como por exemplo, a existéncia de ondas gravitacionais,
que foram detectadas recentemente (ABBOTT), 2016) e (ABBOTT), 2017). A teoria da relatividade
geral necessita da existéncia de um fluido exdtico, com pressdo negativa, para ser compativel com os
dados observacionais da expansdo acelerada do Universo (PERLMUTTER, 1999)(RIESS, |1998)). Isso
pode ser modelado com a simples introdu¢do da constante cosmoldgica nas equagdes de campo de
Einstein (PEEBLES; RATRA, 2016)), que é chamado de modelo ACDM. Utilizando o modelo ACDM
podemos descrever o Universo no periodo do desacoplamento da radiacdo. Esse calculo mostra que
dois pontos do Universo hoje distantes mais que 2° nao poderia ter tido contato casual (BAUMANN),
2009). Porém dados da radiagdo césmica de fundo mostram uma grande homogeneidade na sua
distribuicdo de temperatura (BENNETT), [2013)). Para explicar esse problema Guth, Linde, Albrecht e
Steinhardt propuseram uma Cosmologia Inflacionéria (GUTH, 1981)) no inicio dos anos 80. O modelo
propde um campo escalar relacionado a energia do vicuo, chamado de inflaton, tendo a maior parte de
sua energia armazenada em seu potencial e que origina uma expansdo acelerada em um curto periodo
de tempo. Apds a inflagdo o universo € dominado pela matéria, passando para uma fase desacelerada,
visto que a formacao de matéria ocorre pela atracao gravitacional. Posteriormente, entra em uma nova
fase acelerada que é dominada pela energia escura.

Além das observacdes astrofisicas, é possivel verificar por meio do cdlculo do parametro de
densidade total do universo, onde mostram que o mesmo deve ser espacialmente plano, de acordo com
a radiac@o cosmica de fundo (BERNARDIS, 2000). Esta consideragdo aponta, também, a previsao
de que o universo permaneca em expansao acelerada. Atualmente ndo € possivel identificar a origem
e caracteristicas fisicas, exceto o seu efeito e manifestacido, o que chamamos de "energia escura".
Energia por ser uma componente que ndo se aglomera como a matéria e escura por nao transmitir
radiagdo eletromagnética. Existem na literatura diversas hip6teses do que possa ser essa energia escura,
sendo algumas delas a quintaessencia (CALDWELL; STEINHARDT, [1998), o gas de Chaplying
(FABRIS S. V. B. GONCALVES| 2002), os tdquios da teoria das cordas (PADMANABHAN, 2002) e
os campos fantasmas (CALDWELL, 2002).

Neste trabalho utilizaremos campos fermidnicos como fonte de campos gravitacionais para descre-
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ver um periodo de transicdo do universo, passando da era desacelerada para acelerada. Para isso, a
monografia foi estruturada da seguinte maneira: no capitulo dois fazemos uma breve introducgdo as
ideias da Relatividade Geral; no capitulo trés, discutimos brevemente o modelo cosmolégico padrao,
assim como apresentamos a assinatura métrica na qual trabalhamos; no quarto capitulo, fazemos uma
introducdo aos férmios e a inclusdo dos mesmos na Relatividade Geral, assim como aplicamos o0s
campos fermidnicos no Modelo Walecka que foi trabalhado, e por fim apresentamos os resultados

obtidos; no dltimo capitulo mostramos nossas conclusdes e falamos brevemente sobre trabalhos futuros.
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2 TEORIA DA RELATIVIDADE

Este capitulo iremos estudar brevemente a Teoria da relatividade de Einstein. Tem este nome
porque sugere que apenas o movimento relativo era importante. A teoria da relatividade ¢ fundamental
para descrever regimes de altas velocidades, ou seja, quando a particula se move com velocidade da

ordem da velocidade da luz.

2.1 RELATIVIDADE RESTRITA

A teoria da relatividade restrita possui dois postulados fundamentais (SCHUTZ, 2009):
1-Principio da relatividade
"Todos os observadores inerciais sdo equivalentes", ou seja, os resultados de qualquer experimento
realizado em dois referenciais inerciais sdo iguais.
2-A velocidade universal da luz
"A velocidade da luz € a mesma para qualquer observador inercial e seu valor vale ¢ = 3 x 108m/s"
Em um artigo publicado em 1905, Einstein usou as transformacdes de Lorentz como as leis
de transformacdo para altas velocidades, conseguindo assim generalizar a teoria classica. Assim
ele conseguiu explicar os resultados de Michelson e Morley que, usando um interferometro, nao
detectavam nenhum movimento relativo da Terra em relag@o ao éter (que seria um referencial absoluto).
A teoria de Einstein tornou o éter desnecessario para explicar a propagacdo das ondas eletromagnéticas.
(EINSTEIN, [1905)

2.1.1 Transformacoes de Lorentz

Ao descrever os fendmenos fisicos € importante saber relacionar seu comportamento em diferentes
referenciais. Na mecanica Newtoniana utilizamos as transformac¢des de Galileu, porém essas sao
incompativeis com o fato da velocidade da luz ser a mesma para diferentes referenciais inerciais. Para
resolver essa dificuldade, conectamos diferentes referenciais inerciais por meio das transformacgodes de
Lorentz, que consistem em rotagcdes em torno dos eixos x, y € z, € boosts nas direcdes x,y e z. Para a
relatividade restrita, vamos considerar dois referenciais com velocidade relativa constante na direcao x,

U. As coordenadas de um referencial O’ em termos do referencial O podem ser escritas da seguinte

forma:
{ = At-5a) M
= (2)
y =y 3)
7 = z, “)

1

£/ 1—v2/c?

depende apenas da velocidade v entre os referenciais. Para um estudo mais aprofundado do assunto

onde foi considerado que as direcdes y e z dos referenciais O e O’ s@o coincidentes e v =
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consultar (SCHUTZ, 2009).

Para descrever campos gravitacionais € necessario introduzir a Relatividade Geral, que veremos na

proxima seccao.

2.2 RELATIVIDADE GERAL

Para falar sobre teoria da relatividade geral devemos comecar pelo principio de equivaléncia, que
estabelece a igualdade entre um campo gravitacional e um referencial ndo inercial, através do principio

da covariancia geral.

2.2.1 Principio da equivaléncia

Segundo esse principio para cada ponto do espago-tempo sob a acao de um campo gravitacional
é possivel estabelecer um sistema de referéncia localmente inercial, onde valem as leis da relativi-
dade restrita. Experimentalmente € possivel estabelecer o principio da equivaléncia desde que fique
demonstrado que existe uma igualdade entre a massa gravitacional e a massa inercial. Devido a esse
fato, podemos anular localmente os efeitos de um campo gravitacional com a escolha adequada de

referenciais, pois todos os corpos estdo sujeitos a uma mesma aceleracdao (INVERNO, 2005).

2.2.2 Dinamica da particula

Em geral, as transformacdes de Lorentz sdao constituidas de rotacdes e boosts. As matrizes de

rotacdo em torno dos eixos z, y, e 2 sdo dadas, respectivamente, por:

10 0 0
01 0 0
R.Z’ = 5
0 0 cosf, sinf,
0 0 —sinf, cosl,
1 0 0 0
R, - 0 cosb, 0 —sind, |
0 0 1 0
0 sin¢, 0 cosb,
1 0 0 0
0 0, infd, 0
R — cos sin
0 —sinf, cosf, O
0 0 0 1

Por outro lado, as matrizes dos boosts nas direcdes z, y € z sdo:
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cosh 8, sinhfg, 0 0
B - sinh 3, coshpg, 0 0
T 0 0 10|
0 0 0 1
cosh3, 0 sinhf, 0
0 1 0 0
By = . I
sinhf3, 0 coshf3, 0
0 0 0 1
coshpg, 0 0 sinhg,
B. - 0 10 0
0 0 1 0
sinhg, 0 0 coshpg,

Os 6; sdao os angulos de rotagdo ordinaria ao redor dos eixos i, com 0 < 6; < 27, e os f3; sdo
angulos hiperbdlicos, com —oo < 3; < oo e cosh 5, = 7. Assim, podemos relacionar os referencias

O e O’ com uma notacéo matricial, dada por:
Xt = ArXY, 5)

onde A¥ é a Matriz de transformagao de Lorentz e os indices gregos tem variag@o de 0 a 3. Portanto

as coordenadas cartesianas (ct, x,y, z) = (z°, ', 22, 3) correspondem a uma coordenada temporal e

trés espaciais. No espaco-tempo plano o elemento de linha € definido por:
ds® = Nudxtdz” (6)

onde 7),,,, € a métrica de Minkowski. O elemento de linha € invariante sob transformagao de Lorentz

(&)}

No caso particular de dois referenciais com velocidade relativa constante ¢ na dire¢@o x, temos

~ —yv/e 0 0

Ab = —v/c y 00
Y 0 0 10/

0 0 01

que correspondem as equagdes (1)) e (2).

Uma aplicagdo das transformagdes de Lorentz € a equagdo da trajetéria para uma particula em
queda livre em um campo gravitacional. Considere uma particula em queda livre em um sistema de
coordenadas £“ que acompanha a particula, sendo o sistema localmente inercial:

d2 «
de =0, (7
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2 _ ds® « Lo ;
onde d7° = % € o tempo préprio da particula.

Seja, agora, um sistema de coordenadas arbitrario x* que estd imerso € em repouso em um campo
gravitacional. Podemos obter a dindmica da particula observada no referencial x* se fizermos uma

mudanca do referencial. Assim, pela regra da cadeia, temos:

d (9gde\
E(azuﬁ) =0 ®

>zt 9VES 0% dxv da*

= 0. 9
dr? Otxr  OQxtOx¥ dr dt ®)
Multiplicando por géi:, ficamos com:
d?z* ., dx¥ dat
) 10
dr? e ’ (10)
onde F,j\u € a conexdo afim definida como:
62 a h A
L (11)

v Pandry OEe

A equagdo (11) é conhecida como Equacio da Geodésica e estd associada a condi¢do que torna a
distancia entre dois pontos estacionaria, em uma variedade de Riemanniana. Portanto esta lei pode ser
obtida a partir de um argumento geométrico. Como um exemplo, suponha um espago tempo curvo, o

elemento de linha assume a forma geral
ds® = g, (2)dz"dz” (12)

onde g,,,, € o tensor métrico de Riemann. O comportamento dindmico do campo gravitacional também
¢ determinado pelos coeficientes da métrica g,,,. O comprimento de uma curva descrita por uma

particula imersa nesta variedade, entre os pontos a e b, é dado por:

b b do* dzv\

onde \ € o parametro da curva.

Pelo principio da minima agdo de Hamilton podemos fazer uma varia¢do em (13) com respeito a

Juv» sendo 05 = 0, obtemos exatamente a equagdo (11, onde:

r» _ Lo (0948 | O9us  Ogu
P = 29 oxV + oxr 98 )7 14

que € a conexao afim. Também podemos obter a conexdo afim a partir da equagdo (I1)) usando a lei de

transformacdo do tensor métrico entre os sistemas £ e z# (WEINBERG, |1972).
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2.3 RELACOES FUNDAMENTAIS

e Tensor de Riemann: ¢ a quantidade geométrica que identifica se o espago € curvo ou nao.
Podemos defini-lo como (WEINBERG;, [1972):

or’ or’
A 1B wv A T A T
Ryup = ot OB — 1ol 15 s (s)

Quando o tensor de Riemann € nulo, implica que a forma métrica fundamental descreve uma variedade
plana. Fisicamente falando, ndo h4 campo gravitacional.
e Tensor de Ricci: tnico tensor de segunda ordem que pode ser construido a partir do tensor de

Riemann. E dado por:
Ruﬁ = g)‘”R,\Wﬁ = R/ikﬁ . (16)

O tensor de Ricci é simétrico com total de 10 componentes independentes, isto devido a certas
propriedades de anti-simetria do tensor de Riemann.

e Escalar de curvatura: Contraindo o tensor de Ricci definimos o escalar de curvatura:
R=g""R,. (17)

A partir do tensor de Ricci e do escalar de curvatura, podemos escrever um tensor de segunda

ordem com derivada covariante nula, conhecido como tensor de Einstein:

G = (RW - %g‘“’R) . (18)

Este tensor possui derivada covariante nula, entao pela defini¢do temos:
— KA A
V,.G" =0,G" + T\ G" +T,G" =0. (19)
As equacdes acima também sdo conhecidas como identidades contraidas de Bianchi.

2.4 TENSOR ENERGIA-MOMENTO

Precisamos agora construir um tensor que nos dé as informagdes sobre a composicdo de matéria e
energia presentes no Universo. Para montar o tensor, vamos utilizar a densidade langrangiana £ do

campo.

y_ 00 (0L \
™= (am)) =L 20

onde:
- ¢ € um campo qualquer, seja escalar, vetorial ou espinorial;
- O tensor representa o fluxo do quadrimomento p* através da superficie de x* = constante;

- Temos também que é um tensor simétrico, ou seja, 7" = T"".
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Podemos agora entender um pouco sobre o significado fisico de cada componente do tensor. 7%,
representa a componente temporal, portanto a densidade de energia do campo. T = T% s3o as
componentes espaco temporais, portanto a densidade da i-ésima componente do momento. 7% = T7t
sd0 as componentes espaciais, portanto, tensor pressao do constituinte. Na relatividade geral, a lei de
conservacdo do tensor energia momento, em um espago tempo curvo, diz que sua derivada covariante

€ nula, ou seja:

vV, T =0. 1)

Devemos levar em consideragdo a contribuicao do campo gravitacional do tensor energia momento
para definir uma quantidade conservada. Podemos utilizar o tensor energia momento de um fluido

perfeito, que ndo possui viscosidade nem fluxo de calor, como um exemplo simples:

T = (p+p)U*U" — pg"”, (22)

onde p € a pressdo e p a densidade de energia, sendo ambas fun¢des das coordenadas espaco temporais
©wo, . . .
e Ut = dd% € a quadrivelocidade do fluido.
Na préxima sec¢do utilizaremos o tensor energia momento como uma ferramenta para encontrar as

equagodes de campo de Einstein.

2.5 EQUACOES DE CAMPO DE EINSTEIN

Como j4 estudamos as equacdes bésicas que representam a geometria do espago-tempo € o tensor
de segunda ordem com derivada covariante nula, veremos agora como se dd a relacdo entre composicao

matéria-energia e a geometria. Para isso partiremos da acdo de Einstein-Hilbert, definida como:

—c? 1 4
ST—/\/—g<167TGR+E£m>dSL’, (23)

onde \/—gd*z é o elemento invariante do espago tempo; g é o determinante da métrica; G é a constante
gravitacional; R é o escalar de curvatura (17) e £,,, = L,,,(¢"", 0,9"") é a densidade lagrangiana da
matéria. Para que os cdlculos sejam menos trabalhosos, iremos separar a acdo em duas partes, sendo

elas gravitacional e matéria, portanto:

3
S=8,+85n= C—/R\/—gd‘lx + E /ﬁm\/—gd‘lx . (24)
167G c

Utilizaremos o principio de minima ag¢do, que estabelece que a acdo possui um valor estacionario
(médximo, minimo ou ponto de sela) para a trajetéria que serd efetivamente percorrida pelo sistema em
seu espaco de configuragdo, ou seja, 0.5 = 0 (LEMOS, 2007). Fazendo a variacdo da acdo da parte

gravitacional e substituindo o escalar de curvatura, temos:
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03

S = e / " R/ =g (25)
3

05, = 1o~ G’/(Ruu\/ 909" + ¢" Ry0y/—g + ¢ /= g0 R, ) d x . (26)

Temos que d/—¢g = —% 909" \/—g, portanto a equagio fica:

JR | v=gbg"d* "' \/—go R, d'x . 27
59 = 167rG ( g“ > 909 167 G 8 @7)
Usando a defini¢do do tensor de Riemann (I5)), substituindo no tensor de Ricci (I6) e variando, temos:

96T 96T
S S ST, 40T T, — ST, — T4 T, @)

Vimos anteriormente que a conex@o afim néo € um tensor, mas € possivel mostrar que 01"/, se comporta

SR, =

como um (WEINBERG! 1972)). Portanto, podemos definir sua derivada covariante

T

85F v T T T
v, (0r7,) = mj; +I7,60), — T, 005, — T 017, . (29)

Reescrevendo (28)), temos:

SR = V,(0T),) — VA(OT),) - (30)
Substituindo (30) em (27), temos:

/ "/ =GOR 'z = / 9" V=gVu(0T7) = VAT, - 9

Como a derivada covariante da matéria € identicamente nula, podemos reajustar a equacdo, portanto:

/gwj\/—_‘g(SijdZ{ﬁE = / V _gvk(guAar;ZV - guyrzy)d4x . (32)

Sabemos agora que, pelo teorema de Gauss podemos transformar uma integral de volume em uma
de superficie que se anula nas fronteiras de integracio, pois (51“21, = 0 de acordo com o principio

variacional. Portanto:
/ V=gVa(g"ory, — ¢TI, )d e = % V=g(g"orY, — g"ér),)dSy = 0. (33)

Finalmente, a variacdo do campo gravitacional fica:

3

c 1
= — pw 4
0.5, 167TG/ (R v )59 V—gd'z (34)

onde o termo entre parenteses € o tensor de Einstein 7, Podemos agora analisar a variacdo do campo

da matéria .
Sy, = — /5(£m\/—g)d4x =

C

1

P / T,.,09" /—gd'z =0 | (35)
C
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onde 7, € o tensor energia momento dos campos fontes, definido como:

_ 2 0(V=9Ln)
T = ==V (36)

Assim, a variacao da acdo total fica:

1 TG

03
= —_ — . _ yu _ 4
08 = 083 +05m = 1o / ( Ry = 59w+ = TW) SgM/—gd*z . (37)

7z

Pelo principio de minima acao, sabemos que 05 = 0, como a variagdo da métrica dg"” € arbitrdria,

temos:

1 81G
RMV — igij + 77}“, = 0 (38)
1 8rG
R,u,u - ég;wR - _?Tuu . (39)

Esta € conhecida como Equacdo de Campo de Einstein, onde o lado esquerdo representa a deformacgao
do espaco-tempo e o lado direito é a fonte do campo gravitacional com derivada covariante nula, onde
as fontes do campo gravitacional devem obedecer a lei de conservacao do tensor energia-momento
V., T =0).

Para escrever as equagOes de uma forma mais geral, podemos introduzir um termo linear em g,,,,
ficando:

G

1
R;w - §guuR + Ag;w = _7T;w ) (40)

onde A é a constante cosmoldgica e possui um papel importante para descrever a expansdo do Universo.

Nesse caso, a acdo pode ser escrita como:

C3

5 = To7G

/(R+ A)/—gd*z. 41)
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3 COSMOLOGIA

No inicio do século XX a Cosmologia surgiu como um ramo da fisica gragas a duas grandes desco-
bertas realizadas independentemente (SOUZA| 2004). No aspecto tedrico, Einstein publicou em 1915
a Teoria da Relatividade Geral, que descreve a gravitagdo geometricamente e fornece uma ferramenta
para modelar a dindmica global do Universo. Em paralelo, Hubble mostrou experimentalmente que
o Universo estava em expansao. A seguir iremos discutir como essas duas descobertas iniciaram a

Cosmologia moderna.

3.1 LEIDE HUBBLE

Edwin Hubble (1889-1953) foi um astronomo norte-americano responsdvel por grandes descobertas
no inicio do século XX. Utilizando o telescopio do Observatério de Monte Wilson, Hubble mostrou
que, ao contrario do que se imaginava, o universo estava de fato em expansao. As galdxias estavam se
afastando uma das outras com uma taxa que aumentava com a distancia entre elas. Para tal descoberta,
ele usou uma caracteristica das galdxias que € sua velocidade radial em relagdo ao observador, a
interpretacao classica desse fendomeno € por efeito Doppler. A velocidade de afastamento provoca um
deslocamento sistemadtico das linhas espectrais, o qual pode ser medido, sendo esse o efeito de redshift.

Em primeira aproximacao estd relacionado com a velocidade de afastamento.

>
|
>
S
| <

z = ~ (Caso nao-relativistico) (D
c

A—A 1
z = 0 = /e — 1 (Caso relativistico) , 2)
Ao 1—wv/c

onde z € o desvio para vermelho (redshift), A € o comprimento de onda que observamos e A\ € o

comprimento de onda emitido pela galdxia. Assim, originou-se a chamada Lei de Hubble:

U= Hyr, 3)

onde v é a velocidade de afastamento da galaxia, 7~ € a distancia da galaxia com relagdo a Terra, e
H, é a constante de Hubble, que tem seu valor atual de Hy = 74,8 & 3.1kms *Mpc~' e 1Mpc =
3,02 x 10?2m (MADDOX, 2003)). Para cosmologia usamos um sistema de coordenadas que se move
junto com a expansdo do universo, sendo ele chamado de coordenadas comdveis. Assim, podemos
escrever a relagdo entre distancia real 7, e a distincia comodvel, chamada de 7, ja que a expansio é
uniforme:

7= a(t)z, 4)

onde a(t) é o fator de escala, que mede a taxa de expansdo do universo e por convengao, temos que

hoje t = to e portanto a(ty) = 1. Podemos agora reescrever a Lei de Hubble em termos do fator de
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escala:

T 5)

=) (©)

3.2 PRINCIPIO COSMOLOGICO

O Principio Cosmoldgico foi inicialmente formulado por Milne (1896-1950) para que pudesse
ser aplicada uma nova dinamica gravitacional para o Universo, ou seja, eles precisavam de uma
distribuicao de matéria do universo. A soluc¢do encontrada nas principais teorias cosmoldgicas
consiste na adogdo desse principio, segundo o qual o Universo em expansao deve ser necessariamente
homogéneo e isotrépico. Entende-se por homogeneidade pois as mesmas evidéncias observacionais
estdo disponiveis para observadores em diferentes posicdes do universo. E Isotropia quando a mesma
evidéncia observacional pode ser encontrada em qualquer dire¢cdo no universo em que olhemos, ou
seja, as mesmas leis fisicas se aplicam em todos os lugares. Sendo essa hip6tese valida para distancias
maiores que 10M pc(SOUZA, 2004). Uma segunda observagdo que revela propriedades importantes
sobre o universo, € a radiacao de fundo césmica, prevista por Gamow, Alpher e Herman no final da
década 40 (RIBAS| 2008)). Eles previram que quando o universo era jovem sua temperatura era alta
o suficiente para os fétons ionizarem os dtomos de hidrogénio, pois a densidade total de energia da
radiacdo obedece a lei de Stefan Boltzmann p, = ¢I™. Por outro lado a densidade de energia cai com
Pr ~ a—14, onde € o fator de escala do universo. Portanto podemos concluir que 7" ~ % Assim com essa
relacdo, temos que a medida que o universo se expandiu ele esfriou, e portanto os fétons ndo tiveram
mais energia suficiente para ionizar os &tomos. Entrando assim na era do desacoplamento, quando os
fotons se desacoplaram da matéria e passaram a viajar livremente pelo espago, formando a radiacdo
cosmica de fundo observada hoje. A radiacdo césmica de fundo pode ser detectada de qualquer dire¢ao
do espaco, e possui um espectro de corpo negro com temperatura aproximadamente de 2, 7/ (SOUZA,
2004).

3.3 METRICA DE ROBERTSON-WALKER

Uma métrica simples € composta por trés dimensdes espaciais, porém a relatividade nos mostrou
que o espaco e o tempo juntos formam uma quarta dimensao, o espaco-tempo (RYDEN]| 2003). Se
conseguimos calcular a distancia entre dois pontos no espaco usando uma métrica apropriada, entdo
conseguimos calcular a distincia entre dois eventos no espaco-tempo.

Considere dois eventos, um ocorrendo no espago-tempo (¢, 7,6, ¢), e outro em (t + dt,r + dr, 0 +
df, ¢ + d¢). De acordo com as leis da relatividade restrita, a separacdo se espaco-tempo entre esses

dois eventos é:

ds? = —c2dt® + dr? + Q2 | (7)
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que € chamada de métrica de Minkowski e o espaco-tempo que ela descreve € chamado de espaco-
tempo de Minkowski.

Quando um féton caminha no espaco-tempo ele percorre uma geodésica, ou seja, a menor distancia que
une dois pontos tal que, para pequenas variacdes da forma da curva ,0 seu comprimento € estaciondrio.
Para uma geodésica nula, ao longo de segmento infinitesimal do caminho do féton ds = 0. No

espaco-tempo de Minkowski, a trajetéria do féton obedece a relagao:

ds? = 0 = —2dt* + dr* + r2dQ? . (8)

Se o féton estiver se movendo em um caminho radial isto implica que o 6 e ¢ sdo constantes

Adt? = dr? 9)
ou d
,

— = ¢ 10

0 c (10)

Portanto, a equacgdo (/) pode ser usada apenas no contexto da relatividade restrita, onde o espaco-tempo

ndo € curvo pela presenca da massa e energia escura.

Mas, quando surgiram os conceitos da relatividade geral, os fisicos Howard Robertson e Arthur
Walker, pensaram como deveria ser a métrica para um universo homogéneo e isotrépico. Entao, de
forma paralela, ambos chegaram na equagdo hoje conhecida como métrica de Robertson-Walker, dada

por:

dr?

2 2 342 2
ds* = c“dt —a(t) 1——k7“2

+ 7r2(d6? + sin® 0dp?) | | (11)

onde:

a(t) é o fator de escala, que é uma funcéo adimensional do tempo que descreve como as distancias
crescem ou decrescem com o tempo, ela é também normalizada, portanto a(ty) = 1 no presente
momento.

k € a constante de curvatura, que € um nimero adimensional que pode assumir os seguintes valores
discretos: £ = 0 se o universo for espacialmente plano, £ = —1 se o universo tiver curvatura espacial
negativa, e k = +1 se o universo tiver curvatura espacial positiva.

t € o tempo préprio cosmoldgico.

O fator de escala descreve como o Universo que se expande ou contrai no tempo. As varidveis
espaciais (x,0, ¢) ou (r,0, ¢) sdo chamadas de coordenas comdveis de um ponto do espaco. Se a
expansao do universo é perfeitamente homogénea e isotrépica, entdo as coordenadas comédveis de

qualquer ponto permanecem constantes no tempo.

Para essa forma da métrica de Robertson-Walker, para um universo homogéneo e isotrépico, as
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coordenas comoveis ficam (2°, 21, 22, 23) = (ct, 7,0, ¢), (ISLAM, |1992)

1 0 0 0
a(t)?
Gy = 0 ) 0 0
g 0 0  —r2a(t)? 0
0 0 0 —1r2a(t)? sin®(0)
E o inverso da métrica:
1 0 0 0
kr2—1
s 0 a()? 0 0
0 0 ——TZal(t)Q 0
0 0 0 __csc(0)
r2a(t)?

Vamos agora escrever a equacao de Einstein utilizando a métrica de Robertson-Walker considerando
que a matéria € descrita por um fluido perfeito com densidade de massa-energia p e pressao p. Entdo

usaremos o tensor de energia-momento cap2), com U* = (1,0,0,0):

2

goo = 1, g = ——(1_(1,”2)
g22 = —’)”‘20,2’ g33 = —T2a2 Sin2 6 (12)
€
k2
g® =1, gn:_(l a’; )

= —(rasinf)=2. (13)

Agora os simbolos de Christoffel I'*', nos quatro grupos de acordo com seus valores 0, 1, 2, 3 do indice

ik

o = %% 9 = 2rfa(t)d'(t), 'y = %73 sin® Qa(t)d'(t) ; (14)
Fél - %%a I = (1_k+2),

[y, = —r(1 — kr?), Tiy = —r(1 —kr?)sin?0 ; (15)

re, = %% I, =1 T3 =—sinfcosf; (16)

nga = lwa Iy = %7 Fgg = cotf ; (17)
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onde d'(t) = d‘fi(tt). Substituindo os simbolos de Christoffel na equacéo cap2) ou Cap2),

obtemos as componentes do tensor de Ricci diferentes de zero. Notemos que r é adimensional

enquanto a(t) tem dimensdo de comprimento.

. =3d"(1)
Ry = O (18)
~ (a(t)a”(t) 4+ 2d'(t)* + 2¢%k)
Ry = (1 —Fkr?) : (19)
Roy = 7r?[a(t)a’(t) + 2d'(t)* + 2¢°K], (20)
Rsz = r?sin®0a(t)a”(t) + 2d/(t)* + 2¢°k] . 1)

Podemos agora escrever as equagdes de Einstein (40}cap2) observando que as componentes da
quadrivelocidade sdao as mesmas do vetor contravariante U, = (1,0, 0, 0), portanto as componentes
diferentes de zero do tensor 7}, sdo:
t 2
Too = p, Ty = %,
Too = prea(t)?, Tsz = pria(t)®sin®6 . (22)

Portanto as componentes 00 e 11 da equacdo de Einstein podem ser escritas, respectivamente:

2
3(d () + k) = %GCL;L@) , (23)
2
2a(t)a" (t) + d' (t)* + kc* = —&TGCL;L@) : (24)

Para chegar nesses resultados, multiplicamos a componente 00 de (@]—capZ) por a(t)? para achar ,
e para as componentes 11 = 22 = 33 de cap2) multiplicamos por (kr? — 1). Obteremos agora a

expressdo de conservagdo do Tensor energia momento. Usando (21}cap2), temos:

dTH
dzv

FTET™ 4T TH =0, (25)

onde as componentes do tensor 7" contravariante diferentes de zero sdo:

00 1 p(1—kr?)
T =P, Tl =1 a(t)2 )

T3 = —2 - 26
[’I“Cl(t)]Q ) [rasin ]2 (26)

E utilizando os simbolos de Christoffel representados nas equagdes (I4)-(I7), podemos reescrever a

(25)) como:

"t
p’+3(p+p>‘;((t)) -0, 27)

com p = 0 em (25). A equacdo (27) é uma consequéncia de (23) e (24), e pode ser encontrada a partir

das mesmas.
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4 MODELOS FERMIONICOS

Iremos introduzir campos de matéria em nosso modelo de universo para estudar o seu efeito na
taxa de expansdo. Para isso, é necessario introduzir um campo espinorial ) que descreve a matéria

barionica.

4.1 FERMIONS

Os férmions s@o particulas de spin semi-inteiro representadas por um objeto matemético chamado
espinor, sendo este um tipo de campo fisico que generaliza os conceitos de campos vetoriais e tensoriais.
Na teoria quantica de campos, um campo fermidnico € um campo quantico cujo quantum € o férmion,
isto €, obedece as estatisticas de Fermi-Dirac(EDWARDS] 1981)). O exemplo mais proeminente do
campo fermidnico é o campo de Dirac, que descreve férmions de spin—1/2 de: elétrons, prétons e

quarks.

Na préxima secdo iremos estudar a equagdo de Dirac e sua aplicacdo no modelo Walecka.

4.2 A EQUACAO DE DIRAC

A equagdo de Dirac é uma equacao de onda relativistica proposta por Paul Dirac em 1928 que
descreve com sucesso particulas elementares de spin — % como o elétron. A equagdo de Dirac é uma
equacao de primeira ordem, que eliminou o problema na definicdo de densidade de probabilidade,
problema este apresentado pela equacdo de Klein-Gordon por ser uma equagdo de segunda ordem
nas derivadas temporais e espaciais. Para encontrarmos essas equagdes partiremos de um cendrio ja
conhecido, sem aceleracdo, onde os campos se transformam de um referencial inercial a outro segundo
as transformacoes de Lorentz (RIBAS, |2008):

TP (2') = ASAPT OV (z) | (1)

onde A sio as matrizes de Lorentz e a equagio (E'[) representa a lei de transformac@o de um campo
tensorial.

Para um espacgo-tempo plano, a lagrangiana que governa o campo fermionico € dada por:
7 - - _
£ = L1070 = (Du)y"0] — b~V @

que é a Lagrangiana de Dirac, onde m é a massa do férmion, ¢ = 117" é o adjunto do espinor v, e
V' a densidade potencial de auto interagdo do campo fermidnico. Agora, precisamos fazer algumas
generalizagOes para podermos estudar os campos acima, via principio da covariancia geral.

1- Substituimos o tensor de Minkowski 7, pela a métrica g,,,.;

2- Trocamos as derivadas ordindrias 0, por derivadas covariantes V,,;

3- Trocamos A%, (grupo de Lorentz) para gi—; (grupo de transformagao geral), onde £* sdo as coorde-
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nadas do referencial inercial local e 2 sdo as coordenadas do referencial ndo inercial.

Portanto podemos generalizar a lagrangiana para o espago-tempo curvo como sendo:

L= %[va — (Vo) THp] — mapp =V, 3)

onde I'* = e#~* sdo as matrizes de Dirac no espago-curvo. Assim, a a¢do fica:
i - _ _
S = / dx'\/—g {§[¢Fﬂvu¢ — (V) TH] — mapnp — V} : 4)

Agora estamos trabalhando na presenca de um campo gravitacional e podemos extrair informacoes
importantes sobre os campos utilizando (4).

Variando a a¢do com relag@o ao tensor métrico:
T — i[@r#vw + QT — VYT — VEIT Y] — g, L] (5)

que € o tensor energia momento para o campo fermidnico em um espago-tempo curvo. Variando, entdo,
a acao @ com relagdo a 15:
av
"V, —mip — — =10 6)
p —my — i (

que é a equacgao de Dirac. E variando em relacao a 1:

- - _av
zV#wF“ + m¢ + @ ==

que representa a equagdo conjugada na presenca de um campo gravitacional. Note que a equagdo de

0, (7

Dirac € de primeira ordem e invariante sob transformacgdo de Lorentz.
Suponha que quiséssemos fazer o mesmo para um campo escalar. Terfamos termos como v*J,¢ + ...,
que inclui um vetor v* que nao € invariante de Lorentz. Para espinores, v fazer esse papel. Portanto,

da equacao de Dirac, temos:

(70 —m)y = 0
(i'VVav + m>a6<i7#au - m)ﬁﬁbﬂ =0 (8)
(00" +m*)p = 0, 9)

onde @) ¢ a equacdo de Kein-Gordon. A equagio de Dirac mistura as componentes do espinor ¢(x),

por outro lado, cada componente deve satisfazer a equagcdo de Klein-Gordon separadamente.

4.2.1 Solucoes de Particula livre da Equacao de Dirac

Vamos estudar solugdes da equacao de Dirac, uma vez que 1) € solucio da equacdo de Klein-Gordan,
sabemos que ela pode ser escrita como combinagdo linear de ondas planas. Para p® > 0 — ¢ (z) =

u(p)e~?*, onde p*> = m? e u(p) é um espinor de quatro componentes. Substituindo na equagdo de
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Dirac:
(v“pu—m)U(p)=< L >U(p)=0,
puct  —m
onde
0 "
ot = (1,6), o= (1,-0), "= ) up =
ot 0 U9
Temos:

(p-0)uy = muy

{ (p-o)ug = muy

onde o sdo as matrizes de Pauli definidas como:
S 01 52— 0 —1 o5 1 0
10/’ i 0 ) 0 —1

m-uy = (p-o)(p-o)uy . (10)
Portanto temos:
(p-o)p-a) = (po—p-)(po+7-3)=p;—pipjo'o’
{007} = 209

(p-o)(p-5) = p§—pip;0” =pupt =m". (11)
Uma relacdo implica na outra. Seja o Ansatz:

u = (p-o)¢ (12)
uy = m&, (13)

entao

Escolhendo A = = e ¢ = /p-G¢.

4.3 MODELO WALECKA

Dados observacionais nos dizem que o universo esta se expandindo de maneira acelerada. Uma
maneira simples de obter essa expansdo acelerada € introduzir a constante cosmoldgica nas equagdes
de Einstein.

Para descrever férmions em um espago-tempo curvo devemos utilizar um sistema de coordenadas
localmente Lorentziano. Assim, em cada ponto do espago vamos definir um espago tangente localmente

plano, cujas coordenadas e, sdo chamadas de tetradas e definidas como:

ds® = 126" (14)
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onde 0 = ejdz, n. = (+1,—1,—1,—1) é a métrica de Minkowski. Utilizando a métrica de

Fridman-Robertson-Walker em coordenadas cartesianas, temos:

ds® = dt* — a(t)*(dx* + dy® + dz*) , (15)
e as tetradas sio:
0 _ 50 i _ i
e, =0, €,=a(t)d, . (16)

A derivada covariante € descrita em termos da conexao de Spin:

wzb
V=0t o, (17
1
Z]ab = 5[7(17 ’Yb] 5 (18)

onde * sdo as matrizes de Dirac, dadas por:

1 0
0 _
i 0 o
’y - —O’i O )

onde cada elemento é uma matriz 2 X 2, e o° sdo as matrizes de Pauli.
As matrizes de Dirac satisfazem a algebra de Clifford {~v*,77} =", e {v',77} = 7"/ + y/7". A
conexao de spin é dada por (PAULA A. CHAVES, 2017):

a 1 va 1 v a a 1 a T
Wi = €7 (Duey — Dyey) — 5" (Ouey — Dyey) — ST (Oyere — Orepe) (19

Para a métrica de Friedman-Robertson-Walker, as componentes ndo nulas da conexao de spin sdo:

W' =W =W =d(t) (20)

w? =w =w =—d(t). (21)

Vamos supor que o campo fermidnico dependa somente do tempo, para preservar a isotropia e
homogeneidade de nosso modelo.

A equacio de Dirac nessa métrica fica:
(iI'"V, —m)y =0, (22)
onde I'* = e#~* sdo as matrizes de Dirac no espago-curvo e m a massa do férmion.

Nosso objetivo € usar o modelo de Walecka ndo linear para descrever a dinaimica de um campo
fermionico e verificar se a evolu¢ao do Universo pode ser explicada pela presenga desse campo. Assim,

utilizaremos a seguinte acao:



5= / d'ey/=g {( R+ 0TV, — 5 (V MF%)—%(W)?——

Temos entao:

0 0 i1 i
I =~7, F—my.

Portanto utilizando a métrica, temos:

1
D'V = D0+ Jwp San)v
11
— 0 7 abz
’730¢+4a(t)7w X0
, L1,
= Y+ =—=2d'(t)(v'7"° + ¥ + )
4a(t)
3d(t)
_ 0 / 0

Com esses resultados podemos obter agora a equacio de Dirac:

3d(t)
2 a(t)

ELAON {1/2< 1) ()20 + ( )(W)v +3( 0 ) () + ( )(W) }

2 a(t)

Yot {1/2< ) (@)% + ( )(www +3( 4 ) (G0
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(23)

(24)

N
1) oy
(25)

(26)

Vamos multiplicar a equacao por 1) e somar com a equacio multiplicada por 1, obtendo:

/
_ _ ) -
G+ g+ 300
a(t)
Fazendo ) = 7, temos:
d /
dy _ _5d(®) y
dt a(t)
1 dy
L 1
y dt 3d oga
d dl
Yoo 3 / a8
Y dt
Portanto
y= _3a

onde A é uma constante.

27)

(28)

(29)

70} Y=

Y=

0

0.
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Escrevendo em termos dos espinores, temos:

A
by=2 (30)

Utilizando a métrica de Fridman-Robertson-Walker em coordenadas cartesianas([I5), as componentes

dos Tensores de Ricci ndo nulos se tornam:

a//(t)
p— _— 1
Roo ) (31)
Riy = Ryy = Rz = 2d/(t)* +a(t)a’(t) . (32)
O escalar de curvatura fica: (1) ")
a a
R:_6<a(t)2 + a(t)) . (33)
E a equacdo de Einstein (39cap2) da origem a duas equagdes:
dB\* _ o
3 ( (D) ) = T, (34)
a'(t) ’ a"(t) 1 2 3
- —= ) = 1T;=T;="T.
(7) + (o e )

onde foi usado um sistema de unidades no qual 87G = 1 e ¢ = 1. Considerando o tensor energia-

momento de um fluido perfeito (22):

0 = p (36)
T'=T;=T; = —p, (37)

onde p(t) é a densidade e p(t) é a pressdo do fluido. Portanto as equagdes de Friedman-Robertson-
Walker sdo:

3 (“'“))2 — (38)

(i) + (i) = -

Podemos obter a equacdo para a aceleracdo do universo a partir das equagdes (38) e (39) como sendo:

CZ;(E)) = —%(p +3p) - (40)

Utilizando a lagrangiana da matéria como fonte do campo gravitacional, podemos calcular o tensor
energia-momento associado:
0Ly 0Ly

70 = IEM g IEM g b Lt 41
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A densidade de energia da fonte gravitacional é

T = p= 1209 + S0P + S0P + Lyt 2)
E a pressdo associada ao campo fermidnico €
T =T =T} = —p= -2 (—%) W) = S — 2L ey — 3 eyt @)

Substituindo a equagdo (30), temos:

Al/2 a A2 BA3 ,VA4

PT ar Ty W T an 9
A2 A? B A3 v A
p = —TIW+§E+2§E+31W . (45)
4.4 RESULTADOS
Nosso objetivo agora € resolver a equacgao diferencial

a”(t) 1
=—— 3 46
o) (P +3p) (46)

para a densidade e pressdo dadas por (#4) e (#5).
Como condi¢do inicial, utilizaremos para o fator de escala e sua derivada a(0) = &/(0) = 1.

Escolhendo os pardmetros A = 1 e a = —1, temos

a”(t) 1L/ n 1
at) ~ 6 (—/ ‘25) | @7

Na figura 1 mostramos a solu¢cdo numérica da equagdo diferencial para 3 valores distintos de 7, onde o

nosso zero referencial estd colocado a partir do periodo pds inflacionédrio. Vemos que nossa solucao
apresenta um fator de escalar que cresce com o passar do tempo, o que significa que o Universo esta
em expansdo. Na figura 2 apresentamos a derivada segunda do fator de escala. Nosso modelo nos
fornece uma regido de transi¢do entre o universo desacelerado/acelerado, que podemos interpretar

como a transicao entre o reaquecimento do Universo e a Era dominada pela Energia Escura.
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Figura 1 — Fator de escala do Universo em fun¢do do tempo em unidades naturais para n = —0.9
(linha sdlida), n = —1.5 (linha tracejada) e » = —1.8 (linha pontilhada).

Fonte: Produc¢do do préprio autor.

Figura 2 — Derivada segunda do fator de escala do Universo em funcio do tempo em unidades naturais
para 7 = —0.9 (linha sélida), » = —1.5 (linha tracejada) e » = —1.8 (linha pontilhada).

0.2}

01} }

©

0.0}

-0.1]

Fonte: Produc¢do do préprio autor.
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5 CONCLUSAO

Neste trabalho fizemos uma breve introducao a Teoria da Relatividade, deduzindo a equagdo
de campo de Einstein a partir da acdo de Einstein-Hilbert. Foi realizada uma revisao sobre alguns
conceitos cosmoldgicos e obtivemos as equacdes de Friedman, que descrevem a evolucdo do Universo.
Os dados observacionais atuais mostram que o Universo teve vdrias Eras desde o Big Bang, passando
por um periodo inflacionédrio, de reaquecimento e de expansao acelerada.

Em particular, estamos interessados em investigar o periodo entre o fim do reaquecimento e o inicio
da expansao acelerada do Universo. Para isso utilizamos campos fermidnicos como fonte do campo
gravitacional. De maneira mais especifica, utilizamos o modelo de Walecka ndo-linear para descrever
a dindmica de um campo fermidnico e verificamos se essa transi¢ao poderia ser descrita pela presenca
desse campo. Por simplicidade, utilizamos uma intera¢do de contato, que € obtida quando a massa do
méson trocado vai para o infinito.

A partir da solugdo numérica da equagio (6], foi possivel perceber que os campos fermidnicos de
fato podem ser responsdveis pela transi¢io entre o fim da inflacdo e o inicio do periodo de expansdo
acelerada do Universo. Para isso, basta ver na figura 2 que temos uma regido de aceleracdo negativa e
outra de valores positivos, representando um Universo com expansado desacelerada seguido de uma
expansdo acelerada. Em particular a figura 1 mostra que nesse modelo temos um Universo que estd se
expandindo ao longo tempo.

Para trabalhos futuros estamos interessados em estudar em mais detalhes outros periodos da
evolucdo do Universo. Especificamente, devemos obter uma expansao acelerada (relacionado a
inflacdo) antes do periodo de reaquecimento. Para isso introduziremos modelos hadronicos realisticos
que sdo utilizados para descrever a matéria nuclear (M.DUTRA O. LOURENCO, 2014).
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