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Resumo

Utilizamos a Matemdtica como ferramenta para a andlise de processos biolégicos relacionados
ao desenvolvimento do microambiente tumoral do cancer de pulmdo de células ndo pequenas
(NSCLC), supondo um modelo matematico de Equacdes Diferenciais Ordinarias (EDO). Apre-
sentamos os conceitos de cancer como doencga, a heterogeneidade celular da composi¢do do
microambiente tumoral e a heterogeneidade epigenética das células macréfagas e exploramos as
dindmicas das relagdes entre elas, as células citotdxicas T CD8+ e as células da neoplasia através
da andlise matematica do sistema dindmico que as modelam. Os resultados obtidos mostram
que a taxa de apoptose dos macrofagos de caracteristicas pro-tumorais desempenham um papel
fundamental na estabilidade local dos pontos de equilibrio do modelo matematico proposto.
Além disso, a hipdtese que consideramos sobre a importancia das células T CD8+ no auxilio as
células macréfagas para o controle do volume tumoral indica uma possibilidade de imunoterapia

que contempla ambas de forma eficaz.

Palavras-chave: Cancer de Pulmao, Equagdes Diferenciais Ordindrias, Modelagem Matematica,

NSCLC, Macroéfagos, Sistema Imune, Imunoterapia.



Abstract

Mathematics is used as a tool to analyze biological processes interconnected to the tumor
microenvironment development of non-small cell lung cancer (NSCLC), considering an Ordinary
Differential Equation (ODE) model. The concepts of cancer as a disease, the cell heterogeneity of
the tumor microenvironment composition and the macrophage cell epigenetic heterogeneity are
presented, and the dynamics of the relations between them, the cytotoxic T cells and the neoplasm
cells, through the mathematical analysis of the dynamic system that models them were explored.
The results obtained exhibit that the apoptosis rate of the macrophage cells which present pro-
tumor characteristics, play a key role in the local stability of the mathematical models’ equilibrium
point suggested. Furthermore, the hypothesis considered about the importance of the T CD8+
cells assisting the macrophage cells to control the tumor volume indicates a immunotherapeutic

treatment possibility that considers both cells effectively.

Keywords: Lung Cancer, Ordinary Differencial Equations, Mathematical Modelling, NSCLC,
Macrophages, Immune System, Immunotherapy.
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1 A Matematica e o Cancer

Neste capitulo, discorreremos sobre temas envolvendo modelagem matemadtica, conceitos
de biologia do cancer e de tratamentos que fundamentam resultados obtidos e que serdo discutidos

nos proximos capitulos da tese.

1.1 Introducao

Nesta introdu¢do apresentaremos como a Matemaética pode ser utilizada como ferramenta
para discutir processos bioldgicos que envolvem o crescimento tumoral. De modo particular,
escolhemos desenvolver um modelo matemético para o cancer de pulmao, que se apresenta como
um dos canceres com maior indice de mortalidade no Brasil, segundo Brasil (2021). Mas, de
modo geral, os conceitos e ideias desenvolvidos e discutidos durante nossa investigacdo podem
ser ampliados para outros tipos de canceres, sempre tomando cuidado com as premissas supostas
sobre o objeto que se modela, a concep¢ao do modelo e as ferramentas mateméticas utilizadas.
Por isso, nesse sentido, € importante que conhecamos cada aspecto que envolve nosso estudo,
desde a natureza do objeto que se modela, até os fundamentos das ferramentas que usaremos

nesse modelo.

No primeiro capitulo nés apresentaremos conceitos que sao fundamentais para atingirmos
nossos objetivos. Discutiremos sobre o que define um modelo matematico — e seu objetivo em
si — e alguns aspectos sobre o cancer: do ponto de vista genético e da sua patologia e fisiologia.
Esses conceitos e fundamentos se mostrardo suficientes para concebermos um modelo para o

cancer de pulmao, no Capitulo 2.

No Capitulo 2, estudaremos os aspectos matematicos que envolvem o modelo, que serd
construido usando EDO. Esses aspectos nos dardo um guia para nossa investiga¢ao e formulagdo
de hipdteses sobre a dindmica dos processos bioldgicos que envolvem o crescimento tumoral do

cancer de pulmao.

Algumas das hipéteses serdo exploradas no Capitulo 3, quando simularmos alguns
cendrios e ambientes para observarmos sua coeréncia com o que conhecemos sobre o assunto.
A partir desse ponto, faremos algumas considera¢des do que foi discutido e apontaremos as

proximas agoes para a conclusdo desse estudo.



Capitulo 1. A Matemdtica e o Cancer 2

No quarto capitulo, apresentaremos modificacdes no modelo mateméatico proposto no
Capitulo 2 para analisarmos os efeitos da imunoterapia escolhida para o cancer de pulmao,
comparando os resultados obtidos através de simula¢des com os resultados discutidos no Capitulo

3, de modo sistémico.

Dessa forma, no Capitulo 5, discutiremos os resultados apresentados nesse trabalho de

modo geral e apontaremos os temas que dao continuidade a linha de pesquisa desse estudo.

Este trabalho, ainda, conta o Apéndice A, no qual apresentamos os calculos da andlise de
estabilidade local para os pontos de equilibrio referentes ao sistema de Equacdes Diferenciais
obtido do modelo matematico para cancer de pulmao apresentado no Capitulo 4, obtendo seus

respectivos autovalores e autovetores.

1.2 Modelos Matematicos

Usando um diciondrio da Lingua Portuguesa, encontramos em expressdes como “réplica,
em tamanho natural ou em escala, de alguma coisa” uma defini¢do para a palavra modelo
(MODELO, 2021). Contudo, essa definicao € insuficiente para descrever o conceito do que
realmente queremos com o chamado Modelo Matemético. Na verdade e em suma, o objetivo de
um modelo matemadtico encontra seu fim na reflexdo sobre uma parte da realidade que observamos
por interesse, na tentativa de explica-la ou entendé-la (BASSANEZI, 2002).

E nesse sentido que nos apoiamos 4 Teoria dos Registros de Representacdes Semi6ticas,
desenvolvida pelo fil6sofo e psic6logo Raymond Duval, para entendermos o Modelo Matematico
como um esquema representativo do objeto observado, utilizando, ele préprio, representagcdes
de outros objetos (matematicos) com a finalidade de nos fazer apreender a ideia ou o conceito

associado aquilo que se estd sendo esquematizado nele.

De fato, Silva e Almeida (2009), nos apontam que essa ideia de utilizar representacdes
em “linguagem matemadtica” para conceituar ou idealizar objetos € a prépria funcio dos signos,
dentro dos conceitos da Semidtica Peirceana, caracterizada pelo pesquisador Charles Sanders
Peirce (1839-1914). Basicamente, Pierce se preocupou em fundamentar uma doutrina filoséfica
geral e analitica capaz de compreender o estudo da produgdo do significado e sua relacdo com o
conhecimento, retomando o conceito de semidtica relacionada a Logica concebida como filosofia
cientifica da linguagem (SANTAELLA, 2008 apud SILVA; ALMEIDA, 2009).

Na Semidtica Peirceana, o signo toma lugar da coisa que ele representa e se torna, também,
uma coisa. Portanto, percebe-se como indispensavel a presenga de alguém que o interprete, para
que o signo exista e possa cumprir sua fun¢do de representante da coisa a se idealizar. De acordo
com Almeida (2011), o signo ndo € o objeto, ele estd no lugar desse objeto e sé existe se o puder
substituir, em representacao, porque o objeto € inacessivel a percep¢do humana e precisa do signo

para torné-lo presente ao interpretador.
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Para Peirce (2005 apud ALMEIDA, 2011), o signo € composto por trés conceitos: o
representamen, o interpretante e o fundamento do representamen. O representamen € o que
representa algo para alguém, sob algum aspecto. A natureza do representdmen € ser dirigido a
alguém que, em sua mente, cria um outro signo equivalente ou, até mesmo, mais desenvolvido
dessa representacdo. Por sua vez, o interpretante é exatamente esse signo equivalente que foi
criado na mente desse alguém ao qual o representidmen se dirige. E, finalmente, esse alguém
passa a ter a ideia do objeto representado, ndo em sua totalidade, mas sob algum aspecto que €
apreendido por esse alguém. Por isso, inclusive, o fundamento do representamen ndo pode se
confundir com o préprio objeto em equivaléncia, porque ele ndo o € por completo, € apenas uma

idealizagao desse objeto.

Esse aspecto da Semidtica Peirceana se assemelha com a ideia de signo de Platdao, embora
ainda hajam diferencas considerdveis. Segundo Barbosa e Descardeci (2012), a ideia de signo
por Platdo nos mostra que o estudo da palavra ndo nos revela a verdadeira esséncia da coisa que
ela representa, porque o ambiente das ideias € intangivel ao individuo. Dessa forma, ninguém, de
fato, poderia ter acesso a todos os aspectos do objeto através de seu signo, nem de outra forma,
porque a ideia do objeto existe, perfeita, nesse ambiente onde ninguém tem acesso e, assim, o que
conhecemos € apenas uma representacdo incompleta dele. No entanto, Platdo limita a ideia de
signo, por exemplo, a representagdes verbais, enquanto a ideia de signo na Semidtica Peirceana
se estende para além dos verbais e isso traz para a Semidtica, como ciéncia da cogni¢ao, uma
fundamentagdo maior.

Em nossas consideracdes, nos restringiremos aos signos verbais, afinal a “linguagem
matemadtica” € uma representacdo verbal. Na verdade, podemos encarar a comunicagdo mate-
maética como feita por representagdes, através de signos: esse signo € uma representacao do
objeto matemadtico que usamos para idealizarmos parte de seus aspectos. Inclusive, é peculiar do
processo de ensino e aprendizagem em Matemadtica entendermos que ndo se ensina e aprende

objetos matematicos, mas sim seus signos e suas representacoes (SILVA; ALMEIDA, 2009).

Nesse sentido, é importante percebermos que certos objetos mateméticos possuem di-
Versos signos que o representam sob algum aspecto e, em parte, isso influencia a percepcao
e o estudo que o interpretador tem e realiza do objeto matemético representado. Por sua vez,
cada representacdo semidtica diferente carrega consigo um sistema de registros diferentes, mas
relacionados, dai a drea de interesse da Teoria dos Registros de Representagdes Semidticas em
Matematica (DUVAL, 2003 apud SILVA; ALMEIDA, 2009).

De acordo com Duval (2004 apud SILVA; ALMEIDA, 2009), observado o contexto da
pluralidade de representacdes semidticas e sua influéncia na atividade cognitiva do interpretador,
€ necessario distinguir os conceitos de semiosis e noesis: enquanto a semiosis compreende
a apreensdo ou producdo de uma representacdo semidtica, a noesis compreende a apreensao
conceitual do objeto ou de uma inferéncia sobre ele. E, também, nesse sentido, que tentamos

trazer alguma luz sobre a natureza dos Modelos Matemadticos.
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Entao, se objetivo de um Modelo Matematico € criar uma representacdo de um objeto
com a finalidade de entendé-lo sob o ponto de vista dos objetos matematicos, precisamos saber
que o faremos no processo de semiosis, para que atinjamos a noesis. Inclusive, é no ambito da
semiosis que se encontra a Modelagem Matemadtica: a apreensao e produgdo da representacao
semidtica de um objeto a ser idealizado, compreendido, e que depende de como o interpretador
encara o objeto e de quais representagdes semioticas ele conhece de outros objetos matematicos

que utilizara.

Também € importante destacar que € a semiosis que determina a condicionalidade em que
se desenvolverd a noesis, de modo que nao ha noesis sem semiosis. Nesse contexto, vale ressaltar
a importancia da pluralidade da Modelagem Matematica e de como a constru¢do do modelo
— que também € um signo — é afetado pela percep¢ao da pessoa que a exerce, influenciando
no aspecto apreendido pelo sistema de signos escolhidos para sua representagdo semidtica e,
consequentemente, influenciando a obtencdo daquela noesis para que se acesse o significado

contido no signo (interpretante).

Dessa forma, parece justo tentarmos definir o que ¢ um modelo matematico fundamentan-
do-o0 nos conceitos de Semidtica considerados até aqui. Portanto, de acordo com Duval (2003),

podemos definir um modelo matematico como abaixo.

Definicao 1.1 (Modelo Matemadtico). Conjunto de signos coesos de um registro de representacoes

semioticas em Matemdatica.

Assim definido, como consequéncia, podemos fundamentar algumas das afirmagdes que

normalmente pontuamos a respeito dos modelos mateméticos, como, por exemplo:

* Um modelo matemadtico representard uma simplificacdo da realidade, tomando-a como

objeto a ser idealizado num processo de significacdo e obten¢ao de significado;

* Um mesmo objeto pode, em alguns casos, ser representado por modelos matematicos com

representacoes distintas, mas equivalentes em seu significado;

Segundo Almeida (2011), ainda, € preciso notar como o modelo matemaético se aproxima
do conceito de metéfora, justamente por compartilharem conceitos em Semiética. Nesse aspecto,
a modelagem matematica estaria interligada com o conceito de construcao de uma metafora e o

processo de obtencao de significado também funcionaria de forma semelhante entre elas.

E neste sentido que discutiremos Modelos Matemdticos em Biomatematica, em particular,
no desenvolvimento tumoral, durante os proximos topicos. Também € nosso objetivo, sempre que
apresentarmos ferramentas matemadticas para o desenvolvimento desses modelos, antes de mais
nada, entendermos que elas também sdo signos que pertencem a um sistema de representagcdes

semidticas em Matematica.
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1.3 O cancer: estimativas no Brasil para o triénio 2020-2022

O Instituto Nacional do Cancer José Alencar Gomes da Silva (INCA) é um 6rgao auxiliar
do Ministério da Saide para a coordenacao e desenvolvimento de acdes integradas de controle
e prevenc¢ao do cancer no Brasil. Para realizar suas acdes, o INCA presta assisténcia médica e
hospitalar direta e indiretamente a pacientes com cancer através do Sistema Unico de Satdde (SUS),
além de manter um centro de pesquisas que conta com dois programas de Ps-Graduagao stricto
sensu, relacionados a Oncologia e a Satide Publica, e em diversos outros niveis da Educacao. E
do trabalho de pesquisa do INCA que levantamos alguns dados preliminares que nos chamam a

atencdo e, em parte, fundamenta o nosso trabalho nessa sec¢ao.

O INCA divulgou, em 2020, estimativas sobre a incidéncia de novos casos de cancer para
o Brasil no triénio de 2020 a 2022: 625 mil novos casos sdo estimados para cada um dos anos
desse tri€nio. Desse total, o cancer de pele ndo melanona terd a maior incidéncia — estima-se 177
mil novos casos — e as demais incidéncias seguem estimadas como exibido na Figura 1 (BRASIL,
2019).

INCIDENCIA DOS TIPOS DE CANCER

M Homens Mulheres

Outras LocalizagGes 21,27% - 19,00%
Pele Melanoma 1,86%- 1,90%
Corpo do Utero 2,93%
Leucemias 2,62%- 2,19%
Sistema Nervoso Central 2,60%- 2,34%
Glandula Tireoide 1,02%l 5,36%
Linfoma ndo Hodgkin 2,91% - 2,44%
Linfoma de Hodgkin 0,70% [ 0,47%
Oviério 2,98%
Esofago 3,85% I 121%
Bexiga 336% I 1,37%
Laringe 2,86% [ 0,53%
Cavidade Oral 4,96% I 1,80%
Estbmago 5,91% [ 3,53%
Célon e Reto 9,09% [N 9,17%
Traqueia, Bronquio e Pulmao 7,86% _ 5,58%
Colo do Utero 7,49%
Mama Feminina 29,71%

présota oy

Figura 1 — Incidéncia estimada de novos casos de cancer em cada ano do tri€nio 2020-2022 para
ambos os sexos (BRASIL, 2019).

Intrinsecamente ligados aos dados de novos casos, estdo os dados sobre a mortalidade
dessa doenca. Ainda, de acordo com as tabulagdes apresentadas em Brasil (2021), no Atlas
On-Line de Mortalidade relacionadas ao cancer, publicado pelo INCA, foram declarados 232.040
6bitos no Brasil durante o ano de 2019, o que representa 17,16% de todas as mortes registradas

no pais para o ano.
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Os dados abordados, portanto, revelam a importancia que possui a pesquisa cientifica
acerca do cancer e que € necessdrio entender a patologia da doenga para que possamos propor
intervencdes que possam contribuir com a melhora significativa das a¢des do combate preventivo
e de controle ao cancer (BRASIL, 2019).

Nesse sentido, a Matemaética tem muito a oferecer as pesquisas nessa drea da Medicina,
assim como as demais dreas da ciéncia que, a priori, por um costume cultural-educacional, sdo

tratadas modularmente, como incomunicaveis.

A ideia de tomarmos o conceito de Modelo Matematico como um signo, como vimos
na se¢do anterior, nos da a oportunidade de olharmos para o cancer de modo mais objetivo e
para um ou alguns aspectos que nos interessam, nao para dar uma solu¢do definitiva ao assunto
ou simplesmente para corroborar com o conceito tomado pelo tratamento A ou B, mas para
fornecer mais um “angulo de visdo” sobre 0 mesmo objeto, indicando possiveis caminhos ainda

nao considerados.

Antes, porém, € necessdrio entendermos quais as contribui¢cdes que a Matemadtica e as
demais ciéncias podem fornecer ao estudo do cincer. A Modelagem Matematica, por exemplo,
nunca fornecerd um modelo que substituird a doenca observada em todos os seus aspectos pato-
16gicos: a modelagem se concentrard em uma visao reducionista do problema, com um objetivo
especifico, tomando como produto um modelo que ndo substituird o sistema real modelado, por
mais complexo que o modelo se apresente a sua andlise matematica e/ou computacional. No
entanto, o modelo pode se apresentar como ttil para entendermos o funcionamento da dindmica

que envolve as varidveis articuladas nele.

Por outro lado, também € importante que a modelagem ocorra de modo coerente em
relacdo ao que se observa. No caso, alguém que se proponha a apresentar um modelo matemético
para o cancer, precisa compreender aspectos da fisiologia da doenga observada. Iniciaremos,

entdo, um breve estudo introdutdrio sobre a fisiologia do cancer na préxima sec¢ao.

1.4 O cancer: aspectos introdutorios da fisiopatologia

E importante entendermos que o cAncer é uma doenca genética: ela acontece no Ambito
celular e devido a mutagdes ocasionadas nos genes que compdem o dcido desoxirribonucleico
(DNA) pela sua exposicdo aos agentes cancerigenos através do tempo. Por isso, inclusive, € uma
doenca associada ao envelhecimento, embora ndo exclusiva de pessoas com mais idade. Segundo
os dados publicados pelo INCA, em 2019, cerca de 87% dos 6bitos declarados como relacionados

ao cancer sdo de pessoas com 50 anos de idade ou mais (BRASIL, 2019).

Da fisiologia celular, sabemos que os genes sdo sequéncias especificas do DNA e que
essas sequéncias constituem cédigos para a sintese proteica. Por sua vez, quando sintetizadas,

essas proteinas possuem fungdes determinadas nas células e no corpo, como a de catalizadoras
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de reagdes quimicas (enzimas), de compor o sistema imune como anticorpos, de transportar
oxigénio através do sangue (hemoglobina), entre outras fun¢des. Em especial, existe uma familia
de proteinas que pode nos servir como exemplo para entendermos a fisiopatologia do cancer em

alguns aspectos: a ciclina.

A ciclina € uma familia de proteinas associadas a regulacdo do ciclo celular e sio com-
postas por quatro tipos bdsicos no corpo humano: as ciclinas G1, ciclinas G1/S, ciclinas S e
ciclinas M. Se pensarmos nas etapas das fases do ciclo celular, ndo € dificil identificarmos que

elas agem nas respectivas fases G1, S e M.

Basicamente, o ciclo celular consiste de quatro fases distintas: G1, S, G2 e M, conforme
ilustrado na Figura 2. Na fase G1 sdo sintetizadas as enzimas necessdrias para a copia do DNA
que serd feita na fase S, na qual o genoma sera replicado e o DNA, entdo, estard em duplicata
na célula. Quando em G2, serdo produzidas proteinas associados ao processo de mitose celular.
E, finalmente na fase M, o processo de mitose ocorrerd e a célula apresentard, ao final desse

processo, a separacao dos cromossomos em duas outras células com igual material genético
(WEITZMAN; WANG; VERMA, 2021).

Inicio do Ciclo

Divisdo celular

M G 1 Ponto de Restrigao
G2 S

Sintese do DNA

Figura 2 — Etapas e fases do ciclo celular com indicacdo de eventos importantes: o inicio do ciclo
na fase G1, o ponto de restri¢cao na fase G1 e antes de entrar na fase S, a sintese do
DNA na fase S e a divisdo celular na fase M (WEITZMAN; WANG; VERMA, 2021).

(Adaptada da obra original citada na legenda).

Um fato destacado por Weitzman, Wang e Verma (2021) € que, no ciclo celular, hd pontos
de checagem (checkpoints) para verificar se tudo que deveria ter ocorrido numa etapa anterior a

esse ponto foi satisfeito ou ndo e, assim, controlar a progressao para a proxima fase do ciclo.

Ao final da etapa G1, por exemplo, quando as c€lulas estdao preparadas para entrarem na
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fase S (chamado de ponto de restri¢do), os fatores de crescimento induzem a sintese da ciclina-
G1/S (composta pela ciclina E) que se associa a uma enzima da familia das quinases dependentes
de ciclinas (Cdk) e, nessas associacoes ciclina-G1/S-Cdk, a enzima quinase Cdk?2 torna-se ativa,
modificando outras proteinas celulares (proteinas alvo) com a finalidade de induzir a sintese de
enzimas especificas para fase S e verificar possiveis danos no DNA. Caso esses sinais de danos
no DNA ndo existam, sdo produzidas outras proteinas que favorecem a manutencao da Cdk2

como ativa, promovendo a célula para a fase S.

No entanto, caso sejam sinalizados danos no DNA, o nivel de atividade dessas associacdes
ciclina-G1/S-Cdk podem diminuir, dada a produ¢do de outras proteinas que sao inibidoras da
Cdk2, impedindo que elas modifiquem proteinas alvo que induzam a sintese de enzimas especificas
para a fase S. As proteinas inibidoras de Cdk sao chamadas de CKI: elas ligam-se as ciclinas-
Cdk e inibem as acdes da enzima Cdk, desfavorecendo uma checagem positiva e impedindo a

progressao da célula para a préxima etapa.

Nesse cendrio, mesmo que de forma ndo tao precisa, percebemos que se o gene responsavel
pela codificacdo da sintese de uma ciclina ou de uma enzima Cdk ou, ainda, de uma enzima CKI
possuir uma mutagdo ocasionada pela exposi¢ao a algum agente nocivo ao DNA (irradiacoes UV
ou gama, infec¢des por alguns virus, substancias quimicas, etc), as fungdes delas no processo
do ciclo celular serdao comprometidas e o resultado pode levar a reproducdo mitética de uma
célula com danos no genoma ou, até mesmo, que se diferenciou pouco para que possa cumprir
seu papel celular no 6rgdo origindrio. Quando essas mutagdes se acumulam e se somam a outras
mutacdes com o passar do tempo, podem ocasionar a doenga que conhecemos como cancer que,
segundo Brasil (2019), € um termo que abrange mais de cem tipos de diferentes de doencas. A
variabilidade do cancer como um conjunto com mais de cem doencas, por sua vez, se deve aos

diversos tipos de células que compdem o corpo humano.

Os danos no DNA podem ser reparados e o gene TP53, por exemplo, cumpre essa fung¢do
em trés niveis de protecao como “o guardido do genoma”, de acordo com Lane (1992). Esse
gene € responsdvel pela codificacdo da proteina p53, que age justamente na sintese das CKI
que inibem a enzima Cdk2, no primeiro nivel de protecdo. Nesse primeiro nivel, no ponto de
checagem da etapa G1, o objetivo da sintese das CKIs € interromper a progressao do ciclo para a

etapa S, casso sejam identificados danos no DNA.

Ao inibir a formagao do complexo ciclina-G1/S-Cdk no ponto de checagem da fase G1,
a p53 impede que as enzimas que ativardo a replicacdo do DNA na fase S sejam sintetizadas,
mesmo que diante dos fatores de crescimento. Posteriormente, no segundo nivel de protecdo, a
proteina p53 ativa as enzimas para a reparacao do DNA e, caso o dano seja muito extenso e ndo
reparével, ela ainda ativa a morte programada da célula (apoptose) no terceiro nivel de protecao.
Com a morte dessa célula, o dano irrepardvel no DNA néo € duplicado através do processo de

mitose e 0 genoma se mantém protegido (LANE, 1992).

Ao todo, segundo Weitzman, Wang e Verma (2021), o ciclo celular possui trés pontos de
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checagem para impedir a reproducao de células com danos no DNA e que estdo ilustrados na
Figura 3.

Inicio do Ciclo

Divisao celular

M G 1 Ponto de Restrigdo
G2/M }7 Danosno 4{ G1/S
checkpoint DNA checkpoint

Sintese do DNA

Intra-S
checkpoint

Figura 3 — Indicacdo dos pontos checagem (checkpoints) entre as etapas e fases do ciclo celular. O
primeiro ponto de checagem (G1/S) ocorre durante o ponto de restri¢do, na transi¢ao
da fase G1 para a fase S. O segundo ponto de checagem (Intra-S) ocorre na fase S,
apos a sintese da réplica do DNA. O terceiro ponto de checagem (G2/M) ocorre na
transicao da fase G2 para a fase M, antes da divisao celular e do processo de mitose
(WEITZMAN; WANG; VERMA, 2021). (Adaptada da obra original citada na legenda).

O gene TP53 também € conhecido por ser um gene supressor tumoral, visto que sua
proteina p53 impede o surgimento de células “defeituosas” e de crescimento desordenado —
chamadas de células neopldasicas — ao interferir no ciclo celular. Portanto, uma mutac¢do no gene
TP53 pode ocasionar uma neoplasia e, uma neoplasia, ¢ um tumor. As neoplasias podem ser
malignas ou ndo: basicamente, o que determina essa classificacdo é o grau de diferenciacdo da
célula neopldsica e sua capacidade de invadir tecidos de 6rgdos adjacentes. Assim, uma neoplasia
maligna se classifica por ser formada por células pouco diferenciadas e com alta capacidade de
infiltracdo em tecidos dos 6rgdos adjacentes. Neste ponto vale destacar que, embora o cancer seja
uma doenca genética, nem toda doencga genética € um cancer e que todos os tipos de canceres

possuem a caracteristica de serem neoplasias malignas.

De modo mais geral, Hanahan e Weinberg (2011) apontam que essas caracteristicas
comuns discutidas até agora nessa secao, sao caracteristicas do cancer denominadas de “evasao
de supressores de crescimento”, relacionadas a inibicao de CKls e de proteinas como a p53, e
de “sustentacdo de sinalizacdo proliferativa”, relacionadas a inducao da sintese de ciclinas e de

outros fatores de crescimento, mesmo quando suas auséncias € que deveriam ser sinalizadas.
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Todas as duas marcas estdo comprometidas em fazer com que as células passem pelos seus pontos

de checagem sem interromperem, portanto, o processo mitético de divisdo celular.

O estudo também nos mostra que essas marcas sao caracteristicas compartilhadas entre
a maioria dos tipos de cinceres e que sdo persistentes quando observadas nos diversos casos
estudados através do tempo. Ao todo, sdo apresentadas dez caracteristicas aos canceres cujas
representacoes estdo ilustradas na Figura 4 (HANAHAN; WEINBERG, 2011).

Inibidores de
EGFR

Inibidores de quinases
dependentes de
ciclinas

. Sustentagdo de Evasdo de
Inibidores de sinalizagdo supressores de Ativacdo Imune de
glicélise aerdbica proliferativa crescimentos anti-CTLA4 mAb

Desregulagdo Escape. d~a
energética de d'estrmgz::o pelo
célula * * sistema imune
Imortalidade S
- Inibidores de
replicativa
Telomerase

Inflamagdo como

promotora de

tumor
Inibidores PARP Indugdo de Invasdo e R
angiogénese metastase seletivo

Inibidores de Inibidores de
sinalizagdo VEGF HGF/c-Met

Figura 4 — As dez caracteristicas presentes na maioria dos tipos de canceres. No centro da figura,
a representacdo do microambiente tumoral de neoplasias malignas e, ao redor (texto
em azul), as caracteristicas compartilhadas entre elas, denominadas hallmarks of
cancer. Perifericamente, nas extremidades da figura, estdo representados os respecti-
vos agentes que impedem a manifestacdo dessas hallmarks, indicando, também, um
direcionamento para tratamentos do cancer ao identificarem esses agentes como alvos
terdpicos — figura adaptada da original em (HANAHAN; WEINBERG, 2011). (Adaptada

da obra original citada na legenda).

Resisténcia
amorte
celular

BH3 proé-
apoptotica

Instabilidade
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Anti-inflamatdrio

A proposta inicial em Hanahan e Weinberg (2011), e certamente uma de suas maiores
contribuicdes ao assunto, € entendermos o cancer através de um modelo racional - no sentido
semidtico, inclusive - que organize as caracteristicas mais comuns observadas entre a maioria das
neoplasias malignas. Como resultado, apresentam as hallmarks of cancer que, além de identifica-
rem essas caracteristicas, também elucidam os elos entre processos bioldgicos e bioquimicos da

fisiopatologia do cancer e que contribuem com os estudos do cancer em diversas areas.

Segundo Hanahan e Weinberg (2011), além das hallmarks “evasdo de supressores de
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crescimento [tumorais]” e “sustentacdo de sinalizacdo proliferativa [da célula]”, relacionados
aos aspectos que discutimos anteriormente, temos como caracteristicas das neoplasias malignas,

resumidamente

* 0 escape da destruicao pelo sistema imune: células de neoplasias malignas possuem
a capacidade de serem ignoradas pelo sistema imune. A proteina T-linfocito-associada
citotéxico 4 (CTLA-4), por exemplo, tem a funcdo de regular negativamente a resposta
imune, funcionando como um ponto de verificacdo do sistema imunolégico, para manté-lo
sob controle. Nesse sentido, as células neopldsicas induzem a CTLA-4 com a finalidade
de regularem negativamente o sistema imune e, assim, passarem imperceptiveis a ele.
Dessa forma, ao ativarmos mecanismos anti-CTLA-4, podemos ajudar o sistema imune a
reconhecer células cancerosas e combaté-las. Alvo: ativacdo imunolégica anti-CTLA-4
mADb;

* a imortalidade replicativa: células cancerosas ndo possuem os teldmeros diminuidos
a cada processo de mitose sofrida, como ocorrem em células sauddveis, e dificilmente
entram em senescéncia (processo natural de envelhecimento). A enzima telomerase tem a
funcgdo especifica de adicionar sequéncias repetitivas do DNA na regido telomérica dos
cromossomos, para evitar que eles se encurtem a cada geracao de células replicadas e entrem
em senescéncia (e apoptose, no final do processo). Os niveis de expressao da telomerase
em células sauddveis sdo muito baixos, mas se apresentam altas em células neoplésicas,
garantindo potencial replicativo ilimitado a elas. Em células cancerosas, vale ressaltar que
nem sempre a telomerase age na regido telomérica e acaba incluindo sequencias do DNA
em outras regides do cromossomo, contribuindo com a desordem da replicagdo celular.

Alvo: inibidores de telomerase;

* ainflamaciao como promotora de tumor: células de neoplasias malignas podem surgir de
inflamacgdes cronicas (pré-existentes) ou as induzir no microambiente tumoral. O problema
com as inflamagdes cronicas € que elas ativam o uso de células do sistema imune adaptativo
(como os linfécitos T e B, por exemplo) que, por sua vez, induzem a producdo de proteinas
como as interleucinas e o Fator de Transformacao de Crescimento beta (TGF-/3) ou, ainda,
de macréfagos do tipo M2, que agem como promotores tumorais. No entanto, 0 processo
inflamatério também € parte do sistema imune inato e € interessante observar que as
células da imunidade inata (macréfagos M1, Natural Killer e neutréfilos, por exemplo)
desenvolvem papéis anti-tumorais. Nesse sentido, o desenvolvimento de fairmacos que
possam regredir a inflamacgdo cronica para uma inflamacao associada a imunidade inata,
como alvo, se mostram como uma das vias de combate ao cancer. Alvo: anti-inflamatérios

seletivos;

* a invasao tecidual e metastase: neoplasias malignas podem ou ndo invadir tecidos ad-

jacentes e realizar metéstase. Quando se observa a invasdo tecidual e a metéstase, o que
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percebemos, em geral, € uma baixa expressao da proteina E-caderina, relacionada a adesio
celular e integridade tecidual, aumentando a Transicao-Epitélio-Mesenquimal (EMT).
Portanto, uma mutac@o no gene que codifica a sintese da familia de proteinas caderina,
poderd ocasionar a nao adesdo celular de células neopldsicas e as levarem para uma invasao
tecidual e metdstase. Com o objetivo de diminuir a EMT e aumentar a expressividade das
E-caderina, inibe-se o Fator de Crescimento Hepatocitico (HGF/c-Met). Alvo: inibidores
de HGF/c-Met;

* a inducio de angiogénese: células cancerosas induzem a formacao de vasos sanguineos
na regido onde estdo alocadas com a finalidade de se abastecerem de oxigénio e demais
nutrientes e de secretarem substancias toxicas. Para garantirem a formacao de vasos sangui-
neos, as células neopldsicas recrutam Fatores de Crescimento Endotelial Vascular (VEGF).
No entanto, o crescimento de vasos sanguineos € descontrolado e disforme, diferente-
mente do que ocorre em tecidos sauddveis, mas satisfatorio para que as células neoplasicas

desenvolvam suas atividades. Alvo: inibidores de VEGF;

* ainstabilidade genémica e mutacao: células cancerosas possuem a capacidade de uti-
lizar a enzima Poli Adenosina difosfato-Ribose Polimerase (PARP) para reparar danos
sofridos no DNA ocasionados por exposicao a substancias toxicas, como medicamentos
quimioterdpicos, por exemplo. No entanto, esse reparo € feito sob um DNA com acimulo
de mutagdes e, consequentemente, garantird a sobrevivéncia e a replicacao da célula ne-
oplasica. Portanto, ao se inibir enzimas PARP, espera-se que as células cancerosas ndo
reparem os danos causados ao DNA por essa exposicao a agentes citotoxicos e, conforme
sofrem mitose, gerardao células filhas com lesdes (mutagdes) em seu DNA, ocasionando
quebras em sua dupla fita. Essa instabilidade gendmica deverd resultar na apoptose da

célula neopldsica. Alvo: inibidores de PARP;

* aresisténcia a morte celular: mutacdes de células cancerosas desenvolvem mecanismos
que produzem inibidores de proteinas BH3, que pertencem a uma familia de proteinas
pro-apoptoticas, impedindo-as de ativarem a apoptose durante os pontos de checagem do

ciclo celular. Alvo: mimetizacdes da proteina pré-apoptética BH3;

* a desregulacao energética da célula: células cancerosas realizam Glicélise Aerdbica,
também conhecida como Efeito Warburg. Células saudaveis possuem dois modos de
produzir energia através do metabolismo da glicose: a oxidagdo fosforilativa (na presenca
de oxigénio, pelas mitocondrias) e a glicélise anaerdbica (na auséncia de oxigénio, através
de enzimas e no citoplasma). A oxidac¢do fosforilativa é energeticamente mais eficiente
do que a glicdlise anaerdbica e, sempre que na presenca de oxigénio, uma célula saudavel
preferird pela respiracdo aerébica, mesmo que se leve mais tempo para produzir energia,
quando comparado a glicélise anaerdbica. De fato, em células saudéveis, cerca de 90% da

producao de ATPs € oriunda da oxidacgdo fosforilativa e o restante, do processamento do
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purivato sem a presenga de oxigénio, o que gera o lactato no citoplasma. No entanto, células
neopldsicas precisam de agilidade e eficiéncia na produ¢do energética e, por isso, produzem
85% de seus ATPs através da glicélise e o processamento do piruvato no citoplasma, mesmo
quando na presencga de oxigénio e de mitocondrias sauddveis, em um processo conhecido
como Glicdlise Aerdbica. A glicOlise aerdbica confere a célula neoplédsica uma série de
vantagens adaptativas, como rdpida produgdo de energia, geracao de biomassa, prote¢ao
contra danos oxidativos, entre outras. Dessa forma, inibindo-se a glicélise aerébica, espera-
se colapsar a produgdo de energia celular em neoplasias e suas funcdes cadticas. Alvo:

inibidores de Glicélise Aerdbica;

E importante observar que, além de discutirem as principais caracteristicas comparti-
lhadas entre os diferentes tipos de cinceres, Hanahan e Weinberg (2011) também trazem um
direcionamento para o tratamento da doenga. Percebemos, também, que se trata de uma doenca
altamente complexa, mostrando que o tratamento de apenas uma ou duas caracteristicas, talvez,

se tornem ineficientes, dado o caso.

E possivel notar, também, que cada caso revela condi¢cdes muito especificas, justamente
porque o cancer ndo se trata apenas de uma mutacdo que se evidencia por apenas uma hallmark,
mas sim de um acimulo de mutagdes e que podem se manifestar através de diversas combinacdes

observadas dessas hallmarks.

Contudo, os aspectos do cancer discutidos nessa secao, sdo apenas introdutorios e foram
tratados brevemente, mas se mostram suficientes para nossos objetivos de observarmos, entender-
mos a dindmica e propormos modelos e ferramentas matemdticas que descrevam uma neoplasia

maligna sob o prisma de uma ou mais hallmarks.

1.5 O cancer de pulmao: aspectos introdutorios e de classifi-
cacao

O cancer de pulmao, foi registrado como a segunda maior causa de mortalidade entre
mulheres que desenvolveram algum tipo de cancer e a primeira causa de mortalidade entre os
homens, sob as mesmas condi¢des, no ano de 2019. E, para cada ano do tri€nio 2020-2022, as
previsdes estimam uma média de 6,72% de novos casos para esse tipo de cincer, para ambos os
sexos (BRASIL, 2021). Esses indices se revelam preocupantes e também nos chamam a aten¢ao

para conhecermos e entendermos um pouco mais sobre esse tipo cancer.

Basicamente, o cancer de pulmao se divide em dois subtipos: os canceres de pulmao
de células nao pequenas (NSCLC, de sua terminologia em lingua inglesa Non-Small Cell Lung
Cancer) e os canceres de células pequenas (SCLC, também de sua terminologia em lingua inglesa

Small Cell Lung Cancer). Segundo Padhye (2021), o subtipo NSCLC € o mais recorrente em
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pacientes e pode, ainda, ser classificado como adenocarcinoma, carcinoma de células escamosas

(ou epidermoides) ou carcinoma de grandes células.

O adenocarcinoma € a classificacio com mais incidéncia em pessoas que desenvolvem o
NSCLC e se origina nas células que revestem os alvéolos pulmonares, produzindo substancias
como o muco. O carcinoma de células escamosas € o subtipo de segunda maior incidéncia em
pessoas que desenvolvem o NSCLC, e se origina de células epiteliais escamosas que revestem
o interior das vias aéreas. Essas duas classificacdes citadas desenvolvem-se de forma lenta, em
relacdo ao carcinoma de grandes células, que pode ter seu tratamento mais dificultado devido a

essa caracteristica de rapido crescimento.

O carcinoma de grandes células € uma neoplasia maligna de células indiferenciadas
e, por isso, ndo possui caracteristicas citoldgicas, o que dificulta sua identificacao (PADHYE,
2021). A Figura 5 ilustra essas relagdes. Do ponto de vista do tratamento clinico, Stankovic et
al. (2019) aponta que a diversidade de células no microambiente tumoral do NSCLC deve ser
explorada para o estudo de possiveis protocolos, em detrimento aos protocolos com uso exclusivo

de quimioterapia e/ou radioterapia.

Cancer de células
pequenas
(SscLc)

Carcinoma de pequenas células

Metdstase precoce | Comum em
fumantes crénicos

Menor incidéncia

Adenocarcinoma
(Maior incidéncia)

Inclui adenocarcinoma minimamente
invasivo (MIA) e adenocarcinoma in
situ (AIS)

Cancer de células

Carcinoma de células ndo pequenas
escamosas (NscLC)
(Menor incidéncia)

Na maioria das vezes surge na Maior incidéncia
membrana mucosa dos brénquios
proximais

Carcinoma de grandes células
(Incidéncia rara)

Tumores grandes e de crescimento
répido, geralmente localizados no
tecido pulmonar periférico

Figura 5 — As classificacdes e subtipos do cancer de pulmao de acordo com suas caracteristicas
citolégicas e de origem. Os adenocarcinomas e carcinomas de pequenas células
estdo fortemente correlacionados ao tabagismo. O carcinoma de grandes células é
diagnosticado por exclusdo do adenocarcinoma e do carcinoma de células escamosas,

no entanto, distingue-se do SCLC (PADHYE, 2021). (Criada em BioRender.com e adaptada da
obra original citada na legenda).
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Através de técnicas de citometria em amostras de microambientes tumorais do NSCLC,
por exemplo, Stankovic et al. (2019) encontra treze tipos distintos de células do sistema imune.
E, dentre elas, as mais abundantes sdo as T CD4+, representando cerca de 26% da composicao

do microambiente tumoral, seguida pelas T CD8+, com cerca de 22% dessa mesma composi¢ao.

As causas dessa diversidade celular, apontadas em Stankovic et al. (2019), corroboram
com as concepgdes em torno das hallmarks desenvolvidas em Hanahan e Weinberg (2011) e,
também nesse sentido, em Padhye (2021) hd apontamentos de que, além da heterogeneidade
celular no microambiente tumoral do NSCLC, hd ainda os aspectos das heterogeneidades genética
e epigenética, com as quais ressalta que os tumores desse tipo de cancer do pulmao sdo formacdes
de mutacdes em multiplos oncogenes e respectivas sinaliza¢des, reforcando, também, multiplas

alteracdes ndo esperadas de fenétipos celulares que compdem esse microambiente.

Em particular, sobre o conceito de epigenética e alteracdes de fenétipos de células do
microambiente tumoral do NSCLC, hd um conjunto de células de grande interesse para este

trabalho: os macréfagos, que discutiremos brevemente na préxima se¢ao.

1.6 O sistema imune e o cancer

O sistema imune € um conjunto de mecanismos de protecao conferidos ao nosso corpo
contra agentes causadores de doencas, chamados de patégenos. Umas das estratégias defesa
adotadas pelo sistema imune € a resposta imune humoral, que consiste em produzir anticorpos
que se ligam de modo especifico a um agente infeccioso com a finalidade de “marca-lo”, para
que células como os macréfagos, por exemplo, o possa reconhecer, fagocitar e o destruir. Outra
estratégia fundamental € a resposta imune celular, que consiste na adaptacdo de células citotd-
xicas especificas, capazes de reconhecer e atacar células com antigenos em sua superficie. Na
resposta imune celular, diferentemente do que ocorre na resposta imune humoral, por exemplo,
nao € necessdria a acdo de anticorpos para intermediar a acao contra o patdgeno (WEINBERG,
2008).

Segundo Kim, Youn e Kang (2021), uma outra forma de ilustrarmos o sistema imune
€ sob o ponto de vista do contato prévio do corpo com o agente infeccioso. Algumas respostas
imunoldgicas dependem do contato com o patdgeno para desenvolverem mecanismos especificos
de defesa, como no caso das células citotoxicas do linfécitos T, que também estdo associadas com
a resposta imune celular. No entanto, nem toda resposta imunolégica depende do contato prévio
com o patdgeno, como no caso das células natural killer (NK), que sao capazes de reconhecer

células com padrdes anormais, desenvolvendo mecanismos inespecificos para a defesa do corpo.

Dessa forma, quando o sistema imune desenvolve mecanismos especificos a um patégeno,
dizemos que essas sdo respostas imune adaptativas. Enquanto que mecanismos inespecificos

de combate a um patégeno sdo chamadas de respostas imune inatas.



Capitulo 1. A Matemdtica e o Cancer 16

E, nesse sentido, é importante destacar que independentemente de como classificamos o
sistema imune, o combate a esses patdgenos ocorre de modo conjunto. De acordo com Duan e
Luo (2021), a resposta imune adaptativa, por exemplo, leva a produgdo de anticorpos apds que
os macréfagos de células dendriticas (DCs) apresentam esses antigenos fagocitados as células do
linfécito T. Além disso, a resposta imune adaptativa também ativa células altamente citotoxicas e

especificas para o antigeno apresentado, como as células T CD8+.

No entanto, segundo Weinberg (2008), o sistema imune € muito especifico e finamente
regulado: deve ser capaz de distinguir entre proteinas estranhas daquelas produzidas por células
do organismo. Portanto, hd a necessidade de distinguir o “préprio” do “ndo préprio” e isso deve
gerar a tolerancia do sistema imune para aquilo que é encontrado frequentemente em nosso
organismo. Assim, ao levarmos em consideracdo os aspectos introdutdrios da fisiologia do cancer,
discutidos nas secdes anteriores, e fica mais claro a possibilidade que o cancer possui de se

“evadir” da imunovigilancia.

E nesse sentido que os macréfagos possuem um papel muito importante na imunovigi-

lancia tumoral do NSCLC e que abordaremos na préxima sec¢ao.

1.6.1 Os macrofagos e seu papel no microambiente tumoral

De acordo com Stankovic et al. (2019), os macréfagos constituem cerca de 4,7% das
células infiltradas no estroma tumoral do NSCLC. Se comparado com a porcentagem das células
T CD8, parece pouco provdvel que os macroéfagos desempenhem um papel significativo na

evolucdo tumoral, pelo menos desse ponto de vista quantitativo.

No entanto, Rakaee et al. (2019) defendem que essas quantidades de macréfagos no
microambiente tumoral estdo bastante relacionadas com o prognoéstico para o NSCLC. Em parti-
cular, se um microambiente tumoral possui predominancia de um tipo especifico de macréfagos,

com caracteristicas antitumorais, o progndstico pode ser positivo.

Isso nos remete aos apontamentos levantados em Padhye (2021): os macréfagos possuem
uma diversidade epigenética, que lhes conferem caracteristicas antitumorais e pro-tumorais. De
modo simples, as propriedades epigenéticas permitem com que as células tenham seus fenétipos

alterados sem, contudo, terem seus genes (ou uma sequéncia do DNA) alterados.

Dessa forma, os macréfagos podem assumir um fendtipo que possui caracteristicas
antitumorais, conhecida como macréfagos de fenétipo 1 (M1), ou um fenétipo com propriedades
pré-tumorais, conhecida como macréfagos de fenétipo 2 (M2) (RAKAEE et al., 2019).

No entanto, existem investigacdes, como em Noy e Pollard (2014), apontando que essa
divisdo — quase que mutuamente exclusiva — entre fen6tipos do macréfago € uma simplificacao
acentuada da real complexidade na alteraciao dos fenétipos dos macréfagos no microambiente
tumoral. No entanto, um ponto em comum € a discussdao que envolve as caracteristicas anti- e

pré-tumorais que os fendtipos podem conferir aos macréfagos.
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Os macréfagos sdo constituintes do sistema imune e, em um individuo adulto, sdo origi-
ndrias tanto da medula dssea (predominantemente), quanto do baco. No entanto, nos estigios
embriondrios, também sdo origindrios da vesicula vitelina e do figado fetal (DUAN; LUO, 2021).
Sendo parte do sistema imune, desempenham papéis importantes tanto no sistema imune inato
quanto no adaptativo (REIS-SOBREIRO et al., 2021).

Em um primeiro instante, logo no surgimento das primeiras células tumorais e na formacao
de microambiente neopldsico, os macréfagos M1, associados aos sistema imune inato, matam e
fagocitam as células neoplésicas com a finalidade de apresentarem os antigenos e ativar o sistema
imune adaptativo, de células T efetoras (REIS-SOBREIRO et al., 2021). Esta € uma simplificacdo
da realidade visto que outras células também possuem participacio nesse primeiro estdgio, como
as células dendriticas (DC) e natural killer, mas estamos considerando o papel dos macréfagos,

inicialmente.

A medida que as células neopldsicas se desenvolvem, existem citocinas e quimiocinas
especificas (CCLS5, CCL20, CCL22) que estimulam a regulacdo do sistema imune através de
células Treg, associados ao sistema imune adaptativo, e outras, como a CCL2 e CSF-1 (fator
estimulador de coldnias), que recrutam os macréfagos, ativando-os alternativamente (fenétipo
M?2). Essa ativagdo alternativa € chamada de polarizacao que, resumidamente, € um processo
epigenético que altera o fenétipo dos macréfagos M 1. Em alguns canceres especificos, como no
NSCLC, esse recrutamento pela polarizacao € quase que imediato (NOY; POLLARD, 2014).

Uma vez polarizados, os macréfagos M2 desenvolvem um papel importante na promocao
tumoral: inibir mecanismos de defesa do sistema imune. Para isso, os macréfagos M2 agem
de forma direta, no contato “célula-a-célula” com os demais linfocitos T, e de forma indireta,
através de proteinas que induzem as fun¢des reguladoras do sistema imune através das Treg
(NQOY; POLLARD, 2014). A Figura 6 ilustra esse mecanismo de inibi¢do do sistema imune.

No contato direto com o linfécitos T, os macréfagos M2 expressam receptores para o
PD-1 (proteina ligada a morte celular programada) e CTLA-4, como descrito pelas hallmarks
em Hanahan e Weinberg (2011), suprimindo as acdes das células T, “evitando” o sistema imune
(NOY; POLLARD, 2014).

De forma indireta, temos uma ac¢ao em trés frentes:

1. Inibicdo da migracao das NK para linfonodo: macréfagos e DC sdo apresentadoras de
antigenos via moléculas MHC-1 e também podem expressar moléculas HLA, HLA-C,
HLA-E e HLA-G em suas membranas. Por sua vez, as NK possuem em suas membranas
os receptores dessas moléculas HLA, conhecidas como CD94 ou NKG?2 e, dessa forma, os
macréfagos M2 inibem as fungdes das NK, impedindo, inclusive, que elas migrem para o

linfonodo e ativem as T CDS.

2. Inducao da func¢ao regulatéria do sistema imune: os macréfagos M2 usam TGF-( e
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Figura 6 — Mecanismo pro-tumoral do macréfago M2 para a inibi¢do de células efetoras do
sistema imune: (1) Impedindo a migracdo de NK para o linfonodo, mantendo as CD8
inativas; (2) Secretando TGF-f e IL-10, suprimindo as T efetoras e induzindo as
fungdes reguladoras do sistema imune, via iTreg; (3) Recrutamento continuamente
nTreg e expressando quimiocinas, além da manuten¢do das fungdes imunossupressoras
das Treg; (4) Inibi¢do das células T efetoras por contato direto “célula-a-célula” através
dainibicdo de CTLA-4 e PD-1 (NOY; POLLARD, 2014). (Criada em BioRender.com e adaptada

da obra original citada na legenda).

IL-10 (interleucina 10) secretados para também inibir as CD8 e estimular as Treg que
regulam a atividade do sistema imune através da supressdo das atividades das células T, de

modo geral.

3. Recrutamento continuo para o microambiente tumoral: células nTreg sdo recrutadas
continuamente pelas quimiocinas CCL5, CCL20 e CCL22 expressas pelos macrofagos
M2. Esse recrutamento continuo reforga a secrecao de TGF-£ e de IL-10, completando

um ciclo de estimulos pré-tumorais dos macréfagos M2.

Para interromper esse ciclo pro-tumoral dos macréfagos M2, Reis-Sobreiro et al. (2021)
revisam algumas das principais terapias envolvendo macréfagos. De modo geral, elas sdo divididas

entre

1. Esgotamento de macrodfagos: utilizando medicamentos da classe do bifosfonato, como o

zoledronato.
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2. Bloqueio de sinais de sobrevivéncia: a polarizacdo de macréfagos M1, para alterarem seu
fendtipo para M2 e garantir a sobrevivéncia tumoral, dependem de quimiocinas como CFS-
1. As terapias que envolvem a supressdao do gene que o expressa ou o bloqueio bioquimico

dessa quimiocina sao consideradas.

3. Bloqueio de recrutamento para o tumor: nessa terapia, a intenc¢do € usar inibidores para

as quimiocinas CCL2 e CCLS5, principalmente.

4. Inibicao das funcoes pro-tumorais dos macrofagos M2: nessa terapia, usa-se inibidores
de PD-1/PD-L1, EGFR, VEGFA, entre outros. Observamos que alguns desses inibidores

também sdo alvos em terapias, citados em Hanahan e Weinberg (2011).

5. Regulacao da polarizacdo de macroéfagos: ao todo, uma célula macréfaga do corpo
humano expressa onze receptores toll-like (TLR), que podem controlar a ativacdo dos
macréfagos por vdrias vias. Nessa terapia, a ideia € administrar quimioterdpicos ou proto-
colos com radioterapia, estimulos as citocinas IFN-v e TNF-«, Anti-CSFR1, Anti-PD-1 e,
até mesmo, macrofagos alterados geneticamente (via células CAR T, por exemplo) que
possam regularizar a polarizacdo, mantendo um niimero significativo de macréfagos M1

no microambiente tumoral.

De modo geral, apresentamos o papel dos macréfagos no desenvolvimento tumoral através
das alteracdes em seu fendtipo e algumas terapias que sao consideradas, segundo Reis-Sobreiro
et al. (2021).

1.7 Objetivo da tese

Neste trabalho, portanto, nosso objetivo é explorarmos o uso de ferramentas matematicas
para realizar uma anélise da dindmica das heterogeneidades celulares e epigenéticas do microam-
biente tumoral do cancer de pulmao do tipo NSCLC, considerando o desenvolvimento de células

especificas nesse tumor como objetos modelados matematicamente.
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2 Modelo Matematico Proposto

Neste capitulo, introduziremos o modelo matemético que sintetiza algumas observagdes
levantadas no capitulo anterior, a0 mesmo tempo que supde hipdteses especificas para o cancer
de pulmao do tipo NSCLC.

De modo geral, estamos supondo taxas de variagdes para as células tumorais, que também
denominaremos como neopldsicas, e para as células do sistema imune que compdem 0 microam-
biente tumoral do NSCLC: os macréfagos que manifestam os fenétipos 1 e 2, respectivamente
anti- e pro-tumorais, de acordo com Noy e Pollard (2014), e as células T CD8+, citotoxicas as

células neopldsicas.

Segundo Stankovic et al. (2019), o ndmero de células CD8+ no microambiente tumoral
do NSCLC é cerca de 22% e, as células NKs e os macréfagos, representam cerca de 4, 7% da

composi¢do do tumor.

Embora o microambiente tumoral do NSCLC tenha mais células de linfécitos T do
que macrofagos, nosso modelo leva em consideracdo ndo somente os apontamentos sobre a
composicao do seu microambiente tumoral, mas também os impactos dessas células no combate
ao cancer NSCLC.

Além das quantidades significativas das CD8+ infiltradas no estroma tumoral, existe a
questao do impacto no combate as células neoplasicas do NSCLC que essas células possuem,
dado suas altas citotoxidades, causando a morte dessas células tumorais. Segundo Kuznetsov e
Knott (2001), células T citotéxicas sdo muito eficazes no processo de morte de células neoplésicas.
Nesse mesmo sentido, Zeng, Lv e Du (2021) sugerem que imunoterapias envolvendo estimulos

as NK também se comprovam eficazes no controle ao crescimento das células tumorais.

De acordo com Reis-Sobreiro et al. (2021), a imunoterapia envolvendo estimulos aos
macréfagos com caracteristicas antitumorais sdo promissoras e, a0 mesmo tempo, inovadoras, ja
que nos ultimos anos hd uma preponderancia nos estudos clinicos de imunoterapias com células
dos linfécitos T. Dessa forma, a imunoterapia com macréfagos também se constitui uma via

terdpica importante.

Nesse ponto, para esse tipo de cancer que possui um alto indice de mortalidade, todas as
vias terdpicas disponiveis devem ser consideradas, mas que as combinac¢des de imunoterapias

e/ou outras terapias devem ser estudadas com o méximo cuidado possivel (DUAN; LUO, 2021).
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Segundo Kaur et al. (2021), € possivel que haja combinagdes entre imunoterapias diversas
e que, em geral, as vacinas que estimulam as células T sdo eficazes quando tomadas como tnica
via imunoterdpica. Com base nesses apontamentos, os estudos de Eftimie e Barelle (2021) e Shu

et al. (2020) inspiram e motivam nosso trabalho.

Em Eftimie e Barelle (2021), os efeitos do fen6tipo misto dos macréfagos sobre a evolucao
do volume tumoral do NSCLC sio investigados ao mesmo tempo que se observa a importancia
de alguns parametros no controle desse volume tumoral. O fenétipo misto dos macréfagos € a
manifestacdo do gendtipo da transi¢do entre os fendtipos 1, de caracteristicas antitumorais, e 2,
de caracteristicas pro-tumorais, na polarizacao e repolarizacao dos macréfagos e constitui um

dos principais objetos de estudo.

Em Shu et al. (2020), investiga-se a interagao entre as células tumorais e macréfagas de
fendtipos 1 e 2 e como essa dinamica afeta a estabilidade do volume tumoral a partir de uma
andlise sobre bifurcagdes em torno do ponto de equilibrio. Esse estudo revela a importancia
que alguns dos parametros ligados a (re)polarizacao possuem no controle do volume de células

neoplésicas em geral e, portanto, ndo necessariamente no NSCLC.

Dessa forma, nosso trabalho reconhece a importancia da imunoterapia envolvendo macré-
fagos e seus diferentes fen6tipos no microambiente tumoral do NSCLC, mas amplia a investigagcdo
de ambos os trabalhos, citados acima, sobre a evolu¢do e controle do volume tumoral, quando

considera as interacdes com as células T CD8+ do sistema imune.

E importante destacar, entdo, que nosso objetivo mais especifico é investigar a dinAmica
das interacdes entre células neopldsicas, macréfagos e T CD8+ que compdem o microambiente
tumoral do NSCLC, considerando suas heterogeneidades epigenéticas e celulares, como aponta
Padhye (2021) e € evidenciado em Stankovic et al. (2019), explorando possiveis combinacdes

imunoterapicas, como sugerem Kaur et al. (2021) e Duan e Luo (2021).

Assim, vejamos algumas das hipdteses supostas para a concep¢ao de nosso modelo para
o NSCLC.

Hipéteses supostas:

1. sobre as células neoplasicas: crescem desordenadamente, seguindo a lei logistica e, conse-
quentemente, limitadas a um volume médximo. Além disso, supomos pequena ou inexistente
sua taxa de apoptose quando comparada com sua taxa proliferativa. No entanto, sdo susce-
tiveis a morte celular quando interagem com macréfagos de caracteristicas antitumorais
(M1) e T CD8+ devido ao estimulo de citocinas como IFN-vy e TNF-a.. Com seu fenétipo
alterado pela expressao da citocina CSF-1, os macréfagos de fenétipo 2 (M2) estimulam
o crescimento de células neoplésicas através da expressao de TGF-5 e da citocinas e
quimiocinas (IL-10, CCLS5, CCL20 e CCL22), que impedem a acdo antitumoral das células
T;
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2. sobre os macréfagos de fendtipo 1: possuem uma taxa de crescimento das quantidades
celulares no microambiente tumoral relacionada ao seu recrutamento pelas células ne-
oplésicas, quando essas expressarem a quimiocina CCL2. Uma vez recrutadas para o
microambiente tumoral, sofrem com a a¢do de polarizacdo e consequente mudanca de
fendtipo, ocasionada pela acdo da citocina CSF-1, que regula os macréfagos M1 e M2 no
microambiente tumoral. A a¢do da CSF-1 age tanto na limita¢do do volume maximo que
os macréfagos M1 podem alcancar no microambiente tumoral, quanto na polarizacdo de
seu fendtipo para que sejam alternativamente ativadas como M2. Para os macréfagos M1,

¢é considerada uma taxa de apoptose;

3. sobre os macrofagos de fenétipo 2: possuem uma taxa de crescimento das quantidades
celulares com influéncia direta das células neoplésicas, uma vez que seu volume depende do
recrutamento de macréfagos e das polarizacdes intermediadas pelas quimiocinas e citocinas
expressas por essas células. Essa dependéncia devida ao recrutamento e polarizacao,
analogamente ao suposto para os macréfagos M1, limita seu volume maximo. No entanto,
quando sob tratamento para regulagcdo da citocina CSF-1 no microambiente tumoral, seu
fendtipo pode ser alterado para M 1. Para os macréfagos M2 € considerada uma taxa de
apoptose relativamente menor, quando comparada com a taxa de apoptose dos macréfagos
M1, segundo Eftimie e Barelle (2021);

4. sobre as T CD8+: possuem uma taxa de crescimento com influéncia direta dos macréfagos
M1, uma vez que sua diferencia¢do depende dos antigenos apresentados por essas células
aos linfécitos T. Porém, seu volume maximo ¢é limitado devido as a¢des dos macréfagos
M2, que expressam proteinas, como as IL-10, CCL5, CCL20 e CCL22 que regulam a acao

das células T efetoras. Para as efetoras CD8+ consideramos uma taxa de apoptose.

Dessa forma, conhecidas nossas suposicdes sobre as células de interesse, na préxima

secdo, apresentaremos um modelo matematico que contempla as suposi¢des desenvolvidas.

2.1 Concepcao e modelagem matematica

Considerando as hipéteses levantadas anteriormente e, admitindo N (¢) a fungio que
representa o nimero de células neoplésicas, M, (t) a funcdo associada a contagem celular de
macréfagos que manifestam o fenétipo 1 (de propriedades antitumorais), M,(t) a fungdo que
indica o nimero de macréfagos que manifestam o fenétipo 2 (de propriedades pro-tumorais), e
Tx(t) a fungdo que indica o nimero de CD8+ efetoras no sistema imune, todas dependentes do

tempo ¢, apresentamos o seguinte modelo matematico genérico para o NSCLC:
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crescimento redugdo eliminagio
dN
E = Bl(M27N)_BQ<M17N>_B3<T87N)7 (21)
fagocitose TNF-a, IFN-y
recrutamento inibicdo (re)polarizagio morte
dMl — —~
dt = Cl(M1>_C2(M2aM1)+C3<Na M2;M1)_,U1M17 (2.2)
crescimento logistico CSF-1
recrutamento inibicdo (re)polarizagdo morte
dM2 —
dt = Dl(N7 M2>_DZ(M17M2)+D3(N7M17M2)_M2M2; (2.3)
crescimento logistico CSF-1
crescimento inibi¢ao morte
dTS —~ =
— = 01(M1; Ts) - 02(M27 Ts) - M3T8 . (2.4)
dt ——
IL-10

Para o modelo constituido pelas equacdes de (2.1) a (2.4) apresentadas acima, considera-

mos que

* na equacao (2.1),

1. para o termo B, (M,, N), o crescimento das células neopldsicas associadas ao cancer
de pulmao sao influenciadas pela quantidade de macréfagos de fenétipo 2, presentes
no microambiente tumoral, e dos fatores de crescimento tumorais 3 (TGF-/3), sendo

EXpresso como

N
Bl(MQ, N) - G{lN <1 - K) (1 + O{QMQ); (2.5)
2. para os termos By(M,, N) e Bs;(Tg, N), o crescimento das células neopldsicas so-

fre uma reducdo devido a acdo dos macréfagos com fenétipo 1 e CD8+ efetoras,

respectivamente, e dessa forma, sdo expressos como

B2(M17N> = 61M1N7 (2-6)
B3(T87N) = BTsN; (2.7)

* naequacdo (2.2),

1. ostermos C,(M,) e Cy(M,, M) indicam, respectivamente, o crescimento no nimero
de macréfagos de fenétipo 1 do sistema imune inato e uma inibicao a esse crescimento,
limitando essa quantidade de macréfagos que expressam o fenétipo 1, a depender da
quantidade de macréfagos que manifestam o fenétipo 2. Conjuntamente, os termos

sdo definidos através da equagao

(2.8)

M, + M.
Cy (M) — Cy(My, My) = M, (1 _ 12) :

KTYL
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2. otermo Cs(N, M,, M,) representa uma reduc@o nesse crescimento do nimero de
células ocasionada por fatores internos ao microambiente tumoral, dependentes da
quantidade de células neoplésicas que deflagram o efeito epigenético de polarizagao
dos macréfagos com fendtipo 1 para expressarem o fenétipo 2. O termo € definido

como
03(]\77 MQaMl) = p2 My — p1 M1 N; (2.9

* na equacdo (2.3),

1. de modo andlogo ao discutido na equagao (2.2), os termos D, (N, M,) — Dy (M, M,),
representam o crescimento nas quantidades de macréfagos com o fenétipo 2 mediante
o recrutamento de células neopldsicas e, respectivamente, a inibi¢do natural a esse
crescimento levando-se em consideracdo a quantidade de macréfagos com o fenétipo

1. Conjuntamente, 0s termos sao expressos como

(2.10)

M M.
Dl(N7 M2) - D2(M1; Mz) = a,MyN (1 - 1+2> ;

K.,

2. o termo Ds(N, M,, M,) representa a reducdo das quantidades de macréfagos de
fenétipo 2, mas, diferentemente de como ocorre com o processo representado pelo
termo C5 (N, M,, M, ), o efeito epigenético que permite a repolarizagdo de macréfagos
que expressam o fenétipo 2 em macréfagos de fendtipo 1 nao € natural e, portanto,
depende de tratamento terdpico do sistema imune. Assim, definimos o termo de

repolariza¢do como
Dy(N, My, My) = py My N — py Mo; (2.11)

* naequacdo (2.4),

1. otermo O,(M,, Tg) modela o crescimento do nimero de CD8+ efetoras do sistema
imune que provocam a reducao de células neoplésicas N, consideradas no termo
Bs(Tg, N), e que dependem da funcdo celular dos macréfagos com fendtipo 1 de

serem apresentadoras de antigenos. Esse termo € expresso como

T,
Ou(My, Ty) = asMiTy (1= 22 ) (2.12)

t

2. o termo Oy (M,, Ty), por sua vez, indica o efeito de redugo que o nimero de CD8+
sofre devido a influéncia da quantidade de macréfagos com fenétipo 2 existentes no

microambiente tumoral. Expressamos esse termo como

Oy (M, Tg) = B3 M,Ts. (2.13)

E importante ressaltar que os parametros utilizados nas expressoes, embora nao discutidos

na descricao que fizemos acima, modelam as interagdes de regulacdo que as quantidades de
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células N, M,, M, e T, tém entre si, através de enzimas e outros mecanismos bioquimicos. Do
ponto de vista matemadtico, destacamos como necessdria a condi¢do de que ndo sejam negativos,
uma vez que, além de garantir uma correta concep¢ao do modelo matemaético diante das hipdteses
supostas para o cancer de pulmao (ver Tabela 1), isso também garante a existéncia e a positividade

das solucdes analiticas, como veremos nas se¢oes posteriores.

Considerando as expressoes discutidas acima e utilizadas nas equacdes de (2.1) a (2.4),
apresentamos o seguinte modelo matemadtico representativo para o NSCLC, considerando o papel

de células especificas do sistema imune em sua evolucao:

dN N
- == O[lN (1 - ) (1 + OZQMQ) - /BlMlN - /BQTSN7 (2.14)
dt K,
dM M, + M.
L oM, (1 - ) oMy — M N — i, M, 2.15)
dt K,
dM. M M.
2 = a,M,N (1 - 1+2> + pi MyN — py My — jis My, (2.16)
dt K,,
dT: T.
S8 = M (1 - K) B, MoTs — T, 2.17)

cujas condigdes iniciais sdo tomadas como N(0) = Ny, M;(0) = M1y, My(0) = M2, e
Tg(o) - T8O

Na Tabela 1, indicamos a descri¢do de cada um dos parametros utilizados, bem como as

unidades de medida consideradas nas equacdes discutidas acima.

Tabela 1 — Descricao de parametros utilizados no modelo e suas respectivas unidades de medida.

Parametros Unidades Descricao
a,1=1,3 dia™" Taxa de crescimento das quantidades de células
Qo mm 3 Taxa de influéncia dos macréfagos no volume tumoral

a1 =4,5 (mm? - dia)™'  Taxa de influéncia volume-dia no crescimento das células

Wiyt =1,2,3 dia™" Taxa de apoptose celular

Bii=1,2,3 (mm?®-dia)~' Taxas relacionadas a competi¢io entre células

1 (mm? - dia)~' Taxa de polarizagdo do fenétipo 1 em 2 do macréfago

Je) dia™’ Taxa de repolarizagdo do fendtipo 2 em 1 do macréfago

Kom mm—? Capacidades suportes de células neoplasicas, macréfagas e CD8+

Antes de explorarmos algumas situagdes especificas em simula¢des do modelo apre-
sentado, € necessdrio entendermos alguns aspectos da dindmica da doenca através da anélise
matemadtica do sistema de equacdes diferenciais ordindrias composto pelas equacdes de (2.14) a

(2.17) que, daqui em diante, denominaremos de sistema (2.1).
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2.2 Analise e estudo de estabilidade

Em particular, estudaremos a estabilidade do sistema (2.1) para seus pontos de equilibrio.
Ao realizar esse estudo, dividimos essa secdo em trés partes: a primeira se concentrard no estudo
do comportamento do sistema através da busca pelas solu¢des das curvas isdclinas nulas das
equagdes que compdem o sistema, a segunda parte se concentrard nos pontos de equilibrio do
referido sistema, com base no estudo das solucdes das isdclinas nulas e a terceira parte na qual

serdo estudadas as respectivas estabilidades dos pontos de equilibrio encontrados para o modelo.

2.2.1 Solucoes das curvas isoclinas nulas do modelo proposto

Inicialmente, € preciso destacar que as fungdes N (t), M, (t), M,(t) e Tx(t), que compdem
o sistema de equagdes diferenciais ordindrias (2.1), sdo dependentes do pardmetro t € R*.

Nesse sentido, uma vez definida a EDO como, digamos, % = f(N, M, M,, Tg), pode-
mos entender uma iséclina como um conjunto de pontos (N*, M}, My, Ty), para algum ¢t € R*,
que sdo solugdes da equagdo f(N, M, M,, Ty) = k, para qualquer k£ € R, e nos quais as retas

tangentes a curva integral de d/N/dt mantém sempre a mesma diregdo (inclinag@o).

Dessa forma, notamos que esse conjunto de pontos (N*, My, M3, Ty) é, também, solugdo
da equacdo diferencial % = k, k fixado. Por outro lado, encontrar uma solugdo para a igualdade
em k especifico, é encontrar apenas uma das infinitas solu¢des para f(N, M,, M,, Ty) = k,
quando observamos todas as possibilidades para k£ € RR. Do ponto de vista geométrico, quando
consideramos todas essas variacdes de k e seus respectivos conjuntos solugdes para essas igual-
dades, esses conjuntos de pontos formam curvas (ou retas) que sdo sempre tangentes as solucoes

dessa EDO em um hiperplano conhecido como espaco de fase ou plano de fase.

De modo restritivo, estamos interessados nos casos onde k£ = 0 para as equacdes do
sistema (2.1), que chamamos de iséclinas nulas. Nosso interesse, reside no fato de que a procura
pelas iséclinas nulas de um sistema de EDOs pode nos revelar a dindmica desse sistema, seus

pontos de equilibrio e, até mesmo, suas solugdes.

Dessa forma, das equagdes de (2.14) a (2.17), considere que
dN  dM, dM, Ty

P T (2-18)
definem as iséclinas nulas do sistema (2.1).
Dessa forma, para a equacgdo (2.14) e (2.18), teremos
N [al (1 - g) (1+ apMy) — B M, — @Ts} 0, (2.19)
de forma que
N* = 0, (2.20)

2.21)

N** — Km [1 . /BlMl +/62T8 ] :

a; (14 a,M,)
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com o, (1 + ayMy) > 5, M, + BT, sdo solugdes da equagdo (2.19).

Observe que, ao considerarmos que N* € solucdo para a equagdo (2.19), entendemos que
a fungdo N (t), que contabiliza o volume das células neopldsicas através do tempo, possui valor

nulo para todo tempo ¢ > 0. Desse modo, ao assumirmos que /N* € solu¢do para a equacdo (2.19)

no sistema (2.1), interpretamos que o organismo nao possui células neoplésicas.

Neste sentido, ao supormos /N** como solug@o para a equacao (2.19), entendemos que o
organismo desenvolve um comportamento especifico para a proliferacao de células neoplésicas,
cujo volume pode ser expresso pelo segundo membro da equagdo (2.21) através do tempo, com
N**(t) > 0, para todo ¢t > 0.

z

Essa interpretacdo € matematicamente corroborada quando, ao assumimos que N** ¢
solucdo de (2.19), identificamos como condigdo necessdria que o, (1 + a, M) > 5, M, + 5,15,
uma vez que, assumida a igualdade entre esses termos, a solucdo de (2.19) € dada pela equagao
(2.20).

E importante notarmos que estamos interessados em solucdes positivas para todas as
equagdes isoclinas nulas em (2.18), devido a coeréncia na interpretacao com as hipéteses assu-
midas para o modelo e na obten¢ao de resultados significativos para o sistema dinamico (2.1),

mesmo que, matematicamente, ele tenha solugdes negativas.

Aliado a essa busca de solugdes positivas para as equagdes (2.18), portanto, lembremos
que os parametros utilizados no sistema (2.1) e listados na Tabela 1, sdo todos supostos nao

negativos.

Retomando nossa andlise, quando consideradas as equacdes (2.15) e (2.18), analogamente
a0 caso anterior, teremos

(%)

M.

K,
A partir desse ponto, € facil reconhecer na equagao (2.22) uma equagdo do segundo grau
quando tomamos a varidvel dependente M; como incégnita. Dessa forma, uma solucao para

(2.22) pode ser expressa como

1 N + VA
Ml* = 5 [KTVL (1 - o T L ) - MQ] ) (223)
Q3

com A = b* — 4ac, desde que adotemos

a3
_ _ =3 2.24
a o (2.24)
M.
b = ay (1—[(2)—plN—u1, (2.25)

c = IOQMQ. (2.26)
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Supondo M como solugdo para o sistema (2.1), definida pela equagdo (2.23), cabe um
apontamento sobre o termo ¢, indicado pela equagdo (2.26): conforme discutido nas concepgoes
de modelagem para os termo C5(N, M, M;) e Ds(N, M,, M,), a expressdo p, M, representa o
tratamento terdpico do sistema imune que faz com que os macréfagos possam alterar o fen6tipo 2
para o fenétipo 1. Caso esse tratamento ndo seja realizado, teremos que p, = 0 = ¢ = 0 e, entdo,

teremos na auséncia de tratamento (2.22), a solucdo

PN + iy
Q3

M =K, <1 - ) — M, (2.27)

que indicard a evolucdo temporal da quantidade de macréfagos de fendtipo 1 sem a referida

imunoterapia.

No entanto, a solucdo representada pela equacdo (2.23) precisa ser melhor estudada. Note
que, mesmo assumindo a hipétese de que os parametros em (2.23) sejam todos ndao negativos, a

solucdo M pode representar raizes negativas para ¢t > 0.

Nesse sentido, para garantirmos que a solugdo (2.23) seja positiva para t > 0, apresenta-

mos o teorema a seguir.

Teorema 2.1. Sejam a, b e c dados pelas equacoes (2.24), (2.25) e (2.26), respectivamente, e
A = b* — dac. A solugdo M, representada pela equagdo (2.23), serd positiva se, e somente se,

a condigdo A > b? for satisfeita.

Demonstracao 2.1. Considere as equagoes (2.24), (2.25) e (2.26). Se M} > 0, entdo

N + VA
0 < Km<1—'01 R >—M2<:> (2.28)
Q3
M,
VA < a4 (1 - K) — N — oy, (2.29)
e, da equacdo (2.25), temos que
+VA < b. (2.30)

Dessa forma, a equacdo (2.30) nos revela duas desigualdades,

A < B, (2.31)
A > B (2.32)

Por um lado, se supusermos que a equacao (2.31) é satisfeita, temos que —4ac < 0 e
concluimos que essa desigualdade é falsa, uma vez que os termos ¢ > 0 e a < 0. Note que, ao
considerarmos como verdadeira a expressdo (2.31), ela se torna uma contradi¢do a suposigcao
de que M; > 0.

No entanto, se supusermos a equagdo (2.32) como verdadeira, temos que

A > b <= —4dac > 0, (2.33)
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e sabendo que ¢ > 0 e a < 0, a expressdo (2.33) é valida e representa uma tautologia ao

supormos M; > 0.

Portanto, a desigualdade (2.32) é necessdria e suficiente para que a solucdo M, definida

pela equagdo (2.23) seja positiva e ndo nula.

O Teorema 2.1 também nos revela um comportamento especifico das solucdes da equacao

(2.22), conforme indica o coroldrio a seguir.

Corolario 2.1. As solugoes positivas da equagdo (2.22) sdo definidas como

1 p1N+M1_\/Z>_M2‘|

e =i -

(2.34)

2 Qs

Demonstracao 2.2. Ao considerarmos as solugoes positivas da equagdo (2.22), pelo Teorema

2.1, temos que

A>bB = —VA <, (2.35)

e, de acordo com a equagdo (2.30), temos que a solugdo M, definida pela equagdo (2.23), pode

ser reescrita como

1

P1N+H1_\/Z> _M21'

Qg

(2.36)

De modo andlogo ao desenvolvido anteriormente, considerando as equacdes (2.16) e
(2.18), teremos

a, N
K.,

M
M2+ [a4N (1 - Kl) — g — Mz} M, + py MyN = 0. (2.37)

Do mesmo modo como na equagdo (2.22), vemos na equag¢ao (2.37) uma equacao do

segundo grau ao adotarmos a varidvel independente M, como incégnita. Assim, temos em

1 P2+ o + VA
M, =-|K,|l-—F"F7F—| - M 2.38
2 2 [ m ( Oé4N 1 > ( )
com ay,N > 0e A = b* — 4ac, a solugdo para a equacdo (2.37) no sistema (2.1), desde que
adotemos
Oé4N
= — 2.39
a s (2.39)
M
b = o (1- Km) — pr— i, (2.40)
c = pMN. (2.41)

No entanto, diferentemente do observado no caso anterior, o termo ¢, definido pela equacao

(2.41), € necessariamente diferente de zero, uma vez que a presencga de células da neoplasia no
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microambiente tumoral recruta, quase que imediatamente, os macréfagos de fenétipo 1 para o

processo de polarizacao.

E muito importante ressaltar que a condi¢io de existéncia da solucdo expressa pela
equacao (2.38) também marca um comportamento caracteristico da evolucao temporal do volume
de células pela fun¢do M,(t). Afinal, identificar como necessério que o, N > 0, implica em
afirmar que a solugdo )/ existird se, e somente se, N > (, uma vez que oy, > 0. Isso vincula a

existéncia de células macréfagas de fendtipo 2 a existéncia de células neoplésicas.

Ainda assim, de modo andlogo ao ocorrido com a solugdo expressa pela equagao (2.23),
a solucdo (2.38) pode assumir valores negativos para as raizes da equacao (2.37). Dessa forma,

se faz necessario o teorema a seguir.

Teorema 2.2. Sejam a, b e c dados pelas equacoes (2.39), (2.40) e (2.41), respectivamente, e
A = b* — 4dac. A solucao M3}, representada pela equagdo (2.38), serd positiva se, e somente se,

a condigdo A\ > V? for satisfeita.

Demonstracao 2.3. A demonstragdo desse teorema segue andloga a do Teorema 2.1, dado a

semelhanca na estrutura algébrica das solugoes (2.23) e (2.38).

Considere as equagdes (2.39), (2.40) e (2.41). Se My > 0, entdo

+ VA
0 < K, (1 - W) M, — (2.42)
CY4N
M,
+VA < auN (1 — K) — Py — Mo, (2.43)
e, da equacdo (2.40), temos que
+VA <b. (2.44)

Dessa forma, a equagdo (2.44) nos revela duas desigualdades,

A < P (2.45)
A > (2.46)

Por um lado, se supusermos que a equacao (2.45) é satisfeita, temos que —4ac < 0 e
concluimos que essa desigualdade é falsa, uma vez que os termos ¢ > 0 e a < 0. Note que, ao
considerarmos como verdadeira a expressdo (2.45), ela se torna uma contradi¢do a suposigcdo
de que My > 0.

No entanto, se supusermos a equagdo (2.46) como verdadeira, temos que
A > b < —4dac > 0, (2.47)

e sabendo que ¢ > 0 e a < 0, a expressdo (2.47) é valida e representa uma tautologia ao

supormos My > 0.
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Portanto, a desigualdade (2.46) é necessdria e suficiente para que a solucdo My, definida

pela equagdo (2.38) seja positiva e ndo nula.
Corolario 2.2. As solugées positivas da equagdo (2.22) sdo definidas como

1 — VA
M == [Km (1_'024_“2]\[
Qy

5 ) — MI] , com N > 0. (2.48)

Demonstracao 2.4. Ao considerarmos as solucoes positivas da equacdo (2.37), pelo Teorema

2.2, temos que

A > = —V/A<b, (2.49)

e, de acordo com a equagdo (2.44), temos que a solugdo M., definida pela equagdo (2.38), pode

ser reescrita como

1 P2+ o — VA
Mf=-|K,|1l-—"—"——|—M]|. 2.
2 2 [ m < O{4N 1 ( 50)
Por fim, ao considerarmos as equacdes (2.17) e (2.18), teremos
T
T [asy (1= 22) = By = ps] =0, (2.51)
t
de forma que
5 = 0, (2.52)
Bs My + pus
T = K, (1—————— 2.53
8 t ( 015M1 I ( )

com as M, > B3 My + s, sdo solugdes da equacao (2.51).

Observe que a condi¢do necessdria para a existéncia de solu¢do nao trivial para a equacao
(2.37) é as M, > B3My+ ps, quando N (t) = N**. Portanto, para o modelo proposto pelo sistema
(2.1), vinculamos a existéncia de contagem positiva e ndo nula do volume de CD8+ a contagem

positiva do volume de macréfagos com fenétipo 1 e de células neoplasicas.

2.2.2 Pontos de equilibrio do modelo proposto

Antes de discutirmos os pontos de equilibrio do sistema (2.1), tomando como base as

consideracgdes de suas solucdes isdclinas nulas, definiremos o que é um ponto de equilibrio.

Definicéo 2.1 (Ponto de Equilibrio e Solugdo Estaciondria). Seja % = f(x), 2(t), uma equagdo

autonoma e que x* seja um zero da fungdo f, para algum t pertencente ao dominio de f. Entdo,
J— * Z ~ ~ dF __ *\ 2 ~ . s .

(a) z(t) = x* é solugdo da equagdo 5~ = f(x*) = 0 e é chamada de solugdo estaciondria ou

de equilibrio;

(b) x* é chamado de ponto de equilibrio de dF’/dL.
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Observe que a Definicao 2.1 merece destaque por justificar de modo objetivo nosso
interesse no cdlculo das iséclinas nulas, feito durante a se¢do anterior: ao calcularmos as solucdes
das isdclinas nulas do sistema (2.1), estamos calculando suas solugdes estaciondrias e definindo

seus pontos de equilibrio.

Nesse sentido, estabeleceremos os pontos de equilibrio do sistema (2.1) com base em
suas solugdes estaciondrias expressas pelas equacgdes de (2.20), (2.21), (2.34), (2.48), (2.52) e
(2.53), fazendo

1. Ponto de equilibrio sem a presenca da neoplasia: neste cendrio, paratodo ¢ > 0, supomos
N(t) = N* = 0, e, dessa forma, consideraremos um organismo livre de células neoplasicas.

Resguardadas as observagdes acima,

(a) para M,(t), considerando a equagdo (2.37) e a condi¢@o necessdria para a existéncia

de sua solucdo, a equacgdo (2.38), temos que
N*=0= M; =0; (2.54)

(b) para M, (t), considerando o termo ¢ dado pela equagdo (2.26) e a solucdo representada
pela equagdo (2.27), do item anterior, temos que My = 0 = ¢ = 0 e, por sua vez,
¢ = 0 implica em

M=K, <1 - “1) : (2.55)

a3
(c) para Tg(t), considerando a solugdo (2.52) e M; expresso em (2.55), temos o seguinte

ponto de equilibrio para o sistema (2.1)
Py (0, M, 0,0). (2.56)

2. Ponto de equilibrio com a presenca da neoplasia: neste cendrio, estamos supondo a
solugdo (2.21), N(t) = N**, paratodo ¢t > 0. Dessa forma, sabemos que a existéncia de
células neopldsicas no organismo nos leva a considerar as solugdes positivas M, () = M,
em (2.34), M,(t) = M, em (2.48), e T5(t) = T3, expressa em (2.53), para a formacéo
do seguinte ponto de equilibrio que denota coexisténcia de células para o sistema (2.1)

Py(N**, M, M TS, (2.57)

Note que o sistema dindmico (2.1) certamente possui mais solucdes estaciondrias que
somente as observadas em nosso estudo e que usamos para compor os pontos de equilibrio F, e
P,. Uma evidéncia conclusiva sobre isso encontra-se nos estudos sobre positividade das solucdes
gerais expressas em (2.21), (2.23), (2.38) e (2.53), que também sugerem condicdes especificas

para que seus valores sejam negativos.

No entanto, novamente, ressaltamos que as solucdes negativas ndo pautam nosso objetivo
de entendermos a dindmica da patologia proposta pelo modelo matemético representado no

sistema (2.1).
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Na proxima se¢do, faremos um estudo sobre a estabilidade local dos pontos em (2.56) e
(2.57).

2.2.3 Analise de estabilidade local dos pontos de equilibrio

A anélise de estabilidade local do sistema (2.1) nos pontos criticos P, e P;, que desen-
volveremos nessa se¢do, ocorrerd em torno do Teorema de Hartman-Grobman, enunciado a

seguir.

Teorema 2.3 (Teorema de Hartman-Grobman). Sejam f : R™ — R™ um difeomorfismo de classe
C", r > 1ep € R™ um ponto fixo hiperbolico de f. Entdo, existem U,V C R™ vizinhancas

abertas de 0 e p, respectivamente, e um homeomorfismo h : U — V tal que
hA = fh, (2.58)

emque A=Df,: R™ — R™

Uma demonstragao do teorema pode ser encontrada em Machado (2016).

Basicamente, o Teorema 2.3 nos diz que, tomado os pontos F, e P, de singularidade no
campo vetorial do sistema (2.1), uma vizinhanca suficientemente préxima desses pontos guardara
um homeomorfismo com uma vizinhancga suficientemente préxima a 0, em outro campo vetorial,

através de um isomorfismo diferencidvel de classe C" desse sistema.

Nesse sentido, ainda, o Teorema 2.3 nos fornece a oportunidade de analisar localmente a
estabilidade do sistema (2.1), observando seu comportamento em torno de seus pontos criticos em
outro espa¢o, homeomorfico, linearizado e, portanto, mais simples do que seu espago “original”

€ ndo-linear.

Dessa forma, reescreveremos o sistema (2.1), com a finalidade de construirmos esse

homeomorfismo. Considere, entdo, que o sistema (2.1) possa reescrito como

dN

E — Fl(N,Ml,Mg,Tg)
dM

dtl = F2(N7M17M27T8)

(2.59)

dM,

dt = FB(N7M17M2aT8)

dT;

dits - F4(N7M17M27T8)

Note que, ao supormos que os pontos criticos do sistema (2.59) podem ser escritos
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genericamente como P,(n,m,, my, tg), entdo a transformagdo
X = N-—-n
Y - M1 — my

, (2.60)
J = Mg — Mo

W - Tg — tg
levara os pontos de equilibrio P, e P, respectivamente representados em (2.56) e (2.57), ao

ponto de origem do espago de contradominio das fun¢des que definem o sistema (2.1).

Nesse sentido, dada a transformacao (2.60) para o sistema em sua forma reescrita em
(2.59), temos que

d;;[ = Fi(X+nY+m,Z+my, W+t)
My Fy(X 4+n,Y +my, Z +my, W + t5)
dt
M, , (2.61)
el F3(X +n,Y +my, Z 4+ my, W + 1)
dTy
E = F4(X+n,Y—l—m1,Z—|—m2,W—|—t8)
pode ser linearizado em torno de seus pontos criticos F,, tomando a igualdade
[ dN r OF, O0F, OF, OF, T
dt on Omy, Om, Ots | [ X
dM, oF, O0F, O0F, OF,
dt on  Om, Om, Ol Y
dMy |~ | OF, OF, OF, OF, A (2:62)
dt on  Om, Om, Ot
dT oF, oF, oF oF | ||
L dt i L On Omy Om, Otg 1p,

Notamos na equagdo (2.62) acima, a presenca da matriz Jacobiana para as fungdes F;(P,),
1 =1,2,3,4, do sistema (2.1), reescrito em (2.59).

Dessa forma, pelo Teorema de Hartman-Grobman, em (2.3), tomando os pontos fixos
P. dos difeomorfismos em F;(X + n,Y + my, Z + my, W + tg), © = 1,2,3,4, existe um
homeomorfismo que relaciona vizinhas abertas de P, e 0 através da linearizacdo assegurada pela
matriz A, tal que
T OF, OF, OF, OF, T
on  Omy; Oms, Oty
oF, O0F, O0F, O0F,
on  0Omy; Omy Oty
oF; 0F; 0F; OF;
on  Omy; Oms, Oty
oF, O0F, O0F, OF,
L On Omy Om, Ots 1p,

A(P,) = J(n,my,my, ts) = (2.63)
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A partir desse ponto, analisaremos a estabilidade local do sistema (2.1) para os pontos

P, e P, através de sua linearizacao, representada pelo sistema (2.62), usando as ferramentas

mateméticas conhecidas da Algebra Linear.

Considerando a matriz A(P.), seus termos sdo expressos pelas equagdes,

e para F\(n,m;, my,ts),

or
on

oOF,
om,

oF,

Omes

OF,
Ots

K, [Ch (1 + a2m2) — Bimy — 52t8] —2a4n (1 + 0427712)

—5171,

araon (K, —n)

K,

—Ban;

* para Fy(n, my, ms, ts),

or,
on

oF,

om,

OF,
amg

oF,
Ots

_plmb

Y

K,

Q3 (Km — le — mg) — Km (pln + ,ul)

* para Fs(n,m;, my,ts),

or,
on

OF,
om,

0F;

Omes

or,
Ot

K’)’L

Gy Mo (Km —m; — mz) + Pleml

K,

Y

)

(2.64)

(2.65)

(2.66)

(2.67)

(2.68)

(2.69)

(2.70)

(2.71)

(2.72)

(2.73)

(2.74)

(2.75)
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* e para Fy(n,m;, my, tg),

oF,
% = 0, (2.76)
8F4 O{5t8 (Kt - tg)

- 2.
P K : (2.77)
SF“ = Pt (2.78)
mag

OF,  asmy (K, —2ts) — K, (Bsma + p1s) (2.79)
atg Kt . .

Dessa forma, ao analisarmos o comportamento do sistema dindmico linearizado (2.62)

para o ponto critico P, em (2.56), temos que a matriz A(F,) é escrita como

a;; 0 0 0

] <0’ K, (043 - ,Lh) 0, O> _ A1 Qoo g3 0 ’ (2.80)
a3 Q31 0 Q33 0
0 0 0 ay

de forma que seus elementos sdo expressos como

/Ble (,Ul - 043) + o

ay = e : (2.81)
oy = Pfim y{: — ). (2.82)
Q2 = [ — O3, (2.83)
Q3 = [by — Q3+ po, (2.84)
gy = Pfim %”l — ). (2.85)
ass = —(p2+ ta), (2.86)

K, — —
- 07 (043 ,U1) 043/137 (2.87)
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e seus autovalores \;, ¢ = 1,2, 3,4, associados, que podem ser escritos como

Moo= (ot ) (2.88)

Ay = g — as, (2.89)

Ay = as I, (043 - Ml) - 043#37 (2.90)
K.,

A = Df (“1;(&3)“‘10‘3. (2.91)

Como vimos, é importante destacar a condi¢ao de que os parametros listados na Tabela
1 sejam nao negativos. Essa condicao € essencial para entendermos as equagdes (2.88), (2.89),
(2.90) e (2.91), referentes aos autovalores associados a matriz A(F,), uma vez que nos permite
inferir F; como ponto localmente estavel ou instdvel, a depender dos pardmetros na equacao
(2.90).

Primeiro, note que \; < 0 em (2.88), quando nos € assegurado que p, > 0 e uy, > 0, pela

positividade das solucdes que compdem os pontos de equilibrio do sistema (2.1).

No segundo ponto, observe que, na equagao (2.55), M; > 0, o que nos revela o fato de
que
K (Oég - :ul)

m—— > 0= az — pu; >0, (2.92)
a3

e, consequentemente, de (2.92), temos que A\, < 0 e A\, < 0. No entanto, ainda de (2.92), temos

que

)\3 <0< Oé5Km <Oé3 — [1;1) < Qizliz, OU (293)
)\3 > (0 < a5Km (063 - ,ul) > (g3, (294)

0 que coloca os pardmetros o, s, L1, (43 € K, como responsdveis por uma bifurcacdo na andlise
de estabilidade de F,.

Conclusivamente, se \; < 0, para todo ¢, ¢ = 1, 2, 3, 4, na equagdo (2.93), temos que F,
€ um ponto estdvel para o sistema (2.1). Caso contrario, \; < O parat = 1,2,4, com A3 > 0 na

equacdo (2.94), entdo F, serd um ponto instdvel no sistema (2.1).

Do ponto de vista bioldgico, tomando uma interpretacdo do modelo matemético proposto,
sobretudo nas equacgdes (2.2) e (2.4), notamos que A3 < 0 nos revela uma predominancia
do crescimento de macréfagos de fendtipo 1 (a3) e da apoptose das efetoras CD8+ (y3) em
contraponto a baixa influéncia no aumento da quantidade celular das CD8+ («5), que se explica,

possivelmente, pelo fato do organismo permanecer sem a presencga de células neopldsicas.

No entanto, para A3 > 0 entendemos que a alta influéncia no aumento do nimero de

efetoras CD8+ («5), aliada ao alto crescimento do nimero de macréfagos de fenétipo 1 (i), €
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ocasionada por alguma perturbacio ao organismo inicialmente sauddvel, possivelmente pelo

surgimento de células neopldsicas, o que supera o contraponto da apoptose celular das T CD8+
(p3)-

Andlogo a forma como procedemos ao analisar a estabilidade do sistema (2.1) para o

ponto Py, o faremos para o ponto P,. Considere, entdo, a matriz A(P,), tal que

by b bz by
by byy bos 0

A(P) =J(N*, M M, Ty = | =0 72 % : (2.95)
by b3y b3z O

0 b42 b43 b44

Para as equacdes que se apresentam nos termos da matriz em (2.95), € importante ressaltar
que os termos N**, M, M. e T sdo aqueles representados em (2.21), (2.34), (2.48) e (2.53),

respectivamente.
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Os termos nao nulos da matriz A( P, ), em (2.95), sdo expressos pelas seguintes igualdades:

K, [on (1 + apM) — i M — BT3¢ — 2, N** (1 + ap M)

by = e . (2.96)
by = —BN*™ (2.97)
by = a2 g" - N (2.98)
by = —BN*, (2.99)
by = —pi M, (2.100)
byy — as (K, — 2M; _M;? - K,, (plN**—i-M)’ 2.101)
by = PP [;magM;, (2.102)
p My (K M;K— M) + pi K My 010
by = NP 1K[”; — o)) (2.104)
by = ayN*™* (K, — M} _]?M;) — K, (p2 + N2)’ (2.105)
by = (2 —5) (2.106)
bis = —BI57, (2.107)
by = as M (K, — 215*) — K, (Bs My + Ms)' (2.108)

K,

Por sua vez, o polindmio caracteristico p(\) = det (A (P,) — AI) associado a matriz
A (P)), em (2.95), é escrito como

p(A) = agAt —agh’ + a,A® + ay A + ay, (2.109)
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de modo que,

a, = 1, (2.110)
a5 = by + oy + byy + baa, 2.111)
as = Diibog + biibag & bribas — brobar — brabar -+ bosbas + basbas —

bysbss + basbas, (2.112)
a1 = —biibasbyy — biibasbus + byybosbas — biibasbas + biobaibas +

Dioborbay — biobosbs — brsbaibas + bisbasbs + bigbyibay — (2.113)

b14b21040 — 014031043 — baobszbyy + Do3b3abay,

a9 = b11baobs3byy — b11ba3b3abay — b12ba1D33044 4 b19bo3bs1 04y +
b13b21032044 — b13b22D31044 — b14b91032045 4 01421033040 + (2.114)
14022031043 — b14ba3D31045.

Note que, nas equacdes (2.111) e (2.113), temos az = tr (A (P))) e a, = det (A (P))),
respectivamente. Além disso, encontrar os autovalores A associados & matriz A (P;), em (2.95),
fazendo p(\) = 0 em (2.109), € custoso do ponto vista algébrico, quando considerada a composi-
¢do dos coeficientes de p(\) nas equagdes de (2.110) a (2.113). Neste caso, para uma anélise local

de estabilidade do sistema (2.1), em relacdo ao ponto P;, usaremos o Critério de Routh-Hurwitz.

O Critério de Routh-Hurwitz é uma cole¢@o de teoremas que nos indica algumas particula-
ridades sobre as raizes de um polindmio, partindo de um arranjo especifico dos seus coeficientes,
construido em uma tabela chamada de Tabela de Routh. Dentre essas particularidades, o Critério
de Routh-Hurwitz estabelece uma condicdo necessdria e suficiente para que a parte real das raizes
desse polindmio sejam negativas, o que ajuda na observacao de condicdes para a estabilidade
local de sistemas, quando observado seu polindmio caracteristico associado. Essa condic¢ao é

descrita no teorema a seguir.

Teorema 2.4 (Critério de Routh-Hurwitz - condi¢@o para a estabilidade local). Considere o
polindémio caracteristico p(\), associado a um ponto critico de um sistema dindmico. Todos os
autovalores associados ao p(\) terdo sua parte real negativa se, e somente se, os arranjos dos

coeficientes de p(\), na primeira coluna da Tabela de Routh, forem todos positivos.

Os arranjos aos quais se refere o Teorema 2.4, para o polindmio p(A) em (2.109), sdo
organizados e calculados de acordo com o dispositivo pritico na Tabela 2, chamada de Tabela de
Routh.

Dessa forma, analisando a positividade dos termos na primeira coluna da Tabela de Routh,
para os coeficientes do polindmio caracteristico p(A), em (2.109), podemos entender algumas

condic¢des para a estabilidade do sistema (2.1) em relagcdo ao ponto P;.

Portanto, para o polindmio em (2.109), analisaremos os termos que compdem a primeira

coluna da Tabela de Routh e suas respectivas condi¢des de positividade, fazendo
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Tabela 2 — Tabela de Routh: dispositivo pratico dos arranjos dos coeficientes de p(\), em (2.109),
para observacdo do Teorema 2.4.

Ay Ao Qg )\4
—as a; 0|\
g A g Qg
—as 4 —as 0
cg=r——1 cp=1—"1 0]\
as as
—az a
1 G
C3 = — c O O )\1
1
C1 C
c; 0
B 0 0|\
Cs

1. Primeiro termo: a,.

Positivo, dado que a, = 1.

2. Segundo termo: —a;.

Aqui cabe uma andlise sobre as condi¢des em que —az > (0, uma vez que
—az > 0=tr(A(P)) <0, (2.115)
quando considerada a equagcdo em (2.111).

. ay
3. Terceiro termo: a, + —.
as

Da condicdo em (2.115), temos que a; < 0 e sabemos que esse terceiro termo serd positivo

em qualquer um dos trés cendrios a seguir:

(a) No 1°cendrio,

a; < 0,
as > 0 (2.116)
(b) No 2°cenario,
a; < 0,
a, < 0, (2.117)
las| < =
as
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(c) No 3°cenario,

a; > 0,

a, > 0, (2.118)
ag| > |

2 a5

Note que os cendrios descritos acima sao mutuamente excludentes, porém, todos possiveis
a priori.
agd,

, a
4. Quarto termo: a, + 73, considerando d = a, + —.
as

Analogamente a analise feita para o terceiro termo, considerando que a; < 0 e os cendrios

tal que d > 0, temos que o quarto termo serd positivo para qualquer dos cendrios abaixo:

(a) No 1° cenario,

a, < 0,
a, > 0 (2.119)
(b) No 2°cenario,
g Oa
a; < 0, (2.120)
apas
|| d 3
(c¢) No 3°cendrio,
ag > 0,
a; > 0, (2.121)
apas
|2 d

Também como no caso do terceiro termo, os cendrios apresentados acima sao mutuamente

exclusivos, porém, todos possiveis a priori.

5. Quinto e dltimo termo: a,.
Para completar as condi¢des de positividade dos termos na primeira coluna da Tabela de

Routh, teremos a condi¢do a, > 0.

No entanto, note que a condicionalidade do quinto termo (a, > 0) automaticamente
coloca como impossiveis os cendrios 4(a) e 4(b), respectivamente em (2.119) e (2.120), se

quisermos garantir a estabilidade local do sistema (2.1).

Por sua vez, e com uma andlise andloga a anterior, ao considerarmos a, > (0 e o0 cenério

4(c), em (2.121), temos que os cendrios 3(a) e 3(b), respectivamente em (2.116) e (2.117), devem
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ser descartados do rol de cendrios possiveis para que, coerentemente ao condicionado pelo
Teorema 2.4, possamos listar as seguintes condicionalidades para a garantia da estabilidade local

do sistema (2.1) em relagdo ao ponto P;, como

as < 0, (2.122)
a > 0, (2.123)
a > 0, (2.124)
a > 0, (2.125)
las| > Z; (2.126)
laa] > aoj‘? , (2.127)

a
comd=a,+ —.
as

Nesse ponto de nossa andlise, vale destacar que as condi¢des encontradas nas desigual-
dades de (2.122) a (2.127) sdo indicacdes generalistas, mas que apontam para outras condi¢des
equivalentes e mais precisas em relacao aos termos e parametros que compdem o sistema (2.1).
Para isso, analisaremos a composi¢do dos coeficientes do polindmio caracteristico p()\), em
(2.109), e dos termos da matriz A (P,), em (2.95), sob o ponto de vistas das condi¢des acima,
sobretudo das condicoes em (2.122) e em (2.125).

Antes, no entanto, € importante notarmos que entre os termos da matriz em (2.95),
denotados pelas igualdades de (2.96) a (2.108), para quaisquer valores assumidos pelos pardmetros
do sistema (2.1), existem aqueles que sdo positivos ou negativos. Entre os termos positivos da
matriz em (2.95) estdo os indicados pelas equacdes (2.98), (2.103) e (2.106). Os termos negativos,
estdo indicados pelas equacdes (2.97), (2.99), (2.100) e (2.107).

Os demais termos, indicados pelas equagdes (2.96), (2.101), (2.102), (2.104), (2.105) e
(2.108), possuem suas positividades dependentes dos valores assumidos pelos parametros no

sistema (2.1).

Dessa forma, por exemplo, quando impomos que a; < 0, como em (2.122), temos que
b1y + by + byz + byy <0, (2.128)

o que pode resultar em algumas andlises para a positividade dos termos, tais como b;; < 0, ¢ = j,
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1 =1,2,3,4, ou, ainda, como em

bll + b44 < 07 €
byy + b33 > 0, com (2.129)
|bll + b44| > oy + bas.

De fato, as desigualdades em (2.129) sdo encontradas em muitos cendrios quando impo-

mos a desigualdade a, > 0, dada em (2.125), em conjunto com as seguintes condigdes:

1. daigualdade em (2.102),

M
by > 0o B2 - f (2.130)
P2
2. daigualdade em (2.104),
a, My
by, > 0 < < K,,. (2.131)
P1

E importante observarmos o papel das capacidades suportes na positividade das equacdes
(2.96), (2.101), (2.102), (2.104), (2.105) e (2.108), quando tratamos das condi¢des em (2.122) a
(2.127), como visto em (2.130) e (2.131). Para as condicoes apresentadas em (2.129), impondo

ag > 0, temos,

1. daigualdade em (2.96), que

K
N (2.132)

¢é condicdo suficiente, embora ndo necessdria, para b;; < 0. No entanto, mesmo que seja
possivel obtermos b;; < 0 em outras condi¢cdes que ndo sejam como em (2.132), todas
elas dependem dos valores assumidos pelos pardmetros «;, s, 31, 52, além das avaliagdes
funcionais M;", M., T¢* no ponto Py, tais que N** < K, /2.

Portanto, do ponto de vista matematico, ao ultrapassarem o limite K, /2, a avaliagdo
funcional N** faz com que b;; < 0, independente dos valores assumidos por outros
parametros e avaliacdes funcionais, contribuindo suficientemente para a estabilidade do

ponto P, segundo o Teorema 2.4, em conjunto com as condicdes a seguir;

2. daigualdade (2.101), que
2Mf+ M, < K, (2.133)

€ condicdo necessdria para discutirmos b,, > 0, mas ndo suficiente, uma vez que a posi-
tividade de b, ainda depende dos valores assumidos pelos pardmetros as, p; € 1, € das
avaliagdes funcionais N**, M, e M. no ponto P,. Por outro lado, se 2M;" + M} > K,,,

teremos uma condicao suficiente, porém, ndo necessdria, para garantirmos by, < 0;

3. daigualdade (2.105), que
M +2M; < K,, (2.134)
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€ uma condi¢do necessdria para termos b33 > 0, mas nao suficiente, por ainda depender
dos parametros oy, p, € 1, € das avaliagdes das fungdes N**, M e M, no ponto P,. De
modo andlogo ao caso anterior, se M;" 4+ 2M." > K, teremos uma condigao suficiente
para b33 < 0, mesmo que esta nao seja necessaria.

Ainda sobre as condi¢Oes em (2.129), pensando nas desigualdades obtidas em (2.133) e
(2.134), note que b,y + b3z > 0 ndo requer, necessariamente, que b,, € b3 sejam todos
positivos. No entanto, para o cendrio suposto em a, > 0, dado o Critério de Routh-Hurwitz
pelo Teorema 2.4, teremos by, € b33 positivos para que satisfacam as desigualdades em
(2.129);

4. daigualdade (2.108), que

K
T > ?* (2.135)

¢ condicdo suficiente para que by, < 0, mas ndo necessdria. Em uma andlise semelhante a
condi¢do (2.132), com T3* < K, /2, teremos uma condi¢do necessdria para discutirmos
by > 0, mesmo que essa positividade dependa dos parametros o, O3 € 3.

Novamente, note que a condicdo b,; + by < 0, em (2.129), ndo requer que b;; < O e
by < 0, necessariamente. No entanto, € suficiente supor que se os termos by; e by, forem

negativos, a desigualdade dada em (2.129) € satisfeita.

Portanto, com as inequagdes entre (2.130) e (2.135), garantiremos a; < 0 e a; > 0 em
(2.122) e (2.125), respectivamente.

Para garantirmos as condi¢des a, > 0 e a; > 0 em (2.123) e (2.124), respectivamente,
continuaremos considerando os sinais dos termos na matriz A (P;), em (2.95), e as condi¢des
que ja obtemos de (2.130) a (2.135).

Dessa forma, para a, > 0, temos

a
b12b21b33 + bl3b22b31 - b11b22b33 - b12b23b31 - b13b21b32 - b22b33b44 > 52 (2136)

E, para a; > 0, temos
a
bi1bas + bosbsy > 51 (2.137)

Note que os primeiros membros nas desigualdades em (2.136) e (2.137) sao todos

positivos, se considerarmos os sinais dos termos na matriz A (P;) em (2.95).

Consideradas satisfeitas, as condicoes (2.126) e (2.127) se unem as demais condi¢des
de (2.130) a (2.137) para que todos os cinco termos da primeira coluna da Tabela de Routh
sejam positivos, tais como esperdvamos. Nesse sentido, o Teorema 2.4, nos garante que as partes
reais do polindmio caracteristico (2.109) sejam todas negativas e, consequentemente, 0 ponto
P, seja localmente assintoticamente estdvel para o sistema (2.1). Porém, observe que se alguma
condicao nao for satisfeita e, assim, a positividade de algum dos cinco termos nao for garantida,

entendemos que o ponto P; € instdvel.
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A questao da estabilidade do ponto P, expresso em (2.57), possui sentido matematico
quando, ao considerarmos a desigualdade em (2.94), observamos o ponto F, como instavel. Do
ponto de vista biolégico, podemos considerar que a instabilidade do ponto F,, expresso em (2.56)
e que representava um organismo livre da neoplasia, passa a retratar o seu surgimento nesse
mesmo organismo e esse, por sua vez, apresenta um quadro de progressao desse cancer até o

ponto P, estavel.

E importante destacar que, embora estdvel, o ponto P, ndo pode ser confundido com uma
possivel estabilidade na progressao da doenca, ao contrario, por ser estdvel, ele evidencia que a
progressao do cancer no organismo sé € limitada pela propria existéncia desse organismo e que a

neoplasia serd fatal caso ndo seja proposta uma intervencdo médica.

Até esse ponto, discutimos a questao da estabilidade do ponto P, e suas condicdes de
ocorréncia no sentido matemaético. No entanto, € importante que vejamos algumas possiveis

interpretacdes no ponto de vista bioldgico, sobretudo para as condi¢des de (2.130) a (2.137).

De modo geral, é importante notarmos que as condi¢des de (2.122) a (2.127) sdo neces-
sérias e suficientes para que a estabilidade local do ponto P, seja obtida para o sistema (2.1). No
entanto, de modo particular, as condi¢des de (2.129) a (2.137) retratam um dos muitos cendrios
em que P, se comporta como estdvel no sistema (2.1) e que, portanto, satisfazem as condi¢des
gerais. Essa identificacdo do que € condicao geral e do que € uma possibilidade, nos ajuda a
entender que as interpretacdes feitas a seguir sao consideragdes especificas dentro de um contexto

mais generalista, mas que nos ajudam a compreender um pouco da dinamica da neoplasia.

Outro ponto importante € entendermos que as condi¢des, sejam elas gerais ou especificas,
sdo as causas da estabilidade do ponto P, e da instabilidade do ponto F, no sentido matemaético,
mas que, biologicamente, tanto as condi¢des quanto as estabilidades dos pontos, sdo apenas
consequéncias do comportamento da neoplasia no organismo. Ou seja, devemos tomar as andlises

das condicdes e das estabilidades como evidéncias mateméticas de um processo biolégico.

Nesse sentido, nas consideragdes desenvolvidas entre (2.130) e (2.137), vinculamos a
necessidade de alguns termos da matriz A (P;), em (2.95), serem positivos ou negativos, para
que as condicoes gerais de (2.122) a (2.127) fossem satisfeitas. Dessa forma, vemos que essa
questdo € uma das influenciadoras na estabilidade de P, — evidéncia da progressdo da neoplasia —
e que, em algum nivel, poderia ser tomada como forma de controle com a finalidade de aferir a

progressao/regressao da neoplasia no organismo.

Como exemplo, podemos citar a desigualdade obtida em (2.132). Naquele momento,
analisamos que, ao ultrapassar o limite referente a metade da capacidade suporte das células
neopldsicas no organismo (K, /2), o volume dessas células colabora para a estabilidade do ponto
Py, uma vez que permite analisar o termo a; como negativo. Dessa forma, manter o volume N ()
de células neoplésicas abaixo de K, /2 é uma forma de termos a instabilidade do ponto P,, que

seria observado como evidéncia de um possivel tratamento eficaz contra essa neoplasia.
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Note, portanto, que a busca pela instabilidade de P, torna-se relevante para o ponto
de vista bioldgico, uma vez que, matematicamente, a instabilidade de P, também significa a
estabilidade de F,. Se o ponto F, torna-se estavel, nossa andlise em (2.93), revela que o organismo
torna-se livre da neoplasia. Dessa forma, podemos considerar dois estados para o organismo

modelado pelo sistema (2.1):

1. Estado de neoplasia controlada: evidenciado por F, estavel e P, instavel.

2. Estado de neoplasia nao controlada: evidenciado por F, instdvel e P, estdvel.

Nesse sentido, considerando as desigualdades em (2.133) e (2.134), nossa busca pelo
estado de controle da neoplasia pode tomar como evidéncia os seguintes valores limites para o

volume de macréfagos

* do tipo 1:
Km - M+ Km,
M < 2 se M) < ,
2 3
(2.138)
K
M < K, —2M]), se M} > 3’”;
* do tipo 2:
K, — M:* K,
Mf < ———se M < =2,
2 3
(2.139)
K
M < K, —2M;, se M > 3’”,

de modo que as expressdes em (2.138) e (2.139), acima, sdo matematicamente equivalentes
as expressoes em (2.133) e (2.134) que, se satisfeitas, evidenciam que ambas as expressoes
2M;" + M, e M + 2M,F estdo abaixo da capacidade suporte dos macréfagos no organismo
(K,,) e, consequentemente, teremos by, € b33 positivos, contribuindo com o estado de controle da

neoplasia.

Dessa forma, ao analisarmos do mesmo modo a expressao em (2.135), fazendo com que
o volume de células efetoras CD8+ estejam abaixo da metade de sua capacidade suporte no
organismo (K, /2), teremos by, positivo, contribuindo para a instabilidade de P, e a estabilidade
de F,.

Observe, portanto, que esse € um dos cendrios que certamente indicam esse estado de
controle da neoplasia, porque se constituem como evidéncias suficientes para indicar que os

Critérios de Routh-Hurwitz, dado pelo Teorema 2.4, ndo foram cumpridos para o ponto P;.

No entanto, poderiamos explorar outras possibilidades, como, por exemplo, a condi¢ao

de termos uma taxa de apoptose celular dos macréfagos de fenétipo 1 menor do que sua taxa de
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crescimento (a3 > j1;), mas mantendo a inequacdo em (2.93), o que contribui para a estabilidade
do ponto Fj, uma das evidéncias para um estado controlado da neoplasia, mas que deve ser

analisado sempre em conjunto com outras condi¢des que integram esse cendrio.

No préximo capitulo, exploraremos essa andlise matematica de modo computacional,
com simulagdes de ambientes em que os valores dos parametros sao estabelecidos para o sistema
(2.1).
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3 Simulacoes Numéricas e Resultados

Neste capitulo, exploraremos os diferentes cendrios proporcionados pelo sistema dindmico

(2.1) ao modelar o cancer de pulmao de células ndo pequenas (NSCLC).

Para isso, em cada sec@o desse capitulo, separamos uma simulagdo com um conjunto
especifico de valores para os parametros da Tabela 1, encontrados nas literaturas e referenciados
para consulta. Alguns dados, no entanto, foram estimados a partir de metodologias que envolvem

contagem de célula em volumes tumorais, como em Stankovic et al. (2019) e Monte (2021).

Assim, nosso objetivo se figura em entender como algumas ferramentas matematicas
nos ajudam nas investigacdes sobre o NSCLC, fornecendo informagdes sobre a relevancia dos

processos bioldgicos na evolu¢do do volume tumoral através do tempo.

Em resumo, algumas especificidades desses processos, sao representadas pelos parametros
do nosso modelo, cuja dindmica na interacdo € coordenada pelo conjunto de equagdes do sistema
(2.1) sem, contudo, perdermos de vista as relativizacdoes consequentes de como entendemos e

definimos um Modelo Matematico, em 1.1.

3.1 Consideracoes sobre os parametros

Os parametros utilizados nos cendrios simulados nas proximas se¢des foram tomados
como base de Eftimie e Barelle (2021). No entanto, € preciso considerar as diferencgas nos calculos,

dada a concepcao distinta entre os modelos e as hip6teses assumidas.

Nesse sentido, alguns valores para os parametros foram estimados, outros adotados e,
todos, colocados em escalas. A escala serve a alguns propdsitos como, entre eles, uniformizar os
dados encontrados em diversas literaturas e melhorar o desempenho durante o processamento

dos calculos numéricos.

Para os valores estimados, calculamos as dimensdes médias dos tipos de células cujos
volumes s@ao modelados pelo sistema (2.1), segundo Monte (2021), e obtivemos o nimero de

células por unidade de volume (mm?, como indicado na Tabela 1).

Dessa forma, considerando (SATO et al., 2017 apud EFTIMIE; BARELLE, 2021), é

possivel estimarmos a taxa de crescimento proliferativo das células neopldsicas para o volume
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tumoral do NSCLC em «; = 0, 23 por dia e seu respectivo volume méaximo em 1400 mm?.

A obtencdo do volume tumoral € importante para calcularmos as escalas de parametros
como 3, e 3, (ver Tabela 1), além das condigdes iniciais N(0), M,(0) e T5(0). Por exemplo,
segundo Stankovic et al. (2019), cerca de 22% do microambiente tumoral do cancer de pulméo
de células ndo pequenas é composto por células citotoxicas CD8+ e, assim, podemos estimar um

nimero méaximo de 3,08 - 107 células CD8+ nesse tecido conjuntivo.

As capacidades suportes K, K,, e K, foram obtidas através dessa metodologia, como

apontado em Eftimie e Barelle (2021), de modo geral.

Os Unicos valores ndo encontrados na literatura, mas estimados com a metodologia
indicada, foram os dos parAmetros s, (35, (13, K; e a condig¢do inicial 7x(0). De modo particular,
para estimar «; € (3, tambem consideramos alguns pardmetros em Qomlagqi et al. (2017) e, para

estimar [3,, também consideramos Kuznetsov e Knott (2001).

Uma vez estimado os parametros, os utilizamos para simular os cendrios apresentados

nas proximas sec¢oes, através do método numérico de Runge-Kutta de quarta ordem (RK4).

Tabela 3 — Valores padroes dos parametros e condicoes iniciais do sistema (2.1): valores
adimensionalizados dos parametros na Tabela 1 e das condi¢des iniciais para o sistema
(2.1), considerando as respectivas referéncias listadas.

Parametros Valores Descricao Referéncia

o %1 2,30-107' Taxa de crescimento proliferativo de N Eftimie e Barelle (2021)
Qa2 6,72-10"!  Taxa de influéncia de M> no volume tumoral Eftimie e Barelle (2021)
as 7,00-107'  Taxa de crescimento de M Eftimie e Barelle (2021)
oy 7,00 - 10~'  Taxa de influéncia de N no crescimento de M, Adotado
as 8,00 - 10!  Taxa de influéncia de M no crescimento de CD8+ Qomlagqi et al. (2017)
51 1,344 Taxa de eficicia de M7 no combate as células N Eftimie e Barelle (2021)
B2 4,312 Taxa de eficicia de CD8+ no combate as células N Kuznetsov e Knott (2001)
B3 1,344 Taxa de eficicia de M2 no combate as células CD8+ Adotado
P1 1,00-1072  Taxa de polarizagio do fendtipo 1 em 2 do macréfago Eftimie e Barelle (2021)
P2 0 Taxa de repolarizagdo do fenétipo 2 em 1 do macréfago  Eftimie e Barelle (2021)
Hn1 8,70 - 107!  Taxa de mortalidade das células M Eftimie e Barelle (2021)
L2 1,00- 107"  Taxa de mortalidade das células Mo Eftimie e Barelle (2021)
n3 4,00-10"'  Taxa de mortalidade das células CD8+ Qomlagqi et al. (2017)
K, 1 Capacidade suporte das células neopldsicas Eftimie e Barelle (2021)
K 1 Capacidade suporte dos macréfagos Eftimie e Barelle (2021)
K, 1 Capacidade suporte das células CD8+ Adotado

N(0) 2,86-1073  Valor inicial para células neoplasicas N Eftimie e Barelle (2021)

M:(0) 8,93-10"*  Valor inicial para os macréfagos M Eftimie e Barelle (2021)

M>(0) 0 Valor inicial para os macréfagos M Eftimie e Barelle (2021)

2,86-1074

Valor inicial para células CD8+ citotéxicas

Adotado

Para o desenvolvimento do método RK4, utilizamos a linguagem C de programacao,

optando por uma malha de integracido de espagamento 10~* e, como apoio para conferéncia
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de resultados numéricos e da modelagem matematica, utilizamos o software de computacao

algébrica Maple, versao 15.

Os valores dos parametros utilizados nos cendrios, estao descritos na Tabela 3 e, conforme
os cendrios variam, os valores modificados para crid-los serdo exibidos nas legendas das figuras

que ilustram as solu¢des numéricas das curvas integrais do sistema (2.1).

A finalidade na variacao dos parametros para os cendrios que se apresentam a seguir, neste
primeiro momento, € entendermos alguns aspectos da dindmica entre as células no microambiente

tumoral através do modelo matematico em (2.1).

Portanto, os parametros cujas variagdes estamos observando, sdo aqueles relacionados a
regulacdo da polarizacdo (p; e p,), em revista aos tratamentos abordados em Reis-Sobreiro et al.
(2021), e relacionados ao progndstico positivo (y,), como em Rakaee et al. (2019).

3.2 Primeiro cenario simulado

E importante destacar que o modelo (2.1) considera dois conjuntos de células citotéxicas

para as células neopldsicas: os macréfagos de fendtipo 1 (M1) e as células efetoras CD8+.

De modo geral, exploraremos as possibilidades numéricas na interagdo dinamica do
sistema para revelar, a principio, aqueles processos bioldgicos que podem ser promissores contra

o cancer de pulmao de células ndo pequenas.

Evolugdo temporal das células no volume tumoral Retrato de Fase N x M1
Cenario 1 Cenario 1
1 1
0.8 0.8
E
=
8 0.6 0.6
o
]
o N
g
8 0.4
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Figura 7 — Cenario 1: (a) Solugdes numéricas para curvas integrais do modelo (2.1) com valores
de parametros e condicdes iniciais na Tabela 3, sem tratamento para estimulo de
células citotoxicas CD8+ e repolarizacao dos macréfagos (p, = 0). (b) Retrato de
fase para NV x M, relacionando as varia¢des nos volumes de N (t) e de M, (t), para
t € [0,90], T medido em dias.

Em particular, esse primeiro cendrio, utiliza valores encontrados na literatura, conforme

indicados na Tabela 3, para observar a evolucdo temporal do volume.
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Contudo, para esse cendrio, note que nao consideramos nenhum tratamento que estimule
qualquer uma das duas células citotoxicas para a neoplasia e, portanto, estamos simulando sua

progressao natural, desde a observagdo de seu surgimento em ¢ = 0, tal que N (0) = 2,86 - 10~*.

A Figura 7-a, nos revela a predominéancia das células neopldsicas e dos macréfagos de
fenétipo 2 (M2) diante das condicoes iniciais consideradas na Tabela 3 e da falta de estimulos a
repolariza¢do dos macréfagos M2. Nesse cendrio, apresenta-se um ponto de equilibrio localmente

assintoticamente estavel, numericamente avaliados como P, =~ (1;0;0, 85;0).

Observamos que, a inexisténcia de estimulos a repolarizacdo (p, = 0), aliada ao fato da
taxa de apoptose das células M2 (u, = 0, 1) possuir valor mais baixo em relagdo a taxa de apoptose
das células M1 (p; = 0, 87), contribui para a evolucdo tumoral das células neoplasicas N até sua
capacidade suporte K, = 1. A descrigcdo desse cendrio € plausivel quando consideramos que,
segundo Shu et al. (2020) e Noy e Pollard (2014), os macréfagos também possuem caracteristicas

pré-tumorais.

A Figura 7-b, aponta para uma relacdo interessante entre o volume de células neopldsicas
N e dos macréfagos M1: uma baixa alteracdo no volume dos macréfagos M1 decorre em alta

varia¢do do volume de células neopldsicas N.

3.3 Segundo cenario simulado

Nesse segundo cendrio simulado, utilizaremos o conjunto padrdo de valores para quase
todos os parametros. A unica diferenca em relacao ao conjunto de dados adotados na Tabela 3, €
para o valor do parametro de repolarizacdo, que assumimos p, = 0, 2. Nosso objetivo essencial €
observar os efeitos de um possivel estimulo a repolariza¢do, por mais que ainda desconsideremos

estimulos as células efetoras CD&+.

Observando as curvas integrais na Figura 8-a, notamos que a alteracdo no valor do
parametro p, foi significativa o suficiente para alterar a dinAmica do sistema (2.1), quando
comparada ao primeiro cendrio simulado. Nesse cendrio, apresenta-se um ponto de equilibrio,

numericamente avaliados como P; = (0, 60;0,07;0, 11;0).

A Figura 8-a nos mostra um estado de coexisténcia das populacdes N, M, e M,, tal
como também nos indica o ponto P, classificado como localmente estdvel. Ainda, é importante
ressaltar que, do ponto vista clinico, embora o volume tumoral permaneca estdvel, ele ainda esta

presente no organismo.

Na Figura 8-b, o retrato de fase nos mostra a relacdo de equilibrio estdvel para a coexis-
téncia de N e M,.
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Figura 8 — Cenadrio 2: (a) Solugdes numéricas para curvas integrais do modelo (2.1) com valores
de parametros e condi¢des iniciais na Tabela 3, sem tratamento para estimulo de células
citotéxicas CD8+, mas com estimulos a repolarizacao dos macréfagos (p, = 0, 2). (b)
Retrato de fase para N x M, relacionando as variagdes nos volumes de N(t) e de
M, (t), parat € [0, 180], T medido em dias.

3.4 Terceiro cenario simulado

O terceiro cendrio simulado, observa uma possivel redu¢do nos niveis de polarizacdao
dos macréfagos de fenétipo 1 para as de fendtipo 2 sem, contudo, estimular a repolarizacao.
Dessa forma, para os valores descritos na Tabela 3, adotamos p, = 107° e p, = 0. Neste cendrio,

apresenta-se um ponto de equilibrio, numericamente avaliados como P, =~ (1;0; 0, 85;0).

A Figura 9-a nos mostra um cendrio muito semelhante ao primeiro cenario simulado,
exceto pelo fato de que os valores na curva integral da variacdo temporal no volume dos macréfa-
gos M2 parecem sofrer um “atraso” de, aproximadamente, 10 dias em relacdo a esse primeiro
cendrio. No entanto, note que a evolugdo temporal no volume de células neoplésicas, permanece

muito préxima do primeiro cendrio simulado.

Essa proximidade com o primeiro cendrio, também € revelada pelo retrato de fase, na
Figura 9-b. Ainda, note que os valores numéricos para o ponto de equilibrio obtido nesse cendrio,

s30 0s mesmos para o cendrio 1.

3.5 Quarto cenario simulado

O quarto cendrio simulado € motivado pela observa¢cdao do aumento adicional ao estimulo
de repolarizac¢do, quando comparado ao segundo cendrio simulado. Adotaremos p, = 0, 7 e, para

os demais parametros, utilizamos os valores como na Tabela 3.

Observamos, no entanto, que a dindmica do sistema (2.1) se mostra bem diferente em
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de parametros e condi¢des iniciais na Tabela 3, sem tratamento para estimulo de células
citotéxicas CD8+ e estimulo a repolarizacdo dos macréfagos, mas considerando
reducdes a polarizacéo (p;, = 107°). (b) Retrato de fase para N x M,, mostrando a
relac@o entre as variagdes nas quantidades N (¢) em fungdo de M, (¢), para t € [0, 90],
T medido em dias.

Evolugdo temporal do volume celular Retrato de Fase N x M1
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Figura 10 — Cenario 4: (a) Solu¢gdes numéricas para curvas integrais do modelo (2.1) com

valores de pardmetros e condi¢des iniciais na Tabela 3, sem tratamento para estimulo
de células citotoxicas CD8+, mas com estimulos a repolarizagdao dos macréfagos
(p2 = 0,7). (b) Retrato de fase para N x M, relacionando as variacdes nos volumes
de N(t) ede M,(t), parat € [0,90], T medido em dias.

relacdo ao segundo cendrio simulado, quando adotamos p, = 0, 2.

No

entanto, sob o ponto de vista da estabilidade dos pontos apresentados nas simulagdes,

ambos mantém o estado de neoplasia nao controlada, de modo que o ponto de equilibrio para

esse quarto cendrio, numericamente, € dado por P,

(1;0;0;0).
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Enquanto a Figura 10-b revela uma relacdo entre o volume dos macréfagos M1 e das
células neopldsicas N muito semelhante ao dos primeiro e terceiro cenério, a Figura 10-a nos
mostra uma evolugdo do volume tumoral sem a crescente evolu¢do no volume dos macréfagos

M2, de natureza pré-tumoral.

3.6 Quinto cenario simulado

Para esse cendrio, combinamos os fatores de redugdo ao estimulo da polarizacao dos
macrofagos M1, simulado no terceiro cendrio, € o aumento nos estimulos a repolarizacdo dos

macréfagos M2, adotando, para isso, os valores p; = 107° e p, = 0, 2.

Notamos que a dindmica apresentada pela evolu¢ao do volume tumoral e das demais
células modeladas no sistema (2.1), € muito semelhante aquela apresentada na Figura 8-a e 8-b,
no segundo cendrio que simulamos. As ilustra¢des nas Figuras 11-a e 11-b, respectivamente,

mostram essa proximidade entre as simulacoes.

O que diferem os segundo e quinto cendrios simulados € o “atraso”, em aproximadamente
10 dias, na evolugao temporal das células N, M, e M,, conforme apontado no terceiro cendrio

simulado.

A priori, aredugdo aos estimulos de polariza¢ao dos macréfagos M1 parece atrasar alguns

processos na dindmica de evolugdo temporal desses volumes celulares.

No entanto, o ponto de equilibrio permanece como no segundo cendrio:
P, =~ (0,60;0,07;0,11;0).

3.7 Sexto cenario simulado

No sexto cendrio simulado, mantivemos os valores dos pardmetros adotados na Tabela 3,

exceto pela taxa de apoptose dos macréfagos M1.

Nossa motivacdo toma como base as observagdes de que, entre os parametros descritos
na Tabela 1, o y; possa ser considerado um dos mais sensiveis a dindmica do sistema (2.1).
Talvez, um indicio mais claro dessa hipdtese, sejam os retratos de fase exibidos em cada cendrio,
que indicam alta variacdo no volume tumoral em contraste a uma baixa variacao no volume dos

macréfagos M1, relacionadas.

De fato, o retrato de fase exibido na Figura 12-b, revela que, para o valores dos macréfagos
de fendtipo 1 préximos de 0, 5, ndo hd volume tumoral. A evolucgao desse volume tumoral, pode ser
visto na Figura 12-a. Numericamente, esse cendrio apresenta um estado de neoplasia controlada,

com o ponto de equilibrio dado por P, ~ (0;0,47;0;0).

Contudo, observamos que esse cendrio foi o inico que apresentou estabilidade local em

torno do ponto de equilibrio F;, tal como previsto em (2.56).
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Figura 11 — Cenério 5: (a) Solu¢des numéricas para curvas integrais do modelo (2.1) com
valores de pardmetros e condi¢des iniciais na Tabela 3, sem tratamento para estimulo
de células citotéxicas CD8+, mas com reducdo a polarizacdo dos macréfagos M1
(p1 = 107°) e de repolarizac¢do dos macréfagos M2 (p, = 0, 2). (b) Retrato de fase
para N x M, relacionando as varia¢Ges nos volumes de N (t) e de M, (t), para
t € [0, 180], T medido em dias.

Evolugdo temporal do volume celular Retrato de Fase N x M1
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Figura 12 — Cenadrio 6: (a) Solu¢des numéricas para curvas integrais do modelo (2.1) com valores
de parametros e condi¢des iniciais na Tabela 3, sem tratamento para estimulo de
células citotéxicas CD8+ e a (re)polarizagdo dos macréfagos. (b) Retrato de fase para
N x M,, relacionando as variagdes nos volumes de N (¢) e de M, (t), parat € [0, 90],
T medido em dias.

De modo geral e a priori, isso é inesperado, mas faz sentido numérico e matemadtico,
quando observamos que os macréfagos M1 possuem a taxa de mortalidade (y,) com o valor mais

alto entre as células, como podemos observar na Tabela 3.

Do ponto de vista biolégico, a observacao numérica corrobora com os apontamentos

levantados em Rakaee et al. (2019), sobre o progndstico positivo para microambientes tumorais



Capitulo 3. Simulagées Numéricas e Resultados 57

do NSCLC com um nimero alto de macréfagos M1. Com uma taxa apoptética menor, elevam-se

o numero de células efetoras no combate as células neopldsicas.

Neste ponto, € possivel considerarmos um tratamento que objetive, conjuntamente, o

aumento no volume dos macréfagos M1 e de células T CD8+.

Embora o modelo (2.1) ainda ndo considere um tratamento imunoterdpico especifico

para células CD8+, € possivel uma observacao a priori de seu papel nessa dindmica.

Do ponto de vista numérico, propomos uma simulacdo com os valores dos pardmetro
usados nesse sexto cendrio com duas condigdes iniciais distintas para o volume das CD8+. Uma
dessas condigdes iniciais € a originalmente proposta para a simulagao ilustrada na Figura 12 e,

para a outra condig¢do inicial, propomos Tx(0) = 2,857 - 1072,

Nesse cendrio de estabilidade para o ponto F, livre da neoplasia, a alteracao nas condi¢des
iniciais do volume de células CD8+ tornam-se mais perceptiveis as solucdes numéricas obtidas

para o sistema (2.1).

A Figura 13 mostra as curvas integrais para as condi¢des inicias distintas, tomadas para
o volume celular de CD8+.
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Figura 13 — Cenario 6: Solu¢des numéricas das curvas integrais do sistema (2.1). (a) Conside-
rando a condi¢@o inicial T3(0) = 2,854 - 10~*, para o volume das células T CD8+,
como descrito na Tabela 3. (b) Considerando a condi¢do inicial 7x(0) = 2,854 102,
para o mesmo volume de células no item (a).

Comparativamente, entre os gréaficos na Figura 13-a e 13-b, temos que a escolha da
segunda condigdo inicial (7T5(0) = 2,854 - 1072) reduz o volume de células neopldsicas, sem

alterar o volume de macréfagos M1.

Na Figura 14, ilustramos os retratos de fase do primeiro e do sexto cendrios, para trés
condi¢des iniciais distintas, para que possamos observar a influéncia das células CD8+ na relagdo

entre as células neopldsicas e os macréfagos M1.
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Figura 14 — Retratos de fase: (a) do cendrio 1. (b) do cendrio 2. Ambos considerando trés condi-
coes iniciais distintas para o volume das células T CD8+, no sistema (2.1).

Para os dois cendrios, escolhemos as seguintes condi¢des iniciais:

* Condigdo inicial 1: T5(0) = 2,854 - 10~*, tomada inicialmente na Tabela 3;
* Condicao inicial 2: Tx(0) = 2,854 - 1073,

* Condic¢do inicial 3: T5(0) = 2,854 - 102, utilizada na simulagdo ilustrada na Figura 13-b.

Para ambos os cendrios, uma variagdo na condicao inicial implica em uma redugdo no
volume tumoral. No entanto, a reducao parece ser um pouco mais acentuada no sexto cendrio,

principalmente com relagcdo a condi¢ao inicial 3.

Portanto, ha o indicio de que as células CD8+ possuem um papel que se enquadra em
auxiliar os macréfagos M1 no controle das células neopldsicas. Nesse sentido, a ideia de um
protocolo que utilize vacina como imunoterapia para estimular o volume das células CD8+, como

sugerido em Kaur et al. (2021), faz com que esses nossos resultados prévios sejam coerentes.

De modo geral, os seis cendrios planejados foram apresentados, mas ndo esgotam as pos-
sibilidades e, nesse sentido, apresentaremos algumas discussdes sobre os resultados encontrados,

consideragdes e possibilidades futuras para nossa investigacao.

3.8 Consideracoes sobre os resultados obtidos

Durante o desenvolvimento da nossa investigacdo, notamos que os resultados e simulag¢des
numéricas que obtemos no Capitulo 3 sdo coerentes com a andlise matemaética desenvolvida
no Capitulo 2, para o modelo (2.1), principalmente quando tratamos dos estados de neoplasia

controlada e ndo controlada.
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Nos seis cendrios simulados, todos os pontos de equilibrio apresentados estavam ou sob a
forma prevista em (2.56), para F,), ou em (2.57), para P,. Em particular, € possivel observar que a
estabilidade do ponto que tomamos como (0; 0,47; 0; 0), no sexto cendrio, pode ser classificado
analiticamente como localmente estdvel porque os valores dos pardmetros «s, as, K,,, [41 € ji3

satisfazem a condicdo (2.93), para estabilidade de F%.

Inclusive, da relacdo em (2.92), se 1; > a3, obtemos que o ponto F, torna-se instavel.
Dentro do contexto de nosso modelo, admitir que a relacdo (2.92) é uma condi¢do necessaria
para se discutir um estado de neoplasia controlada, é admitir a necessidade de termos uma taxa

de crescimento nas quantidades de macréfagos M1 maior do que sua taxa de apoptose.

E, a partir desse ponto, qualquer protocolo de tratamento para o NSCLC que ofereca
um efeito em que tenhamos uma taxa de apoptose menor do que a taxa de crescimento das

quantidades de macréfagos M1, passa a ser relevante para nossa discussao.

Ainda, a discussao em torno da importancia do valor do parametro j; ser inferior ao
valor do pardmetro a3, relacionado a um volume maior de macréfagos M1 associados a um
progndstico positivo para o NSCLC, € corroborado pelos resultados obtidos em Rakaee et al.
(2019), o que reforga a correspondéncia dos resultados que obtemos com a realidade retratada

pela literatura.

Nesse sentido, parte do nosso objetivo de apresentarmos a Matematica como ferramenta
para discutir processos bioldgicos que envolvem crescimento tumoral, foi satisfeito. Por outro lado,
esse objetivo ainda estd em progresso. Quando propomos analisar toda a dinamica sintetizada
acima, mas em conjunto com as relacoes que as células neopldsicas e os macréfagos guardam

com as células T CD8+, ampliamos as investigacdes sobre o assunto.

Conforme desenvolvemos as simula¢des, no Capitulo 3, os resultados obtidos nao consi-
deravam terapias para as células CD8+, mas também ndo ignoravam sua relagdo com as demais
células. E, numa investigacdo preliminar, quando propomos uma andlise para o conjunto de
valores de parametros utilizados no sexto cendrio, mas com condicdes iniciais distintas para elas,
encontramos indicios de que o papel das células CD8+ estd no auxilio a redu¢@o no volume das
células neopldsicas. Analisamos esse auxilio observando a varia¢do no volume dessas células em
relacdo a variacdo do volume dos macréfagos M1, para trés condi¢des iniciais, como ilustrado na
Figura 14-b.

Quando estimamos a taxa de eficacia das células CD8+ como (3, = 4,312, cerca de
3,5 vezes maior do que a taxa f3;, de eficicia das células M1 no combate as mesmas células
neopldsicas do NSCLC, percebemos o quao significativa deve ser a contribuicdo das células T
citotoxicas para a reducdo do volume tumoral. De fato, essa relevincia das células T citotdxicas

no combate as neoplasias, por exemplo, € destacada em Kuznetsov e Knott (2001).

Contudo, observando a condic¢ao inicial 3 para as células CD8+ como cerca de 100

vezes maior do que a condicao inicial 1, tomada na simulag¢do ilustrada na Figura 13-a, obtemos
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uma reducdo maxima no volume de células neoplésicas em torno de 25%, quando comparada a

simulagdo do cendrio 6, originalmente, conforme ilustrado na Figura 14-b.

Nesse ponto, mesmo que preliminarmente, os resultados obtidos se coadunam aos re-
sultados discutidos em Eftimie e Barelle (2021) e Shu et al. (2020), ampliando as discussoes
sobre o papel que as células CD8+ desempenham na dindmica do microambiente tumoral e nos

tratamentos imunoterdpicos de combate ao cancer.

A partir desse ponto, mesmo que a condi¢do inicial 3 ndo pareca ser naturalmente
verossimil, como sugere Stankovic et al. (2019), poderiamos levantar uma hipétese acerca da
utilizacdo de vacinas para o estimulo ao aumento no volume celular das CD8+ e investigar um
comportamento que poderia se assemelhar muito ao efeito da condicao inicial 3 para a evolucgdo

no volume das células tumorais, dado um protocolo imunoterdpico de vacinacgao.

De fato, essa € uma estratégia que abordaremos no préximo capitulo, dentro de nosso
objetivo principal de apresentar a Matemadtica como ferramenta de reflexdo sobre processos bio-
16gicos relacionados ao crescimento tumoral, supondo tratamentos imunoldgicos que considerem
a regulacdo das (re)polarizacdes dos macréfagos e o estimulo imunoldgico as células CD8+,
conforme Kaur et al. (2021).
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4 Nova abordagem para o modelo

matematico proposto

Neste capitulo, introduziremos uma breve revisao da modelagem matemética feita para as
equacdes referentes as taxas de variacdes dos macréfagos M1 e M2, com o objetivo de tornarmos
o sistema dindmico (2.1) mais préximo do que foi discutido durante a se¢c@o sobre o sistema imune,
no Capitulo 1. Dessa forma, também apresentaremos uma nova abordagem para a modelagem
matemaética da taxa de variacdo da T CD8+ que, agora, contard com o tratamento de infusao

celular, estendendo, portanto, o modelo matematico proposto no Capitulo 2.

Além das consideracdes sobre a nova abordagem do sistema em (2.1), exploraremos
os resultados obtidos das simulagdes numéricas do respectivo modelo, comparando-os com os
resultados obtidos no Capitulo 3, com a finalidade de identificarmos o impacto do tratamento

misto proposto através da infusdo de T CD8+ e repolariza¢do de macréfagos M2.

4.1 Revisao da modelagem para a taxa de variacao dos macro-
fagos e T CD8+

A revisao da modelagem proposta para as equacdes referentes as taxas de variagdes
dos macréfagos M1 e M2, indicadas respectivamente em (2.2) e (2.3), sdo fundamentadas pela
existéncia de uma fonte de macréfagos (MO) que, a depender das citocinas encontradas no
microambiente tumoral, podem alterar seu fenétipo para M1 ou para M2, de acordo com Stanley
et al. (2007). Além disso, se justifica ao proporcionar um modelo matemadtico que se aproxima
melhor do que foi discutido durante a se¢do sobre o sistema imune, no Capitulo 1, garantindo
solugdes numéricas mais verossimeis ao sistema dindmico que simularemos para o NSCLC,

segundo Hao, Schlesinger e Friedman (2016).

Dessa forma, como hipétese, supomos uma fonte constante de macréfagos (1m,) no
microambiente tumoral, de modo que possa ser ativado alternativamente como M2 ou como M1,
dependendo da sinalizacdo fenotipica apresentada. Nesse sentido, também supomos a hipétese

dessa alteracdo em seu fendtipo ser expressa por uma taxa A de diferenciacdo em M1 ou em M2.
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Portanto, consideramos que a igualdade
F(mo) :)\‘mo, (41)

modele matematicamente as diferentes ativacdes de macréfagos MO no microambiente tumoral

do NSCLC, reescrevendo as equagdes (2.2) e (2.3), respectivamente, como

dM

dtl = F(mg) + Ci(M,) — Co(My, M) + C5(N, My, My) — 1y M, 4.2)
dM,

5= Flmg) + Di(N,My) — Da(My, M) + Dy(N, My, M) — puMy. (43)

Notamos, assim, que o parametro A\ serd acrescentado na Tabela 1 de descri¢dao de

parametros utilizados no modelo, como

Tabela 4 — Descricao do parametro A utilizado no modelo (2.1).

Parametro Unidade Descricao
A dia™’ Taxa de diferenciacdo de macréfagos MO em M1 ou M2

Também proporemos uma modificacdo para a equacao (2.4), que modela a taxa de variacao
da T CD8+, com a finalidade de apresentarmos as suposi¢Oes para o tratamento imunoterapico
do NSCLC, tal como discutido no Capitulo 3.

O tratamento imunoterdpico que modelaremos matematicamente € o de linfécitos infil-
trantes do tumor (TIL, de sua terminologia em lingua inglesa Tumor-Infiltration Lymphocytes)
que, basicamente, consiste na realizacdo de uma bidpsia do tumor para a retirada de células do
linfécito T que estdo infiltradas nele, com o objetivo de cultivi-las e aumentar suas quantidades
para que, posteriormente, possam ser injetadas de volta no microambiente tumoral (DIAZ-CANO;
PAZ-ARES; OTANO, 2022). As técnicas utilizadas para a selecdo de células que serdo retiradas
do tumor, bem como as técnicas que tratam de suas expansdes € injecoes no microambiente

tumoral sdo bem mais elaboradas e sofisticadas, como explicado em Mandriani et al. (2021).

No entanto, estamos interessados em supor hipéteses que coadunem com o modelo
proposto em (2.1), de modo que uma extensdo para a equacao (2.4) possa refletir o tratamento
imunoterépico TIL para o tumor desenvolvido pelo NSCLC. Dessa forma, consideraremos v(t) a
funcdo que representa a infusdo de T CD8+ no microambiente tumoral do NSCLC, seguindo um
protocolo especifico de infusdo, de modo que represente um acréscimo na taxa de variacdo em

(2.4), modificando a referida equacdo para

dTy

T v(t) + O (M, Tg) — Ox( My, Tg) — psTy. (4.4)

Antes de apresentarmos 0 novo sistema dinamico, obtido pelas revisoes realizadas em

(4.2), (4.3) e (4.4), € necessdrio discutirmos o protocolo de infusdo para células T CD8+ que
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adotamos para a terapia TIL e que nos ajudard a definir, em termos técnicos, o dominio da func¢do

v(t). De acordo com Zhang et al. (2022), um protocolo tradicional de tratamento com terapia
TIL considera

1. a quantidade de células: serd inserida no microambiente tumoral uma quantidade de
células de T CD8+ equivalente a proporcionalidade de 2,857 - 10~ do volume tumoral
maximo do NSCLC - obtida da majoracao pela respectiva capacidade suporte K, (volume
maximo do tumor);

2. a dose e a frequéncia de infusdo: serd em dose tnica, aplicada continuamente entre o

sétimo e o oitavo dia.

Portanto, uma vez estabelecido o protocolo de infusdo para a terapia TIL, podemos definir
a fungdo v(t), apresentada em (4.4), como

2,857-107", t€[7,8],
o(t) = 4.5)
0, t € (—o00, T)U(8,00).

A Figura 15 ilustra o padrdo de aplicacdo adotado para o tratamento TIL através da funcao

v(t).

Protocolo TIL de infusdo de T CD8+

v(t)
0.57

o o <o
o ) ~
Il Il Il

Propor¢do de células

.:
—
I

O T T T T T 1
0 20 40 60 80 100 120
Tempo (em dias)

Figura 15 — Protocolo adotado para a terapia TIL: infus@o de células equivalentes a proporcio-
nalidade de 0, 2857 do volume maximo de T CD8+ no microambiente tumoral do
NSCLC, em dose unica e continua entre os dias 7 e 8.
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Por sua vez, considerando as modificagdes apresentadas pelas equagdes em (4.2), (4.3),
(4.4) e a introducdo do termo que modela matematicamente o tratamento TIL em (4.5), ampliamos

o modelo representado pelo sistema dindmico (2.1) através de

dN N
E = OélN (]_ — _[(n) (]_ -+ OéQMg) — /BlMlN - /BQTSN7
dM M, + M.
== dmg +asM, (1 - 12) + po My — p MU N — iy My,
dt K,,
(4.6)
dM. M, + M.
2 = Amg + ay My N (1 - 12) + p1 MuN — po My — s Mo,
dt K,,
dT; T.
7; = u(t) + as M, Ty (1 - Ki) — BsMoTs — psTs,

cujas condigdes iniciais sdo tomadas como N(0) = N,, M,(0) = M1, M,(0) = M2, e
T5(0) = T8y, a fungdo v(t) é definida em (4.5) e os pardmetros do sistema dindmico (4.6),

estabelecidos como o que se mostra na Tabela 5.

Tabela 5 — Descri¢ao de parametros utilizados no modelo e suas respectivas unidades de medida.

Parametros Unidades Descricao

t dia Varidvel independente das fungdes N (t), M (t), Ma(t) e Ts(t)
a;,t=1,3 dia™" Taxa de crescimento das quantidades da célula

Qo mm? Taxa de influéncia dos macréfagos no volume tumoral
o, t=4,5 (mm?® - dia)~' Taxa de influéncia volume-dia no crescimento de células
Bi»i=1,2,3 (mm?®-dia)~' Taxas relacionadas a competi¢io entre células

A dia™' Taxa de diferenciacdo de macréfagos MO em M1 ou M2
P (mm? - dia)™' Taxa de polarizagdo do fenétipo 1 em 2 do macréfago
P2 dia™" Taxa de repolarizagao do fenétipo 2 em 1 do macréfago
iyt =1,2,3 dia™" Taxa de apoptose celular

My mm?® Termo fonte (constante) de macréfagos MO

Capacidades suportes de células neopldsicas, macréfagas e CD8+

Portanto, o objetivo principal de nosso estudo com o modelo matemético representado pelo
sistema (4.6), € analisar o desenvolvimento da dindmica das populagdes celulares que compdem
o microambiente tumoral do NSCLC considerando os efeitos combinados dos tratamentos
imunoterdpicos para a (re)polarizacdo dos macréfagos e para a terapia TIL, como apontado
por Kaur et al. (2021) e Duan e Luo (2021). Para isso, utilizaremos os resultados obtidos pelas
simulagdes numéricas do sistema (2.1), comparando-as sistematicamente com os resultados

obtidos pelas simulagdes do sistema (4.6).
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4.2 Resultados de simulac6es numéricas

Além de discutirmos os resultados obtidos da simulagdo numérica do sistema (4.6),
apresentaremos algumas consideracdes sobre a estabilidade local dos seus respectivos pontos
equilibrios, com base no estudo numérico mais detalhado que pode ser conferido no Apéndice
A deste trabalho. Com isso, esperamos fornecer mais subsidios para a leitura e discussao dos

resultados obtidos pelas simulagcdes numéricas do sistema (4.6).

Primeiramente, acrescentaremos a Tabela 3 as informagdes sobre o valor da fonte cons-
tante de macrdfagos (my) e da taxa de diferenciacdo (\) de macréfagos MO em M1/M2, tal como

mostrado na Tabela 6.

Tabela 6 — Valores padrdes dos parametros e condicoes iniciais do sistema (4.6).

Parametros Valores Descricao Referéncia
a 2,30-10"'  Taxa de crescimento proliferativo de N Eftimie e Barelle (2021)
[e2) 6,72-10"!  Taxa de influéncia de M> no volume tumoral Eftimie e Barelle (2021)
as 7,00 - 10~!  Taxa de crescimento de M; Eftimie e Barelle (2021)
oy 7,00 - 107!  Taxa de influéncia de N na proliferacdo de Mo Adotado
as 8,00-10"!  Taxa de influéncia de M na proliferacio de CD8+ Qomlaqi et al. (2017)
51 1,344 Taxa de eficacia de M7 no combate as células N Eftimie e Barelle (2021)
B 4,312 Taxa de eficicia de CD8+ no combate as células N Kuznetsov e Knott (2001)
B3 1,344 Taxa de eficicia de M2 no combate as células CD8+ Adotado
A 1072 Taxa de diferenciacdo de macréfagos MO em M1/M2  Hao, Schlesinger e Friedman (2016)

1 1,00-1072  Taxa de polarizagio de M1 para M2 Eftimie e Barelle (2021)
P2 0 Taxa de repolarizacao de M2 para M1 Eftimie e Barelle (2021)
mo 1 Termo fonte de macréfagos de fenétipo MO Hao, Schlesinger e Friedman (2016)
1 8,70-10"!  Taxa de mortalidade das células M Eftimie e Barelle (2021)
L2 1,00 - 10™'  Taxa de mortalidade das células Mo Eftimie e Barelle (2021)
u3 4,00-10"!  Taxa de mortalidade das células CD8+ Qomlaqi et al. (2017)
K, 1 Capacidade suporte das células neopldsicas Eftimie e Barelle (2021)
K 1 Capacidade suporte dos macréfagos Eftimie e Barelle (2021)
K 1 Capacidade suporte das células CD8+ Adotado

N(0) 2,86-107%  Valor inicial para células neopldsicas N Eftimie e Barelle (2021)

M (0) 8,93 - 10~*  Valor inicial para os macréfagos M Eftimie e Barelle (2021)

M>(0) 0 Valor inicial para os macréfagos Mo Eftimie e Barelle (2021)

Ts(0) 2,86-10"*  Valor inicial para células CD8+ citotéxicas Adotado

Os demais valores para os parametros e o conjunto de condigdes iniciais adotados para as
simulacdes numéricas de cendrios para o sistema (4.6) permanecem inalterados aos apresentados
na Tabela 3, exceto, quando da variag¢do desses cendrios, forem indicados os pardmetros com os

respectivos valores alterados.

No entanto, de modo anédlogo as simulagdes de cendrios para o sistema (2.1), as alteracdes
ocorrerao nos parametros relacionados ao tratamento imunoterdpico quanto a (re)polarizacao
de macrofagos. A unica diferenga € quanto a variacao das condi¢Oes iniciais para as T CD8+,

cuja variacdo ocorrerd pela natureza da vacina no tratamento imunoterdpico TIL, representada
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pela fung¢do v () no sistema (4.6), e ndo mais pela adogdo de diferentes condi¢des iniciais para o

sistema dinamico.

Neste sentido, podemos estabelecer como estratégia de comparagdo de resultados, que
simularemos o primeiro, segundo e sexto cendrios - apresentados no Capitulo 3 — para o sistema

(4.6), a fim de compreender as contribuicdes dos tratamentos imunoterapicos combinados.

4.2.1 Primeiro cenario

Para o primeiro cendrio, consideraremos o sistema (4.6), cujos valores para os parametros
e condig¢des inicias estdo dispostos nas Tabelas 6, e pontos de equilibrio classificados como na
Tabela 7.

A Tabela 7 inicia nossa comparacdo do primeiro cendrio simulado para o sistema (2.1)
e para o sistema (4.6), evidenciando a mudanga no ponto de equilibrio, dado os novos termos
do modelo apresentadas entre (4.2) e (4.4). No entanto, note que o novo modelo nao altera a

dindmica dos pontos de equilibrio quanto a estabilidade local.

Tabela 7 — Pontos de equilibrio do sistema (2.1) vs. sistema (4.6) — calculados no Apéndice A —e
suas respectivas classificacdes quanto a estabilidade local: primeiro cenario.

Pontos | Sistema (2.1) Sistema (4.6) Estabilidade local
P, ~ (0;0;0;0) ~ (0;0,037;0,1;0) Instavel
P ~ (1;0;0,85;0) ~ (0,95;0,013;0,85;0)  Estdvel

Logo, em relacdo ao estado de controle da doenga, como discutido no Capitulo 2, o

primeiro cendrio ainda reflete o estado de neoplasia ndo controlada.

A Figura 16 ilustra a dindmica no ndmero de proporcao das células para este cendrio,
como discutido acima. No entanto, comparativamente, a Figura 15-b ilustra um nimero de células
neopldsicas muito menor nos primeiros 20 dias em relacdo ao ilustrado no Figura 16-a. O baixo
valor nas proporc¢does de células se deve as modificacoes que modelam a fonte de macréfagos e o

tratamento TIL.

E possivel notar, ainda, que a introducio da terapia TIL, mesmo que sem o tratamento
imunoterdpico para a repolarizacdo de macréfagos M2, influencia no nimero de macréfagos M1
do ponto de equilibrio, modificando a relacdo que ambas tinham na dindmica do sistema (2.1).

Essa comparagdo entre as dinamicas € ilustrada na Figura 17.

O que vemos nas ilustracoes das Figuras 15 e 17, como consequéncia das modificacoes
apresentadas pelas equacdes de (4.2) a (4.4), ¢ uma baixa reducdo no volume de células neoplésicas
ocasionadas pela terapia TIL que, em um periodo aproximado de 30 dias, favorece o aumento de
macréfagos M1 e uma reducdo na taxa de crescimento do nimero de macréfagos M2. Posterior a

esse periodo, ja sem o efeito da infusdo de T CD8+ e sem a repolarizacdo dos macréfagos M2, o
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Figura 16 — Cenario 1: (a) Solu¢des numéricas para curvas integrais do sistema (2.1) com valores
de parametros e condi¢des iniciais na Tabela 3, sem tratamento TIL e repolarizag¢ao
de macréfagos (p, = 0). (b) Solugdes numéricas para curvas integrais do sistema
(4.6) com valores de parametros e condicoes iniciais na Tabela 6, com tratamento
TIL, mas sem repolarizacdo de macréfagos (p, = 0).
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Figura 17 — Cenario 1: (a) Retrato de fase para M; x N, relacionando as varia¢cdes nos volumes
de N(t) e de M,(t), parat € [0,90], t medido em dias, do sistema (2.1). (b) Retrato
de fase para M, x N, relacionando as varia¢des nos volumes de N (¢) e de M, (t),
para t € [0,90], ¢ medido em dias, do sistema (4.6).

numero de células neoplasicas e M2 voltam a crescer de modo acentuado, atingindo o ponto P,

de equilibrio do sistema (4.6).

Notamos, portanto, o significativo efeito da terapia TIL e das modificagcdes introduzidas
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pelas equacdes de (4.2) a (4.4) ao modelo matemadtico proposto inicialmente: a reducao inicial
do crescimento crescimento de células neoplésicas, que pode ser importante para a eficicia de

um segundo tratamento imunoterdpico, como veremos no segundo cendrio.

4.2.2 Segundo cenario

Neste segundo cendrio, conforme discutido no Capitulo 3, consideraremos todos os
valores da Tabela 6 para os paradmetros do sistema (4.6), exceto para o parametro de repolariza¢ao

de macréfagos M2, que assumiremos como p, = 0, 2.

Note, também, que a desigualdade o3 < p; — entre a taxa de crescimento do nlimero
de macréfagos M1 e sua respectiva taxa de apoptose, nessa ordem — estd mantida. Conforme a
andlise de estabilidade realizada Capitulo 2, da inequacao em (2.93), temos que essa desigualdade
¢ importante para a manutencdo do estado de neoplasia nao controlada do sistema (2.1). Portanto,

¢é esperado que este estado também seja mantido para o sistema (4.6).
De fato, ao observarmos a Tabela 8, temos que os pontos F, e P, mantém suas classifica-

¢oes quanto estabilidade local.

Tabela 8 — Pontos de equilibrio do sistema (2.1) vs. sistema (4.6) — calculados no Apéndice A —e
suas respectivas classificacdes quanto a estabilidade local: segundo cenério.

Pontos | Sistema (2.1) Sistema (4.6) Estabilidade local
P, ~ (0;0;0;0) ~ (0;0,07;0,04;0) Instavel
P, ~ (0,60;0,07;0,11;0) (0,47;0,11;0,14;0) Estavel

Q2

Considerando que a capacidade suporte K; = 1 representa um volume tumoral maximo
de 1400 mm?, conforme discutimos no Capitulo 3 e, segundo Monte (2021), sabendo que a
ordem de grandeza da quantidade de células por unidade de volume (mm) é 10, temos que a
convergéncia dos valores de N para a propor¢cdo aproximada do volume tumoral de 0, 47, revela
a ordem de grandeza 10® para a quantidade células neoplésicas simuladas neste segundo cendrio.
Nesta ordem de grandeza, € importante destacar que o tumor atinge um valor que é primeiramente
visivel em raio X sem passar por um processo de regressao tumoral (WEINBERG, 2008 apud
RODRIGUES; MANCERA; PINHO, 2011).

A Figura 18 mostra a comparagdo entre os segundos cendrios simulados para cada sistema
dindmico. Assim como no comparativo do primeiro cendrio, a Figura 18-b ilustra uma quantidade
de células neopldsicas menores nos primeiros dias em relacdo ao ilustrado pela Figura 18-a.
Este baixo valor de células neopldsicas no periodo inicial € ocasionado pelo recrutamento de
macréfagos e sua respectiva repolarizacao para o fenétipo M1 que, em conjunto com a terapia TIL,

auxilia na estabilizacdo do volume tumoral sem que antes tenha atingido seu volume maximo.

Portanto, mesmo que a classificacdo de estado de controle do sistema seja o de neoplasia

ndo controla, dentro do contexto discutido na conclusao do Capitulo 2, € positivo afirmar que ha
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Figura 18 — Cenario 2: (a) Solugdes numéricas para curvas integrais do sistema (2.1) com
valores de parametros e condicdes iniciais na Tabela 3, sem tratamento TIL, mas
com repolarizacdo de macréfagos (p, = 0, 2). (b) Solucdes numéricas para curvas
integrais do sistema (4.6) com valores de parametros e condi¢des iniciais na Tabela
6, com tratamento TIL e com repolarizacdo de macréfagos (p, = 0, 2).

estabilizacdo no crescimento do volume tumoral.

A Figura 19 ilustra a relacdo entre a dindmica de crescimento dos valores de NV e M.
A principal diferenga entre o que vemos nas Figuras 19-a e 19-b, € que na segunda figura, os
valores de NV sdo muito menores do que na primeira e, isso, € essencialmente eficiente para que
combinacdo dos tratamentos imunoterdpicos estabilize o volume tumoral. De modo complementar,
no Apéndice A, mostramos que em ambos os retratos de fase, o ponto de convergéncia ilustrado
€ um foco/espiral estdvel, dada a existéncia de autovalores complexos conjugados com partes

reais negativas.

E possivel perceber que o tratamento imunoterdpico para a repolarizacio de macréfagos
M2 permite a existéncia de um nimero maior de macr6fagos M1 no microambiente tumoral.
Embora somente o tratamento para a repolarizaciao ndo seja suficiente para o controle do volume
do tumor, como vemos na Figura 18-a, notamos que a introdugdo da terapia TIL auxilia na
elevacdo do nimero de macr6fagos M1 neste microambiente, em conjunto com o termo fonte de
macréfagos MO que se diferencia, a uma certa taxa A\, em M1 — como vemos na ilustracdo da
Figura 18-b.

A combinacdo das duas terapias, portanto, retarda o crescimento de células neoplésicas
a0 mesmo tempo que permite que o microambiente tumoral desenvolva mecanismos para a

estabilizacdo de seu volume, contando com uma maior quantidade de macr6fagos M1 e T CD8+.
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Figura 19 — Cenario 2: (a) Retrato de fase para M, x N, relacionando as variacdes nos volumes
de N(t) ede M,(t), parat € [0,120], t medido em dias, do sistema (2.1). (b) Retrato
de fase para M, x N, relacionando as varia¢des nos volumes de N (t) e de M, (¢),
parat € [0, 120], ¢t medido em dias, do sistema (4.6).

4.2.3 Sexto cenario

No sexto cendrio, adotaremos apenas a terapia TIL e a taxa de apoptose celular dos
macréfagos M1 com o valor p; = 0, 37. Assim, a Unica diferenca entre esse cendrio e o sexto

cendrio simulado para o sistema (2.1) € o tratamento de infusdo de células T CD8+.

Resumidamente, conforme discutido no cendrio anterior, a desigualdade a3 > p,, de

(2.92), € uma condicao necessdria para que F seja classificado como localmente assintoticamente

estavel no espaco de solugdes do sistema (2.1). De fato, considerando os valores dos parametros

na Tabela 6, temos que além da condi¢do necessdria acima, a condi¢cdo suficiente em (2.93),
expressa por

as Ko (as — ) < asps, 4.7)

¢ satisfeita.

Dentro do contexto que estamos considerando, essa condi¢do para o valor da taxa de
apoptose celular dos macréfagos M1 (u,), torna-se mais relevante para o estado de controle da
neoplasia em ambos os modelos matematicos apresentados neste trabalho do que a adogao de
tratamentos imunoterdpicos combinados. Do ponto de vista matematico, os valores assumidos
para p; sdo mais relevantes para o controle da doenga, nos sistemas dinamicos (2.1) e (4.6), do

que para qualquer outro valor assumido por qualquer outro parametro desses mesmos sistemas.

A partir desse ponto, portanto, € esperado que a classificacdo de estabilidade para os
pontos de equilibrio do sistema (4.6) ndo se alterem quando comparados as classificacdes dos

pontos do sistema (2.1). De fato, observando a Tabela 9, teremos as classificagcdes dos pontos
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mantidas, muito embora os pontos de equilibrio tenham alterados os respectivos valores de seus

componentes.

Tabela 9 — Pontos de equilibrio do sistema (2.1) vs. sistema (4.6) — calculados no Apéndice A —e
suas respectivas classificacdes quanto a estabilidade local: sexto cendrio.

Pontos | Sistema (2.1) Sistema (4.6) Estabilidade local

Py | =~ (0;0,47;0;0) ~ (0; 0, 48;0,02; 0) Estdvel
P, | ~(0,60;0,08;0,38;0)  ~(0,23;0,16;0,39;0)  Instdvel

Logo, para a classifica¢do de estabilidade dos pontos configuradas na Tabela 9, o estado

apresentado pelo sistema (4.6) € o de neoplasia controlada.

A Figura 20, mostra as diferencas entre as dinAmicas da evolugdo celular para cada um
dos sistemas. Notamos que, de fato, a introdu¢do da terapia TIL auxilia na reducdo do volume
tumoral.

Evolugdo temporal do volume celular Evolugdo temporal do volume celular

Cenario 6 Cenario 6
0-3] 0.5

(=1
~
(=]
~

<
w
e
w

<
)
!
e
)

Proporgdo de células
Proporgdo de células

=]
=
e
_

0 0

0 20 40 60 80 100 120 0 20 40 60 80 100 120

Tempo (em dias) Tempo (em dias)
[— N —— MI1(t) —— M2() — T8(1)] [— N —— M1(t) — M2() — T8(1)]
(a) (b)

Figura 20 — Cenario 6: (a) Solu¢des numéricas para curvas integrais do sistema (2.1) com
valores de parametros e condicoes iniciais na Tabela 3, sem tratamento TIL, sem
repolariza¢dao de macroéfagos (p, = 0), mas considerando a taxa de apoptose de M1
como p; = 0, 37. (b) Solu¢des numéricas para curvas integrais do sistema (4.6) com
valores de parametros e condi¢des iniciais na Tabela 6, com tratamento TIL, sem
repolariza¢dao de macréfagos (p, = 0), mas considerando a taxa de apoptose de M1
como p, = 0, 37.

A Figura 21, por sua vez, revela que a introdu¢do da terapia TIL € eficiente na redugdo do
nimero maximo células neopldsicas no microambiente tumoral, uma vez que esse valor simulado
para o sistema (4.6) é cerca de 12% do valor médximo de células contabilizadas na simulagdo

ilustrada pela Figura 21-a.



Capitulo 4. Nova abordagem para o modelo matemdtico proposto 72

Retrato de Fase N x M1 Retrato de Fase N x M1
Cenario 6 Cenario 6
0.06 7 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 0.008 7
0.007
0.051
0.0061
0.04
0.005
N 0.03 N 0.004 1
0.0031
0.02
0.002
0.01 7
0.001
0 f f f f d 0 f f f ' i
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
MI MI
(a) | Curva de relagdo entre as células N e M1 (b) | Curva de relagdo entre as células N e M1

Figura 21 — Cenario 6: (a) Retrato de fase para M, x N, relacionando as variacdes nos volumes
de N(t) ede M,(t), parat € [0,120], t medido em dias, do sistema (2.1). (b) Retrato
de fase para M, x N, relacionando as varia¢des nos volumes de N (t) e de M, (¢),
parat € [0, 120], ¢t medido em dias, do sistema (4.6).

Na Figura 21-b, também € possivel notar uma acentuada redu¢do no nimero de células
neoplésicas (/V), ap6s os nimeros de macréfagos M1 (M) atingirem valores préximos de 0, 2:
para estes valores de N (t) e M,(t), o tempo () de inicio desta queda acentuada é o oitavo dia,

logo ao término da aplicacdo da infusdo de T CD8+.

Dessa forma, mesmo que a baixa taxa de apoptose de macréfagos M1 seja, do ponto de
vista matemadtico, responsdvel pelo estado de controle da neoplasia no sistema dinamico (4.6),

fica clara a contribuicdo da terapia TIL no auxilio a redu¢do do volume tumoral neste cendrio.

4.3 Consideracoes sobre os resultados obtidos

Podemos concluir que a introdug¢do da terapia TIL auxilia na reducdo do volume tumoral,
como previsto na conclusiao do Capitulo 3 e evidenciado na simulagdo do sexto cendrio para o

sistema (4.6).

Quanto ao tratamento de repolarizacdo e a introducao do termo fonte de macréfagos
MO, € importante a modificagdo na dinamica entre os sistemas que comparamos, permitindo
que, no sistema (4.6), a taxa de variacao das células neopldsicas se mantenham crescente, mas
com valores menores nos instantes iniciais, em comparac¢ao com as simulacdes realizadas para o
sistema (2.1). No entanto, € necessdrio que haja a combinac¢do dos tratamentos para eficicia no
combate a0 NSCLC, como sugerem Kaur et al. (2021) e Duan e Luo (2021).

Na Tabela 10 comparativa, podemos resumir os estados de controle para os cenarios
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reprisados em ambas as simulagdes.

Tabela 10 — Comparativo do estado de controle da neoplasia para os sistemas (2.1) e (4.6).

Sistema 1° cenario 2° cenario 3° cenario
2.1 Nao controlada Nao controlada Controlada
(4.6) Nio controlada Nido controlada Controlada

Esse resultado, portanto, nos leva a algumas possibilidades de terapias ndo abordadas
nesse trabalho, como, por exemplo, uma que considere a apoptose de macréfagos M1 como alvo

terdpico.

Vale o destaque para o resultado obtido na simulag¢ao do segundo cendrio para o sistema
(4.6) que, diferentemente da sua respectiva simulacdo para o sistema (2.1), converge para o
ponto P, de coexisténcia da populacao de células sem passar uma regressao tumoral apds ter
atingido seu volume maximo (ver Figura 18). Neste sentido, mostra-se a eficiéncia do tratamento

combinado.

Todos os resultados simulados, portanto, ndo se opdem aos resultados apresentados por
Rakaee et al. (2019), uma vez que, através do modelo matemadtico que propomos, fica claro a
importancia do alto nimero de macréfagos M1 para o progndstico positivo para o NSCLC, e se
coadunam aos resultados apresentados por Eftimie e Barelle (2021) e Shu et al. (2020) porque
amplia a discussdo para a possibilidade de tratamentos que possam ter como alvo a redugao
da taxa de apoptose de macréfagos M1 em detrimento aos demais parametros observados nas
desigualdades em (2.92) e (2.93).
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5 Conclusoes e trabalhos futuros

O objetivo geral dessa tese foi apresentarmos como a Matemdtica pode ser utilizada como

ferramenta para discutir processos bioldgicos que envolvem o desenvolvimento tumoral.

E, quando colocamos o termo discussdo, entendemos que a prépria linguagem Matemadtica
jamais substituird quaisquer outras ferramentas biotecnolégicas que também auxiliam a Medicina
e a Biologia a entenderem e tratarem o cancer. Tao pouco temos a falsa pretensao de achar que a
Matemadtica resolverd os problemas que sdo colocados ao estudarmos a doenca do ponto de vista
da Saude.

A Matemadtica, porém, se apresenta como uma excelente ferramenta que compord, junto
a outras excelentes ferramentas, um conjunto de instrumentos a disposicao da Medicina e demais

Ciéncias da Saude.

Dessa forma, nosso objetivo mais especifico de investigar a dindmica entre as células
neopldsicas, os macréfagos e T CD8+, que compdem o microambiente tumoral, com a finalidade
de entender efeitos que a combinacdo de imunoterapias que envolvam macréfagos e T CD8+

possam ter no combate ao NSCLC, foi cumprido.

Como apresentados no Capitulo 2, os trabalhos de Eftimie e Barelle (2021) e Shu et
al. (2020) inspiraram esta tese, principalmente quando supomos algumas das hipéteses para a
dindmica de macr6fagos no modelo matematico que se viabiliza pelo sistema dindmico (2.1), mas
se restringem apenas a discussao dos papéis que esta dindmica tem no desenvolvimento tumoral.
Dessa forma, reconhecendo a importancia desta dinamica para a imunoterapia que envolvem os
macrofagos, os resultados apresentados e discutidos nos Capitulos 2, 3 e 4, ampliam as discussdes
dos trabalhos citados acima porque contribuem para o entendimento da relagc@o entre os efeitos
da imunoterapia TIL em combinag¢do com a imunoterapia para macréfagos e seus respectivos

papéis na redugdo ou eliminacao das células neoplédsicas do NSCLC.

Sobretudo, como considerado nos Capitulos 3 e 4, mesmo que os sistemas (2.1) e (4.6)
possuam diferencas na modelagem de suas equagdes diferencias, devido as consideragdes das
imunoterapias que adotamos ao longo deste trabalho, a classificacio da estabilidade local de seus
pontos de equilibrio t€tm uma dependéncia do parametro x,, que representa a taxa de apoptose

dos macréfagos M1 para ambos os sistemas.

Notamos que, por mais que a introdu¢ao do termo fonte m, (de macréfagos de fenétipo
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MO) e da infusdo de T CD8+ representem alteragdes significativas nas iséclinas nulas do sistema
(4.6) e, portanto, alteragdes na forma como se expressam seus pontos de equilibrio e se estudam
analiticamente suas estabilidades locais, os estados de controle da neoplasia que foram apresenta-
dos nas simulagdes realizadas em vdrios cendrios para os dois sistemas se mantiveram, inclusive,

como previstos nas andlises realizadas no Capitulo 2.

Os resultados obtidos no segundo cendrio simulado para o sistema (4.6), contribuem para
o entendimento do efeito que a dindmica de infusdo de T CD8+ tem na evolucao da quantidade
de células da neoplasia estudada. Como citadas ao longo deste trabalho, as literaturas informam
da capacidade que a terapia TIL que adotamos possui de reduzir o volume tumoral e, de fato, foi

o que evidenciamos durante as simulagdes do segundo cendrio.

Encontramos o mesmo comportamento nas simulagdes do primeiro cendrio — sem a
combinacao da imunoterapia de repolarizacdo de macréfagos M2 — e do sexto cendrio — sem
a combinacdo da mesma imunoterapia de repolarizacdo, mas com o valor do parametro /i,
mais baixo. E possivel acompanhar a situagiio descrita acima, observando o nimero de células

neoplésicas N em relagdo ao nimero de macréfagos M1 M, nos retratos de fase M; x N.

Ainda, no segundo cendrio do sistema (4.6), existe um aspecto importante quando com-
parado com o mesmo cendrio para o sistema (2.1): a estabilizacdo da quantidade de células
neoplésicas na ordem de 10® acontece sem que essa quantidade tenha atingido a capacidade

suporte. Esse resultado caracteriza a efici€ncia da combinacao dos tratamentos imunoterapicos.

Portanto, somente o tratamento imunoterdpico de repolarizacao de macréfagos M2 para
o NSCLC ndo ¢ suficiente para combater o desenvolvimento da neoplasia. Mas, a introdugao da
terapia TIL em conjunto com a repolarizacao, demonstra-se eficaz na estabilizacdo do volume

tumoral e controle do estado da neoplasia no organismo do paciente.

5.1 Trabalhos futuros

Das possibilidades que se apresentam, a mais instigante € a investigacao de terapias que
tenham como alvo terdpico a reducdo da taxa de apoptose dos macréfagos M1, como apontado
nos capitulos anteriores. Isso, devido a relevincia que a taxa de apoptose (i, nos sistemas (2.1) e
(4.6), possuem para a estabilidade local do ponto F, de equilibrio. Além disso, para os macréfagos
M1, uma taxa de apoptose menor do que a de crescimento de sua quantidade pode significar
uma quantidade maior dessas células no microambiente tumoral do NSCLC, que pressupde um

prognostico positivo, segundo Rakaee et al. (2019).

Uma outra possibilidade de investigag@o € assumir imunoterapias que estimulam células
do linfécito T como tnica via de tratamento para o NSCLC. Segundo Kaur et al. (2021), vacinas
que causam esse estimulo costumam ser eficazes sem que haja combinacdo com outras terapias.

Dentro deste espectro, € possivel, ainda, analisar outros protocolos TIL ou vacinas com fdrmacos
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especificos, como analisa Reis-Sobreiro et al. (2021).

Consequentemente, as combinacoes de imunoterapias também sao possibilidades para
investigarmos tratamentos que sejam eficientes e eficazes, no sentido de controle 6timo dos
sistemas dindmicos obtidos dos modelos matematicos. Dessa forma, é possivel propormos
protocolos para imunoterapias que tenham respostas adequadas as caracteristicas dos organismos

e da doenga que se desenvolve nele (explorando outros canceres que ndao o NSCLC).

No entanto, vale ressaltar que, das possibilidades apontadas acima, a que da sequéncia
imediata aos trabalhos desta tese € a investigacdo de imunoterapias que tenham como alvo a

reducdo da taxa de apoptose dos macréfagos M1.
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A Analise de estabilidade local do modelo

matematico ampliado

Neste apéndice, nosso objetivo é estudarmos numericamente a estabilidade local dos

pontos de equilibrio do sistema dindmico em (4.6), expresso pelo conjunto de equacoes

dN N
E = OélN (]_ — K"> (]_ -+ OZQMQ) — /BlMlN - /BQTgN,
dM M, + M.
b= oy (1= S ) My pMUN =
dt Ko,
(A.1)
dM. M, + M.
2 == )\mo + (]{4M2N <1 - 12) + lelN - ngg - [I,QMQ,
dt K,,
dT; T
7; = v(t) + as M T (1 - Ki) — Bs M Ty — psTs,

cujas condigdes iniciais sdo tomadas como N(0) = Ny, M,(0) = M1y, My(0) = M2, e
T5(0) = T'8,, a fungdo v(t) € definida em (4.5) como
2,857-107", tel7,8],
o(t) = (A2)
0, t € (—o0, TU(8,),
e com os valores de parametros estabelecidos na Tabela 6, reproduzidos na Tabela 11, e cujas

descri¢des e unidades de medidas estdo na Tabela 5.

Dessa forma, para analisarmos a estabilidade local dos pontos de equilibrio do sistema
(4.6), utilizaremos a mesma técnica discutida no Capitulo 2: obtidos os pontos de equilibrio F;, e
P, do sistema (4.6), recorreremos ao Teorema 2.3 (de Hartman-Grobman) para discutirmos sua

linearizagdo e, consequentemente, a estabilidade local desses pontos.

Lembramos, também, que, assim como o sistema dindmico em (2.1), o sistema (4.6)
possui muito mais do que apenas dois pontos de equilibrios obtidos de suas is6clinas nulas. No
entanto, para que as hipéteses supostas na modelagem do sistema possam ser testadas e seus
resultados interpretados dentro deste contexto, consideramos apenas as solugdes positivas para

todas as equacdes, conforme discutido no Capitulo 2.
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Tabela 11 — Valores padrdes dos parametros e condi¢des iniciais do sistema (4.6).

Parametros Valores Descricao Referéncia
aq 2,30-10"'  Taxa de crescimento proliferativo de N Eftimie e Barelle (2021)
e 6,72-10"!  Taxa de influéncia de M3 no volume tumoral Eftimie e Barelle (2021)
as 7,00 - 107!  Taxa de crescimento de M; Eftimie e Barelle (2021)
oy 7,00 - 107!  Taxa de influéncia de N no crescimento de Ms Adotado
as 8,00-10"'  Taxa de influéncia de M; no crescimento de CD8+ Qomlaqi et al. (2017)
51 1,344 Taxa de eficicia de M1 no combate as células N Eftimie e Barelle (2021)
B2 4,312 Taxa de eficicia de CD8+ no combate as células N Kuznetsov e Knott (2001)
B3 1,344 Taxa de eficacia de M2 no combate as células CD8+ Adotado
A 1072 Taxa de diferenciacdo de macréfagos MO em M1/M2  Hao, Schlesinger e Friedman (2016)

P1 1,00-10"2  Taxa de polarizagio de M1 para M2 Eftimie e Barelle (2021)
P2 0 Taxa de repolarizagdo de M2 para M1 Eftimie e Barelle (2021)
mo 1 Fonte constante de macréfagos de fenétipo MO Hao, Schlesinger e Friedman (2016)
1 8,70 - 107! Taxa de mortalidade das células M Eftimie e Barelle (2021)
H2 1,00 - 107!  Taxa de mortalidade das células Mo Eftimie e Barelle (2021)
us 4,00-10"'  Taxa de mortalidade das células CD8+ Qomlaqi et al. (2017)
K, 1 Capacidade suporte das células neopldsicas Eftimie e Barelle (2021)
K 1 Capacidade suporte dos macréfagos Eftimie e Barelle (2021)
K, 1 Capacidade suporte das células CD8+ Adotado

N(0) 2,86-107%  Valor inicial para células neopldsicas N Eftimie e Barelle (2021)

M;(0) 8,93-10"*  Valor inicial para os macréfagos M Eftimie e Barelle (2021)

M>(0) 0 Valor inicial para os macréfagos Mo Eftimie e Barelle (2021)

T5(0) 2,86 -10™*  Valor inicial para células CD8+ citotéxicas Adotado

Além das observagdes, destacaremos que a Unica diferenca entre o estudo que realizaremos

a seguir e o que foi realizado no Capitulo 2 € o fato de que as matrizes Jacobianas A(P.), em (2.63),
consideram os valores numéricos dos parametros do sistema (4.6) conforme disposto na Tabela
11. Portanto, no final do processo, obteremos numericamente os autovalores e seus respectivos
autovetores com a finalidade de analisarmos a estabilidade local dos pontos de equilibrios F.,
c=0,1.

A.1 Os pontos de equilibrio e a analise de estabilidade

Para obtermos os pontos de equilibrio numericamente, precisaremos considerar os valores
dos parametros no sistema (4.6) para os cendrios de interesse, analisados no Capitulo 4 e simulados

no Capitulo 3: primeiro, segundo e sexto cendrios.

Nos trés cendrios citados acima, os tinicos parametros que possuem seus valores alterados
sd0 0s parametros p;, p, € ;. Conforme indicarmos os cendrios observados, mostraremos as

alteracdes no valores em cada parametro.
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Primeiramente, considere que o sistema (4.6) possa ser reescrito como

dN

df = F1<N7M17M27T8)7
t

dM

dtl - F2<NJM17M27T8)7

(A.3)

dM.

d2 = F3<N7M17M27T8)7
t

dT;

— = Fu(N, M, M, Ty,

do mesmo modo como em (2.59), aplicamos o Teorema 2.3 e, a menos de uma mudanca de

varidvel para F;(N, M,, M,,Ty), 1 = 1,2, 3,4, encontramos em

T OF, OF, OF, OF 1
ON OM, OM, OT,
oOF, OF, OF, OF,
ON OM, OM, OT,
AlR) = OF, OF, OF, OF, | ° (A4)
ON OM, OM, OT,
OF, OF, OF, OF,
L ON oM, oM, 0Ty 1,

um homeomorfismo que relaciona vizinhangas abertas e suficientemente proximas dos pontos de
equilibrio P, - do sistema (4.6) - com as vizinhangas do ponto (0, 0,0, 0), solu¢do de um sistema

dindmico linear equivalente.

Consideremos, para a matriz A(P.), os termos

* para Fl(N7 M15M27T8)

OF, _ Kn[a1(1+a2M2)—61M1—ﬁzT8]—2a1N(1+0‘2M2), (A.5)
ON K,

gﬁl _ N (A.6)
gﬁz _ maﬂé{l:n—l\/)’ (A7)
OF, _ AN (A.8)

0Ty
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¢ para F2<N7 Mla M27T8)

g% — o M, (A.9)
gﬁl o (Km—2M1—]\I/.2—Km (0N + ) A10)
gﬁz — pQK"I;O‘?’MQ (A.11)
gi: = 0 (A.12)

e para F5(N, M,, M,, Ty)

aF:a oy M, (Km — M, — Mz) + PleMl

N = 7 (A.13)
OF; o N (lem - a4M2)
T e 7 (A.14)
OF, _ N (Ko — My — 2M,) — Ko (p2 + o) (A.15)
oM, K, ’ '
OF,
9 _ . A.16
T, 7 ( )
e epara F,(N, M, M,, Ty)
OF,
D A.17
T 0, (A.17)
OF, asTy (Kt — TS)
_ Al
3T K 7 (A.13)
OF,
_ 4T Al
8M2 /83 8 ( 9)
8F4 _ 045M1 (Kt - 2Tt8) — Kt (BSMz + ,US) (A 20)

aTg Kt

A.1.1 Primeiro cenario

Dessa forma, teremos no primeiro cendrio nenhum estimulo a repolarizacio (p, = 0)
e uma taxa de apoptose de macrofagos M1 (1, = 0,87) maior do que sua prépria taxa de
crescimento (a3 = 0,7) e do que a taxa de apoptose para macréfagos M2 (u, = 0, 1). Logo,
como estudamos, este cenario indica um microambiente tumoral favoravel ao crescimento do

nimero de células neopldsicas N. Entdao, obtemos
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1. Os pontos de equilibrio P, ~ (0;0,037;0,1;0) e P, =~ (0,95;0,013;0, 85;0).
2. Para o ponto F,, a matriz Jacobiana
[ 1,95-107 0 0 0
-3,75-107* —2,92-107' —2,63-107? 0
A(Ry) = ,  (A21)
6,07 -1072 0 —1-107¢ 0
0 0 0 —5,04-107!
com autovalores \;, i = 1,2,3,4, A(Fy) = [\, . tal que
[ 1,05-107" ]
—1-1071
AP) = , (A.22)
—2,92-1071
—5,04-107"
e 0s respectivos autovetores
[ 9,79-107" | [ 1,16-1072 |
5,44 - 10717 1,35-107!
Vvl = 7‘/2 = >
—3,44-10718 1
0 0
[ 2,02-107" ] 0 ]
-9,9-107" 0
Vs = V= (A.23)
—8,25-107Y7 0
0 1

Os autovalores em (A.22), de modo geral, classificam o ponto F, como instavel, uma

vez que nem todos as suas partes reais sao negativas.

Em particular, nesse espacgo linear homeomérfico, o autovalor )\, indica que a reta suporte
do autovetor V; € um subespacgo vetorial instdvel, enquanto as retas suportes dos demais autove-
tores constituem subespacos estdveis, de atracdo ao ponto F,. E interessante ressaltar, ainda, que

o vetor V} indica uma atragc@o acentuada para valores de 7 na reta de mesma direcao.

3. Para o ponto P, analogamente, a matriz Jacobiana

[ -3,45-10"

~1,28 6,94 - 10 —4,11
~1,27-107%* —7,96-10"' —8,9-10°3 0
A(P) = . (A24)
7,02-102 —5,61-10"' —5,82-10"" 0
0 0 0 ~1,54- 10
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com autovalores \;, i = 1,2,3,4, A(P,) = [\, tal que

—3.34-10""
—5.79-10""
A(P) = , (A.25)
—8,10- 10"
~1,53
e 0s respectivos autovetores
[ 90,4810 | [ 6,37-10° |
2,45 .10 3,96 - 102
Vi= Vo = :
83310 3.05- 10
9,57 10" —7.9.10"
[ 317107 0]
~9.69-10" 0
46110 0
—7.97-102 2.78-10""

De modo geral, os autovalores em (A.25) classificam o ponto P, como localmente
assintoticamente estavel, uma vez que todos eles possuem parte real negativa. Este € o caso no
qual o ponto P, € de convergéncia para todos os valores de células e, como esperado, todas as
retas suportes dos autovetores V;, i = 1, 2, 3, 4, sdo subespagos estaveis e, em particular, mostram
o crescimento nos valores de N e M, e o decrescimento dos demais nimeros de células no

microambiente tumoral.

Também € importante ressaltar que, considerando apenas a dindmica entre M; e IV, dado
os autovetores (A.26), o plano M, x N apresenta um ponto que pode ser classificado como um

nd assintoticamente estavel.

Portanto, como visto na conclusao do Capitulo 2, com a configurac¢do de F, como instavel
e P, como localmente assintoticamente estdvel, temos que este primeiro cendrio revela um estado

de neoplasia ndo controlada.

A.1.2 Segundo cenario

Ao considerarmos, agora, o segundo cenario, com um estimulo a repolarizacao repre-
sentada pela adocao do valor p, = 0, 2, mesmo que mantendo inalteradas as taxas de apoptose
dos macréfagos M1, M2, bem como a taxa de crescimento do nimero de macréfagos M1 no
microambiente tumoral, obtemos a3 < 1, indicando que esse microambiente ainda deve ser

favordvel ao crescimento das células neopldsicas do NSCLC.
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Mas, para o sistema (4.6), considere como
1. Pontos de equilibrio P, =~ (0;0,07;0,04;0) e P, =~ (0,47;0, 11,0, 14; 0).
2. Para o ponto F,, a matriz Jacobiana
[ 1,42.107 0 0 0 ]
—6,90-107* —2,90-10"' 1,52-107" 0
A(P) = , (A.27)
2,16 - 1072 0 3-107! 0
0 0 0 -3,90-107!
com autovalores \;, i = 1,2,3,4, A(Fy) = [\, tal que
[ 1,42.10 |
-3-107*
APy = : (A.28)
—2,90-107!
-3,90-107*
e respectivos autovetores
[ -1 ] [ 1,55-1072 ]
—6,94-10718 1
‘/1 = 7‘/2 = )
—7,36-10718 1
0 0
[ —4,90-107 | [0 ]
—6,64 -1072 0
Vs = V= (A.29)
—1,04-1071 0
0 1

E, de modo andlogo ao discutido no primeiro cendrio, para o ponto F,, os autovalores em

(A.28) indicam que sua classificacdo € instavel. Portanto, o autovetor V;, associado ao autovalor
A1, revela um subespago vetorial de instabilidade e afastamento do ponto F,, diferentemente dos

demais autovetores.

3. Para o ponto P,, analogamente, a matriz Jacobiana

[ 1,06-10"" —5.67-10"" 3,77-102 —1,82
~1,08-10"* —4,21-10"! 1,24-10" 0
A(P) = . (A.30)
7,32-1072 —3,61-1072 —1,17-10"! 0
0 0 0 —4,97-10""
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com autovalores \;, i = 1,2,3,4, A(P,) = [\, tal que

[ 94810724+ 1,10-10" -4

—9,48-1072—1,10- 10" -
A(P) = : (A31)
—4,54 .10

~.

—4,97 10

e autovetores associados

8,20-10" | [ 5,10-1073 — 1,94-10"" -4 |
8,20 - 10" —5,10-102 + 1,94 - 107" - 4
‘/1 = 7‘/2 - s
8,50 - 10~ 512107
9,43 101 2,60 - 10~
[1,66-107 —5,12-10"1 -4 | 0]
1,66-10"1 +5,12- 107! - 0
Vs = Vi= . (A.32)
~1,29-10" 0
—1,56- 107" 1,15- 107

Assim como no primeiro cendrio, este caso mostra o ponto de equilibrio P, como ponto
de convergéncia para os valores de todas as células. Esta classificagdo como localmente assintoti-
camente estavel fica mais evidente ao observarmos que as partes reais dos autovalores em (A.31)

sdo todas negativas.

Temos, também, a existéncia de autovalores complexos conjugados, A; e \,, indicando
que a dindmica da relacdo entre M, e NV, considerando o plano M, x N, nos revela um foco/espiral

estavel.

No entanto, é importante ressaltar que o ponto P, converge para valores bem menores do
que quando comparado com este mesmo ponto para o primeiro cendrio. O valor 0,47 para NV,
guardada sua ordem de grandeza que discutimos no Capitulo 4, denota um volume tumoral que €
primeiramente visivel em raio X. Assim, neste caso, poderiamos considerar que o cendrio € o de

neoplasia controlada.

A.1.3 Sexto cenario

Adotaremos, agora, o conjunto de pardmetros do sexto cenario simulado no Capitulo 3 e
revisto no Capitulo 4. Nesse cendrio, mantivemos os valores referentes a (re)polariza¢ao tomados
no primeiro cendrio (p; = 0,1 e p, = 0), mas assumimos uma taxa de apoptose de macréfagos

M1 menor do que nos cendrios anteriores (1; = 0, 37).
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Note que, da anélise de estabilidade realizada no Capitulo 2, temos que a desigualdade

a3 <, resulta na instabilidade de F,, referente ao sistema (2.1), uma vez que “forca” os

autovalores A, e \,, respectivamente em (2.89) e (2.91) de A(F,) em (2.80), a terem suas partes

reais positivos. No entanto, az > p; ndo garante que todos os autovalores de A(F,) tenham partes

reais negativas, € necessario que além disso seja satisfeita a inequacao em (2.93). E, de acordo

com as simulacdes realizadas no sexto cendrio do Capitulo 3, essas condicoes sdo satisfeitas.

Por isso, reproduziremos tais condi¢des nesta andlise para o sistema (4.6) que amplia o

modelo matemdtico proposto inicialmente através do sistema (2.1).

Dessa forma, obtemos

1. Pontos de equilibrio P, =~ (0;0,48;0,02;0) e P, ~ (0,23;0, 16;0, 39;0).

2. Para o ponto F,, a matriz Jacobiana

com autovalores \;, 1 = 1,2,3,4, A(F,)

€ respectivos autovetores

~3.10" 0 0 0
~4,10-10% —3,10-10"" —2,84-10"" 0
3,86 - 102 0 —1-107 0

0 0 0 ~2.10-
= [Ai],,.,» tal que
[ 1107t ]
~3,01-10"

A(Py) = ,
~3,10-10"
~92.10-10"

[ 413-107® | [ 8.05-10"" |
1,60 - 10" 9,91-10""
Vi= Vo =
1,19 - 1014 1
0 0
[ 5,92.107" | 0 ]
—6,64-10" 0
‘/E,) — 7‘/:1 =
~9.53-10° 0
0 1

107!

Y

(A.33)

(A.34)

(A.35)
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Notamos, portanto, que todos os autovalores em (A.34) possuem parte real negativa,

classificando F, como localmente assintoticamente estavel. Agora, considerando que

3. Para o ponto P,, analogamente, a matriz Jacobiana

[ 6,82-102 —3.16-10"" 2,78-102 ~1,01 |
~1,65-107% —1,76-10"" —1,15-10"" 0
A(P) = . (A36)
1,23-107  —6,17-102 —9,10- 10> 0
0 0 0 —7.91-10""
com autovalores \;, i = 1,2,3,4, A(P,) = [\, tal que
[ 804102 ]
~2,10-107 4+ 1,15- 107" -4
A(Py) = , (A37)
~92.10-10"" = 1,15-10" -4
~7.91-10""
e autovetores associados
[ 7.26-10" | [ 92,8610~ ]
7.63-10°" 3,16-10"" —3,14-10" - i
Vi= Vo= ;
7.63-10"" 316-107 43,14 -10" -4
8,04-10" 945102
[ —6,25- 10" ] 0]
29,3910 —4,02-10"" -4 0
Vs = Vi= ; (A.33)
~92,39-10" +4,02- 107" - 0
~1,43-10" 5,77-107"

temos que o ponto P, € classificado como instdvel, uma vez que o autovalor \;, em (A.37), possui
parte real positiva.

Em particular, observe que a existéncia de dois autovalores complexos conjugados e com
parte real negativa, indica que o ponto de convergéncia para os valores de M1 e M2 pode ser

classificado como um foco/espiral estavel, no plano M, x M,.

Esse resultado também corrobora com o que j4 era esperado sobre o progndstico positivo
de tumores do NSCLC que possuem nimeros altos de macréfagos M1 em seu microambiente

tumoral, segundo Rakaee et al. (2019).
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E todo caso, como jé discutido no Capitulo 2, a configuracdo de F, como localmente
assintoticamente estdvel e de P, como instdvel, coloca esse cendrio como aquele que possui um

estado de neoplasia controlada.

Resumidamente, podemos classificar os cendrios de simulagdo do sistema (4.6), com os
valores de parametros indicados pela Tabela 11 e particularidades de simulag¢do de cada cendrio

quanto ao tratamento misto, como indicado na Tabela 12.

Tabela 12 — Estado de controle da doenca para cendrios simulados do sistema (4.6).

Cendrios Estado de controle da neoplasia

1° cendrio Nao controlada

2° cendrio Nao controlada (tumor estabilizado — primeiramente visivel em raio X)
6° cenario Controlada (inexisténcia de células tumorais)
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